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RESUMEN

TITULO: Fenémenos de explosion en variedades Riemannianas

AUTOR: Daimon Santiago Mayorga Carrefio

PALABRAS CLAVE: Fendmenos de explosion, Compacidad, Variedades Riemannianas.

DESCRIPCION:

Para este trabajo se estudian los fenémenos de explosién asociados a ecuaciones tipo Yamabe sobre
variedades Riemannianas compactas. Estas ecuaciones aparecen en problemas geométricos fundamen-
tales como la curvatura escalar y la obtencién de métricas conformes con curvatura escalar constante. Se
abordan aspectos analiticos clave como la existencia de sucesiones de Palais—Smale, y la construccion
de soluciones fuertes de energia minima. Se incluye un analisis detallado del caso de la esfera, donde
aparecen soluciones tipo burbuja, que concentran su masa en puntos especificos al variar ciertos parame-
tros. Ademas, el resultado principal de este trabajo es mostrar el resultado de (Struwe, 1984) aplicando
la teoria blow-up para describir la descomposiciéon de soluciones como una funcion limite mas una suma
finitas de burbujas . Este estudio no solo permite entender el comportamiento cualitativo de las soluciones,
sino también aporta herramientas para abordar problemas de existencia, compacidad y multiplicidad en

ecuaciones con exponentes criticos.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jurgen Alfredo Julio Batalla, Doctor en Cien-
cias Matematicas
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ABSTRACT

TITLE: Blow-up Phenomena in Riemannian Manifolds
AUTHOR: Daimon Santiago Mayorga =

KEYWORDS: Blow-up Phenomena, Compactness, Riemannian Manifolds.

DESCRIPTION:

In this work, we study the blow-up phenomena associated with Yamabe-type equations on compact Rie-
mannian manifolds. These equations arise in fundamental geometric problems such as scalar curvature
and the construction of conformal metrics with constant scalar curvature. Key analytical aspects are ad-
dressed, such as the existence of Palais—Smale sequences and the construction of strong solutions with
minimal energy. A detailed analysis of the case of the sphere is included, where bubble-type solutions ap-
pear, concentrating their mass at specific points as certain parameters vary. Moreover, the main result of
this work is to present the result of (Struwe, 1984), applying blow-up theory to describe the decomposition
of solutions as a limit function plus a finite sum of bubbles. This study not only helps to understand the qua-
litative behavior of the solutions, but also provides tools to address problems of existence, compactness,

and multiplicity in equations with critical exponents.

Master Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jurgen Alfredo Julio Batalla, Doctor in math
Ciense
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1. Introduccion

En el contexto de las variedades Riemannianas es comun encontrar estructuras
geométricas especiales definidas a partir de soluciones de una ecuacién diferencial.
En particular, en una variedad Riemanniana (M™, g) se destacan las ecuaciones tipo-
Yamabe

Agu~+ fu=wul,

donde f,w son funciones sobre M™ , A, es el operador de Laplace-Beltrami y
q > 1. Esta familia de ecuaciones incluye, por ejemplo, a la ecuacion correspondiente al
problema de prescribir curvatura escalar, es decir, dada una funcion w(x) ¢ Es posible
encontrar una métrica tal que su curvatura escalar sea igual a la funcidn w(z)? Otra ecua-
cién geométrica que aparece en esta familia es la ecuacion de Yamabe. Las soluciones
positivas de esta ecuacion permiten resolver el siguiente problema geométrico (Hoy en
dia conocido como problema de Yamabe): Dada una métrica Riemanniana en una va-
riedad diferenciable cerrada (compacta y sin frontera) ¢ Es posible encontrar una nueva

métrica con curvatura escalar constante tal que sea conforme a la métrica original?

Estas ecuaciones reciben su nombre en honor al matematico japonés Hidehiko
Yamabe, quien desempefo un papel destacado en su desarrollo. Pues planteé las pautas
para obtener una solucion general y obtuvo los primeros resultados fundamentales a este

problema.

La relevancia de este problema se debe, entre otras cosas, a que representa una
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generalizacion a dimensiones mayores del teorema de uniformizacion, el cual se consi-

dera el resultado mas importante en la teoria de la geometria de superficies.

La solucion del problema de Yamabe se obtuvo a mediados de los anos ochentas
y a partir de entonces se han desarrollado muchas lineas de investigacion alrededor del
tema, en gran parte por las distintas técnicas avanzadas que se utilizaron en la solucion.
Por otro lado, una de las dificultades en el estudio del problema radica en la aparicién de

fendmenos de concentracion o explosion asociadas a la ecuacion.

En este trabajo nos proponemos estudiar y comprender los fendmenos de explo-
sidn asociados a algunas ecuaciones tipo-Yamabe ver (Druet, Hebey, y Robert, 2009).
Para ello sera fundamental entender lo que ocurre en el caso de la ecuacion de Yamabe.
Finalmente destacamos que este estudio nos permitira abordar problemas tales como,
multiplicidad de soluciones al problema de Yamabe o, problemas sobre existencia y com-

pacidad de soluciones a ecuaciones geométricas con exponente criticos y subcriticos.
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2. Preliminares

El objetivo de esta seccion es presentar conceptos, lemas y teoremas conocidos
de la geometria Riemanniana, necesarios para comprender la tematica de esta propues-
ta. Las demostraciones de dichos teoremas se pueden encontrar en varios libros de
geometria Riemanniana, en este caso nos guiaremos de (Do Carmo y Flaherty Francis,
1992).

Antes de definir una variedad diferenciable (o suave), recordaremos la definicion
de una variedad topologica M™ de dimensién n; Esto es un espacio topologico que cum-

ple lo siguiente:
1. M"™ es un espacio topoldgico de Hausdorf segundo numerable.
2. Para cada p € M™ existe una vecindad U homeomorfa a un abierto de R".

3. Sean (U, ), (V,v) tales que U NV # (), entonces

potp L p(UNV) = p(UNV)es un homeomorfismo.

La dupla (U, ), donde U es un abierto de M™y ¢ es el homeomorfismo de U con
un abierto de R" es llamada carta coordenada. Sean (U, ¢) y (V,v) dos cartas coorde-
nadas tales que U NV # (). Se dice que (U, ¢), (V, 1) son compatibles si ¢ o 1)~ es un
difeomorfismo entre (U NV) y o(U N V) abiertos de R™.

Una estructura diferenciable sobre una variedad topoldgica M™ es una familia

U = {(U;, ¢i)}icr de cartas coordenadas tal que

1. Ut Ui = M,
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2. Para cualesquiera i, j € I tales que U; N U, # (), entonces las cartas (U;, @), (U;, ¢;)

son compatibles,

3. Siunacarta (V, 1) es compatible con cualquier carta (U, p) € U, entonces (V, ) e U

Ahora bien, se dice que variedad diferencial es una variedad topoldgica M™ dotada

con una estructura diferenciable.

Por otro lado se tiene que una funcién f: M"™ — R es diferenciable en p € M™ si
existe (U, ¢) una carta local de p tal que f o o' es diferenciable en el sentido usual. De
manera mas general, se tiene que una funcion f: M"™ — N™ es diferenciable en p € M"
si existen (U, ¢),(V, ) cartas locales de py f(p) en M™y N™ respectivamente, tales que
Yo fop ! es diferenciable en el sentido usual, ver (Munkres, 2018). Se dice que f es
diferenciable si lo es para todo punto.

Por otra partel, dada M™ una variedad diferencial. Una métrica de Riemann g sobre
M™ es una correspondencia, la cual asocia a cada punto p € M™ un producto interno (, ),
sobre el espacio tangente en p denotado como 7M™, es decir g,: T,M" x T,M" — R

0 0

es una funcion bilineal, simétrica y definida positiva. Ademas, las funciones g (5, 5--) €
i J

C>(M™) para cada par de campos coordenados -, ;> asociados al sistema de coor-
i J

denadas (z1,...,x,) € R™. Asi mismo se denomina a una variedad diferencial junto con

una métrica Riemanniana (M™, g), como variedad Riemanniana.

Ahora bien, dadas (M, g) y (N, h) dos variedades Riemannianas. Un difeomorfis-

mo f: M — N es conocida como isometria si:

Gp(u,v) = hisey) (dfpy(u), df,(v)), paratodo p € M y paratodo u,v € T,M.
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Sean M y N variedades Riemannianas. Una funcién diferenciable f: M — N es
una isometria local en p € M si existe una vecindad U C M talque f: U — f(U) es un
difeomorfismo

Se dice que dos variedades son iguales desde el punto de vista geométrico si
existe una isometria entre ellos.

Por otra parte, dado I'(T'M) el conjunto de campos vectoriales de clase C* sobre

M™. Una conexion afin (V) sobre una variedad diferenciable AM/™ es una funcion

v: D(TM) x T(TM) — T(TM).

La cual es denotada por (X,Y) Y VY y satisface las siguientes propiedades:
1. fo+gyZ = vaZ +ngZ
2. Vx(Z+Y)=VxZ+ VxY.

3. Vx(fY) = fVXY + X(f)Y,

donde X,Y,Z e I(TM)y f,g € C°(M™").

Mas aln, dada M una variedad diferenciable con una conexién afin v. Existe
una unica correspondencia que asocia un campo vectorial V' a lo largo de una curva
diferenciable ~: I — M con otro campo vectorial D;V'a lo largo de ~, llamada la derivada

covariante de V' a lo largo de ~, tal que

2. D,fV = j—{v + fD,V, donde W es un campo vectorial a lo largo de vy f es una

funcidn diferenciable sobre 1.
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3. Si V es un campo vectoral inducido por un campo vectorial Y € I'(T'M), es decir,

V(t) =Y (y(t)), entonces D,V = Vv,Y.

Ademas. dada M una variedad diferenciable con una conexion afin v, un campo vectorial
V alolargo de una curva ~v: I — M es llamado paralelo cuando D;V = 0 paratodot € I.

Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin v. Sea v: I —+ M una
curva diferenciable en M y sea V; un vector tangente a M tal que V; € T, M. Entonces
existe un unico campo vectorial paralelo V' a lo largo de v, tal que V(¢,) = V,. V(t) es
llamado transporte paralelo de V' (t,) a lo largo de ~.

Por otro lado, si M una variedad diferencial con una conexién afin v y una métrica
Riemanniana (-,-). Se dice que la conexién es compatible con la métrica, si para toda
curva suave ~ y cualquier par de campos vectoriales paralelos Py P’ a lo largo de ~, se
tiene que (P, P') = constante.

Mas aun, si se tiene, (M, g) una variedad Riemanniana, una conexién sobre M se
dice compatible con la métrica g si, y solo si, para cualquier campo vectorial V'y W a lo
largo de una curva diferenciable v: I — M se tiene que

d
EQ(V, W) =g(DV,W)+g(V,DW),t € I.

De igual manera una conexién afin v sobre una variedad suave M se dice simétrica si

VxY — vy X = [X,Y],

donde [X,Y](f) = X[Y(f)] — Y[X(f)], es el corchete de Lie. Esto se conoce como libre
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de torsion.
Ahora bien, dada una variedad Riemanniana (), g), existe una Unica conexion

afin (conexion de Levi- Civita) v sobre M que satisface las siguientes condiciones:
1. V es simétrica.
2. V es compatible con la métrica g.

De ahora en adelante la conexion v que se utilizara, es la conexion de Levi-Civita.
Dada una variedad Riemanniana compacta y suave M de dimensién n con una
métrica g, se pueden definir facilmente los siguientes espacios: Si p > 1, el espacio de

Lebesgue LP(M) es el conjunto de funciones localmente integrables « sobre M para las

1/p
ull, = ( [ dvg)
M

cuales la norma

es finita.
Los espacios de Sobolev H; (M), siguiendo lo que se hace en el contexto eucli-
diano mas tradicional. Por ejemplo, cuando k = 1y p > 1, se puede definir el espacio de

Sobolev HY(M) de la siguiente manera: para u € C*(M), con

[l = llully + Vel

donde ||.||, es la norma L? con respecto a la medida Riemanniana dv,. Entonces, defini-

mos Hy (M) como la clausura de C>°(M) con respecto a ||.||z». Una definicion similar se
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aplica para H;(M), donde
k
lullz =Y 11V ull-
1=0

Algunas propiedades muy utiles de HY(M) son que las funciones Lipschitz en M
pertenecen a los espacios de Sobolev H} (M) para todo p, y que siu € H} (M) para algin
p, entonces |u| € HY (M) y |V|ul|| = [Vu| casi en todas partes.

(Teoremas de inmersion de Sobolev para variedades compactas).

Supongamos que M es una variedad Riemanniana compacta de dimensién n (posible-

mente con frontera de clase C*).

(a) Si

1
-2
r

<Y |~
S|

entonces H/ (M) esta encajado continuamente en L"(M).

(b) (Teorema de Rellich—-Kondrakov) Supongamos que la desigualdad estricta se

cumple en (a). Entonces la el encaje H/ (M) C L"(M) es un operador compacto.

(c) Supongamosque 0 < a <1,y

IN

Q| =
3

entonces H/ (M) esta encajado continuamente en C“(M).

Al igual que para subconjuntos abiertos acotados del espacio euclidiano, el teore-

ma de encaje de Sobolev (encaje continua) y el teorema de Rellich-Kondrakov (encaje
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compacta) se cumplen. Para fijar ideas, tomemos &k = 1y p = 2. Sea

2n

Pn =

el exponente critico de Sobolev. Entonces, para cualquier ¢ € [1,p,], H}(M) C LY(M)
y esta encaje es continua, con la propiedad de que la encaje también es compacta si
q < Pn-

La desigualdad de Sobolev correspondiente a la encaje continua HZ(M) C L~ (M)

es la siguiente: Para cualquier v € H{(M),

[ullp, < Al Vullz + Bllullz,

donde Ay B son constantes positivas independientes de u, pero que pueden depender
de la variedad.

Otra desigualdad muy util es la llamada desigualdad de Poincaré. Al tratar con
H?(M), esta establece la existencia de una constante positiva A tal que, para cualquier
u € HY (M),

[u = alls < Af[Vull,,

donde

1
U= — u dv
Vy Ju I

es el promedio de v, y V, el volumen de M con respecto a g. En este caso particular,

gracias a la caracterizacion de Rayleigh del primer autovalor no nulo del laplaciano, A
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puede tomarse como el inverso de la raiz cuadrada de este autovalor.
Combinando la desigualdad de Sobolev y la de Poincaré, se obtiene la llamada

desigualdad de Sobolev-Poincaré: para cualquier u € HZ(M),
lu = allp, < AllVulls,

donde A es una constante positiva, independiente de u, como es habitual.
Una nocion muy util relacionada con las inmersiones de Sobolev, que resulta cru-
cial en muchos problemas como el problema de Yamabe, es la de las mejores constantes.

En el caso particular £ = 1y p = 2, la desigualdad de Sobolev en el espacio euclidiano

a1 1
< |ulPm da:) " <A < |Vul? dm> ,
Rn R™

donde la mejor constante A en esta desigualdad, que denotamos por K, esta dada por:

Kn: ‘¢m, (21)

donde w,, es el volumen de la n-esfera unitaria.

se escribe como:

Tomando A = K, en la desigualdad anterior, obtenemos lo que se conoce como
la desigualdad de Sobolev euclidiana aguda. Sus funciones extremales son conocidas y
se expresan como:

1—n
2
)

Unapu(T) = ()\ + |z — a]z)

donde A > 0, u € R, y a € R™ son arbitrarios.
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Para variedades compactas, consideramos la desigualdad de Sobolev:
lull5,, < AlVull3 + Bllull3.

Como se verifica facilmente, cualquier constante A debe satisfacer A > K?. Por otro
lado, segun (Hebey y Vaugon, 1995) y (Hebey y Vaugon, 1996), se puede probar que

existe una constante positiva B tal que, para cualquier v € HZ(M):
lully, < KGNIVulls + Bllulls.

Mas desarrollos sobre espacios de Sobolev, desigualdades de Sobolev y la nocidén
de mejores constantes se encuentran en (Hebey, 2000)
Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta y suave. Las ecuaciones que nos

interesan tienen basicamente la forma:
Agu+au = f,

donde a y f son funciones dadas en M. Se dice que una funciéon v € H(M) es una

solucién débil de esta ecuacion si, para todo p € HZ(M), se cumple:

/(Vu, V), dvg+/ a(z)updv, = [ f(x)edo,.
M M M

Existen resultados de regularidad para esta ecuacién, similares a los expresados

en el contexto Euclidiano (esto no es muy sorprendente, ya que la regularidad es una
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nocion local). El resultado de regularidad que utilizaremos principalmente es el siguiente:
siaessuavey f € H. (M) paraalgun k € Ny p > 1, entonces una solucion débil « de
la ecuacion anterior pertenece a H,,,(M). En particular, de este resultado y del teorema
de encaje de Sobolev se deduce que, si f es suave, entonces u también es suave.

En paralelo con la regularidad, los principios del maximo, muy Utiles para el Lapla-
ciano en variedades Riemannianas, también se cumplen. Una forma actualmente utiliza-

da es la siguiente: si u € C?(M) es no negativa y satisface, para todo = € M,

Agu(r) = u(z) f(z, u(x)),

para algunas funciones continuas f : M x R — R, entonces u es estrictamente positiva
en todas partes, o bien u es la funcién nula. Esto se deduce facilmente del principio del
maximo de Hopf, como se suele enunciar.

Para terminar, vemos los resultados de regularidad eliptica global. Sea M una
variedad Riemanniana compacta, y supongamos que u € L. (M) es una solucién débil

loc

de Au = f.

(@) Si f e H/(M), entonces u € H/ ,(M),y

(b) Si f € Ck*(M), entonces u € C*2(M).
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3. La ecuacion modelo

Sea (M, ¢g) una variedad diferencial compacta de dimensién n > 3. Sea (h,) una

sucesion de funciones diferenciables sobre M y considere la siguiente ecuacion.

Agu+hou=u"1 (E,)

donde A, = —div,V es el operador de Laplace-Beltrami, p,, = % es el exponente critico
de Sobolev para el encaje del espacio de Solbolev HZ(M) en el espacio de Lebesgue
LP(M).

Se discutira brevemente en este capitulo introductorio la existencia de secuencias

de Palais—Smale y la existencia de soluciones fuertes de energia minima para (E.,).

3.1. Sucesiones de Palais Smale
Sea h una funcién diferenciable sobre A/. Se dice que el operador L, = A, + h es

coercivo si existe C' > 0 tal que

||UH§1§ < C’/M(Lgu)udvg =C ; |Vul® + huPdy,

para todo u € HZ(M). Un ejemplo de operador coercivo es el siguiente.

Ejemplo 3.1.1. Sih(z) > 0, entonces L, es coercivo. Dado v € H;(M) se tiene que

2
Il = (1Vullz + lull2)” = [[Vull3 + 2/ Vullo|lull2 + [|ull3,
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usando la desigualdad de Young se sigue que

[l < 2 ([[Vulls + [lull3) (3.1)

Por otro lado, como h es diferenciable y por tanto continua, ademas M es com-
pacto, entonces h alcanza su minimo K. Por hipdtesis sabemos que h > 0, luego K > 0.
Asi existe C, > 0 tal que C;h > 1. De lo anterior se obtiene que Cihu® > u?. Toman-
do C = mazx{Cy,1} se obtiene que Chu* > u* y C|vul* > |vu|?®. De las desigualdades

anteriores y comparando con (3.1) se tiene

[ull3s gz(/ C’|Vu]2dvg—i—/ Chu2dvg> :20/ (19uf> + Ia?) do,
M M M

Por tanto L, es coercivo.

Observacion 3.1.2. La existencia de una funcion u,, > 0 solucion de (E,,) implica que el

operador Ly = A, + h, en la parte izquierda de la ecuacion (E,,) es coercivo.

De ahora en adelante, se define el funcional I sobre el espacio de Sobolev H} (M)

por

1 1 1
I¢(u) = —/ |Vul*dv, + —/ hou*dv, — — [ |u|P"dv,.
! 2 Jm 2J/m

Pn Jmr

Definicion 3.1.3. Sea (u,) una sucesion de funciones en H}. Se dice que (u,) es una

sucesion de Palais-Smale para I, si se cumplen las siguientes proposiciones.
1. la sucesion (I (u.)) es acotada, y

2. DI (ua) — 0 fuertemente en Hi(M)' siempre que a — oo, donde H?(M)' es el
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espacio dual de H (M)

Definicion 3.1.4. Se dice que el operador L es uniformemente coercivo si existe una

funcion h diferenciable, tal que /\, + h es coercivo y h, > h para todo .

Proposicion 3.1.5. Sea (M, g) una variedad diferencial compacta de dimension n > 3,
y (ha) una sucesion de funciones suaves sobre M. Suponga que L es uniformemente
coercivo, entonces existe una sucesion de Palais-Smale de funciones diferenciables que

satisfacen (E.,,).

Demostracion. Sean (g,) una sucesion de numeros reales tal que ¢, — 0 cuando o —

y ¢ € (1,p, — 1). Fije a y defina @, el funcional sobre H?(M) dado por

1 1 1 .
Polv) = 2 Ju Vv, + 2 /M ottty = Pn M(u+)PndUg N qi 1 /M<U+)q+1dvg

donde u* = max(u,0).

Es facil ver que el lema de paso de montana de (Ambrosetti y Rabinowitz, 1973)
puede ser aplicado a ®,. Se sigue que existe ¢, > 0y una sucesion (p;) en H (M) tal
que

Do(pj) = cato(1)y
(3.2)

[1D®a ()] a2y = o(1).
donde o(1) — 0 cuando j — co. Mas aln, dado uy € HZ(M), up > 0y ug # 0, se
puede tomar ¢, tal que

Ca < sup{Pa(tuo)}.
t>0
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Afirmacion 3.1.6. ¢, < 1K,". (donde K, es es como en 2.1)

Para la demostracién de esta afirmacién nos basamos en las funciones test loca-
les de Aubin como aparece en (Lee y Parker, 1987). Sea u, una funcion test local. Mas

precisamente sea ¢ > 0 pequefio, xq € M y 6 > 0 definimos la funcion

n

ug(w) = n(x) (0" + dy(z0,2)*) "2

(.

a"'g
u

donde d, es la distancia con respecto a g y 7 es una funcién de corte diferenciable tal que
n=1en B(xy,e)yn=0en M\ B(xg,2¢) las bolas geodésicas de radios ¢ y 2. Veamos

que

Ug 1
sup ®©, [t =
50 (HUern> nK;
calculando

U 1 U 2 1 U 2
@a(t 0 >:—/ ’V(t—e)‘ dvg—f——/ha(t 9 ) dv,
[[u][p,, 2 Ju [[uollp, 2 Ju [[uollp,
1 + Pn o + q+1
(Y - () e
P Jar \ [lusllp, q+1 Ja \ luellp,

Realizando una estimacion para [,, |Vug|*dv,

M

/|Vue|2dvg—/ (Vu@,Vu@>dvg—/ (V(nu), V(nu)) dv,
M M
= / (uvn + nVu, uvn + nvu) du,
M

:/ (u? |90 + 2un (¥, Vu) +7* |Vul’) do,
M
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como 7 es una funcién de corte luegon = 1en B.yn = 0en M \ Bs.. Entonces, se tiene

que

/ (u2 |V77|2 + 2un (Vn, Vu) + n? |Vu|2) dvg
M

_ / (2 |7ul?) + / (2nu (v, V) + o |9nf2) do,
BQ&

B25\B5

S/ |Vu|2dvg+0/ (u|vu| +u?) dv, (3.4)
M BQE\BE

Ahora bien, dado que M es una variedad compacta y pasando uy = 7 - u en
coordenadas normales, en una vecindad de z,. Como « es una funcion radial y ¢"" = 1
(g“ es la matriz inversa formada por la métrica g) en coordenadas normales, entonces
tenemos que |vul? = |d,u|*>. Ademas teniendo en cuenta el cambio de diferencial de
volumen al diferencial en coordenadas exponenciales, se tiene que dv, = (1 + o(r))dx.

De lo anterior tenemos que u = (0> + r2)1_5, luego se tiene que

2—n —n

|Vu| = |0,u] = (0> +7r%)2 -2r

=(m=2) (" +r)7 7 < (-2 ()2 r=n-2) ()"

mas aln, se tiene que u = (62 + r2)' "2 < (+2)'"2 = 127" En coordenadas exponenciales

esto se traduce en lo siguiente:

/ |Vu|2dvg—|—c/ (u|vVu| + u?) dv,
M BQs\BE

= /Rn |8ru|2 (1+o(r))dx + C’/B . (u |0ul| + u2) (14 o(r)) dx
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Por otra parte, considerando la desigualdad de Sobolev para R” se tiene que

1

() = (L)

N

De lo anterior se tiene que

2

1 Pn
/n |0, ul® do = 7 (/ uPrdr + /Rn\B up”dx>

> 1+ o(1)

Pn

2 2
1 / Pn 1 Pn 1
< — up”dx+/ 7‘_2"dx> = — </ up"dx> +0(1) = — ||lug
( Boe o R”\BE K72L Bae o ( ) K’r2L H
Por otro lado, la estimacion para [, hou®dv,. Note que [, hou?dv, < C [, u*dy,

dado que h es diferenciable sobre M y M es compacto. Luego basta estimar [, u*dv,
Pasando a coordenadas exponenciales, se tiene que [, u*dv, = [, uj(1+o(r))dz. Ahora

bien, pasando a coordenadas polares, se tiene que

2e 2e
/ ugdr < / / w*r"tdS,dr = / / (0 +r?)> """ 1dS, dr.
BZs 0 7 0 T

Realizando el cambio de variable 6 - s = r se obtiene que lo anterior es igual a

/ ' / (5267 1 62)2"(56)"10dS,nds < / ' / 6+ 3148, ds = o(0*)
0 m 0 'm

Por tanto tenemos que la estimacion para las dos primeras expresiones queda como

sigue:
1 n
/M Vug|? + hat2 dv, < (1 + C) (ﬁ||u9||§" +o(1) + o6 ))
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Luego tenemos que

1
_ |Vug|* + houj dv, < t*(1 + Ce) (—||u@||2n +o(1) + 0(94_")>
2||U 15, / * = Sl ||pn K7

Tomando 6 y € pequenos, se concluye que

1 1
W / ‘VUQP + h U‘g dUg < 2t2 <K2) . (35)

El segundo término a estimar seria

-1 + P —1 ¢tpn _tpn
L () = 2 =
o S\ [luollp, P |[usllp Pn

El ultimo término a estimar seria

—€, t + q+1 —&, tq—i—l
—Ea / (L) dv, = 2o 1 / Wi,
q+1 Ja \luellp, q+ 1 ug||p,

Realizando un procedimiento similar a la estimacion de [,, ujdv, obtenemos lo siguiente:

/ ul™dv, < / (r* + 92) “lary) (14 o(r))dx
M 2e

Ahora bien, estimando y pasando a coordenadas polares tenemos que

/ (7“ +92 et / / r +92 @) =L gy
2e r

haciendo cambio de variable » = s obtenemos
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2e 2
/9 / (3292+Q2)2_Tn(q+1)(30)”—19dwd8 < /6 / p2—n)(a+1)+n (2-n)(g+1)+n-1 7, 1o
0 JS. 0 ",

Luego, el Gltimo término es de o(A2~™(@tD+n) por lo que la estimacion para el

supremo queda de la siguiente forma:

tz tPn £ tq+1
S = Lt (9@t +ny L
SuP{?K% pn q+1 ||u9||g:10( )

Tomando un valor de # muy cercano a cero, se sigue que S < sup{Qj;Q — f;’—”} . Luego,
t>0 "

n

derivando la expresion e igualando a cero, se obtiene

1 1 1 9
Ozﬁt—tp @ﬁ—tp :0

n

luego se tiene que t = ——. Reemplazando obtenemos que
K%

1
1 n—2
Kz Koz P 1 1 1
n _ n — _ — _K n
SR T e T 2Kr  paKr mi

De esta manera tomando a uy = uy con 6 suficientemente pequeno queda demostrada la

afirmacion. Se sigue de (3.2) que

1 1 Ea
= / (1Ve;]? + ha?) dvg = — / (f)Prdvg +—"= | (@] )" 'dvg+ca+o0(1)  (3.6)
2y Dn Ju q+1 )y
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[ (7t ) oy = [ (o e [ (e +llellgo). @)
M M

Realizando (3.6)-_+7(3.7) se tiene que

1 1
(5 - q+—1) [ (963 + hasi) doy < o 0l1) + llpllizo(0)

Por hipdtesis Lg es uniformemente coercivo y por la afirmacion 3.1.6 tenemos que existe
C > 0 independiente de « tal quepara cualquier j se tiene que ||y;|[52 < C. Por teorema
de Banach Alaoglu se tiene que existe una subsucesion (¢,) tal que ¢; — u, debilmente
en H(M), por la compacidad del encaje de Hi (M) — LP(M) que ¢; — u, fuertemente
en LP(M) cuando p < p,, y por ultimo se tiene que ¢; — u, en casi todas partes cuando
j — oo. Teniendo en cuenta la segunda condicién de (3.2), se tiene que para todo w €
C=(M),

lim ((Vgj, Vw) + hapjw) dv, = lim (gpj)p"_lwdvg + &4 lim / () wdvy, (3.8)
J—00 M

Jj—00 M Jj—00 M

Por otro lado, por la condicion de convergencia débil, se tiene que

lim ((Vgj, Vw) + hapjw) dv, = / ((Vug, Vw) + hqu,w) du, (3.9)

de esta misma forma, por la convergencia fuerte en LP(M) para p < p,, se concluye que

o lim [ (@) wdv, = z—:a/ (ul)wdv, (3.10)
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Por ultimo, despejando de (3.8) y teniendo en cuenta (3.9) y (3.10) se llega a

lim (npj)p”_lwdvg = /

, ((Vug, Vw) + hqu,w) dv, — 5a/ (ul) wdv,
IO J M M

M

entonces <p§”‘1 — Vg, VW) +houaw—eqo(uf)%w en L1(M), luego existe una subsucesién
gof”‘l — (Vug, VW) + hauaw — e, (ul) 7w en casi toda parte, pero debido a que ¢; — u, en
casi todas partes, se obtiene que u?»'w = (Vu,, Vw) + hau,w — €, (u})%w en casi todas

partes y por tanto

/M(Wua,wﬂ) + hotigw) dug :/

prn—1 +\q
ubm " w 4 Ea/ (ug)wdv,
M M

lo que se traduce en que la funcion u,, es solucién débil de la siguiente ecuacion.

Ay + hotte = (Ut + g, (ul)d.

« «

Gracias a los resultados de regularidad de (Trudinger, 1968) y (Gilbarg y Trudinger,
1977) se tiene que u,, es diferenciable y gracias al principio del maximo se concluye que
u, = 00 u, > 0 en todas partes. Por otro lado. Nomalizando a una subsucesion ¢; pode-
mos asumir que ||Vy;||3 — 6 cuando j — co. Supongamos que u, = 0. Multiplicando a

(3.6) por 2 e igualando con (3.7) se sigue

2 2e
i H\pn g e
(30_7 ) Ug_l_q + 1 o

((pj)“ldvg—{—?ca—i—o(l) :/
Pn Jm

[ (erdngtea [ oD o tlieilgol
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Se sigue que

2 2,
2 [ e, = (22 =) [ epian = 2ea-+o(0) =l ligott)

de esto llegamos que

1 1

n +yg+1 A
||0;] o =nEqy (m — 5) /M(wj )1 dvg + ne, 4+ o(1) — ||<,0]]|H120(1)‘

Tomando limite cuando j — oo, y como ||g;|[yz < C'y ¢ — u, = 0 en L1 (M) se tiene
1

que |[|o;[[P» — nc, lo que es aquivalente a |||, — (nc,)? . Por otro lado de (3.7) se

obtiene

/M 1V dvy = — /M hai®dv, + /M (g )Prdvg + e /M ()™ + gyl lmso(1).

Tomando limite cuando j — oo y teniendo en cuenta que [|¢;||lpz < C'y ¢ — u, = 0en
Let1(M) se concluye que ||¢;|[>» — 6. Esto es |||, — (e)i. Teniendo en cuenta estos
dos resultados anteriores se tiene que 6 = nc,,.

Ahora bien, por otro lado gracias a (Hebey y Vaugon, 1995) y (Hebey y Vaugon,

1996) existe B > 0 tal que
17115, < KallVeslls + Bllef |3

Pasando al limite cuando ;7 — oo se obtiene O < K26, luego o < K? y recordando

que 6 = nc,, entonces (nc,) = < K2, despejando, se tiene que ¢, > LK, ™ lo que con-



FENOMENOS DE EXPLOSION EN VARIEDADES RIEMANNIANAS 31

tradice la escogencia de ¢,. Por tanto u, > 0. Luego (u,) €s una sucesion de funciones

diferenciables positivas que satisfacen

Dgug + hottg = u’;"_l + cqul (3.11)

Mas adn, como ||g;|[y2 < C'y como ¢; — u, débilmente en H{(M), entonces

|luallz2 < C. Luego, multiplicando (3.11) por w,, integrando e igualando términos, queda

1 1 €
IM(ug) =z — — /uﬁ"dv —i——a/ ul dv
st = (5= ) [ o+ 5 [ tan,

y por tanto uniformemente acotado en «, esto debido a los encajes de sobolev y las des-

que

igualdades entre sus normas. De manera similar, multiplicando por ¢ (3.11) y calculando

DI (ua) - ¢ 'y despejando, se tiene que para todo ¢ € H2(M)

DI (uq) - = 6a/ udpdu,
M

ahora bien, debido a que ¢ < p, — 1, y utilizando desigualdad de Hdélder, obtenemos que

pn—1

1
DI (uq) - ¢ < &4 (/ UZ"""ldvg> B (/ sop”>pn.
M M

Por los encajes de Sobolev y las desigualdades entre sus normas, tenemos que

D]ga(ua> P < OgaHSOHHl?

donde C > 0 es independiente de a. En particular las condiciones de 3.1.3 se cumplen.
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Esto prueba el teorema O
Una construccion mas clasica de sucesiones de Palais—Smale involucra burbujas,

como se define en el siguiente capitulo.

3.2. Soluciones fuertes de energia minima

En esta seccion asumiremos que, para cualquier «, el operador L$ es coercivo.
Ademas se mostrara la existencia de soluciones fuertes de energia minima. Dada u €
HZ (M), se define la energia E(u) de u por E(u) = ||ul|,,. Si v es una solucion fuerte de

E,, entonces se tiene que

. 1 1
o) =3 /M(Wu|2 +hat)doy = [ fupro, =

M
1 1 1 1
3 [ oy = o [ fuprdv, =+ [ Julrrde, = (B
2 Jm DPn Jm nJm n

Sea A, = K:% donde K, es la mejor constante en la desigualdad de Sobolev en

el caso euclideo ||y

o < K| Vel|2, ¢ € C3°(R™). Un resultado estandar es el siguiente.

Proposicion 3.2.1. Sean (M, g) una variedad Riemanniana compacta de dimension n >
3 y (ha) una sucesion de funciones diferenciables sobre M. Sipara cada «, L = Ay+hq

es coercivo y

inf Jiy [VulPdug + [, hatdo, _ L
2 2/1777, - K2
weH(MNO} ([, JulPduy) "

entonces (E,,) posee una sucesion (u,) de soluciones positivas diferenciables tales que

para cada a, E(ua) < Apin
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Demostracion. Sea « fijo, y sea I el funcional definido sobre H?Z(M) por

I(u):/ |Vu|2dvg+/ hou?du,.
M M

Sean tambien # un subconjunto de HZ(M) definido por

H:{uer(Mﬂ/ |u|p"dvg:1}
M

p=inf{I(u)}.

ueH

Como L¢ es coercivo, entonces existe C' > 0 tal que |[ul|y2 < C [, [Vul|* +hau’dv,,

De lo anterior se tiene que 1 > 0. Por definicidn, una sucesion es minimizante para p si
1. u; € H paratodoiy
2. I(u;) — p siempre que i — oo.

Sea (u;) una sucesion minimizante y suponga que u.s son nonegativas. Clara-
mente, (u;) es acotado en HZ(M). Luego existen una subsucesién (u;) y una funcién
u € HE(M) tales que u; — u debimente en HZ(M), u; — u fuerte en L2(M) y u; — u
en casi toda parte cuando ¢ — oco. En particular « es no negativa. Por otra parte de la

convergencia débil, se tiene que

[Vl = 11V (i = W)l + [|ull + o(1) (3.12)
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para todo i, donde o(1) — 0 cuando i — co. Se tiene por (Brézis y Lieb, 1983) que
il [ = Tus = wl[pr + [|ul[pr + o(1) (3.13)

para todo i, donde o(1) — 0 cuando i — oo. Ademas por (Hebey y Vaugon, 1995) y

(Hebey y Vaugon, 1996) se tiene que existe B > 0 tal que para cualquier i se cumple que
[lui — ully, < KGI[V(ui — w3 + Bllu; — ulf3. (3.14)
Como u; € H, de (3.13) se obtiene que
L= ful[pr = o(1) = [Ju; — ull};
ademas teniendo en cuenta (3.14) se sigue que
o 2 2 2 2
(1=l = o(1)) 7 = llui = ully, < K|V (ws — w)llz + Bllui — ul]3.

Ahora bien, utilizando (3.12) y el hecho de que u; — u en L*(M) de manera fuerte, se

consigue lo siguiente

(L= [ullfn) < Ky ([[Vul[5 = [[Vul3) + o(1). (3.15)
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Por otro lado, como I(u;) — p se sigue que

KAvull - vl = 52 [ (v, - [ [oupas,)
M M

= K? vu;|* + houldv, — hou?dv, — vul? + houdv, + hou’dv
n 7 g % g g g
M M M M

= K21(w;) — K21(u) + o(1) < K2 — K2ul[ul 2, + o(1). (3.16)
De lo anterior, junto con (3.15) se concluye que

2
(1= fulpr) 7 < Kap(1 = [ull?,)-

n

Por hipétesis se sabe que K < 1y note que 1 — |[[u|]2 < (1 — \|u||§g)ﬁ. Esto
implica que 1 — |[u[|> = 0y por ende ||u||,, = 1. de esta manera, teniendo en cuenta
(3.16) se tiene que ||Vu|lo — ||Vulls, ademas, como u; — u en L*(M) fuertemente,
se concluye que u; — u fuertemente en HZ(M) cuando i — oo, en particular v es una

funcion minimizante para ... Luego p > 0y u es solucion no negativa para la ecuacuaién
Agu+ hou = puP 1.

Por (Trudinger, 1968) y por el principio del maximo se concluye que u es positiva
y diferenciable. Note que tomando u, = x"7 u es solucién de (E,) y u, cumple con lo

requerido, esto prueba la proposicion. n

Sea S, la curvatura escalar de g. Argumentos locales como los de (Aubin, 1976)
n—2

— 5 entonces la
A(n—1) (@),

dan a conocer que sin > 4y si existe z € M tal que h,(z) <
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desigualdad sobre el infimo de la proposicion 3.13 se satisface. ESto es muy importante,
ya que da ejemplos de funciones h, en el cual (E,) posee una sucesion de funciones u,,

soluciones diferenciables tales que E(u,) < Amin

3.3. El caso de la esfera

Sea (S™, h) la n-esfera unitaria con n > 3. sea S}, la curvatura escalar de h. En-

. -2
tonces S, es constante y S;, = n(n — 1). Considere h, = 4(71—1)5, de esta manera se
n— h

tiene la ecuacioén

Apu + @u — Pl (3.17)

Las soluciones positivas de esta ecuacién ya se conocen. Sea z, € S" y r la distancia a

xo. Luego para cada g > 1,

es solucion de la ecuacién anterior. Mas aun, la energia de ug es E(ug) = Ayin, Ver
(Hebey, 2000). Note que ug — 0 en C? (5™ \{zo}) cuando 8 — 1. Por otro lado us(zo) —
oo cuando 8 — 1. Esto es (ug) tiene una singularidad en z, en otras palabras ( explotan

en z,) cuando 5 — 1. Sean z3 y ug dados por

1—n

_ — 2
ug(xp) = mag us(z) = pg *.
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Entonces z3 =20y

} :\/ 48 -1)
A n(n—2)(f+1)

En particular, us — 0 siempre que 5 — 1. Sea Bg la funcion dada por

n—2
2
_ Hp
Bg(.%) = —2 dh(w/a,l’)2 .
% + n(n—2)

Se le conoce a Bz como la burbuja estandar con respecto a x3 y us. Por la continuidad

de ugz y de Bj junto con la compacidad de M es facil ver que existe C' > 1 tal que

2 Bs(a) < us(x) < CBy(a) (3.18)

para todo x € S™ y para todo 5 > 1 muy cercano a 1. De la misma manera, para todo

e > 0, existe 9. > 0 tal que

1
1+e¢

By(x) < upla) < (1+)By(a) (3.19)

para todo z € B,,(0.) cuando B > 1 muy cercano a 1. Sea R la funcion dada por

Ug = Bﬁ—FRg.

Afirmacion 3.3.1. R; — 0 en Hi(S™) siempre que 3 — 1

Note que [, Bjdv, — 0 cuando beta — 1. De (3.18) se tiene que ug — 0 en

L*(S™) cuando 8 — 1, luego Rs — 0 en L?(S™) cuando 3 — 1. Por otro lado se conoce
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de (Hebey, 2000) que

/ |VB[3|2dUh — Az:m Yy Bg”dvh — AP (320)
Sn

min
s’n

cuando 5 — 1. Mas aln, como uz es solucion de la ecuacion (3.17), entonces se tiene

que

-2
|VU6|2dUh+/ —n(n4 )u%dvh:/ up dvp,.

n

Sn
ademas, como FE(ug) = Ayin Y ug — 0 en L?(S™) y tomando limite cuando f — 1 a la

ecuacion anterior, queda que

/ |Vug|*dv, — A" (3.21)

man

cuando 5 — 1. Ahora bien, como R = ug — B, entonces tenemos que

|VRs|> = (VRg, VRg) = (Vug—V Bg, Vug—VBg) = |Vug|* —2(Vug, VBs) +|VBg|*. (3.22)
Integrando lo anterior y por (3.20) junto con (3.21), se tiene que

man

|VR5|2dUh = 2Ap" - 2/ <VUB, VBﬁ)dUh + 0(1)
Sn n

2 2
uﬁ—l—Bﬂ

donde o(1) — 0 cuando 5 — 1. Como ug cumple (3.17) y como ugBs < , ug — 0
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y Bg — 0 en L?(S™), entonces

/ <VU5, VBﬁ)dUh = / U:g"_lBgdUh + 0(1)

Dado ¢ > 0,us — 0y Bs — 0en C?,.(5™\ B,,(d)) cuando 5 — 1. Reescribiendo,

tenemos que

/ ub ' BBdvy, = / ufy ! BBduy, + / uf ' BBduy,
n Baq (6) S™\ By, (9)

y junto con 3.19, se sigue que

/ u@"_lBgdvh = AP +o0(1).
Sn

Asi

/ (Vus, ¥ Bg)don = AP+ o(1),

y retornando a 3.22, se obtiene que

/ |VR5|2dUh —0

cuando 8 — 1. En particular se tiene que Rs — 0 en Hi(S™) cuando 3 — 1. De esta

manera queda demostrada la afirmacion.
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4. Teoria Blow-up en espacios de Sobolev

Un resultado muy importante de 1980 con respecto de las sucesiones de Palais-

Smale asociadas a la ecuacion
Au=u""t  (E) (4.1)

donde A es el Laplaciano en R", u se anula en la frontera de un subconjunto abierto
suave acotado (2 de R” fue mostrado en (Struwe, 1984).
Sea D?(R"™) el espacio de Sobolev homogeneo definido como la completacién de

Cs°(R™), el espacio de las funciones diferenciables con soporte compacto en R™, con

lullog =/ [ 1vuds,

Soluciones no negativas en D?(R") de (4.1) fueron clasificadas en

respecto a la norma

(Caffarelli, Gidas, y Spruck, 1989). Donde se dice que si u € D?(R") y u es una solucion

no negativa y no trival de (4.1), entonces v = ) para algin a € R" y algiin \ > 0, donde

an2
A
Uy = % -
1+m|$—a|

. Estas funciones dan la igualdad en la desigualdad euclidiana de Sobolev

(/ |u|p"dx) " < Ki/ |Vul*dz. (4.2)
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Estas funciones salvo multiplicaciones por constantes no nulas, son las unicas funciones
extremas para (4.2). Su energia es precisamente la energia minima en el sentido de que
E(uw}) = [|[u}|lp, = Amin. Por otro lado la energia libre, E;, definida para u € D?(R"™) esta

dada por

/ |VulPdr — — |ulPrd. (4.3)
n Rn

Note que si u = u), y como ) es una funcion solucién para (E), (ver 4.1) y es funcion
extrema para (4.2), entonces E;(u) = EK“_H

En este capitulo presentamos una prueba como la de (Struwe, 1984) para varie-
dades Riemannianas compactas y ecuaciones como (E,) consideradas en el capitulo
anterior. Para este capitulo, se supondra que las funciones h,’s son acotadas uniforme-

mente y que ellas convergen en L? a alguna funcién limite.

4.1. La descomposicion en H? para sucesiones de Palais-Smale.

Dada (M, ¢g) una variedad Riemanniana diferencial compacta, de dimensién n > 3,
sea (h,) una sucesion de funciones diferenciales sobre M. Supongamos que existe C' > 0
y una funcion diferenciable (o solamente continua) h., sobre M tal que lo que sigue se

cumpla:
para cada o y para todo x, |h.(z)| < C'Y hy — he €n L*(M) cuando o — co.  (4.4)

Claramente de la primer condicion de (4.4) se tiene que paracada p > 1 h, — hs
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en L?(M) cuando @ — oo. Sea (u,) una sucesion de Palais-Smale de funciones no-

negativas para (E,). Sea

1 1 1
I (u) = —/ |Vul*dv, + —/ hoot*dvy — — [ |ulPrdo,
! 2/ 2/

Pn JMm

y (Ex) la ecuacion

Agu~+ hoou = uP

donde h., es la funcién limite de (h,). En esta seccion, se tendra en cuenta lo siguiente,
para ¢ > 0, ns denotara la funcion diferencial de corte en R" tal que ns = 1 en By(d) y
ns =0enR"\ By(2)). Paraz € My é <i,/2, donde i, es el radio de inyectividad, 7;.(y)

es la funcion diferenciable de corte en M dada por

N5.2(y) = ns(exp, (y))

donde exp, es la funcién exponencial en el punto z.
Dada una sucesién convergente (z,) en M, y una sucesion R, de niUmeros posi-

tivos tales que R, — oo cuando a — oo, se define una burbuja B, como se sigue:

n—2

Ba(x) = na(®)Ra” ug(Racapy) (x))

donde 7, = 1s4,,0 < %9 y u, es una solucién no negativa no trivial de 4.1. En conclusion,

en esta seccién se mostrara que si (u,) €s una sucesion de Palais-Smale para (E,),
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entonces, en HZ, se tiene que
u, = solucidn de la ecuacion limite + suma de burbujas

con la propiedad adicional de que las energias tambien se dividen. Mas precisamente el

resultado es el siguiente:

Teorema 4.1.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana diferencial y compacta de dimen-
sion n > 3, (h,) una sucesion de funciones diferenciables sobre M tal que la condicion
(4.4) se satisface y (u,) una sucesion de Palais-Smale de funciones no negativas para
(E,). Entonces existe m € N, sucesiones (R!), R} > 0y R} — oo cuando o — oo, una
sucesion convergente (x?) C M, una solucién no negativa v® € H}(M) de (E), y una
solucién no negativa y no trivial v/ = u,’ € D2(R") de (4.1), conj = 1,...,m tal que, por
subsucesiones,

a=1U —I—Znauj +o(1

donde

ul (@) = (R))™7 o/ (Rjexp, ; (2)),

M = 14350 < “y|lo(1 )|zz — 0 cuando o — oo. Mas aun,
8] o0 m -n
_[g (Ua) :‘[g (UO)‘FEKn +O(1)

donde o(1) — 0 cuando o« — c.

Demostracion. La prueba del Teorema4.1.1 procede en varios pasos. Esta se sigue de
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la prueba de (Struwe, 1984).
Paso 1 Sea (u,) una sucesion de Palais-Smale para (E,), entonces (u,) esta

acotada en HZ(M).
Demostracion. Sea (u,) una sucesion de Palais-Smale para (E,). Entonces por la defi-

nicién (3.1.3) se tiene que Dlg(ua)ﬁ — 0, es decir
e’ Hf

[ vuaPv,+ [ hadv, = [ o = oflhuallg),
M M M

. 1 .
luego multiplicando por 3 y restando a ambos lados o [3s [ualPmdv, y despejando de la

igualdad anterior, se tiene que

o 1
I3 0) = 5 [ oy + ool

y nuevamente por la definicion (3.1.3), se tiene que /7 (u,) < C, para algin C' > 0 inde-
pendiente del o, asi

|ualPrdvy < C + O(HUCXHH%)'
M

Realizando la desigualdad de Hoélder se tiene que

% m
/ uZdv, < (/ lkdvg) (/ u2p§ldvg) = Vol(M)
M M M

donde (' es independiente de «. Note que

e

2
pn 2
([ wwany)” =i oliual)
’ _

Pn
)

2
/ |Vua|2dvg+/ hauidvg:2]g°‘(ua)+—/ [Ua,
M M Pn Jm
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de esta manera se obtiene que

/M Vua|2du, + /M hati2dvy < Cs -+ of||ual 2)-

Por otra parte, es claro que

el % = (laallz + 192l 12)? < lluall3 + 1 Vual =/ [Vuldv, + /ud

M

y gracias a (4.4) junto con una cota uniforme tal que h, + Cy > 1 se concluye que
ol < [ (90 + ey + Colual
M

Ahora bien, tomando las estimaciones anteriores, se obtiene la siguiente desigual-
dad

2
luallfz < €+ olfuallmz) + o(lluall)-
1 1

Esto claramente implica que (u.) es acotado en HZ(M). Por tanto la afirmacion (4.1) esta

demostrada.

]

Antes de empezar el paso 2 se define I, el funcional definido en H7(M) dado por

1 1
=5 [ 1valde, = [ Jupas,

esto es que I, = I cuando h, =0
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Paso 2 Sea (u,) una sucesion de Palais-Smale de funciones no negativas para
(E,) y u® € H(M) una funcién no negativa tal que u, — u° débilmente en HZ(M),u, —
u? fuertemente en L?(M), y u, — u° en casi toda parte cuando o — oco. Sea i, = uq —u’.

Entonces (4,) es una sucesion de Palais-Smale para (4.1) y ademas se tiene que
Iy(aa) = I (ua) — I (u°) + o(1)

donde o(1) — 0 cuando o — oo. Mas aln u° es solucién de (E,.).

Demostracion. Primero observe que para cualquier ¢ € C*°(M)

DI (ua)p = /M<Vua,V<p>dvg —I—/

houapdvg, — / ulnodv, = o(1) (4.5)
M M

donde o(1) — 0 cuando o — oy (Vu,, V¢) es el producto escalar con respecto a g de
Vua Y V. Por (4.4), h, — ho €n LP(M) para cualquier p > 1 cuando a@ — oo. Realizando
el mismo analisis de (3.8),(3.9) y (3.10), entonces pasando al limite (4.5) y despejando

se tiene que

/(VUO,V@)dvg—l—/ hoouogpdvg:/ (u®)Pmtpdu,.
M M M

Asi , u° es solucion de (E,,).Ahora se analiza la energia de 4., reescribiendo se tiene

/ hauagodvg:/ (ha—hoo)uacpdvg—l—/ hootnpduy,. (4.6)
M M M

Aplicando la desigualdad de Hoélder y la desigualdad de valor absoluto de las integrales
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tenemos que

n+2 1
2n

(f o)

Realizando nuevamente la desigualdad de Holder se obtiene que

/ (ha — hooJuaipdy,| < ( |(hee — hoo )|t dvg)
M M

n+2

2n_ n+2 w2 2042 iz 2" ) p%
< (hoc - hoo)n 2z Uy ' |(,0| nd’Ug
M M M

guedando asi lo siguiente.

/M(ha - hoo}uoc‘pdvg < |uall2||ha — h00||n||90||pn- (4.7)

Por el paso 1, se tiene que u, es acotada en H?(M) para todo «. Del encaje de Sobolev,

junto con (4.6) y (4.7) con ¢ = u,, Se tiene

/ hauidvg:/ oo (u”)2dv, + o(1).
M M

Sumando a cada lado

1 1
= |Vua\2dvg——/ |Uo [P du,
2 Jm Dn Jm

se tiene

1 1
I (ue) = —/ Vg |*du, +/ hoo(u)2dv, — — | |ug|P*dv, + o(1).
2 Ju M

Pn Jm
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Ahora sumando y restando los terminos

1 1 1 1
3 [ v Pdng o [ e, 5 [ 9 a)Pduy - [ s,
2 [ Pn JMm 2 [ Pn Jm

agrupando adecuadamente, teniendo en cuenta que u,, = 1, +u° y la convergencia débil,

se obtiene

. 1 . .
[;(ua> = [;O<u0) + Ig(ta) — — /M (‘ua + u0|pn = |tia|"" — ’uo‘pn) dvg + o(1).

n

Sea @, = |, + u[Pr — |i,|P» — [u[Pr. Claramente, existe C' > 0, independiente de «, tal

que

/ || dvy < C / [ [P~ |u®| dvy + C / |60 [P i | vy,
M M M

mientras que la teoria basica de integracion da que
[t vy = o(1) y [ el vy = o(1).
M M
Por lo tanto, [,, ®, dv, = o(1). Se sigue que
Iy(te) = Ig (iq) — I°(u°) + o(1).

Ahora, queda probar en el paso 2 que (4,) es una secuencia de Palais—Smale
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para I,. Sea ¢ € C>(M). A partir de (4.6), (4.7) y el teorema de encaje de Soboleyv,

/ hotap dug :/ hooUOQOdUg‘f‘O(WDHHf)-
M M

Luego, haciendo un proceso analogo al anterior, sumando y restando términos adecua-

dos y agrupando se tiene que

ng(ua).gp:mg(aa).@_/ \Ifagpdvg—l-O(\]go\]le),

M

donde U, = |ty +ul[Pr 2 (lq+u) — | g [P~ %0 —|u’[P»~2u®. Nuevamente, es facil comprobar

que existe C' > 0, independiente de «, tal que

/ Woip| dv, < c/ i
M M

Aplicando la desigualdad de Holder, asi como en los casos anteriores,se sigue que

””‘2|u°||90|dvg+0/ |u [P 2|t |sp| dvg.
M

|ﬁa|pn_2u0HLPn/(l)n—1) + H|ql0|p”_2’&a ‘LP’!L/(Z”!L_l)) ”SOHLPW’

/ |V, pldv, < C’(
M
Por teoria basica de integracion, se concluye que

H |aa‘pn_2u0HLPn/(pn—1) = 0(1> y H |a0’pn_2ﬂa||Lpn/(pn_1) - O(1>

Asi se obtiene

DIZ(ua) - = DIyfiia) -+ 0 (llellz )
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Finalizando con esto la demostracion del paso 2.

]

Un tercer paso para la prueba es el siguiente. Sea * = %Kg” el valor de la energia
libre E; cuando consideramos las funciones ;.

Paso 3. Sea (u,) una Sucesion de Palais-Smale para (4.1) tal que 4, — 0 debil-
mente en Hi(M) cuando o — ooy I,(4,) — 8 cuando a — oo, donde 3 < *. Entonces

i, — 0 fuertemente en HZ(M).

Demostracion. Por el paso 1, la sucesion (4,,) es acotada en HZ(M). Independientemen-
te,

Dly(ia)ia = [ [Vialdy ~ [ Jialdu, = ofallg)
M M

Asi, multiplicando por las constantes necesarias y sumando términos adecuados pode-

mos ver que

. 1. .
Ig(“oz) = E“ua

X L. . .
b+ ollldalliz) = ~[[Viall; + olltallnz) = B+ oll[ital l1)-
Como ||t |42 < C, para algun C' > 0, entonces o||ia|[52) = o(1). Es decir
. L Lo
I,(it0) = ~[[fally; +0(1) = ~[[Vaall3 + o(1) = B+ o(1). (4.8)

Esto implica directamente que g > 0.

Por (Hebey y Vaugon, 1995) y (Hebey y Vaugon, 1996), existe B > 0 independien-
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te de o tal que

ltallp, < KallViall; + Bllia|l3-

Mas aun, como el encaje HZ(M) C L?(M) es compacto , entonces i, — 0 fuertemente
en L?(M) cuando o — oo. Tomando limite cuando o — oo la desigualdad de Sobolev y
de (4.8) se tiene que

(nB)m < K2nf.

Como 3 < *, entonces 3 = 0. Por (4.8), se tiene que 1, — fuertemente en H(M). Esto

prueba el paso 3. ]

Se sigue de los pasos 1—3 que si (u,) €s una sucesion de Palais-Smale para (E,),
y [§(ua) — B cuando a — oo, donde 3 < 3*, entonces existe una subsucesion (u,) que
converge fuertemente a u° en HZ(M). En otras palabras, la compacidad se mantiene
para las sucesiones de Palais-Smale cuando la energia esta por debajo de la energia
minima. Otra ilustracidon de este hecho esta dado por la Proposicion 3.13.

Paso 4 Sea (4,) una sucesion de Palais-Smale para I, tal que @, — 0 débilmente
en H?(M) pero no fuertemente. Entonces, existen una sucesion (R, ) de nimeros reales
positivos, R, — oo cuando « — oo, una sucesion convergente (z,) en M y una solucion

no trivial u € D?(R") de la ecuacion euclidiana

Au = |u|"2u (4.9)
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tal que, por subsucesiones, se cumple lo siguiente: si
@a - ﬂoz - naBoc

donde

n—2

B, (%) = Ra® u(Rqexp, (z))

Y o = Nz, CON 0 < i4/2, €ntonces (0,) es también una sucesion de Palais-Smale para

I,, 1o, — 0 débilmente en H}(M) cuando o — oo, ¥
14(0a) = Ig(ta) — Ef(u) 4 o(1),

donde o(1) — 0 cuando a — oc.

Demostracion. Por subsucesiones, podemos asumir que I,(u,) — § cuando o — oo. Ya
que i, es de Palais - Smale. También podemos asumir que i, €S suave, ya que Si no,
siempre existe u, diferenciable tal que ||, — i.[/ 52 — 0. Entonces, (i,) es una sucesion
de Palais—Smale para I, tal que @, — 0 débilmente en H}(M) pero no fuertemente, y,
como se verifica facilmente, si la afirmacion es valida para (z, ), entonces también lo es

para (u,). Dado que DI,(u,) — 0, obtenemos, como en el paso 3 de la seccién 3.1, que

/ Vil [*dvg = nB + o(1) (4.10)
M
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y que ng > K, ". Parat > 0, se define

fa(t) = méux/ Vi, |*dvg.
B(t)

zeM

Dado ¢, > 0 pequeno, se deduce de (4.10) que existen o € M y )y > 0 tales que,

por subsucesiones se tiene

/ |Vilg|*dvg > Xo
BIo(tO)

para todo a. Luego, dado que t — pu,(t) es continuo, obtenemos que para cualquier
A € (0, \), existe t, € (0,ty) tal que uq(t,) = \. Claramente, también existe x, € M tal

que

ta(te) = / |Vﬁa]2dvg.
Bﬁ?a(ta)

Por subsucesion, (z,) converge. Sea r, € (0,1,/2) tal que para todo = € M y para

todo y,z € R™, si |y| < roy |z| < ro, €ntonces

dg(exp,(y), exp,(2)) < Colz —yl.

Para algun Cy € [1,2] independiente de z, y,y z. Dado R, > 1y z € R" tal que |z| < i, R,,

definimos

Entonces,

n—2 _n—=2

Vi (@) = (V [Ra " ta(exp,,, (R7'0) | V [Ra 7 da(exp,, (R;'0))])
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= (Fa T Vi (caps, (R22)) - B2V, R F Vii(caps, (R:'2) - B,

operando y agrupando términos, se consigue lo que sigue
Ry |Via|*(x) = [Via[*(exp,, (R 'w)),

donde la norma en el lado izquierdo de esta ecuacién es con respecto a g, y la norma en

el lado derecho es con respecto a g. Se deduce que, si |z| + r < i,R,, entonces

/ Vita *dvgy, = / R Viia [ (cpa, (R ') duy,
Br(z) exprq (B (1))

y realizando el cambio de variable y = R_'x se obtiene la siguiente igualdad

/ |Vii,|*dvgs, = / |Viia|2dvg, (4.11)
By (2) exp,,, (R;le(r))
y note que
exp,, (R, 'B.(r)) C B, (R51z)(C’0rR;1). (4.12)
Mientras que
expxa(Rngo(C'or)) = B%(CQTR;). (4.13)

Dado r € (0, 1), fijamos ¢, tal que Cyrt, > 1. Entonces, para cualquier A € (0, \y), fijado

mas adelante, definimos R, > 1 tal que CorR,' = t,. Por (4.11) y (4.13), para cualquier
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z € R"tal que |z| < roR, — T,

/ Via|?dvg, <Ay Vi |2dvg, = A (4.14)
By (2) Bo(Cor)

Sea o € (0,i,) y C; > 1 tal que, para cualquier x € M, y cualquier R > 1, si

Gz, R(y) = exp? g(R™'y) (Pullback de la métrica), entonces

1
a/ |Vu|?dr < \Vul*dv;, , < C |Vu|?dx (4.15)
Rn R

Rn
para todo u € D}(R") tal que supp u C By(dR).

Sin pérdida de generalidad, también asumimos que

1
— [ Julfdx < / |uldvg, , < Cy lul?dz. (4.16)
]Rn

Cl Rn Rn

Para todo u € L'(R") tal que supp u C By(6R). Sea n € C§°(R") una funcion de corte tal

que 0 <n<1,n7=1en By(1/4),y n = 0enR"\By(3/4). Se define 7,(z) = (6 'R, 'x),

donde § es como se definid anteriormente. Entonces,
|V(ﬁaﬂa)|2dvéa = O(l),
RTL

y se deduce de (4.15) que la sucesion (7,1,) estd acotada en D?(R"). En particular, hasta
una subsucesion, existe u € D#(R") tal que 7,4, — u débilmente en D?(R"). Ahora, se

divide la prueba en 3 diferentes pasos.
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Paso 4-1 Para r y )\ suficientemente pequenos,
folla — v fuertemente en H?(By(Cor)) (4.17)

cuando a — poo.

Demostracion. Demostracion del paso 1. Sea =z, € R, y para p > 0, sea h, la métrica

estandar en 0B,,(p). Por el lema de Fatou,

2r
/ (h’m inf/ Ne(Natla) dvhp> dp < lim inf/ Ne(Nolia) dz < C, (4.18)
r a—r00 aBIO (p) a—r0o0 BZO (27")

donde N, (u) = |Vul? + u?, la norma en N, es respecto a h, y ¢ es la métrica euclidiana.

Se sigue que existe p € [r, 2r] tal que, hasta una subsecuencia, y para todo «a,
/ Ng(ﬁaaa) dUhp S C. (41 9)
9Bay (p)
Como consecuencia inmediata, obtenemos que
[70tiall #2084y () < C- (4.20)
donde C' > 0 es independiente de «. El encaje

H12(8B:Jc0<p)) - H%/Z(ano(p)) (421)
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es compacta, y el operador traza u — u|sp €s continuo. Se sigue que, por subsucesion,

falie = u €N H}y(0By,(p)) cuando o — oc.

(4.22)

Sea Aelanillo A = B,,(37)\B,,(p). Seaademas ¢, € D?(R") tal que ¢, = Talia—u

en B,,(p+¢),Yy vo =0enR"\ B, (3r —¢), con € > 0 pequeno. Entonces,

|atla — U\|Hf/2(aBzo(p)) = HSDaHHf/Z(aBZO(p))-

Mientras que existe ¢° € D?(A), la clausura de C5°(A) en HZ(A), tal que
lpa + wallma) < Cllpallsz ,04)-
Por (Gilbarg y Trudinger, 1977, Cap 2), existe z, € H?(A) tal que

Az, =0 enA,

Roao — Pa — 903 € D%(A>7

zall 24y < Clla + Pallmza-

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Por lo tanto, z, — 0 fuertemente en H?(A) cuando o — oo. Sea ¢, € DI(R") tal

que:
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Vo = Talia —u €N By, (p),
Yo = 2o €N E900 (37’) \ Bwo (P),
y 1, = 0 en otro caso. Sea r > 0 tal que r < min(i,/6,5,/24), y sea v, tal que

~ n—2

ha(2) = Ra® 1o (Raexp,(2))

Si dy(za, ) < 67,y 1, = 0 en otro caso. Claramente, 7j (0! exp, ! (v)) = 1 8i dy(74,2) < 67,

Si ademas |x| < 3r, entonces:

ng(ﬁa)'% = ng(ﬁaﬁa)'% = / (V(ﬁaﬁa)vwa) dvéa_/ ’ﬁaaa|pni2<ﬁaﬁa)wa dUga
Bu (37) Buo (37)

donde 7, (x) = 7 (6 exp;!()). Tenemos que [l g2 < Clltball p2(eny- En particular,
los <), estan acotados en H?(M). Se sigue que DI, (i) - o = o(1). Note que ¥, — 0

fuertemente en H(A), y v, — 0 débilmente en D?(R"), se tiene:

/ (V(iaia) Vi) dvg, = / (V (e + ) Vo) dvg, + o(1) = / IVibal2dug, + o(1).
Buy (3r) Bag (p) Rr

Anéalogamente, se obtiene facilmente que:

/ |ﬁaaa‘pn_2(ﬁaﬁ'a)wa dvga = |¢a|p" dvga + 0(1)’
Baq (37) Rn
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y como DI, (i) - 1. = o(1), se ha probado que
Vpal?dvg, — [ [thalP"dvg, = o(1). (4.28)
R™ R™

Por la convergencia fuerte v, — 0 en HZ(A) y la convergencia débil ¢, — 0 en

D3R,
[ 9vaivg, = [ [9(ata )i, + o)
R™ Bz (p)
— [P, ~ [ [Fufdug, + o)
BzO(P) Io(p)
por lo tanto,

VibalPduy, < / IV (faia) Py, + o(1).

R™ Bz (p)

Sea N un entero tal que By(2) esté cubierto por N bolas de radio 1y centradas en By(2).

Entonces existen N puntos z; € B, (2r),i=1,..., N, tales que

By, (p) C Byy(2r) C U By, (r)

=1

y obtenemos con (4.14) que para z, y r tales que |zq| + 3r < 7o,

Vibo|*dvg, < NA+o(1). (4.29)

RTL

Independientemente, por la desigualdad de Sobolev, para C; como en (4.15) y
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(4.16), y zo y r tales que |xo| + 3r < §, también tenemos que

2/pn

2/pn 9
( |wa|pndvga) < ( |wa|p"dx)
R” Rn

<CU KD | Vo Pde

Rn

< O IKT |V,
Rn

Siguiendo (4.28) y (4.29), podemos escribir que

/R Vv, < K [ [V, + of1)

donde

K = Ot e (N o(1)) P21,

Sea A > 0 tal que C; /2 kP (N ))@/2-1 < 1. Entonces,

s \Vwa|2dvga =o(1)

60

(4.30)

de modo que v, — 0 fuertemente en D#(R™) cuando « — co. Como r < p, se sigue que

flalie — u fuertemente en H;(B,,(r))

(4.31)

y la convergencia se cumple tan pronto como C; T2 gpe (NA)Pe/2-1 < 1 |zo| < 3r,  |mo|+

3r <ry, |wo|+3r<d, r<min(i,/6,5/24). Fijamos X > 0 suficientemente pequerio tal
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que

O e (N )P/ <,

y luego r > 0 suficientemente pequeno tal que
r < min(iy/6,0/24,7/6).

Entonces (4.31) se cumple para cualquier z, tal que |zo| < 2r. Como Cy < 2, By(Cyr) esta
cubierto por N bolas de radio r centradas en B,(2r). Se sigue que 7,4, — u fuertemente

en HZ(By(Cyr)). Esto prueba (4.17). O

De (4.14) y (4.17), podemos escribir que

A= / Viia|?dv;,
Bo(Cor)

_ / 1V (i) vy,
Bo(Cor)

<Ci / |Vu|*dz + o(1).
Bo(Cor)

Se deduce que u # 0. Supongamos que R, — R cuando o — oo, R > 1. Si R < oo,
entonces i, — 0 débilmente en HZ(By(Cyr)) ya que i, — 0 débilmente en HZ(M). Por

(4.17), y ya que u # 0, se obtiene que

lim R, = oc. (4.32)

a—00
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Paso 4-2 Paracada R > 0
i, — u fuertemente en HZ(By(R)) (4.33)

cuando « — oo y u es una solucién de la ecuacién euclidea Au = |u|P»?u.

Demostracion. Sea R > 1. Por (4.32), R, > R para « suficientemente grande, y (4.14) es
valida para z tal que |z| < roR—r. Luego, como es facil verificar a partir de la demostracion
del paso 1, (4.31) es valida si |zg| < 3r(2R — 1), |xo| + 3r < 1R, ¥ |xo| + 3r < JR.
En particular, (4.31) es valida si |zg| < 2rR. Por lo tanto, 7,4, — u fuertemente en
H2(By(2rR)).

Note que para = en un subconjunto compacto de R", 7,(z) = 1 para « suficien-
temente grande, y que R > 1 es arbitrario, facilmente se obtiene que (4.33) se cumple.

Ahora se prueba que u es una solucién de la ecuacién critica euclidiana Au = |u|P»~2u.

Sea ¢ € Cg°(R") y Ry > 0 tal que suppy C By(Ry). Sea ¢, definida como

Entonces suppp. C Bo(R,'Ry). Para a suficientemente grande, sea ¢,, la funcion suave

en M dada por ¢, = ¢, o exp,_. Para a suficientemente grande,

A (ViVipu)d, = / (V (aii) Vo) du,.
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\ﬁa\p"_Qﬁagpadvg = |ﬁaﬁa]p"_2(ﬁa&a)gpdvga.
M Rn

A partir de (4.32), g, — £ en C'(By(R)) para cualquier R > 0. Ademas, (¢.) esta
acotada en H7(M). Dado que (,) es una sucesion de Palais-Smale para I,, ¥ 7jata, —

en D#(R"), obtenemos al pasar al limite cuando a — oo en las ecuaciones anteriores que

/ (VuVy)dxr = |ulPupd.

Rn

En otras palabras, u € D(R") tal que Au = |u[P»~2u. Esto demuestra el paso 2. O

Paraz € My é € (0,6/8), definimos V,, por

Va(2) = na(z)Ra® u (Ra exp;j (z)) (4.34)

donde 7, = n;, . Definimos w, = i, — V, y afrmamos que se cumplen las siguientes
relaciones.

Paso 4-3 Se cumplen las siguientes relaciones. Por un lado,

w, — 0 débilmente en HY(M) (4.35)

por otro lado,

DI,(V,) =0 vy DIlj(ws) —0 (4.36)
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fuertemente cuando o« — oo. Finalmente
g(Wa) = Iy(ta) — Ef(u) + o(1) (4.37)

donde o(1) — 0 cuando o — oc.

Demostracion. Empezamos con la demostracion de (4.35). Basta probar que V, — 0
débilmente en H?(M). Dado R > 0, definimos Q,(R) = B, (R.;'R). Para una funcién

suave ¢ sobre M y a grande y pasando a R" por la exponencial se obtiene lo que sigue

/ | Vi = RoE n5(@)u(Raz)p(exp,, (z)) du,,
Qa(R

Bo(Rz'R)

donde g, = exp}_g. Asi se tiene que

n—2
/ Vo du,| < ||l R / [u(Rot) v
Qa(R) Bo(Ra'R)

Realizando el cambio de variable y = Rz y ademas como las metricas en R" son equiva-

lentes, existe una constante C' > 0 tal que dv,, < Cdz, por tanto se sigue:

_nt2
<Cllglea™ [ | Julwldy = o(1),

Vo dvu
/QQ(R) ! Bo(Ra"R)

cuando o — oo. Haciendo un proceso analogo teniendo en cuenta las caracteristicas de

la funcion 7. se llega a que

_nt2
< CllpRa / [u(y)ldy = o(1),

Vap dv
‘/M\Q(,(R) ! Bo(26R)\Bo(Ra R)
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siempre que o« — oo. De esta forma tomando R > 0 suficientemente grande y usando
(4.32), se obtiene que

/ Vapdv, — 0 cuando o — oo.
M

Bajo el mismo razonamiento, se concluye que [,,(VV,Vy)dv, — 0 cuando @ —
oo. Esto prueba la ecuacién (4.35). Ahora probamos (4.36). Sea nuevamente ¢ una fun-

cion suave en M. Entonces,

Dlg(Va)-cp:/ (VV,V) dvg—/ \ValP 2V do,.
M M

Dado R > 0, escribimos que

/(VVQV@ dvg:/ (VV, V) dvg—i-/ (VV, V) du,.
M Qu(R) Bag (0)\Qa(R)

Note que

[ V) = Ollgle) en
Baq (6)\Qa(R)
donde ez — 0 cuando R — co. Sea p,, la funcién de D?(R™) dada por

n—

Pal®) = Ra * n,5(2) (poexp, ) (R, 2),

donde 7, ;(z) = n3(R,"z). Entonces, para « grande,

/ (VVLVo)dv, = / (VuVg,) dug, .
a(R)

Bo(R)
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Observe que g, — £ en CY(By(R')), con R’ > R,y que

/ Vgl dv, = / VP dug.,
Qa(R) Bo(R)

se obtiene que

/ (VuVy,) dv;, = / (VuVp,)dx +o <||90||H12> :
Bo(R) Bo(R)

También tenemos que

[ vuvg o= [ (Vuvg,)do+ 0 (Ilag) =n
Bo(R) n

donde s es como antes. Por lo tanto,

| viverin, = [ (9uvzdeto(lelg) + O (Ielg) en 4:38)

De manera similar, podemos probar que

| Vo oo, = [ do o (Iellg) + O (Iellug) e (439
M n

Dado que u es solucién de Au = |u[P»~2u, se sigue de (4.38) y (4.39) que

D1,(Va) - ¢ =0 (ll¢lz) + O (Il ) 2

Dado que R > 0 es arbitrario, obtenemos que DI,(V,) — 0 fuertemente cuando o — oc.
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Esto prueba la primera afirmacion de (4.36). Ahora escribimos

Dlg(wa) P = D]g(ﬂa) P Dlg(voc> Y= A(Oz) " P (440)

donde

pn_2aa + |Va pn_QVa.

pn_2wa _ |ﬁ/a

CI)oa = |wa

Por las desigualdades de Hélder y Sobolev,

[A(@) - ol < [1Pallp, /o) llpll 2

Dado R > 0, definimos Q,(R)¢ = B,,(20) \ Q.(R), donde Q,(R) es como antes.

Entonces, para a grande,

Hq)aHpn/(pn—l) < ||(I)a”LPn/(Pn*1)(Qa(R)) + H(I)aHLPn/@n*l)(Qa(R)C)-

Como en la demostracion del paso 2 de la seccion 3.1, podemos escribir

1@all Lo /o1 (@u(rye) < C (1Rallzonson-1(0umye) + el oasvn-t(0u(r)e))

donde ®! = |i,|P" 7%V, y ®2 = |V,|P»"?u,. Ahora bien, pasando a R" mediante la expo-
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nencial se ontiene que

/ |¢a|psild7}g = / |(§a|%dvéa
Qa(R) Bo(R)

con

Dy = | — ulP" (g — u) — |TalP U0 + |u”"u.

Usando (4.33), obtenemos que

Pn

pn-Tdv, = o(1).

[
Qa(R)

De manera independiente,

Pn -~ pn(pn—2) Pn _, _Pn
/ |(I)é pn—ldvg _/ |7]aua| pn—1 ’u pn—lnz)n—ldvga
Qa(R)° Bo(26Ra)\Bo(R)
-~ pn(pPn—2) Pn
<C |Tlatla] Pr=T [u|pn=Tdz,
R\ Bo(R)

donde

A

Mo (T) = 115 4, (XD, (R ')

y C > 0 tal que dvy, < Cdz. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 7,1, — u

casi en todas partes en R". Definimos

pn(pn—2) pn (pPn—2)

fo = llatial 7=,y f = ful T

Entonces (f,) esta acotada en L%(Rn) y (f.) converge casi en todas partes a f. Por
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la teoria estandar de integracion, se sigue que
fa — [ débilmente en L%(R”)

cuando o — oo. Por lo tanto,

lim |ﬁaaa|%|u|psgldfﬂ = / |U|p"d$,
a=00 Jrn\ By(R) R™\ By (R)

y obtenemos que
fm h’msup/ \@i\%dvg = 0.
Qa(R)e

l
R—oo 400

De forma similar, podemos probar que

p
Pl dvg = 0.

lim 1im sup/ |2
R—o0 g00 Qa(R)®

Volviendo a (4.40), y dado que R > 0 es arbitrario, obtenemos que DI (w,) — 0
fuertemente cuando @ — oo. Esto prueba (4.36). Ahora queda probar (4.37). Tenemos

que

1 1
I(w,) = §/M|Vwa|2dvg—p—/M|wa\p”dvg. (4.41)

Respecto al primer término en (4.41), escribimos

/ ]VwQIdeg:/ |Vwa|2dvg+/ |Viiy|*du,.
M Ba,, (20) M\B, (20)

Ea(
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Dado R > 0, se tiene

/ |Vwa|*dv, :/ |Vwa|*dv, +/ |Vw, |*dvy,
Bag (25) Qu(R) Qu(R)

donde Q,(R) y ,(R)¢ son como antes. Tenemos

/ |Vwa|2dvg = / |V (o — u)|2dv§a.
Qa(R) Bo(R)

Asi que, a partir de (4.33),

/ |Vw,|*dv, = o(1).
Qa(R)

Por otra parte note que

lim lim sup/ |VV,|*dv, = 0.
Qq(R)°

R—o0 4500

Como w, = i, — Va, Yy (i) esté acotada en HZ(M), tenemos que

/ Vw,|*dv, = / |Vii|*dv, + Br(a),
Qa(R)° Qa(R)°

donde

lim lim sup Br(a) = 0. (4.42)

R—oo 4500

Por lo tanto,

/\Vwa\2dvg:/ ]Vﬁal2dvg—/ Vit dv, + Br(a) + o(1),
M M Qu(R)
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donde Bgr(«) satisface (4.42). Mediante el proceso ya utilizado anteriormente se llega a

que

/ Vit v, = / (Vi 2dus,
Qa(R) Bo(R)

y que g, — £ en C1(By(R)), obtenemos con (4.33) que
/ Vil *dv, = / |Vul2dz + o(1) = |Vul?dz + g + o(1),
Qa(R) Bo(R) R™
donde s — 0 cuando R — oo. Por lo tanto,
/ |Vw,|*dv, = / Vil *dv, — / \Vul*dz + Br(a) + o(1) (4.43)
M M R
donde Bg(«) satisface (4.42). De manera similar, se puede probar que
/ |we|Prdv, = / |t [P dv, — / |u|Prdz + Br(a) + o(1) (4.44)
M M R
donde Bg(«) satisface (4.42). Combinando (4.41), (4.43) y (4.44), obtenemos que
Iy(wa) = Iy(ia) — Ef(u) + Br(a) + o(1),

y como R > 0 es arbitrario, se deduce que

Esto prueba (4.37) y el paso 3. n
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Ya teniendo estos pasos, procedemos a la demostracion del Teorema 4.1.1.

Demostracion del Teorema 4.1.1. Sean v € D,*(R") una solucioén no trivial de
(4.9), entonces se tiene

pndx‘

/ |Vul*dz = lu
RTL R"I,

Por la desigualdad de Sobolev en el espacio euclideo, tenemos

1/pn 1/2
( \u]p"dx> <K, ( \Vu|2dx) :
R R

luego reemplazando y operando, se concluye que

por tanto

Por otro lado, sea (u,) una sucesion de Palais-Smale de funciones no negativas
para I?. Por el paso 1, (u.) es acotada en H; (M), luego existe una subsucesion (u,) tal
que u, — u’débilmente en HZ(M), u, — u’ fuertemente en L? y u, — u° en casi todas
partes cuando o — oo.

Asumamos que /{(u,) — C cuando a — oo. Por el paso 2, u° es una solucién no
negativa de (4.1) [Au = wP~!] y 4, = u, — u° €s una sucesién de Palais-Smale para I,
tal que

() = I (ua) — I°(u°) + o(1).
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Si 4, — 0 fuertemente en HZ(M), entonces u, = u® + o(1), y quedaria probado el teore-
ma. Si no, por la afirmacion del principio, aplicamos el paso 4 para conseguir una nueva
sucesién(xl) C M convergente, una sucesion (R.) C R que tiende a infinito y una suce-

sion (u!) de Palais-Smale tal que la energia sea

Iy(ig) = Iy(ia) — Er(u) +o(1).

Iy(iig) < Iy(ia) — B+ o(1).

Aqui nuevamente, o bien 4! — 0 fuertemente en HZ(M), en cuyo caso el teorema esta
demostrado, o @} — 0 débilmente pero no fuertemente en HZ(M), en cuyo caso aplica-
mos nuevamente el paso 4. Asi obteniendo nuevamente una sucesioén (z2) C M conver-
gente,una sucesion (R2) C R que tiende a infinito y una sucesion (u2) de Palais-Smale

cuya energia es

Iy(ig) = Iy(ig) — Er(u) +o(1) < Iy(ia) — 28" + o(1).

Por induccién, en algun punto, las sucesiones (z') C My (R2) C R con las caracte-

(03
risticas antes mencionadas junto con la sucesion de Palais-Smale (u”") que obtenemos
con este proceso tiene una energia que converge a algun g < *. Entonces, por el pa-

so 3, 4™ — 0 fuertemente en H?(M). Luego se tiene que u, = u® + Y7 ul, + o(1).

j=1 "«

Por (Caffarelli y cols., 1989) las funciones »/ con j = 1,...,m son no negativos, esto

concluye la demostracion del Teorema.
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La descomposicion de sucesiones de Palais—Smale en burbujas en el espacio de
Sobolev H?(M) constituye una herramienta fundamental en el andlisis de ecuaciones
elipticas no lineales sobre variedades Riemannianas. Esta técnica permite comprender
de manera precisa los fenomenos de concentracion de energia que ocurren cuando las
soluciones se comportan de forma no compacta, especialmente en presencia de no li-
nealidades criticas, como en el caso de la ecuacion de Yamabe. Mediante esta descom-
posicion, es posible identificar las partes de la sucesion que convergen fuertemente, asi
como las llamadas burbujas, que representan soluciones limite en el espacio euclideo y
capturan la pérdida de compacidad.

El desarrollo de esta técnica ha dado lugar a multiples investigaciones influyentes.
Entre ellas, destacan los trabajos de Thierry Aubin y Richard Schoen, quienes aplica-
ron estas ideas al problema de Yamabe y al estudio de métricas con curvatura escalar
constante. Posteriormente, el analisis de burbujas fue refinado por O. Druet y E. Hebey
en (Druet y cols., 2009), quienes profundizaron en la descomposicién en burbujas para
problemas con no linealidades criticas en geometria.

Gracias a estos avances, la descomposicion en burbujas se ha consolidado como
una herramienta indispensable para establecer resultados de existencia, multiplicidad, y
comportamiento asintotico de soluciones en problemas geométricos variacionales. Su im-
pacto se extiende a areas como la teoria de campos escalares, el andlisis de ecuaciones

de tipo Yamabe, y mas generalmente al estudio de ecuaciones elipticas criticas.
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5. Apéndice

5.1. Teoremas sobre los espacios ?

Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Para 1 < p < oo, el espacio L?(X) se define

como el conjunto de clases de funciones medibles f : X — R o C tales que:

= ( [ \f(fr)l”du(fr)>l/p <o

Para p = oo, se define:

||f||oo = SUDgex |f(£E)| < 0.

Los espacios L? son espacios de Banach, y cuando p = 2, se convierten en espacios de
Hilbert.
Teorema de encaje de L? en L9: Si u(X) < coy 1 < p < g < oo, entonces:

Li(X) C LP(X), con inclusion continua.

Desigualdades Clasicas

1. Desigualdad de Holder

Para f € LP(X)y g€ LYX),conl1 <p,g<ooy  +, =1

' / fgdu’ < 1£1l - gl
X
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2. Desigualdad de Young

Seana,b>0yp,q > 1tales que ; + . = 1. Entonces:

a? b
abg _+_7
p q

con igualdad si y solo si a? = b7

3. Desigualdad de Poincaré

Si Q C R™ es un dominio acotado con frontera regular, y u € (HY)o(Q2):

|ullr0) < ClIVull o).

Operadores y Encajes Compactos
Definicion: Un operador lineal T : X — Y entre espacios de Banach es compacto si
transforma subconjuntos acotados de X en subconjuntos relativamente compactos de
Y.

Teorema de Rellich—Kondrachov: Sea () un dominio acotado con frontera Lips-

chitz. Si 1 < p < n, entonces:

HY(Q) = LY(Q), 1<qg<p' = ,

es un encaje compacto.
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5.2. Teoremas Funcionales Clasicos

Teorema de Banach-Alaoglu La bola unidad cerrada de X' es compacta en la
topologia débil.

Espacios Duales El dual de un espacio normado X es:
X' ={f:X = K| flineal y continua},
y se convierte en un espacio de Banach con la norma:

LFIF= Sup /()]

lzll <1

Ejemplos
= (LP(X)) =LYX)cont+1=1.

m (LY) = L, pero (L*) noes L.

Teorema de Representacion de Riesz Si H es un espacio de Hilbert, entonces

para todo f € H existe un Unico y € H tal que:

f(@) =y, If1 =1yl

Reflexividad y Bidual La aplicacién canénica J : X — X" definida por J(z)(f) =
f(z) es un isomorfismo si y solo si X es reflexivo. Los espacios L? con 1 < p < oo son

reflexivos.
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