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DESCRIPTION

The topic of this monograph is located inside the theory of the complex analysis which is largely
one of the mathematics’s more important branches due to its diverse applications, I eat for
example in physics.

It is sought with this work to carry out a study of the according transformations, and in particular
of the transformations of Mobiüs that are very important for the solution of problems in physics.

This work consists of two chapters. The first chapter presents some basic concepts of the
theory of the complex numbers as the definition of complex number and its different represen-
tation forms, the stereographic projection, subsequently the functions of complex variable are
analyzed and some elementary examples are shown, basic concepts of topology, analytic func-
tions, equations of Cauchy-Riemann and harmonic functions, lastly some elementary functions
are deduced and examples related with these are presented.

The second chapter begins with the general transformations, the lineal transformation, the
according transformations, some special applications are shown and you concludes with the
transformations of Möbius: their general properties, among which it is demonstrated that the
transformations of Möbius form a group and lastly some aspects related with the physical ap-
plications are presented.
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DESCRIPCIÓN

El tema de esta monografía está ubicado dentro de la teoría del análisis complejo la cual es
una de las ramas más importantes de la matemática en gran parte debido a sus diversas
aplicaciones, como por ejemplo en física.

Se pretende con este trabajo realizar un estudio de las transformaciones conformes, y en
particular de las transformaciones de Mobiüs, que son muy importantes para la solución de
problemas en física

Este trabajo consta de dos capítulos. El primer capítulo presenta algunos conceptos básicos
de la teoría de los números complejos como la definición de número complejo y sus distintas
formas de representación, la proyección estereográfica, seguidamente se analizan las fun-
ciones de variable compleja y se muestran algunos ejemplos elementales, conceptos básicos
de topología, funciones analíticas, ecuaciones de Cauchy-Riemann y funciones armónicas, por
último se deducen algunas funciones elementales y se presentan ejemplos relacionados con
estas.

El segundo capítulo se inicia con las transformaciones generales, la transformación lineal, las
transformaciones conformes, se muestran algunas aplicaciones especiales y se concluye con
las transformaciones de Möbius: sus propiedades generales, entre las cuales se demuestra
que las transformaciones de Möbius forman un grupo y por último se presentan algunos as-
pectos relacionados con las aplicaciones físicas.
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Introducción

La teoría de funciones de una variable compleja, o análisis complejo, es una rama muy

importante en la formación de matemáticos, ingenieros, físicos y otros científicos.

En cuanto a la parte matemática el análisis complejo ayuda a un mejor entendimiento

de ciertos conceptos y permite la relación entre ellos; en lo que respecta a la práctica,

la variable compleja tiene múltiples aplicaciones, por ejemplo en la solución de pro-

blemas de flujo de calor, teoría potencial, mecánica de fluidos, teoría electromagnética,

aerodinámica y muchos otros campos de la ciencia y la ingeniería.

La presente monografía está dedicada a exponer los resultados básicos relaciona-

dos con variable compleja y presentar un análisis detallado de las transformaciones

conformes, y en particular de las transformaciones de Möbius.

Mediante una función analítica w = f(z) no constante podemos transformar un do-

minio D del plano complejo, en otro dominio f(D) del plano complejo. Una aplicación

analítica en la que f ′(z) 6= 0 en una cierta región R se dice que es conforme, lo que

significa que si dos curvas cualesquiera se cortan en un punto de D formando un

ángulo θ, sus imágenes en f(D) se cortan formando el mismo ángulo.

Las aplicaciones conformes son importantes, ya que mediante estas se pueden trans-

formar muchos problemas de los mencionados anteriormente en problemas más sen-

cillos y del mismo tipo en f(D); así, resolviendo el problema en f(D) se tienen las

soluciones del problema original en D.

Este trabajo consta de dos capítulos. En el primer capítulo se presentan algunos

conceptos básicos de la teoría de los números complejos, como la definición de nú-

mero complejo y sus distintas formas de representación y la proyección estereográ-
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fica; seguidamente se analizan las funciones de variable compleja y se muestran al-

gunos ejemplos elementales, conceptos básicos de topología, funciones analíticas y

las ecuaciones de Cauchy-Riemann, las funciones armónicas y por último deducimos

algunas funciones elementales y se presentan ejemplos relacionados con estas.

En el segundo capítulo iniciamos con las transformaciones generales, la transforma-

ción lineal, las transformaciones conformes, mostramos algunas aplicaciones espe-

ciales y concluimos con las transformaciones de Möbius y sus propiedades generales,

entre las cuales se muestra que las transformaciones de Möbius forman un grupo;

finalizamos con algunos aspectos relacionados con las aplicaciones físicas.
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Capítulo 1

Números complejos

En este capítulo revisaremos algunos conceptos y resultados básicos de la teoría

de los números complejos, como sus formas de representación, algunas considera-

ciones geométricas como la proyección estereográfica, funciones, topología y fun-

ciones analíticas, las cuales utilizaremos para el estudio de las aplicaciones con-

formes, las ecuaciones de Cauchy-Riemann, funciones armónicas y funciones ele-

mentales.

1.1. El campo de los números complejos

El conjunto de los números complejos, denotado por C, es constituido por todos los

elementos z = a + bi, donde a y b son números reales e i es la unidad imaginaria, la

cual es caracterizada por que i2 = −1, es decir,

C =
{
a + bi : a, b ∈ R, i2 = −1

}
. (1.1)

La adición y la multiplicación son definidas por:

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d) i,

(a + bi) · (c + di) = ac + adi + bci + bdi2 = (ac− bd) + (ad + bc) i.

Es fácil verificar que C junto con estas operaciones satisface las propiedades asocia-

tivas, conmutativas y distributivas para la adición y la multiplicación; w0 = 0 + 0i = 0
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y w1 = 1 + 0i = 1 son las identidades para la adición y la multiplicación respectiva-

mente, y existe el inverso multiplicativo para cada elemento distinto de cero en C. En

consecuencia C es un campo.

Los números reales a y b de la expresión binómica z = a + bi están unívocamente

determinados. Se llaman respectivamente parte real (Re z) y parte imaginaria (Im z)

de z. Esta unicidad nos permite identificar el campo C de los números complejos con

el espacio R2, asociando a cada número a + bi el par ordenado (a, b). Esto nos da

una interpretación geométrica de C como el conjunto de todos los puntos de un plano

coordenado, de modo que los números reales ocupan el eje horizontal (eje real) mien-

tras que el eje vertical (eje imaginario) está ocupado por los números de la forma bi,

llamados también imaginarios puros (ver Figura 1.1).

Re z

Im z

a1

b1

z1 = a1 + b1i•

a2

b2
z2 = a2 + b2i

•

Figura 1.1. Plano complejo.

Re z

Im z

a1

b1
z1

−b1
z1

a2

b2

−b2

z2

z2

Figura 1.2. Representación de z y z.

La ecuación z2 + 1 = 0 tiene dos raíces en C; es sencillo verificar que a partir de la

condición que se da para i (i2 = −1), las raíces de esta ecuación son ±i. En efecto,

para cada z ∈ C, z2 + 1 = (z + i) (z − i). En forma más general, si z y w son números

complejos, tenemos

z2 + w2 = (z + wi) (z − wi) . (1.2)

Si se reemplaza a z y w por los números reales no nulos a y b, obtenemos

a2 + b2 = (a + bi) (a− bi) . (1.3)
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Escribiendo esto apropiadamente, obtenemos la fórmula para el recíproco de un nú-

mero complejo z = a + bi:

1

a + bi
=

a− bi

a2 + b2
=

a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i.

Existe un único automorfismo de C que fija a los números reales (y no es la identidad),

llamado conjugación, y que viene dado por z = a + bi = a− bi. Geométricamente z es

el simétrico de z respecto al eje real (véase Figura 1.2).

Dado que la conjugación es un automorfismo tenemos que;

z + w = z + w, z · w = z · w.

La norma euclídea en R2 se corresponde con el módulo de un número complejo, esto

es, si z = a + bi = (a, b) entonces ‖(a, b)‖ =
√

a2 + b2 =
√

z · z = |z| = |a + bi|.

Dado que el módulo es una extensión del valor absoluto en R, se usa la misma no-

tación.

Observe que en la ecuación a2 + b2 = (a + bi)
(
a + bi

)
, es decir, si z = a+ bi, entonces

a2 + b2 = z · z, o de otra manera |z|2 = z · z. En particular, si z 6= 0 entonces otra forma

de ver el inverso multiplicativo de z es:

1

z
=

z

|z|2 .

Algunas propiedades básicas de los números complejos relacionadas con las opera-

ciones antes mencionadas se dan a continuación. Se demostrarán aquí algunas de

estas propiedades.

1. (z) = z,

2.
( z

w

)
=

z

w
, w 6= 0,

3. Re z =
z + z

2
,

4. Im z =
z − z

2i
,

5. |Re z| ≤ |z| ,

6. |Im z| ≤ |z| ,

7. |zw| = |z| |w| ,

8.
∣∣∣ z

w

∣∣∣ =
|z|
|w| , w 6= 0,

9. |z + w| ≤ |z|+ |w| ,

10. ||z| − |w|| ≤ |z − w| .

Demostración. Demostremos los numerales 7, 9 y 10.
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7.
|zw| =

√
(zw) (zw) =

√
zwz w

=
√

(zz) (ww) =

√
|z|2 |w|2 = |z| |w| .

9.
|z + w|2 = (z + w) (z + w) = zz + zw + wz + ww

= |z|2 + zw + zw + |w|2 = |z|2 + 2 Re (zw) + |w|2

≤ |z|2 + 2 |zw|+ |w|2 = |z|2 + 2 |zw|+ |w|2

= (|z|+ |w|)2 .

En consecuencia,

|z + w| ≤ |z|+ |w| .

10.
|z| = |z − w + w| ≤ |z − w|+ |w| =⇒ |z| − |w| ≤ |z − w| . (1.4)

|w| = |w − z + z| ≤ |w − z|+ |z| =⇒ |w| − |z| ≤ |z − w| . (1.5)

Entonces de (1.4) y (1.5), tenemos que ||z| − |w|| ≤ |z − w|.

1.1.1. Representación polar de los números complejos

Otra manera de escribir un número complejo es mediante su representación polar.

Consideremos el punto z = x+yi en el plano complejo C. Este punto se puede repre-

sentar en la forma polar (r, θ): x = r cos θ, y = r sen θ. Claramente r = |z| =
√

x2 + y2,

y θ, llamado el argumento o amplitud de z y denotado por θ = arg z, es el ángulo entre

el eje real positivo y el segmento de línea de 0 a z (ver Figura 1.3). Recordemos que

θ más cualquier múltiplo entero de 2π puede ser sustituido simplemente por θ. Dada la

ambigüedad del ángulo θ, la aplicación arg no es una función.

Empleando estas relaciones tenemos que la representación polar de un número com-

plejo es

z = x + yi = r cos θ + ir sen θ = r(cos θ + i sen θ). (1.6)

Esta ecuación se puede abreviar introduciendo la notación

cis θ = cos θ + i sen θ, (1.7)
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Re z

Im z

•z = (x, y)

θ

r

x

y

Figura 1.3. Representación polar de los números complejos.

es decir,

z = x + yi = r cos θ + ir sen θ = r cis θ. (1.8)

Al considerar dos números complejos z1 = r1 cis θ1 y z2 = r2 cis θ2 tenemos

z1z2 = (r1 cis θ1) (r2 cis θ2)

= r1r2 (cos θ1 + i sen θ1) (cos θ2 + i sen θ2)

= r1r2 [(cos θ1 cos θ2 − sen θ1 sen θ2) + i (sen θ1 cos θ2 + sen θ2 cos θ1)] ;

aplicando la fórmula para la suma de ángulos para el seno y el coseno, tenemos que

z1z2 = r1r2 [cos (θ1 + θ2) + i sen (θ1 + θ2)] = r1r2 cis (θ1 + θ2) . (1.9)

De esta ecuación se puede observar que arg (z1z2) = arg z1 +arg z2. De forma natural,

esta fórmula puede extenderse a productos arbitrarios; es decir, si

zk = rk cis θk, 1 ≤ k ≤ n, tenemos:

n∏

k=1

zk =

[
n∏

k=1

rk

][
cis

(
n∑

k=1

θk

)]
. (1.10)

En particular, si zk es el mismo para todo k, entonces

zn = rn cis (nθ) , (1.11)

para cada entero n ≥ 0. Además, si |z| = 1, tenemos:

(cos θ + i sen θ)n = cos (nθ) + i sen (nθ) , (1.12)

es decir,

(cis θ)n = cis (nθ) .

5



Las ecuaciones (1.11) y (1.12) se conocen como las fórmulas de De Moivre.

Por otra parte, si z 6= 0, es fácil deducir que z−1 = r−1 cis (−θ), es decir, la fórmula

(1.11) se puede aplicar también para números enteros negativos.

Nos surge entonces la siguiente pregunta: dado un número complejo w 6= 0 y un en-

tero n ≥ 0, ¿podemos encontrar otro número complejo z tal que zn = w? ¿Cuántos

z podemos encontrar? El teorema fundamental del álgebra nos garantiza que ex-

isten n números complejos z que satisfacen esta ecuación; estos complejos z son

llamados las raíces n−ésimas de w. No es difícil deducir de la ecuación (1.11), que

si w = |w| cis α, entonces una de tales raíces es z = |w|1/n cis (α/n). Es claro, que

esta raíz no es la única; en efecto, podemos verificar que cada número complejo de la

forma

|w|1/n cis

(
α + 2πk

n

)
, 0 ≤ k ≤ n− 1, (1.13)

es una raíz n−ésima de w. En conclusión, existen n raíces n−ésimas de cualquier

número complejo no nulo; todas tienen el mismo módulo y sus argumentos difieren en

múltiplos de 2π/n (ver Figura 1.4), y son dadas por la fórmula (1.13).

Re z

Im z

α/n

w0
2π/n

w1

w2
w3

|w|1/n
wn−1

Figura 1.4. Raíces n−ésimas de w.

Re z

Im z

−1
◦

z0z1

z2 z3

Figura 1.5. Raíces cuartas de −1.

Ejemplo 1.1.1. Calcular las raíces n−ésimas de la unidad negativa −1.

Solución. Dado que −1 = cis (π), la ecuación (1.13) nos dice que las raíces son de la

forma

cis
π

n
, cis

π + 2π

n
, · · · , cis

π + 2 (n− 1) π

n
.
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En particular, las raíces cuartas de −1 son (ver Figura 1.5)

z0 =

√
2

2
+

√
2

2
i, z1 = −

√
2

2
+

√
2

2
i, z2 = −

√
2

2
−
√

2

2
i, z3 =

√
2

2
−
√

2

2
i.

Por las conocidas fórmulas en series de potencias, sabemos que

ex =
∞∑

k=0

xk

k!
, cos x =

∞∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
, sen x =

∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
.

Ahora bien, si z = θi, θ ∈ R, podemos obtener

eθi =
∞∑

k=0

(θi)k

k!

= 1 + θi− θ2

2
− θ3

6
i +

θ4

24
+

θ5

120
i− θ6

720
− θ7

5040
i + · · ·

=

(
1− θ2

2
+

θ4

24
− θ6

720
+ · · ·

)
+ i

(
θ − θ3

6
+

θ5

120
− θ7

5040
+ · · ·

)

=
∞∑

k=0

(−1)k θ2k

(2k)!
+ i

∞∑

k=0

(−1)k θ2k+1

(2k + 1)!

= cos θ + i sen θ.

En general, podemos expresar

reθi = r(cos θ + i sen θ) = z. (1.14)

La forma z = reθi es conocida como la representación exponencial de z, o también

llamada la forma exponencial de z.

Ya vimos que un punto en el plano complejo se puede representar por sus coorde-

nadas rectangulares (x, y), por sus coordenadas polares (r, θ) o por su representación

exponencial reθi. Otra posibilidad es utilizando el hecho de que

x =
1

2
(z + z) , y =

1

2i
(z − z) ,

donde z = x+yi. Las coordenadas (z, z) se llaman coordenadas conjugadas del punto.
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1.2. Algunas consideraciones geométricas de los nú-
meros complejos

1.2.1. Círculos, líneas y semiplanos en C

La ecuación general de una circunferencia con centro en (a, b) y radio r en el plano xy

es

(x− a)2 + (y − b)2 = r2. (1.15)

Tomando como centro (0, 0), la ecuación se transforma en

x2 + y2 = r2.

Considerando x = Re z, y = Im z, y reemplazando, se tiene

(Re z)2 + (Im z)2 = r2,

(
z + z

2

)2

+

(
z − z

2i

)2

= r2,

z2 + 2zz + z2

4
− z2 − 2zz + z2

4
= r2, zz = r2.

De aquí podemos concluir que la ecuación de una circunferencia en C tiene la forma:

|z| = r |z − z0| = r.

De esto se puede ver que la ecuación de un círculo es |z − z0| ≤ r.

Otra forma de escribir la ecuación de una circunferencia o recta en el plano complejo

Z es:

αzz + βz + βz + γ = 0, α, γ ∈ R, β ∈ C.

De hecho sabemos que la ecuación general de una circunferencia en el plano xy se

puede escribir como

A
(
x2 + y2

)
+ Bx + Cy + D = 0,

que en coordenadas conjugadas será

Azz + B

(
z + z

2

)
+ C

(
z − z

2i

)
+ D = 0

ó

Azz +

(
B

2
+

C

2i

)
z +

(
B

2
− C

2i

)
z + D = 0,
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así A = α,
B

2
+

C

2i
= β y D = γ.

En el caso especial en que A = 0, la circunferencia degenera en una recta.

La línea que pasa por w0 = a+bi y tiene dirección w = c+di tiene la forma z = w0 + tw,

donde t ∈ R. Si despejamos t, tenemos t =
z − w0

w
; como t ∈ R, entonces

Im

(
z − w0

w

)
= 0, es decir, la ecuación de una recta está dada por Im

(
z − w0

w

)
= 0.

Re z

Im z

•w0

•w0 + w

Figura 1.6. Recta que pasa por el punto w0 y
tiene la dirección w.

Re z

Im z

•
zw0

θ

Figura 1.7. Semiplano a la izquierda de la línea
que pasa por w0 y tiene dirección w.

Si cambiamos por una desigualdad, nos encontramos con un semiplano
{

z ∈ C : Im

(
z − w0

w

)
≥ 0

}
.

Si z está a la izquierda de la línea que pasa por w0 y tiene dirección w, el argumento

de
z − w0

w
está entre 0 y π.

1.2.2. Proyección estereográfica

Es común en el análisis complejo encontrarnos con funciones que tienden a infinito

cuando se acercan a un punto dado; por eso es necesario introducir la noción de plano

extendido, plano entero o plano entero Z (ver [1]), el cual es denotado por C ∪ {∞} ≡
C∞; es claro que en el plano no se puede visualizar tal punto, pero se puede introducir

dicho punto ideal, que llamaremos punto infinito o punto del infinito.

Es entonces necesario dar una idea geométrica en la cual podamos visualizar esto.

Con este propósito se introduce la esfera unidad S, esfera de Riemann (ver [1]) o esfera

estereográfica (ver [5])

S =
{
(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
}

.
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N

X = (x1, x2, x3)

z = (a, b)

C

S

Figura 1.8. Proyección estereográfica.

Podemos identificar a cada punto de C con un único punto de S, de la siguiente forma,

(denotando los elementos de S con letras mayúsculas N ,X,Y ,Z y los elementos de C

con letras minúsculas x,y,z). Consideremos el polo norte de S N = (0, 0, 1). Hagamos

que el plano {z = (a, b) : a, b ∈ R} ≡ C corte a S a lo largo del ecuador. Ahora para

cada punto z ∈ C tomemos las recta en R3 que pasa por z y N . La intersección con la

esfera S determina un único punto X 6= N (ver Figura 1.8), el cual es la imagen en S del

complejo z. Podemos apreciar que si |z| > 1 entonces X esta en el hemisferio norte,

y si |z| < 1 entonces X se ubica en el hemisferio sur; además, si |z| = 1, tenemos que

X ≡ z. También podemos ver que cuando |z| → ∞ entonces X se aproxima a N , por

lo cual podemos identificar a N con el punto ∞ en C∞. En consecuencia, es natural el

hecho de que podamos representar a C∞ con la esfera S. Esta correspondencia entre

los puntos de C∞ y S es conocida como la proyección estereográfica.

Surge ahora la siguiente pregunta: Dado un número complejo z = a + bi ¿cómo en-

contrar el X = (x1, x2, x3) ∈ S que le hace corresponder la proyección estereográfica?

Es conocido que si A,B ∈ Rn, la recta que pasa por A y B está dada por

tA + (1− t) B, t ∈ R.

Luego, como tenemos los puntos z = a + bi ≡ (a, b, 0) y N = (0, 0, 1), podemos

comprobar que la recta que pasa por estos dos puntos es

r (t) = (ta, tb, 1− t) , t ∈ R.

10



Ahora, (ta, tb, 1− t) ∈ S, si ‖((ta, tb, 1− t))‖ = 1, es decir,

1 = (ta)2 + (tb)2 + (1− t)2 = t2
(
a2 + b2 + 1

)
+ 1− 2t.

Teniendo en cuenta que |z|2 = a2 + b2, obtenemos

t
(
t
(|z|2 + 1

)
+ 2

)
= 0.

pero t no puede ser cero (ya que en este caso X = N ); entonces se tiene que

t =
2

|z|2 + 1
.

Luego el punto que le asigna la proyección estereográfica a z = a + bi es
(

2a

|z|2 + 1
,

2b

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
.

Podemos responder también la otra pregunta que surge: Dado un punto

(x1, x2, x3) ∈ S, ¿cómo encontrar el z = a + bi correspondiente?

Nuevamente, aplicando la ecuación de la recta tenemos

t (x1, x2, x3) + (1− t) (0, 0, 1) = (a, b, 0)

(tx1, tx2, tx3 + 1− t) = (a, b, 0) .

Al considerar la ecuación tx3 + 1− t = 0 podemos despejar t, obteniendo que

t =
1

1− x3

,

y en consecuencia, el punto que le corresponde a (x1, x2, x3) es

z =

(
x1

1− x3

,
x2

1− x3

, 0

)
≡ x1

1− x3

+
x2

1− x3

i.

Es claro que x3 no puede ser 1 para puntos concretos del plano. Y si x3 → 1, entonces

z →∞.

1.3. Funciones de variable compleja, límites y con-
tinuidad

1.3.1. Funciones de variable compleja

Una función de variable compleja es una función f : C −→ C.

Suponga Ω y Θ el dominio y recorrido de f respectivamente, esto es,
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f : Ω ⊂ C −→ Θ ⊂ C. Si para cada z ∈ Ω existe una única imagen w = f (z), se dice

que f es unívoca; si existen dos w1, w2 : w1 = f (z) y w2 = f (z) o más se dice que f es

una función multívoca o multiforme de z. Las funciones de una variable real admiten

una extensión natural a funciones de variable compleja. Es el caso de las funciones

polinómicas, racionales y exponenciales.

Es conveniente introducir la siguiente notación: si z = (x, y) ∈ Ω ⊂ C, entonces

f (x, y) = u (x, y) + iv (x, y) representa el elemento w = (u, v) ∈ Θ ⊂ C, es decir,

u (x, y) y v (x, y) representan la parte real e imaginaria de la función compleja f y son

funciones reales de dos variables.

Se requerirán cuatro dimensiones para hacer un modelo cartesiano de una función

compleja de una variable compleja: dos para representar la variable independiente

(una para la parte real y una para la parte imaginaria) y dos para representar la varia-

ble dependiente. Por eso en las funciones complejas no se utiliza realmente la gráfica

de la función, sino que generalmente se dibujan por aparte el dominio y el recorrido.

En otras palabras las cantidades complejas z (variable independiente) y w (variable

dependiente) se representan en planos complejos distintos que llamaremos plano Z

y plano W respectivamente. Entonces, la relación funcional w = f(z) establece una

correspondencia entre los puntos (x, y) del plano Z en el dominio de f(z) y los puntos

(u, v) del plano W en el recorrido de f .

La gráfica de w = f(z) se obtiene tomando valores de z en el plano Z y dibujando los

puntos que representan los valores correspondientes de w en el plano W (Figura 1.9).

x = Re z

y = Im z

Ω
z
•

f

f(Ω)

w = f(z)
•

u = Rew

v = Imw

Figura 1.9. w = f(z).

La correspondencia entre los puntos (x, y) y (u, v) se denomina una aplicación o una

transformación de los puntos (x, y) del plano Z en los puntos (u, v) del plano W bajo
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la función f .

Ejemplo 1.3.1. Una forma para visualizar geométricamente el efecto que produce una

función compleja es a través de la representación de las transformaciones que produce a

curvas y conjuntos en general de un plano a otro. Por ejemplo, analicemos la función

f : C −→ C

z −→ z2 = (x + yi)2 = (x2 − y2) + i(2xy).

Es decir, u(x, y) = x2 − y2 y v(x, y) = 2xy. Veamos qué efecto produce la transformación

a las familias de curvas ψ1 y ψ2 dadas por:

ψ1 : rectas paralelas al eje y, a la derecha; ψ2 : rectas paralelas al eje x, arriba.

ψ1 =

{
x = k, k ≥ 0

y = y, y ∈ R
f(ψ1)−−−−−−→ Ψ1 =

{
u(k, y) = k2 − y2,

v(k, y) = 2ky.

Reemplazando se tiene

Ψ1 =





u = k2 − v2

4k2
, si k > 0,{

u ≤ 0

v = 0
si k = 0.

ψ2 =

{
x = x, x ∈ R
y = t, t ≥ 0

f(ψ2)−−−−−−→ Ψ2 =

{
u(x, t) = x2 − t2,

v(x, t) = 2xt,

reemplazando se tiene

Ψ2 =





u =
v2

4t2
− t2, si t > 0,{

u ≥ 0

v = 0
si t = 0.

Plano Z Plano W

Figura 1.10. w = z2.
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Lo anterior se puede visualizar en la Figura 1.10. La función f(z) = z2 transforma

rectángulos del plano Z en rectángulos de lados parabólicos en el plano W . Podemos

observar a partir de la Figura 1.10 que la transformación preserva ángulos (puede

verificarse que Ψ1 y Ψ2 son familias ortogonales*); esta propiedad la satisface cierto

tipo de funciones complejas que serán objeto de una discusión posterior.

Ejemplo 1.3.2. A continuación haremos un análisis detallado de la función f(z) =
1

z
,

z 6= 0.

1. Halle la imagen en el plano W de una curva f(x, y) en el plano Z bajo la transfor-

mación w =
1

z
, z 6= 0.

Solución. Puesto que

z = x + yi =
1

w
=

w

|w|2 =
u

u2 + v2
− v

u2 + v2
i

entonces

x =
u

u2 + v2
, y = − v

u2 + v2

por tanto la imagen de f(x, y) = 0 es

f

(
u

u2 + v2
,− v

u2 + v2

)
= 0.

2. Demostremos que la transformación f(z) =
1

z
, z 6= 0 preserva circunferencias que

no contengan el origen y aplica rectas que no pasan por el origen en circunferencias

que pasan por el origen del plano W .

Solución. Nótese que si A = B = C = 0 en

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0,

entonces la gráfica es una recta. Luego

f(x, y) = A(x2 + y2) + Dx + Ey + F = 0 (1.16)

representa una recta si A = 0 y una circunferencia si A 6= 0. Su imagen es

f

(
u

u2 + v2
,− v

u2 + v2

)
= A

1

u2 + v2
+ D

u

u2 + v2
− E

v

u2 + v2
+ F = 0,

*Cada elemento de una familia es perpendicular a cada elemento de la otra familia.
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ó

F (u2 + v2) + Du− Ev + A = 0. (1.17)

Supongamos que A 6= 0; entonces (1.16) representa una circunferencia, y como la

circunferencia no pasa por el origen, F 6= 0. Entonces el lugar geométrico de (1.17)

es una circunferencia en el plano W . Además, como A 6= 0, esta imagen no pasa

por el origen del plano W .

Supongamos que A = 0; entonces (1.16) representa una recta. Se requiere otra vez

que F 6= 0 para que la recta no pase por el origen del plano Z; entonces la imagen

de esta recta es una circunferencia que pasa por el origen del plano W , pues A = 0.

3. Demostremos que la transformación w =
1

z
, z 6= 0, transforma circunferencias que

pasan por el origen del plano Z en rectas en el plano W . Demostremos también que

rectas que pasan por el origen en el plano Z tienen por imágenes rectas que pasan

por el origen en el plano W .

Solución. Supongamos que el lugar geométrico de (1.16) es una circunferencia en

el plano Z que pasa por el origen. Entonces A 6= 0 y F = 0. En este caso la imagen

del lugar geométrico de (1.16) es

Du− Ev + A = 0, A 6= 0,

esta es una recta que no pasa por el origen del plano W .

Supongamos que el lugar geométrico de (1.16) es una recta que pasa por el origen

del plano Z. Así, A = F = 0 y su imagen en el plano W es el lugar geométrico dado

por

Du− Ev = 0,

el cual es una recta que pasa por el origen del plano W .

4. Demostremos que la circunferencia unitaria |z| = 1 es invariante bajo
1

z
, z 6= 0.

Solución. Como w =
1

z
, |w| =

1

|z| , entonces si |z| = r, |w| =
1

r
. Por tanto, si

r = 1 la imagen de la circunferencia unitaria |z| = 1 es la circunferencia unitaria

|w| = 1.
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5. Demostremos que w =
1

z
, z 6= 0 intercambia el interior y el exterior de la circun-

ferencia |z| = 1 (ver Figura 1.11).

Solución. Todo punto en el exterior de |z| = 1 tiene módulo r > 1 y por tanto es

aplicado en un punto w para el cual |w| = 1

r
< 1, que está en el interior de |w| = 1.

En forma similar todo punto que está en el interior de |z| = 1 tiene módulo r < 1 y

por tanto es aplicado en un punto w para el cual |w| > 1, el cual está en el exterior

de |w| = 1.

A

B

C

D

1
x

y

Plano Z

A

B

C

D

1
u

v

Plano W

Figura 1.11. w =
1
z
.

1.3.2. Límites

Definición 1.3.1. Una vecindad de radio δ de un punto z0, Vδ(z0) es el conjunto de

todos los puntos z tales que |z− z0| < δ, donde δ es cualquier número positivo dado. Una

vecindad perforada o reducida de z0 es una vecindad de z0 en la que el punto z0 se omite,

es decir, 0 < |z − z0| < δ.

Definición 1.3.2. Sea f(z) una función definida y unívoca en una vecindad de z = z0

con la posible excepción de z0. Decimos que el número L es el límite de f(z) cuando z

tiende a z0 y escribimos

ĺım
z→z0

f(z) = L,

si ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que |f(z)− L| < ε siempre que 0 < |z − z0| < δ.
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Ejemplo 1.3.3. Apliquemos la definición para probar que ĺım
z→1

z2 − 1

z − 1
= 2.

Solución. Hay que probar que ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que si

0 < |z − 1| < δ ⇒ |f(z)− 2| < ε.

Puesto que

z 6= 1 ⇒ f(z) =
z2 − 1

z − 1
=

(z − 1)(z + 1)

(z − 1)
= z + 1.

Entonces

|f(z)− 2| = |z + 1− 2| = |z − 1|,

por tanto, si tomamos un ε > 0 y hacemos δ = ε, entonces

0 < |z − 1| < δ ⇒ |z − 1| = |f(z)− 2| < ε.

Ejemplo 1.3.4. Demostrar que ĺım
z→z0

z2 = z2
0.

Solución. Hay que probar que ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que si 0 < |z − z0| < δ, entonces

|z2 − z2
0 | < ε.

Si tomamos δ ≥ 1, entonces si 0 < |z − z0| < δ tenemos que

|z2 − z2
0 | = |z − z0||z + z0| < δ|z − z0 + 2z0|

≤ δ (|z − z0|+ |2z0|) < δ(1 + 2|z0|).

En consecuencia, δ(1 + 2|z0|) < ε, lo que implica que

δ <
ε

1 + 2|z0| ;

por consiguiente, si

δ = mı́n

{
1,

ε

1 + 2|z0|
}

,

entonces

|z2 − z2
0 | < δ(1 + 2|z0|) <

(
ε

1 + 2|z0|
)

(1 + 2|z0|) = ε.

Luego |z2 − z2
0 | < ε cuando |z − z0| < δ, lo cual demuestra que ĺım

z→z0

z2 = z2
0.

Dado que lo que se ha hecho es extender a C la definición de límite para funciones

de una variable real, entonces se siguen cumpliendo las mismas propiedades básicas

para límites en C que se tienen para límites en R, es decir:

Si ĺım f(z) = A y ĺım g(z) = B, entonces
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i) ĺım[f(z) + g(z)] = ĺım f(z) + ĺım g(z) = A + B.

ii) ĺım[f(z)− g(z)] = ĺım f(z)− ĺım g(z) = A−B.

iii) ĺım[f(z) · g(z)] = ĺım f(z) · ĺım g(z) = A ·B.

iv) ĺım
f(z)

g(z)
=

ĺım f(z)

ĺım g(z)
=

A

B
, si B 6= 0.

Teniendo en cuenta la noción de plano complejo extendido C∞ tenemos las siguientes

definiciones.

Definición 1.3.3. Decimos que ĺım
z→∞

f(z) = L si ∀ε > 0, ∃M > 0 tal que |f(z)− L| < ε

siempre que |z| > M .

Definición 1.3.4. Decimos que ĺım
z→z0

f(z) = ∞ si ∀N > 0, ∃δ > 0 tal que |f(z)| > N

siempre que 0 < |z − z0| < δ.

1.3.3. Continuidad

Definición 1.3.5. Sea f(z) una función definida y unívoca en una vecindad de z = z0,

así como en z0. Decimos que f(z) es continua en z = z0 si ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que

|f(z)− f(z0)| < ε siempre que |z − z0| < δ.

Una definición alternativa sería: f(z) es continua en z = z0 si se satisfacen las condi-

ciones siguientes:

i) f(z0) existe;

ii) ĺım
z→z0

f(z) = L existe;

iii) f(z0) = L.

Diremos que una función que no es continua en el punto z0, es discontinua en z0, o

que tiene una discontinuidad en z0.

Si ĺım
z→z0

f(z) existe pero es distinto de f(z0) diremos que z0 es una discontinuidad re-

movible, ya que si tomamos f(z0) = ĺım
z→z0

f(z) la función será continua en z0.
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Definición 1.3.6. Una función f(z) es continua en una región Ω si es continua en z,

∀z ∈ Ω.

Nuevamente podemos dar los mismos resultados que tenemos para funciones de va-

riable real.

Teorema 1.3.1. Si f(z) y g(z) son continuas en z = z0, entonces:

i) f(z) + g(z) es continua en z = z0;

ii) f(z)− g(z) es continua en z = z0;

iii) f(z) · g(z) es continua en z = z0;

iv)
f(z)

g(z)
es continua en z = z0, si g(z0) 6= 0.

Resultados similares se tienen para la continuidad en una región.

Teorema 1.3.2. La compuesta de dos funciones continuas es continua.

Demostración. Lo que hay que demostrar es que si w = g(z) es continua en z = z0 y si

w0 = g(z0), entonces f [g(z)] es continua en z = z0 si f es continua en w = w0.

Puesto que f es continua en w = w0, ∀ε > 0 ∃δ1 > 0 tal que

|f(w)− f(w0)| < ε ∀w ∈ Vδ1(w0),

es decir,

|f(w)− f(w0)| = |f [g(z)]− f [g(z0)]| < ε,

siempre que |w − w0| < δ1.

Pero como g es continua en z = z0, ∃δ > 0 tal que |g(z)− g(z0)| < δ1 ∀z ∈ Vδ(z0).

Por tanto, dado ε > 0, ∃δ > 0 tal que

|f [g(z)]− f [g(z0)]| < ε, ∀z ∈ Vδ(z0),

luego f [g(z)] es continua en z = z0.

Teorema 1.3.3. Si f(z) es continua en una región R, entonces las partes real e imagi-

naria de f(z) son también continuas en la región.
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1.3.4. Diferenciación

Definición 1.3.7. Sea f : Ω −→ C, una función unívoca, se dice que f es diferenciable

en z0 ∈ Ω si

ĺım
∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z

existe. En tal caso decimos que f(z) es diferenciable en z0 y lo denotamos por

df

dz
= f ′(z0) = ĺım

∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
.

Otra forma de ver la derivada es

f ′(z0) = ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

.

Teorema 1.3.4. Si f(z) tiene una derivada en z0, entonces f(z) es continua en z0.

Demostración. Si z 6= z0,

f(z)− f(z0) =

[
f(z)− f(z0)

z − z0

]
(z − z0),

de donde

ĺım
z→z0

[f(z)− f(z0)] = ĺım
z→z0

[
f(z)− f(z0)

z − z0

]
(z − z0) = f ′(z0)0 = 0,

por lo cual

ĺım
z→z0

f(z) = f(z0),

luego f es continua en z0.

Del mismo modo que para la continuidad, se tienen resultados similares para la dife-

renciación. Si f(z), g(z) son funciones y suponemos que f ′(z) y g′(z) existen, enton-

ces:

i)
d

dz
[f(z) + g(z)] =

d

dz
f(z) +

d

dz
g(z) = f ′(z) + g′(z);

ii)
d

dz
[f(z)− g(z)] =

d

dz
f(z)− d

dz
g(z) = f ′(z)− g′(z);

iii)
d

dz
[f(z) · g(z)] =

d

dz
f(z) · d

dz
g(z) = f ′(z) · g′(z);
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iv)
d

dz
[cf(z)] = c

d

dz
f(z) = cf ′(z), donde c es una constante cualquiera.

v)
d

dz

[
f(z)

g(z)

]
=

g(z)
d

dz
f(z)− f(z)

d

dz
g(z)

[g(z)]2
=

g(z)f ′(z)− f(z)g′(z)

[g(z)]2
, si g(z) 6= 0.

Ejemplo 1.3.5. Si f(z) = z3 − 2z, hallemos f ′(z) utilizando la definición.

Solución.

f ′(z) = ĺım
∆z→0

f(z + ∆z)− f(z)

∆z

= ĺım
∆z→0

(z + ∆z)3 − 2(z + ∆z)− (z3 − 2z)

∆z

= ĺım
∆z→0

z3 + 3z2∆z + 3z(∆z)2 + (∆z)3 − 2z − 2∆z − z3 + 2z

∆z

= ĺım
∆z→0

3z2 + 3z∆z + (∆z)2 − 2 = 3z2 − 2;

entonces

f ′(z) = 3z2 − 2 ∀z ∈ C.

1.4. Topología sobre el campo complejo

En esta sección intentamos presentar los elementos básicos de topología sobre el

espacio de los números complejos.

Se dota a C de la métrica inducida por la norma, es decir

d (z, z0) = d ((a + bi) , (a0 + b0i)) = |z − z0| =
√

(a− a0)
2 + (b− b0)

2.

Es fácil demostrar que esta definición satisface las condiciones para ser métrica; adi-

cionalmente, se puede ver que es la misma métrica euclidiana que se define en R2.

Por tanto, podemos considerar a C como un espacio topológico con la topología acos-

tumbrada en R2. En el contexto del análisis complejo es usual llamar discos a lo que

generalmente se llaman bolas. Se usa la notación

D (z0; ε) = {z ∈ C : |z − z0| < ε}

para denotar el disco abierto con centro en z0 y radio ε. Los discos cerrados se expre-

san con la clausura de los discos abiertos (ver Figuras 1.12 y 1.13):

D (z0; ε) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ ε} .
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z0
• ε

Figura 1.12. Disco abierto D(z0; ε).

z0
• ε

Figura 1.13. Disco cerrado D(z0; ε).

Un subconjunto Ω de C se considera abierto, si ∀z0 ∈ Ω, ∃D (z0; ε) tal que D (z0; ε) ⊂ Ω.

Se ilustra un abierto en la Figura 1.14.

Un ejemplo básico de conjunto abierto es un semiplano: {z ∈ C : Im (z) < 1}; o en ge-

neral cualquier semiplano
{

z ∈ C : Im

(
z − w0

w

)
> 0

}
.

Si Ω1 y Ω2 son conjuntos abiertos, entonces Ω1 ∪ Ω2 y Ω1 ∩ Ω2 son abiertos.

Diremos que f es un conjunto cerrado si Ω = C\f es un conjunto abierto. Un ejemplo

de conjunto cerrado es el semiplano cerrado
{

z ∈ C : Im

(
z − w0

w

)
≥ 0

}
.

¿El conjunto L =

{
z ∈ C : Im

(
z − w0

w

)
= 0

}
es abierto o cerrado?

ε

Figura 1.14. Conjunto abierto.

Nótese que el radio ε depende de la ubicación del punto z0. Cuando z0 se acerca a la

frontera de Ω, el radio ε del disco será más pequeño.

Un ejemplo sencillo de conjunto abierto es el semiplano (ver Figura 1.7). Un punto

frontera de Ω es un punto z tal que para todo disco D(z, ε) contiene un punto de Ω y

puntos que no están en Ω. Para el ejemplo del semiplano, los puntos en la recta son

la frontera del semiplano. Un punto z se dice que es un punto interior de Ω, si existe
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un disco D(z, ε) contenido en Ω. Un punto z se dice que es adherente a Ω si cada

disco D(z, ε) contiene algún elemento de Ω; para el caso del ejemplo los puntos del

plano y los puntos de la recta son puntos adherentes. Es así como un punto adherente

puede ser un punto frontera o un punto interior de Ω. Un conjunto se llama cerrado si

él contiene todos los puntos frontera de Ω. El complemento de un conjunto cerrado es

un conjunto abierto. Un conjunto Ω se dice acotado si existe un número M > 0 tal que

|z| ≤ M para todo z ∈ Ω. El semiplano es un conjunto no acotado (ver Figura 1.7).

Si {zn}n∈N es una sucesión de números complejos entonces se dice que

v = ĺım
n→∞

zn

si se satisface:

Dado ε > 0, ∃N ∈ N tal que si n ≥ N , entonces |zn − v| < ε.

Si existe tal v ∈ C, decimos que la sucesión es convergente; de lo contrario se dice

que es divergente.

Una sucesión {zn}n∈N se dice de Cauchy si, dado ε > 0, ∃N ∈ N tal que si m,n ≥ N ,

entonces |zn − zm| < ε.

Podemos escribir zn = an + bni. En consecuencia

|zn − zm| =
√

(an − am)2 + (bn − bm)2;

luego

|an − am| ≤ |zn − zm| y |bn − bm| ≤ |zn − zm| ,

con lo cual podemos afirmar que {zn} es de Cauchy si y sólo si {an} y {bn} (las partes

real e imaginaria) son también de Cauchy. Ahora bien, si sabemos que {an} y {bn} son

convergentes, podemos concluir que también es convergente la sucesión de Cauchy

compleja {zn}.
Nuevamente, es de aclarar que todos los teoremas clásicos sobre límites de suce-

siones se cumplen para los números complejos: límites de una suma, límites de pro-

ducto y cocientes, y composición.

23



1.4.1. Conjuntos compactos

Daremos a continuación los resultados básicos concernientes a conjuntos compactos.

Consideremos nuevamente que Ω es un conjunto de números complejos. Sea {zn}
una sucesión en Ω. Consideraremos como un punto de acumulación de {zn} a un

número complejo η tal que dado ε > 0 existen infinidad de enteros tales que

|zn − η| < ε.

Podemos decir que dado un abierto A que contiene a η, existe un número infinito de

enteros n tal que zn ∈ A.

Se dice que un conjunto de números complejos Ω es compacto si cada sucesión de

elementos de Ω tiene un punto de acumulación en Ω. Las siguientes propiedades

son equivalentes a las dadas aquí por lo cual pueden considerarse como definiciones

alternativas:

i) Cada subconjunto no finito de Ω tiene un punto de acumulación en Ω.

ii) Cada sucesión de elementos de Ω tiene una subsucesión convergente cuyo

límite está en Ω.

Teorema 1.4.1. Un conjunto de números complejos es compacto si y sólo si es cerrado

y acotado.

La demostración de este teorema puede verse en [3].

Teorema 1.4.2. Si Ω es un subconjunto de números complejos compacto, y f es una

función continua sobre Ω, entonces la imagen f(Ω) es compacta.

Demostración. Sea {wn} una sucesión en la imagen de f , esto es, para cada wn existe

zn ∈ Ω tal que

wn = f(zn).

La sucesión tiene una subsucesión {znk
}, con límite υ ∈ Ω, si wnk

= f(znk
) dado que f es

continua, tenemos que

ĺım
k→∞

wnk
= ĺım

k→∞
f(znk

) = f(υ).
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En consecuencia la sucesión dada {wn} tiene una subsucesión que converge en f(Ω) com-

probándose que f(Ω) es compacto.

Teorema 1.4.3. Sea Ω un subconjunto compacto y sea f una función continua sobre Ω.

Entonces f es uniformemente continua, es decir, dado ε > 0, ∃δ > 0 tal que si z,w ∈ Ω

y |z − w| < δ entonces |f(w)− f(z)| < ε.

Demostración. Supongamos por absurdo que ∃ε > 0 tal que para cada n existen elementos

zn y wn ∈ Ω tales que

|zn − wn| < 1

n
pero |f(zn)− f(wn)| > ε.

Entonces existe un subconjunto infinito E1 de números enteros positivos y algún υ ∈ Ω

tales que zn → υ cuando n → ∞ y n ∈ E1. Existen también un subconjunto E2 de E1

y µ ∈ Ω tal que wn → µ cuando n → ∞ y n ∈ E2. Entonces, tomando el límite cuando

n →∞ y n ∈ E2 se obtiene

|υ − µ| ≤ |υ − zn + zn − wn + wn − µ| ≤ |υ − zn|+ |zn − wn|+ |wn − µ| ;

luego aplicando el límite, |υ − µ| = 0 y υ = µ. En consecuencia f(υ)− f(µ) = 0. Además

|f(zn)− f(wn)| ≤ |f(zn)− f(υ) + f(υ)− f(µ) + f(µ)− f(wn)|
≤ |f(zn)− f(υ)|+ |f(υ)− f(µ)|+ |f(µ)− f(wn)| ;

tomando límite cuando n →∞ y n ∈ E2, se concluye que f(zn)− f(wn) se aproxima a 0.

Es decir, se contradice la suposición inicial |f(zn)− f(wn)| > ε, por lo cual se concluye el

teorema.

1.5. Funciones analíticas y ecuaciones de
Cauchy-Riemann

Definición 1.5.1. Una función f(z) es analítica (regular u holomorfa) en un punto z0 si

y sólo si esta definida y es derivable no sólo en z0 sino en todo punto z de alguna vecindad

de z0. Si f(z) es analítica en todos los puntos de alguna región R, entonces se dice que

f(z) es analítica en R.
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Definición 1.5.2. Se dice que una función es entera si es analítica en todos los puntos

del plano Z.

Teorema 1.5.1. Si f(z) y g(z) son funciones analíticas en un conjunto abierto S, en-

tonces:

i) f(z) + g(z) es analítica en S;

ii) f(z) · g(z) es analítica en S;

iii)
f(z)

g(z)
es analítica en S excepto en los puntos z tales que g(z) = 0.

La demostración la podemos encontrar en [1].

Ejemplo 1.5.1. w = f(z) =
1 + z

1− z
es una función analítica para todos los valores finitos

de z, excepto en z = 1 ya que f ′(z) =
2

(1− z)2
no está definida en z = 1.

A continuación investigaremos la relación que existe entre la parte real y la imaginaria

de una función analítica.

Si la función f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es diferenciable (es decir analítica) en el punto

z0 = a + bi, entonces el límite

f ′(z0) = ĺım
∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z

puede ser calculado aproximando ∆z = ∆x + i∆y a cero en cualquier dirección que

nos convenga en el plano complejo. Si tomamos la aproximación horizontal, entonces

∆z = ∆x, y obtenemos

f ′(z0) = ĺım
∆x→0

u(a + ∆x, b) + iv(a + ∆x, b)− u(a, b)− iv(a, b)

∆x

= ĺım
∆x→0

[
u(a + ∆x, b)− u(a, b)

∆x

]
+ i ĺım

∆x→0

[
v(a + ∆x, b)− v(a, b)

∆x

]
.

Dado que los límites en esta expresión corresponden a las derivadas parciales de u y

v con respecto a x, deducimos que

f ′(z0) =
∂u

∂x
(a, b) + i

∂v

∂x
(a, b). (1.18)
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Por otro lado, si ∆z se aproxima a cero verticalmente, entonces ∆z = i∆y, y se tiene

de forma equivalente que

f ′(z0) = ĺım
∆y→0

[
u(a, b + ∆y)− u(a, b)

i∆y

]
+ i ĺım

∆y→0

[
v(a, b + ∆y)− v(a, b)

i∆y

]
.

Es decir

f ′(z0) = −i
∂u

∂y
(a, b) +

∂v

∂y
(a, b). (1.19)

Pero es claro que las ecuaciones (1.18) y (1.19) deben ser iguales, es decir

f ′(z0) =
∂u

∂x
(a, b) + i

∂v

∂x
(a, b) =

∂v

∂y
(a, b)− i

∂u

∂y
(a, b);

así que igualando partes reales e imaginarias tenemos las ecuaciones

∂u

∂x
=

∂v

∂y
y

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (1.20)

que se satisfacen en el punto z0 = a + bi. Las ecuaciones (1.20) son llamadas “ecua-

ciones de Cauchy-Riemann”.

El siguiente resultado establece formalmente lo anterior.

Teorema 1.5.2. Una condición necesaria para que la función f(z) = u(x, y)+iv(x, y) sea

diferenciable en z0 es que satisfaga las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z0. Recíproca-

mente, si f(z) es analítica en un abierto Ω, entonces las ecuaciones de Cauchy-Riemann

se satisfacen en cada punto de Ω.

Ejemplo 1.5.2. Si w =
1 + z

1− z
entonces podemos escribir w = u + vi =

1− (x2 + y2)

(x− 1)2 + y2
+

i
2y

(x− 1)2 + y2
. Derivando parcialmente con respecto a x e y obtenemos

∂u

∂x
=

2x2 − 2y2 − 4x + 2

[(x− 1)2 + y2]
y

∂v

∂y
=

2x2 − 2y2 − 4x + 2

[(x− 1)2 + y2]
.

Por tanto,
∂u

∂x
=

∂v

∂y
.

También
∂u

∂y
=

−4y + 4xy

[(x− 1)2 + y2]
y

∂v

∂x
=

−4xy + 4y

[(x− 1)2 + y2]
,

entonces
∂u

∂y
= −∂v

∂x
.
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Luego se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, y con esto concluimos que

w =
1 + z

1− z
es analítica para todo complejo z, tal que z 6= 1, dado que en este punto

w no es diferenciable.

1.5.1. Funciones armónicas

Definición 1.5.3. Se dice que una función f : R2 −→ R es una función armónica en

una región R si en esa región satisface la ecuación de Laplace

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= 0, ∀(x, y) ∈ R. (1.21)

En algunos textos utilizan ∇2 para representar el laplaciano
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
.

Podemos demostrar que si f(z) = u(x, y)+iv(x, y) es analítica en un cierto dominio D,

entonces si las partes real e imaginaria de f , u y v respectivamente, tienen segundas

derivadas parciales continuas con respecto a x y y en D, ambas son armónicas en D.

Puesto que f es analítica en D las ecuaciones de Cauchy-Riemann

∂u

∂x
=

∂v

∂y
y

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (1.22)

se satisfacen en D. Puesto que las segundas derivadas parciales existen, la derivación

de ambos lados de ambas ecuaciones da

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
y

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x
.

Más aún, por la continuidad de estas derivadas

∂2v

∂x∂y
=

∂2v

∂y∂x
;

por consiguiente, si sumamos obtenemos

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 en D.

Luego la parte real de f es una función armónica.

Derivando la primera ecuación de (1.22) con respecto a y y la segunda con respecto a

x tenemos
∂2u

∂y∂x
=

∂2v

∂y2
y

∂2u

∂x∂y
= −∂2v

∂x2
.
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Debido a la continuidad de estas derivadas,

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
,

y por tanto
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
= 0 en D.

Con esto demostramos que la parte imaginaria de f es una función armónica.

1.6. Funciones elementales

Dadas dos funciones f(z) y g(z) podemos realizar las operaciones básicas entre fun-

ciones: f(z) + g(z), f(z)g(z), f(z)/g(z), [f(z)]a y af(z) donde a es una constante com-

pleja. A tales operaciones las llamaremos operaciones elementales.

Una función elemental es una función, generada a partir de constantes y cuya variable

independiente se puede expresar por medio de una sucesión finita de operaciones

elementales.

Función exponencial. Sabemos que si x y y ∈ R, entonces:

exey = ex+y.

Esta fórmula nos conduce a examinar el producto ezew donde z y w ∈ C. Con base en

las conocidas fórmulas mencionadas en la Sección 1.1.1 tenemos que

ezew =

(
1 +

z

1!
+

z2

2!
+ . . .

)(
1 +

w

1!
+

w2

2!
+ . . .

)

= 1 +
z

1!
+

z2

2!
+

z3

3!
+ . . . +

w

1!
+

zw

1!1!
+

z2w

2!1!
+

z3w

3!1!
+ . . . +

w2

2!
+

zw2

1!2!
+

z2w2

2!2!
+

z3w2

3!2!
+ . . .

= 1 +
1

1!
(z + w) +

1

2!

(
z2 + 2zw + w2

)
+

1

3!

(
z3 + 3z2w + 3zw2 + w3

)
+

1

4!

(
z4 + 4z3w + 6z2w2 + 4zw3 + w4

)
+ . . .

= 1 +
(z + w)

1!
+

(z + w)2

2!
+

(z + w)3

3!
+

(z + w)4

4!
+ . . .

= ez+w

(1.23)
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Por tanto,

ezew = ez+w ∀z, w ∈ C.

Observemos que si w = yi, y ∈ R; en la Sección 1.1.1 dedujimos que

eyi = cos y + i sen y;

por tanto si z = x + yi, x, y ∈ R entonces

ez = ex+yi = exeyi = ex (cos y + i sen y) ,

luego

ez = ex (cos y + i sen y) ,

que es la función exponencial.

Funciones trigonométricas. Para las funciones trigonométricas sen z y cos z

procedemos de igual forma que para la función exponencial. Observemos la relación

entre las tres series mencionadas en la Sección 1.1.1 al realizar las expansiones

ez = 1 +
z

1!
+

z2

2!
+

z3

3!
+

z4

4!
+

z5

5!
+ . . . , (1.24)

sen z =
z

1!
− z3

3!
+

z5

5!
− z7

7!
+ . . . , (1.25)

cos z = 1− z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
+

z8

8!
− . . . (1.26)

Es claro que los signos en las últimas dos series se repiten en períodos de cuatro y

las potencias de i tienen la misma clase de período:

i = i, i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1, i5 = i, i6 = −1, i7 = −i, i8 = 1.

Entonces, si sustituimos zi por z en la primera serie y arreglando convenientemente

los términos, podemos escribir:

ezi = 1− z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
+ . . . + i

(
z

1!
− z3

3!
+

z5

5!
− z7

7!
+ . . .

)
.

Por tanto,

ezi = cos z + i sen z, z ∈ C. (1.27)

Si sustituimos −z por z en (1.25) y (1.26) deducimos inmediatamente que

cos(−z) = cos z sen(−z) = − sen z.
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Ahora si bien, hacemos tal sustitución en (1.27), se obtiene:

e−zi = cos z − i sen z (1.28)

combinando (1.27) y (1.28) se obtiene

sen z =
ezi − e−zi

2i
y cos z =

ezi + e−zi

2
.

De esta manera hemos obtenido expresiones para las funciones trigonométricas seno

y coseno en términos de la función exponencial; por tanto, el estudio de las funciones

trigonométricas se reduce al estudio de la función exponencial.

Las otras cuatro funciones trigonométricas se deducen a partir del seno y el coseno,

formalmente igual a sus homónimas reales:

1. tan z =
sen z

cos z
=

ezi − e−zi

i(ezi + e−zi)
,

2. cot z =
cos z

sen z
=

i(ezi + e−zi)

ezi − e−zi
,

3. sec z =
1

cos z
=

2

ezi + e−zi
,

4. csc z =
1

sen z
=

2i

ezi − e−zi
.

Ejemplo 1.6.1. Demostremos que sen2 z + cos2 z = 1.

Solución. Utilizando las definiciones de seno y coseno tenemos que

sen2 z + cos2 z =
1

4

[(
ezi + e−zi

)2 − (
ezi − e−zi

)2
]

=
1

4

[(
ezi + e−zi

)
+

(
ezi − e−zi

)] [(
ezi + e−zi

)− (
ezi − e−zi

)]

=
1

4

(
2ezi

) (
2e−zi

)

=
4

4
e0 = 1.

Funciones hiperbólicas. Como

senh z = z +
z3

3!
+

z5

5!
+

z7

7!
+ . . . ,

cosh z = 1 +
z2

2!
+

z4

4!
+

z6

6!
+ . . . ,

las funciones hiperbólicas se pueden deducir similarmente a las funciones

trigonométricas y obteneremos:
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1. senh z =
ez − e−z

2
,

2. cosh z =
ez + e−z

2
,

3. tanh z =
ez − e−z

ez + e−z
,

4. coth z =
ez + e−z

ez − e−z
,

5. sech z =
2

ez + e−z
,

6. csch z =
2

ez − e−z
.

Ejemplo 1.6.2. Probar que cosh2 z − senh2 z = 1.

Solución.

cosh2 z − senh2 z =
1

4

[(
ez + e−z

)2 − (
ez − e−z

)2
]

=
1

4

[(
ez + e−z

)
+

(
ez − e−z

)] [(
ez + e−z

)− (
ez − e−z

)]

=
1

4
(2ez)

(
2e−z

)

=
4

4
e0 = 1.

La función logarítmica. Se dice que w ∈ C es el logarítmo de z ∈ C, escribi-

mos

w = log z (1.29)

si y sólo si

z = ew. (1.30)

Si z = reθi y w = u + vi, donde θ, u, v ∈ R y r ∈ R+, entonces podemos escribir (1.30)

en la forma

z = reθi = eu+vi = euevi.

El módulo del miembro izquierdo es r, y su argumento θ. Sabemos que si dos números

complejos son iguales, sus módulos también lo son, y la diferencia de sus argumentos

es un múltiplo entero de 2π, entonces:

eu = r v = θ + 2nπ, n ∈ Z.

Ahora bien, como r ∈ R+ y u ∈ R, entonces por la teoría de funciones reales

u = log r v = θ + 2nπ, n ∈ Z. (1.31)
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Por (1.29), (1.31), y como w = u + vi, entonces

log z = log r + i(θ + 2nπ), n ∈ Z, (1.32)

que podemos escribir en la forma

log z = log |z|+ i arg z, z ∈ C. (1.33)

Observemos que:

1. log se usa con dos significados diferentes en ambos miembros de (1.32) y (1.33):

en el miembro izquierdo se toman logaritmos de números complejos, mientras

que en el miembro derecho se toma el logaritmo del número positivo r = |z|.

2. Una consecuencia directa es que el logaritmo tiene muchos valores, es decir, es

una función multivaluada, ya que arg z tiene infinidad de valores.

3. De entre el número infinito de valores de log z se selecciona el valor cuya parte

imaginaria está entre 0 y 2π, y se llama el valor principal del logaritmo.

Ejemplo 1.6.3. Probar que log z1z2 = log z1 + log z2

Solución.

log z1z2 = log |z1z2|+ i arg(z1z2)

= log |z1| |z2|+ i arg(z1z2)

= log |z1|+ log |z2|+ i(arg z1 + arg z2)

= log |z1|+ i arg z1 + log |z2|+ i arg z2

= log z1 + log z2.

Funciones polinomiales. Son las definidas por:

w = P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + a2z
n−2 + . . . + an−1z + an,

donde a0 6= 0, n ∈ Z+, a1,a2,. . .,an ∈ C.
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Funciones algebraicas racionales. Son las definidas por:

w =
P (z)

Q(z)
,

donde P (z) y Q(z) son polinomios.

Funciones trigonométricas inversas. Si w = sen−1 z, entonces, por defini-

ción

z = sen w =
ewi − e−wi

2i
;

multiplicando por 2iewi y reordenando términos, tenemos

(ewi)2 − 2iz(ewi)− 1 = 0,

la cual es una ecuación de segundo grado en ewi; entonces

ewi =
1

2

(
2zi +

√
−4z2 + 4

)
= zi +

√
1− z2,

y por tanto

w =
1

i
ln

(√
1− z2 + zi

)
.

Omitimos ±, por que se sobreentiende que
√

1− z2 es de dos valores. Si a denota

cualquiera de los dos valores de
√

1− z2,

sen w = sen

[
1

i
ln (a + zi)

]

=
eln(a+zi) − e− ln(a+zi)

2i

=
1

2i

(
a + zi− 1

a + zi

)

=
1

2i

[
(a + zi)2 − 1

a + zi
−

]

=
1

2i

(
a2 + 2azi− z2 − 1

a + zi

)

=
1

2i

(
1− z2 + 2azi− z2 − 1

a + zi

)

=
1

2i

(
2azi− 2z2

a + zi

)

=
2zi

2i

(
a + zi

a + zi

)
= z.

Similarmente podemos obtener las otras funciones trigonométricas inversas:
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1. sen−1 z =
1

i
ln

(
zi +

√
1− z2

)
,

2. cos−1 z =
1

i
ln

(
z +

√
z2 − 1

)
,

3. tan−1 z =
1

2i
ln

(
1 + zi

1− zi

)
,

4. cot−1 z =
1

2i
ln

(
z + i

z − i

)
,

5. sec−1 z =
1

i
ln

(
1 +

√
1− z2

z

)
,

6. csc−1 z =
1

i
ln

(
i +

√
z2 − 1

z

)
.

Funciones hiperbólicas inversas. Si w = senh−1 z, entonces, por definición:

z = senh w =
ew − e−w

2
;

multiplicando por 2ew y reordenando términos,

(ew)2 − 2z (ew)− 1 = 0;

entonces

ew =
1

2

(
2z +

√
4z2 + 4

)
= z +

√
z2 + 1,

luego

w = ln
(√

z2 + 1 + z
)

,

y por tanto senh−1 z = ln
(
z +

√
z2 + 1

)
.

De forma análoga podemos obtener las otras funciones hiperbólicas inversas:

1. senh−1 z = ln
(
z +

√
z2 + 1

)
,

2. cosh−1 z = ln
(
z +

√
z2 − 1

)
,

3. tanh−1 z =
1

2
ln

(
1 + z

1− z

)
,

4. coth−1 z =
1

2
ln

(
z + 1

z − 1

)
,

5. sech−1 z = ln

(
1 +

√
1− z2

z

)
,

6. csch−1 z = ln

(
1 +

√
z2 + 1

z

)
.

Función potencial. La función zα, donde α puede ser complejo, está definida

como eα ln z.

Veamos algunos ejemplos con funciones trigonométricas.
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Ejemplo 1.6.4. Probar que sen(z1 + z2) = sen z1 cos z2 + cos z1 sen z2.

Solución.

sen (z1 + z2) =
ei(z1+z2) − e−i(z1+z2)

2i

=
ez1iez2i − e−z1ie−z2i

2i

=
(cos z1 + i sen z1) (cos z2 + i sen z2)

2i

−(cos z1 − i sen z1) (cos z2 − i sen z2)

2i

= sen z1 cos z2 + cos z1 sen z2.

Ejemplo 1.6.5. Probar que sen(zi) = i senh z.

Solución.

sen(zi) =
ei(zi) − e−i(zi)

2i
=

e−z − ez

2i
= i

(
ez − e−z

2

)
= i senh z.

Ejemplo 1.6.6. Probar que cos(zi) = cosh z.

Solución.

cos(zi) =
ei(zi) + e−i(zi)

2
=

e−z + ez

2
=

ez + e−z

2
= cosh z.

A partir de los tres últimos ejemplos podemos deducir fácilmente que

sen(x + yi) = sen x cos(yi) + cos x sen(yi) = sen x cosh y + i cos x senh y.
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Capítulo 2

Aplicaciones y transformaciones de
Möbius

2.1. Transformaciones generales

Recordemos de la Sección 1.3.1 que una transformación o aplicación establece una

correspondencia entre puntos (x, y) del plano Z en puntos (u, v) del plano W .

Consideremos α, β ∈ C y a, θ ∈ R; entre las transformaciones mas importantes

tenemos:

1. Traslación. w = z + β. Esta transformación traslada las figuras del plano Z, en

la dirección del vector β.

2. Rotación. w = eθiz. Esta transformación rota un ángulo θ las figuras del plano Z.

Si θ > 0, la rotación es en sentido positivo, y si θ < 0 en sentido negativo.

3. Dilatación. w = az. Esta transformación dilata (o contrae) las figuras del plano

Z en la dirección de z, si a > 1 (ó 0 < a < 1).

4. Inversión. w =
1

z
. Esta transformación representa reflexión en el eje real e inver-

sión en el origen.

Ejemplo 2.1.1. Sea R es la región rectangular en el plano Z limitada por x = 0, y = 0,

x = 2, y = 1. Determinemos la región R′ del plano W en la cual R se aplica bajo las

siguientes transformaciones:
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1. w = z + (1− 2i). 2. w = e
πi
2 z. 3. w = 2z.

Solución.

1. Como w = z + (1− 2i), entonces

w = u + vi = x + yi + 1− 2i = (x + 1) + (y − 2)i.

Esto implica que u = x + 1 y v = y − 2.

Luego la recta x = 0 se aplica en u = 1; y = 0 en v = −2; x = 2 en u = 3; y = 1

en v = −1.

Análogamente, cada punto de R se aplica en uno y solo un punto de R′ y recíproca-

mente.

y = 0

x = 2

y = 1

x = 0

y

xx
R

v = −1

u = 3u = 1

v = −2

u

v

R′

Plano Z Plano W

2. Como w = e
πi
2 z = zi, entonces

w = u + vi = (x + yi)i = xi− y = −y + xi ⇒ u = −y, v = x.

Entonces la recta x = 0 se aplica en v = 0; y = 0 en u = 0; x = 2 en v = 2; y = 1

en u = −1.

y = 0

x = 2

y = 1

x = 0

y

xx
R

v = 0

u = −1 u = 0

v = 2

u

v

R′

Plano Z Plano W
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3. Dado que w = 2z = 2(x + yi) = 2x + 2yi, entonces u = 2x y v = 2y, por tanto la

recta x = 0 se aplica en u = 0; y = 0 en v = 0; x = 2 en u = 4; y = 1 en v = 2.

y = 0

x = 2

y = 1

x = 0

y

x
R

v = 0

u = 0 u = 4

v = 2

v

u

R′

Plano Z Plano W

Definición 2.1.1. Una transformación 1-1 del plano complejo extendido que lleva cir-

cunferencias a circunferencias (las líneas rectas son consideradas como circunferencias de

radio infinito) se conoce como una transformación circular.

Teorema 2.1.1. Las transformaciones de traslación, rotación, dilatación e inversión son

transformaciones circulares.

Demostración. Sabemos de la Sección 1.2 que la ecuación general de una circunferencia

en el plano Z la podemos escribir como

Azz + Bz + Bz + C = 0, donde A > 0, C > 0 y B ∈ C.

Entonces, tenemos:

i) Si A = 0 la circunferencia se reduce a una línea recta.

ii) Si w = z + a, a ∈ C, entonces z = w − a y z = w − a = w − a, por lo cual

A(w − a)(w − a) + B(w − a) + B(w − a) + C = 0,

Aww − Aaw − Aaw + Aaa + Bw −Ba + Bw −Ba + C = 0,

Aww + (B − Aa)w + (B − Aa)w + (Aaa−Ba−Ba + C) = 0,

que es la ecuación de una circunferencia en el plano W .
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iii) Si w = az, a ∈ C, entonces z =
w

a
y z =

w

a
, por tanto

A
(w

a

) (
w

a

)
+ B

(
w

a

)
+ B

(w

a

)
+ C = 0,

Aww + Baw + Baw + Caa = 0,

Aww + (Ba)w + (Ba)w + Caa = 0,

que también es la ecuación de una circunferencia en el plano W .

iv) Si w =
1

z
, entonces z =

1

w
y z =

1

w
, lo cual implica que

A

(
1

w

)(
1

w

)
+ B

(
1

w

)
+ B

(
1

w

)
+ C = 0,

A + Bw + Bw + Cww = 0,

Cww + Bw + Bw + A = 0,

que de nuevo es la ecuación de una circunferencia en el plano W .

Por tanto las transformaciones generales son transformaciones circulares.

2.1.1. Transformaciones sucesivas

Supongamos que w = f1(θ) aplica la región Rθ del plano Θ en la región Rw del plano

W , mientras que θ = f2(z) aplica la región Rz del plano Z en la región Rθ, entonces

w = f1[f2(z)] aplica Rz en Rw. Las funciones f1 y f2 definen transformaciones sucesi-

vas de un plano a otro las cuales son equivalentes a una única transformación.

Rz

Y

X

Rθ

Y

X

Rw

Y

X

Plano Z Plano W
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2.1.2. La transformación lineal

Definición 2.1.2. Una aplicación de la forma

w = αz + β, (2.1)

donde α, β ∈ C, se llama una transformación lineal.

Puesto que podemos escribir (2.1) en términos de las transformaciones sucesivas

w = ξ + β, ξ = eθ0iτ , τ = az, donde α = aeθ0i, vemos que una transformación lineal

general es una combinación de las transformaciones de traslación, rotación y dilata-

ción.

2.2. Transformaciones conformes

Definición 2.2.1. Decimos que una transformación w = f (z) es conforme en z0 si

conserva la magnitud y el sentido del ángulo de intersección de dos curvas cualesquiera

que se intersecan en z0.

A veces se habla de transformaciones isogonales. Estas transformaciones conservan

la magnitud de los ángulos de intersección, aunque no necesariamente el sentido.

En la Sección 1.3 analizamos las funciones w = z2 y w =
1

z
; en el ejemplo siguiente

analizamos la conformidad de la función w =
1

z
.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos las rectas C y C1 definidas por x = y, x > 0 y x = 1,

y ≥ 1 respectivamente. Obtenga las imágenes de estas rectas con la transformación w =
1

z
y compruebe que el ángulo de intersección conserva magnitud y dirección.

Solución. La transformación es

w =
1

z
= u + vi =

1

x + yi
=

x

x2 + y2
− yi

x2 + y2
;

entonces

u =
x

x2 + y2
(2.2)
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y

v =
−y

x2 + y2
. (2.3)

Sobre C, tenemos y = x; sustituyendo en (2.2) y (2.3) obtenemos

u =
1

2x
= −v; (2.4)

como x > 0, tenemos u ≥ 0 y v ≤ 0. La recta definida por la ecuación (2.4) aparece como

C ′ en la Figura 2.1(b). A medida que nos alejamos del origen a lo largo de C, el punto

imagen correspondiente se aproxima al origen a lo largo de C ′, ya que, de acuerdo con

(2.4), tanto u como v tienden a cero al aumentar x.

Sobre C1, tenemos x = 1; sustituyendo en (2.2) y (2.3) tenemos

u =
1

1 + y2
, (2.5)

v =
−y

1 + y2
; (2.6)

entonces

v = −uy. (2.7)

De la ecuación (2.5) obtenemos fácilmente

y =

√
1− u

u
.

Combinando este resultado con (2.7) se tiene

v = −
√

u− u2.

Elevando ambos lados al cuadrado y reordenando, tenemos que
(
u− 1

2

)2
+ v2 =

(
1
2

)2.

Por tanto las imágenes de los puntos de C1 están sobre un cículo de radio 1
2
centrado en

(1/2, 0) en el plano W . Cuando y pasa de 1 a ∞ a lo largo de C1, entonces según (2.5) la

coordenada u del punto imagen varía de 1
2
a 0 a lo largo del círculo. Como v es siempre

negativo (2.6), la imagen de C1 es el arco C ′
1 de la Figura 2.1(b).

Recordemos que un ángulo semiinscrito en una circunferencia es aquel cuyo vértice, P ′,

está sobre ella, uno de sus lados la corta y el otro es tangente en P ′. La medida de un

ángulo semiincrito es la mitad de la del arco que abarca.
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x

y
CC1

45◦

P

1

1

(a)

C ′

P ′
C ′

1

u

v

1/2

45◦

(b)

Figura 2.1.

Así, el ángulo de intersección de C ′
1 y C ′ en la Figura 2.1(b) es igual a 45◦, que es el

ángulo que forman C1 y C. Obsérvese en las Figuras 2.1 (a) y (b) que el sentido de la

separación angular entre las tangentes a C y C1 es igual que el de la separación angular

entre C ′ y C ′
1.

El siguiente teorema nos brinda una condición para deducir fácilmente cuándo una

transformación es conforme con base en las funciones analíticas.

Teorema 2.2.1. Si w = f(z) es analítica en z0 y si f ′(z0) 6= 0, entonces f es conforme

en z0.

La demostración de este teorema se puede ver en [6].

Ejemplo 2.2.2. Analice la conformidad de la función w = z2, basándose en el teorema

anterior.

Solución. Como
dw

dz
= 2z, que es continua ∀z finito z 6= 0, entonces w = z2 es conforme

en cualquier región finita del plano Z que no contenga al punto z = 0, en una región co-

rrespondiente del plano W .

2.3. Transformaciones especiales

Mostraremos a continuación algunas transformaciones especiales importantes para

algunas aplicaciones que presentaremos más adelante.
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Ejemplo 2.3.1. (Banda infinita de ancho a). Verificar que la región R del plano Z se

transforma en la región R′ del plano W por medio de transformación w = e
πz
a .

a

x

y

ABC

D E F

R

Plano Z

u

v

A′ B′ C ′D′ E ′ F ′

R′

Plano W

-1 1
• •

Solución. Si z = x + yi, entonces

w = u + vi = e
πz
a = e

π(x+yi)
a = e

πx
a

(
cos

πy

a
+ i sen

πy

a

)
,

por tanto,

w = e
πx
a

(
cos

πy

a

)
+ ie

πx
a

(
sen

πy

a

)
,

es decir,

u = e
πx
a

(
cos

πy

a

)
, v = e

πx
a

(
sen

πy

a

)
.

La recta y = 0 en el plano Z se aplica en u = e
πx
a , v = 0 el eje real positivo en el plano

W . El origen del plano Z se aplica en w = 1, el punto D se aplica en w = 0 y el punto

F se aplica en w = ∞.

La recta y = a se aplica en u = −e
πx
a , v = 0, los puntos A y C se aplican en w = −∞ y

w = 0 respectivamente.

Cualquier punto que satisfaga 0 < y < a, −∞ < x < ∞ se aplica de manera única en un

punto del plano W para el cual v > 0.

Ejemplo 2.3.2. (Banda semiinfinita de ancho a). Verificar que la región R del plano z

es transformada en la región R′ del plano W por medio de transformación w = sen
πz

a
.
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a

x

y

A

B C D

E
R

Plano Z

u

v

A′ B′ C ′ D′ E ′

R′

Plano W

-1 1
• •

Solución. Si z = x + yi, entonces

w = u + vi = sen
(πz

a

)

= sen

(
π(x + yi)

a

)
= sen

(
πx

a
+

πyi

a

)
.

Con base en los Ejemplos 1.6.4 a 1.6.6, tenemos:

sen

(
πx

a
+

πyi

a

)
= sen

(πx

a

)
cosh

(πy

a

)
+ i cos

(πx

a

)
senh

(πy

a

)

= sen
(πx

a

) (
e

πy
a + e−

πy
a

2

)
+ i cos

(πx

a

) (
e

πy
a − e−

πy
a

2

)
.

Entonces:

la recta
−a

2
< x <

a

2
, y = 0 se transforma en la recta −1 < u < 1, v = 0. Las rectas

x =
−a

2
, y > 0 y x =

a

2
, y > 0 del plano Z se transforman en las rectas u ≤ −1, v = 0

y u ≥ 1, v = 0, respectivamente. Cualquier punto que satisfaga
−a

2
< x <

a

2
, y > 0 se

aplica de manera única en un punto del plano W para el cual v > 0.

Ejemplo 2.3.3. (Semiplano sin un semicírculo). Verificar que la región R del plano Z

se transforma en la región R′ del plano W por medio de transformación w =
a

2

(
z +

1

z

)
.
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x

y

A EDB

R

Plano Z

−1 1

C

1
u

v

A′ B′ C ′ D′ E ′

R′

Plano W

−a a
• •

Solución. Si z = reθi, entonces

w = u + vi =
a

2

(
z +

1

z

)
=

a

2

(
reθi +

1

r
e−θi

)
=

a

2

(
r +

1

r

)
cos θ +

ai

2

(
r − 1

r

)
sen θ,

y

u =
a

2

(
r +

1

r

)
cos θ, v =

a

2

(
r − 1

r

)
sen θ.

El semicírculo BCD [r = 1, 0 ≤ θ ≤ π] se aplica en el segmento

B′C ′D′ [u = a cos θ, v = 0, 0 ≤ θ ≤ π, ie,−a ≤ u ≤ a].

La recta DE [θ = 0, r > 1] se aplica en la recta D′E ′
[
u =

a

2

(
r +

1

r

)
, v = 0

]
; la recta

AB [θ = π, r > 1] se aplica en A′B′
[
u = −a

2

(
r +

1

r

)
, v = 0

]
. Cualquier punto del plano

Z para el cual r ≥ 1 y 0 < θ < π se aplica de manera única en uno de los puntos del

plano W para el cual v ≥ 0.

Hay otro tipo de transformación que se puede obtener a partir de transformaciones

sucesivas (Sección 2.1.1), que es el tema principal de la presente monografía. Esta

es la transformación bilineal o transformación de Möbius , que analizaremos en la

siguiente sección.

2.4. Transformaciones de Möbius

Definición 2.4.1. La transformación w =
az + b

cz + d
, ad − bc 6= 0, se llama una transfor-

mación racional, bilineal o de Möbius.
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2.4.1. Propiedades generales

Teorema 2.4.1. La transformación bilineal es 1-1 a través del plano complejo completo.

Demostración. Es sencillo comprobar que la transformación bilineal asigna a cada punto

del plano Z, excepto al punto z =
−d

c
, c 6= 0, un único punto del plano W . El punto

z =
−d

c
, c 6= 0 se transforma en w = ∞.

Una característica importante de las transformaciones de Möbius es que son equiva-

lentes a combinación de transformaciones generales.

Teorema 2.4.2. La transformación w =
az + b

cz + d
, ad − bc 6= 0, representa traslación,

rotación, dilatación e inversión.

Demostración.

w =
az + b

cz + d
=

c2 (az + b)

c2 (cz + d)

=
ac2z + bc2

c2 (cz + d)

=
ac2z + acd + bc2 − acd

c2 (cz + d)

=
ac (cz + d) + c (bc− ad)

c2 (cz + d)

=
a

c
+

(bc− ad)

c (cz + d)

= λ +
µ

z + ν
,

donde λ =
a

c
, µ =

(bc− ad)

c2
y ν =

d

c
son constantes. La transformación es equivalente

a ξ = z + ν, τ =
1

ξ
y w = λ + µτ , las cuales son combinaciones de las transformaciones

generales.

Las transformaciones de Möbius son conformes. Para probar esto demostremos que

una transformación de este tipo es analítica, y luego podremos deducir la conformidad

más fácilmente.

Teorema 2.4.3. La transformación de Möbius w =
az + b

cz + d
, ad − bc 6= 0, z 6= −d

c
, es

analítica en todo punto del plano excepto en z =
−d

c
.
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Demostración. Como f(z) = az + b es analítica ∀z ∈ C, y g(z) =
1

cz + d
es analítica

∀z ∈ C, z 6= −d

c
, entonces w = f(z)g(z) es analítica ∀z ∈ C, z 6= −d

c
.

Ahora analicemos si w =
az + b

cz + d
, z 6= −d

c
es conforme.

Como

w′ =
a(cz + d)− c(az + b)

(cz + d)2

=
acz + ad− acz − bc

(cz + d)2

=
ad− bc

(cz + d)2
6= 0

∀z ∈ C, z 6= −d

c
, entonces por el Teorema 2.2.1 w =

az + b

cz + d
, ad − bc 6= 0, z 6= −d

c
, es

conforme en z ∈ C, z 6= −d

c
.

Teorema 2.4.4. La transformación bilineal es una transformación circular.

Demostración. Puesto que las transformaciones bilineales se pueden expresar como com-

binación de transformaciones generales que son transformaciones circulares, entonces las

transformaciones bilineales son transformaciones circulares.

Hay una forma útil de representar una transformación bilineal T , y es mediante una

matriz cuadrada de sus coeficientes,
(

a b

c d

)
,

dónde T (z) =
az + b

cz + d
. Ahora bien, si T ′(z) =

a′z + b′

c′z + d′
es una segunda transformación,

probemos que la transformación T [T ′(z)] puede escribirse como

TT ′ =
(

aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
.
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En efecto,

T [T ′(z)] =

a

(
a′z + b

c′z + d

)
+ b

c

(
a′z + b

c′z + d

)
+ d

=

(
aa′z + ab′

c′z + d′

)
+ b

(
ca′z + cb′

c′z + d′

)
+ d

=
aa′z + ab′ + bc′z + bd′

ca′z + cb′ + dc′z + dd′

=
(aa′ + bc′) z + (ab′ + bd′)
(ca′ + dc′) z + (cb′ + dd′)

=

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
.

Es decir TT ′ =
(

a b

c d

)(
a′ b′

c′ d′

)
.

Teorema 2.4.5. El conjunto de las transformaciones bilineales forma un grupo.

Demostración. i) Si T , T ′ y T ′′ son transformaciones bilineales, demostremos que

(TT ′)T ′′ = T (T ′T ′′).

Supongamos que T (z) =
az + b

cz + d
; T ′(z) =

a′z + b′

c′z + d′
y T ′′(z) =

a′′z + b′′

c′′z + d′′
, entonces

(TT ′)T ′′ =
[(

a b

c d

)(
a′ b′

c′ d′

)] (
a′′ b′′

c′′ d′′

)

=

(
a b

c d

)[(
a′ b′

c′ d′

) (
a′′ b′′

c′′ d′′

)]

= T (T ′T ′′).

Por tanto, el producto de transformaciones lineales es asociativo.

ii) Si T0(z) =
az + b

cz + d
con a = d = 1 y b = c = 0, entonces T0(z) = z =

(
1 0

0 1

)
, luego

TT0 = T0T =

(
a b

c d

)(
1 0

0 1

)
=

(
a b

c d

)
,

y por consiguiente T0 es el módulo.
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iii) Para cada elemento T existe T−1 tal que TT−1 = T−1T = T0 tal elemento es

T−1 =
−dz + b

cz − a
;

entonces
(

a b

c d

)(−d b

c −a

)
=

(−ad + bc ab− ad

−dc + dc cb− ad

)

=

(
bc− ad 0

0 bc− ad

)

=
(bc− ad)z

(bc− ad)
= z = T0.

Con esto hemos demostrado que el conjunto de las transformaciones bilineales forma un

grupo.

La transformación bilineal w =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0 la podemos escribir en la forma

Azw + Bz + Cw + D = 0. (2.8)

Si A 6= 0, podemos probar que existe una transformación bilineal única, es decir, un

conjunto {A,B,C,D} único, excepto que puede tener un factor común, que aplica tres

puntos dados distintos z1, z2, z3 del plano Z sobre tres puntos distintos w1, w2, w3 del

plano W , respectivamente.

En efecto como A 6= 0, al dividir (2.8) por A obtenemos

αz + βz + δ = −zw, donde α =
B

A
, β =

C

A
y δ =

D

A
. (2.9)

Como zi se aplica en wi para i = 1, 2, 3, tenemos

αz1 + βw1 + δ = −z1w1,

αz2 + βw2 + δ = −z2w2,

αz3 + βw3 + δ = −z3w3,

A =




z1 w1 1

z2 w2 1

z3 w3 1


 , (2.10)

que es un sistema de tres ecuaciones lineales en α, β y δ.
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Este sistema es no homogéneo, ya que si zi = 0 para algún i = 1, 2, 3, entonces zj 6= 0

para todo j = 1, 2, 3, j 6= i, puesto que son tres puntos distintos. Análogamente para

wi, i = 1, 2, 3.

Luego siempre deben existir zi 6= 0 y wi 6= 0 para por lo menos un i, con i = 1, 2, 3.

• Si ∆ 6= 0, con ∆ = det A entonces existe una solución única para α, β y δ.

• Si ∆ = 0, la primera columna de ∆ es una combinación lineal de las columnas

segunda y tercera; entonces

z1 = mw1 + n,

z2 = mw2 + n,

z3 = mw3 + n,

luego w =
1

m
z − n

m
es una transformación lineal única que es un caso especial

de las transformaciones bilineales y efectúa la aplicación.

Ya habiendo demostrado que existe tal transformación, ahora deduzcámosla.

Si w1, w2, w3 corresponde a z1, z2, z3, tenemos

w − wk =
az + b

cz + d
− azk + b

czk + d
=

(ad− bc) (z − zk)

(cz + d) (czk + d)
;

entonces

w − w1 =
(ad− bc) (z − z1)

(cz + d) (cz1 + d)
, (2.11)

w − w3 =
(ad− bc) (z − z3)

(cz + d) (cz3 + d)
; (2.12)

reemplazando w por w2 y z por z2, tenemos

w2 − w1 =
(ad− bc) (z2 − z1)

(cz2 + d) (cz1 + d)
, (2.13)

w2 − w3 =
(ad− bc) (z2 − z3)

(cz2 + d) (cz3 + d)
; (2.14)

dividiendo (2.11) entre (2.13), y como ad− bc 6= 0,

(w − w1) (w2 − w3)

(w − w3) (w2 − w1)
=

(z − z1) (z2 − z3)

(z − z3) (z2 − z1)
.
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La parte del lado derecho de la ecuación se llama la razón cruzada de la transforma-

ción, que podemos escribir en la forma (2.11) por desarrollo de los productos.

Por otra parte,

(z − z3)(w − w1)(z2 − z1)(w2 − w3) = (z − z1)(w − w3)(z2 − z3)(w2 − w1). (2.15)

Tenemos entonces:

Si z = z1 entonces w = w1.

Si z = z3 entonces w = w3.

Si z = z2, hay un factor común en ambos miembros de la ecuación (2.15), y esta

se reduce a

(w − w1)(w2 − w3) = (w − w3)(w2 − w1),

y por tanto la solución es w = w2.

El punto del infinito lo podemos introducir como uno de los puntos prescritos en el

plano Z o en el plano W .

Ejemplo 2.4.1. Encuentre la transformación bilineal que aplica los puntos z1 = 0; z2 = 1;

z3 = i, en los puntos w1 = 0; w2 = i; w3 = −1, respectivamente.

Solución.
(w − 0)(i + 1)

(w + 1)(i− 0)
=

(z − 0)(1− 2)

(z − i)(1− 0)
;

entonces

w(i + 1)(z − i) = z(1− i)(w + 1)i,

wzi + w + zw − wi = zwi + zi + zw + z,

w(1− i) = z(1 + i),

w =
z(1 + i)

(1− i)
,

w = zi.

Ejemplo 2.4.2. Hallar una transformación bilineal que aplica los puntos z1 = 1, z2 = 0,

z3 = −1, en w1 = i, w2 = 1, w3 = ∞, respectivamente.
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Solución. Poniendo w3 =
1

w′
3

, podemos escribir la transformación en la forma

(w − w1)(w
′
3w2 − 1)

(w′
3w − 1)(w2 − w1)

=
(z − z1)(z2 − z3)

(z2 − z3)(z2 − z1)
.

Cuando w′
3 = 0 e introducimos los valores de las restantes constantes, la ecuación queda

w − i

1− i
=

z − 1

−(z + 1)

entonces

w =
(−1 + 2i)z + 1

z + 1
.

Ejemplo 2.4.3. Hallar una transformación que aplique el semiplano superior del plano

Z en el círculo unidad de plano W de tal manera que z = i se aplica en w = 0, el punto

en el infinito se aplique en w = −1.

Solución. Se puede demostrar que la transformación w = eiθ0

(
z − z0

z − z0

)
transforma el

semiplano superior en el interior del círculo unidad, donde z0 es cualquier punto p en el

semiplano superior.

Dado que w = 0 si z = i y w = −1 si z = ∞. Entonces, de w = eiθ0

(
z − z0

z − z0

)
tenemos

0 = eiθ0

(
i− z0

i− z0

)
, de modo que z0 = i. Para z = ∞ tenemos w = eiθ0 = −1. Por tanto

la transformación buscada es

w = (−1)

(
z − i

z + i

)
=

i− z

i + z
.

La situación se describe gráficamente en la Figura 2.2.

x

y

A B C D E

P i•

Plano Z

A′

B′

C ′

D′

E ′

P ′

1

u

v
Plano W

Figura 2.2.
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2.4.2. Puntos fijos

Definición 2.4.2. Se dice que un punto z1 es un punto fijo de una transformación w =

f(z) si z1 = f(z1).

Teorema 2.4.6. La transformación bilineal w =
az + b

cz + d
, ad − bc 6= 0, tiene dos puntos

fijos:

z1 =
a− d +

√
(a− d)2 + 4bc

2c
y z2 =

a− d−
√

(a− d)2 + 4bc

2c
.

Demostración. Haciendo w = z tenemos

z =
az + b

cz + d
;

entonces obtenemos la ecuación

cz2 + (d− a)z − b = 0,

cuyas raíces son

z =
a− d±

√
(a− d)2 + 4bc

2c
.

Una transformación bilineal se puede expresar en función de sus dos puntos fijos.

Antes de enunciar tal teorema demostremos el siguiente resultado, que nos será útil

mas adelante.

Teorema 2.4.7. Sean z1, w1 y z2, w2 dos parejas de puntos correspondientes finitos de la

transformación bilineal w =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0; entonces

w − w1

w − w2

=
cz2 + d

cz1 + d
· z − z1

z − z2

.

Demostración. Tenemos

w − w1 =
az + b

cz + d
− az1 + b

cz1 + d
,

donde cz1 + d 6= 0, porque de otra manera w1 = ∞; entonces,

w − w1 =
(ad− bc)(z − z1)

(cz + d)(cz1 + d)
, (2.16)

y análogamente

w − w2 =
(ad− bc)(z − z2)

(cz + d)(cz2 + d)
. (2.17)
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Dividiendo (2.16) entre (2.17) obtenemos

w − w1

w − w2

=
cz2 + d

cz1 + d
· z − z1

z − z2

.

Teorema 2.4.8. La transformación bilineal w =
az + b

cz + d
, ad − bc 6= 0, c 6= 0, expresada

en función de sus puntos fijos z1 y z2, es

w − z1

w − z2

= K
z − z1

z − z2

,

donde

K =
a + d−

√
(a− d)2 + 4bc

a + d +
√

(a− d)2 + 4bc
.

Demostración. En el Teorema 2.4.7 tomemos w1 = z1 y w2 = z2, y como cz1 + d 6= 0,

entonces
w − z1

w − z2

=
cz2 + d

cz1 + d
· z − z1

z − z2

. (2.18)

Ahora bien, si sustituimos los puntos fijos z1 y z2 garantizados por el Teorema 2.4.6 en
cz2 + d

cz1 + d
, obtenemos a partir (2.18) el resultado esperado.

Teorema 2.4.9. Una transformación bilineal está determinada en forma única por los

puntos fijos y alguna otra pareja de puntos correspondientes.

Demostración. Este se deduce inmediatamente del Teorema 2.4.7.

La constante K del Teorema 2.4.8 es conocida como la invariante de la transformación

bilineal.

Basándonos en el Teorema 2.4.8 y la constante K, podemos deducir el siguiente teo-

rema.

Teorema 2.4.10. Una transformación bilineal está determinada en forma única por los

puntos fijos y la invariante.

2.4.3. Algunas aplicaciones físicas que involucran transforma-
ciones de Möbius. Soluciones a los problemas de Dirichlet
y de Neumann por medio de aplicaciones conformes

Una condición de frontera es una condición que debe satisfacer una ecuación diferencial
parcial sobre la frontera de un dominio especificado.
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Un problema de valores de frontera es el problema de determinar la solución de una
ecuación diferencial parcial que satisfaga las condiciones de frontera dadas.

Es muy importante tanto desde el punto de vista matemático como físico que la solución
de estos problemas sea única.

La ecuación de Laplace (1.21) aparece en muchas ramas de la física, por ejemplo en
el potencial electrostático, la temperatura en el caso de conducción de calor en estado
estacionario, el potencial de velocidad en el caso de flujo irrotacional estacionario de un
flujo ideal, y en otras situaciones físicas donde prevalecen condiciones de equilibrio.

Sea R una región simplemente conexa* acotada por una curva simple cerrada C; hay dos
tipos de problemas de frontera de gran importancia.

El problema de Dirichlet.

Este problema busca determinar una función φ que satisfaga la ecuación de Laplace en R

y tome valores prescritos sobre la frontera C.

El problema de Neumann.

Este problema busca determinar una función φ que satisfaga la ecuación de Laplace en R

y cuya derivada normal ∂φ
∂n

tome valores prescritos sobre la frontera de C.

La región R puede estar no acotada. Por ejemplo, R puede ser el semiplano superior con
el eje x como frontera C.

Los problemas de Dirichlet y de Neumann pueden ser resueltos para una región R sim-
plemente conexa, la cual se puede aplicar conformemente por una función analítica sobre
el interior de un círculo unidad o semiplano. El método que suele emplearse para obtener
una solución es el siguiente:

Paso 1: Hallar una transformación conforme que aplique el dominio dado sobre un do-
minio más simple (círculo unidad o semiplano).

Paso 2: Resolver el problema para el círculo o semiplano.

Paso 3: Transformar la solución, utilizando la inversa de la aplicación, para obtener la
solución al problema dado.

A continuación resolveremos un problema de Dirichlet para el semiplano superior.

Ejemplo 2.4.4. Encontrar una función armónica en el semiplano superior del plano Z,
Im z > 0, el cual toma los valores prescritos sobre el eje x dados por

G(x) =

{
1 x > 0,

0 x < 0.

*Si cualquier curva simple cerrada contenida en la región se puede contraer a un punto sin salirnos de
ella.
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x

y

Φ = 0 Φ = 1

(x, y)

r

θ

Figura 2.3.

Solución. Debemos resolver para Φ(x, y) el problema de frontera

∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2
= 0, y > 0; ĺım

y→0+
Φ(x, y) = G(x) =

{
1 x > 0,

0 x < 0.

Este es un problema de Dirichlet para el semiplano superior (Figura 2.3). Con base en el
Teorema 1.5.2 y la Definición 1.5.3 se puede concluir que la función Aθ + B, donde A,
B ∈ R, es armónica, puesto que ella es la parte imaginaria de A ln z + B.
Para determinar A y B observemos que las condiciones de frontera son Φ = 1 para x > 0,
o sea θ = 0 y Φ = 0 para x < 0, o sea θ = π. De este modo

1 = A(0) + B, 0 = A(π) + B,

de lo cual A =
−1

π
y B = 1.

Entonces la solución buscada es

Φ (x, y) = Aθ + B = 1− θ

π
= 1− 1

π
tan−1

(y

x

)
.

Ejemplo 2.4.5. Resolver el problema de frontera

∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2
= 0, y > 0.

ĺım
y→0+

Φ(x, y) = G(x) =





T0 x < −1,

T1 − 1 < x < 1,

T2 x > 1,

donde T0, T1, T2, son constantes.

Solución. La función Aθ1+Bθ2+C, donde A, B, y C son constantes reales, es armónica,
puesto que ella es la parte imaginaria de

A ln(z + 1) + B ln(z − 1) + C.
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x

y

Φ = T0 Φ = T1 Φ = T2

(x, y)

−1 1

θ2θ1

Para determinar A, B, C obsérvese que las condiciones de frontera son Φ = T2 para
x > 1, o sea θ1 = θ2 = 0; Φ = T1 para −1 < x < 1, o sea θ1 = 0, θ2 = π; Φ = T0 para
x < −1, o sea θ1 = π, θ2 = π. En este caso,

T2 = A(0) + B(0) + C, T1 = A(0) + B(π) + C, T0 = A(π) + B(π) + C,

de lo cual C = T2, B =
(T1 − T2)

π
y A =

(T0 − T1)

π
.

Entonces la solución buscada es

Φ (x, y) = A(θ1)+B(θ2)+C =
(T0 − T1)

π
tan−1

(
y

x + 1

)
+

(T1 − T2)

π
tan−1

(
y

x− 1

)
+T2.

Ejemplo 2.4.6. Encontrar una función armónica dentro del círculo unidad |z| = 1 y que
toma los valores prescritos dados por

G(x) =

{
1 0 < θ < π,

0 π < θ < 2π,

sobre la circunferencia.

Solución. Este es un problema de Dirichlet para el círculo unidad (Figura 2.4), en el
cual buscamos una función que satisfaga la ecuación de Laplace dentro de |z| = 1 y que
toma los valores 0 sobre el arco ABC y 1 sobre el arco CDE.

A
B

C

D
E

Φ = 0

Φ = 1

x

y
Plano Z

u

v

A′ B′ C ′ D′ E ′

Plano W

Φ = 0 Φ = 1

Figura 2.4.

Utilizando la aplicación conforme aplicamos el interior del círculo |z| ≤ 1 hacia el

semiplano superior del plano W (Figura 2.4) utilizando la aplicación z =
i− w

i + w
ó

w = i

(
1− z

1 + z

)
(ver Ejemplo 2.4.3 e intercambiar z y w).
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Con esta transformación los arcos ABC y CDE se aplican sobre el eje real (negativo
y positivo) A′B′C ′ y C ′D′E ′ del plano W respectivamente; entonces las condiciones de
frontera Φ = 0 sobre el arco ABC y Φ = 1 sobre CDE llegan a ser respectivamente Φ = 0

sobre A′B′C ′ y Φ = 1 sobre C ′D′E ′.
De este modo, hemos reducido el problema a encontrar una función Φ armónica en el
semiplano superior w y que tome los valores 0 para u < 0 y 1 para u > 0. Pero este
problema ya fue resuelto en el Ejemplo 2.4.4, y la solución (reemplazando x por u y y por
v) está dada por

Φ = 1− 1

π
tan−1

(v

u

)
. (2.19)

Ahora bien, de w = i

(
1− z

1 + z

)
, encontramos u =

2y

(1 + x)2 + y2
, v =

1− (x2 + y2)

(1 + x)2 + y2
. Luego

sustituyendo u y v en (2.19) encontramos la solución que se busca,

Φ = 1− 1

π
tan−1

(
2y

1− (x2 + y2)

)
, (2.20)

o en coordenadas polares (r, θ), donde x = r cos θ, y = r sen θ,

Φ = 1− 1

π
tan−1

(
2r sen θ

1− r2

)
.

Ejemplo 2.4.7. Encontrar el estado estacionario de temperatura en un punto de la región
sombreada del plano Z si las temperaturas se mantienen como se indica.

x

y

0◦C 0◦C

R

Plano Z

C A

1

60◦

u

v

0◦C 60◦C 0◦C

R′

Plano W

r1

r2

−2 2

(u, v)

θ2θ1

Solución. La región sombreada del plano Z se aplica en el semiplano superior del plano

W por medio de la aplicación w = z +
1

z
, la cual es equivalente a

u + vi = x + yi +
1

x + yi
= x +

x

x2 + y2
+

(
y − y

x2 + y2

)
i;

entonces,
u = x +

x

x2 + y2
, v = y − y

x2 + y2
.
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La solución al problema en el plano W es, utilizando el método del Ejemplo 2.4.5,

60

π
tan−1

(
v

u− 2

)
− 60

π
tan−1

(
v

u + 2

)
.

Luego, sustituyendo los valores de u y v la solución buscada al problema en el plano Z es

60

π
tan−1

{
y(x2 + y2 − 1)

(x2 + y2 + 1)x− 2(x2 + y2)

}
− 60

π
tan−1

{
y(x2 + y2 − 1)

(x2 + y2 + 1)x + 2(x2 + y2)

}
,

o en coordenadas polares

60

π
tan−1

{
(r2 − 1) sen θ

(r2 + 1) cos θ − 2r

}
− 60

π
tan−1

{
(r2 − 1) sen θ

(r2 + 1) cos θ + 2r

}
.

Existen muchas otras aplicaciones físicas: flujo de fluidos, electrostática, flujo de calor,
etcétera; dichas aplicaciones no son incluidas en este trabajo, puesto que requieren de un
conocimiento previo acerca de estos temas, e incluirlos sería extendernos demasiado. El
lector interesado puede consultar la bibliografía.
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