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TITULO: Campos Gravitacionales Estacionarios Axialmente

Simétricos en Coordenadas Esferoidales Generalizadas.1

Palabras Claves: 1. Relatividad General. 2. Soluciones Exactas. 3.coordenadas

esferoidales generalizadas . 4. Campos estacionarios axialmente simétricos. 5. For-

malismo de Papapetrou. 6. Formalismo de Ernst.

Resúmen

Se presentan los formalismos de Papapetrou y Ernst como métodos de obtención

de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein, para espacio-tiempos estacio-

narios con simetŕıa axial. Se muestra de que forma, partiendo de ciertas soluciones

estáticas relativamente simples, pueden ser generadas soluciones estacionarias de

mayor complejidad. Estas, a su vez, sirven de base para generar otros resulta-

dos, siendo este el esquema para obtener nuevas expresiones que, posiblemente,

representen campos gravitacionales reales.

Se utiliza el sistema de las coordenadas esferoidales generalizadas (CEG), el cual

contiene como casos particulares a las coordenadas esféricas, prolatas y oblatas.

Cada solución generada por tales métodos y expresada en CEG incluye, por tanto,

1Trabajo de Investigación.
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tres casos especiales correspondientes a cada uno de los sistemas coordenados

mencionados anteriormente. Son estudiados los métodos de obtención de métricas

tipo Papapetrou, Taub-NUT, Kerr, Kerr-NUT y Tomimatsu-Sato.

Una de las conclusiones principales es la obtención de ciertas soluciones con asinto-

ticidad plana y otras con asintoticidad curva, de posible interés f́ısico. Se concluye

también que la introducción del sistema CEG resulta ser de gran conveniencia e

importancia. Su carácter generalizado y su estructura permiten, tanto una pre-

sentación unificada de las soluciones, como el adecuamiento de los métodos de

generación abordados.



TITLE: Axially Simetric Stationary Gravitational Fields in

Generalized Spheroidal Coordinates 2

Key Words: 1. General Relativity. 2. Exact Solutions. 3. Generalized Spheroidal

Coordinates. 4.Stationary Axially Simetric Fields. 5. Papapetrou’s Formalism. 6.

Ernst’s Formalism.

Abstract

Papapetrou and Ernst’s formalisms are presented as methods to obtain exact so-

lutions of Einstein’s equations, in stationary space-times with axial simetry. It is

shown the way in that, starting with some relatively simple static solutions, more

complex stationary solutions can be generated. These are also used as base for ge-

nerating other results, this being the general scheme for obtaining new expressions

that, possibly, can represent real gravitational fields.

The generalized spheroidal coordinate system (GSC) is introduced. This one con-

tains spherical, prolate and oblate coordinates as special cases. Therefore, every

solution generated by such methods, and expressed in CSG, includes three par-

ticular cases corresponding to every coordinate system referred later. Obtention

2Research Work



2

methods of Papapetrou, Taub-NUT, Kerr, Kerr-NUT and Tomimatsu-Sato me-

trics are studied.

One of the principal remarks is the obtention of some asimptotically flat and cur-

ved solutions, which can be physically interesting. It is also remarkable that GEC

system’s introduction is very helpful and important. Its structure and generalized

character aid to obtain a unified presentation of solutions, as much as, a more

easy ensemble of generating methods studied.



Introducción

La teoŕıa general de la relatividad, la descripción más satisfactoria hasta el mo-

mento de lo que constituye la interacción gravitatoria, propone un sistema de

ecuaciones diferenciales parciales no lineales que determinan el campo gravita-

cional producido por una distribución de materia y enerǵıa. Son las conocidas

ecuaciones de Einstein para la gravedad [13]. Dado el número de ecuaciones (diez

en total), y su naturaleza no lineal, este conjunto constituye un sistema enor-

memente complicado de solucionar de manera anaĺıtica. Sólo para algunos pocos

casos de gran simetŕıa (entre los más conocidos encontramos espacio-tiempos con

simetrias temporal, esférica o axial) ha sido posible, mediante diversas técnicas

matemáticas, obtener soluciones exactas. Algunos ejemplos de éstas son la métrica

de Swarzschild [13] y la métrica de Weyl3 [14], la cual representa la descripción

más simple de espacio-tiempos estáticos con simetŕıa axial [2].

3Este problema lo abordé en la tesis de grado, titulada “Solución general estática axialmente
simétrica de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo en coordenadas esferoidales generalizadas” [11].
El presente trabajo pretende plantear una extensión del anterior a espacio-tiempos estacionarios
con simetŕıa axial.
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La búsqueda de soluciones exactas ha llegado, a través de las últimas décadas,

a constituirse en una vasta rama de la teoŕıa de la relatividad general, y su im-

portancia radica en varios factores. Uno de ellos es la sorprendente cantidad de

sistemas astrof́ısicos que pueden modelarse con apreciable exactitud, apelando a

modelos de espacio-tiempos altamente simétricos y simples, como los comentados

anteriormente. Otro factor que define su importancia es el papel que determinan

las soluciones exactas dentro de la estructura general de la teoŕıa. Ellas pueden

desempeñar un rol similar al del “Hamiltoniano no perturbado” de la teoŕıa de

perturbaciones, si queremos abordar el problema de campos gravitacionales más

complejos y de dif́ıcil solución anaĺıtica. Consideramos entonces el campo general

como una “suma” de dos contribuciones: el telón de fondo (una solución exacta) y

la “perturbación” [9]. Esto sin mencionar la vasta gama de resultados y métodos

que en los últimos años se han venido desarrollando para la consecución de solu-

ciones exactas, y que constituyen todo un avance en la teoŕıa de las ecuaciones

diferenciales no lineales.

Precisamente, el objetivo central del trabajo que proponemos es abordar el pro-

blema del campo gravitacional estacionario con simetŕıa axial a través de dos de

estos métodos, ya conocidos ampliamente en la literatura cient́ıfica especializada:

el método de Papapetrou [8] y el método de Ernst [6]. Ambos formalismos se ocu-

pan de la obtención de clases espećıficas de soluciones particulares. Como veremos,

la clase de soluciones, tanto de Papapetrou como de Ernst, guardan una estrecha
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relación con las soluciones de Weyl. Mostraremos que, a la luz de dichos forma-

lismos, es posible obtener soluciones estacionarias a partir de soluciones estáticas

conocidas. En el caso de las soluciones tipo Papapetrou este hecho es evidente, ya

que constituye prácticamente una exigencia dentro del método. El caso del forma-

lismo de Ernst es un poco diferente, ya que sólo apoyados en ciertas propiedades

de simetŕıa, se revela la conexión entre los casos estático y estacionario.

Como veremos, gran parte de las soluciones estacionarias que obtendremos par-

tirán de un núcleo común: la solución de Schwarschild. Por medio de la aplicación

sucesiva de las propiedades de simetŕıa en la ecuación de Ernst podemos pasar

de la métrica estática isotrópica a espacio-tiempos estacionarios más complejos,

como por ejemplo las métricas de Kerr y Taub-NUT, o inclusive nuevas soluciones.

Una de las mencionadas propiedades de simetŕıa está ı́ntimamente ligada con la

naturaleza de los sistemas de coordenadas esferoidales prolatas, oblatas y esféri-

cas. Por este hecho introduciremos el sistema CEG (Coordenadas Esferoidales

Generalizadas) que contiene como casos particulares a cada uno de los anterio-

res. Mostraremos, a lo largo del trabajo, algunas de las nuevas soluciones que se

pueden obtener a través de los procedmientos antes mencionados, verificando su

respectiva asintoticidad. Dado que estarán expresadas en CEG, cada una de ellas

contendrá tres casos particulares, dependiendo del valor que tome un determinado

parámetro caracteŕıstico.
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Comenzaremos presentando el procedimiento general para obtener la forma estándar

de la métrica estacionaria axisimétrica y sus correspondientes ecuaciones de cam-

po. Introduciremos luego el sistema de las CEG junto con las respectivas mo-

dificaciones en las expresiones, tanto de la métrica como de las ecuaciones de

campo y abordaremos, seguidamente, el método de Papapetrou, examinando al-

gunos casos particulares de interés. Finalmente nos centraremos en el formalismo

de Ernst. A través del estudio de ciertos resultados, unos ya conocidas y otros no,

ejemplificaremos el mecanismo de generación de soluciones que conducirá, como

veremos hacia el final del trabajo, a la obtención de algunas nuevas soluciones,

cuyas caracteŕısticas asintóticas serán examinadas.



Caṕıtulo 1

El Espacio-tiempo Estacionario
con Simetŕıa Axial

Comenzaremos este trabajo delimitando los elementos esenciales que describen

la geometŕıa espacio-temporal determinada por un campo gravitacional estacio-

nario y axialmente simétrico. Aśı como asociamos los campos estáticos a fuentes

en reposo, en este caso diremos que los campos estacionarios con simetŕıa axial

son generados por fuentes (de la misma simetŕıa) en permanente movimiento de

rotación. El campo gravitacional en cuestión, deberá presentar además un compor-

tamiento totalmente independiente del tiempo y de alguna coordenada asociada

a la rotación de la fuente. Esto quizás imponga algunas restricciones al tipo de

movimiento del cuerpo generador, pero no nos centraremos en este hecho por

ahora.

5
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En este caṕıtulo, lo que haremos será ocuparnos tan sólo de la naturaleza del cam-

po gravitacional y, por tanto, de la geometŕıa espacio-temporal. Nos centraremos

en el análisis de las ecuaciones de Einstein en el vaćıo y, en caṕıtulos posteriores,

de sus correspondientes soluciones exteriores; todo esto a partir de una estructura

concreta del tensor métrico que delimitaremos en la siguiente sección. Las conside-

raciones enunciadas antes, entre otros argumentos de tipo matemático, impuestas

sobre la expresión general para el elemento de ĺınea:

ds2 = gαβdxαdxβ, (1.1)

nos ayudarán a concretar una forma particular para la estructura geométrica del

espacio-tiempo. La forma particular que deseamos obtener se expresa a través de lo

que comunmente se conoce como el elemento de ĺınea de Weyl-Lewis-Papapetrou,

que esbozaremos a continuación.

1.1. La Métrica de Weyl-Lewis-Papapetrou

Para empezar a referirnos a un espacio-tiempo con las caracteŕısticas antes men-

cionadas, tenemos que definir, antes que todo, las coordenadas que determinan

intrinsecamente este tipo de simetŕıa (temporal y axial). Llamaremos, como es

usual, t a la coordenada temporal y φ, como en el caso del sistema de coordena-

das ciĺındricas, al ángulo acimutal que describe las rotaciones alrededor de cierto
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eje de simetŕıa1. Diremos, por lo pronto, que el primer requisito de simetŕıa axial y

temporal es, evidentemente, que las componentes del tensor métrico no dependan

de ninguna de estas coordenadas. Esto es:

gαβ = gαβ(x2, x3).

donde x2, x3 son las otras dos coordenadas que componen la tétrada ordenada, las

cuales, por el momento, son totalmente arbitrarias.

Por otra parte, dado que estamos considerando campos gravitacionales producidos

por objetos que rotan alrededor de su eje de simetŕıa, la forma del espacio-tiempo

debe comportarse de un modo acorde con dicho comportamiento. Es decir, aśı co-

mo el estado de rotación de un objeto se mantiene invariante ante la transforma-

ción simultánea t → −t, φ → −φ, aśı mismo la geometŕıa espacio-temporal, al no

verse modificada (pues el estado de rotación es el mismo), ha de ser también inva-

riante ante tal transformación. Esto significa que en la expresión (1.1), tomando

x0 = t y x1 = φ, para que se cumpla dicha invarianza, es necesario que

g02 = g03 = g12 = g13 = 0.

Podemos por tanto escribir la métrica de la siguiente manera2:

ds2 = gabdxadxb + gABdxAdxB, (1.2)

1Dicho eje de simetŕıa puede ser el de la fuente que genera el campo gravitacional.
2La notación de ı́ndices introducida en esta ecuación será utilizada ampliamente en lo que

sigue del presente caṕıtulo. Los ı́ndices representados con letras latinas minúsculas sólo tomarán
los valores 0, 1, mientras que los representados con letras latinas mayúsculas tomarán los valores
2, 3.
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donde a, b = 0, 1 y A, B = 2, 3.

Esta forma particular, resultado de los anteriores requerimientos de simetŕıa, ex-

presa una propiedad bastante interesante que será de gran utilidad en desarrollos

posteriores. La matriz [gαβ] de orden cuatro, está conformada por cuatro bloques:

dos matrices de orden dos [gab] y [gAB ], y dos matrices nulas, también de orden

dos, distribuidas de la siguiente forma:

[gαβ] =







[gab] 0

0 [gAB]






. (1.3)

Aqúı, evidentemente, 0 representa la matriz nula de orden dos. Podemos aún

simplificar la expresión (1.2) teniendo en cuenta que el segundo término del lado

izquierdo puede ser diagonalizable [4]. Es decir, debemos probar que existe una

transformación de coordenadas

x′2 = z(x2, x3), x′3 = ρ(x2, x3),

tal que podamos convertir el término gABdxAdxB en e2µ(dρ2 + dz2), por

ejemplo. Por supuesto, µ seŕıa una función de las coordenadas ρ, z. Recordemos

entonces que el tensor métrico transforma de acuerdo con [13]:

g′AB =
∂x′A

∂xC

∂x′B

∂xD
gCD.

Tendremos entonces las siguientes relaciones:

g′23 = g22z,2 ρ,2 +g23(z,2 ρ,3 +z,3 ρ,2 ) + g33z,3 ρ,3 = 0,

g′22 − g′33 = g22(z2,2 −ρ2,2 ) + 2g23(z,2 z,3 −ρ,2 ρ,3 ) + g33(z2,3 −ρ2,3 ) = 0.
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Es fácil probar que la primera de estas ecuaciones se satisface mediante la siguiente

escogencia (siendo k una función arbitraria):

z,2 = k(g32ρ,2 +g33ρ,3 ), z,3 = −k(g22ρ,2 +g23ρ,3 ), (1.4)

la cual, al ser introducida en la segunda ecuación, da como resultado

{k2 [ g22g33 − (g23)2 ] − 1}(g22ρ2,2 +2g23ρ,2 ρ,3 +g33ρ2,3 ) = 0.

Dado que el término entre paréntesis no puede anularse (gAB es una métrica

bidimensional positivo-definida), es necesario que

k2 =
1

g22g33 − (g23)2
= g,

recordando que g es la representación que comunmente damos para el valor abso-

luto del determinante de gAB.

Sabiendo ahora que k = g1/2, podemos notar que la condición de integrabilidad

de (1.4), está dada por

(g1/2gABρ,B ),A = 0. (1.5)

Esta ecuación no es otra cosa que la expresión general de la ecuación de Laplace

para ρ. El hecho de que ρ satisfaga la ecuación de Laplace es una prueba directa

de su existencia. La existencia de z puede ser corroborada de las relaciones (1.4).

Bajo estas circunstancias podemos escribir

ds2 = gabdxadxb + e2µδABdxAdxB, (1.6)
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siendo ahora x2 = ρ y x3 = z. La ecuación (1.6) representa una forma simpli-

ficada bastante general de la métrica estacionaria con simetŕıa axial. Queremos

sin embargo establecer algunas modificaciones que nos llevarán a una expresión

más adecuada para este trabajo. Se trata de la métrica de Weyl-Lewis-Papapetrou

(WLP)[6]. Para tal efecto, establezcamos primero la siguiente definición3:

det(gab) = −U2,

siendo U una función real de las variables ρ, z. Con esto, podemos esbozar una

expresión para el valor absoluto del determinante de gαβ:

g = |det(gαβ)| = e4µU2, (1.7)

con

U2 = g2
01 − g00g11. (1.8)

Mostraremos ahora el camino que nos conducirá a ciertos requerimientos que debe

satisfacer U , de tal manera que nos permita transformar la expresión (1.6) en la

métrica WLP.

Si recordamos la forma general de la conexión af́ın (śımbolos de Christoffel):

Γα
βλ = (1/2)gαν(gνβ,λ +gλν,β −gλβ,ν ),

entonces, en nuestro caso, con la notación de ı́ndices introducida anteriormente,

tendremos

ΓA
BC = δA

B µ,C +δA
C µ,B −δADδBC µ,D , (1.9)

3El signo negativo en el determinante es escogido para preservar la signatura apropiada de
la métrica.
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ΓA
ab = −1

2
e−2µδADgab,D , (1.10)

Γa
Ab = Γa

bA =
1

2
gacgcb,A , (1.11)

ΓA
Ba = Γa

AB = Γa
bc = 0. (1.12)

Al introducir estas relaciones en la expresión para el tensor de Ricci:

Rαβ = (ln
√

g),αβ −Γλ
αβ(ln

√
g),λ −Γλ

αβ,λ +Γλ
ανΓ

ν
λβ,

obtendremos

RAB = (ln U),AB −(ln U),A µ,B −(ln U),B µ,A +

+δABδCD[(lnU),C µ,D +µ,CD ] +
1

4
gbcgca,A gaegeb,B , (1.13)

Rab =
1

2U
e−2µδAB(Ugab,B ),A +

1

4
e−2µδABgec,A (geagcb,B +gebgca,B ), (1.14)

RaB = RAb = 0. (1.15)

Vemos que Rαβ, al igual que el tensor métrico, también se compone de dos bloques

no nulos: Rab y RAB .

Examinando las ecuaciones de Einstein en el vaćıo (Rαβ = 0), es fácil notar que,

en virtud de (1.13), la combinación

Ra
b = gacRcb = 0,

conduce a

δAB(Ugab,A gbc),B = 0. (1.16)
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Si ahora contraemos los ı́ndices a y c, obtendremos

δABU,AB = U,22 +U,33 = 0.

En otras palabras, U satisface la ecuación de Laplace. Este hecho sugiere que,

recordando (1.5), podemos establecer la siguiente escogencia:

U = ρ,

con la cual, como veremos un poco más adelante, obtendremos una simplificación

sustancial en las ecuaciones del campo gravitacional, pues U ya no lo tomaremos

como una función sino como una coordenada más.

Introduciremos ahora algunas definiciones que nos permitirán poner la métrica

(1.6) en la forma deseada. Comenzaremos por redefinir g00 y g01 en términos de

dos nuevas funciones f y ω, de la siguiente forma:

g00 = −f, g01 = −ωf. (1.17)

Con esto, recordando (1.8) junto con la nueva definición U = ρ, tendremos

g11 = f−1ρ2 − ω2f. (1.18)

Finalmente, si escogemos4

e2µ = f−1e2Λ, (1.19)

vemos que, reemplazando estas últimas relaciones en (1.6), llegamos a la métrica

de Weyl-Lewis-Papapetrou:

ds2 = −f(dt + ωdφ)2 + f−1[e2Λ(dz2 + dρ2) + ρ2dφ2]. (1.20)

4Aqúı utilizamos la libertad en la escogencia de la función e2µ.
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Esta es la expresión para el espacio-tiempo estacionario axialmente simétrico que

estudiaremos en este trabajo. Está escrita en lo que comúnmente se denomina el

sistema de coordenadas ciĺındricas de Weyl (t, φ, ρ, z), y veremos más adelante su

forma correspondiente en coordenadas esferoidales generalizadas que, como apre-

ciaremos claramente, bajo el formalismo de Ernst, es un sistema de coordenadas

bastante útil en el tratamiento y búsqueda de soluciones exactas. Como vemos, a la

luz del presente esquema, la geometŕıa de este espacio-tiempo particular está dada

por tres funciones reales : f , ω y Λ. Lo que haremos a continuación será señalar

ciertas caracteŕısticas de la métrica, determinar tanto las componentes de la co-

nexión af́ın como del tensor de Ricci, obtener las ecuaciones de campo en el vaćıo

y aśı llegar a las ecuaciones diferenciales que deben obedecer dichas funciones.

Como podemos notar, la matriz que representa al tensor métrico está dada por:

[gαβ] =







[gab] 0

0 f−1e2Λ[δAB]






. (1.21)

Aqúı, resulta claro que:

[gab] =







−f −fω

−fω f−1ρ2 − fω2





 . (1.22)

Además, su correspondiente tensor contravariante (matriz inversa), después de

ciertos cálculos, lo podemos escribir aśı:

[gαβ] =







[gab] 0

0 fe−2Λ[δAB]





 , (1.23)



14

donde la matriz [gab] está dada por

[gab] =







ω2ρ−2f − f−1 −fωρ−2

−fωρ−2 fρ−2





 . (1.24)

En la próxima sección hallaremos, apoyados en estos últimos resultados, las com-

ponentes del tensor de Ricci para obtener las ecuaciones de campo que determinan

f , ω y Λ.

1.2. Ecuaciones de Einstein en el vaćıo

en Coordenadas Ciĺındricas de Weyl

Con las modificaciones impuestas a la métrica general (1.6), de la sección anterior,

tras algunos cálculos elementales, vemos que las expresiones (1.13) y (1.14) para

el tensor de Ricci se pueden escribir aśı:

Rab =
1

2
fe−2Λ[ ∇2gab − gcd∇gca · ∇gdb ], (1.25)

RAB = −(ln ρ),AB +
1

2χ
[χ,A (ln ρ),B +χ,B (ln ρ),A +

−(∇χ · ∇ ln ρ + ∇2χ)δAB

]

− 1

4
gadgbegdb,A gea,B , (1.26)
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donde hemos definido χ de la siguiente forma 5:

χ = f−1e2Λ. (1.27)

Combinando R00 = 0 con R11 = 0 y R33 = 0 con R22 = 0, tenemos

f∇2f = ∇f · ∇f − ρ−2f 4∇ω · ∇ω, (1.28)

∇ · (ρ−2f 2∇ω) = 0, (1.29)

4Λ,ρ = ρf−2[f 2,ρ −f 2,z ] − ρ−1f 2[ω2,ρ −ω2,z ], (1.30)

2Λ,z = ρf−2f,ρ f,z −ρ−1f 2ω,ρ ω,z . (1.31)

Las ecuaciones (1.28) y (1.29) constituyen las condiciones de integrabilidad del

sistema (1.30)-(1.31).

El anterior sistema de cuatro ecuaciones diferenciales parciales no lineales, que

determina las funciones f , ω y Λ, tiene una importante caracteŕıstica. Está com-

puesto por dos subsistemas de dos ecuaciones: el primero, (1.28)-(1.29), es un sis-

tema de ecuaciones diferenciales acopladas para f y ω; el segundo, (1.30)-(1.31),

es un sistema sobredeterminado para Λ y contiene a su vez derivadas de f y ω.

Esto sugiere que el camino hacia su solución debe comenzar resolviendo el pri-

mer susbsistema de ecuaciones. Una vez obtenidas las expresiones para f y ω, las

5En (1.25) y (1.26), aprovechando la estrecha analoǵıa con las coordenadas ciĺındricas usuales
y con el propósito de simplificar la notación, hemos introducido las siguientes definiciones [1]:

∇F = F,ρ eρ + F,z ez,

∇2F = F,ρρ +F,zz +(1/ρ)F,ρ ,

∇ ·A = (1/ρ) (ρAρ),ρ +(Az),z ,

donde F y A son dos funciones, una escalar y otra vectorial, independientes de φ.
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introducimos en (1.30)-(1.31) e integramos Λ. De esta manera empezamos a esbo-

zar el procedimiento que nos conducirá a la obtención de soluciones particulares.

Debemos sin embargo, antes de abordar la resolución directa de estas ecuaciones,

observar que el sistema de coordenadas en que están escritas no nos ofrece ventajas

sustanciales para nuestros propósitos. Esperamos obtener y manejar expresiones

que estén claramente definidas en términos de funciones elementales: polinomia-

les, trigonométricas, logaŕıtmicas, exponenciales, etc. Las anteriores ecuaciones,

en coordenadas ciĺındricas de Weyl, como ya se ha observado, no nos ofrecen esta

oportunidad6. Por esta razón introduciremos a continuación un sistema de coor-

denadas que, además de facilitar la consecución de los objetivos planteados antes,

simplificará el proceso de obtención de soluciones.

1.3. El sistema de las Coordenadas Esferoidales

Generalizadas (CEG)

En este trabajo utilizaremos el sistema de las coordenadas esferoidales generaliza-

das (CEG), a través del cual podemos ver como casos particulares las coordenadas

prolatas, oblatas y esféricas. La reducción a cada uno de dichos casos particulares

se establece por medio de un parámetro σ que toma tres posibles valores: uno

6Es un hecho que, en el caso más simple correspondiente a campos gravitacionales estáticos
axisimétricos (espacio-tiempo de Weyl) se prefiere utilizar coordenadas esferoidales, ya sea prola-
tas u oblatas [10, 12]. Sabemos que la solución general de la ecuación de Laplace, en coordenadas
ciĺındricas, se expresa en términos de funciones de Bessel [1].
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real, otro imaginario y cero. Cada uno de estos valores define el tipo de sistema de

coordenadas que escogemos. Si σ es real, imaginario o cero entonces tendremos,

respectivamente, coordenadas prolatas, oblatas o esféricas.

La definición de este sistema de coordenadas se basa en dos hechos: (i) Las super-

ficies coordenadas prolatas y oblatas se obtienen de la rotación acimutal (respecto

al eje Z) de las curvas coordenadas eĺıpticas [11]. (ii) Las superf́ıcies coordenadas

esféricas se obtienen cuando reducimos a cero la distancia focal de las anteriores

[11]. Con base en esto, podemos considerar que cada punto del espacio tridimensio-

nal está representado por una terna ordenada de números reales (x̃, y, φ), definidos

de la siguiente forma [11]:

x̃ =
R+ + R−

2κ
, x̃ ≥ σ2 + κ2

2κ2
, (1.32)

y =
R+ − R−

2σ
, −1 ≤ y ≤ 1. (1.33)

El número φ corresponde al ángulo acimutal, definido en el sistema de coorde-

nadas ciĺındricas; el factor σ representa, de alguna manera, la distancia focal de

los elipsoides e hiperboloides coordenados y sólo toma tres posibles valores: real,

imaginario puro y cero. El término κ está relacionado con σ aśı:

2κ = (1 − i)σ + (1 + i)σ∗, (1.34)

y los términos R+, R− representan, en cierta forma, las distancias a cada uno de

los focos del punto en cuestión.
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Estos términos están relacionados con las coordenadas ciĺındricas a través de [10]:

R+ =
√

ρ2 + (z + σ)2, (1.35)

R− =
√

ρ2 + (z − σ)2. (1.36)

Combinando adecuadamente las anteriores relaciones obtenemos las siguientes

fórmulas de transformación:

ρ2 = (κ2x̃2 − σ2)(1 − y2), (1.37)

z = κx̃y. (1.38)

Puede notarse que en los casos en que escogemos σ real (o imaginario puro), es-

tas expresiones adquieren la estructura de las fórmulas de transformación entre

las coordenadas ciĺındricas y las prolatas (u oblatas). Si observamos las relacio-

nes (1.32),(1.35),(1.36) y recordamos la relación entre las coordenadas esféricas

(r, θ, φ), puede mostrarse lo siguiente [11]:

ĺım
σ→0

κx̃ = r , ĺım
σ→0

y = cos θ.

Esto significa que cuando σ toma el valor de cero, las expresiones (1.37) y (1.38)

obtienen la forma de la transformación entre coordenadas ciĺındricas y esféricas.

Como veremos más adelante, para efectos prácticos en los cálculos, resulta conve-

niente establecer la siguiente definición:

κx̃ = σx, (1.39)
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con la cual, las fórmulas de transformación (1.40) y (1.41) quedan

ρ2 = σ2(x2 − 1)(1 − y2), (1.40)

z = σxy. (1.41)

Esta forma, que es bastante similar a la transformación entre coordenadas prolatas

y ciĺındricas, es mucho más manejable que (1.37),(1.38) y la utilizaremos a lo largo

del presente trabajo. Sin embargo, es preciso aclarar que, en últimas, cada vez que

se necesite analizar alguna solución en cualquiera de los tres casos particulares

(prolatas, oblatas o esféricas) nos tendremos que remitir a la relación (1.39). En

la siguiente sección procederemos a determinar la forma que, tanto la métrica

como las ecuaciones de campo, adquieren bajo la introducción de este sistema de

coordenadas.

1.4. La Métrica Estacionaria Axialmente

Simétrica en CEG

Habiendo definido el sistema CEG y su relación con las coordenadas ciĺındricas de

Weyl, podemos conocer la nueva forma que adoptará la métrica WLP. En efecto,

de acuerdo con (1.40)-(1.41), tendremos

dρ = σx

√

1 − y2

x2 − 1
dx − σy

√

x2 − 1

1 − y2
dy,

dz = σ(y dx + x dy),
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que, al introducirlo en (1.20), obtenemos

ds2 = −f(dt + ωdφ)2 + σ2f−1

[

e2Λ(x2 − y2)

(

dx2

x2 − 1
+

dy2

1 − y2

)

(1.42)

+(x2 − 1)(1 − y2)dφ2
]

.

Esta expresión para la métrica WLP, en CEG, será de gran utilidad en caṕıtulos

posteriores, cuando examinemos algunas soluciones particulares en este sistema

de coordenadas. Es importante también conocer la forma que adoptan las ecua-

ciones de campo en CEG. Este hecho, como veremos, constituirá un elemento

fundamental cuando, mas adelante, introduzcamos el formalismo de Ernst.

Para esto, comenzaremos por determinar la expresión para los operadores ∇ y ∇2.

Recordemos, antes que todo, las fórmulas generales en coordenadas curviĺıneas

ortogonales:

∇ =
3
∑

m=1

em
1

hm

∂

∂qm

y ∇2 =
1

h1h2h3

3
∑

m=1

∂

∂qm

[

h1h2h3

h2
m

∂

∂qm

]

, (1.43)

donde los coeficientes hm son los factores de escala, que relacionan las coordenadas

curviĺıneas (q1, q2, q3) con las coordenadas cartesianas (x1, x2, x3), y están definidos

mediante h2
m =

∑3
i=1 (∂xi/∂qm)

2
. En nuestro caso resultará [11]:

hx =

√

x2 − y2

x2 − 1
, hy = σ

√

x2 − y2

1 − y2
, hφ = σ

√

(x2 − 1)(1 − y2);

además, hxhyhφ = σ2(x2 − y2). Finalmente, obviando la dependencia de φ, efec-
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tuando las correspondientes operaciones y combinaciones algebraicas, obtenemos

∇ =
1

σ
√

x2 − y2

[√
x2 − 1

∂

∂x
ex +

√

1 − y2
∂

∂y
ey

]

, (1.44)

∇2 =
1

σ2(x2 − y2)

{

∂

∂x

[

(x2 − 1)
∂

∂x

]

+
∂

∂y

[

(1 − y2)
∂

∂y

]}

. (1.45)

Aśı, teniendo en cuenta estas últimas relaciones y las fórmulas de transformación

(1.40)-(1.41), podemos escribir las ecuaciones para f y ω de la siguiente forma:

f∇2f = ∇f · ∇f − f 4

σ2(x2 − 1)(1 − y2)
∇ω · ∇ω, (1.46)

∇ ·
(

f 2

(x2 − 1)(1 − y2)
∇ω

)

= 0. (1.47)

De la misma forma, el sistema sobrederminado para Λ queda:

4Λ,x = f−2 1 − y2

x2 − y2
[x(x2 − 1)f 2,x −x(1 − y2)f 2,y −2y(x2 − 1)f,x f,y ] +

− f 2

σ2(x2 − y2)
[x ω2,x −

1 − y2

x2 − 1
x ω2,y −2y ω,x ω,y ] (1.48)

4Λ,y = f−2 x2 − 1

x2 − y2
[y(x2 − 1)f 2,x −y(1 − y2)f 2,y −2x(1 − y2)f,x f,y ] +

+
f 2

σ2(x2 − y2)
[y ω2,y −

x2 − 1

1 − y2
y ω2,x −2x ω,x ω,y ] (1.49)

Como ya lo hemos recalcado, definir la métrica y las ecuaciones de campo en

este sistema de coordenadas es de fundamental importancia aqúı, pues se hace

más práctico el desarrollo de los formalismos que introduciremos en los próximos
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caṕıtulos. Se trata de los métodos de Papapetrou y de Ernst. Ambos métodos se

concentran en la búsqueda de soluciones particulares del sistema de ecuaciones de

campo, y su escritura en CEG, como veremos, simplifica la forma de las expresiones

y el empleo de ciertas propiedades de simetŕıa que, en el caso del formalismo de

Ernst, constituyen un medio para obtener nuevas soluciones.



Caṕıtulo 2

Método de Papapetrou

El método de Papapetrou conduce al establecimiento de un tipo particular de solu-

ciones estacionarias que guardan una estrecha relación con las soluciones de Weyl.

Por lo tanto, es preciso examinar primero dichas soluciones y su correspondiente

mecanismo de obtención, el cual, como veremos, además guarda muchos elementos

en común con el método de Papapetrou. Dicho formalismo nos conducirá a esta-

blecer un importante resultado: a cada solución estática de Weyl le corresponde

una solución estacionaria de Papapetrou, de tal forma que el problema del campo

gravitacional estacionario axialmente simétrico prácticamente queda resuelto, en

gran parte, con la solución del problema estático. Por simplicidad trabajaremos

inicialmente en coordenadas ciĺındricas, pero es claro que este hecho se cumple

independientemente del sistema de coordenadas que utilicemos.

23



24

2.1. Soluciones Tipo Weyl

Evidentemente, la métrica estática axialmente simétrica corresponde a tomar ω =

0 en la expresión general (1.20). Las ecuaciones de campo, en este caso, adoptan

la forma:

f∇2f = ∇f · ∇f, (2.1)

4Λ,ρ = ρf−2[f 2,ρ −f 2,z ], (2.2)

2Λ,z = ρf−2f,ρ f,z . (2.3)

El método clásico de solucionar este sistema de ecuaciones consiste en expresar

el campo gravitacional en términos de una función auxiliar U(ρ, z) que satisfaga

ciertas condiciones conocidas. Para esto suponemos que f = f(U), con lo cual la

ecuación (2.1) se escribe



f
d2f

dU2
−
(

df

dU

)2


 (∇U)2 + f
df

dU
∇2U = 0. (2.4)

Si definimos U(ρ, z) como una solución de la ecuación de Laplace, es decir, tal que

∇2U = 0, entonces la relación funcional f(U) estará determinada por la expresión:

f
d2f

dU2
−
(

df

dU

)2

= 0,

cuya solución es trivial, y, escogiendo las constantes de integración conveniente-

mente, podemos establecer que

f = e2U . (2.5)
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De esta manera, podemos decir que la métrica estática axialmente simétrica

está determinada por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

∇2U = 0, (2.6)

Λ,ρ = ρ(U2,ρ −U2,z ), (2.7)

Λ,z = 2ρU,ρ U,z , (2.8)

que, en esencia, es más simple que (2.1)-(2.3). Basta elegir alguna de las solucio-

nes conocidas de la ecuación de Laplace e integrar el sistema sobredeterminado

que satisface Λ, para obtener una solución particular de Weyl. Es un problema

ampliamente conocido y estudiado [11].

2.2. Soluciones Tipo Papapetrou

Ahora estudiaremos el caso estacionario, es decir ω 6= 0. Mediante la introducción

de algunas funciones auxiliares y el uso de ciertas identidades del cálculo vectorial

elemental, veremos que está estrechamente relacionado con el caso estático. Para

empezar, es necesario observar que para cualquier función ϕ(ρ, z) se cumple lo

siguiente [6]:

∇ · [ρ−1eφ ×∇ϕ] = 0, (2.9)
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donde eφ es el vector unitario en la dirección acimutal. Podemos proponer entonces

que, de acuerdo con (1.29), el campo ω está relacionado con ϕ de la siguiente forma:

∇ω = ρf−2eφ ×∇ϕ. (2.10)

Con esta nueva relación, veremos que las ecuaciones de campo (1.28)-(1.31) ad-

quieren una forma más simple.

Observemos primero que ω también debe satisfacer la misma relación que cumple

ϕ:

∇ · [ρ−1eφ ×∇ω] = 0. (2.11)

Este hecho, y el empleo de ciertas identidades vectoriales conocidas nos conducen

a determinar los siguientes resultados:

∇ω · ∇ω = ρ2f−4∇ϕ · ∇ϕ, eφ × (eϕ ×∇ϕ) = −∇ϕ.

Al introducir estas igualdades en (1.28), (1.29)y (2.10) obtenemos finalmente

f∇2f = ∇f · ∇f −∇ϕ · ∇ϕ, (2.12)

∇ · (f−2∇ϕ) = 0. (2.13)

Este sistema, que en principio es más simple que (1.28)-(1.29), junto con la relación

(2.10), son ahora las ecuaciones que definen f y ω. Para esto es preciso determinar,

ya sea alguna forma particular para ϕ, o ciertas condiciones que delimiten esta

función auxiliar.
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Dada su presupuesta arbitrariedad, comenzaremos por suponer que existe, en

principio, alguna ϕ tal que el campo f puede ser expresado como su funcional. Es

decir, supondremos que

f = f(ϕ).

Aśı, el sistema (2.12)-(2.13) queda modificado de la siguiente forma:

[ff ′′ − (f ′)2 + 1]∇ϕ · ∇ϕ + ff ′∇2ϕ = 0,

f∇2ϕ = 2f ′∇ϕ · ∇ϕ,

donde hemos introducido la notación f ′ = df/dϕ, f ′′ = d2f/dϕ2. Si combinamos

estas dos igualdades obtenemos

[ff ′′ + (f ′)2 + 1]∇ϕ · ∇ϕ = 0. (2.14)

Sabemos de antemano que ∇ϕ 6= 0 (de lo contrario ϕ seŕıa constante y no corres-

pondeŕıa a un caso estacionario), y por lo tanto debe cumplirse que:

f
d2f

dϕ2
+

(

df

dϕ

)2

+ 1 = 0. (2.15)

Tenemos entonces una ecuación diferencial ordinaria no lineal de segundo orden

que determina la dependencia funcional entre f y ϕ. Su resolución es bastante

sencilla.

Si definimos F = df/dϕ se puede ver que

d(fF ) + dϕ = 0,
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por lo tanto fdf/dϕ = −ϕ + A y tendremos entonces

f 2 = −ϕ2 + Aϕ + B,

donde A y B son constantes reales arbitrarias. Estas constantes deberán estar

sujetas a ciertas condiciones satisfechas por f . Por una parte, si retornamos al

sistema (2.12)-(2.13) , se puede observar que dicho sistema queda invariante bajo

una transformación ϕ → −ϕ. Esto implica que si proponemos f como una fun-

ción de ϕ, debe ser ésta una función par; de otra forma, el sistema no satisfaŕıa la

condición de invarianza. Por otra parte, para que la solución obtenida sea asintóti-

camente plana, el mı́nimo valor que debe tomar f es 1. Es decir, el campo f debe

ser tal que

f(−ϕ) = f(ϕ), f > 1.

Estas condiciones implican que debemos escoger las constantes A y B de la si-

guiente forma1:

A = 0, B = k2 > 1,

siendo k una constante real tal que |k| > 1.

Bajo estas consideraciones, podemos concluir que f y ϕ están relacionados a través

de

f 2 = k2 − ϕ2, |k| > 1. (2.16)

1Las condiciones de paridad y asintoticidad de f determinan, respectivamente, los valores de
A y B.
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Esta igualdad implica que el sistema (2.12)-(2.13) se reduce a tan sólo una ecuación

para ϕ:

(k2 − ϕ2)∇2ϕ + 2ϕ∇ϕ · ∇ϕ = 0.

Ahora, de manera similar en que fue abordado el problema de la sección anterior,

proponemos una nueva función auxiliar U(ρ, z) tal que sea solución de la ecuación

de Laplace y que ϕ = ϕ(U). Aśı, la anterior ecuación queda expresada, en términos

de U , de la siguiente manera:

[(k2 − ϕ2)ϕ′′ + 2ϕ(ϕ′)2](∇U)2 + (k2 − ϕ2)ϕ′∇2U = 0. (2.17)

Donde ϕ′ = dϕ/dU y ϕ′′ = d2ϕ/dU2. Dada la definición de U , sabemos que

∇2U = 0 y por lo tanto se cumple que

(k2 − ϕ2)
d2ϕ

d2U
+ 2ϕ

(

dϕ

dU

)2

= 0. (2.18)

Esta ecuación diferencial, que define la relación entre ϕ y U , puede solucionarse

fácilmente si definimos G = dϕ/dU . Entonces (k2−ϕ2)dG = −2ϕGdϕ y tendremos

G =
dϕ

dU
= k2 − ϕ2,

de aqúı, resolviendo para U 2:

2kU = ln

(

k + ϕ

k − ϕ

)

,

y despejando ϕ, finalmente obtenemos

ϕ = k tanh(kU). (2.19)

2Las constantes de integración involucradas en el proceso de resolución las escogemos, por
simplicidad, equivalentes a cero, pues la contribución de U dentro del presente formalismo se
efectúa a través de sus derivadas.
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Esta última expresión nos permite escribir las ecuaciones que determinan f , ω y

Λ en términos de U exclusivamente.

Se puede verificar que:

∇ω = ρeφ ×∇U, (2.20)

4Λ,ρ = ρk2(U,2ρ −U,2z ), (2.21)

2Λ,z = ρk2U,ρ U,z . (2.22)

De esta manera, si deseamos obtener una forma particular para el campo gra-

vitacional estacionario axialmente simétrico, basta escoger una de las múltiples

soluciones de la ecuación de Laplace, introducirla en las ecuaciones de campo

ya simplificadas por el formalismo y proceder a integrarlas. Este mismo procedi-

miento lo empleamos en la sección anterior, en el caso del campo estático. Este

hecho sugiere que debe existir una conexión entre las soluciones estáticas (solucio-

nes de Weyl) y las estacionarias del tipo Papapetrou, ya que ambas se obtienen

de la misma forma, es decir, partiendo de soluciones de la ecuación de Laplace.

Comparando las expresiones (2.6), (2.7), (2.8) y (2.16) con (2.19), (2.21) y (2.22),

combinándolas adecuadamente e introduciendo el sistema CEG, se puede mostrar

fácilmente el siguiente teorema:



31

Teorema 1. A cada solución estática de Weyl (U, Λ0) se encuentra asociada una

solución estacionaria de Papapetrou (f, ω, Λ) dada por

f = k sech(kU), (2.23)

ω,x = −σ(1 − y2)U,y , (2.24)

ω,y = σ(x2 − 1)U,x , (2.25)

Λ = (k2/4)Λ0. (2.26)

En la siguiente sección, consideraremos algunos casos particulares que ilustrarán

la importancia del teorema anterior, con lo que mostraremos que constituye una

herramienta interesante en la búsqueda de soluciones exactas.

2.3. Algunas Soluciones Particulares

Sabemos que la solucón general asintóticamente plana y de valor real, de la ecua-

ción de Laplace en CEG3 está dada por [11]:

U(x, y) =
∞
∑

n=0

an

σn+1
Qn(x)Pn(y), (2.27)

siendo las an constantes reales. Los Pn y Qn, son polinomios y funciones asociadas

de Legendre, respectivamente. Consideremos un par de ejemplos ilustrativos.

3Hablamos de la condición de asintoticidad de la ecuación de Laplace en el sentido de que ésta
es precisamente una de las ecuaciones de campo gravitacional para el espacio-tiempo estático y
axialmente simétrico (métrica de Weyl).
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Tomemos primero la solución estática correspondiente a escoger a0 = −µκ y

an = 0 para n > 0:

U(x, y) = −µκ

σ
Q0(x)P0(y).

Aqúı, µ es una constante real positiva. Observemos que κ/σ equivale a 1 o −i si

σ es real o imaginario puro, respectivamente. Por otra parte sabemos que

P0(y) = 1, Q0(x) =
1

2
ln
(

x + 1

x − 1

)

,

por lo que U , para esta escogencia resultará

U =
µκ

2σ
ln
(

x − 1

x + 1

)

, (2.28)

y la correspondiente expresión para Λ estará dada por [11]:

Λ0 = 2
(

µκ

2σ

)2

ln

(

x2 − 1

x2 − y2

)

. (2.29)

Con esto hemos fijado una solución de Weyl (U, Λ0). Dado que está escrita en

CEG, sabemos que contiene tres casos particulares. Como veremos a continuación,

estos tres casos corresponden a las soluciones de Chazy-Curzon, Zipoy-Voorhees

y Bonnor-Sackfield.

Si tomamos σ real y diferente de cero tendremos coordenadas esferoidales prolatas.

Recordando la ecuación (1.39), obtendremos

U =
µ

2
ln
(

x̃ − 1

x̃ + 1

)

, Λ0 =
µ2

2
ln

(

x̃2 − 1

x̃2 − y2

)

. (2.30)

Esta es la conocida solución de Zipoy-Voorhees que representa el potencial gra-

vitacional de una barra delgada de longitud 2σ situada en el eje z con extremos
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en z = ±σ. Por otra parte, sabemos que ĺımσ→0(1/σ
n+1)Qn(x) = 1/rn+1 [11] y

ĺımσ→0 y = cos θ . De manera que, bajo esta escogencia particular de las constantes

de expansión, la solución estática en coordenadas esféricas estará dada por

U = −µ

r
, Λ0 = −µ2 sin2 θ

2r2
, (2.31)

que es la solución de Chazy-Curzon, el potencial gravitacional de una masa puntual

µ localizada en el oŕıgen, en coordenadas esféricas. El siguiente caso, coordenadas

esferoidales oblatas, se obtiene para σ imaginario puro:

U = − iµ

2
ln
(

x̃ − i

x̃ + i

)

, Λ0 = −µ2

2
ln

(

x̃2 + 1

x̃2 + y2

)

, (2.32)

que representa la solución de Bonnor-Sackfield, considerada como el campo gra-

vitacional generado por un disco delgado de radio |σ| situado en el plano z = 0.

Estas son las tres soluciones particulares que contiene el par (2.28)-(2.29). Cada

una de ellas representa un tipo de campo gravitacional estático asintóticamente

plano y presentan, hasta el momento, una interpretación f́ısica relativamente clara.

Como vemos, los parámetros asociados con cada una de estas tres soluciones están

relacionados con las caracteŕısticas de la fuente que genera el campo gravitacional.

Ahora, a la luz del teorema 1, sabemos que podemos generar soluciones estacio-

narias a partir de las anteriores simplemente introduciendo (2.28) en el sistema

(2.23)-(2.26). Aśı, resolviendo (2.24)-(2.25) y haciendo p = µ(κ/σ), obtenemos

f =
2k(x2 − 1)kp/2

(x − 1)kp + (x + 1)kp
, (2.33)
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Λ =
k2p2

8
ln

[

x2 − 1

x2 − y2

]

, (2.34)

ω = σpy + b, (2.35)

siendo b una constante de integración arbitraria. Esta solución estacionaria, al

contrario de la estática que la genera, no presenta una significación f́ısica clara,

ya que ĺımx→∞ f = k y no es asintóticamente plana.

Podemos considerar otra solución particular de (2.27) escogiendo a0 = an = 0 para

n > 1, y a1 = −λκ2, siendo λ una constante real positiva. Con esto obtenemos

para U4

U(x, y) = λ
(

κ

σ

)2

y
[

1

2
x ln

(

x − 1

x + 1

)

+ 1
]

. (2.36)

La función Λ0, como sabemos, está determinada por las siguientes ecuaciones [11]:

Λ0,x =
1 − y2

x2 − y2

[

x(x2 − 1)U,2x −x(1 − y2)U,2y −2y(x2 − 1)U,x U,y
]

, (2.37)

Λ0,y =
x2 − 1

x2 − y2

[

y(x2 − 1)U,2x −y(1 − y2)U,2y +2x(1 − y2)U,x U,y
]

. (2.38)

Este sistema sobredeterminado, cuya integración es relativamente sencilla para

este caso, tiene como solución

Λ0 =
λ2

4

{

y2[1 + 4 ln(x2 − 1)] − ln(−x − y) − (y2 + 1)2 ln(x − y)

− y2(y2 + 2) ln(x + y) − (x2 − 1)(1 − y2)
[

ln
x − 1

x + 1

]2
}

. (2.39)

Haciendo q = λ(κ/σ)2, introduciendo (2.36) y (2.39) en (2.23)-(2.26) y resolviendo

4Recordemos que Q1(x) = (1/2)x ln[(x + 1)/(x − 1)] − 1 (ver [1]).
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(2.24)-(2.25) obtenemos

f = k sec h
{

kpy
[

x ln
(

x − 1

x + 1

)

+ 1
]}

, (2.40)

ω = −λk2

4σ
(x2 − 1)(1 − y2) ln

(

x − 1

x + 1

)

, (2.41)

Λ =
k2λ2

16

{

y2[1 + 4 ln(x2 − 1)] − ln(−x − y) − (y2 + 1)2 ln(x − y)

− y2(y2 + 2) ln(x + y) − (x2 − 1)(1 − y2)
[

ln
x − 1

x + 1

]2
}

. (2.42)

Dado que ĺımx→∞ U = ∞ el ĺımite de f cuando x → ∞ es cero, lo que significa

que la anterior no es una solución asintóticamente plana. Valdŕıa la pena verificar

si existe alguna otra solución particular de (2.27) que al superponerla con (2.27) e

introducir el resultado en el formalismo de Papapetrou, llegue a generar una solu-

ción estacionaria asintóticamente plana. Aunque en esta sección no efectuaremos

tal verificación, en el siguiente caṕıtulo encontraremos que, bajo el formalismo de

Ernst, es posible generar soluciones que satisfacen la condición de asintoticidad,

a partir de otras que no lo hacen.



Caṕıtulo 3

El Método de Ernst

Como ya señalamos antes, el procedimiento estándar para la resolución de las

ecuaciones de campo se compone de dos etapas: determinación de f y ω e in-

tegración del sistema que satisface Λ. Precisamente, el método de Ernst es un

formalismo que se concentra tan sólo en la primera etapa que, en términos ge-

nerales, es más complicada que la segunda, pues se trata de la integración de un

sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales acopladas. Mediante la definición

de ciertas funciones auxiliares que satisfacen condiciones matemáticas especiales,

como veremos a continuación, reduciremos el sistema original de dos ecuaciones

reales a una ecuación diferencial compleja, la conocida “Ecuación de Ernst”. La

ventaja esencial del método radica en que esta ecuación, como resaltaremos mas

adelante, obedece ciertos principios de simetŕıa que, a su vez, constituirán una

poderosa herramienta en la búsqueda de soluciones. Uno de estos principios de

36
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simetŕıa está intimamente ligado a la introducción del sistema CEG. Por esto, a

lo largo del presente caṕıtulo, casi todas las definiciones y resultados matemáticos

estarán expresados en dicho sistema de coordenadas.

Al igual que en caṕıtulo anterior, introducimos una función auxiliar ϕ indepen-

diente de φ que satisface la condición (2.9). Como se mostró, las ecuaciones de

campo para f y ω quedan modifcadas de la siguiente forma:

∇ω = ρf−2eφ ×∇ϕ, (3.1)

∇ · (f−2∇ϕ) = 0, (3.2)

f∇2f = ∇f · ∇f −∇ϕ · ∇ϕ. (3.3)

Ahora, en vez de suponer la dependencia ϕ(U), como es el caso del método de

Papapetrou, aprovecharemos la estructura del sistema (3.2)-(3.3) para reducirlo a

una sola ecuación diferencial en términos de una nueva función auxiliar. Después

de algunos pasos elementales, vemos que (3.2) se puede escribir aśı:

−f∇2ϕ + 2∇f · ∇ϕ = 0.

Multiplicando esta última por i (la unidad imaginaria) y sumándola a (3.3), ten-

dremos

f(∇2f + i∇2ϕ) = (∇f + i∇ϕ) · (∇f + i∇ϕ).

Entonces, si definimos una función compleja E , de la siguiente manera:

E = f + iϕ, (3.4)
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podemos escribir

(Re E)∇2E = ∇E · ∇E . (3.5)

De esta manera, a través de la definición (3.4), la labor de determinar f y ϕ

consiste ahora, ya no en integrar el sistema (3.2)-(3.3), sino en resolver (3.5).

Esto constituye una complejificación del problema inicialmente planteado. Por lo

general, resulta conveniente establecer la siguiente definición:

E =
ξ − 1

ξ + 1
. (3.6)

Al introducir la expresión anterior en (3.5), toma la siguiente forma:

(ξξ∗ − 1)∇2ξ = 2ξ∗∇ξ · ∇ξ. (3.7)

Esta última ecuación, que denominaremos comunmente como “Ecuación de Ernst”,

en apariencia más complicada que (3.5), será en adelante, nuestra referencia básica

en la búsqueda de soluciones particulares1, como lo veremos más adelante.

Es muy importante resaltar dos caracteŕısticas determinantes que posee la ecua-

ción de Ernst. Son determinantes en el sentido de que se trata de dos propiedades

de simetŕıa, a través de las cuales, como veremos más adelante, es posible encon-

trar soluciones a partir de otras ya previamente determinadas.

Es fácil verificar que si reemplazamos, en la ecuación (3.7), ξ por eiαξ, siendo α

1Se considera por el momento que el problema de hallar una solución general de (3.7) es
bastante complicado pues, como vemos, se trata de una ecuación diferencial parcial no lineal
de segundo grado para una función compleja ξ. Nos limitaremos entonces, por lo menos en este
trabajo, a tratar de determinar algunas soluciones particulares de interés.
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una constante real, dicha ecuación queda invariante. También, bajo la introducción

del sistema CEG en la ecuación de Ernst, podemos descubrir otra propiedad de

invarianza. Si recordamos las expresiones (1.44) y (1.45) del primer caṕıtulo, que

describen los operadores nabla y laplaciano, podemos notar que dichos operadores

son invariantes ante la transformación x → y , y → x. Es decir, la ecuación (3.7) en

CEG, es invariante ante el intercambio simultáneo de las coordenadas esferoidales

x, y. Estas consideraciones dan lugar al siguiente teorema:

Teorema 2. Si ξ(x, y) es solución de (3.7), entonces:

(i). La función eiαξ(x, y), siendo α una constante real, es solución de la ecuación

de Ernst.

(ii). La función ξ(y, x), que resulta de efectuar el intercambio simultáneo de las

coordenadas (x, y), también es solución de (3.7).

Estas dos propiedades de simetŕıa constituyen, en si mismas, un mecanismo de

obtención de soluciones, el cual será, en adelante, una de las herramientas funda-

mentales de este trabajo. Es importante observar el efecto que la propiedad (ii)

genera sobre el campo gravitacional mismo, es decir sobre las funciones f, ω y Λ.

Introduzcamos para esto una transformación T , tal que

T [h(x, y)] = h(y, x) = h(x, y). (3.8)

Si denotamos además por h1(x, y) y h2(x, y) a las soluciones resultantes de tomar
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ξ(x, y) y ξ(y, x), respectivamente, puede verse fácilmente que se satisface

f2(x, y) = f1(x, y) = f1(y, x), (3.9)

ϕ2(x, y) = ϕ1(x, y) = ϕ1(y, x). (3.10)

El efecto de esta transformación sobre ω se puede observar si recordamos la ecua-

ción (2.10):

ω1,x = −σf−2
1 (1 − y2)ϕ1,y , (3.11)

ω1,y = σf−2
1 (1 − y2)ϕ1,x . (3.12)

La solución ω2, correspondiente a aplicar la transformación T sobre ξ(x, y), sa-

tisface el mismo sistema, pero intercambiando el sub́ındice 1 por el sub́ındice 2.

Introduciendo las relaciones (3.9)-(3.10), tendremos:

ω2,x = −σf−2
1 (1 − y2)ϕ1,y (3.13)

ω2,y = σf−2
1 (x2 − 1)ϕ 1,x . (3.14)

Si aplicamos la transformación T al sistema (3.11)-(3.12) y comparamos el resul-

tado con las dos ecuaciones anteriores, es fácil verificar que

ω2,x = ω1,x , ω2,y = ω1,y .

Esto implica simplemente que:

ω2(x, y) = T [ω1(x, y) + C] = ω1(y, x) + C, (3.15)

donde C es una constante de integración. Si establecemos un análisis similar al

anterior, llegamos a la misma conclusión para Λ:

Λ2(x, y) = T [Λ1(x, y) + D] = Λ1(y, x) + D, (3.16)
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siendo D otra constante de integración. De las consideraciones anteriores, estable-

cidas a la luz del formalismo de Ernst, podemos proponer el siguiente corolario

del teorema 2:

Corolario. Si f(x, y), ω(x, y) y Λ(x, y) son soluciones de las ecuaciones de campo

(1.46)-(1.49), también lo son f(y, x), ω(y, x)+C y Λ(y, x)+D, siendo C y D dos

constantes de integración arbitrarias.

La elección adecuada de las constantes C y D dependerá, por supuesto, de la

condición de asintoticidad del campo gravitacional. En las siguiente secciones, a

través de varios casos que tomaremos en consideración (soluciones tipo Weyl, Kerr,

Kerr-Nut,Tomimatsu-Sato, entre otras), veremos la importancia de este método

que, con relativa sencillez, proporciona un camino práctico en la búsqueda de

soluciones exactas. Podremos observar que partiendo de una solución bastante

simple, como lo es la solución de Schwarzschild, podemos construir soluciones

estacionarias mas complicadas.

3.1. Soluciones Tipo Weyl

Como sabemos, el caso estático corresponde a tomar ω = 0 y la métrica estaciona-

ria de Weyl-Lewis-Papapetrou adquiere la forma del espacio-tiempo de Weyl. Ya
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vimos que en este caso resulta apropiado definir un potencial U tal que f = e2U .

Es decir, la función E estará dada por

E = e2U .

En virtud de (3.6) se puede notar que

ξ = − coth U. (3.17)

Si introducimos esta expresión en la ecuación de Ernst obtenemos, como es de

esperarse, la ecuación de Laplace para U . Como sabemos, su solución general

asintóticamente plana en CEG está dada por (2.27).

Tomemos ahora la solución particular correspondiente a escoger a0 = σ y an = 0

para n > 0. Recordando que P0(y) = 1 y Q0(x) = − coth−1 x, tendremos

U = − coth−1 x = coth−1(−x),

y por consiguiente

ξ = − coth U = x,

con lo cual, la expresión para f adopta la siguiente forma:

f =
x − 1

x + 1
. (3.18)

Introduciendo este resultado en (1.48)-(1.49), después de algunos cálculos elemen-

tales, obtenemos para Λ:

Λ,x =
x(1 − y2)

(x2 − y2)(x2 − 1)
,
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Λ,y =
y

x2 − y2
.

El anterior sistema sobredeterminado, como vemos, tiene una integración sencilla

si comenzamos con la segunda ecuación:

Λ(x, y) =
∫ y

x2 − y2
dy + g(x),

siendo g(x) una función diferenciable, por ahora arbitraria. Efectuando la integral,

vemos que:

Λ(x, y) = −1

2
ln(x2 − y2) + g(x).

Hallaremos ahora la forma particular de g(x). Para esto, derivamos la anterior

expresión con respecto a x e igualamos con la primera ecuación del sistema. Ten-

dremos entonces

Λ,x = − x

x2 − y2
+

dg(x)

dx
=

x(1 − y2)

(x2 − y2)(x2 − 1)
,

con lo cual:

g(x) =
1

2
ln(x2 − 1).

Aśı, finalmente obtenemos para Λ:

Λ(x, y) =
1

2
ln

x2 − 1

x2 − y2
. (3.19)

Si introducimos (3.18) y (3.19) en la expresión para la métrica estacionaria axi-

simétrica, en CEG (y haciendo ω = 0), nos encontramos con la siguiente forma,

ya familiar para nosotros [11]:

ds2 =
1 − x

x + 1
dt2 + σ2(x + 1)2

[

dx2

x2 − 1
+

dy2

1 − y2

]

+ σ2(x + 1)2(1 − y2)dφ2. (3.20)
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Esta última no es más que la métrica de Schwarzschild escrita en CEG. Para

observarla en su forma usual (en coordenadas esféricas de Schwarzschild) tan sólo

basta efectuar la siguiente transformación:

x =
r

m
− 1, y = m cos θ,

y tendremos entonces

ds2 = −
(

1 − 2m

r

)

dt2 +
(

1 − 2m

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (3.21)

La solución particular dada por (3.18) y que, como vemos, encarna el espacio-

tiempo estático e isotrópico, será tomada como nuestro punto de partida para

la obtención de otras soluciones más complicadas. A través de las siguientes sec-

ciones, aplicando las ya mencionadas propiedades de simetŕıa de la ecuación de

Ernst, observaremos, entre otras cosas, que partiendo de una solución estática es

relativamente sencillo obtener soluciones estacionarias.

3.2. Soluciones Tipo Taub-NUT

Como pudimos observar en la sección anterior, la solución de Schwarzschild, den-

tro del formalismo de Ernst, corresponde a tomar ξ = x. Estudiaremos ahora,

amparados en la primera propiedad de simetŕıa de la ecuación de Ernst, el caso

correspondiente a tomar esta solución multiplicada por un factor complejo de fase
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constante:

ξ = eiαx.

Con esta escogencia podemos ver que:

E =
x2 + 2ix sin α − 1

x2 + 2x cos α + 1
.

La parte real de E , es decir f , será

f =
x2 − 1

x2 + 2x cos α + 1
. (3.22)

Aśı mismo, para ϕ = Im(E), tendremos

ϕ =
2x sin α

x2 + 2x cos α + 1
. (3.23)

Como sabemos, conociendo ϕ podemos determinar ω a partir de la ecuación (2.10),

que en este caso adoptará la siguiente forma:

√
x2 − 1ω,x ex +

√

1 − y2ω,y ey = ρf−2
√

x2 − 1ϕ,x ey.

De aqúı se desprende que

ω,x = 0, ω,y = −2σ sin α,

es decir

ω = −2σy sin α. (3.24)

Si introducimos (3.22)-(3.24) en (1.48)-(1.49) obtendremos

Λ,x =
x(1 − y2)

(x2 − y2)(x2 − 1)
, Λ,y =

y

x2 − y2
,
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cuya solución ya fue calculada en la sección anterior:

Λ(x, y) =
1

2
ln

x2 − 1

x2 − y2
. (3.25)

De esta manera, si hacemos a = cos α y b = sin α y reemplazamos las expresiones

para f ,ω y Λ en la fórmula general de la métrica, tenemos

ds2 = σ2x2 + 2ax + 1

x2 − 1

[

dx2 +
x2 − 1

1 − y2
dy2 + (x2 − 1)(1 − y2)dφ2

]

+

− x2 − 1

x2 + 2ax + 1
(dt − 2σbydφ)2. (3.26)

Esta igualdad representa la métrica de Taub-NUT en CEG. Como pudimos no-

tar, la transformación ξ → eiαξ nos permite, en este caso, obtener una solución

estacionaria (Taub-NUT) a partir de una solución estática (Schwarzschild).

Empleemos ahora la segunda propiedad de simetŕıa, es decir, tomemos la solución

particular ξ = eiαy. Evidentemente las expresiones para f , ω y Λ, en virtud del

corolario del teorema 2, estarán dadas por2

f =
y2 − 1

y2 + 2y cos α + 1
, ω = −2σx sin α, Λ(x, y) =

1

2
ln

1 − y2

x2 − y2
. (3.27)

Como vemos, el caso estático lo obtenemos para α = 0:

f =
y − 1

y + 1
, ω = 0, Λ =

1

2
ln

1 − y2

x2 − y2
. (3.28)

Según la anterior expresión, dado que −1 < y < 1, tendremos que f < 0 en todo

el dominio, lo que implica que la signatura de la métrica se invierte (las otras

2Las constantes que hacen parte de ω y Λ las hemos escogido iguales a cero, por conveniencia.
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componentes de la métrica son ahora negativo-definidas). En este caso particular, a

través de la transformación ξ(x, y) → ξ(y, x), obtuvimos una solución que presenta

una signatura apropiada (pero invertida, con respecto a la solución inicial), es

decir, f́ısicamente aceptable3. Veremos en la siguiente sección, a través de un

conocido ejemplo, que también por medio de una superposición de ambas, es

posible obtener soluciones f́ısicamente permisibles.

3.3. Soluciones Tipo Kerr

Como ya lo anticipamos, veremos lo que ocurre si efectuamos la superposición de

dos soluciones tipo Schwarzschild, es decir, si tomamos ahora

ξ = αx + βy. (3.29)

Dado que la ecuación de Ernst es no lineal, para que la anterior escogencia cons-

tituya una solución, es de esperar que los complejos α y β estén supeditados a

cumplir alguna condición espećıfica. Para hallar dicha condición introduzcamos

(3.29) en la ecuación de Ernst. Esto conduce a

(β2 − α2)α∗ + α = 0, (β2 − α2)β∗ − β = 0.

Podemos combinar ambas relaciones para obtener:

(β − α) [(β + α)(β∗ + α∗) − 1] = 0.

3Aunque por el momento a la solución de Taub-NUT no se le ha encontrado un significado
f́ısico preciso, es por lo menos asintóticamente plana y conserva la signatura apropiada de la
métrica. Se le considera, por tanto, una solución de interés f́ısico.
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Dado que suponemos de antemano que β 6= α, tendremos

Re2(β + α) + Im2(β + α) = 1.

Esto simplemente significa que, para algún λ real arbitrario, se debe cumplir

α + β = eiλ. (3.30)

La anterior condición queda satisfecha si escogemos

α = cos λ, β = i sin λ. (3.31)

Podemos establecer, por consiguiente, que

ξ = x cos λ + iy sin λ, (3.32)

es una solución particular de la ecuación de Ernst.

De manera que, definiendo

a = cos λ, b = sin λ (3.33)

las correspondientes expresiones para f y ϕ quedan

f =
a2x2 + b2y2 − 1

(ax + 1)2 + b2y2
, (3.34)

ϕ =
2by

(ax + 1)2 + b2y2
. (3.35)

Dadas estas relaciones, resolviendo para ω, obtenemos

ω =
2σb

a

(1 − y2)(ax + 1)

(a2x2 + b2y2 − 1)
. (3.36)
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Aśı mismo, introduciendo el resultado anterior en (1.48)-(1.49) e integrando para

Λ, tenemos

Λ = ln

[

a2x2 + b2y2 − 1

a2(x2 − y2)

]

. (3.37)

Las expresiones (3.34),(3.36) y (3.37) determinan lo que se conoce como la solución

de Kerr en CEG [7], y se considera que representa un agujero negro en rotación. En

este caso, la superposición de dos soluciones estáticas, una de ellas asintóticamente

plana y la otra no, nos condujo a la generación de una solución de tipo estacionario

y con asintoticidad bien comportada.

3.4. Soluciones Tipo Kerr-NUT

En esta sección, aplicando la propiedad de invarianza (i) sobre la solución anterior,

llegaremos a un resultado interesante: la solución de Kerr-NUT. Tendremos en este

caso dos tipos de parámetros, cada uno de ellos relacionados ya sea con λ (ver

sección anterior) o con α, el factor de fase. Aplicando la mencionada propiedad

sobre (3.32) tenemos

ξ = eiα(ax + iby), (3.38)

y si definimos los siguientes parámetros:

c = sin α , d = cos α, (3.39)
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entonces podemos simplificar la notación para los resultados de f y ϕ que se

obtienen:

f =
a2x2 + b2y2 − 1

(ax + d)2 + (by − c)2
, (3.40)

ϕ =
2(acx + bdy)

(ax + d)2 + (by − c)2
. (3.41)

El sistema sobredeterminado que satisface ω en términos de ϕ toma la siguiente

forma:

ω,x = −2bσ(1 − y2)
d(a2x2 − b2y2 + 1) + 2ax(1 − bcy)

(a2x2 + b2y2 − 1)2
, (3.42)

ω,y = −2aσ(x2 − 1)
c(a2x2 − b2y2 − 1) + 2by(1 + adx)

(a2x2 + b2y2 − 1)2
, (3.43)

cuya integración y posterior aplicación de condiciones de asintoticidad, da como

resultado:

ω =
2σ

a

[

b(1 − y2)(adx + cby + 1)

a2x2 + b2y2 − 1
+ cy

]

. (3.44)

La función Λ, tras introducir la expresión anterior en (1.48) y (1.49), toma la

siguiente forma:

Λ = ln

[

a2x2 + b2y2 − 1

a2(x2 − y2)

]

. (3.45)

Estas dos últimas expresiones, junto con (3.44), constituyen lo que se conoce como

la solución de Kerr-NUT en CEG [7]. Observemos que para c = 0 y d = 1, es decir

α = 0, ésta se reduce a la solución de Kerr. Si, por el contrario, hacemos a = 1

y b = 0, es decir λ = 0, obtenemos la solución que describe el espacio-tiempo de

Taub-NUT.
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3.5. Soluciones Tipo Tomimatsu-Sato

Consideraremos ahora el caso en que la función de Ernst está dada en términos de

combinaciones polinomiales de las coordenadas esferoidales (x, y). En la década de

los ochenta, Tomimatsu y Sato formularon independientemente, tomando como

punto de partida la solución de Kerr y usando el formalismo de Ernst, un tipo de

solución estacionaria generada a partir de la siguiente escogencia:

ξ =
A(x, y)

B(x, y)
, (3.46)

en donde A(x, y) y B(x, y) son dos polinomios de grado δ2 y δ2 − 1 en (x, y),

respectivamente. No entraremos aqúı en los detalles de examinar las condiciones

bajo las cuales esta expresión satisface la ecuación de Ernst. Sólo tendremos en

cuenta los casos δ = 1 y δ = 2, con los cuales ya se tiene una expresión determinada

para ξ.

En el primero caso, la forma expĺıcita de A y B está dada por [9]

A(x, y) = ax + iby, B(x, y) = 1. (3.47)

Como puede verse fácilmente, este resultado encarna la solución de Kerr, ya abor-

dada en la sección (3.3). Para el siguiente caso, δ = 2, las expresiones para A y B

son [9]

A(x, y) = a2(x4 − 1) + 2iabxy(x2 − y2) − b2(1 − y4), (3.48)
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B(x, y) = 2ax(x2 − 1) + 2iby(1 − y2). (3.49)

Notemos que estos polinomios están dados en términos de los mismos parámetros

en que está expresada la solución de Kerr. Es decir, aqúı a y b también satisfacen la

condición a2 +b2 = 1, lo cual facilita la obtención de las funciones que determinan

el campo gravitacional:

f = C/D, ω = 2σbE(1 − y2)/C, Λ =
1

2
ln

[

A

a4(x2 − y2)4

]

, (3.50)

en donde los C, D y E son relaciones polinomiales dadas por

C = [a2(x2 − 1)2 + b2(1 − y2)2]2 − 4a2b2(x2 − 1)(1 − y2)(x2 − y2)2, (3.51)

D = [a2x4 + b2y4 − 1 + 2ax(x2 − 1)]2 + 4b2y2(ax3 − axy2 + 1 − y2)2, (3.52)

E = a2(x2 − 1)[(x2 − 1)(1 − y2) − 4x2(x2 − y2)] − a3x(x2 − 1) (3.53)

×[2(x4 − 1) + (x2 + 3)(1 − y2)] + b2(1 + ax)(1 − y2)3.

Esta solución de Tomimatsu-Sato, aunque es asintóticamente plana, hasta el mo-

mento no se le ha establecido una interpretación f́ısica clara. En la próxima sección,

mediante la aplicación de la propiedad de simetŕıa (ii) obtendremos una expresión

muy similar, cuya asintoticidad será examinada.

3.6. Otras Soluciones

En esta sección, mediante la aplicación de la segunda propiedad de simetŕıa, ex-

presada en el teorema 2, sobre las soluciones de Kerr-NUT y Tomimatsu-Sato,
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obtendremos un conjunto de soluciones estacionarias de caracteŕısticas similares,

una de ellas asintóticamente plana, las restantes no. Empezaremos con la solución

de Kerr-NUT, la cual, como sabemos, contiene las soluciones de Kerr y Taub-NUT

como casos particulares.

Aplicando la propiedad (ii) sobre (3.40), (3.44) y (3.45), a la luz del corolario del

teorema 2, tendremos las siguientes expresiones:

f =
a2y2 + b2x2 − 1

(ay + d)2 + (bx − c)2
, (3.54)

ω =
2σ

a

[

b(1 − x2)(ady + cbx + 1)

a2y2 + b2x2 − 1
+ cx

]

+ C, (3.55)

Λ = ln

[

a2y2 + b2x2 − 1

a2(y2 − x2)

]

+ D. (3.56)

El ĺımite asintótico (x → ∞) de esta solución es

ĺım
x→∞

f = 1, ĺım
x→∞

ω = −2σ(ady + 1)

ab
+C, ĺım

x→∞

Λ = iπ +2 ln(b/a)+D. (3.57)

Veamos las implicaciones que de estos resutados se desprenden. La función f se

comporta apropiadamente bajo este ĺımite, pero para ω no sucede exactamente

lo mismo. Dado que para x → ∞ esta función debe anularse, sin importar el

valor de y o de σ, la única opción que tenemos para esto es que d = 0 y escoger

C = 2σ/(ab). En el caso de Λ, para que cumpla con el requisito de asintoticidad

plana, simplemente basta escoger D = ln(−a2/b2). Esto significa que la solución

determinada por las siguientes ecuaciones:

f =
a2y2 + b2x2 − 1

a2y2 + (bx − 1)2
, (3.58)
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ω =
2σ

ab

[

b2(1 − x2)(bx + 1)

a2y2 + b2x2 − 1
+ bx + 1

]

, (3.59)

Λ = ln

[

(a2y2 + b2x2 − 1)

b2(x2 − y2)

]

, (3.60)

es asintóticamente plana y puede llegar a representar un campo gravitacional

real. Para el caso b = 0, que significaŕıa aplicar la propiedad (ii) sobre la solución

de Taub-NUT, de acuerdo con (3.57), no se obtiene una solución asintóticamente

plana. Lo mismo podemos decir para el caso c = 0, que correspondeŕıa a introducir

la transformación sobre la solución de Kerr.

Si efectuamos el mismo procedimiento a la solución de Tomimatsu-Sato, obtene-

mos

f = C/D, ω = 2σbE(1− x2)/C + F, , Λ =
1

2
ln

[

A

a4(y2 − x2)4

]

+ G, (3.61)

donde F y G son constantes arbitrarias y C, D, E, A están dados por

C = [a2(y2 − 1)2 + b2(1 − x2)2]2 − 4a2b2(y2 − 1)(1 − x2)(y2 − x2)2 (3.62)

D = [a2y4 + b2x4 − 1 + 2ay(y2 − 1)]2 + 4b2x2(ay3 − ayx2 + 1 − x2)2 (3.63)

E = a2(y2 − 1)[(y2 − 1)(1 − x2) − 4y2(y2 − x2)] − a3y(y2 − 1) (3.64)

×[2(y4 − 1) + (y2 + 3)(1 − x2)] + b2(1 + ay)(1 − x2)3

A(x, y) = a2(y4 − 1) + 2iabxy(y2 − x2) − b2(1 − x4). (3.65)

En esta ocasión, el ĺımite asintótico de la anterior solución es

ĺım
x→∞

f = 1, ĺım
x→∞

ω = −2m(ay + 1)

b
+ C, ĺım

x→∞

Λ = −∞, (3.66)
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evidenciando que no se trata de un campo asintóticamente plano.

Podŕıamos, a partir de estos resultados, obtener otras soluciones estacionarias

mediante la aplicación sucesiva de las propiedades (i) y (ii), o ensayando con

combinaciones de las mismas. Por el momento, para evitar extendernos demasiado,

no efectuaremos esta labor; sin embargo planteamos esta inquietud para que sea

abordada en trabajos posteriores.



Conclusiones

El presente estudio constituyó una extensión del trabajo titulado “Solución Ge-

neral Estática Axialmente simétrica de las ecuaciones de Einstein en el Vaćıo, en

Coordenadas Esferoidales Generalizadas” [11], a campos gravitacionales estacio-

narios. En este caso, dada la naturaleza no lineal de las ecuaciones de campo, no

está claro si es posible obtener una solución general. Examinamos entonces, dos

clases de soluciones particulares. La primera clase corresponde a los resultados ob-

tenidos a partir del formalismo de Papapetrou (soluciones tipo Papapetrou), y la

segunda clase está conformada por las soluciones estacionarias obtenidas a partir

del formalismo de Ernst. Todo esto bajo la introducción del sistema CEG, el cual

constituyó una poderosa herramienta a lo largo del trabajo. Además de incluir

como casos particulares tres sistemas de coordenadas distintos (prolatas, oblatas

y esféricas), permitió la simplificación en la escritura de las soluciones y facilitó la

introducción de propiedades de simetŕıa. Con estos elementos, se logró probar que

una forma práctica de generación de soluciones exactas, de tipo estacionario, se

establece a través de los formalismos de Papapetrou y de Ernst.

56
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El formalismo de Papapetrou constituye un mecanismo de obtención de soluciones

estacionarias a partir de soluciones estáticas conocidas. El método de generación

de soluciones tipo Papapetrou se efectúa, podriamos decirlo, de forma directa,

mediante la introducción de soluciones de la Ecuación de Laplace en el sistema

(2.23)-(2.26). Empleamos dicho método con dos casos particulares de (2.27) y se

obtuvieron dos soluciones estacionarias en CEG. Una de ellas es generada a partir

de (2.28), que contiene tres casos ampliamente conocidos: los campos gravitacio-

nales de Chazy-Curzon, Zipoy-Voorhees y Bonnor- Sackfield. La otra solución es

obtenida a partir de (2.36) y, al igual que la primera, no presenta un significado

f́ısico claro, ya que no es asintóticamante plana.

El método de Ernst, que también es un mecanismo de obtención de soluciones

estacionarias, difiere del formalismo de Papapetrou en dos aspectos esenciales.

Primero que todo, la generación de resultados se establece de una forma no tan

directa como en el caso de Papapetrou. Es necesario emplear dos propiedades de

simetŕıa, en las cuales radica la fuerza del método: la propiedad (i), que es in-

herente a la estructura de la ecuación de Ernst, y la propiedad (ii), que sólo se

evidencia bajo la introduccón del sistema CEG. Como segunda medida, a través

del formalismo de Ernst, es posible generar soluciones estacionarias a partir, tanto

de campos estáticos, como de campos estacionarios conocidos. Aśı es como, par-

tiendo de la solución estática de Schwarzschild, generamos la solución estacionaria

de Taub-NUT y, posteriormente, la soluciones de Kerr y Kerr-NUT. Este hecho
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resulta bastante sugestivo, no sólo matemáticamente, sino también desde el punto

de vista de la interpretación f́ısica de las soluciones. El que exista una conexión

entre campos de naturaleza estática y estacionaria, a través de la itroducción de

factores de fase y de intercambio de las coordenadas esferoidales, esboza, por decir-

lo aśı, una posible relación entre los parámetros4 que caracterizan dichos campos.

Aunque el problema de la interpretación f́ısica de los resultados no constituyó un

aspecto central del presente trabajo, podemos citar ahora, para concretar lo dicho

anteriormente, el ejemplo de la solución de Taub-NUT, sección 3.2. Cuando el

parámetro α (que está asociado con el parámetro de NUT y se encuentra relacio-

nado estrechamente con la primera propiedad de simetŕıa de la ecuación de Ernst)

se anula, obtenemos la solución de Schwarzschild, que presenta hasta el momento

una interpretación relativamente clara, lo que no sucede con la de Taub-NUT. Se

le podŕıa asociar a dicho parámetro alguna caracteŕıstica relacionada con la rota-

ción de la fuente que genera el campo. Es claro que, en este caso, la propiedad (i)

señala la transición de fuentes desprovistas de rotación a fuentes que si la tienen.

Mediante el formalismo de Ernst obtuvimos dos clases de soluciones estacionarias,

presentadas en la sección 3.6, que hasta el momento no han sido estudiadas. Una

de ellas presenta un caso particular que está dado por las ecuaciones (3.58)-(3.60);

constituye una solución asintóticamente plana y podŕıa llegar a tener una inter-

4Estos parámetros no son más que las constantes que hacen parte de la estructura de una
solución. Dependiendo del caso, estas constantes se encuentran asociadas con las caracteŕısti-
cas de la fuente que genera el campo gravitacional, tales como masa, momento angular, carga
eléctrica, etc.
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pretación f́ısica interesante. Los otros casos particulares, en cambio, no presentan

un comportamiento asintótico usual. La otra solución, que fue generada a través

de la aplicación de la propiedad (ii) sobre la solución de Tomimatsu-Sato de or-

den δ = 2, tampoco presenta un comportamiento asintótico regular y su posible

interpretación f́ısica no es clara.
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