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Resumen

TITULO: Sobre Dominios Euclideos y Cuerpos Ciclotémitﬁs
AUTOR: Johan Sebastian Cortés ViIIamiz

PALABRAS CLAVE: Polinomios Ciclotémicos, Dominios Euclideos, CadenadiBeas, Lugares, Cuerpos de Funciones

Ciclotobmicas.

DESCRIPCION:

En este trabajo consiste en estudiar algunos conceptosiljadiss de la teoria de anillos y cuerpos. En el primer
capitulo se retoman conceptos y resultados clasicos saolpeg anillos, cuerpos y médulos, necesarios para entende
la parte central del trabajo.

En el segundo capitulo se definen las raices primitivas denildad, los polinomios ciclotdmicos y se prueban
resultados que nos permiten calcular un polinomio ciclatén®,(x) independiente del valor dee Z*, ademas

se muestran algunos ejemplos donde se usan esos resultados.

En el tercer capitulo se retoma la definicion de dominio dedliy se introducen nuevos conceptos como conjunto
derivado, cadena euclidea y unos ejemplos donde se hace estos para probar cuando un anillo es un dominio
euclideo. Se presentan las condiciones necesarias y stéjgara que un anillo sea un dominio euclideo, llegando a
un resultado importante, basado en desigualdades pareammsindo dominio es euclideo.

En el dltimo capitulo se presentan el cuerpo de funcionebadicas, lugares y valuaciones, con el objetivo de mostrar
la construccion del cuerpo de funciones ciclotomicos, peean algunos resultados mostrados en el capitulo anterior

via esta nueva construccion.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas, Matematidiasctor: Arnoldo Rafael Teheran Herrera,
Doctorado en Matematicas
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Abstract

TITLE: On Euclidean Domains and Cyclotomic Fiels
AUTHOR: Johan Sebastian Cortés ViIIamiQ
KEYWORDS: Cyclotomic Polynomials, Eucliean Domain, Euclidean CeaPlaces, Cyclotomic Function Fields.

DESCRIPTION:

This work consists of studying some concepts and resultseahteory of rings and fields. In the first chapter, classical
concepts and results on groups, rings, fields and modulesssary for the proper understanding on the discussion
following in the next three chapters are taken up.

In the second chapter we introduce the concepts of the pramiots of unity, cyclotomic polynomials and we prove
results that allow us to compute a cyclotomic polynondia(x) independent of the value of€ Z*, and we show
some examples where these results are used.

In the third chapter the definition of euclidean domain isetakip again and new concepts are introduced such as
derived set, product subset, euclidean chain and some éesmbpere these concepts are used to prove when aring is
a euclidean domain. The necessary and sufficient condiiorasing to be a euclidean domain are presented, reaching
an important result, based on inequalities to show when adois euclidean.

In the last chapter we present the algebraic functions figites and valuations, with the objective of showing the
construction of the cyclotomic functions field, we presesre results shown in the previous chapter, via this new

construction.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas, Matematidiasctor: Arnoldo Rafael Teheran Herrera,
Doctorado en Matematicas.
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Introduccion
Las raices griegas de la palalielotomiasignifican “circulo” y “cortar”, es decir, cortar el
circulo unitario en arcos iguales. En este sentidosEZ™ y (i es unaaiz n—ésima de la unidad

en el cuerpo de los niumeros complejgses decir,

21k .. [ 21K
(= cos(T) +|sm<T) ,

con,k € ZT U{0} y k < n, podemos interpretar geométricamente Jpcomo los vértices del

n—agono regular inscrito en la circunferencia de radio unongroeen el origen.

Simecdk, n) =1, {x es llamada uneaiz n-ésima primitiva de la unidad, por lo tanto si denotamos

por T, C C, el conjunto de todas estas raices, entonces el polinomio

D (X) = |_| (x=k),
k€Tn

es conocido en la literatura come-ésimo polinomio ciclotomicoy ademasby, (X) € Z[x] es un
polinomio de grada (n), donde como es usudl denota el anillo de los enterosgyla funcion

de Euler.
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Por ejemplo:
P(x) = x—1,
CDz(X) = X+1,
®3(x) = (x—j)(x—]) =X +x+1, dondej:_l%\@e(c

Da(x) = (x—i) (x—T1) =x%+1.

Se tiene que pana> 1, ®, (X) es irreducible sobrg y ademas,

Dy
deDp—{n}

dondeD,, es el conjunto de todos los divisores no negativos.de

Dado que cada raiz primitiva de la unidggdes entero sobrg&, tenemos qué.[{x] C C es un

anillo que llamaremok—anillo ciclotomico; en este caso es natural preguntarse:
= ¢Bajo que condicionés[{i] es un dominio euclideo?.
= ¢Bajo que condicionés[{i] es euclideo normado?.

De otro lado, siK es un cuerpo X(x) es el cuerpo de funciones racionales en la variaple
podemos hacer una construccion de un cuerpo de funcionetancas donde apropiadamente

se pueden obtener resultados analogos a los polinomiagaritcos dados en el Capitulo 2, via
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esta construccion, también sobre propiedades del cuerumdenes racionales, entre otros.
1. Preliminares

En este capitulo se establecen algunos conceptos y remittadocidos del algebra, que
son fundamentales en el desarrollo y comprensiéon de losut@piposteriores. Varios de estos
conceptos y resultados preliminares, asi como algunop&emparecen en Apostol (1998),Gallian
(2012),Grillet (2007),Lezama (2020) y Hungeriford (2012).
1.1. Preliminares en teoria de numeros
Definicion 1.1. Diremos que entero no nutcees undivisor dessi hay un entera tal ques = tu,
en este caso escribiremigs para denotar quiedivide as.

En caso contrario, diremos queo divide asy lo denotaremos pdrt s.

Teorema 1.2.El algoritmo de la divisién.Sean ab € Z, con|b| > 0, entonces existen ge Z
Unicos tales que

a=bqg+ry0<r<|b. Q)

Demostracion.Ver en Capituld de Hungerford (2012). O

Teorema 1.3. El teorema fundamental de la aritméticalodo entero no nulo g +1, se puede

factorizar como producto de primos y esta factorizacionresaisalvo por el orden de los factores.

Demostracién.Ver en Capituld de Apostol|(1998). O

Las funciones que tienen como dominio el conjunto de loses{gositivos con valores en

C se denominan funciones aritméticas o funciones numéricasntinuacion dos de ellas.
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Definicidon 1.4. Para cada entero positivola funcion ¢ de Euler, se define como el nimero de

enteros positivos menores o iguales queprimos relativos com.

Definicion 1.5. La funcién de M6bius u donden € Z*, se define

1 sin=1,

H(N) =1 (=1)" sin=p;...pr donde losp; son primos distintas

0 Si p?|n para algan prima.

La nocion que nos dan estas funciones son el nimero de pretais/os que tiene un
nameron que sean menores que él y distinguir si en su factorizacigmieros hay un primo que
se repite, respectivamente para cada funcion.

Las funcionegp de Euler yu cumplen una propiedad muy importante que se usara freecnente,

esta es la de ser funciones multiplicativas.
Definicion 1.6. Una funcion aritmética se llanmaultiplicativa si satisface la condicion:
= Si f(mn) = f(m)f(n) para cada par de enteros positivos tales qugmgeyg = 1.

= Si f(mn) = f(m)f(n) para todan, n enteros positivos, entoncésse llamacompletamente

multiplicativa .

Teorema 1.7.Las funcioneg de Euler yu de Mdbius son multiplicativas.
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Ademas,

1 sin=1,

p(d) =
din
0 En otro caso.

donde d son los divisores positivos de n.

Demostracion.Ver en Capituldl de Apostoli(1998). O

Teorema 1.8.Formula de Inversién de MébiusSea f y F funciones dé* en un anillo de D,

tales que
F(n)=Y f(d), 2)
dn
Siy solo si
f(n) = %u(d)F (g) . (3)
Demostracion.Ver en el Apéndicd® de Chadid and Caicedo (1987). O

1.2. Algunos resultados sobre grupos, anillos, cuerpos y rdlos
Definicion 1.9. SeaG un conjunto no vacio yuna operacion binaria definida €1 Se dice que

(G, -) es ungrupo si cumple las siguientes propiedades:

1. Propiedad clausurativa,aib € G, entonces-b € G, donde se denotara palppara simplificar

la notacion.

2. Propiedad asociativa, esto(@b)c = a(bc) para toda, b, c € G.

3. Existencia de elemento neutro, hay un elememtds tal queae= ea= a para toda € G.
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4. Existencia de elemento inverso, para cada elenmeptoG, existe un elementb en G tal

queab= ba= e, este elemento lo denotaremos pot.
Se dice que un grupo ebelianosi ademas satisface la propiedad conmutativa, es decir:
5 Siab=baparatoda,benG.

Observacionl.10 Diremos que un grupo es finito o de orden finito si tiene un norfieito de
elementos. En este caso, el nUmero de elementGseddlamado el orden d8 y es denotado por
|G|. Un grupo con infinitos elementos se dice que tiene ordenitinfin

Sea elementa en un grupds, decimos quetiene orden finito sik = e para algun entero positivo
k. En este caso el orden desera el menor entero positivotal quea” = e. Un elemento se dice

que tiene orden infinito $X + e para todo entero positivia

Definicion 1.11.Un grupo(G, -) es llamadciclicosi existe un elementaenG tal queG = {a":

n e Z}. Este elementa es llamado el generador @y denotaremos pdé = (a).
Proposicion 1.12.Un grupo ciclico(G, -) cumple las siguientes propiedades:
1. (G,-) es abeliano.

2. Sea G un grupo ciclico, entonces i 6 y Xx# €, se tiene quex a’, conre ZTy G= (X)

siy solo simed(n,r) = 1.
3. Zy Zn son ciclicos y todo grupo ciclico es isomorf@.a Zp.

Demostracion.Ver en Capituld de Grillet (2007). O
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Definicion 1.13. Un anillo (R, +,-) es una tripla dondR conjunto no vacio con dos operaciones

binarias, adicion denotada po+*y multiplicacion denotada por *", tal que:
1. (R +) es un grupo abeliano.
2. a(bc) = (ab)c para toda,b,ce R
3. a(b+c) =ab+acy (b+c)a=ba+caparatodm,b,c e R.

Veamos rapidamente unas definiciones.

Adicionalmente, seéR, +,-) un anillo.

1. Diremos quéR, +,-) es unanillo conmutativo, si para toda,b € R, ab= ba.

2. Si existe un elemento no nulo en el anillo, denotado poallque B = al = a para todo

ac R, diremos quéR,+,-) es un anillo con 1
3. Un subconjunt& C R, diremos quésS, +, -) essubanillo de (R, +,), siSes un anillo.

4. Uncuerpo es un anillo conmutativo con 1, tal que el conjunto de lasaates ddR definido

por:
U(R)={aeR—{0}:3beR-{0},ab=1}
es exactamente — {0}.
Para simplificar la notacion, denotaremos Ral anillo (R, +, -).

Definicion 1.14. SeaR un anillo conmutativo, que a su vez es un domino entero. Dedisiel

cuerpo de fracciones decomo:
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1. Producto cartesianB x R— {0}, compuesto por todos los pares ordena@$), donde

abeRyb#0.

2. Definimos la relaciérn? dada por

(a,b)#(c,d) < ad=bc.

Esta relacionZ es una relacion de equivalencia.
Para simplificar la notacion la pareja, b) sera denotada pgy.

Definicion 1.15. Un ideal de un anilloR es un subgrupb de (R, +) tal que six € |, implica que
xyelyyxel paratodoy enR.

Claramentdry {0} son ideales dRYy se llamarideales triviales

Definicion 1.16.Seal unideal de un anill&® Decimos que dos elementad € Rson congruentes

maodulol, y escribimosa=b(mddl) sia—bell.

Tenemos que la relacién de congruencia médide una relacion de equivalenciaRio

gue nos permite asociar a cada elemetoR una clase de equivalencia que llamarerlase de



SOBRE DOMINIOS EUCLIDEOS Y CUERPOS CICLOTOMICOS 17

congruencia médulol dada por:

@ = {beR:b=a(maddl)}
= {beR:b—a=i,coniel}
= {beR:b=a+i, coniel}

= {a+i:iel}:=a+l.

Teorema 1.17.Seal unideal en un anillo R, entonces el conjunto de todaddaes de congruencia
mddulo |, denotado por:

R/l ={a+1:acR},

es un anillo con las operaciones adicion y multiplicaciére ge definen de la siguiente manera:

Dados ac | yb €1l en R/I, entonces:

@+ 1)+ (b+1):=(a+b)+1y @+ 1) (b+1):=ab+1,

respectivamente.

Demostracion.Ver Capitulol de Grillet (2007). O

Definicion 1.18. SeaR un anillo conmutativo con 1.

1. UnidealP deRes llamadadeal primo siP # Ry para toda, b € Rtal queab € P, entonces

acPobeP.
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2. UnidealM deRes llamadanaximal siM # Ry sil es un ideal tal qu#l C | C R, entonces

=Mool =R
Definicion 1.19. SeaR un anillo, diremos que es wmillo local si tiene un Unico ideal maximal.

Existen anillos que tienen un Unico ideal maximal, por ejemps cuerpos, donde sus

anicos ideales sof0} y el mismo.

Proposicion 1.20.Un anillo R es local siy solo si RU (R) es un ideal de R, donde

U(R) = {r € R: existe <= R tal que rs= 1},

en tal caso R-U (R) es ideal maximal de R.
Demostracion.Ver en Capituld/ 11 delGrillet (2007). O

Definicion 1.21. Un anillo R es undominio entero, si R es conmutativo y no tiene divisores de
cero, es decir a4,b € Rson tales quab= 0, entoncesa =0 ob =0, es decirR no tiene divisores

de cero no nulos.

Definicion 1.22.Un dominio enterd? es llamado urnlominio de ideales principalegDIP) si cada
ideal deR es principal, es decir, seec R, el ideal generado pardenotado pofa) = {ab: b€ R}
es llamadadeal principal .

SeaX subconjunto d&, el ideal generado por el subconjutcse denota pofX) y esté definido
por

(X)={cias+---+Chan: G €Ry & € X, paratodd = 1,...,n}.
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Para anillos conmutativos con identidad se tiene la sigeiearacterizacion de los ideales

primos y maximales.

Teorema 1.23.Sea R un anillo conmutativo cdry sea | subconjunto de R, entonces:

1. I es unideal primo de R si, y solo si el anillo cocient¢ Bs un dominio entero.

2. | es un ideal maximal de R si, y solo si el anillo cocienté &S un cuerpo.

Demostraciéon.Ver en Capitulo 0 de Roman (2005). O

En particular todo ideal maximal dees ideal primo dé&.

Definicion 1.24. La caracteristicade un anillo, es el menor entero positivéal quenx= 0 para

todox en el anillo. Sin no existe, diremos que el anillo tiene caracteristica O.

Teorema 1.25.Todo cuerpo tiene caracteristica pdpdonde p es primo.

Demostracion.Ver en CapituldX delRoman (2005). O

Proposicion 1.26.Cada subgrupo finito multiplicativo de un cuerpo es ciclico.

Demostracion.Ver en Capitulo 0 de Roman (2005). O

Se dice que un cuerpo es finito si s6lo posee un numero finitdedeeatos. SF es un
cuerpo cong elementos, entonces exigen € Z* tal queq = p", todos los cuerpos finitos del
mismo orden son isomorfos entre si (ver Capitdade/Roman (2005)). En tal caso denotamos al

tnico cuerpo finito coig elementos poFq 0 GF(Q).
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Definicion 1.27.Una extension de un cuerg es un cuerp& del cualK es subcuerp& C E.

Definicion 1.28.El grado[E : K| de una extension de cuerffoC E es su dimension como espacio
vectorial sobreK. Una extension de cuergé C E es finita, cuando esta tiene grado finito y es

infinita en caso contrario.

Proposicion 1.29.Si K C E C F, entoncesF : K| = [F : E] [E : K].

Demostracion.Ver en Capituld/ de Grillet (2007). O

Definicién 1.30.Dado un cuerp& y una extensioh O K, diremos quex € L esalgebraicosobre
K si existe un polinomig(x) € K [x] no nulo, tal quep(a) = 0.

En caso contrario se dice queestrascendente

Definicion 1.31. SeaK un cuerpo yf € K[x] un polinomio no constantd, esseparablecuando

no tiene raices mdltiples déa

Definicion 1.32. Un elementoa es separable sobreK cuandoa es algebraico sobrK y el
polinomio irreducible dex en K es separable. Una extension algebrdicde K es separable y
E es separable sobke cuando cada elemento Bees separable sobke

Un cuerpo numérico algebraicoes una extensio de Q tal que la extensioK /Q tiene grado

finito.

Definicion 1.33. Un polinomio f € K[x] se descompone en una extension de cué&rpe K,

cuando tiene una una factorizacibfx) = a(x—ay)(az) - - - (X—an) enE[X].
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En la definicién anteriog € K es el coeficiente principal de nelgrado def yaj,ap, -+ ,an €

E son las raices (no necesariamente distintas) eleE.

Definicion 1.34. SeaK un cuerpo. Urcuerpo de descomposiciosobreK de un polinomiof &
K [x] es una extensiok deK tal que f se descompone &by E es generado sobi¢ por las
raices def. Un cuerpo de descomposicion soBrée un conjunt& C K [x] de polinomios, es una
extension de cuerplk deK tal que cadd € Sse descompone dhy E es generado sobi€ por

las raices de todos Idse S.

Proposicién 1.35.Para una extension algebraica K E C K, las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. E es el cuerpo de descomposicion sobre K de un conjuntolit®paos.

2. @(E) = E para cada K - homomorfismp: E — K.

3. ¢(E) C E para cada K - homomorfismp: E — K.

4. o(E) = E para cada K- automorfismo deK.

5. o(E) C E para cada K- automorfismo deK.

6. Cada polinomio irreducible g K [x] con una raiz en E, se descompone en E.
Demostracion.Ver CapituloV delGrillet (2007). O

Definicion 1.36. Una extensiomormal de cuerpoK es una extension algebraica Ketal que

satisface las condiciones dadas en la ProposiCion| (1.3&)abguna clausura algebraicalde
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Definicion 1.37. Una extension d&aloisde un cuerpd es una extension normal y separalble

deK, diremos quét es Galois sobrg.

Definicion 1.38. Sea(M,+) un grupo abeliano YA, +,-) un anillo. Se dice qué tiene una
estructura dd—maodulo a la derecha sobre el anillg si se ha definido un producto entre elementos

deM y A, es decir, una funcién

MxA — M

(ma) — m-a

para el cual se cumplen las siguientes condiciones:

1. (mg+mp)a=ma-+ nmpa.

2. m(a; + az) = ma + map.

3. m(agap) = (May)ay.

4. m-1=m.

Conmym,mp e Mya,as,ar € A

Definicion 1.39. SeaM un A—modulo yN un subconjunto no vacio dd. Se dice quéN es un

A—submoédulodeM, siN es un subgrupo dgM, +) y ademas

nac N para cada € Ny cadaa € A.
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1.3. El cuerpo de los numeros complejos

SeaR [x] el anillo de los polinomios en la variabley coeficientes reales. Dado qiie
es un cuerpo, entoncdd|x] es un dominio de ideales principales (DIP), considerep(a$ =
x2+1 € R[X], claramentgp(x) no tiene raices eR y por lo tanto es irreducible sobR; entonces
M = (p(x)) el ideal deR [x] generado pop(x) es un ideal maximal d& [x] y asiF = R[x] /M es
un cuerpo.
Note que sif(x) + M = f(x), entonces@+1 =0, M = 0 es el cero dé y en consecuencia
x2 = —1 = —1, note también que cada elementddes de la forma+ bx+ M :=a+ bx, donde

a,be R, dado queR C F, naturalmente

es un homomorfismo inyectivo, entond®sz Im¢ es un subcuerpo de.

Si denotamos pdr:=t,t € Ry X =1, entonces cada elemento lee puede escribir en la forma

a+bi,a,b e R es decir,

F = {a+bi:abeR},

= C,
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el cuerpo de los nimeros complejos.
De esta forma es como usualmente tenemdS definidas las operaciones suma, multiplicacion,

norma o modulo de un nimero complejo.

(a+ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+d),

(a+ib) (c+id) = (ac— bd) +i (ad+ bc),
la+bi| = v/a2+4 b2

Cadaz € C — {0} se puede escribir de forma trigopnométrica y también tenetmasepresentacion
llamada polar, estas son:

Existed € R con—m< 0 < rmrtal que:

z=|z|(cosf +isend), 4

en tal caso si denotamos= |z| y €9 = (cosf +isemd), entonces

z=re'?, (5)

donde alas ecuaciones (4)Y (5) las llamaremos la formartoigpetrica y polar derespectivamente,

6 es llamado el argumento principal dg se denotara pd® = Arg(z).
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Teorema 1.40(Teorema de Moivre). Si6 € R, entonces para cada@Z™ se cumple que:
(cosf +isend)" = cognd) +iser(nd).

Lo cudl se puede probar usando el principio de inducciénmmgiea sobren.

Con este resultado vamos a describir las rafieeSsimas de un nimero complejo

Definicién 1.41. Seaw € C — {0} y n € Z*, decimos que un numero complejes una raiz
n—ésima dew si

"=w.

Proposicion 1.42.Si z= |z| (cosf +isend) es una raiz r-ésima de w, entonceg = |W|% y
6 = 1 (p+ 2km) con ke Z.

Ademas solo se tienen n valores diferentes, es decir, w nigaices n-ésimas diferentes dadas

2 = w7 (cos((p+n2kn) +isen<(p+n2kn>) ,

por:

conk=1,...,n.

Demostracion.Supongamos qu& = |w| (cosp+ i seny), supongamos que= |z| (cosf +isend)

es una solucion d8' = w, reescribiendo su forma polar

(|2 (cosO +isend))" = |w| (cosp +iseny),



SOBRE DOMINIOS EUCLIDEOS Y CUERPOS CICLOTOMICOS 26

es decir

|Z]" (cosnB +isemB) = |w| (cosp +iseny),

entoncegz" = |w|, conb = cosp y semb = senp, de donde se obtiene qL|m/|% = |z] y que

6 =22 conk=1,....n. O

Observacionl.43 En caso quev = 1, los nimeros complejastales quez" = 1 son llamados
raicesn—ésimas de la unidad, como por ejemple: tos 0+ i sen0. Estas raices-ésimas que en

adelante las denotaremos @gr son de la forma:

Proposicion 1.44.Seayf = {{x: k=1,...,n}, entonces Yes un subgrupo d€ — {0} ciclico de

orden n.

Demostracion.Primero veamos qué, es un subgrupo multiplicativo d&\ {0}, seandj, i € Vn,

veamos qu&;{x € Vn.

(i(lxk = enen,

si K+ ] < n entonces ya hemos acabado, en caso contrario tendremogigigd € N tal que

2in(j+K) 2in(n+) 2in(n+) 2m 2t 2in
n

n =e n conl<nye n =enen =e
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Note que sij + k= mnconm € Z, entonces

es decir, todo element§) € V, tiene un elemento inversfy, este debe cumplir que+- j sea un
multiplo den.
Ademas de ver que es un subgrupo, vemos que es ciclicb_(M@r didhde tendremos qig =

2

(¢1) = (em). =

2. Polinomios ciclotémicos

En este capitulo introducimos la definicion de polinomidatizmico y presentamos definiciones,

propiedades y ejemplos. Usaremos como referencia lasaeett Potter en Porter (2015), pero

también son resultados que se pueden encontrar en Apddiol)(lameson (2010), y Chadid and Caicedo

(1987). Uno de los objetivos en este capitulo, es calculg@oéhomio ciclotomico®,(x) para
cualquiem € Z" y el dar una descripcién de como son las raices primitivaa daiblad.

2.1. Raiz primitiva de la unidad

Definicion 2.1. Decimos que € V, es unaaiz primitiva n-ésima de la unidadsi {i tiene orden
n, es decir{x es un generador del grupf.

En adelante denotaremos este conjunto por:

Th={l €Vn:(l) =Vn}.
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Teorema 2.2. (i € Ty si y solamente sncd(n,k) = 1.

Demostracion.Por (1.12) tenemos qi y Zn son isomorfos y

V: Vy— Zn,

k— K,

es un isomorfismo de grupos definido pody) = k.

Veamos que esta bien definido, s€are V,,, entonces({k) = k € Zy, y seanlk, {m € V,, tal que
{k = {m, entonces({x) = Ky v({m) = m, entoncek = m. Dado quek es un generador d&, si
y solo sik tiene orden primo relativo com, entonces logx generan &/, si y solo si mcdk, n) =

1. O

Observacior?.3. Seal € V,, es una rain—ésima primitiva de la unidad §" = 1y K+ 1, para

todok e ZT y k< n.

De la seccién anterior, tenemos que las raice€'del, son las raices de 1 €h es decir,

2ink
l =€ €V,con1<k<n, entonces

X' —1= [ (x~ ). ©)

k=1

Definicion 2.4. Definimos lospolinomios ciclotomicos®, conn > 1 como:

Pn(x) = [ (x— 0, (7)

dkeTh
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claramentab,, es un polinomio monico y tiene gragmn).

Ejemplo 2.5. A continuacion se muestrai, Vi y ®n(X) paran=1,2,3,4y 5.

n Vi Th ®n(X)

1 {1} {1} x—1

2 (-1} (-1} x+1

3 {1,e2Tm,e4Tm} {e%m,e%m} X2+ x+1

4 {1,i,—1,—i} {i,—i} X2 +1

5 {1,e2Tm,e4Tm,e6Tm,e8Tm} {e%m,e%m,e%m,e%m} X3+ X%+ x+1

2.2. Algunos resultados sobreb(x)

El objetivo principal es calcular explicitamersbg(X) para cualquien € Z*.

Teorema 2.6.Sea pc Z* primo, entonces

Pp(X) =xP L HxP 24 x4 1.

Demostraciéon.Considere la factorizacion d@ — 1 dada en la ecuacionl (6) car= p.

xP—1= [T x=4-
ZkeTp
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Pero comop es primo, entonce$, = {{1,...,{p-1}, asi para obteneP,(x) basta remover el

factor correspondientele= p, es decirx— {p = x—1. O

Ejemplo 2.7. Calculemosb,(x) paran=3,5y 7.

Como todos los valores son primos, entonces usando eladewdnterior tendriamos que:
1. d3(x) =X +x+1,
2. Ds(x) =X+ + X2 +x+ 1,
3. 7(X) =X+ X+ x+ 1.

Veamos el siguiente lema, el cual sera util para demostraesuitado importante de los

polinomios ciclotémicos.

Lema 2.8.Seann,,d € Z*, donde n= nid, entonces

a0 =[] -, ®)

mcd(n,k)=ng
dondel <k<n.

Demostraciéon.Por definicibn ed—ésimo polinomio ciclotomico esta dado por

4reTy

Ahoraé = n_rl]r y mcd(r,d) = 1 siy solo si mcdnir,n) = ng. Asir < d siy solo sinir < nid=n.
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Escribienddk = nir se tiene que

donde I< k <n. O
También se tiene el siguiente resultado, que usaremosioostente.

Teorema 2.9.Sine Z™, entonces

X'—1=[]Pq(x). 9)
din

Demostracion.Sead; € Vi, una raizn—ésima de la unidad. Si

S, ={kezZ":1<k<ny*=1}.

Entoncess; # 0 porquen € S;,, por el principio del buen orden, existes S, tal qued = min{k €
S} en consecuenciak #+1sike Z" y k < d; recordando la Observacioh_(2.3), nos permite
concluir qued; es una raizl—ésima primitiva de la unidad.

Veamos quel|n. Por el algoritmo de la division, existepr tales que

n=qd-+rcon0<r <d,
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luego

1= N = o (Zd)szr —7"

Como 0<r < d la condicion 0< r es imposible por la minimalidad d& luegon = qdy por lo

tanto

Vo € JTe.
din

Reciprocamente, si € Ug|n Ta, €ntoncesd|ntal quea € Ty y por lo tantoad = 1.
Comod|n, existeb € N tal quebd = n, en consecuencia" = (ad)b =1

Asi a es una rain—ésima de la unidad y por lo tantoc V,. De lo anterior se infiere que

UTd C Vh.
din
Asi
JTa = Va
din
Ahora,
X'—1= [1 x=2),

{EVh
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entonces
et - o)
d|n ZETS
= []®a(x),
din
gue es lo que queriamos ver. O

Teorema 2.10.Para todo ne Z*, ®,(x) tiene coeficientes enteros.

Demostracion.Usando induccion matematica soleclaramenteb; (x) = x— 1 (ver tabld 2.b).
Sear € Z* tal que®, (x) tenga coeficientes enteros para todon.

Por la ecuaciéri{9) se tiene gde— 1 = dy(x)gn(X), donde

=[] Pa.

din,1<d<n

Escriba®,(x) = "y X', dondem = @(n) y gn(X) = Y0_("asx®. Por la hipétesis de induccion,
cadaas es un entero. Ademésg = gn(0) = —1. Si existe urc, que no es un entero, sepel
primero que no lo es.

Entonces el coeficiente d& en el productab,(x)gn(x) es

Codk + Crak—1 + - - - + Ck—1a1 — Cx,

Yy no es un entero, pero este productodes 1, lo que es una contradiccion, por lo tang(x)
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tiene coeficientes enteros para Z™. O

Teorema 2.11.Sin> 1 es impar, entonces

Pop (X) = Pp(—X).

Demostracién.Argumentando por induccion matematica satore N, donden = 2m+ 1.

Sim=1,n= 3, entonces por lemA(2.8), se tiene gbie 1 = [Mdjs Pa(X), entonces

X6 —1
P1(X)P1(2)P3(x)’
x6—1
(Xx—=1)(x+1) (X2 +x+1)’

Dg(X) =

= ¥ —x+1=d3(—x).

Seam > 1 es decirn > 3, supongamos que para toddmpar con 3< k < n se cumple que

Do (X) = Py(—x), como los divisores dersond, 2d € Z* donded

n, entonces podemos factorizar

de las siguiente manera

2N _ 1 — |_| Dy(X) = |_| Dy (x) |_| Dx(X),
dj2n kin Kin
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entonces

XXN—1 = (X"—1) [ (DZk(X)) D2(X) P2n(X),

kn,1<k<n

= (xX"-1) |_| dJk(—x)) D5 (X) Don(X),

K|n, 1<k<n
o D (X)Don(X)
- (X"-1) |k'n|¢k(—x>> ®1(—X)Pn(—x)’
= K-1((-x"-1) (Ethll))zznn((f)x) '

Cancelando términos tenemos que

Pp(—X) = Pon(X).

Ejemplo 2.12. Calculemosb,(x) paran= 6,10y 14

Los encontraremos usando el resultado anterior de la siguieanera.
1. Paran = 6. Es®g(X) = P3(—X) =x° —x+ 1.
2. Paran = 10. Es®1p(X) = ®5(—x) = x* — X3 +x% —x+ 1.
3. Paran = 14. Es®14(X) = ®7(—x) =x& —x® +x* -3 +-x2 —xt + 1.

Teorema 2.13.Paranc Z* se tiene que:

35
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dondeu es la funcion de Mobius definida én (|1.5).
Demostracion.

1
1

H(1) .
1. Sean= 1. Entoncesp;(x) =x—1= (x!— 1)“( ) (x% — 1) , cumple las condiciones del

dadas en el teorema para-= 1.
2. Supongamos>1yx>0

a) Six> 1, entoncesPy(x) >0y xd —1> 0, para todal € Z*, como

entonces

In(x"—1) = %In(bd(x).

Aplicando la formula dénversién de Mébiusdefinida en[(1.8), tenemos que

In®p(x) = dZu (g) In (xd - 1) :

In

por lo tanto
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como Inx) es una funcion inyectiva se obtiene

_ )\ HG@E)
Pp(x) = (|:| (xd 1) .

In

b) Si0< x< 1, entonces L x4 > 0, como—®;(x) >0y dy(x) > 0, para toda > 1.

Definamos,

—(D]_(X) sid=1,

Pa(x) =

Pgy(x) sid>1

Entonces
1—x3 = [PRy(%),
din

luego

In(1-x") =% InPy(x),
din

aplicando nuevamente la formula ideersion de Mobiusse tiene que

INPh(X) = dZu (g) In (1—xd) :

In

entonces

INPy(X) =1In |_| <1—Xd)“<g) ,

din
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asi se tiene que

Pero comm > 1, entonces

Sid|n, entonces existe unc Z* tal quedb=n, sid recorre todos los divisores aeentonced

también lo hara, asi

y comob|n, entonces

con lo cual se tiene la conclusion.

Ejemplo 2.14. Calculemosbg(x) usando el resultado anterior.

38
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Tenemos que

D(x) = |_| (Xg _1>ll(d)’

d|6

= (x=1)(¢=1) (=17

(-1
(3 —1)(x+1)’
x3+1
X+1’

= X2 _x+1

Teorema 2.15.Si p es primo, entonces

y por lo tanto

Luego

X6_1)7

39
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Ahora seay = xpkfl, entoncesP, (y) = zip:lyi_l, reemplazando g tenemos que

=]

o () = 3 (@) 7
(xpk*(i—l)) ,

_ (Xipkfl_lpkfl) .

I
oM I

Ejemplo 2.16. Usando el resultado anterior, podemos calc®igi(x).

Como 81= 3% entonces

CDgl(X) = cD34 (X),

_ (X27>2+(X27)+1,

N Y

Teorema 2.17.Si pne Z* y p es un primo que no divide a n, entonces

Dpn(X)Pn(X) = Pp(xP).
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Demostraciéon.Por induccién sobra.

1. Sin=1, tenemos que

2. Sean > 1 un entero primo relativo copy supongamos que para toddal que 1< d < ny
mcd(d, p) = 1, se tenga que

Dpa(X)Pa(X) = Pn(x?).

Sid|pn, entonces madl, p) = 1 o mcdd, p) = p. Luego,djnod = pl para algun € Z*.
En el caso de qué = pl, entonces|n.
Por otra partgg pn, para todo entero positivque divida an.

De lo anterior se desprende que

[ @a(x) = []PaX) []Ppi(x). (10)
d|pn din IIn
Como
[ Pa(x) =xP"—1y [ Pa(x) =x"—1. (11)

d|pn din

41
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Reemplazando las ecuacionles (11) en la ecualidn (10),evbten

XM —1=(x"—1) [ Ppi (%),

IIn

pero

[1®n () ( [1 ®w (X)> ®pn(X).

IIn [Inyl<n
Como mcdp, n) = 1, entonces din, mcd|, p) = 1.

Por hipotesis de induccién tenemos que

P (xP)
I|ny|<n¢p|(X) N linyl<n P (X)
[ijn @1 (XP) Dn(x)
Mijn @1 (X) Pn(xP)
(xP)"—1 ®p(x)
XN—1 @p(xP)’

Reemplazando esto ultimo en la ecuacién (138) Y (13) en (b2¢nemos

xPM—1 ®p(x)

pPn_ 1 —(x"-1)—— — """\
xPM—1=(x"-1) XT—1 Op(xP) pn(X),

de donde

(12)

(13)

42
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Ejemplo 2.18. Calculemosb,(X) para los siguientes valoresde- 12 14,15. Usando en resultado
anterior.

1. Paran=12 Asi ®1p(x) = S0 = Xl —xd 241

2. Paran =14 Asi dyy(x) = 2200 = X1 =368 13 3342 x4 1.

3. Paran = 15. Asi ®5(x) = q;i(gf)) — Xi(z)iﬁjll =38 X 4+ X+ X =+ X% —x+1.

El siguiente resultado nos permite calcu®y(x),n€ Z* y n> 1.
Teorema 2.19.Sea nc Z" con la siguiente descomposiciéon candnice: rp‘f... K. Sim=

P1...pryM= n—r:) entoncesP,(x) = Py, (x™), es decir, podemos calculér,(x) para todo ne Z*

simplemente usando la descomposicion canonica y las rages anteriores.

Demostracion.Los divisores positivos deg son los numeros = []_, pf', dondeg; € {0,1}.

Denotemos el conjunto de todos estos divisoredh@ntonces

Dy (X) = J;L (xd -

Los divisorese de n, tales que cumplen qqe(g) # 0 son los nimerof);_, p?" cong + 1<Kk

para cada. Estos niumeros son exactamenid, (d € D), y Tnd = %, por lo tanto

H(P) — D (X).

Py (X) = J]D (x”ld - 1)
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Ejemplo 2.20. Calcular®zgg(X).

Notemos que 366- 23 x 3% x 5, entonces

P3g0(X) = Pao (x*9)

haciendoy = x!?, sabemos qu®s(y) = ®15(—Yy) y que

(°-1)(z—1)
(Z-1)(Z-1)

CD;|_5(Z) =

O15(2) =L -2+ -2+ P+ -2+,

Ahora reemplazandbpor —y tendremos que

®Pao(Y) = (-8 = (=9) + (=) ° = (-9 °+ (-=9)* = (-3 + (-y)? = (-y) + 1,

DoY) =V +y +YP + Y +Y + YV Y Y+ 1

y comoy = x!2, entonces

D3 (X12) :X96+X84+X72-|-X60-|-X48+X36+X24+X12+1,

entonces tenemos quseo(X) = X2 + x84 + x72 + x00 1 x4 1 x36 1 x?4 1 x12L 1. Note que aqui

calculamosb;5(x) de manera diferente a la usada en el ejeniplo2.18).
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3. Dominios euclideos
Esta seccion presentamos algunas condiciones y ejempiogedes, también condiciones
suficientes y necesarias para que un anillo sea un dominiiceac

Lo primero es saber que es un dominio euclideo.

Definicién 3.1. Un dominio enterd? es llamado dominio euclideo si existe una funciéon

0:R—{0} >N

llamadafuncion euclidea tal que:

1. Paratod@,b € R— {0}, se cumple que(ab) > o(a).

2. Paratod@ <€ R, b e R— {0}, existeng,r € RUnicos, tal que = bqg+r y ademas

ar=0o0

b) o(r) < o(b).

Observacior8.2 Note que los dominios euclideos son los anifobdonde vale la generalizacion
del algoritmo de la divisién de Euclides &n Estos dominios son los que nos interesa estudiar y
veremos que ademas poseen una estructura adicional quennaisifdn dar una caracterizacion

de estos mas adelante.
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3.1. Estructura de los dominios euclideos

El grupo de unidades d® denotado pod (R) esta definido por

UR)={reR:3seR rs=sr=1}.

Definicion 3.3. SeaR un dominio entero. Dado un subconjug R— {0}, el conjunto derivado

deP, denotado poP’, esta definido por

PP={beP:3aceR a+bRCP}.

Lai—ésima derivada del conjunfes denotada pd?), por convenciéP© = P.

Teorema 3.4.Sea = R— {0}. Entonces R es un dominio euclideo siy solo si

Antes de presentar la prueba daremos las herramientasanesgsara ello.

Definicion 3.5. Un subconjuntd® C R— {0} es llamado ursubconjunto producto deR— {0} si

es cerrado bajo la multiplicaciéon & {0}, es decilP(R— {0}) C P.

Proposicion 3.6.Sea R un anilloy P~ R, si P es un subconjunto producto, entoncegambién

es un subconjunto producto.

Demostracion.Seab € P, veamos quéa < P’ para toda € R— {0}.
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Sabemos qub € P/, por lo tanto existe ue € R tal quec+ bR C P, es decir para cadac R tal
quec+ bk e P, si esto se cumple, en especifico también lo debe hacekga(R— {0}) R, dado

que(R—{0})RC R. Por lo tanto® (R— {0}) C P". O

Definicion 3.7. SeaR un dominio entero. Unaadena euclide@&nR es una sucesioiy, P;,... 0

{R}ien de subconjuntos producto tal que:

1. By=R—{0},

2. BD B, paratodd € N,
3. P C R, paratodd € N,
4. NiZoR =0.

ObservaciorB.8 Sea{Q;}icy Y {P, }ieny dos cadenas euclideasndiremos qug PR }icy esmas
rapida que {Q;}icy Si B C Q; para toda € N. Si {R}icn €S mas répida que todas las cadenas

{R }ien, decimos quéR }icy es las cadenaés rapidaenR.

Teorema 3.9.Sea R un dominio entero, existe una correspondencia bigeetitre las cadenas

euclideas en Ry las funciones euclideas en{RB}.

Demostracion.Dada una cadena euclidé@ }icn y x € R— {0}, defina

oxX)=maxqi:xeRyx¢PR,1}.

Veamos ques es una funcion euclidea. Tomemad € R— {0} y supongamos que(b) =i, es

decirbe By b ¢ R.1, comoPR es subconjunto producto, entoneds< R, entoncewr(ab) > i es
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deciro(ab) > o(b).

Ahoratomemosie R be R—{0}. Sia=000(a) < g(b) escribimosa=0-b+a.
Supongamos que(a) > a(b) y queo no es una funcion euclidea, entonces para cgd# se
tiene queo(a—bq) > o(b) =iy de la definicion des, esto quiere decir que+ b(—q) € P,, con
n> i, por la condicion 2 de ser cadena euclidga; R, por lo tantoa+b(—q) € By comog € R,
entonced € P C P 1 por ser cadena euclidea, lo que nos lleva aajle > o(b) + 1, que es una
contradiccion. Por lo tanto debe ser una funcion euclidea.

Reciprocamente, s es una funcion euclidea &) definamos

R ={xeR-{0}:0(x) >i}.

Veamos qug P, }icy s una cadena euclidea.

Lo primero es mostrar qu@ es subconjunto producto independienta.de

Seab € B es deciro(b) > iy comoo(ab) > a(b) > i conae R— {0}, entoncesb € B, o escrito
de otra maner® (R— {0}) C R.

Teniendo eso nos queda solo mostrar las Ultimas propiedades

1. ComoPRy = {x € R—{0} : o(x) > 0}, y ello se cumple para todoc R— {0}, entonces

Py=R—{0}.
2. Seaxe P i esdecirg(x) >i+1,i.exe RyasiRi1 CR.

3. Seab € P. Luego, existe ura € R tal quea+ b(—q) € R, para todo—gq € R. Comoo
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es una funcion euclidea, al escribi= bg+r cono(r) < a(b), sigue de la hipétesis que
o(r)=o(a—qb) >i.Dado ques(b) > o(r) > i, entoncew (b) >i+1, porlotantd € R 1,

asiP’ C P1.

4. Supongamos que existes (2o R, para algurx € R— {0} se tiene quer(x) > i para todo
i € N, lo cual es una contradiccion, ya qdeno es acotado superiormente, por lo tanto

0]

Proposicion 3.10.Sea R un dominio entero. Para toda cadena euclifleicy en R existe la
cadena mas rapidéR, }ic dada por

R =P (14)

Demostracion.Veamos queg R, }icy €s una cadena euclidea. Como el derivado de un subconjunto

producto también lo es, entonces falta ver que se cumpleariries4 condiciones
1. La primera condicion es clarBy = P(go) =Py =R—{0}.

2. Dado quer;; 1 = P(gi”) YR = Péi), se sigue de la definicion de conjunto derivado
Py ={ber):3acr a+bRCR)} CRY,

es decirRi1 CR.
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: : I
3. Por la definicion de conjunto derivado, tenemosigue = Pé'*l) = <Pé'+l)> =(R)',yen

particular,(R)" C R 1.

4. Ver Seccion 1 de Motzkin (1949).

Veamos unos ejemplos de algunos dominios euclideos, viadeshas euclideas.

Ejemplo 3.11. Considere el anillo de los nimeros entefbson la siguiente funcién euclidea
o(X) = |x|. Calculemos la cadena euclidea correspondiente.

Usando la correspondencia dada en la demostracion delifadB9), cad& esta dado por:
R={x€Z—-{0}:0(x)>i}=Z—-{0,£1,...,£(i—1)}.

Veamos qug PR, }icn €s una cadena euclideade

SeaP, coni arbitrario pero fijo y tomex € R,a € Z — {0}. Entoncesu(ax) = |ax| = |a||x|, pero
comolal > 1y |x| >1i, entoncesax > i, es decirax € R. Por lo tantd? es subconjunto producto
para cada

Es claro que las condiciongdi,iv de la Definicion[(3.I7) se cumplen por construccion{ Bgcx.
Resta demostrar qu& C P_.1. Note que si lox € P.1, entoncesx| > i + 1, veamos que¢ P'.

Sii € P/, entonces exista € Z tal quea+iZ C R =Z—{0,...,£(i — 1)} o equivalentemente
a+ik € B para todd € Z. Por el algoritmo de la divisioa = mi+nconne {0,1,...,i—1} y

a+ik = (mi+n)+ik € B para todd € Z. Tomanddk = —m, luegomi+n—mi=n € B, lo que
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es una contradiccion. Luege P’y asiP’ C B1.

Como se menciond en la Proposicibn (3.10), existe una cadésaapida. Calculemos tal cadena
en este caso.

Esta cadena esta dada e Rg), dondeRy = Z — {0}.

Supongamos que= 1 € R, entonce exista € Z tal quea+ (1)k € Ry para todd € Z, entonces
tomek = —a, obtenemos que @ Ry lo que es falso, por lo tanto 1 no estéRy De forma anéloga
—1 tampoco esté eR,,.

Seax > 2y supongamos ¢ R}, es decir, que para todec Z, existe urk € Z tal quea+ xk= 0,
asix|a, pero esto no es posible ya gue- 2, lo que es una contradiccion. Por lo tantg € R,
y asiRy =Z—{0,£1}.

Suponga que 2 y 3 estan BYj. Entonces existea,b € Z tal que para tod& € Z se cumple que
a+2keRyyb+3keR,.

En el primer caso tenemos gae= 2m+n conn € {0,1}, entonces tomando= —my asia+
k(—m) = nlo cual es una contradiccion.

En el segundo caso de manera analoga toménddm+n conn € {0,1,2}, entonces tome
k= —my tenemos qué -+ k(—m) = n de nuevo una contradiccion.

Ahora supongamos que para todo 4 se cumple que para todae Z existek € Z tal quea+xk =
0,+1.

Tomea=x+2, ask= =%-2 ok = £1X=2 peroxf —x—2,x{ —x—1yx{ —x—3, entoncek ¢ Z.

Por lo tantox € Ry.

EntonceRj =Z — {0, £1,+2,+3}.
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Ahora veamos por induccion CIIE%D =7—{0,£1,...,+(2' — 1)}, se tiene que paia= 1, R(()l) =
7—{0,£1,...,+(2' - 1)} =z — {0,£1}.

Supongamos que se cumple pafan es decile') =7Z—-{0,+1,...,£(2"-1)}.
CalculemoR{™™.

Queremos ver que sic RS, entoncesc ¢ {0,+1,...,+(2"1 — 1)}. Sabemos qui("™ C
R(()n), entonces basta ver quet {£(2"),...,+(2"1 - 1)}

Supongamos que para cada {£(2"),...,+(2"1 — 1)} existea € Z tal quea+ xk € R(()”) para

todok € Z.

» Six=2", entoncea+2"k ¢ {0,...,+£(2"—-1)}, peroa=2"m+ j conj € {0,...,(2"-1)}

y tomemok = —m, entoncesi+ 2"(—m) = j lo cual es una contradiccion.

» Ahorax=2"+1, asia+ (2"+1)k¢ {0,...,+(2"-1)}, de nuevo tomemas= (2" +1)m+
jeconj<2"+1. Paraj < 2"tomamosk = —mYy seria analogo al inciso anterior. Veamos
gue pasa para= 2" entonces reescribamos
a+(2"+1Dk=(2"+1)m+2"+ (2"+ 1)k =2"(m+1) + m+ 2"k + k,

y tomek=—m—1, entoncesZm+1) + m+2"k+ k=m—m—1= —1y por lo tanto para

x=2"4+1¢RITY,

» Six=2"+2, tomemosaa= (2"+2)m+ j conj < 2"+ 2, cuandoj < 2", k= —n asia+

(2"+2)k=(2"+2)m+ j+ (2"+2)(—m) = j.
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Sij=2"

a+(2"+2)k= (2"+2)m+ 2"+ (2" + 2)k = 2"(m+ 1) + 2m+ 2"k + 2k,

tomandk = —m—1, queda 2(m+ 1) +2m+ 2"k + 2k = 2m—2m—2 = 2.

Peroj = 2"+ 1, tendriamos
a+(2"+2)k=(2"+2)m+2"+1+ (2"+2)k= (2"+ 1)(m+1) + m+ (2" + 1)k +k,
tomanddk = —m—1, queda2"+1)(m+1) + m+ (2"+1)k+ k=m—m—1=—1.

Asi parax = +(21+2) ¢ RI"™Y,

= Vemos que para=2""1 -1, yaltomam= (21— 1)m+ j conj < 2"*! — 1, basta con ver
para el casq = 2", ya que cuandg va aumentando, entonces se al buscaraglropiado, la

suma(2™?! — 1)m+ j 4 (2™ — 1)k va disminuyendo. Entonces

(2" _1)m+2"+ (2" — 1)k = 2"(2m+2k+1) —m—k

tomek = —m—1, entonces¥2m+2k+1) —m—k = —-2"+1y como+(2" — 1) no esta

en Rg) concluimos quex= 21 —1 ¢ RSH).

= Veamos que para> 21 sj existe esa € Z

Tomea = 2", entoncesa+ xk = 21 4 xk y supongamos que para algéna -+ xk =
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21 xk=me {0,+1,...,+(2" 1)}, asi

m— 2n,1

k= ontl _1q ¢ 7

ya que el denominador no dividira nunca a numerador. Ponlo f@arax > 2" € RSH).

Con esto podemos concluir q%) =7Z—{0,+1,...,£(2 - 1)}.

Ahora veamos como es la funcion euclidea correspondierteadena euclideﬁ?g)}ieN,
definida ponRg) =7—{0,41,...,£(2' —1)}. De nuevo usando la caracterizacién dada en

el Teoremal(3.10) tenemos que

or(x) = max{i : xe RV yx ¢ RITY

Supongamos quer(x) = i, veamos cuales cumplen esto. Por definicion seriahn<2|x| <

2+1 es decirx e {£2',+(2 +1),...,£(2+1 - 1)}, entonces

log,(2') < log, || < logy(2t1),

i< log,|x <i+1,

pero la funcion debe ir B, entonces < |log, |n|| <i+1, asi|log,|x|| =i,si 2 <x < 2"+1,

por lo tanto esta es nuestra funcion euclidea.

Ejemplo 3.12. Consideremos el anilléd [i] = {a+ib:a,be Z} y la funciono : Z|i| — Z dada
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poro(a+ib) = a?+b?.
Podemos probar que usando un procedimiento similar al deh@p anterior quéZ|i] es un

dominio euclideo mostrando que la cadena

Ro=2[i] - {0}

Ro=Z[i] —{xe Z[i]: [x* <n—1}

Si calculamos la cadena mas rapida sdbji¢, obtenemos

Po=2[i] - {0}

PV =Z[i]— {xe Z[i] : x| < n}

que corresponde a la funcién euclidga) = |x|2 — 1. Los célculos para mostrar esto, son similares

a los realizados en el ejemplo anterior.

Definicion 3.13.SeaR un anillo conmutativo. Una no uniddcks llamadalivisor lateral deac R
sib dividea+ e, para algure € U (R) U{0}. Sib es un divisor lateral de todne R, diremos que

b es undivisor lateral universal.

Lema 3.14.Sea R un dominio entero. §j 2 R— {0}, entonces los conjuntog i B} pueden ser

expresados como

Po=R-(U(R)U{0}) yRy =R—U,
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donde U es el conjunto de todos los divisores laterales usales.

Demostracién. Veamos qug £ R— (U(R)uU{0}).

Seab € R). Supongamos qub € U(R). Comob € P, por definicion existe um € R tal que
a+bce R para todoc € R, dado queb € U (R), existes € R tal quesb= 1, entonces tomando
c= —sa se tiene qua+b(—sa) =a— (sh)a=a—a=0, lo que es una contradiccion, por lo tanto
b¢ U(R)yasiP)C R—(U(R)U{0}).

Reciprocamente, séa R— (U (R) —{0}) y supongamos que¢ . Luego para cadac Rexiste
ctal quea+bc=0. Altomarc= —sa se tiena+bc=a— (bsja=a(1l—bs) =y comoac R, bs=

1 dado quér es un dominio, lo que es un contradiccion. ConcluyendoRjueR— (U (R) U {0}).
Ahora veamos quejP= Py —U.

Seab € Py y supongamos quie¢ P, —U. Comob € P{/, existea € Rtal que para tode € R se
tiene quea+bc e Fy. Comob € U, entonces parase cumple que | a+-econee U(R)U{0}, es
decir, existek € R tal quebk = a+e. Reemplazanda se tiene(bk—e) +bc=b(k+c) —ec R}
para toda € R. Tomandac = —k, entonce®(k—k) +e= e € Py, lo que es una contradiccion dado
queP)=R— (U(R)u{0}). Por lo tantdb € Py —U.

Reciprocamente, sdac P, —U y supongamos que ¢ Pj. Entonces para todac R, existe un

c € Rtal quea+bc ¢ Pj o equivalentementa+bc e U(R) U{0}, es decira+bc=u,uc U(R)

0 a+bc= 0. Reescribiendbc= u—a o0 bc= —a que por definicion implica quel —ay bju—a
para todoa € Ry asib € U, que contradice el supuestoc P —U. Por lo tantob € P} y en

consecuenciag, = Py—U. O
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Ejemplo 3.15. Usando este ultimo resultado, veamos que el aRitoZ [\/—_5} no es un dominio
euclideo.

Veamos cuales son las unidadesRlieETomemosa+ +/—5b € R, podemos simplificarlo como
a-+iv/Bb, el inverso multiplicativo en el cuerpo de los nimeros cajus es

a_ . veb
a2+5n2 a2+ 5b?’

pero este numero solo pertenecR auandob = 0 y a = +1, asi, las Unicas unidades BReson
+1. Luego, como vimos en el Ejemplo (3l11)2 y +3 son divisores laterales universales de todo
n < Z. Sin embargo, no existe elemeta Rtal que+2k = /-5 0+3k = /-5, entonces ninguno
de estos es un divisor lateral ge-5, lo que implica que no hay divisores laterales universates

Z [v/-5], es decirlJ = 0. Por lo tantdP} = P} y asi
N PR 0.
n=0

Siguiendo del Teorema (3.9) y la Definicign (3.7) cﬁl@\/—S} no es un dominio euclideo.

3.2. Condiciones necesarias para que un cuerpo sea euclideo
Primero veremos unas definiciones y lo que significa que umpowsea euclideo, con el fin

de mostrar algunas condiciones necesarias para que unidamineuclideo.

Definicion 3.16. SeaR un dominio entero. Un elementoc R es llamaddrreducible si dados
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y,z€ Ry x=yz implica quex es unidad ¢/ es unidad.

Definicion 3.17. SeaR un anillo conmutativo. Un elemento no nuppe R— U (R) es llamado

primo sia,b € Ry plabimplica quep|a o p|b.

Definicion 3.18.SeaRun dominio entero. Diremos que Brse cumple laxistencia de factorizacion
(EDF), si para cada € R, la factorizacion dex en elementos irreducibles termina después de un

namero finito de pasos.

Definicion 3.19. SeaR un dominio enteroR es llamadadominio de factorizacién unica(DFU)

Si:
= EnRse cumple la existencia de factorizacion (EDF).

= Sibiby...bhycico...cyrepresentan dos factorizacionessdeR en elementos irreducibles,
entoncesn = ny existe una permutaciog de {1,...,n} tal queb; = uicy; y cadau; € R

es una unidad.

Definicion 3.20. SeaK el cuerpo de fracciones de un dominio entBrdiremos qué € K es

entero si satisface un polinomio monico &jx|, esto es, existene Ny ap,a,...,a, € Rtal que

t"+an t" 4+ 4+ag=0.

Diremos queR es integralmente cerrado si no hay elementos ed — R (K es el cuerpo de

fracciones ddR) que sean enteros soliRe
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Definicion 3.21. Un dominio enterdr, es llamaddNoetherianosi cumple la condicién de cadena
ascendente de ideales, es decir si

L C1,C...

es una cadena ascendente de ideald® datonces existe € Z* tal quel, = |; para todd > n.

Lema 3.22.Un anillo R es Noetheriano si y solo si se cumple la existetieifactorizacion (EDF)

enR.

Demostracién.Supongamos que no se cumple la existencia de factorizg€@R)(enR, es decir,

existe un element® € Ry una sucesion de factorizaciones

X=Y1X1 =Y1y2Xo = ...

dex, lo que nos da una sucesion infinita ascendente

() C(xa) S )<

de distintos ideales principales y por lo taRao es Noetheriano.
Reciprocamente si

(a1) € (ag) C(ag) C ...

es una sucesion ascendente infinita, entonces paraebdenerador dég; 1) divide al generador

de(a), por lo que existe; € Rpara cadd, tal quea; = bja; 1, s decir, obtenemos una factorizacion
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no terminal,

a = blaz = blbzak; =...

Es decir no se tiene la existencia de factorizacioRen O

Proposicion 3.23.Sea R un dominio entero en el cual se tiene la existencia tiarfzacion (EDF),

entonces cada elementaeR primo es irreducible.

Demostracion.Suponga que € Res primo y quep|a para algura € R. Como erR se cumple la
EDF, escribimos

a==~_C...C

como un producto de elementos irreducibles. Entoncesegxisinde 1< i <k, tal quep|c;. Asi
¢ = yppara algury € R, y comog; es irreducibley o p debe ser una unidad, conpaes primo,y

es unidad, y agp es irreducible. O

Proposicion 3.24.Sea R un dominio de ideales principales (DIP) y sea | un idedRdentonces

| es maximal siy solo si+ (p), donde p irreducible.

Demostracién.Ver Capitulo 0 de Roman (2005). O

Lema 3.25. Sea R un dominio entero en el cual se tiene la existencia derizacion (EDF),

entonces R es in DFU si y solo si cada elemento irreducibleiasop

Demostraciéon.Supongamos qui es un DFU y que € R es un elemento irreducible que no es

primo. Entonces existem b € Rtal quep|ab, perop{ay p{b. Entonceg esta en la factorizacion
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deab, pero no en la factorizacién deo deb, lo que es una contradiccion.

En el otro sentido, supongamos que cada elemento irreduestprimo, pero quie no es un DFU.
Entonces existec Rtal quep1p2. .. px Y 9102 . - - g, Son factorizaciones distintas den elementos
irreducibles. Supongamos gked ny quep; # ug; para todo X j <ny ue U(R). Entonces por
definicion de primojs|q; para algun X i < n, pero dado que; es irreducible, debe cumplirse

queup; = @ para alguru € U(R), lo que es una contradiccion. O

Note que para verificar que un DIP es un DFU, necesitamos anagte la factorizacion en
elementos irreducibles es Unica, salvo por unidades, quiegmoa [3.27) es equivalente a mostrar

gue cada elemento irreducible es primo y se tiene la EDR en

Proposicion 3.26.Sea R un DIP, entonces cada elemento irreducible de R es primo

Demostracion.Suponga que € R es irreducible yp|ab paraa,b € R. Luego(p) es un ideal
maximal. Consideremd®,a) 2 (p) y (p,b) 2 (p).

Si (p,a) = (p), entoncega) C (p), asiplay se tiene la conclusi6é. Analogo §p,b) = (p).
Dado que(p) es maximal, la Unica posibilidad es gz a) = (p,b) = (1) = R. Entonces existen
X,¥,V,w € Rtal que

1=xp+ya

1=vp+wb,
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multiplicando las dos expresiones tenemos
1 = xvp? + (xwb+ vya) p+wyab

Ademas, dado que|ab, entonces la parte derecha de la igualdad es divisibleppgero la
izquierda no, lo que es una contradiccion. O

Lema 3.27.Sea R un DFU, entonces R es integralmente cerrado.

Demostracién.SeaR un DFU y se&K su cuerpo de fracciones. Rino es integralmente cerrado,

entonces existe unc K — Rtal quet es solucion de un polinomio monico irreducible
X +ag_1x' "+ ax+ag,

escribiendd = ', conm,n € R— {0} y mcdm,n) =1,

multiplicando pom? y reorganizando términos

d—1

= agqm d-1

n+---+amf14+and=n <adf1m +- -~+almffj*2+aondfl> :

por lo tanton|m?, lo que contradice que mgdm) =1yte K—R. O
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Teorema 3.28.Diremos que K es unuerpo nimericosi es una extension finita d@. Sea R un

dominio entero, entonces:

1. SiR es un domino euclideo, entonces R es un DIP.

2. SiR es un DIP, entonces R es un DFU.

3. Sea R un subanillo de un cuerpo numérico algebraico K quenag es un dominio de

factorizacion Unica. Entonces R es integralmente cerrado.

Demostracién. 1. SeaR un domino euclideo, con funcion euclidegy seal C Run ideal. Si
| = {0}, es claro que es principal, entonces supongamos gug}. Consideres= {0 (i) :
i €1}. ComoSes un subconjunto d§, tiene un elemento minimm y escojaj € | tal que
o(j) =m. Seaa € | y usemos qu® es un dominio euclideo para escrifit= qj+r. Dado
quea,j €1, entoncea—qj=r €1 ycomoo(j) es el minimoo(r) < o(j) isimposible,

entonces = 0y por lo tantoa= qj. Asil = (j) y Res un DIP.

2. Por Lemal(3.23) es suficiente mostrar §ues Noetheriano. Sea

(al) - (az) c...

una sucesion ascendente infinita de ideales principalee@ws ver qué = [Jicn(ai) es
un ideal. Para esto, tomemog/ € | yr € R, entonces existe € N tal queu,v € (a,). Dado
que(an) es un idealy+Vv,ru estén era,) y por lo tanto erl.

Dado queRes un DIP, existe un € Rtal quel = (b), entonces existe € N tal queb € (am).
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Por lo tanto para cadac N se tiene que

(b) € (am) € (am1) €+ C (@Bm+k) €+ C 1= (b),

esto muestra qu@) = (am) = (am:k) para toddk, asi vemos que se cumple la EDFRg

concluimos qué&R es un DFU.

3. Para esta prueba se usa solamente el Lemd (3.27) y res{#jadkl Teoremal(3.28). Note
gue el anillo de los enterigy es el menor subanillo que es integralmente cerradg, deste
es el menor de los posibles dominios euclideos, es deca, sitthnilloR deK que es un

dominio euclideo debe conteneRg

O

De esta manera, por el resultado (3.28), las condicione&sagas, para que un anisea

un dominio euclideo se pueden resumir de la siguiente manera

R es dominio euclidee> R es DIP=- Res DFU=- R es integrralemnte cerrado.

También existe un resultado, que nos dice especificamerdegpe valores de, Z[{n] es un
DIP. Este resultado fue mostrado por los matematicos estédknses. Myron Masley Hugh L.

Montgomeryen 1974, ver Montgomery and Masley (1976).

Teorema 3.29.(Masley y Montgomery) Hay precisamente 30 valores desai2n mod 4para los
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cualesZ[{n] es un DIP. Estos son:

n

= 1,3,4,5,7,8,9,11,12,131516,17,19,20,21, 24,25,27,28,32, 33, 35,

36,40, 44, 45, 48,60, 84.

3.3. Condiciones suficientes para que un cuerpo sea euclideo

65

Finalizamos este capitulo mostrando cuando un dominio@#leo de forma sencilla, sin

tener la dificultad vista con las cadenas euclideas.

En la tabla podemos ver para que valores,d&[{,| es un domino euclideo.

n | @(n) | Fecha de la primer pruehaNombre del mateméticg

1 1 300 Euclides

4 2 1801 Gauss

5 4 1844 Kummer

7 6 1844 Kummer

3 2 1847 Wantzel

9 6 1847 Cauchy

15| 8 1847 Cauchy

8 4 1850 Eisenstein

12| 4 1850 Eisenstein

200 8 1975 H. W. Lenstra

11| 10 1975 H. W. Lenstra

16| 8 1977 T. Ojala

24| 8 1978 H. W. Lenstra

13| 12 1988 McKenzie
Tabla 1

Tomado de Akhtar (1995)

Definicion 3.30. Diremos queK es uncuerpo numericosi es una extension finita dg
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SiK es un cuerpo numerico definimos

Hom(K,C) :={1:K — C: ¢ es un homomorfismo de cuergos

Seax € K y defina suraza

Tre®= § 1)
teHom(K,C)

Yy sunorma

Neo = [T 109
TeHom(K,C)

Observe que para las extensiones de G#gi3,

Hom(K,C) = Gal(K,Q),

esto ultimo se puede ver en el CapitMlale Grillet (2007).

SeaR el anillo de los enteros algebraicos knSiendo un subanillo de un cuerg®ges un

dominio entero (también se puede referR aomo anillo numérico).

Definicion 3.31. SeaR el anillo numérico de un cuerpo numériko Diremos quer es euclideo
para la norma euclideo normadosi para toda € Ry b € R— {0} existeng,r € Runicos, tal que
a=bg+ryN(r) <N(b), dondeN denota el valor absoluto de la norma del cuedpag. En este

caso, diremos que el cuerpoes euclideo.

De lo anterior se sigue que:
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Proposicion 3.32.Si R es euclideo normado, entonces R es un dominio euclideo.
Demostracién.Basta con tomaX como funcion euclidea. O

Teorema 3.33.Sea R el anillo numérico de un cuerpo numérico K. Entonces Buekdeo

normado si y solo si para cadag/K existe xc R tal que Ny —x) < 1.

Demostracion.Supongamos quR es un euclideo normado, entonces dpadd<, escribay = a/b,
dondea,b € Ry b # 0. ComoR es euclideo normado, entonces exisjanc Rtal quea = bq+r
y N(r) < N(b).

Dividiendo la ecuacion pds nos quedy = a/b=q+r/by escojamos a =g € R, asi:

En otro sentido, supongamos que para cadaK existex € R tal queN(y — X) < 1, entonces

tomandoa € Ry b € R— {0}, escojag € Rtal queN (%‘ — q) < 1, llamanda = a— bg, tenemos:

N(r) = N(a—bg) = N (b(g—q)) — N(b)N (g—q> < N(b).

Ejemplo 3.34. Los anillosZ [{,] son dominios euclideos pana= 1,4, 3,8.

Para este resultado nos basaremos en el Teorema (3.38nd@ciso de desigualdades, lo

cual resulta mas sencillo que encontrar una cadena euclidea
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1. n=1,¢(n) =1.

La prueba de Gauss para este caso se hizo usando el mismmmétadso anterior.

Para este casé = Q y R=Zy la normaNg o (X) = [X que en este caso, coincide con el
valor absoluto.

Entonces tomemasc Zy be Z— {0} y seaqg= |a/b| y r = a—bq, basta ver qué| < |b|.
Por definicionja/b— |a/b| | < 1, multiplicando pottb| nos quedda—b|a/b] | < |b|, pero

la—bla/b]| = |a—bq = |r|, asi hemos mostrado qiré < |b].

2.n=4,¢(n)=2.

Entonces para este cao= Q(i), R= Z[i] y la norma esN(a+ bi) = a® + b?. Esta prueba
consiste en tomar un= a+ib y encontrar urZ = @ +ib’ tal queN(a+bi—a —ib’) < 1.
Entonces tomemas = |[a+1/2] y de igual maneré’ = |b+1/2]. Asija—d|y |b—b/|

no seran mayores que¢d. Ademas,

N (a+ib— (& +ib')) =N ((a—a)+i(b—b')) = (a—&)?*+ (b—b)?

< (1/2)%+(1/2?=1/2< 1.

3. n=3,¢9(n)=2.

TenemoK = Q({3) y R= Z|[{3], también llamadentero de Eisensteitionde su norma es
N(a+ {3b) = a®> — ab+b?, este caso es analogo al anterior.

Dadoz= a+ bz € Q({3), dondea,b € Q y escogemos! = |[a+1/2] y b' = |b+1/2],
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entonces

N (a+bls— (& + b)) = (a—&)2— (a— &) (b—b) + (b— /)2

<la—dP+|a—d|b—b|+|b—b|?<(1/2)2+(1/2)(1/2)+(1/2)>=3/4 < 1.

4. n=8, ¢(n)=4.

Primero recordemos las siguientes inclusiones

Q C Q(da) CQ(Ls),

y definamos, para € Q({g) la norma relativa

Ng/4 = |_| T(X).
reGal(Q({s)/Q(<a))
AsiNg = Ng-Ng 4. DadoT = to+t1{g +t20g + 33 +talg € Q({s), tomeS=sp+s1{g +
248 + 33 + 54§ € 7Z({s) tal que para todo & i < 3, |§ —tj| < 1/2 y denotemosy =
|s —tj| con 0< i < 3, para facilitar la notacion.

Observe que

Ng/4(S—T) = (a0 +a1ls + 24§ +a3l§) (a0 + a1lg + ax g’ + aslg>).
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Usando la relacic’)lzj’g‘-l— 1 =0, podemos reescribir

Ng/4(S—T) = (ao+a1le + 824§ +a3l§) (80— arls + axl§ — asly),
y simplificando tenemos
(a8 + 2a1a3 — a3) + (a3 + 2803y — @),
asi,

Na(S—T) = Ny(¢,)/0((85+ 28183 — a3) + (85 + 2a0a2 — &)i),

lo que se reduce a

(a§+a5)>+ (af +a3)° + danag(ag — a5) + 4agay (a5 — &)

Dado queg; < 1/2para0<i <3, entonceaiz,alag,aoaz <1/4para<i<3, comoa% —
a3 = (ap—ap)(ap+az) Y (ao—az), (Ao +ap) < 1/2, entonces? — a3 < 1/4y al multiplicar
por 43,33 < 1 se tiene queahag(a3 — a3) < 1/4, analogo paraahay(a? — a3).

Asi todos los 4 términos deg(S— T) estan entre 0 y M y por lo tantoNg(S—T) <1, lo

que concluye qué(g) es un dominio euclideo.

4. Cuerpos de funciones algebraicas

En esta seccidn final veremos unos fundamentos en la teortéaedpos de funciones
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algebraicas y aplicaciones, donde introduciremos definégs basicas y resultados con el fin de
tener las herramientas necesarias para poder construgrglaciclotomico de funciones. Tomamos
las definiciones y resultadoslde Stichtenoth (2009) y pavalies el cuerpo de funciones ciclotomico
se estudi6 Salvadar (2006).

En este capitulo usaremKgpara denotar un cuerpo arbitrario, a menos de que se digati@ado.
4.1. Lugares

Definicion 4.1.Un cuerpo de funciones algebraicaB /K de una variable sobk es una extension
de cuerpo$ DO K, tal queF es una extension algebraica finitaklex) para algan elementoc F

gue es trascendente solbte

Definamos el conjunto

K = {ze F : zalgebraico sobrk},

gue es un subcuerpo #e dado que sumas, productos e inversion de elementos algEbsnn
también son algebraicoK. es llamado el cuerpo de constantes g .
AsiK C K C F. En efecto podemos verificar qB¢K también es un cuerpo de funciones algebraicas.

Ver Capitulo 2 de Roman (2005).

Ejemplo 4.2. Un ejemplo simple de cuerpos de funciones algebraicas,@segbo de funciones

racionalesF /K es llamado racional $t = K(x), para algurx trascendente sobke.
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En este caso, cadac F — {0} tiene representacion unica en la forma

z:a|_| pi (X)",

dondea € K — {0}, cadapj(x) es un polinomio monico irreduciblery € Z.

Ver Capitulo 1 de Stichtenoth (2009).

Definicion 4.3. Un anillo de valuaciénde un cuerpo de funciones racionale& es un anillo

¢ C F con las siguientes propiedades.
1. KCOCF.
2. Size F, entoncege 6oz 1e 0.

Esta definicion es motivada por la siguiente observacion del cuerpo de funciones

racionaleX (x)

Ejemplo 4.4. Dado un polinomio ménico irreducibleg(x) € K [x], considere el conjunto

N

Or = { g 10,000 € KIXL P09 100} (15)

Es facil ver quedp es un anillo de valuacion de(x)(K). En efecto, paray, es claro que
K & Oy © K(x). Si tomamosid € K (x), tendremos quéi! si p(x)|g(x), entonce(x) { f (),
Si % ¢ Oprx)» entoncegy(x)/ f(X) € Opy)-

Note que sij(x) es otro polinomio monico irreducible, entone@g,) # Oy y)-
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Teorema 4.5.Sead un anillo de valuacion del cuerpo de funciones algebraic@& fy sea P=

0 —U(0), entonces:
1. ¢ es un anillo local, es deciyy tiene un Unico ideal maximal P.
2. Para cadax F — {0}, se tiene que k P siy solosix! ¢ 0.
3. KC oyKnP={0}.

Demostracion.

1. Afirmamos qué® es un ideal de&.
Seanx,y € P,six=00y =0, es claro que+Yy € P. Supongamos que= 0 # y, como
§ € F, por la definicion de anillo de valuacion tenemos guaﬁ 0 ¥ € ¢, supongamos que

§ € 0ycomole K C 0, asi§ +1 e ¢ como afirmamos que es ideal, asi

X+y= (;—(/+1)ye P.

Sixe Pyye 0, entoncex,y € ¢ y como es un anillo entoncesy € ¢, ademasy ¢

U (7)), ya que si por el contrarigy € &, entoncegxy)w = 1 para algurw € ¢, con lo cual
x €U (0), lo que es una contradiccion, en consecuergia Py asiP es un ideal d&.

P es maximal e, ya que si es unideal d& tal que siP C | C &'y tomemox € | fijo, si

x es unidad, entoncesAxx ! € | y asil = &, si por el contrariok no es unidad, entonces
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x € Py porlo tantol C Py comoP C 1, se tiene qué=P.

Para ver que tiene un anico ideal maximal Ver Capitude  Atiyah (2020).

2. Seax € F — {0}, entoncex € P si y solo six ¢ U (&) y esto se tiene siy solo sot € 7,

gue es cierto por la definicion de anillo de valuacion.

3. Seaze K, siz=0 es claro que € ¢. Supongamos que# 0y z¢ ¢. Comod es un anillo
de valuacion, entonces?! € ¢'y puesto qug ! es algebraico sobi€, existep(x) € K [x] tal
quep (z_l) = 0. Sin perdida de generalidad podemos suponempgxe—= z{zoa;xi, donde
ag # 0, caso contrario tendriam@$x) = xq(x), conq(z 1) =0yas # 0.

Entonces dividiend@(x) entreag, nos qued#(x) = 1+ 5!_, bix' conb; = 2 Y Si bz =
—1. Porlo tante ! (3 biz'*1) = —1, es deciz= — (3} biz ") e K[z71] C 4, lo cual
contradice la suposicién quet . En consecuenciac ¢. Ahora veamos qu& NP = {0}.
Supongamos lo contrario, es decir, ggaK UP conz # 0. Comoz € K, entonces(z) =
5! oaZ =0, para algarp(x) € K[x] y dondeag = 1. Luegoz(anz"+---+a3) = —1, en

consecuenciaes una unidad, es ded¥ P, lo que es contradictorio.

Veamos un lema que usaremos en la prueba de un resultadagroste

Lema 4.6. Sead un anillo de valuacion del cuerpo de funcionesks P su Unico ideal maximal

yxe P—{0}.Six,...,X, € P, son tales quepx=xy % € xj+1P parai=1,...,n— 1. entonces

n<[F:K(X)] < .
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Demostracion.Comox e P—{0} y PNK = {0}, entoncex ¢ K, en consecuenciees trascendente
sobreK y tenemos quéF : K(X)] < . Para completar la prueba es suficiente mostraxkgue. , X,

son linealmente independientes solr). Supongamos que existe una combinacion lineal no
trivial 31, ¢i(X)x = 0 congi(x) € K(x). Supongamos que todos l¢gx) son polinomios exy
quex no los divide a todos log;(x) (si los divide para todg, se factoriza la mayor potencia ge
que divida agi(x) y quedan como queremos). Tome= ¢;(0), el termino constante dg&(x), y

definaj € {1,...,n} con la condicion d@; # 0 peroa; = 0 para toda > j, obtenemos

—0j(X)Xj = ; ¢i (X)xi, (16)
iZ]

congi(x) € O parai = 1,...,n (dadox = x; € P), X; € xjP parai < j y ¢i(x) = xgi(x) parai > j,

dondeg;(x) es un polinomio ex. Dividiendo la ecuaciori (16) pos obtenemos

0= BT+ T G

i<] X

Es claro que todos los sumandos de la derecha pertendgroalo tantog; < P. Por otro lado,
¢j(X) = aj+xgj(x) congi(x) e K[x] C Oy xe P, asi queaj = ¢ (x) —xgj(x) € PNK, peroa; # 0,

lo que contradice el inciso 3 del Teorerha [4.5) O

Teorema 4.7.Sea¢ un anillo de valuacion del cuerpo de funcionegkFy P su Unico ideal

maximal, entonces:

1. P es principal.
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2. Si P=t0, entonces cadaz F — {0} tiene representacion Unica en la forma=z"u, para

alginne ZyueU(0).

3. 0 es un dominio de ideales principales. ;as precisamente~st® e | C ¢ es un ideal no

nulo ded, entonces k t"¢ para algin ne N.
Demostracion.

1. Supongamos queno es principal y sea€ P— {0}. Dado queP no es principal, entonces
P # x10, dondex = x;. En consecuencia, existee P—x,0. Es claro queqlxz ¢ 0, caso
contrario,x;1x2 =W e 0, luegoxy = x3w € 0, lo que contradice la eleccion dge. Como
X, % ¢ O, por el Teoremd(415), tenemos quehx; = (x; %)~ € Py asix; € xoP.

Ahora comoP no es principal tenemos que+# x2¢&. Argumentando en la misma forma
existexo con x; € xgsP. Mas aun, razonando de forma inductiva obtenemos una sacesi

infinita X1, Xz, ... tal que para todoc N, x; € x;1P, lo cual contradice el lema anterior.

2. Supongamos quec &, size U(0), entoncez = t°uconu € U (&), con lo cual se tiene la
representacion. Ahora si£ U (), entonces existe um > 1 méximo tal que € t™¢, dado

gue la longitud de la secuencia:

— tm—l

m-1
)(1227)(2:t » X3 7"'7Xm:t7

es acotada por el lema anterior. Escribiezdet™u conu € &, entoncess debe ser una

unidad de/.
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3. Sea{0} #1 C ¢ es un ideal. El conjuntd = {r ¢ N :t" € |} es no vacio (si ¢ x € I,
entoncex =t"uconu e ¢y por lo tantat” = xu™! € I). Sean = min(A). Afirmaremos que
| =t"¢. Lainclusionl D t"¢ es trivial, dado qué” € |. Por otro lado, sea£8 y € |. Luego

y=twconweU(0)ys>0.Asit>c | ys>n,yde esto concluimos qye=t"t> "wet"o.
[

Definicion 4.8. Un anillo con las propiedades del Teoreimnal(4.7) es llamadio ae valuacion

discreta
Definicién 4.9.

1. Unlugar P de un cuerpo de funciones algebrai¢asK es el ideal maximal de algun
anillo de valuaciorny’ de F/K. Ademéas cada elementce P tal queP =t& es llamado

ununiformizante deP.
2. El conjunto de todos los lugares @¢K es denotado pdfr = {P: P es un lugar d& /K}.

Ejemplo 4.10. Considere el anillo de valuaciafi,, definido en el Ejempld (414), el lug#, )

dado por

Pox) = {% F1(%),9(x) € KX, p(x)| F(x), p(X) TQ(X)}

g

En efecto, primero veamos g no tiene unidades. §i(x) 1 f(x) y p(x) 1 g(x), entonces:%

y 9(x)/ f(x) son unidad y estan efi, ), por lo tanto sip(x)|f (x), % no es unidad, as?y ) es

ideal maximal.
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Si ¢ es un anillo de valuacion de/K y P es el ideal maximal, entoncésesta determinado
de forma Gnica poP, dada pow = {zc F : z71 ¢ P}.

Denotaremos pofp el anillo de valuacion del luga?.

Definicion 4.11. Unavaluacion discretadeF /K es una funciéw: F — Z U {«} que cumple las

siguientes propiedades:
1. v(X) = 0 siy solo six = 0.
2. v(xy) = v(X) +Vv(y), para todoc,y € F.
3. v(x+y) > min{v(x),v(y)} para todok,y € F.
4. Existeze F tal quev(z) = 1.
5. v(a) =0 paratoda € K — {0}.

En este contexto, el simbolesatisface:

04+ N=o00Yyoo>n, paratodm e Z.

Definicion 4.12. A cada lugalP € Pr le asociamos una funciéon

Vp:F — ZU{co}

gue es una valuacion discreta en la siguiente forma:

Sit es un uniformizante local de, entonces cadac F — {0} tiene representacion Unica en la
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formaz=1t"u, donden € Z y u € U (0p), definimos

Vo(2) = Ny Vp(0) = o,

Teorema 4.13.Sea F/K un cuerpo de funciones.

1. Para un lugar Pe Pg, la funcién w definida en[(4.12) es una valuacién discreta déKF;

ademas:

Op={z€F :vp(z) >0},
U(0p) ={z€F :vp(z) =0},

P={zeF :vp(z) >0}.

2. Cada xe F es un uniformizante local de P siy solo six) = 1.

3. Reciprocamente, supongamos que Vv es una valuaciontdiser&/K, entonces el conjunto
P={zeF:v(z) >0} esunlugarde FKy 0p = {z€ F : vp(z) > 0} es su correspondiente

anillo de valuacion.
4. Cada anillo de valuacio@ es un subanillo maximal propio de F.

Demostracion.

1. De la definicion dep es claro quep(X) = o siy solo six= 0.

Six=00y=0, es claro quep(xy) = © = vp(X) + Vp(y). Six # 0 #y, entoncex = t"u,
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y=1t"w, donden,me Z y u,w € U (p). Ahoraxy = t™ "uw, entoncep(xy) = m+n=
Vp(X) 4 Ve(y).

Six=00y=0, es claro quep(x+Yy) > min{vp(X),vp(y)}.

Si x # 0 #y, tomamosx = t"u, y = t™w, como se tomé anteriormente. Supongamos que
n<m< . Tenemos

x+y=t"(u+t""w) =t"z,

siz=0, entoncesp(X+Y) = vp(0) = o > min{vp(X),Vp(y)}. Siz+# 0, tenemos que=t=q,

conse€ ZyqeU(Op), ademas> 0y queze Op.

Vp(X+Y) = Vp(t"2) = vp(t57"'q) = N+s> n= min{m,n}.

Comot = t'1, donde 1€ U (&p), entoncesp(t) = 1. Siac K — {0}, entoncemc U(0) y
comoa = t%, por lo tantovp(a) = 0. Asivp es una valuacion discreta.

Veamos quéJ (0p) = {z€ F : vp(2) = 0}. Seaz € F, entoncez € U (0p) siy solo siz=1%z
Siy solo sivp(z) = 0.

Probemos qu® = {z€ F : vp(2) > 0}. Size P =r0p, entoncez = tx;, dondex; € Op.
Six; € U(Op), entoncesp(z) =1 > 0. Sixy ¢ U(0p), entoncesy € 0p—U(0Op) = P, asi
X1 = tXp, Xo € Op, entoncex = t2x, repitiendo el mismo proceso paxa Después de un
namero finito de pasos llegaremog & t"x,, dondex, € U(&p), n € N, entonces/p(z) =
n> 0.

Ver 0p ={z€ F :vp(z) > 0} es claro, dado quép =U (Op) UP.
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2. Six € F es un uniformizante local d@, entonce$® = x0p y comox = x-1 = 1-x%, donde
1eU(0p), entoncesp(x) = 1.
Reciprocamente Supongamos gHéx) = 1y veamos qu® = x0p. Seat tal queP =t0p,
comovp(X) = 1, entonces = tu, dondeu € U (0p).

Siz e P, entonces

z = t"wweU(0p),

u—"w) € XOp.

Entonced C x0p.
Siy € x0p, entoncey = xa, cona € Op. Luegoy = (tu)a=t(ua) € tOp = P, asixdp C P,

gue es lo que queriamos probar.

3. Seav una valuacion discreta de/K y consideremos los conjuntos

P={zcF:v(2)>0}yOp={zeF:v(z) >0}

Entonces/p un anillo de valuacion dE /K. En efecto, com@p C F, es suficiente mostrar
Op es un subanillo dE. Six,y € Op, entonces(x) > 0y v(y) > 0y v(xy) = V(X) +Vv(y) > 0.
Luegoxy € Op. Comov(x+Yy) > min{v(x),v(y)} > 0, entonceg+Yy € Op. Ahora, para todo

acK—-{0},v(a) =0>0yV(0) =0y asiK C 0p, existet € F tal quev(t) =1> 0 asi
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t € Op—K, asiop C K. Seaz € F tal quez ¢ Op, entonces/(z) < 0y v(z 1) > 0y asi
z 1 e 0p, es decitdp es un anillo de valuacion.

P={zeF :v(z) >0} es un ideal de&/p. En efecto, seam,y € P, entonces/(x) >0y
v(y) > 0, por lo tantov(xy) > 0 y v(x+Yy) > 0, ademas tenemos qué-Xx) = v(x) > 0, es
decir—x e P. Sixe Py r € 0p, entonce¥(rx) = v(r) +v(x) > 0.

Falta ver qué® es ideal maximal d&p, para esto es suficiente mostrar ue 0p —U (Op),
lo que es equivalente a probar duédp) = {z€ Op : v(z) = 0}.

Size U(0p), entonces existes € Op tal quezw= 1y tenemos que & v(1) = v(zw) =
V(z) +v(w), despejand®(z) = —v(w) <0y comov(w) <0yw e Op, entonces(z) = 0.
Reciprocamente, gic 0py v(z) = 0, entonceg # 0. Luego existeg € F tal quexy= 1, asi

v(xy) = 0=V(X) +V(y), por lo tantov(y) =0y y € Op es deciix,y € U(0p).

4. Sean?¢ un anillo de valuacion dé& /K, P su ideal maximal wp la valuacion discreta
asociada &. Considere € F — {0}, Comoze F y ¢ C F, entonces’ [7] C F. Teniendo
quez¢ O, se tiene quep(z) < 0, asi que para cadec Z* y asivp(z ¥) = kw(z 1) > 0.
Ahoravp(yz ¥) = vp(y) +Vp(z ¥) > 0 paray € F fijo y k lo suficientemente grande tenemos
quekwe(yz 1) > 0, es deciryz k€ P C @, por lo tantoy = wZ € ¢ [7 y asiF = ¢ [ para
todoze F - 0.

SeaA un subanillo dé- tal que&d’ C A C F. Entonces existec A— 0 ycomoze F -0y

AlXx] =A. LuegoF = 0 [x CAX CF[x =F, esdeciiA=F.
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El resultado anterior nos muestra que lugares, anillos eei@n y valuaciones discretas

de un cuerpo de funciones algebraicas son esencialmemésias cosa.

Definicion 4.14. SeaP € Pk.

1. Definimos etuerpo de clases residuales := 0p /P deP. Simplificaremos la notacion de
la siguiente forma(P) := x+ P parax € Op.

La aplicacion

F— FpU {0},

X(P) six € Op,
X >

0 SiX ¢ Op,

deF enFpU{} se llamaaplicacion de clases residualege P.

2. gradP) = [Fp : K] se llama el grado del lug#, el cual siempre es finito.

Definicion 4.15.Seaz€ F y P € Pk.

1. Decimos qué es uncerodezsivp(z) > 0.

2. Decimos qué es unpolo dezsivp(z) < 0.

Sivp(z) = m> 0 (vp(z) = —m < 0), diremos queP es un cero (o un polo) dede ordenm,

respectivamente.



SOBRE DOMINIOS EUCLIDEOS Y CUERPOS CICLOTOMICOS 84

4.2. Cuerpos de funciones racionales

Como dice el titulo, nos enfocaremos en los cuerpos de fonasicacionales, es decir, el
casoF = K(x), dondex es trascendente solifg esto se hara con el fin de entender las definiciones
dadas anteriormente. Presentamos a continuacion un @eompireto y simple. En el se presentan

de manera precisa los conceptos de valuaciones, lugatesp&os.

Ejemplo 4.16. Dado un polinomio monico e irreduciblgx) € K [x], consideremos el anillo de

valuacion

Opx) = {% :1(x),9(x) € K[x], p(x) Tg(X)}, (17)

deK(x)/K con ideal maximal

Po) = {% F1(3,9() € KX, p(x) [ (), p(x) 1 Q(X)}- (18)

N

En el caso particular cuangnx) sea lineal, es decip(x) = x— o cona € K, se escribira
Py =PRqg € PK(X)'

Este anillo y su lugar ya fueron mostrados anteriorment® éfjdmplos[(4.4) y[(4.10). Hay otro

anillo de valuacién d&(x) /K, definido

O = {m - 1(x),000 € K [ grad £ (x)) < grao(g(x))}, (19)
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y su ideal maximal

N

P = {% - 1(x),9() € K [ .grad £ (x)) < grao(g(x»}. (20)

Parad, es claro qu& C 0, C K(x), si se tiene que paé’% € K(x) que gradf(x)) > grad g(x)),
entonce% Si pertenece @, por lo tantod, es un anillo de valuacion.

. . X) i X)
Veamos qué, no tiene unidades, % con gradf(x)) < gradg(x)), entonces el invers %) no

esta erPs, por lo tanto yP, es ideal maximal.
Teorema 4.17.Sea F= K(x) el cuerpo de funciones racionales.

1. SeaP=Py) € Py €l lugar definido en la ecuacion (18), dondexpe K [x] es un polinomio
irreducible y monico. Entonces(y es un elemento primo para P, y su correspondiente
valuacién y puede ser descrita de la siguiente manera:

Si ze K(x) — {0} es escrito de la formaz p(x)" <%) con ne Z, con f(x),g(x) € K[x],
p(x) 1 f(X)y p(x) 1 g(x), entonces z) = n. El cuerpo de clases residuale$¥p = Op/P

es isomorfo a Kx] /(p(x)) y el isomorfismo esta dado por

KX /(p(x)) = K(x)p,

f(x) — f(X)(P).

En consecuencigrad P) = grad p(x)).

2. En el caso especifico dondéxp= x—a cona € K, el grado de P=P, es uno y la
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aplicacion de clases residuales esta dado por

zZ(P) = z(a) para ze K(x),

donde za) es definido de la siguiente manera:

Escriba z= % € K[x], entonces

3. Sea P=P, el lugar infinito de K x) /K definido en la ecuacion (20), entonggad P.,) = 1.

86

Un elemento primo dePes t=1/x y la valuacion discreta correspondientg esta dada

por

Vo (%) _ gradg(x)) — grad £ (x)),

donde 1x),g(X) € K [x]. La aplicacion de clases residuales correspondientg ad?a definido

por z(P.,) = z(x) para ze K(x), donde Z») se define como:

Si
_ax"+ -+ ag

Z= con &, b 0
mem—f—“‘—f—bo, ah m% 9




SOBRE DOMINIOS EUCLIDEOS Y CUERPOS CICLOTOMICOS 87

entonces )
B osin=m,
°)=40 sin<m,
\ o sin>m

4. K es el cuerpo de constantes dexi/K.
Demostracion.

1. SeaP = Py, p(x) € K[x] irreducible. El ideaPy) C O claramente es generado por
p(x), por lo tantop(x) es un elemento primo pafa Para demostrar la afirmacion sobre el

cuerpo de la clase de residuos consideramos el homomorfisiailtbs

¢ KX — K(x)p,

FO) = ¢(f(x) = F(X)(P).

Asi el kernel dep es el ideal generado p@(x). Ademas¢ es sobreyectiva: Si€ Oy y),
podemos escribz= u(x) /v(X) conu(x),v(x) € K[X] tal quep(x) 1 v(X). Luego exista(x),b(x) €

K [x] cona(x)p(x) + b(x)v(x) = 1, por lo tanto

y z(P) = (b(x)u(x))(P) estd en laimagen de Asi¢ induce unisomorfism@deK [x] /(p(x))
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sobreK (x)p.

2. SedP =P, cona € K. Sif(x) € K[x], entoncegx—a)|(f(x)— f(a)), por lo tantof (x)(P) =
(f(x)—f(a))(P)+ f(a)(P) = f(a). Tomemosz € Op de forma arbitraria, que podemos
reescribirlo coma = % dondef(x),g(x) € K[x] y (x—a) 1 g(x), por lo tantog(x)(P) =

g(a)#0y

3. Veamos que /x es un elemento primo paRa. Claramente tenemos qugxle P. Considere

un elementa = % € P, es decir grafff (x)) < gradg(x)), entonces

S 1xf(x)

TR asi gradxf(x)) < gradg(x)).

Esto prueba que € (1/X) 0, por lo tanto ¥x genera el ideaP., es decir, es un elemento

primo dePs.

4. Escojamos un lugd deK(x)/K de grado uno, por ejempP®= P, cona € K. El cuerpo
de constantek deK (x) esta contenido en el cuerpo de clases residi&les, por lo tanto

KCKCK(xp=K.
O

Teorema 4.18.No existen otros lugares del cuerpo de funciones raciorndles/K distintos de

Pp(x) Yy Ps.
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Demostracion.SeaP un lugar de&K(x) /K. Se tiene dos casos.

Caso 1.Supongamos quee Op, entonceXK [x] C Op y el conjuntol = K [x] NP es un ideal de
K [x], de hecho es un ideal primo y adenhs {0}. Luego existe un polinomio monico irreducible
p(X) € K [x] tal quel =K [x]NP = p(x)K [x]. Cadag(x) € K [x] conp(x) {1 g(X) no esta em, entonces

noestd ey 1/g(x) € Op, de lo que se concluye que

ﬁp(X) :{

Como los anillos de valuacion son subanillos propios maldedeK (x), tenemos quép = Oy ).

510,900 < K 4. P9 +g<x>} C Op.

Q
—~

Caso 2Six¢ Op, entonces * € Opy comoK C Op, por lo tantK [x 1] C Op,x 1 e PNK [x 1]

y PNK [x1] =x1K [x"]. Como en el Caso 1,

fxY o1 -1 17 L a(y-1
shea) 10ch.a00 Y e Kt g ) .

ag+---+ax "

‘bg#0
agX™ N+ 4 apx™
PoX™ N 4.+« + byx"

by # 0} ,
0 .)€ K ) gradu) < gradex)

V(X)

Op

U

— — =~

I
)

Corolario 4.19. Los lugares de Kx) /K de grado uno estan en correspondencia con &}.

Este resultado es inmediato del teorema anterior y que ligossitugares de grado uno de
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K(x)/K sonPy y Py cona € K.
4.3. Cuerpos de funciones ciclotomicos

Primero recordemos unas propiedades de la extef@ids /Q.

Proposicion 4.20.El cuerpoQ({,) es una extension de Galois@edondel, es la raiz n-ésima de
la unidad;[Q(<n) : Q] = ¢@(n) y GallQ(Zn)/Q) es isomorfo al grupo de las unidadeg 8 U (Zp)

deZp.
Demostracion.Ver CapituloV delGrillet (2007). O

Este resultado se usara mas adelante.
SealFq el cuerpo finito corg elementos, dondg= p"y p,n € Z* con p primo. Denotemos por

Rr =Fq[T] el anillo de polinomios con variable sobrelFq y K = Fq(T), el cuerpo de fracciones

deF, es decir, el cuerpo de funciones algebraicas en la variadlEnotemos poK = Fq(T) la
clausura algebraica dé. Un Fq - endomorfismo sobrK es una funciérp : K — K tal que para
cadaa,be Ky a e Fy:

¢(a+b)=¢(a)+o(b)

¢(aa)=ad(a).

Sea

A= Endr,(K) = {¢ :K—K: ¢ unFq - endomorfismo sobri } ,

dondeA esFFg - espacio vectorial.
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Ejemplo 4.21. En particularg € A definido por:

es un homomorfismo conocido coraotomorfismo de Frobenius

¢ es un homomorfismo. En efectorss € K, entonces

¢(rs) = (rs)I=r9s"= ¢ (r)¢(s)

y ¢(r+s) = (s+r)9 como los elementos d€ tienen orderp primo, entoncegs+r)9 = s1+r9,

asig(r+s)=@¢(r)+¢(s), por lo tantop € A.

Ejemplo 4.22. Definimos:

~|
1
~|

Hr

ue pr(u) =Tu,

entoncegur € A.

Seaf(T) € Ry. Definiendo la sustituciolm — ¢ + pr en f, da un elemento d&. Es decir,
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sif(T)=anT"+---+a1T 4 ap, entonces

f(¢+pur)(U) =an(d+pr)"+---+aw(d + pr)(u) +ao(u),

paratodai € K. Es facil ver quey : Rr — Adefinido pory (f(T)) = f(¢ + pr) es un homomorfismo
de anillos y ask es dotado de una estructuraiemaédulo.

Tenemos que

(popr)(u) =¢(Tu) =T,
(Mo @) (u) = pif (u) = T,

por lo tanto

pour =prog,

pero en generap o Ut # Ut o @.

Siue Ky M € Ry se denota:

uM = M(¢ + pr)(u) =Mou.

Note que sid € Fqy ue K, entoncesi” = au.

Ademas, para cadac Ky M,N € Ry, se tiene:

UMHN M N
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MN _ (UM)N.

Lo anterior se relaciona con los cuerpos ciclotomicos coenadica a continuacion:

Z actGa como grupo sobitd (Q) = Q — {0} = C — {0} de la siguiente manera, panac Z*
yueU (@) tenemos quéu = u™: Los cuerpos numéricos ciclotomicos corresponddmu &
U (Q)} = {Z3)2-3, dondeZ, = €7

Con el siguiente diagrama vemos la semejanza entre estpstasly su comportamiento.

K

<l

()
N

K = Fq(T) —— Rr =Fq[T]

En este cas&r = F4[T] actlia sobr& por exponenciacion: Pai € Rr y u € K, tenemos que

: o .M
Mou=uM. Los cuerpos de funciones ciclotdmicas correspondefansK,, = 0}.

Definicién 4.23. SeaM < Ry, definimos

A ={ueK:uM=0}

como el conjunto de ceros @& (polinomio enu), Ay es llamadanddulo de Carlitz-Hayesde

M.

Proposicion 4.24.Para M € Ry, Ay es un R-submédulo dé.
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Demostracion.Ver Capitulo 12 de Salvadar (2006). O

Observaciont.25 ComoRy es un anillo conmutativo, sic Ky N € Ry, tenemos
uM =Mou,

y dado que

M ouN _ (UN)M _ uNM _ (UM>N _ ON —0.

Mas aun:
SobreQ tenemos qué, = {& €U (Q) : "= 1} =Wh =, W', donden= p{*... p%, pa,...,pr

son primos YW\ denota el grupo de lasésimas raices de la unidad, AsiesZ-ciclico.

Se podria pensar que lo mismo ocurre sdbres decir
Av = {ueK:uM =0} = rlAg',
i=

dondeM = [i_; Pio“, Pi,...,P son polinomios irreducibles éRr y Ay esRr-ciclico.

Definicion 4.26.ParaM € Ry — {0} el grupoRt /(M) se llama el grupo de las unidades y definimos

®(M) = U(Rr/(M))].
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Note que

®(M)={NeRr:mcdN,M) =1y gradN) < gradM)}.

Proposicion 4.27.Para N,M € Ry:
1. ®(MN) = d(M)P(N) siy solo simcdM,N) = 1.
2. Si P< Ry es irreducible sobrd, entoncesp(P) = ¥ — 1, donde d= gradP), mas aun,
paranec Z"
(P") = [Rr/(P")|@(P) = o g V",
Demostracion.Ver Capitulo 12 de Salvador (2006). O

Definicion 4.28. SeaM € Ry — {0}, el cuerpo d& (A ) definido como la menor extension He
gue contiene & y Av, 0 equivalentemente, el cuerpo generado al adjunfajla K, es llamado

cuerpo de funciones ciclotémicaleterminado poM sobreK.

Como vimos en la Proposicioh (4]120), tenemos el siguiersigtaedo, que es analogo para

los cuerpos de funciones.
Proposicion 4.29.Propiedades d&(Ay)
1. K(Am)/K es una extension de Galois.

2. El grupo Gy es un subgrupo de (Ry/(M)). En particular K(Am)/K es una extension
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abelianay

[K(Am) : K] < ®(M) = [U(Rr/(M))]

Demostracion.Para simplificar la notacion, denotaremos panodM al residuo que se obtiene

al dividir A por M.

1. Dado qué\y = Ry /(M), que esRr- modulo ciclico generado padr, tenemos que
ART — Ay = {AA:Ae RT},

entoncesK (Aym) = K(A). En efecto, cualquier elemenfoc Ay es de la forma A para
alginAe Rry

& =A(ur +¢)(A) KA {T%A}) =K(A).

Finalmente, dado qu&(/Aw ) es el cuerpo de descomposicion del polinomio sepaFalle=

uM € K [u], se sigue qu& (Ay)/K es una extension de Galois.

2. Dado qu&K(Ayv) =K(A), un element@ € Gy es determinado por su accion sobréAhora
oA es un conjugado d&, entoncess(A) € Ay y 0(A) = AA para algum € Rr. Veamos
gueoA es un generador d&y.

Si & € Aw, entoncesr (&) € Ay, entoncess (&) = AB para algarB € Ry, por lo tanto
& = (0A)B y tenemos quasA es generador ddy y se sigue que m¢é, M) = 1. Asi

AmodM € U(Ry/(M)). Para ver quéA no depende dd, sealA; otro generador déy,
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suponga qué; = AB para algurB € Ry, entonces

oA =0(AB)=0(A)B=2A2B=ABYA= AP

Ahora, sig(A) = A* = A%, tenemos qua”1 = 0, asiA— Ay € (M) y A= A; (mddl).
Defina : Gy — U(Rr/(M)) dado poro — AmoédM, dondegA = AA. Si Psi€ Gy,
tenemos qu’(A) =ABy (Woo)(A) = W(AA) = AAB. Por lo tantod(Wa) = ABmodM =
8(¥)6(o), asif es un homomorfismo de grupos.

Finalmente, sB(0) = 1 médM, tenemos que € Ker@ y A = A1 = A, entonces es el

homomorfismo identidad. Lo que sigue que

Gm CU(Rr/(M))y [Gu| = [K(Am) : K] < JU(Rr/(M))] = ®(M).

Dado queJ (Rr/(M)) es abelianoGy también lo es.
U

Definicion 4.30.SeaSe Ry monico, se define &-polinomio ciclotdmicoo polinomio ciclotomico

respecto aScomo

LIJS(U) = I_l (u_)\SB) )
mcd(B,S)=1
gradB)<grad’S)

dondeAs es un generador d&y.

Se tiene:
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Proposicion 4.31.Para Se€ Rt ménico.
1. Ws(u) € K(Am) [u], mas aurWWs(u) € K [u].

2. SiM N € Rt son polinomios monicos distintos, entonces
mcdWw (u), Wn(u)) = 1.

3. Sea M monico,

M= ] Wn(M).

N|M
N moénico

4. Wy(u) = (uN) ™M™ con N ménico, donde

1 siD=1,
(=1)°* siD=P;---Ps, donde R,P,...,Psson

polinomios monicos irreducibles distintos ef,R

0 otro caso,

y M es un polinomio ménico.
5. SiPc Rr es modnico e irreducible y M P" con ne Z*, entonces

PI"I
u
l-|-’pﬂ (U) =

- upn—l’



SOBRE DOMINIOS EUCLIDEOS Y CUERPOS CICLOTOMICOS 99

por lo tantoWpn(u) € Ry es irreducible.

Demostracion.Ver Capitulo 12 de Salvadar (2006). O

Recordando los Teoremds (2.9),(2.13) y (2.15), vemos gueti una forma similar a los
incisos 34 y 5, esto nos permite ver que se comportan de forma similaiationarlos con la

funcidn u y con algunos resultados ya conocidos en los polinomiostdialicos.
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