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Resumen

TÍTULO: Sobre Dominios Euclídeos y Cuerpos Ciclotómicos*

AUTOR: Johan Sebastián Cortés Villamizar**

PALABRAS CLAVE: Polinomios Ciclotómicos, Dominios Euclídeos, Cadenas Euclídeas, Lugares, Cuerpos de Funciones

Ciclotómicas.

DESCRIPCIÓN:

En este trabajo consiste en estudiar algunos conceptos y resultados de la teoría de anillos y cuerpos. En el primer

capítulo se retoman conceptos y resultados clásicos sobre grupos, anillos, cuerpos y módulos, necesarios para entender

la parte central del trabajo.

En el segundo capítulo se definen las raíces primitivas de la unidad, los polinomios ciclotómicos y se prueban

resultados que nos permiten calcular un polinomio ciclotómico Φn(x) independiente del valor den ∈ Z+, además

se muestran algunos ejemplos donde se usan esos resultados.

En el tercer capítulo se retoma la definición de dominio euclídeo y se introducen nuevos conceptos como conjunto

derivado, cadena euclídea y unos ejemplos donde se hace uso de estos para probar cuando un anillo es un dominio

euclídeo. Se presentan las condiciones necesarias y suficientes para que un anillo sea un dominio euclídeo, llegando a

un resultado importante, basado en desigualdades para mostrar cuando dominio es euclídeo.

En el último capítulo se presentan el cuerpo de funciones algebraicas, lugares y valuaciones, con el objetivo de mostrar

la construcción del cuerpo de funciones ciclotómicos, se exponen algunos resultados mostrados en el capítulo anterior,

vía esta nueva construcción.

* Trabajo de grado

** Facultad de Ciencias. Escuela de Matemáticas, Matemáticas. Director: Arnoldo Rafael Teherán Herrera,
Doctorado en Matemáticas
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Abstract

TITLE: On Euclidean Domains and Cyclotomic Fields*

AUTHOR: Johan Sebastián Cortés Villamizar**

KEYWORDS: Cyclotomic Polynomials, Eucliean Domain, Euclidean Chains, Places, Cyclotomic Function Fields.

DESCRIPTION:

This work consists of studying some concepts and results of the theory of rings and fields. In the first chapter, classical

concepts and results on groups, rings, fields and modules, necessary for the proper understanding on the discussion

following in the next three chapters are taken up.

In the second chapter we introduce the concepts of the primitive roots of unity, cyclotomic polynomials and we prove

results that allow us to compute a cyclotomic polynomialΦn(x) independent of the value ofn ∈ Z+, and we show

some examples where these results are used.

In the third chapter the definition of euclidean domain is taken up again and new concepts are introduced such as

derived set, product subset, euclidean chain and some examples where these concepts are used to prove when a ring is

a euclidean domain. The necessary and sufficient conditionsfor a ring to be a euclidean domain are presented, reaching

an important result, based on inequalities to show when a domain is euclidean.

In the last chapter we present the algebraic functions field,places and valuations, with the objective of showing the

construction of the cyclotomic functions field, we present some results shown in the previous chapter, via this new

construction.

* Bachelor Thesis

** Facultad de Ciencias. Escuela de Matemáticas, Matemáticas. Director: Arnoldo Rafael Teherán Herrera,
Doctorado en Matemáticas.
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Introducción

Las raíces griegas de la palabraciclotomíasignifican “círculo” y “cortar”, es decir, cortar el

círculo unitario en arcos iguales. En este sentido sin∈ Z+ y ζk es unaraíz n−ésima de la unidad

en el cuerpo de los números complejosC; es decir,

ζk = cos

(

2πk
n

)

+ i sin

(

2πk
n

)

,

con, k ∈ Z+ ∪ {0} y k < n, podemos interpretar geométricamente losζk como los vértices del

n−ágono regular inscrito en la circunferencia de radio uno y centro en el origen.

Si mcd(k,n) = 1,ζk es llamada unaraíz n-ésima primitiva de la unidad, por lo tanto si denotamos

porTn ⊆ C, el conjunto de todas estas raíces, entonces el polinomio

Φn(x) = ∏
ζk∈Tn

(x−ζk) ,

es conocido en la literatura comon−ésimo polinomio ciclotómicoy ademásΦn(x) ∈ Z [x] es un

polinomio de gradoϕ (n) , donde como es usualZ denota el anillo de los enteros yϕ la función

de Euler.
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Por ejemplo:

Φ1(x) = x−1,

Φ2(x) = x+1,

Φ3(x) = (x− j)
(

x− j
)

= x2+x+1, dondej =
−1+

√
3i

2
∈ C

Φ4(x) = (x− i)
(

x− i
)

= x2+1.

Se tiene que paran> 1, Φn(x) es irreducible sobreZ y además,

Φn(x) =
xn−1

∏
d∈Dn−{n}

Φd

dondeDn es el conjunto de todos los divisores no negativos den.

Dado que cada raíz primitiva de la unidadζk es entero sobreZ, tenemos queZ [ζk] ⊆ C es un

anillo que llamaremosk−anillo ciclotómico; en este caso es natural preguntarse:

¿Bajo que condicionesZ [ζk] es un dominio euclídeo?.

¿Bajo que condicionesZ [ζk] es euclídeo normado?.

De otro lado, siK es un cuerpo yK(x) es el cuerpo de funciones racionales en la variablex,

podemos hacer una construcción de un cuerpo de funciones ciclotómicas donde apropiadamente

se pueden obtener resultados análogos a los polinomios ciclotómicos dados en el Capítulo 2, vía
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esta construcción, también sobre propiedades del cuerpo defunciones racionales, entre otros.

1. Preliminares

En este capítulo se establecen algunos conceptos y resultados conocidos del álgebra, que

son fundamentales en el desarrollo y comprensión de los capítulos posteriores. Varios de estos

conceptos y resultados preliminares, así como algunos ejemplos aparecen en Apostol (1998),Gallian

(2012),Grillet (2007),Lezama (2020) y Hungerford (2012).

1.1. Preliminares en teoría de números

Definición 1.1. Diremos que entero no nulot es undivisor des si hay un enterou tal ques= tu,

en este caso escribiremost|spara denotar quet divide as.

En caso contrario, diremos quet no divide asy lo denotaremos port ∤ s.

Teorema 1.2.El algoritmo de la división.Sean a,b ∈ Z, con |b| > 0, entonces existen q, r ∈ Z

únicos tales que

a= bq+ r y 0≤ r < |b|. (1)

Demostración.Ver en CapítuloI de Hungerford (2012).

Teorema 1.3.El teorema fundamental de la aritmética.Todo entero no nulo n6= ±1, se puede

factorizar como producto de primos y esta factorización es única salvo por el orden de los factores.

Demostración.Ver en CapítuloI de Apostol (1998).

Las funciones que tienen como dominio el conjunto de los enteros positivos con valores en

C se denominan funciones aritméticas o funciones numéricas.A continuación dos de ellas.
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Definición 1.4. Para cada entero positivon la función φ de Euler, se define como el número de

enteros positivos menores o iguales quen y primos relativos conn.

Definición 1.5. La función de Möbius µ donden∈ Z+, se define

µ (n) =







































1 sin= 1,

(−1)r si n= p1 . . . pr donde lospi son primos distintos,

0 Si p2|n para algún primop.

La noción que nos dan estas funciones son el número de primos relativos que tiene un

númeron que sean menores que él y distinguir si en su factorización enprimos hay un primo que

se repite, respectivamente para cada función.

Las funcionesφ de Euler yµ cumplen una propiedad muy importante que se usará frecuentemente,

esta es la de ser funciones multiplicativas.

Definición 1.6. Una función aritmética se llamamultiplicativa si satisface la condición:

Si f (mn) = f (m) f (n) para cada par de enteros positivos tales que mcd(m,n) = 1.

Si f (mn) = f (m) f (n) para todom,n enteros positivos, entoncesf se llamacompletamente

multiplicativa .

Teorema 1.7.Las funcionesφ de Euler yµ de Möbius son multiplicativas.
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Además,

∑
d|n

µ (d) =



















1 si n= 1,

0 En otro caso.

donde d son los divisores positivos de n.

Demostración.Ver en CapítuloII de Apostol (1998).

Teorema 1.8.Formula de Inversión de Möbius.Sea f y F funciones deZ+ en un anillo de D,

tales que

F(n) = ∑
d|n

f (d), (2)

si y solo si

f (n) = ∑
d|n

µ(d)F
(n

d

)

. (3)

Demostración.Ver en el ApéndiceB de Chadid and Caicedo (1987).

1.2. Algunos resultados sobre grupos, anillos, cuerpos y módulos

Definición 1.9. SeaG un conjunto no vacío y· una operación binaria definida enG. Se dice que

(G, ·) es ungrupo si cumple las siguientes propiedades:

1. Propiedad clausurativa, sia,b∈G, entoncesa·b∈G, donde se denotará porabpara simplificar

la notación.

2. Propiedad asociativa, esto es(ab)c= a(bc) para todoa,b,c∈ G.

3. Existencia de elemento neutro, hay un elementoe∈ G tal queae= ea= a para todoa∈ G.
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4. Existencia de elemento inverso, para cada elementoa en G, existe un elementob en G tal

queab= ba= e, este elemento lo denotaremos pora−1.

Se dice que un grupo esabelianosi ademas satisface la propiedad conmutativa, es decir:

5 Si ab= ba para todoa,b enG.

Observación1.10. Diremos que un grupo es finito o de orden finito si tiene un número finito de

elementos. En este caso, el número de elementos deG es llamado el orden deG y es denotado por

|G|. Un grupo con infinitos elementos se dice que tiene orden infinito.

Sea elementoa en un grupoG, decimos quea tiene orden finito siak = epara algún entero positivo

k. En este caso el orden dea será el menor entero positivon tal quean = e. Un elemento se dice

que tiene orden infinito siak 6= e para todo entero positivok.

Definición 1.11.Un grupo(G, ·) es llamadocíclicosi existe un elementoa enG tal queG= {an :

n∈ Z}. Este elementoa es llamado el generador deG y denotaremos porG= 〈a〉.

Proposición 1.12.Un grupo cíclico(G, ·) cumple las siguientes propiedades:

1. (G, ·) es abeliano.

2. Sea G un grupo cíclico, entonces si x∈ G y x 6= e, se tiene que x= ar , con r∈ Z+ y G= (x)

si y solo simcd(n, r) = 1.

3. Z yZn son cíclicos y todo grupo cíclico es isomorfo aZ o Zn.

Demostración.Ver en CapítuloI de Grillet (2007).
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Definición 1.13. Un anillo (R,+, ·) es una tripla dondeR conjunto no vacío con dos operaciones

binarias, adición denotada por “+” y multiplicación denotada por “· ", tal que:

1. (R,+) es un grupo abeliano.

2. a(bc) = (ab)c para todoa,b,c∈ R.

3. a(b+c) = ab+acy (b+c)a= ba+ca para todoa,b,c∈ R.

Veamos rápidamente unas definiciones.

Adicionalmente, sea(R,+, ·) un anillo.

1. Diremos que(R,+, ·) es unanillo conmutativo, si para todoa,b∈ R, ab= ba.

2. Si existe un elemento no nulo en el anillo, denotado por 1, tal que 1a = a1 = a para todo

a∈ R, diremos que(R,+, ·) es un anillo con 1

3. Un subconjuntoS⊆ R, diremos que(S,+, ·) essubanillo de(R,+, ·), si Ses un anillo.

4. Uncuerpo es un anillo conmutativo con 1, tal que el conjunto de las unidades deRdefinido

por:

U(R) = {a∈ R−{0} : ∃b∈ R−{0}, ab= 1}

es exactamenteR−{0}.

Para simplificar la notación, denotaremos porR al anillo (R,+, ·).

Definición 1.14. SeaR un anillo conmutativo, que a su vez es un domino entero. Definimos el

cuerpo de fracciones deR como:
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1. Producto cartesianoR×R−{0}, compuesto por todos los pares ordenados(a,b), donde

a,b∈ R y b 6= 0.

2. Definimos la relaciónR dada por

(a,b)R(c,d)⇔ ad= bc.

Esta relaciónR es una relación de equivalencia.

Para simplificar la notación la pareja(a,b) será denotada porab.

Definición 1.15. Un ideal de un anilloR es un subgrupoI de(R,+) tal que six∈ I , implica que

xy∈ I y yx∈ I para todoy enR.

ClaramenteR y {0} son ideales deR y se llamanideales triviales.

Definición 1.16.SeaI un ideal de un anilloR. Decimos que dos elementosa,b∈Rson congruentes

móduloI , y escribimosa≡ b(módI) si a−b∈ I .

Tenemos que la relación de congruencia móduloI es una relación de equivalencia enR lo

que nos permite asociar a cada elementoa∈ R una clase de equivalencia que llamaremosclase de
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congruencia móduloI dada por:

[a] = {b∈ R : b≡ a(módI)}

= {b∈ R : b−a= i, coni ∈ I}

= {b∈ R : b= a+ i, con i ∈ I}

= {a+ i : i ∈ I} := a+ I .

Teorema 1.17.Sea I un ideal en un anillo R, entonces el conjunto de todas lasclases de congruencia

módulo I, denotado por:

R/I = {a+ I : a∈ R},

es un anillo con las operaciones adición y multiplicación que se definen de la siguiente manera:

Dados a∈ I y b∈ I en R/I, entonces:

(a+ I)+(b+ I) := (a+b)+ I y (a+ I)(b+ I) := ab+ I ,

respectivamente.

Demostración.Ver CapítuloI de Grillet (2007).

Definición 1.18.SeaR un anillo conmutativo con 1.

1. Un idealP deRes llamadoideal primo si P 6=Ry para todoa,b∈R tal queab∈P, entonces

a∈ P o b∈ P.
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2. Un idealM deRes llamadomaximal si M 6= Ry si I es un ideal tal queM ⊆ I ⊆ R, entonces

I = M o I = R.

Definición 1.19.SeaR un anillo, diremos que es unanillo local si tiene un único ideal maximal.

Existen anillos que tienen un único ideal maximal, por ejemplo los cuerpos, donde sus

únicos ideales son{0} y el mismo.

Proposición 1.20.Un anillo R es local si y solo si R−U(R) es un ideal de R, donde

U(R) = {r ∈ R : existe s∈ R tal que rs= 1},

en tal caso R−U(R) es ideal maximal de R.

Demostración.Ver en CapituloVII de Grillet (2007).

Definición 1.21. Un anillo R es undominio entero, si R es conmutativo y no tiene divisores de

cero, es decir sia,b∈ Rson tales queab= 0, entoncesa= 0 ob= 0, es decir,Rno tiene divisores

de cero no nulos.

Definición 1.22.Un dominio enteroRes llamado undominio de ideales principales(DIP) si cada

ideal deRes principal, es decir, seaa∈ R, el ideal generado pora denotado por(a) = {ab : b∈ R}

es llamadoideal principal .

SeaX subconjunto deR, el ideal generado por el subconjuntoX se denota por(X) y está definido

por

(X) = {c1a1+ · · ·+cnan : ci ∈ Ry ai ∈ X, para todoi = 1, . . . ,n} .
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Para anillos conmutativos con identidad se tiene la siguiente caracterización de los ideales

primos y maximales.

Teorema 1.23.Sea R un anillo conmutativo con1 y sea I subconjunto de R, entonces:

1. I es un ideal primo de R si, y solo si el anillo cociente R/I es un dominio entero.

2. I es un ideal maximal de R si, y solo si el anillo cociente R/I es un cuerpo.

Demostración.Ver en Capítulo 0 de Roman (2005).

En particular todo ideal maximal deR es ideal primo deR.

Definición 1.24. La característicade un anillo, es el menor entero positivon tal quenx= 0 para

todox en el anillo. Sin no existe, diremos que el anillo tiene característica 0.

Teorema 1.25.Todo cuerpo tiene característica p o0, donde p es primo.

Demostración.Ver en CapítuloIX de Roman (2005).

Proposición 1.26.Cada subgrupo finito multiplicativo de un cuerpo es cíclico.

Demostración.Ver en Capitulo 0 de Roman (2005).

Se dice que un cuerpo es finito si sólo posee un número finito de elementos. SiF es un

cuerpo conq elementos, entonces existep,n ∈ Z+ tal queq = pn, todos los cuerpos finitos del

mismo orden son isomorfos entre sí (ver CapituloIX de Roman (2005)). En tal caso denotamos al

único cuerpo finito conq elementos porFq o GF(q).
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Definición 1.27.Una extensión de un cuerpoK, es un cuerpoE del cualK es subcuerpoK ⊆ E.

Definición 1.28.El grado[E : K] de una extensión de cuerpoK ⊆ E es su dimensión como espacio

vectorial sobreK. Una extensión de cuerpoK ⊆ E es finita, cuando esta tiene grado finito y es

infinita en caso contrario.

Proposición 1.29.Si K⊆ E ⊆ F, entonces[F : K] = [F : E] [E : K].

Demostración.Ver en CapítuloV de Grillet (2007).

Definición 1.30.Dado un cuerpoK y una extensiónL⊇K, diremos queα ∈ L esalgebraicosobre

K si existe un polinomiop(x) ∈ K [x] no nulo, tal quep(α) = 0.

En caso contrario se dice queα estrascendente.

Definición 1.31. SeaK un cuerpo yf ∈ K [x] un polinomio no constante,f esseparablecuando

no tiene raíces múltiples enK.

Definición 1.32. Un elementoα es separablesobreK cuandoα es algebraico sobreK y el

polinomio irreducible deα en K es separable. Una extensión algebraicaE de K es separable y

E es separable sobreK, cuando cada elemento deE es separable sobreK.

Un cuerpo numérico algebraicoes una extensiónK deQ tal que la extensiónK/Q tiene grado

finito.

Definición 1.33. Un polinomio f ∈ K [x] se descompone en una extensión de cuerpoE de K,

cuando tiene una una factorizaciónf (x) = a(x−a1)(a2) · · ·(x−an) enE [x].



SOBRE DOMINIOS EUCLÍDEOS Y CUERPOS CICLOTÓMICOS 21

En la definición anterior,a∈K es el coeficiente principal def , nel grado def y a1,a2, · · · ,an∈

E son las raíces (no necesariamente distintas) def enE.

Definición 1.34. SeaK un cuerpo. Uncuerpo de descomposiciónsobreK de un polinomiof ∈

K [x] es una extensiónE de K tal que f se descompone enE y E es generado sobreK por las

raíces def . Un cuerpo de descomposición sobreK de un conjuntoS⊆ K [x] de polinomios, es una

extensión de cuerpoE deK tal que cadaf ∈ Sse descompone enE y E es generado sobreK por

las raíces de todos losf ∈ S.

Proposición 1.35.Para una extensión algebraica K⊆ E ⊆ K, las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. E es el cuerpo de descomposición sobre K de un conjunto de polinomios.

2. φ(E) = E para cada K - homomorfismoφ : E → K.

3. φ(E)⊆ E para cada K - homomorfismoφ : E → K.

4. σ(E) = E para cada K- automorfismoσ deK.

5. σ(E)⊆ E para cada K- automorfismoσ deK.

6. Cada polinomio irreducible q∈ K [x] con una raíz en E, se descompone en E.

Demostración.Ver CapituloV de Grillet (2007).

Definición 1.36. Una extensiónnormal de cuerpoK es una extensión algebraica deK tal que

satisface las condiciones dadas en la Proposición (1.35) para alguna clausura algebraica deK.
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Definición 1.37. Una extensión deGalois de un cuerpoK es una extensión normal y separableE

deK, diremos queE es Galois sobreK.

Definición 1.38. Sea(M,+) un grupo abeliano y(A,+, ·) un anillo. Se dice queM tiene una

estructura deA−móduloa la derecha sobre el anilloA, si se ha definido un producto entre elementos

deM y A, es decir, una función

M×A → M

(m,a) 7→ m·a

para el cual se cumplen las siguientes condiciones:

1. (m1+m2)a= m1a+m2a.

2. m(a1+a2) = ma1+ma2.

3. m(a1a2) = (ma1)a2.

4. m·1= m.

Conm,m1,m2 ∈ M y a,a1,a2 ∈ A.

Definición 1.39. SeaM un A−módulo yN un subconjunto no vacío deM. Se dice queN es un

A−submódulodeM, si N es un subgrupo de(M,+) y además

na∈ N para cadan∈ N y cadaa∈ A.
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1.3. El cuerpo de los números complejos

SeaR [x] el anillo de los polinomios en la variablex y coeficientes reales. Dado queR

es un cuerpo, entoncesR [x] es un dominio de ideales principales (DIP), consideremosp(x) =

x2+1∈ R [x], claramentep(x) no tiene raíces enR y por lo tanto es irreducible sobreR, entonces

M = (p(x)) el ideal deR [x] generado porp(x) es un ideal maximal deR [x] y asíF = R [x]/M es

un cuerpo.

Note que si f (x) +M = f (x), entoncesx2+1 = 0, M = 0 es el cero deF y en consecuencia

x2 =−1= −1, note también que cada elemento deF es de la formaa+bx+M := a+bx, donde

a,b∈ R, dado queR⊆ F, naturalmente

ϕ : R→ F

t 7→ t

es un homomorfismo inyectivo, entoncesR∼= Imϕ es un subcuerpo deF.

Si denotamos port := t, t ∈ R y x= i, entonces cada elemento deF se puede escribir en la forma

a+bi, a,b∈ R es decir,

F = {a+bi : a,b∈ R} ,

:= C,



SOBRE DOMINIOS EUCLÍDEOS Y CUERPOS CICLOTÓMICOS 24

el cuerpo de los números complejos.

De esta forma es como usualmente tenemos enC definidas las operaciones suma, multiplicación,

norma o módulo de un número complejo.

(a+ ib)+(c+ id) = (a+c)+ i (b+d) ,

(a+ ib)(c+ id) = (ac−bd)+ i (ad+bc) ,

|a+bi|=
√

a2+b2.

Cadaz∈C−{0} se puede escribir de forma trigonométrica y también tenemosotra representación

llamada polar, estas son:

Existeθ ∈ R con−π < θ ≤ π tal que:

z= |z|(cosθ + i senθ) , (4)

en tal caso si denotamosr = |z| y eiθ = (cosθ + i senθ), entonces

z= reiθ , (5)

donde a las ecuaciones (4) y (5) las llamaremos la forma trigonométrica y polar dezrespectivamente,

θ es llamado el argumento principal dez y se denotará porθ = Arg(z).
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Teorema 1.40(Teorema de Moivre). Si θ ∈ R, entonces para cada n∈ Z+ se cumple que:

(cosθ + i senθ)n = cos(nθ)+ i sen(nθ).

Lo cuál se puede probar usando el principio de inducción matemática sobren.

Con este resultado vamos a describir las raícesn−ésimas de un número complejow.

Definición 1.41. Seaw ∈ C−{0} y n ∈ Z+, decimos que un número complejoz es una raíz

n−ésima dew si

zn = w.

Proposición 1.42.Si z= |z|(cosθ + i senθ) es una raíz n−ésima de w, entonces|z| = |w| 1
n y

θ = 1
n (φ +2kπ) con k∈ Z.

Además solo se tienen n valores diferentes, es decir, w tienen raíces n−ésimas diferentes dadas

por:

zk = |w| 1
n

(

cos

(

φ +2kπ
n

)

+ i sen

(

φ +2kπ
n

))

,

con k= 1, . . . ,n.

Demostración.Supongamos quew= |w|(cosφ + i senφ), supongamos quez= |z|(cosθ + i senθ)

es una solución dezn = w, reescribiendo su forma polar

(|z|(cosθ + i senθ))n = |w|(cosφ + i senφ) ,
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es decir

|z|n(cosnθ + i sennθ) = |w|(cosφ + i senφ) ,

entonces|z|n = |w|, cosnθ = cosφ y sennθ = senφ , de donde se obtiene que|w| 1
n = |z| y que

θ = φ+2πk
n conk= 1, . . . ,n.

Observación1.43. En caso quew = 1, los números complejosz tales quezn = 1 son llamados

raícesn−ésimas de la unidad, como por ejemplo 1= cos0+ i sen0. Estas raícesn−ésimas que en

adelante las denotaremos porζk, son de la forma:

ζk = cos

(

2kπ
n

)

+ i sen

(

2kπ
n

)

= e
2π ik

n .

Proposición 1.44.Sea Vn = {ζk : k= 1, . . . ,n}, entonces Vn es un subgrupo deC−{0} cíclico de

orden n.

Demostración.Primero veamos queVn es un subgrupo multiplicativo deC\{0}, seanζ j ,ζi ∈Vn,

veamos queζ jζk ∈Vn.

ζ jζk = e
2iπ j

n e
2iπk

n ,

= e
2iπ( j+n)

n ,

si k+ j < n entonces ya hemos acabado, en caso contrario tendremos que existe l ∈ N tal que

e
2iπ( j+k)

n = e
2iπ(n+l)

n con l < n y e
2iπ(n+l)

n = e
2iπn

n e
2iπ l

n = e
2iπ l

n .
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Note que sij +k= mnconm∈ Z, entonces

ζ jζk = e
2iπ( j+k)

n = e
2iπmn

n = e2iπm = 1.

es decir, todo elementoζ j ∈ Vn tiene un elemento inversoζk, este debe cumplir quek+ j sea un

múltiplo den.

Además de ver que es un subgrupo, vemos que es cíclico (ver 1.26), donde tendremos queVn =

(ζ1) = (e
2iπ
n ).

2. Polinomios ciclotómicos

En este capitulo introducimos la definición de polinomio ciclotómico y presentamos definiciones,

propiedades y ejemplos. Usaremos como referencia las notasde Brett Potter en Porter (2015), pero

también son resultados que se pueden encontrar en Apostol (1970),Jameson (2010), y Chadid and Caicedo

(1987). Uno de los objetivos en este capitulo, es calcular elpolinomio ciclotómicoΦn(x) para

cualquiern∈ Z+ y el dar una descripción de como son las raíces primitivas de la unidad.

2.1. Raíz primitiva de la unidad

Definición 2.1. Decimos queζk ∈Vn es unaraíz primitiva n-ésima de la unidadsi ζk tiene orden

n, es decir,ζk es un generador del grupoVn.

En adelante denotaremos este conjunto por:

Tn = {ζk ∈Vn : (ζk) =Vn} .
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Teorema 2.2.ζk ∈ Tn si y solamente simcd(n,k) = 1.

Demostración.Por (1.12) tenemos queVn y Zn son isomorfos y

v : Vn → Zn,

ζk 7→ k,

es un isomorfismo de grupos definido porv(ζk) = k.

Veamos que está bien definido, seanζk ∈ Vn, entoncesv(ζk) = k ∈ Zn, y seanζk,ζm ∈Vn tal que

ζk = ζm, entoncesv(ζk) = k y v(ζm) = m, entoncesk = m. Dado quek es un generador deZn si

y solo sik tiene orden primo relativo conn, entonces losζk generan aVn si y solo si mcd(k,n) =

1.

Observación2.3. Seaζ ∈Vn, es una raízn−ésima primitiva de la unidad siζ n = 1 y ζ k 6= 1, para

todok∈ Z+ y k< n.

De la sección anterior, tenemos que las raíces dexn−1, son las raíces de 1 enC, es decir,

ζk = e
2iπk

n ∈Vn con 1≤ k≤ n, entonces

xn−1=
n

∏
k=1

(x−ζk) . (6)

Definición 2.4. Definimos lospolinomios ciclotómicosΦn conn≥ 1 como:

Φn(x) = ∏
ζk∈Tn

(x−ζk) , (7)
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claramenteΦn es un polinomio mónico y tiene gradoφ(n).

Ejemplo 2.5. A continuación se muestranTn,Vn y Φn(x) paran= 1,2,3,4 y 5.

n Vn Tn Φn(x)

1 {1} {1} x−1

2 {−1} {−1} x+1

3
{

1,e
2π i
3 ,e

4π i
3

} {

e
2π i
3 ,e

4π i
3

}

x2+x+1

4 {1, i,−1,−i} {i,−i} x2+1

5
{

1,e
2π i
5 ,e

4π i
5 ,e

6π i
5 ,e

8π i
5

} {

e
2π i
5 ,e

4π i
5 ,e

6π i
5 ,e

8π i
5

}

x4+x3+x2+x+1

2.2. Algunos resultados sobreΦn(x)

El objetivo principal es calcular explícitamenteΦn(x) para cualquiern∈ Z+.

Teorema 2.6.Sea p∈ Z+ primo, entonces

Φp(x) = xp−1+xp−2+ · · ·+x+1.

Demostración.Considere la factorización dexp−1 dada en la ecuación (6) conn= p.

xp−1= ∏
ζk∈Tp

(x−ζk) .
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Pero comop es primo, entoncesTp = {ζ1, . . . ,ζp−1}, así para obtenerΦp(x) basta remover el

factor correspondiente ak= p, es decir,x−ζp = x−1.

Ejemplo 2.7. CalculemosΦn(x) paran= 3,5 y 7.

Como todos los valores son primos, entonces usando el resultado anterior tendríamos que:

1. Φ3(x) = x2+x+1,

2. Φ5(x) = x4+x3+x2+x+1,

3. Φ7(x) = x6+x5+x4+x3+x2+x+1.

Veamos el siguiente lema, el cual será útil para demostrar unresultado importante de los

polinomios ciclotómicos.

Lema 2.8. Sea n,n1,d ∈ Z+, donde n= n1d, entonces

Φd(x) = ∏
mcd(n,k)=n1

(x−ζk) , (8)

donde1≤ k≤ n.

Demostración.Por definición eld−ésimo polinomio ciclotómico está dado por

Φd(x) = ∏
ζr∈Td

(x−ζr) .

Ahora r
d = n1r

n y mcd(r,d) = 1 si y solo si mcd(n1r,n) = n1. Así r ≤ d si y solo sin1r ≤ n1d = n.
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Escribiendok= n1r se tiene que

Φd(x) = ∏
mcd(n,k)=n1

(x−ζk) ,

donde 1≤ k≤ n.

También se tiene el siguiente resultado, que usaremos posteriormente.

Teorema 2.9.Si n∈ Z+, entonces

xn−1= ∏
d|n

Φd (x) . (9)

Demostración.Seaζi ∈Vn una raízn−ésima de la unidad. Si

Sζi
= {k∈ Z+ : 1≤ k≤ n y ζ k

i = 1}.

EntoncesSζi
6= /0 porquen∈Sζi

, por el principio del buen orden, existed∈Sζi
, tal qued=mı́n{k∈

Sζi
}, en consecuenciaζ k

i 6= 1 si k ∈ Z+ y k < d; recordando la Observación (2.3), nos permite

concluir queζi es una raízd−ésima primitiva de la unidad.

Veamos qued|n. Por el algoritmo de la división, existenq, r tales que

n= qd+ r con 0≤ r < d,
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luego

1= ζ n = ζ qd+r =
(

ζ d
)s

ζ r = ζ r ,

Como 0≤ r < d la condición 0< r es imposible por la minimalidad ded, luegon= qd y por lo

tanto

Vn ⊆
⋃

d|n
Td.

Recíprocamente, siα ∈⋃d|nTd, entoncesd|n tal queα ∈ Td y por lo tantoαd = 1.

Comod|n, existeb∈ N tal quebd= n, en consecuenciaαn =
(

αd
)b

= 1.

Así α es una raízn−ésima de la unidad y por lo tantoα ∈Vn. De lo anterior se infiere que

⋃

d|n
Td ⊆Vn.

Así

⋃

d|n
Td =Vn.

Ahora,

xn−1= ∏
ζ∈Vn

(x−ζ ) ,
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entonces

xn−1 = ∏
d|n

(

∏
ζ∈Ts

(x−ζ )

)

= ∏
d|n

Φd(x),

que es lo que queríamos ver.

Teorema 2.10.Para todo n∈ Z+, Φn(x) tiene coeficientes enteros.

Demostración.Usando inducción matemática sobren, claramenteΦ1(x) = x−1 (ver tabla 2.5).

Sear ∈ Z+ tal queΦr(x) tenga coeficientes enteros para todor < n.

Por la ecuación (9) se tiene quexn−1= Φn(x)gn(x), donde

gn(x) = ∏
d|n,1<d<n

Φd(x).

EscribaΦn(x) = ∑m
r=0crxr , dondem= φ(n) y gn(x) = ∑n−m

s=0 asxs. Por la hipótesis de inducción,

cadaas es un entero. Además,a0 = gn(0) = −1. Si existe uncr que no es un entero, seack el

primero que no lo es.

Entonces el coeficiente dexk en el productoΦn(x)gn(x) es

c0ak+c1ak−1+ · · ·+ck−1a1−ck,

y no es un entero, pero este producto esxn−1, lo que es una contradicción, por lo tantoΦn(x)
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tiene coeficientes enteros paran∈ Z+.

Teorema 2.11.Si n> 1 es impar, entonces

Φ2n(x) = Φn(−x).

Demostración.Argumentando por inducción matemática sobrem∈ N, donden= 2m+1.

Si m= 1, n= 3, entonces por lema (2.8), se tiene quex6−1= ∏d|6Φd(x), entonces

Φ6(x) =
x6−1

Φ1(x)Φ1(2)Φ3(x)
,

=
x6−1

(x−1)(x+1)(x2+x+1)
,

= x2−x+1= Φ3(−x).

Seam> 1 es decirn > 3, supongamos que para todok impar con 3≤ k < n se cumple que

Φ2k(x)=Φk(−x), como los divisores de 2nsond,2d∈Z+ donded|n, entonces podemos factorizar

de las siguiente manera

x2n−1= ∏
d|2n

Φd(x) = ∏
k|n

Φk(x)∏
k|n

Φ2k(x),
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entonces

x2n−1 = (xn−1)

(

∏
k|n,1<k<n

Φ2k(x)

)

Φ2(x)Φ2n(x),

= (xn−1)

(

∏
k|n,1<k<n

Φk(−x)

)

Φ2(x)Φ2n(x),

= (xn−1)

(

∏
k|n

Φk(−x)

)

Φ2(x)Φ2n(x)
Φ1(−x)Φn(−x)

,

= (xn−1)((−x)n−1)
(x+1)Φ2n(x)

(−x−1)Φn(−x)
.

Cancelando términos tenemos que

Φn(−x) = Φ2n(x).

Ejemplo 2.12. CalculemosΦn(x) paran= 6,10 y 14.

Los encontraremos usando el resultado anterior de la siguiente manera.

1. Paran= 6. EsΦ6(x) = Φ3(−x) = x2−x+1.

2. Paran= 10. EsΦ10(x) = Φ5(−x) = x4−x3+x2−x+1.

3. Paran= 14. EsΦ14(x) = Φ7(−x) = x6−x5+x4−x3+x2−x1+1.

Teorema 2.13.Para n∈ Z+ se tiene que:

Φn(x) = ∏
d|n

(

x
n
d −1

)µ(d)
= ∏

d|n

(

xd−1
)µ( n

d)
,
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dondeµ es la función de Möbius definida en (1.5).

Demostración.

1. Sean= 1. EntoncesΦ1(x) = x−1=
(

x1−1
)µ( 1

1)
(

x
1
1 −1

)µ(1)
, cumple las condiciones del

dadas en el teorema paran= 1.

2. Supongamosn> 1 y x> 0

a) Si x> 1, entoncesΦd(x)> 0 y xd −1> 0, para todod ∈ Z+, como

xn−1= ∏
d|n

Φd(x),

entonces

ln(xn−1) = ∑
d|n

lnΦd(x).

Aplicando la formula deinversión de Möbiusdefinida en (1.8), tenemos que

lnΦn(x) = ∑
d|n

µ
(n

d

)

ln
(

xd −1
)

,

por lo tanto

lnΦn(x) = ln∏
d|n

(

xd −1
)µ( n

d)
,
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como ln(x) es una función inyectiva se obtiene

Φn(x) = ∏
d|n

(

xd −1
)µ( n

d)
.

b) Si 0< x< 1, entonces 1−xd > 0, como−Φ1(x)> 0 y Φd(x)> 0, para todod > 1.

Definamos,

Pd(x) =



















−Φ1(x) si d = 1,

Φd(x) si d > 1.

Entonces

1−xd = ∏
d|n

Pd(x),

luego

ln(1−xn) = ∑
d|n

lnPd(x),

aplicando nuevamente la formula deinversión de Möbiusse tiene que

lnPn(x) = ∑
d|n

µ
(n

d

)

ln
(

1−xd
)

,

entonces

lnPn(x) = ln∏
d|n

(

1−xd
)µ( n

d)
,
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así se tiene que

Φn(x) = ∏
d|n

(1−xd)µ( n
d).

Pero comon> 1, entonces

Φn(x) = ∏
d|n

(1−xd)µ( n
d),

= ∏
d|n

(xd−1)µ( n
d)(−1)µ( n

d),

= ∏
d|n

(−1)µ( n
d)∏

d|n
(xd −1)µ( n

d),

= (−1)∑d|n µ( n
d)∏

d|n

(

xd−1
)µ( n

d)
,

= ∏
d|n

(

xd −1
)µ( n

d)
.

Si d|n, entonces existe unb∈ Z+ tal quedb= n, si d recorre todos los divisores den, entoncesb

también lo hará, así

∏
d|n

(

xd −1
)µ( n

d)
= ∏

b|n

(

x
n
b −1

)µ(b)
,

y comob|n, entonces

∏
d|n

(

xd−1
)µ( n

d)
= ∏

d|n

(

x
n
d −1

)µ(d)
.

con lo cual se tiene la conclusión.

Ejemplo 2.14. CalculemosΦ6(x) usando el resultado anterior.



SOBRE DOMINIOS EUCLÍDEOS Y CUERPOS CICLOTÓMICOS 39

Tenemos que

Φ6(x) = ∏
d|6

(

x
6
d −1

)µ(d)
,

= (x−1)(x2−1)−1(x3−1)−1(x6−1),

=
(x6−1)

(x3−1)(x+1)
,

=
x3+1
x+1

,

= x2−x+1.

Teorema 2.15.Si p es primo, entonces

Φpk (x) = Φp

(

xpk−1
)

,

y por lo tanto

Φpk (x) =
p

∑
i=1

xipk−1−pk−1
.

Demostración.Por el teorema (2.9) tenemos que

xpk −1= ∏
d|pk

Φd(x) =



 ∏
d|pk−1

Φd(x)



Φpk(x) =
(

xpk−1 −1
)

Φpk(x).

Luego

Φpk(x) =

(

xpk−1
)p

−1

xpk−1 −1
= Φp

(

xpk−1
)

.
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Ahora seay= xpk−1
, entoncesΦp(y) = ∑p

i=1yi−1, reemplazando ay, tenemos que

Φp

(

xpk−1
)

=
p

∑
i=1

(

xpk−1
)i−1

,

=
p

∑
i=1

(

xpk−1(i−1)
)

,

=
p

∑
i=1

(

xipk−1−1pk−1
)

.

Ejemplo 2.16. Usando el resultado anterior, podemos calcularΦ81(x).

Como 81= 34, entonces

Φ81(x) = Φ34(x),

= Φ3

(

x33
)

,

= Φ3(x
27),

= (x27)2+(x27)+1,

= x54+x27+1.

Teorema 2.17.Si p,n∈ Z+ y p es un primo que no divide a n, entonces

Φpn(x)Φn(x) = Φn(x
p).



SOBRE DOMINIOS EUCLÍDEOS Y CUERPOS CICLOTÓMICOS 41

Demostración.Por inducción sobren.

1. Sin= 1, tenemos que

Φp(x)Φ1(x) = xp−1

= Φ1(x
p).

2. Sean> 1 un entero primo relativo conp y supongamos que para todod tal que 1≤ d < n y

mcd(d, p) = 1, se tenga que

Φpd(x)Φd(x) = Φn(x
d).

Si d|pn, entonces mcd(d, p) = 1 o mcd(d, p) = p. Luego,d|n o d = pl para algúnl ∈ Z+.

En el caso de qued = pl, entoncesl |n.

Por otra parteps|pn, para todo entero positivos que divida an.

De lo anterior se desprende que

∏
d|pn

Φd(x) = ∏
d|n

Φd(x)∏
l |n

Φpl(x). (10)

Como

∏
d|pn

Φd(x) = xpn−1 y ∏
d|n

Φd(x) = xn−1. (11)
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Reemplazando las ecuaciones (11) en la ecuación (10), obtenemos

xpn−1= (xn−1)∏
l |n

Φpl(x), (12)

pero

∏
l |n

Φpl(x)

(

∏
l |n y l<n

Φpl(x)

)

Φpn(x). (13)

Como mcd(p,n) = 1, entonces sil |n, mcd(l , p) = 1.

Por hipótesis de inducción tenemos que

∏
l |n y l<n

Φpl(x) = ∏
l |n y l<n

Φl (xp)

Φl(x)

=
∏l |nΦl(xp)

∏l |nΦl (x)
Φn(x)
Φn(xp)

=
(xp)n−1

xn−1
Φn(x)
Φn(xp)

,

Reemplazando esto último en la ecuación (13) y (13) en (12), obtenemos

xpn−1= (xn−1)
xpn−1
xn−1

Φn(x)
Φn(xp)

Φpn(x),

de donde

Φpn(x) =
Φn(xp)

Φn(x)
.
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Ejemplo 2.18.CalculemosΦn(x) para los siguientes valores den=12,14,15. Usando en resultado

anterior.

1. Paran= 12. Así Φ12(x) =
Φ4(x3)
Φ4(x)

= x6+1
x2+1 = x4−x2+1.

2. Paran= 14. Así Φ14(x) =
Φ2(x7)
Φ2(x)

= x7+1
x+1 = x6−x5+x4−x3+x2−x+1.

3. Paran= 15. Así Φ15(x) =
Φ3(x5)
Φ3(x)

= x10+x5+1
x2+x+1 = x8−x7+x6−x5+x4−x3+x2−x+1.

El siguiente resultado nos permite calcularΦn(x),n∈ Z+ y n> 1.

Teorema 2.19.Sea n∈ Z+ con la siguiente descomposición canónica n= pk1
1 . . . pkr

r . Si n0 =

p1 . . . pr y n1 =
n
n0

, entoncesΦn(x) = Φn0 (x
n1), es decir, podemos calcularΦn(x) para todo n∈Z+

simplemente usando la descomposición canónica y las propiedades anteriores.

Demostración.Los divisores positivos den0 son los númerosd = ∏r
i=1 pεi

i , dondeεi ∈ {0,1}.

Denotemos el conjunto de todos estos divisores porD, entonces

Φn0(x) = ∏
d∈D

(

xd −1
)µ( n0

d )
.

Los divisorese de n, tales que cumplen queµ
(

n
e

)

6= 0 son los números∏r
i=1 pai

i conai +1 ≤ ki

para cadai. Estos números son exactamenten1d, (d ∈ D), y n
n1d = n0

d , por lo tanto

Φn(x) = ∏
d∈D

(

xn1d−1
)µ( n0

d )
= Φn0 (x

n1) .
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Ejemplo 2.20. CalcularΦ360(x).

Notemos que 360= 23×32×5, entonces

Φ360(x) = Φ30
(

x12) ,

haciendoy= x12, sabemos queΦ30(y) = Φ15(−y) y que

Φ15(z) =

(

z15−1
)

(z−1)

(z5−1)(z3−1)
,

Φ15(z) = z8−z7+z6−z5+z4−z3+z2−z+1,

Ahora reemplazandozpor−y tendremos que

Φ30(y) = (−y)8− (−y)7+(−y)6− (−y)5+(−y)4− (−y)3+(−y)2− (−y)+1,

Φ30(y) = y8+y7+y6+y5+y4+y3+y2+y+1,

y comoy= x12, entonces

Φ30
(

x12)= x96+x84+x72+x60+x48+x36+x24+x12+1,

entonces tenemos queΦ360(x) = x96+ x84+ x72+ x60+ x48+ x36+ x24+ x12+1. Note que aquí

calculamosΦ15(x) de manera diferente a la usada en el ejemplo (2.18).
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3. Dominios euclídeos

Esta sección presentamos algunas condiciones y ejemplos deinterés, también condiciones

suficientes y necesarias para que un anillo sea un dominio euclídeo.

Lo primero es saber que es un dominio euclídeo.

Definición 3.1. Un dominio enteroR es llamado dominio euclídeo si existe una función

σ : R−{0}→ N

llamadafunción euclídea, tal que:

1. Para todoa,b∈ R−{0}, se cumple queσ(ab)≥ σ(a).

2. Para todoa∈ R, b∈ R−{0}, existenq, r ∈ R únicos, tal quea= bq+ r y además

a) r = 0 o

b) σ(r)< σ(b).

Observación3.2. Note que los dominios euclídeos son los anillosR donde vale la generalización

del algoritmo de la división de Euclides enZ. Estos dominios son los que nos interesa estudiar y

veremos que además poseen una estructura adicional que nos permitirán dar una caracterización

de estos más adelante.
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3.1. Estructura de los dominios euclídeos

El grupo de unidades deR, denotado porU(R) está definido por

U(R) = {r ∈ R : ∃s∈ R, rs= sr= 1}.

Definición 3.3.SeaRun dominio entero. Dado un subconjuntoP⊆R−{0}, elconjunto derivado

deP, denotado porP′, está definido por

P′ = {b∈ P : ∃a∈ R, a+bR⊆ P}.

La i−ésima derivada del conjuntoP es denotada porP(i), por convenciónP(0) = P.

Teorema 3.4.Sea P0 = R−{0}. Entonces R es un dominio euclídeo si y solo si

∞
⋂

i=0

P(i)
0 = /0.

Antes de presentar la prueba daremos las herramientas necesarias para ello.

Definición 3.5. Un subconjuntoP⊆ R−{0} es llamado unsubconjunto producto deR−{0} si

es cerrado bajo la multiplicación enR−{0}, es decirP(R−{0})⊆ P.

Proposición 3.6.Sea R un anillo y P⊂ R, si P es un subconjunto producto, entonces P′ también

es un subconjunto producto.

Demostración.Seab∈ P′, veamos queba∈ P′ para todoa∈ R−{0}.



SOBRE DOMINIOS EUCLÍDEOS Y CUERPOS CICLOTÓMICOS 47

Sabemos queb∈ P′, por lo tanto existe unc∈ R tal quec+bR⊆ P, es decir para cadak ∈ R tal

quec+bk∈ P, si esto se cumple, en específico también lo debe hacer parak∈ (R−{0})R, dado

que(R−{0})R⊆ R. Por lo tantoP′ (R−{0})⊆ P′.

Definición 3.7. SeaR un dominio entero. Unacadena euclídeaenR es una sucesiónP0,P1, . . . o

{Pi}i∈N de subconjuntos producto tal que:

1. P0 = R−{0},

2. Pi ⊇ Pi+1 para todoi ∈ N,

3. P′
i ⊆ Pi+1 para todoi ∈ N,

4.
⋂∞

i=0Pi = /0.

Observación3.8. Sea{Qi}i∈N y {Pi}i∈N dos cadenas euclídeas enR, diremos que{Pi}i∈N esmás

rápida que{Qi}i∈N si Pi ⊆ Qi para todoi ∈ N. Si {Pi}i∈N es más rápida que todas las cadenas

{Ri}i∈N, decimos que{Pi}i∈N es las cadenamás rápida enR.

Teorema 3.9.Sea R un dominio entero, existe una correspondencia biyectiva entre las cadenas

euclídeas en R y las funciones euclídeas en R−{0}.

Demostración.Dada una cadena euclídea{Pi}i∈N y x∈ R−{0}, defina

σ(x) = máx{i : x∈ Pi y x /∈ Pi+1}.

Veamos queσ es una función euclídea. Tomemosa,b∈ R−{0} y supongamos queσ(b) = i, es

decirb∈ Pi y b /∈ Pi+1, comoPi es subconjunto producto, entoncesab∈ Pi, entoncesσ(ab)≥ i es
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decirσ(ab)≥ σ(b).

Ahora tomemosa∈ R,b∈ R−{0}. Si a= 0 o σ(a)< σ(b) escribimosa= 0 ·b+a.

Supongamos queσ(a) ≥ σ(b) y queσ no es una función euclídea, entonces para cadaq∈ R se

tiene queσ(a−bq)> σ(b) = i y de la definición deσ , esto quiere decir quea+b(−q) ∈ Pn, con

n> i, por la condición 2 de ser cadena euclídea,Pn ⊆ Pi, por lo tantoa+b(−q) ∈ Pi y comoq∈ R,

entoncesb∈ P′
i ⊆ Pi+1 por ser cadena euclídea, lo que nos lleva a queσ(b)≥ σ(b)+1, que es una

contradicción. Por lo tantoσ debe ser una función euclídea.

Recíprocamente, siσ es una función euclídea enR, definamos

Pi = {x∈ R−{0} : σ(x)≥ i}.

Veamos que{Pi}i∈N es una cadena euclídea.

Lo primero es mostrar quePi es subconjunto producto independiente dei.

Seab∈ Pi es decirσ(b)≥ i y comoσ(ab)≥ σ(b)≥ i cona∈ R−{0}, entoncesab∈ Pi o escrito

de otra maneraP(R−{0})⊆ Pi .

Teniendo eso nos queda solo mostrar las últimas propiedades.

1. ComoP0 = {x ∈ R−{0} : σ(x) ≥ 0}, y ello se cumple para todox ∈ R−{0}, entonces

P0 = R−{0}.

2. Seax∈ Pi+1 es decir,σ(x)≥ i +1, i.e.x∈ Pi y asíPi+1 ⊆ Pi.

3. Seab ∈ P′
i . Luego, existe una ∈ R tal quea+ b(−q) ∈ Pi, para todo−q ∈ R. Comoσ
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es una función euclídea, al escribira = bq+ r con σ(r) < σ(b), sigue de la hipótesis que

σ(r)=σ(a−qb)≥ i. Dado queσ(b)>σ(r)≥ i, entoncesσ(b)≥ i+1, por lo tantob∈Pi+1,

asíP′
i ⊆ Pi+1.

4. Supongamos que existex∈ ⋂∞
i=0Pi, para algúnx∈ R−{0} se tiene queσ(x) ≥ i para todo

i ∈ N, lo cual es una contradicción, ya queN no es acotado superiormente, por lo tanto

⋂∞
i=0Pi = /0.

Proposición 3.10.Sea R un dominio entero. Para toda cadena euclídea{Pi}i∈N en R existe la

cadena más rápida{Ri}i∈N dada por

Ri = P(i)
0 . (14)

Demostración.Veamos que{Ri}i∈N es una cadena euclídea. Como el derivado de un subconjunto

producto también lo es, entonces falta ver que se cumplen lasotras 4 condiciones

1. La primera condición es clara,R0 = P(0)
0 = P0 = R−{0}.

2. Dado queRi+1 = P(i+1)
0 y Ri = P(i)

0 , se sigue de la definición de conjunto derivado

P(i+1)
0 =

{

b∈ P(i)
0 : ∃a∈ R, a+bR⊆ P(i)

0

}

⊆ P(i)
0 ,

es decir,Ri+1 ⊆ Ri.
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3. Por la definición de conjunto derivado, tenemos queRi+1 = P(i+1)
0 =

(

P(i+1)
0

)′
= (Ri)

′ , y en

particular,(Ri)
′ ⊆ Ri+1.

4. Ver Sección 1 de Motzkin (1949).

Veamos unos ejemplos de algunos dominios euclídeos, vía lascadenas euclídeas.

Ejemplo 3.11. Considere el anillo de los números enterosZ con la siguiente función euclídea

σ(x) = |x|. Calculemos la cadena euclídea correspondiente.

Usando la correspondencia dada en la demostración del Teorema (3.9), cadaPi está dado por:

Pi = {x∈ Z−{0} : σ(x)≥ i}= Z−{0,±1, . . . ,±(i −1)}.

Veamos que{Pi}i∈N es una cadena euclídea deZ.

SeaPi con i arbitrario pero fijo y tomex ∈ Pi,a ∈ Z−{0}. Entoncesσ(ax) = |ax| = |a||x|, pero

como|a| ≥ 1 y |x| ≥ i, entonces|ax| ≥ i, es decir,ax∈ Pi. Por lo tantoPi es subconjunto producto

para cadai.

Es claro que las condicionesi, ii , iv de la Definición (3.7) se cumplen por construcción de{Pi}i∈N.

Resta demostrar queP′
i ⊆ Pi+1. Note que si losx∈ Pi+1, entonces|x| ≥ i +1, veamos quei /∈ P′

i .

Si i ∈ P′
i , entonces existea ∈ Z tal quea+ iZ ⊆ Pi = Z−{0, . . . ,±(i −1)} o equivalentemente

a+ ik ∈ Pi para todok ∈ Z. Por el algoritmo de la división,a= mi+n conn∈ {0,1, . . . , i −1} y

a+ ik = (mi+n)+ ik ∈ Pi para todok∈ Z. Tomandok =−m, luegomi+n−mi= n∈ Pi, lo que
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es una contradicción. Luegoi /∈ P′
i y asíP′

i ⊆ Pi+1.

Como se mencionó en la Proposición (3.10), existe una cadenamás rápida. Calculemos tal cadena

en este caso.

Esta cadena está dada porPi = R(i)
0 , dondeR0 = Z−{0}.

Supongamos quex= 1∈ R′
0, entonce existea∈ Z tal quea+(1)k∈ R0 para todok∈ Z, entonces

tomek=−a, obtenemos que 0∈ R0 lo que es falso, por lo tanto 1 no está enR′
0. De forma análoga

−1 tampoco está enR′
0.

Seax≥ 2 y supongamosx /∈ R′
0, es decir, que para todaa∈ Z, existe unk∈ Z tal quea+xk= 0,

asíx|a, pero esto no es posible ya quex≥ 2, lo que es una contradicción. Por lo tanto 2≤ x∈ R′
0

y asíR′
0 = Z−{0,±1}.

Suponga que 2 y 3 están enR′′
0. Entonces existena,b∈ Z tal que para todok ∈ Z se cumple que

a+2k∈ R′
0 y b+3k∈ R′

0.

En el primer caso tenemos quea = 2m+n con n ∈ {0,1}, entonces tomandok = −m y asía+

k(−m) = n lo cual es una contradicción.

En el segundo caso de manera análoga tomandob = 3m+ n con n ∈ {0,1,2}, entonces tome

k=−m y tenemos queb+k(−m) = n de nuevo una contradicción.

Ahora supongamos que para todox≥ 4 se cumple que para todoa∈Z existek∈Z tal quea+xk=

0,±1.

Tomea= x+2, asík= −x−2
x o k= ±1−x−2

x , perox ∤−x−2,x ∤−x−1 y x ∤−x−3, entoncesk /∈Z.

Por lo tantox∈ R′′
0.

EntoncesR′′
0 = Z−{0,±1,±2,±3}.
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Ahora veamos por inducción queR(i)
0 = Z−{0,±1, . . . ,±(2i −1)}, se tiene que parai = 1, R(1)

0 =

Z−{0,±1, . . . ,±(21−1)}= Z−{0,±1}.

Supongamos que se cumple parai = n es decirR(n)
0 = Z−{0,±1, . . . ,±(2n−1)}.

CalculemosR(n+1)
0 .

Queremos ver que six ∈ R(n+1)
0 , entoncesx /∈ {0,±1, . . . ,±(2n+1−1)}. Sabemos queR(n+1)

0 ⊆

R(n)
0 , entonces basta ver quex /∈ {±(2n), . . . ,±(2n+1−1)}

Supongamos que para cadax∈ {±(2n), . . . ,±(2n+1−1)} existea ∈ Z tal quea+xk∈ R(n)
0 para

todok∈ Z.

Si x= 2n, entoncesa+2nk /∈ {0, . . . ,±(2n−1)}, peroa= 2nm+ j con j ∈ {0, . . . ,(2n−1)}

y tomemosk=−m, entoncesa+2n(−m) = j lo cual es una contradicción.

Ahorax= 2n+1, asía+(2n+1)k /∈ {0, . . . ,±(2n−1)}, de nuevo tomemosa= (2n+1)m+

j con j < 2n+1. Paraj < 2n tomamosk = −m y sería análogo al inciso anterior. Veamos

que pasa paraj = 2n entonces reescribamos

a+(2n+1)k= (2n+1)m+2n+(2n+1)k= 2n(m+1)+m+2nk+k,

y tomek=−m−1, entonces 2n(m+1)+m+2nk+k= m−m−1=−1 y por lo tanto para

x= 2n+1 /∈ R(i+1)
0 .

Si x = 2n+2, tomemosa = (2n+2)m+ j con j < 2n+2, cuandoj < 2n, k = −n asía+

(2n+2)k= (2n+2)m+ j +(2n+2)(−m) = j.
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Si j = 2n,

a+(2n+2)k= (2n+2)m+2n+(2n+2)k= 2n(m+1)+2m+2nk+2k,

tomandok=−m−1, queda 2n(m+1)+2m+2nk+2k= 2m−2m−2=−2.

Pero j = 2n+1, tendríamos

a+(2n+2)k= (2n+2)m+2n+1+(2n+2)k= (2n+1)(m+1)+m+(2n+1)k+k,

tomandok=−m−1, queda(2n+1)(m+1)+m+(2n+1)k+k= m−m−1=−1.

Así parax=±(2n+2) /∈ R(n+1)
0 .

Vemos que parax= 2n+1−1, y al tomara= (2n+1−1)m+ j con j < 2n+1−1, basta con ver

para el casoj = 2n, ya que cuandoj va aumentando, entonces se al buscar elk apropiado, la

suma(2n+1−1)m+ j +(2n+1−1)k va disminuyendo. Entonces

(2n+1−1)m+2n+(2n+1−1)k= 2n(2m+2k+1)−m−k

tomek = −m−1, entonces 2n(2m+2k+1)−m−k = −2n+1 y como±(2n−1) no está

enR(i)
0 concluimos quex= 2n+1−1 /∈ R(i+1)

0 .

Veamos que parax≥ 2n+1, si existe esea∈ Z

Tome a = 2n−1, entoncesa+ xk = 2n−1 + xk y supongamos que para algúnk, a+ xk =
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2n−1+xk= m∈ {0,±1, . . . ,±(2n−1)}, así

k=
m−2n−1

2n+1−1
/∈ Z

ya que el denominador no dividirá nunca a numerador. Por lo tanto parax≥ 2n ∈ R(i+1)
0 .

Con esto podemos concluir queR(i)
0 = Z−{0,±1, . . . ,±(2i −1)}.

Ahora veamos como es la función euclídea correspondiente a la cadena euclídea{R(i)
0 }i∈N,

definida porR(i)
0 = Z−{0,±1, . . . ,±(2i −1)}. De nuevo usando la caracterización dada en

el Teorema (3.10) tenemos que

σR(x) = máx{i : x∈ R(i)
0 y x /∈ R(i+1)

0 }

Supongamos queσR(x) = i, veamos cualesx cumplen esto. Por definición serían 2i ≤ |x| <

2i+1. es decir,x∈ {±2i ,±(2i +1), . . . ,±(2i+1−1)}, entonces

log2(2
i)≤ log2 |x| < log2(2

i+1),

i ≤ log2 |x| < i +1,

pero la función debe ir aN, entoncesi ≤ ⌊log2 |n|⌋< i+1, así⌊log2 |x|⌋= i, si 2i ≤ x< 2i+1,

por lo tanto esta es nuestra función euclídea.

Ejemplo 3.12. Consideremos el anilloZ [i] = {a+ ib : a,b∈ Z} y la funciónσ : Z [i]→ Z dada
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por σ(a+ ib) = a2+b2.

Podemos probar que usando un procedimiento similar al del ejemplo anterior queZ [i] es un

dominio euclídeo mostrando que la cadena

R0 = Z [i]−{0}

Rn = Z [i]−{x∈ Z [i] : |x|2 ≤ n−1}

Si calculamos la cadena más rápida sobreZ [i], obtenemos

P0 = Z [i]−{0}

P(n)
0 = Z [i]−{x∈ Z [i] : |x| ≤ n}

que corresponde a la función euclídeaφ(x) = |x|2−1. Los cálculos para mostrar esto, son similares

a los realizados en el ejemplo anterior.

Definición 3.13.SeaRun anillo conmutativo. Una no unidadb es llamadadivisor lateral dea∈R

si b dividea+e, para algúne∈U(R)∪{0}. Si b es un divisor lateral de todoa∈ R, diremos que

b es undivisor lateral universal.

Lema 3.14.Sea R un dominio entero. Si P0 = R−{0}, entonces los conjuntos P′0 y P′′
0 pueden ser

expresados como

P′
0 = R− (U(R)∪{0}) y P′′

0 = P′
0−U,
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donde U es el conjunto de todos los divisores laterales universales.

Demostración. Veamos que P′
0 = R− (U(R)∪{0}).

Seab ∈ P′
0. Supongamos queb ∈ U(R). Como b ∈ P′

0, por definición existe una ∈ R tal que

a+bc∈ P0 para todoc ∈ R, dado queb ∈ U(R), existes∈ R tal quesb= 1, entonces tomando

c=−sa, se tiene quea+b(−sa) = a−(sb)a= a−a= 0, lo que es una contradicción, por lo tanto

b /∈U(R) y asíP′
0 ⊆ R− (U(R)∪{0}).

Recíprocamente, seab∈R−(U(R)−{0}) y supongamos queb /∈ P′
0. Luego para cadaa∈Rexiste

c tal quea+bc= 0. Al tomarc=−sa, se tienea+bc= a−(bs)a= a(1−bs)= y comoa∈R, bs=

1 dado queRes un dominio, lo que es un contradicción. Concluyendo queP′
0 = R− (U(R)∪{0}).

Ahora veamos que P′′0 = P′
0−U .

Seab∈ P′′
0 y supongamos queb /∈ P′

0−U . Comob ∈ P′′
0 , existea∈ R tal que para todoc∈ R se

tiene quea+bc∈ P′
0. Comob∈U , entonces paraa se cumple queb | a+econe∈U(R)∪{0}, es

decir, existek ∈ R tal quebk= a+e. Reemplazandoa se tiene(bk−e)+bc= b(k+c)−e∈ P′
0

para todoc∈ R. Tomandoc=−k, entoncesb(k−k)+e= e∈ P′
0, lo que es una contradicción dado

queP′
0 = R− (U(R)∪{0}). Por lo tantob∈ P′

0−U .

Recíprocamente, seab ∈ P′
0−U y supongamos queb /∈ P′′

0 . Entonces para todoa ∈ R, existe un

c∈ R tal quea+bc /∈ P′
0 o equivalentementea+bc∈U(R)∪{0}, es decir,a+bc= u, u∈U(R)

o a+bc= 0. Reescribiendobc= u−a o bc=−a que por definición implica queb|−a y b|u−a

para todoa ∈ R y así b ∈ U , que contradice el supuestob ∈ P′
0−U . Por lo tantob ∈ P′′

0 y en

consecuenciasP′′
0 = P′

0−U .
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Ejemplo 3.15.Usando este ultimo resultado, veamos que el anilloR=Z
[√

−5
]

no es un dominio

euclídeo.

Veamos cuales son las unidades deR. Tomemosa+
√
−5b ∈ R, podemos simplificarlo como

a+ i
√

5b, el inverso multiplicativo en el cuerpo de los números complejos es

a
a2+5b2 + i

√
5b

a2+5b2 ,

pero este número solo pertenece aR cuandob = 0 y a = ±1, así, las únicas unidades deR son

±1. Luego, como vimos en el Ejemplo (3.11),±2 y±3 son divisores laterales universales de todo

n∈Z. Sin embargo, no existe elementok∈R tal que±2k=
√
−5 o±3k=

√
−5, entonces ninguno

de estos es un divisor lateral de
√
−5, lo que implica que no hay divisores laterales universalesen

Z
[√

−5
]

, es decir,U = /0. Por lo tantoP′′
0 = P′

0 y así

∞
⋂

n=0

P(n)
0 6= /0.

Siguiendo del Teorema (3.9) y la Definición (3.7) queZ
[√

−5
]

no es un dominio euclídeo.

3.2. Condiciones necesarias para que un cuerpo sea euclídeo

Primero veremos unas definiciones y lo que significa que un cuerpo sea euclídeo, con el fin

de mostrar algunas condiciones necesarias para que un dominio sea euclídeo.

Definición 3.16. SeaR un dominio entero. Un elementox ∈ R es llamadoirreducible si dados
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y,z∈ R y x= yz, implica quex es unidad oy es unidad.

Definición 3.17. SeaR un anillo conmutativo. Un elemento no nulop ∈ R−U(R) es llamado

primo si a,b∈ R y p|ab implica quep|a o p|b.

Definición 3.18.SeaRun dominio entero. Diremos que enRse cumple laexistencia de factorización

(EDF), si para cadax∈ R, la factorización dex en elementos irreducibles termina después de un

número finito de pasos.

Definición 3.19. SeaR un dominio entero,R es llamadodominio de factorización única(DFU)

si:

EnR se cumple la existencia de factorización (EDF).

Si b1b2 . . .bn y c1c2 . . .cm representan dos factorizaciones dea∈Ren elementos irreducibles,

entoncesm= n y existe una permutaciónψ de{1, . . . ,n} tal quebi = uicψ(i) y cadaui ∈ R

es una unidad.

Definición 3.20. SeaK el cuerpo de fracciones de un dominio enteroR. Diremos quet ∈ K es

entero si satisface un polinomio mónico enR[x], esto es, existenn∈ N y a0,a1, . . . ,an ∈ R tal que

tn+an−1tn−1+ · · ·+a0 = 0.

Diremos queR es integralmente cerrado si no hay elementos enK − R (K es el cuerpo de

fracciones deR) que sean enteros sobreR.



SOBRE DOMINIOS EUCLÍDEOS Y CUERPOS CICLOTÓMICOS 59

Definición 3.21.Un dominio enteroR, es llamadoNoetherianosi cumple la condición de cadena

ascendente de ideales, es decir si

I1 ⊆ I2 ⊆ . . .

es una cadena ascendente de ideales deR, entonces existen∈ Z+ tal queIn = Ii para todoi ≥ n.

Lema 3.22.Un anillo R es Noetheriano si y solo si se cumple la existenciade factorización (EDF)

en R.

Demostración.Supongamos que no se cumple la existencia de factorización (EDF) enR, es decir,

existe un elementox∈ Ry una sucesión de factorizaciones

x= y1x1 = y1y2x2 = . . .

dex, lo que nos da una sucesión infinita ascendente

(x)⊆ (x1)⊆ (x2)⊆ . . .

de distintos ideales principales y por lo tantoR no es Noetheriano.

Recíprocamente si

(a1)⊆ (a2)⊆ (a3)⊆ . . .

es una sucesión ascendente infinita, entonces para todoi el generador de(ai+1) divide al generador

de(ai), por lo que existebi ∈Rpara cadai, tal queai =biai+1, es decir, obtenemos una factorización
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no terminal,

a1 = b1a2 = b1b2a3 = . . .

Es decir no se tiene la existencia de factorización enR.

Proposición 3.23.Sea R un dominio entero en el cual se tiene la existencia de factorización (EDF),

entonces cada elemento p∈ R primo es irreducible.

Demostración.Suponga quep∈ R es primo y quep|a para algúna∈ R. Como enR se cumple la

EDF, escribimos

a= c1 . . .ck

como un producto de elementos irreducibles. Entonces existe i donde 1≤ i ≤ k, tal quep|ci . Así

ci = yp para algúny∈ R, y comoci es irreducible,y o p debe ser una unidad, comop es primo,y

es unidad, y asíp es irreducible.

Proposición 3.24.Sea R un dominio de ideales principales (DIP) y sea I un ideal de R, entonces

I es maximal si y solo si I= (p), donde p irreducible.

Demostración.Ver Capítulo 0 de Roman (2005).

Lema 3.25. Sea R un dominio entero en el cual se tiene la existencia de factorización (EDF),

entonces R es in DFU si y solo si cada elemento irreducible es primo.

Demostración.Supongamos queR es un DFU y quep∈ R es un elemento irreducible que no es

primo. Entonces existena,b∈ R tal quep|ab, perop ∤ a y p ∤ b. Entoncesp está en la factorización
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deab, pero no en la factorización dea o deb, lo que es una contradicción.

En el otro sentido, supongamos que cada elemento irreducible es primo, pero queRno es un DFU.

Entonces existex∈R tal quep1p2 . . . pk y q1q2 . . .qn son factorizaciones distintas dex en elementos

irreducibles. Supongamos quek≤ n y quep1 6= uqj para todo 1≤ j ≤ n y u∈U(R). Entonces por

definición de primo,p1|qi para algún 1≤ i ≤ n, pero dado queqi es irreducible, debe cumplirse

queup1 = qi para algúnu∈U(R), lo que es una contradicción.

Note que para verificar que un DIP es un DFU, necesitamos mostrar que la factorización en

elementos irreducibles es única, salvo por unidades, que por Lema (3.27) es equivalente a mostrar

que cada elemento irreducible es primo y se tiene la EDF enR.

Proposición 3.26.Sea R un DIP, entonces cada elemento irreducible de R es primo.

Demostración.Suponga quep ∈ R es irreducible yp|ab paraa,b ∈ R. Luego (p) es un ideal

maximal. Consideremos(p,a)⊇ (p) y (p,b)⊇ (p).

Si (p,a) = (p), entonces(a) ⊆ (p), así p|a y se tiene la conclusió. Análogo si(p,b) = (p).

Dado que(p) es maximal, la única posibilidad es que(p,a) = (p,b) = (1) = R. Entonces existen

x,y,v,w∈ R tal que

1= xp+ya

y

1= vp+wb,
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multiplicando las dos expresiones tenemos

1= xvp2+(xwb+vya)p+wyab.

Además, dado quep|ab, entonces la parte derecha de la igualdad es divisible porp, pero la

izquierda no, lo que es una contradicción.

Lema 3.27.Sea R un DFU, entonces R es integralmente cerrado.

Demostración.SeaR un DFU y seaK su cuerpo de fracciones. SiR no es integralmente cerrado,

entonces existe unt ∈ K −R tal quet es solución de un polinomio mónico irreducible

xd +ad−1xd−1+ · · ·+a1x+a0,

escribiendot = m
n , conm,n∈ R−{0} y mcd(m,n) = 1,

(m
n

)d
+ad−1

(m
n

)d−1
+ · · ·+a1

(m
n

)

+a0 = 0,

multiplicando pornd y reorganizando términos

−md = ad−1md−1n+ · · ·+a1mnd−1+a0nd = n
(

ad−1md−1+ · · ·+a1mnd−2+a0nd−1
)

,

por lo tanton|md, lo que contradice que mcd(n,m) = 1 y t ∈ K−R.
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Teorema 3.28.Diremos que K es uncuerpo númericosi es una extensión finita deQ. Sea R un

dominio entero, entonces:

1. Si R es un domino euclídeo, entonces R es un DIP.

2. Si R es un DIP, entonces R es un DFU.

3. Sea R un subanillo de un cuerpo numérico algebraico K que además es un dominio de

factorización única. Entonces R es integralmente cerrado.

Demostración. 1. SeaR un domino euclídeo, con función euclídeaσ y seaI ⊆ R un ideal. Si

I = {0}, es claro que es principal, entonces supongamos queI 6= {0}. ConsidereS= {σ(i) :

i ∈ I}. ComoSes un subconjunto deN, tiene un elemento mínimom y escojaj ∈ I tal que

σ( j) = m. Seaa∈ I y usemos queR es un dominio euclídeo para escribira= q j+ r. Dado

quea, j ∈ I , entoncesa−q j = r ∈ I y comoσ( j) es el mínimo,σ(r) < σ( j) is imposible,

entoncesr = 0 y por lo tantoa= q j. Así I = ( j) y R es un DIP.

2. Por Lema (3.23) es suficiente mostrar queR es Noetheriano. Sea

(a1)⊆ (a2)⊆ . . .

una sucesión ascendente infinita de ideales principales. Queremos ver queI =
⋃

i∈N(ai) es

un ideal. Para esto, tomemosu,v∈ I y r ∈ R, entonces existen∈ N tal queu,v∈ (an). Dado

que(an) es un ideal,u+v, ru están en(an) y por lo tanto enI .

Dado queRes un DIP, existe unb∈R tal queI = (b), entonces existem∈N tal queb∈ (am).
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Por lo tanto para cadak∈ N se tiene que

(b)⊆ (am)⊆ (am+1)⊆ ·· · ⊆ (am+k)⊆ ·· · ⊆ I = (b),

esto muestra que(b) = (am) = (am+k) para todok, así vemos que se cumple la EDF enR y

concluimos queR es un DFU.

3. Para esta prueba se usa solamente el Lema (3.27) y resultado (2) del Teorema (3.28). Note

que el anillo de los enteroR0 es el menor subanillo que es integralmente cerrado deK, este

es el menor de los posibles dominios euclídeos, es decir, cada subanilloR de K que es un

dominio euclídeo debe contener aR0.

De esta manera, por el resultado (3.28), las condiciones necesarias, para que un anilloRsea

un dominio euclídeo se pueden resumir de la siguiente manera:

Res dominio euclídeo⇒ R es DIP⇒ R es DFU⇒ Res integrralemnte cerrado.

También existe un resultado, que nos dice específicamente para que valores den, Z [ζn] es un

DIP. Este resultado fue mostrado por los matemáticos estadounidensesJ. Myron Masleyy Hugh L.

Montgomeryen 1974, ver Montgomery and Masley (1976).

Teorema 3.29.(Masley y Montgomery) Hay precisamente 30 valores de n, n6≡ 2 mód 4para los
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cualesZ [ζn] es un DIP. Estos son:

n = 1,3,4,5,7,8,9,11,12,13,15,16,17,19,20,21,24,25,27,28,32,33,35,

36,40,44,45,48,60,84.

3.3. Condiciones suficientes para que un cuerpo sea euclídeo

Finalizamos este capítulo mostrando cuando un dominio es euclídeo de forma sencilla, sin

tener la dificultad vista con las cadenas euclídeas.

En la tabla podemos ver para que valores den, Z [ζn] es un domino euclídeo.

n φ(n) Fecha de la primer pruebaNombre del matemático

1 1 300 Euclides

4 2 1801 Gauss

5 4 1844 Kummer

7 6 1844 Kummer

3 2 1847 Wantzel

9 6 1847 Cauchy

15 8 1847 Cauchy

8 4 1850 Eisenstein

12 4 1850 Eisenstein

20 8 1975 H. W. Lenstra

11 10 1975 H. W. Lenstra

16 8 1977 T. Ojala

24 8 1978 H. W. Lenstra

13 12 1988 McKenzie

Tabla 1
Tomado de Akhtar (1995)

Definición 3.30.Diremos queK es uncuerpo númericosi es una extensión finita deQ.
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Si K es un cuerpo númerico definimos

Hom(K,C) := {τ : K → C : φ es un homomorfismo de cuerpos}.

Seax∈ K y defina sutraza

TrK/Q(x) = ∑
τ∈Hom(K,C)

τ(x)

y sunorma

NK/Q(x) = ∏
τ∈Hom(K,C)

τ(x).

Observe que para las extensiones de GaloisK/Q,

Hom(K,C) = Gal(K,Q),

esto último se puede ver en el CapítuloV de Grillet (2007).

SeaR el anillo de los enteros algebraicos enK. Siendo un subanillo de un cuerpo,R es un

dominio entero (también se puede referir aRcomo anillo numérico).

Definición 3.31. SeaR el anillo numérico de un cuerpo numéricoK. Diremos queR es euclídeo

para la norma oeuclídeo normadosi para todoa∈ Ry b∈ R−{0} existenq, r ∈ Rúnicos, tal que

a= bq+ r y N(r)< N(b), dondeN denota el valor absoluto de la norma del cuerpoNK/Q. En este

caso, diremos que el cuerpoK es euclídeo.

De lo anterior se sigue que:
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Proposición 3.32.Si R es euclídeo normado, entonces R es un dominio euclídeo.

Demostración.Basta con tomarN como función euclídea.

Teorema 3.33.Sea R el anillo numérico de un cuerpo numérico K. Entonces R eseuclídeo

normado si y solo si para cada y∈ K existe x∈ R tal que N(y−x) < 1.

Demostración.Supongamos queRes un euclídeo normado, entonces dadoy∈ K, escribay= a/b,

dondea,b∈ R y b 6= 0. ComoR es euclídeo normado, entonces existenq, r ∈ R tal quea= bq+ r

y N(r)< N(b).

Dividiendo la ecuación porb nos queday= a/b= q+ r/b y escojamos ax= q∈ R, así:

N(y−x) = N
(a

b
−q
)

= N
( r

b

)

< 1.

En otro sentido, supongamos que para caday ∈ K existex ∈ R tal queN(y− x) < 1, entonces

tomandoa∈ R y b∈ R−{0}, escojaq∈ R tal queN
(

a
b −q

)

< 1, llamandor = a−bq, tenemos:

N(r) = N(a−bq) = N
(

b
(a

b
−q
))

= N(b)N
(a

b
−q
)

< N(b).

Ejemplo 3.34. Los anillosZ [ζn] son dominios euclídeos paran= 1,4,3,8.

Para este resultado nos basaremos en el Teorema (3.33), haciendo uso de desigualdades, lo

cual resulta más sencillo que encontrar una cadena euclídea.
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1. n= 1, φ(n) = 1.

La prueba de Gauss para este caso se hizo usando el mismo método del caso anterior.

Para este casoK = Q y R= Z y la normaNQ/Q(x) = |x| que en este caso, coincide con el

valor absoluto.

Entonces tomemosa∈Z y b∈Z−{0} y seaq= ⌊a/b⌋ y r = a−bq, basta ver que|r|< |b|.

Por definición|a/b−⌊a/b⌋| < 1, multiplicando por|b| nos queda|a−b⌊a/b⌋| < |b|, pero

|a−b⌊a/b⌋|= |a−bq|= |r|, así hemos mostrado que|r|< |b|.

2. n= 4, φ(n) = 2.

Entonces para este casoK = Q(i), R= Z [i] y la norma esN(a+bi) = a2+b2. Esta prueba

consiste en tomar unz= a+ ib y encontrar unz′ = a′+ ib′ tal queN(a+bi−a′− ib′) < 1.

Entonces tomemosa′ = ⌊a+1/2⌋ y de igual manerab′ = ⌊b+1/2⌋. Así |a−a′| y |b−b′|

no serán mayores que 1/2. Además,

N
(

a+ ib−
(

a′+ ib′))= N
(

(a−a′)+ i(b−b′)
)

= (a−a′)2+(b−b′)2

≤ (1/2)2+(1/2)2 = 1/2< 1.

3. n= 3, φ(n) = 2.

TenemosK =Q(ζ3) y R= Z [ζ3], también llamadoentero de Eisensteindonde su norma es

N(a+ζ3b) = a2−ab+b2, este caso es análogo al anterior.

Dadoz= a+bζ3 ∈ Q(ζ3), dondea,b ∈ Q y escogemosa′ = ⌊a+1/2⌋ y b′ = ⌊b+1/2⌋,



SOBRE DOMINIOS EUCLÍDEOS Y CUERPOS CICLOTÓMICOS 69

entonces

N (a+bζ3− (a′+ζ3b′)) = (a−a′)2− (a−a′)(b−b′)+(b−b′)2

≤ |a−a′|2+ |a−a′||b−b′|+ |b−b′|2 ≤ (1/2)2+(1/2)(1/2)+(1/2)2 = 3/4< 1.

4. n= 8, φ(n) = 4.

Primero recordemos las siguientes inclusiones

Q⊆Q(ζ4)⊆Q(ζ8),

y definamos, parax∈Q(ζ8) la norma relativa

N8/4 = ∏
τ∈Gal(Q(ζ8)/Q(ζ4))

τ(x).

Así N8 = N4 ·N8/4. DadoT = t0+ t1ζ8+ t2ζ 2
8 + t3ζ 3

8 + t4ζ 4
8 ∈ Q(ζ8), tomeS= s0+s1ζ8+

s2ζ 2
8 + s3ζ 3

8 + s4ζ 4
8 ∈ Z(ζ8) tal que para todo 0≤ i ≤ 3, |si − ti| ≤ 1/2 y denotemosai =

|si − ti| con 0≤ i ≤ 3, para facilitar la notación.

Observe que

N8/4(S−T) = (a0+a1ζ8+a2ζ 2
8 +a3ζ 3

8 )(a0+a1ζ 5
8 +a2ζ 10

8 +a3ζ 15
8 ).
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Usando la relaciónζ 4
8 +1= 0, podemos reescribir

N8/4(S−T) = (a0+a1ζ8+a2ζ 2
8 +a3ζ 3

8 )(a0−a1ζ8+a2ζ 2
8 −a3ζ 3

8 ),

y simplificando tenemos

(a2
0+2a1a3−a2

2)+(a2
3+2a0a2−a2

1)i,

así,

N8(S−T) = NQ(ζ4)/Q((a
2
0+2a1a3−a2

2)+(a2
3+2a0a2−a2

1)i),

lo que se reduce a

(a2
0+a2

2)
2+(a2

1+a2
3)

2+4a1a3(a
2
0−a2

2)+4a0a2(a
2
3−a2

1).

Dado queai ≤ 1/2 para 0≤ i ≤ 3 , entoncesa2
i ,a1a3,a0a2 ≤ 1/4 para 0≤ i ≤ 3, comoa2

0−

a2
2 = (a0−a2)(a0+a2) y (a0−a2),(a0+a2)≤ 1/2, entoncesa2

0−a2
2 ≤ 1/4 y al multiplicar

por 4a1a3 ≤ 1 se tiene que 4a1a3(a2
0−a2

2)≤ 1/4, análogo para 4a0a2(a2
1−a2

3).

Así todos los 4 términos deN8(S−T) están entre 0 y 1/4 y por lo tantoN8(S−T) ≤ 1, lo

que concluye queZ(ζ8) es un dominio euclídeo.

4. Cuerpos de funciones algebraicas

En esta sección final veremos unos fundamentos en la teoría decuerpos de funciones
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algebraicas y aplicaciones, donde introduciremos definiciones básicas y resultados con el fin de

tener las herramientas necesarias para poder construir el cuerpo ciclotómico de funciones. Tomamos

las definiciones y resultados de Stichtenoth (2009) y para estudiar el cuerpo de funciones ciclotómico

se estudió Salvador (2006).

En este capítulo usaremosK para denotar un cuerpo arbitrario, a menos de que se diga lo contrario.

4.1. Lugares

Definición 4.1.Uncuerpo de funciones algebraicasF/K de una variable sobreK es una extensión

de cuerposF ⊇ K, tal queF es una extensión algebraica finita deK(x) para algún elementox∈ F

que es trascendente sobreK.

Definamos el conjunto

K̃ = {z∈ F : z algebraico sobreK},

que es un subcuerpo deF, dado que sumas, productos e inversión de elementos algebraicos son

también son algebraicos.K̃ es llamado el cuerpo de constantes deF/K.

AsíK ⊆ K̃ ⊆F . En efecto podemos verificar queF/K̃ también es un cuerpo de funciones algebraicas.

Ver Capitulo 2 de Roman (2005).

Ejemplo 4.2. Un ejemplo simple de cuerpos de funciones algebraicas, es elcuerpo de funciones

racionales.F/K es llamado racional siF = K(x), para algúnx trascendente sobreK.



SOBRE DOMINIOS EUCLÍDEOS Y CUERPOS CICLOTÓMICOS 72

En este caso, cadaz∈ F −{0} tiene representación única en la forma

z= a∏
i

pi(x)
ni ,

dondea∈ K −{0}, cadapi(x) es un polinomio mónico irreducible yni ∈ Z.

Ver Capítulo 1 de Stichtenoth (2009).

Definición 4.3. Un anillo de valuación de un cuerpo de funciones racionalesF/K es un anillo

O ⊆ F con las siguientes propiedades.

1. K ( O ( F.

2. Siz∈ F, entoncesz∈ O o z−1 ∈ O .

Esta definición es motivada por la siguiente observación en el caso del cuerpo de funciones

racionalesK(x)

Ejemplo 4.4. Dado un polinomio mónico irreduciblep(x) ∈ K [x], considere el conjunto

Op(x) :=

{

f (x)
g(x)

: f (x),g(x) ∈ K [x] , p(x) ∤ f (x)

}

. (15)

Es fácil ver queOP es un anillo de valuación deK(x)(K). En efecto, paraOp(x) es claro que

K ( Op(x) ( K(x). Si tomamosf (x)
g(x) ∈ K(x), tendremos quef (x)g(x) si p(x)|g(x), entoncesp(x) ∤ f (x),

si f (x)
g(x) /∈ Op(x), entoncesg(x)/ f (x) ∈ Op(x).

Note que siq(x) es otro polinomio mónico irreducible, entoncesOp(x) 6= Oq(x).



SOBRE DOMINIOS EUCLÍDEOS Y CUERPOS CICLOTÓMICOS 73

Teorema 4.5.SeaO un anillo de valuación del cuerpo de funciones algebraicas F/K y sea P=

O −U(O), entonces:

1. O es un anillo local, es decir,O tiene un único ideal maximal P.

2. Para cada x∈ F −{0}, se tiene que x∈ P si y solo si x−1 /∈ O .

3. K̃ ⊆ O y K̃ ∩P= {0}.

Demostración.

1. Afirmamos queP es un ideal deO .

Seanx,y ∈ P, si x = 0 o y = 0, es claro quex+ y ∈ P. Supongamos quex 6= 0 6= y, como

x
y ∈ F , por la definición de anillo de valuación tenemos quex

y ∈O o y
x ∈O , supongamos que

x
y ∈ O y como 1∈ K ⊆ O , asíx

y +1∈ O como afirmamos queP es ideal, así

x+y=

(

x
y
+1

)

y∈ P.

Si x ∈ P y y∈ O , entoncesx,y∈ O y comoO es un anillo entoncesxy∈ O , ademásxy /∈

U(O), ya que si por el contrarioxy∈ O , entonces(xy)w= 1 para algúnw∈ O , con lo cual

x∈U(O), lo que es una contradicción, en consecuenciaxy∈ P y asíP es un ideal deO .

P es maximal enO , ya que siI es un ideal deO tal que siP⊆ I ⊆O y tomemosx∈ I fijo, si

x es unidad, entonces 1= xx−1 ∈ I y asíI = O , si por el contrariox no es unidad, entonces
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x∈ P y por lo tantoI ⊆ P y comoP⊆ I , se tiene queI = P.

Para ver que tiene un único ideal maximal Ver CapítuloI de Atiyah (2020).

2. Seax∈ F −{0}, entoncesx∈ P si y solo six /∈U(O) y esto se tiene si y solo sox−1 ∈ O ,

que es cierto por la definición de anillo de valuación.

3. Seaz∈ K̃, si z= 0 es claro quez∈ O . Supongamos quez 6= 0 y z /∈O . ComoO es un anillo

de valuación, entoncesz−1∈O y puesto quez−1 es algebraico sobreK, existep(x)∈K [x] tal

quep
(

z−1
)

= 0. Sin perdida de generalidad podemos suponer quep(x) = ∑r
i=0aixi , donde

a0 6= 0, caso contrario tendríamosp(x) = xq(x), conq
(

z−1
)

= 0 y a1 6= 0.

Entonces dividiendop(x) entrea0, nos quedab(x) = 1+∑r
i=1bixi conbi =

ai
a0

y ∑r
i=1biz−i =

−1. Por lo tantoz−1
(

∑r
1biz−i+1

)

=−1, es decirz=−
(

∑r
1biz−i+1

)

∈ K
[

z−1
]

⊆ O , lo cual

contradice la suposición quez /∈O . En consecuenciaz∈O . Ahora veamos quẽK∩P= {0}.

Supongamos lo contrario, es decir, seaz∈ K̃ ∪P conz 6= 0. Comoz∈ K̃, entoncesp(z) =

∑r
i=0aizi = 0, para algúnp(x) ∈ K [x] y dondea0 = 1. Luegoz(anzn+ · · ·+a1) = −1, en

consecuenciaz es una unidad, es decirz /∈ P, lo que es contradictorio.

Veamos un lema que usaremos en la prueba de un resultado posterior.

Lema 4.6. SeaO un anillo de valuación del cuerpo de funciones F/K, P su único ideal maximal

y x∈ P−{0}. Si x1, . . . ,xn ∈ P, son tales que x1 = x y xi ∈ xi+1P para i= 1, . . . ,n−1. entonces

n≤ [F : K(x)]< ∞.
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Demostración.Comox∈P−{0} y P∩K̃ = {0}, entoncesx /∈ K̃, en consecuenciax es trascendente

sobreK y tenemos que[F : K(x)]<∞. Para completar la prueba es suficiente mostrar quex1, . . . ,xn

son linealmente independientes sobreK(x). Supongamos que existe una combinación lineal no

trivial ∑n
i=1ϕi(x)xi = 0 conϕi(x) ∈ K(x). Supongamos que todos losϕi(x) son polinomios enx y

quex no los divide a todos losϕi(x) (si los divide para todoi, se factoriza la mayor potencia dex

que divida aϕi(x) y quedan como queremos). Tomeai := ϕi(0), el termino constante deϕi(x), y

defina j ∈ {1, . . . ,n} con la condición dea j 6= 0 peroa j = 0 para todoi > j, obtenemos

−ϕ j(x)x j = ∑
i 6= j

ϕi(x)xi , (16)

conϕi(x) ∈ O parai = 1, . . . ,n (dadox= x1 ∈ P), xi ∈ x jP parai < j y ϕi(x) = xgi(x) parai > j,

dondegi(x) es un polinomio enx. Dividiendo la ecuación (16) porx j obtenemos

−ϕ j(x) = ∑
i< j

ϕi(x)
xi

x j
+∑

i> j
gi(x)

xi

x j
.

Es claro que todos los sumandos de la derecha pertenecen aP, por lo tantoϕ j ∈ P. Por otro lado,

ϕ j(x) = a j +xgj(x) congi(x)∈K [x]⊆O y x∈P, así quea j = ϕ j(x)−xgj(x)∈P∩K, peroa j 6= 0,

lo que contradice el inciso 3 del Teorema (4.5)

Teorema 4.7. SeaO un anillo de valuación del cuerpo de funciones F/K y P su único ideal

maximal, entonces:

1. P es principal.
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2. Si P= tO , entonces cada z∈ F −{0} tiene representación única en la forma z= tnu, para

algún n∈ Z y u∈U(O).

3. O es un dominio de ideales principales. ;ás precisamente, si P= tO e I ⊆ O es un ideal no

nulo deO , entonces I= tnO para algún n∈ N.

Demostración.

1. Supongamos queP no es principal y seax∈ P−{0}. Dado queP no es principal, entonces

P 6= x1O , dondex= x1. En consecuencia, existex2 ∈ P−x1O . Es claro quex−1
1 x2 /∈O , caso

contrario,x−1
1 x2 = w ∈ O , luegox2 = x1w∈ O , lo que contradice la elección dex2. Como

x−1
1 x2 /∈ O , por el Teorema (4.5), tenemos quex−1

2 x1 = (x−1
1 x2)

−1 ∈ P y asíx1 ∈ x2P.

Ahora comoP no es principal tenemos queP 6= x2O . Argumentando en la misma forma

existex2 con x2 ∈ x3P. Más aún, razonando de forma inductiva obtenemos una sucesión

infinita x1,x2, . . . tal que para todoi ∈ N, xi ∈ xi+1P, lo cual contradice el lema anterior.

2. Supongamos quez∈ O , si z∈U(O), entoncesz= t0u conu∈U(O), con lo cual se tiene la

representación. Ahora siz /∈U(O), entonces existe unm≥ 1 máximo tal quez∈ tmO , dado

que la longitud de la secuencia:

x1 = z,x2 = tm−1,x3 = tm−1, . . . ,xm = t,

es acotada por el lema anterior. Escribiendoz= tmu con u ∈ O , entoncesu debe ser una

unidad deO .
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3. Sea{0} 6= I ⊆ O es un ideal. El conjuntoA = {r ∈ N : tr ∈ I} es no vacío (si 06= x ∈ I ,

entoncesx= tru conu∈ O y por lo tantotr = xu−1 ∈ I ). Sean= min(A). Afirmaremos que

I = tnO . La inclusiónI ⊇ tnO es trivial, dado quetn ∈ I . Por otro lado, sea 06= y∈ I . Luego

y= tsw conw∈U(O) y s≥ 0. Asíts∈ I y s≥ n, y de esto concluimos quey= tnts−nw∈ tnO .

Definición 4.8. Un anillo con las propiedades del Teorema (4.7) es llamado anillo de valuación

discreta.

Definición 4.9.

1. Un lugar P de un cuerpo de funciones algebraicasF/K es el ideal maximal de algún

anillo de valuaciónO de F/K. Además cada elementot ∈ P tal queP = tO es llamado

ununiformizante deP.

2. El conjunto de todos los lugares deF/K es denotado porPF = {P : P es un lugar deF/K}.

Ejemplo 4.10. Considere el anillo de valuaciónOp(x) definido en el Ejemplo (4.4), el lugarPp(x)

dado por

Pp(x) =

{

f (x)
g(x)

: f (x),g(x) ∈ K [x] , p(x)| f (x), p(x) ∤ g(x)

}

.

En efecto, primero veamos quePp(x) no tiene unidades. sip(x) ∤ f (x) y p(x) ∤ g(x), entoncesf (x)
g(x)

y g(x)/ f (x) son unidad y están enOp(x), por lo tanto sip(x)| f (x), f (x)
g(x) no es unidad, asíPp(x) es

ideal maximal.
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Si O es un anillo de valuación deF/K y P es el ideal maximal, entoncesO está determinado

de forma única porP, dada porO = {z∈ F : z−1 /∈ P}.

Denotaremos porOP el anillo de valuación del lugarP.

Definición 4.11.Unavaluación discretadeF/K es una funciónv : F → Z∪{∞} que cumple las

siguientes propiedades:

1. v(x) = ∞ si y solo six= 0.

2. v(xy) = v(x)+v(y), para todox,y∈ F.

3. v(x+y)≥ mı́n{v(x),v(y)} para todox,y∈ F .

4. Existez∈ F tal quev(z) = 1.

5. v(a) = 0 para todoa∈ K −{0}.

En este contexto, el símbolo∞ satisface:

∞+n= ∞ y ∞ > n, para todon∈ Z.

Definición 4.12.A cada lugarP∈ PF le asociamos una función

vP : F → Z∪{∞}

que es una valuación discreta en la siguiente forma:

Si t es un uniformizante local deP, entonces cadaz∈ F −{0} tiene representación única en la
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formaz= tnu, donden∈ Z y u∈U(OP), definimos

vP(z) = n y vP(0) = ∞.

Teorema 4.13.Sea F/K un cuerpo de funciones.

1. Para un lugar P∈ PF , la función vP definida en (4.12) es una valuación discreta de F/K,

además:

OP = {z∈ F : vP(z)≥ 0},

U(OP) = {z∈ F : vP(z) = 0},

P= {z∈ F : vP(z)> 0}.

2. Cada x∈ F es un uniformizante local de P si y solo si vP(x) = 1.

3. Recíprocamente, supongamos que v es una valuación discreta de F/K, entonces el conjunto

P= {z∈ F : v(z)> 0} es un lugar de F/K y OP = {z∈ F : vP(z)≥ 0} es su correspondiente

anillo de valuación.

4. Cada anillo de valuaciónO es un subanillo maximal propio de F.

Demostración.

1. De la definición devP es claro quevP(x) = ∞ si y solo six= 0.

Si x= 0 o y= 0, es claro quevP(xy) = ∞ = vP(x)+vP(y). Si x 6= 0 6= y, entoncesx= tnu,
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y= tmw, donden,m∈ Z y u,w∈ U(OP). Ahoraxy= tm+nuw, entoncesvP(xy) = m+n=

vP(x)+vP(y).

Si x= 0 o y= 0, es claro quevP(x+y)≥ mı́n{vP(x),vP(y)}.

Si x 6= 0 6= y, tomamosx = tnu, y = tmw, como se tomó anteriormente. Supongamos que

n≤ m< ∞. Tenemos

x+y= tn(u+ tm−nw
)

= tnz,

si z= 0, entoncesvP(x+y) = vP(0) = ∞ > mı́n{vP(x),vP(y)}. Si z 6= 0, tenemos quez= tsq,

cons∈ Z y q∈U(OP), ademáss≥ 0 y quez∈ OP.

vP(x+y) = vP(t
nz) = vP(t

s+nq) = n+s≥ n= mı́n{m,n}.

Comot = t11, donde 1∈U(OP), entoncesvP(t) = 1. Sia∈ K −{0}, entoncesa∈U(O) y

comoa= t0a, por lo tantovP(a) = 0. AsívP es una valuación discreta.

Veamos queU(OP) = {z∈ F : vP(z) = 0}. Seaz∈ F , entoncesz∈U(OP) si y solo siz= t0z

si y solo sivp(z) = 0.

Probemos queP = {z∈ F : vP(z) > 0}. Si z∈ P = rOP, entoncesz= tx1, dondex1 ∈ OP.

Si x1 ∈U(OP), entoncesvP(z) = 1> 0. Six1 /∈U(OP), entoncesx1 ∈ OP−U(OP) = P, así

x1 = tx2, x2 ∈ OP, entoncesz= t2x2 repitiendo el mismo proceso parax2. Después de un

número finito de pasos llegaremos az= tnxn, dondexn ∈ U(OP), n ∈ N, entoncesvP(z) =

n> 0.

Ver OP = {z∈ F : vP(z)≥ 0} es claro, dado queOP =U(OP)∪P.
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2. Si x∈ F es un uniformizante local deP, entoncesP = xOP y comox= x ·1= 1 · x, donde

1∈U(OP), entoncesvP(x) = 1.

Recíprocamente Supongamos quevP(x) = 1 y veamos queP= xOP. Seat tal queP= tOP,

comovP(x) = 1, entoncesx= tu, dondeu∈U(OP).

Si z∈ P, entonces

z = tnw,w∈U(OP),

= xn(u−nw
)

,

= x
(

xn−1u−nw
)

∈ xOP.

EntoncesP⊆ xOP.

Si y∈ xOP, entoncesy= xa, cona∈ OP. Luegoy= (tu)a= t(ua) ∈ tOP = P, asíxOP ⊆ P,

que es lo que queríamos probar.

3. Seav una valuación discreta deF/K y consideremos los conjuntos

P= {z∈ F : v(z)≥ 0} y OP = {z∈ F : v(z)≥ 0}.

EntoncesOP un anillo de valuación deF/K. En efecto, comoOP ⊆ F, es suficiente mostrar

OP es un subanillo deF. Six,y∈OP, entoncesv(x)≥ 0 y v(y)≥ 0 y v(xy) = v(x)+v(y)≥ 0.

Luegoxy∈OP. Comov(x+y)≥mı́n{v(x),v(y)}≥ 0, entoncesx+y∈OP. Ahora, para todo

a ∈ K −{0}, v(a) = 0 ≥ 0 y v(0) = ∞ y asíK ⊆ OP, existet ∈ F tal quev(t) = 1 ≥ 0 así
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t ∈ OP−K, asíOP ( K. Seaz∈ F tal quez /∈ OP, entoncesv(z) < 0 y v(z−1) > 0 y así

z−1 ∈ OP, es decirOP es un anillo de valuación.

P = {z∈ F : v(z) ≥ 0} es un ideal deOP. En efecto, seanx,y ∈ P, entoncesv(x) > 0 y

v(y) > 0, por lo tantov(xy) > 0 y v(x+ y) > 0, además tenemos quev(−x) = v(x) > 0, es

decir−x∈ P. Si x∈ P y r ∈ OP, entoncesv(rx) = v(r)+v(x)> 0.

Falta ver queP es ideal maximal deOP, para esto es suficiente mostrar queP=OP−U(OP),

lo que es equivalente a probar queU(OP) = {z∈ OP : v(z) = 0}.

Si z∈ U(OP), entonces existew ∈ OP tal quezw= 1 y tenemos que 0= v(1) = v(zw) =

v(z)+v(w), despejandov(z) =−v(w)≤ 0 y comov(w)≤ 0 y w∈ OP, entoncesv(z) = 0.

Recíprocamente, siz∈ OP y v(z) = 0, entoncesz 6= 0. Luego existey∈ F tal quexy= 1, así

v(xy) = 0= v(x)+v(y), por lo tantov(y) = 0 y y∈ OP es decirx,y∈U(OP).

4. SeanO un anillo de valuación deF/K, P su ideal maximal yvP la valuación discreta

asociada aP. Considerez∈ F −{0}, Comoz∈ F y O ⊆ F, entoncesO [z] ⊆ F. Teniendo

quez /∈ O , se tiene quevP(z) < 0, así que para cadak ∈ Z+ y asívP(z−k) = kvP(z−1) > 0.

AhoravP(yz−k) = vP(y)+vP(z−k)> 0 paray∈ F fijo y k lo suficientemente grande tenemos

quekvP(yz−1)> 0, es decir,yz−k ∈ P⊆ O , por lo tantoy= wzk ∈ O [z] y asíF = O [z] para

todoz∈ F −O .

SeaA un subanillo deF tal queO ( A⊆ F. Entonces existex∈ A−O y comoz∈ F −O y

A[x] = A. LuegoF = O [x]⊆ A[x]⊆ F [x] = F, es decirA= F .
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El resultado anterior nos muestra que lugares, anillos de valuación y valuaciones discretas

de un cuerpo de funciones algebraicas son esencialmente lasmisma cosa.

Definición 4.14.SeaP∈ PF .

1. Definimos elcuerpo de clases residualesFP :=OP/P deP. Simplificaremos la notación de

la siguiente formax(P) := x+P parax∈ OP.

La aplicación

F → FP∪{∞},

x 7→



















x(P) si x∈ OP,

∞ si x /∈ OP,

deF enFP∪{∞} se llamaaplicación de clases residualesdeP.

2. grad(P) = [FP : K] se llama el grado del lugarP, el cual siempre es finito.

Definición 4.15.Seaz∈ F y P∈ PF .

1. Decimos queP es uncero dez si vP(z)> 0.

2. Decimos queP es unpolo dez si vP(z)< 0.

Si vP(z) = m> 0 (vP(z) = −m< 0), diremos queP es un cero (o un polo) dez de ordenm,

respectivamente.
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4.2. Cuerpos de funciones racionales

Como dice el título, nos enfocaremos en los cuerpos de funciones racionales, es decir, el

casoF =K(x), dondex es trascendente sobreK, esto se hará con el fin de entender las definiciones

dadas anteriormente. Presentamos a continuación un ejemplo concreto y simple. En el se presentan

de manera precisa los conceptos de valuaciones, lugares, entre otros.

Ejemplo 4.16. Dado un polinomio mónico e irreduciblep(x) ∈ K [x], consideremos el anillo de

valuación

Op(x) =

{

f (x)
g(x)

: f (x),g(x) ∈ K [x] , p(x) ∤ g(x)

}

, (17)

deK(x)/K con ideal maximal

Pp(x) =

{

f (x)
g(x)

: f (x),g(x) ∈ K [x] , p(x)| f (x), p(x) ∤ g(x)

}

. (18)

En el caso particular cuandop(x) sea lineal, es decir,p(x) = x−α conα ∈ K, se escribirá

Pα = Px−α ∈ PK(x).

Este anillo y su lugar ya fueron mostrados anteriormente en lo Ejemplos (4.4) y (4.10). Hay otro

anillo de valuación deK(x)/K, definido

O∞ =

{

f (x)
g(x)

: f (x),g(x) ∈ K [x] ,grad( f (x))≤ grad(g(x))

}

, (19)
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y su ideal maximal

P∞ =

{

f (x)
g(x)

: f (x),g(x) ∈ K [x] ,grad( f (x))< grad(g(x))

}

. (20)

ParaO∞ es claro queK (O∞ (K(x), si se tiene que paraf (x)g(x) ∈K(x) que grad( f (x))> grad(g(x)),

entoncesg(x)f (x) si pertenece aO∞, por lo tantoO∞ es un anillo de valuación.

Veamos queP∞ no tiene unidades, sif (x)g(x) con grad( f (x))< grad(g(x)), entonces el inversog(x)f (x) no

está enP∞, por lo tanto yP∞ es ideal maximal.

Teorema 4.17.Sea F= K(x) el cuerpo de funciones racionales.

1. Sea P=Pp(x) ∈PK(x) el lugar definido en la ecuación (18), donde p(x)∈K [x] es un polinomio

irreducible y mónico. Entonces p(x) es un elemento primo para P, y su correspondiente

valuación vP puede ser descrita de la siguiente manera:

Si z∈ K(x)−{0} es escrito de la forma z= p(x)n
(

f (x)
g(x)

)

con n∈ Z, con f(x),g(x) ∈ K [x],

p(x) ∤ f (x) y p(x) ∤ g(x), entonces vP(z) = n. El cuerpo de clases residuales K(x)P = OP/P

es isomorfo a K[x]/(p(x)) y el isomorfismo está dado por

K [x]/(p(x))→ K(x)P,

f (x) 7→ f (x)(P).

En consecuenciagrad(P) = grad(p(x)).

2. En el caso específico donde p(x) = x− α con α ∈ K, el grado de P= Pα es uno y la
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aplicación de clases residuales está dado por

z(P) = z(α) para z∈ K(x),

donde z(α) es definido de la siguiente manera:

Escriba z= f (x)
g(x) ∈ K [x], entonces

z(α) =



















f (α)
g(α) si g(α) 6= 0,

∞ si g(α) = 0.

3. Sea P= P∞ el lugar infinito de K(x)/K definido en la ecuación (20), entoncesgrad(P∞) = 1.

Un elemento primo de P∞ es t= 1/x y la valuación discreta correspondiente v∞ está dada

por

v∞

(

f (x)
g(x)

)

= grad(g(x))−grad( f (x)),

donde f(x),g(x)∈K [x]. La aplicación de clases residuales correspondiente a P∞ está definido

por z(P∞) = z(∞) para z∈ K(x), donde z(∞) se define como:

Si

z=
anxn+ · · ·+a0

bmxm+ · · ·+b0
, con an,bm 6= 0,
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entonces

z(∞) =







































an
bm

si n= m,

0 si n< m,

∞ si n> m.

4. K es el cuerpo de constantes de K(x)/K.

Demostración.

1. SeaP = Pp(x), p(x) ∈ K [x] irreducible. El idealPp(x) ⊆ Op(x) claramente es generado por

p(x), por lo tantop(x) es un elemento primo paraP. Para demostrar la afirmación sobre el

cuerpo de la clase de residuos consideramos el homomorfismo de anillos

ϕ : K [x]→ K(x)P,

f (x) 7→ ϕ( f (x)) = f (x)(P).

Así el kernel deϕ es el ideal generado porp(x). Ademásϕ es sobreyectiva: Siz∈ Op(x),

podemos escribirz=u(x)/v(x) conu(x),v(x)∈K [x] tal quep(x) ∤ v(x). Luego existea(x),b(x)∈

K [x] cona(x)p(x)+b(x)v(x) = 1, por lo tanto

z= 1 ·z= a(x)u(x)
v(x)

p(x)+b(x)u(x),

y z(P)= (b(x)u(x))(P)está en la imagen deϕ. Asíϕ induce un isomorfismoφ deK [x]/(p(x))
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sobreK(x)P.

2. SeaP=Pα conα ∈K. Si f (x)∈K [x], entonces(x−α)|( f (x)− f (α)), por lo tantof (x)(P)=

( f (x)− f (α))(P)+ f (α)(P) = f (α). Tomemosz∈ OP de forma arbitraria, que podemos

reescribirlo comoz= f (x)
g(x) donde f (x),g(x) ∈ K [x] y (x−α) ∤ g(x), por lo tantog(x)(P) =

g(α) 6= 0 y

z(P) =
f (x)(P)
g(x)(P)

=
f (α)

g(α)
= z(α).

3. Veamos que 1/x es un elemento primo paraP∞. Claramente tenemos que 1/x∈ P. Considere

un elementoz= f (x)
g(x) ∈ P∞, es decir grad( f (x))< grad(g(x)), entonces

z=
1
x

x f(x)
g(x)

, así grad(x f(x))≤ grad(g(x)).

Esto prueba quez∈ (1/x)O∞, por lo tanto 1/x genera el idealP∞, es decir, es un elemento

primo deP∞.

4. Escojamos un lugarP deK(x)/K de grado uno, por ejemploP= Pα conα ∈ K. El cuerpo

de constantes̃K deK(x) está contenido en el cuerpo de clases residualesK(x)P, por lo tanto

K ⊆ K̃ ⊆ K(x)P = K.

Teorema 4.18.No existen otros lugares del cuerpo de funciones racionalesK(x)/K distintos de

Pp(x) y P∞.
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Demostración.SeaP un lugar deK(x)/K. Se tiene dos casos.

Caso 1.Supongamos quex∈ OP, entoncesK [x] ⊆ OP y el conjuntoI = K [x]∩P es un ideal de

K [x], de hecho es un ideal primo y ademásI 6= {0}. Luego existe un polinomio mónico irreducible

p(x)∈K [x] tal queI =K [x]∩P= p(x)K [x]. Cadag(x)∈K [x] conp(x) ∤ g(x) no está enI , entonces

no está enP y 1/g(x) ∈ OP, de lo que se concluye que

Op(x) =

{

f (x)
g(x)

: f (x),g(x) ∈ K [x] , p(x) ∤ g(x)

}

⊆ OP.

Como los anillos de valuación son subanillos propios maximales deK(x), tenemos queOP=Op(x).

Caso 2.Six /∈OP, entoncesx−1∈OP y comoK ⊆OP, por lo tantoK
[

x−1
]

⊆OP, x−1∈P∩K
[

x−1
]

y P∩K
[

x−1
]

= x−1K
[

x−1
]

. Como en el Caso 1,

OP ⊇
{

f (x−1)

g(x−1)
: f (x−1),g(x−1) ∈ K

[

x−1] ,x−1 ∤ g(x−1)

}

,

=

{

a0+ · · ·+anx−n

b0+ · · ·+bmx−m : b0 6= 0

}

,

=

{

a0xm+n+ · · ·+anxm

b0xm+n+ · · ·+bmxn : b0 6= 0

}

,

=

{

u(x)
v(x)

: u(x),v(x) ∈ K [x] ,grad(u(x))< grad(v(x))

}

,

= O∞.

Así OP = O∞ y P= P∞.

Corolario 4.19. Los lugares de K(x)/K de grado uno están en correspondencia con K∪{∞}.

Este resultado es inmediato del teorema anterior y que los únicos lugares de grado uno de
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K(x)/K sonP∞ y Pα conα ∈ K.

4.3. Cuerpos de funciones ciclotómicos

Primero recordemos unas propiedades de la extensiónQ(ζn)/Q.

Proposición 4.20.El cuerpoQ(ζn) es una extensión de Galois deQ, dondeζn es la raíz n-ésima de

la unidad;[Q(ζn) : Q] = φ(n) y Gal(Q(ζn)/Q) es isomorfo al grupo de las unidades Un =U(Zn)

deZn.

Demostración.Ver CapítuloV de Grillet (2007).

Este resultado se usará más adelante.

SeaFq el cuerpo finito conq elementos, dondeq = pn y p,n∈ Z+ con p primo. Denotemos por

RT = Fq [T] el anillo de polinomios con variableT sobreFq y K = Fq(T), el cuerpo de fracciones

deF , es decir, el cuerpo de funciones algebraicas en la variableT. Denotemos porK = Fq(T) la

clausura algebraica deK. Un Fq - endomorfismo sobreK es una funciónϕ : K → K tal que para

cadaa,b∈ K y α ∈ Fq:

ϕ(a+b) = ϕ(a)+ϕ(b)

y

ϕ(αa) = αϕ(a).

Sea

A= EndFq(K) =
{

ϕ : K → K : ϕ unFq - endomorfismo sobreK
}

,

dondeA esFq - espacio vectorial.
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Ejemplo 4.21. En particularϕ ∈ A definido por:

ϕ : K → K

u 7→ uq

es un homomorfismo conocido comoautomorfismo de Fröbenius.

ϕ es un homomorfismo. En efecto, sir,s∈ K, entonces

ϕ(rs) = (rs)q = rqsq = ϕ(r)ϕ(s)

y ϕ(r +s) = (s+ r)q como los elementos deK tienen ordenp primo, entonces(s+ r)q = sq+ rq,

asíϕ(r +s) = ϕ(r)+ϕ(s), por lo tantoϕ ∈ A.

Ejemplo 4.22. Definimos:

µT : K → K

u 7→ µT(u) = Tu,

entoncesµT ∈ A.

Seaf (T) ∈ RT . Definiendo la sustituciónT → ϕ +µT en f , da un elemento deA. Es decir,
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si f (T) = anTn+ · · ·+a1T +a0, entonces

f (ϕ +µT)(u) = an(ϕ +µT)
n+ · · ·+a1(ϕ +µT)(u)+a0(u),

para todou∈K. Es fácil ver queχ : RT →Adefinido porχ( f (T))= f (ϕ+µT) es un homomorfismo

de anillos y asíK es dotado de una estructura deRT-módulo.

Tenemos que

(ϕ ◦µT)(u) = ϕ(Tu) = Tquq,

(µq
T ◦ϕ)(u) = µq

T(u
q) = Tquq,

por lo tanto

ϕ ◦µT = µq
T ◦ϕ,

pero en generalϕ ◦µT 6= µT ◦ϕ.

Si u∈ K y M ∈ RT se denota:

uM := M(ϕ +µT)(u) = M ◦u.

Note que siα ∈ Fq y u∈ K, entoncesuα = αu.

Además, para cadau∈ K y M,N ∈ RT , se tiene:

uM+N = uM +uN
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y

uMN =
(

uM)N .

Lo anterior se relaciona con los cuerpos ciclotómicos como se indica a continuación:

Z actúa como grupo sobreU
(

Q
)

= Q−{0} = C−{0} de la siguiente manera, paran ∈ Z+

y u ∈ U
(

Q
)

, tenemos quenu= un: Los cuerpos numéricos ciclotómicos corresponden a{u ∈

U
(

Q
)

}= {ζ a
n}n−1

a=0, dondeζn = e
2π i
n .

Con el siguiente diagrama vemos la semejanza entre estos conjuntos y su comportamiento.

Q

Q Z

K

K = Fq(T) RT = Fq [T]

En este casoRT = Fq [T] actúa sobreK por exponenciación: ParaM ∈ RT y u∈ K, tenemos que

M ◦u= uM. Los cuerpos de funciones ciclotómicas corresponderán a{u∈ K
M
u = 0}.

Definición 4.23.SeaM ∈ RT , definimos

ΛM =
{

u∈ K : uM = 0
}

como el conjunto de ceros deuM (polinomio enu), ΛM es llamadomódulo de Carlitz-Hayesde

M.

Proposición 4.24.Para M∈ RT , ΛM es un RT-submódulo deK.



SOBRE DOMINIOS EUCLÍDEOS Y CUERPOS CICLOTÓMICOS 94

Demostración.Ver Capítulo 12 de Salvador (2006).

Observación4.25. ComoRT es un anillo conmutativo, siu∈ K y N ∈ RT , tenemos

uM = M ◦u,

y dado que

M ◦uN = (uN)M = uNM = (uM)N = 0N = 0.

Más aún:

SobreQ tenemos queΛn=
{

ξ ∈U
(

Q
)

: ξ n = 1
}

=Wn
∼=∏n

i=1Wαi
pi , donden= pα1

1 . . . pαr
r , p1, . . . , pr

son primos yWs denota el grupo de lasn-ésimas raíces de la unidad, asíΛn esZ-cíclico.

Se podría pensar que lo mismo ocurre sobreK, es decir

ΛM =
{

u∈ K : uM = 0
}∼=

r

∏
i=1

Λαi
Pi
,

dondeM = ∏r
i=1Pαi

i , P1, . . . ,Pr son polinomios irreducibles enRT y ΛM esRT-cíclico.

Definición 4.26.ParaM ∈RT −{0} el grupoRT/(M) se llama el grupo de las unidades y definimos

Φ(M) = |U(RT/(M))|.
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Note que

Φ(M) = {N ∈ RT : mcd(N,M) = 1 y grad(N)< grad(M)} .

Proposición 4.27.Para N,M ∈ RT :

1. Φ(MN) = Φ(M)Φ(N) si y solo simcd(M,N) = 1.

2. Si P∈ RT es irreducible sobreFq, entoncesΦ(P) = qd −1, donde d= grad(P), más aún,

para n∈ Z+

Φ(Pn) = |RT/(P
n−1)|Φ(P) = qnd−q(n−1)d.

Demostración.Ver Capítulo 12 de Salvador (2006).

Definición 4.28. SeaM ∈ RT −{0}, el cuerpo deK(ΛM) definido como la menor extensión deK

que contiene aK y ΛM, o equivalentemente, el cuerpo generado al adjuntarleΛM a K, es llamado

cuerpo de funciones ciclotómicodeterminado porM sobreK.

Como vimos en la Proposición (4.20), tenemos el siguiente resultado, que es análogo para

los cuerpos de funciones.

Proposición 4.29.Propiedades deK(ΛM)

1. K(ΛM)/K es una extensión de Galois.

2. El grupo GM es un subgrupo de U(RT/(M)). En particular K(ΛM)/K es una extensión
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abeliana y

[K(ΛM) : K]≤ Φ(M) = |U(RT/(M))|

Demostración.Para simplificar la notación, denotaremos porA módM al residuo que se obtiene

al dividir A porM.

1. Dado queΛM
∼= RT/(M), que esRT- módulo cíclico generado porλ , tenemos que

λ RT = ΛM =
{

λ A : A∈ RT

}

,

entoncesK(ΛM) = K(λ ). En efecto, cualquier elementoξ ∈ ΛM es de la formaλ A para

algúnA∈ RT y

ξ = A(µT +ϕ)(λ ) ∈ K(λ q,{TSλ}) = K(λ ).

Finalmente, dado queK(ΛM) es el cuerpo de descomposición del polinomio separableF(u)=

uM ∈ K [u], se sigue queK(ΛM)/K es una extensión de Galois.

2. Dado queK(ΛM)=K(λ ), un elementoσ ∈GM es determinado por su acción sobreλ . Ahora

σλ es un conjugado deλ , entoncesσ(λ ) ∈ ΛM y σ(λ ) = λ A para algúnA ∈ RT . Veamos

queσλ es un generador deΛM.

Si ξ ∈ ΛM, entoncesσ−1(ξ ) ∈ ΛM, entoncesσ−1(ξ ) = λ B para algúnB∈ RT , por lo tanto

ξ = (σλ )B y tenemos queσλ es generador deΛM y se sigue que mcd(A,M) = 1. Así

A módM ∈ U(RT/(M)). Para ver queA no depende deλ , seaλ1 otro generador deΛM,
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suponga queλ1 = λ B para algúnB∈ RT , entonces

σλ1 = σ(λ B) = σ(λ )B = λ AB= (λ B)A = λ A
1 .

Ahora, siσ(λ ) = λ A = λ A1, tenemos queλ A−A1 = 0, asíA−A1 ∈ (M) y A≡ A1(módI).

Defina θ : GM → U(RT/(M)) dado porσ 7→ A módM, dondeσλ = λ A. Si Psi ∈ GM,

tenemos queΨ(λ )= λ B y (Ψ◦σ)(λ )=Ψ(λ A) = λAB. Por lo tantoθ(Ψσ) =AB módM =

θ(Ψ)θ(σ), asíθ es un homomorfismo de grupos.

Finalmente, siθ(σ) = 1 módM, tenemos queσ ∈ Kerθ y σλ = λ 1 = λ , entoncesσ es el

homomorfismo identidad. Lo que sigue que

GM ⊆U(RT/(M)) y |GM|= [K(ΛM) : K]≤ |U(RT/(M))|= Φ(M).

Dado queU(RT/(M)) es abeliano,GM también lo es.

Definición 4.30.SeaS∈RT mónico, se define elS-polinomio ciclotómicoopolinomio ciclotómico

respecto aScomo

ΨS(u) = ∏
mcd(B,S)=1

grad(B)<grad(S)

(

u−λ B
S

)

,

dondeλS es un generador deΛM.

Se tiene:
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Proposición 4.31.Para S∈ RT mónico.

1. ΨS(u) ∈ K(ΛM) [u], más aúnΨS(u) ∈ K [u].

2. Si M,N ∈ RT son polinomios mónicos distintos, entonces

mcd(ΨM(u),ΨN(u)) = 1.

3. Sea M mónico,

uM = ∏
N|M

N mónico

ΨN(M).

4. ΨM(u) = ∏N|M
(

uN
)µ(M/N)

con N mónico, donde

µ(D) =



























































1 si D= 1,

(−1)s si D= P1 · · ·Ps, donde P1,P2, . . . ,Ps son

polinomios monicos irreducibles distintos en RT ,

0 otro caso,

y M es un polinomio mónico.

5. Si P∈ RT es mónico e irreducible y M= Pn con n∈ Z+, entonces

ΨPn(u) =
uPn

uPn−1 ,
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por lo tantoΨPn(u) ∈ RT es irreducible.

Demostración.Ver Capítulo 12 de Salvador (2006).

Recordando los Teoremas (2.9),(2.13) y (2.15), vemos que tienen una forma similar a los

incisos 3,4 y 5, esto nos permite ver que se comportan de forma similar alrelacionarlos con la

funciónµ y con algunos resultados ya conocidos en los polinomios ciclotómicos.
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