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DESCRIPCION: Mediante el desarrollo de la presente Tesis de Maestria se obtienen formas de construir
modelos relativistas de discos delgados, mediante soluciones conformestaticas de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell. Con el fin de obtener tales modelos, se consideraron soluciones conformestaticas de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell en las cuales la primera derivada del tensor métrico presenta una discontinuidad finita a
través de un disco delgado. Dichos discos son de extension finita e infinita.

Dada entonces una solucién con las propiedades anteriores, se obtuvieron el tensor de energia-momentum su-
perficial y la densidad de corriente superficial de la distribucién de materia para soluciones conformestaticas
de las ecuaciones de Einstein-Maxwell con campo eléctrico, asi como también se obtuvo el tensor de energia-
momentum superficial y la corriente superficial de la distribucién de materia para el mismo sistema de ecuacio-
nes pero en presencia de campo magnético, en términos de distribuciones tensoriales.

Las propiedades fisicas de la distribucién de materia se estudian mediante un andlisis del tensor de energia-
momentum superficial, la densidad superficial de corriente y la corriente de la distribucién. Encontramos que
la inclusion de los campos eléctricos y magnéticos cambian significativamente las diferentes propiedades ma-
teriales de los discos lo cual permite, para algunos valores de pardmetros, construir discos de extension finita e

infinita que satisfacen todas las condiciones de energia.
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DESCRIPTION: Through the development of this master thesis, models of relativistic discs thin are built,
through conformastat solutions of the Einstein-Maxwell equations. To get such models, conformastat solutions
of the Einstein-Maxwell equations were considered, in the which the first derivative of the metric tensor presents
a discontinuity through a finite thin disk of finite radio.

Given then a solution with the properties above, the tensor energy-momentum surface and surface current den-
sity distribution area were obtained, through the formality required for the treatment of the Einstein-Maxwell
equations in terms of distributions tensor.

The physical properties of the distribution of matter are studied by a tensor analysis of the energy-momentum
surface and the surface current density distribution. We found that the inclusion of electric and magnetic fields
changes significantly different material properties of the disks which allows us to build, for some sets of para-
meters, disks that meet all the energy conditions.

*Master Thesis
**Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Guillermo A. Gonzalez V., Ph. D. (Director). Antonio C. Gutiérrez-
Pifieres., M.Sc.(Co-Director)



Indice general

Introduccion

1. Modelos Relativistas de Discos Delgados Conformestaticos con Campo Eléctrico
1.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . e

1.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones Conformestaticas con Campo
Eléctrico . . . . . . . . .

1.2.1. Coordenadas Esferoidales Oblatas . . . . . . . . . . .. ... ....

1.3. Tensor Energia-Momentum y Densidad de Corriente . . . . . ... ... ..

2. Modelos Relativistas de Discos Delgados Conformestaticos con Campo Magnéti-
co

2.1. Preliminares . . . . . . . . .

2.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones Conformestaticas con Campo
Magnético . . . . . . ... e

2.3. Tensor Energia-Momentum y Corriente . . . . . . ... ... ... .....

3. Modelos Particulares de Discos Delgados Conformestaticos
3.1. Preliminares . . . . . . . . . ... e
32. DiscosTipoKalnajs . . . . . . . . .. ... ...

3.3. Dos Fuentes Puntuales AlineadasenelEjez . . . . . ... ... ... ....

VIII

1



INDICE GENERAL

v

3.4. Potencial de una Barra Finita LocalizadaenelEjez . . . . . ... ... ... 23
Conclusiones 26
Apéndice A: Distribuciones Tensoriales 28
Apéndice B: Ecuaciones de Einstein-Maxwell para Cascarones de Materia 31



Indice de cuadros

3.1. Lasconstantes Cy, param =0,...,6. . . . . .. .. ... 17



Indice de figuras

1.1.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

Coordenadas Esferoidales Oblatas . . . . . . . . . . . . . . . ... .....

Densidad de energia adimensional €, como una funcién de 7 con k = —1 para
los seis primeros modelos de discosm =1,...,6. . . ... ... ... ....

Densidad de energia adimensional en el centro de los discos, €(0), como una

funcion de k para los mismos seis modelos de discos previamente considerados.

Densidad superficial de energia adimensional &, como una funcién de 7 para
los seis primeros modelos de disco con m = 1,2,3,4,5,6. En cada caso,
hemos graficado &,(7) para 0 < # < 1 con k = —0,25 para &, con k = —0,5
para &, con k = —1 para &, con k = —2 para &, con k = —4 para &, y
finalmente k = =8 para s . . . . . . . ..

Método de Desplazamiento, Corte y Reflexién . . . . . . . . ... ... ...

Densidad de energia superficial € y corriente j, como una funcién de r res-
pectivamente. Se presentan las curvas de cada propiedad fisica para los cuatro
primeros modelos de discosconm; =2, m, =0,1,2,3, k=1, =1,b=1. .

Densidad de energia superficial € y corriente j, como una funcién de r res-
pectivamente. Se presentan las curvas de cada propiedad fisica para los cuatro
primeros modelos de discosconm; =2, m, =1, k=1,20=1,2,3,4,b=1. .

Densidad de energia superficial € y corriente j, como una funcién de r res-
pectivamente. Se presentan las curvas de cada propiedad fisica para los cuatro
primeros modelos de discosconm; =2, m, =1, k=1,2,3,4,z=1,b=1. .

Densidad de energia superficial € y corriente j como una funcién de r para
los siguientes pardmetros m = 1, k = -0,5,-1,-1,5,-2,b=2 . . . . . . ..

Densidad de energia superficial € y corriente j como una funcién de r para
los siguientes pardmetrosm = 1, k=—-1,b=2,3,4,5,6. . . . . . ... ...

19

19

20

21

22

22

23

24



Introduccion

La obtencion de soluciones de las ecuaciones de Einstein y de Einstein-Maxwell es un pro-
blema de gran importancia en relatividad general, asi, que a través de los afios, se han desa-
rrollado diversos métodos que permiten obtener soluciones de dichas ecuaciones imponiendo
apropiadas condiciones de simetria. Ahora bien, soluciones de las ecuaciones de Einstein y
Einstein-Maxwell correspondientes a configuraciones discoidales de materia presentan gran
relevancia en diversos aspectos, tanto desde el punto de vista de la teoria de la relatividad
en si misma como en el modelamiento y entendimiento de propiedades fisicas de sistemas
astrofisicos.

Existen diferentes métodos para encontrar soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein
y Einstein-Maxwell, o para generar nuevas soluciones exactas a partir de soluciones simples
conocidas. Por lo tanto, es importante tener algunos procedimientos apropiados para obtener
algunas interpretaciones de estas soluciones exactas. Asi, en los tltimos afios se han desarro-
llado varios procedimientos para soluciones axialmente simétricas estaticas y estacionarias
en términos de discos delgados y, recientemente, de discos gruesos.

Los discos de materia sin presion, conocidos como discos de polvo, por ejemplo, se estudian
en astrofisica como modelos de ciertos tipos de galaxias o discos de acrecién [1, 2, 3]. El
modelo de discos relativistas también presenta gran importancia en el estudio de superpo-
sicién de discos de acrecion alrededor de agujeros negros, y galaxias con agujeros negros
supermasivos en su nucleo; objetos puramente relativistas [4]. De igual manera, discos con
presencia de campos electromagnéticos, especialmente campos magnéticos, juegan un papel
importante en astrofisica en el contexto de estrellas de neutrones, binarias y enanas blancas,
o en la formacién y evolucion de galaxias.

Soluciones estacionarias y axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein y Einstein-
Maxwell las cuales son interpretadas en la construccion de modelos de discos delgados rela-
tivistas han sido extensamente estudiadas a través de los afios, puesto que pueden ser usadas
como modelos de ciertas estrellas, galaxias y discos de acrecion. Estas soluciones pueden ser
estaticas o estacionarias | y con o sin presion radial. Dichas soluciones fueron inicialmente
estudiadas por Bonnor y Sackfield [5] y Morgan y Morgan [6-7]. Posteriormente, diferentes

1En la estdtica los coeficientes métricos solo dependen de las coordenadas, mientras en la estacionaria es
invariante bajo inversion simultdnea de las coordenadas ¢ y ¢, lo cual significa fisicamente que las fuentes de
campo gravitacional poseen movimientos que son puramente rotacionales alrededor del eje de simetria



IX

autores han obtenido varios tipos de soluciones exactas correspondientes a discos delgados
estéticos [8-16] y estacionarios [17-21]. Se ha considerado, de igual manera, la superposicién
de un disco estatico o estacionario con un agujero negro [22-30], discos de fluido perfecto con
halo [34], asi como también se ha investigado la estabilidad de discos delgados que implican
el uso de una perturbacién de primer orden en el tensor de energia-momentum [31]. Fuentes
discoidales para espaciotiempos estacionarios axialmente simétricos con campos magnéticos
han sido estudiados como fuentes para campos de Kerr-Newman [32], campos magnetostati-
cos axialmente simétricos [33], mientras que discos de fluidos perfectos cargados fueron
estudiados por Vogt y Letelier [34], y discos de fluido perfecto cargado como fuentes de
espaciotiempos tipo Taub-NUT por Garcia-Reyes y Gonzdlez [35-36].

En los casos anteriores, los discos se obtienen mediante un método tipo “problema inverso”,
llamado por Synge el “mérodo - g”’[44]. Para discos sin campo electromagnético el método se
puede describir de la siguiente manera: se toma una solucion de las ecuaciones de Einstein,
de modo que exista una discontinuidad en las derivadas del tensor métrico en la superficie
del disco 3, posteriormente se obtiene el tensor energia-momentum a partir de las ecuaciones
de Einstein. Finalmente, se estudian las propiedades fisicas de la distribucion de materia
mediante un andlisis del tensor energia-momentum asi obtenido. El método se puede extender
al caso en que los discos en consideracion presenten campo electromagnético. En este caso,
se toma una solucion de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio y las condiciones
exigidas sobre el tensor métrico en la superficie del disco son las mismas que para el caso
anterior. Los discos también se pueden estudiar de manera “directa”, llamado por Synge el
“método - T’[44]: se da el tensor energia-momentum de la fuente y luego se resuelven las
ecuaciones de Einstein en la region material. La solucidn interna es luego usada para obtener
condiciones de frontera sobre las ecuaciones de campo en el vacio en la regién exterior.

Mediante el desarrollo de la presente Tesis de Maestria se obtienen soluciones conformestati-
cas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que permiten la construccidon ciertos de modelos
relativistas de discos delgados finitos e infinitos. Con el fin de obtener tal modelamiento, se
consideraron inicialmente soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell en las cuales la primera derivada del tensor métrico presente una discontinuidad
finita a través de un disco delgado de radio finito e infinito. Dada entonces una solucion
con las propiedades anteriores, se obtienen el tensor de momentum-energia superficial, la
densidad de corriente y la corriente superficial de la distribucién de materia, por medio del
formalismo necesario para el tratamiento de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en términos
de distribuciones tensoriales. Las propiedades fisicas de la distribucion de materia se estudia
entonces mediante un anélisis detallado del tensor de energia-momentum superficial.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1, se estudian las ecuacio-
nes de Einstein-Maxwell correspondientes a espacio-tiempos conformestiticos con campo
eléctrico y sus soluciones mediante un sencillo método de dependencias funcionales. Dichas
soluciones pueden ser usadas para la construccion de modelos delgados de discos en relativi-

¥El tensor métrico nos dice como es el espacio-tiempo geométricamente, la discontinuidad en la derivada
nos da la informacién de que alli se encuentra la distribucidon de materia



dad general. Se obtiene la expresion general para el tensor de energia-momentum superficial
del disco y de la densidad de corriente del disco. Dichos modelos de discos seran tipo polvo,
axialmente simétricos y de extension finita.

En el Capitulo 2, se estudiardn soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para un
elemento de linea conformestatico con campo magnético, las cuales permiten construir fuen-
tes de modelos de discos de extension infinita, los cuales seran construidos usando el método
de “Desplazamiento, Corte y Reflexion”. Dichas fuentes discoidales son de polvo y mag-
netizadas. Se encontraron las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell y sus soluciones
mediante el método de dependencias funcionales entre el coeficiente métrico 4, el potencial
electromagnético A, y una funcién U, que representa una solucién de la ecuacion de Laplace.
Finalmente, obtenemos la expresion general para el tensor de energia-momentum superficial
del disco y de la corriente del disco.

En el Capitulo 3, presentamos varios ejemplos de algunos modelos simples de discos. Ta-
les discos se caracterizan por ser delgados, tipo polvo, axialmente simétricos, de extensiones
finitas e infinitas y por cumplir todas las condiciones de energia. Se obtienen consideran-
do soluciones simples de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para espacio-tiempos confor-
mestaticos en presencia de campos eléctricos y magnéticos respectivamente, que permiten
obtener expresiones de las cantidades fisicas y se estudiara su comportamiento graficamente.
Finalmente, se presentan los resultados principales de la investigacion.



CAPITULO 1

Modelos Relativistas de Discos Delgados
Conformestaticos con Campo Eléctrico

1.1 Preliminares

La construccion de modelos de discos delgados en relatividad general se puede llevar a cabo a
partir de soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein y Einstein-Maxwell
en el vacio e introduciendo posteriormente una discontinuidad finita en las primeras derivadas
del tensor métrico a través del plano z = 0. Dicha discontinuidad puede obtenerse reflejando
la solucién dada a través del plano. La discontinuidad en las primeras derivadas del tensor
métrico puede representarse por una funciéon de Heaviside de tal forma que, dado que el
tensor de curvatura es lineal en las segundas derivadas del tensor métrico y cuadrético en las
primeras derivadas, el tensor de curvatura contendra términos proporcionales a la distribucion
delta de Dirac con soporte en el plano z = 0.

Este Capitulo se conforma de la siguiente manera. El estudio del sistema de ecuaciones de
Einstein-Maxwell correspondiente a un espacio-tiempo conformestatico con campo eléctrico
y su solucidn, se presenta brevemente en la seccion 1.2. En la seccion 1.3 dicha solucidn nos
permite construir modelos de discos delgados, finitos, axialmente simétricos y calcular las
expresiones generales para las propiedades fisicas tales como el tensor energia-momentum y
la densidad de corriente del disco.



1.2 Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones Conformestaticas con Campo
Eléctrico 2

1.2 Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones Confor-
mestaticas con Campo Eléctrico

Con el fin de obtener soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell las cuales permiten
la construccién de modelos de discos delgados, estdticos, axialmente simétricos con campo
eléctrico, se debe escoger un elemento de linea que permita obtener soluciones exactas sim-
ples, de tal manera que se puedan analizar las propiedades fisicas de los modelos de discos
obtenidos. Cuando se considera la presencia de campos electromagnéticos, existe una clase
de elementos de linea para los cuales es posible obtener soluciones exactas simples, las cuales
se pueden expresar en términos de soluciones de la ecuacion de Laplace. Dicho elemento de
linea se puede escribir, en coordenadas cilindricas x* = (¢, ¢, 1, 7), en la forma [43-44]

ds* = — 2d? + e PAPd? + dr + dZP), (1.1)

donde A es funcién de las coordenadas r, ¢ y z inicamente. Este elemento de linea es estatico
y la parte espacial es conformalmente plana, pues estd multiplicada por el factor e~>*. De
acuerdo con esto, esta clase de métricas se conocen en la literatura como métricas confor-
mestaticas [44-45].

El sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio, en unidades geométricas tales que
c=G = puy =€ =1, estd dado por

G, = 81 Ty, (1.2a)
Ty = ! F . F° ! F F (1.2b)
ab — A acl™p 4gub cd 5 .
F*, =0, (1.2¢)
Fo = Ab,a - Aa,ba (1.2d)

donde todos los simbolos tienen el sentido usual. Para la métrica (1.1), y tomando el potencial
electromagnético como A, = (—¢, 0, 0, 0), el sistema anterior se puede escribir explicitamente
como

/171'/17]‘ = 8_2/l¢’i ¢,j’ (13)
26*'V2A1 = V¢ - Vo, (1.4)
V2 =2VA- Ve, (1.5)

donde i, j = 1,2,3 y V es el operador diferencial usual en coordenadas cilindricas.
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Ahora bien, para resolver el anterior sistema de ecuaciones, consideraremos soluciones en
las que existe una dependencia funcional entre ¢ y A; esto es, supondremos que ¢ = ¢(1). De
acuerdo con lo anterior, le ecuacion (1.3) implica que

[¢' (D] = e, (1.6)
cuya solucion estd dada por
¢ =xe' +k, (1.7)
donde k; es una constante de integracion arbitraria.

Utilizando entonces la solucién anterior es facil ver que el sistema de ecuaciones (1.4)-(1.5)
se reduce a
VA =Va-Va, (1.8)

una ecuacion diferencial parcial, no-lineal en la funcién A. Para resolver la anterior ecuacion,
supondremos que la funcidn métrica A se puede expresar en la forma A = A(U), donde U es
una funcién que representa una solucion de la ecuacion de Laplace. Introduciendo la anterior
suposicion en la ecuacion (1.8), se obtiene la ecuacién

'U) =[O, (1.9)
cuya solucion esta dada por
k
yi 3
= —, 1.10
U + k2 ( )

donde k; y k3 son constantes de integracion arbitrarias.

De otra parte, para obtener un comportamiento apropiado en el infinito, vamos a imponer al-
gunas condiciones de contorno a las anteriores soluciones. Asi, para tener un espacio asintoti-
camente plano, se debe cumplir que e! = 1 en el infinito. También podemos exigir la condi-
cion sobre el potencial eléctrico, tal que, ¢ = 0 en el infinito, ya que estamos considerando
sOlo fuentes de extension finita. En consecuencia, vamos a considerar para la funcién U sé6lo
aquellas soluciones de la ecuacion de Laplace que se comportan como U = 0 en el infinito, de
tal manera que mediante la adopcidn de las constantes k, = k3 obtenemos el comportamiento
deseado para la funcién métrica A. Por dltimo, para el potencial eléctrico ¢, hay que exigir el
valor para la constante k; = ¥1 y la ecuacién (1.7) puede ser reescrita como

6= (1.11)

k
-1/,
U+k ]
donde las constantes han sido renombradas como k, = k3 = k.

Como podemos ver, las ecuaciones (1.10) y (1.11), son las soluciones del sistema de ecuacio-
nes de Einstein-Maxwell (1.3)-(1.5), las cuales se expresan en términos de U, una solucion de
la ecuacion de Laplace. Asi entonces, debemos hacer una eleccién apropiada de la funcién U,
la cual va a representar el potencial gravitacional newtoniano de una fuente discoidal delgada,
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axialmente simétrica y de extension finita. La forma de generar estos discos es mediante el
método “problema inverso”, para el cual se introduce el sistema de coordenadas esferoidales
oblatas, las cuales se adaptan de forma natural a la fuente de campo gravitacional y contie-
ne implicitamente las singularidades del problema, y se resuelve el problema de contorno
correspondiente.

1.2.1. Coordenadas Esferoidales Oblatas

Debido que la métrica (1.1) estd expresada en coordenadas cilindricas, la transformacion
entre las coordenadas cilindricas y las coordenadas esferoidales oblatas, estd dada por

P =d(1+ &)1 -, (1.12a)
Z = aén, (1.12b)
donde0 <é<ooy-1<n<Il.
<
e /’—__—§ 7~
// / . </ N\ \\5 = cte
10N N
—a sa ) |
\ N ~/ | -~ 7 / R
\\ ~ /
— - /
n = cte

Figura 1.1: Coordenadas Esferoidales Oblatas

El disco tiene las coordenadas & = 0, 0 < 7> < 1. Al atravesar el disco, 7 cambia de signo
pero no cambia en valor absoluto. Este comportamiento singular de la coordenada n implica
que una funcién par de 77 es siempre continua pero su primera derivada con respecto a 1 es
discontinua en el disco. Resolviendo la ecuacién de Laplace en dicho sistema coordenado por
medio del método de separacion de variables y sometiendo su solucion a las condiciones de
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contorno apropiadas, el potencial gravitacional adopta la siguiente forma

U == Couqunl@Pr0), (1.13)

n=0

donde los ¢»,(¢) = i*""1Q,,(i€) son funciones de Legendre de segundo orden, los P, (1)
son los polinomios de Legendre de segundo orden y C5, es una constante de normalizacion.
Mas adelante, en la seccidn 3.2, presentamos una eleccidn particular de estas constantes Cj,
correspondiente a una familia infinita de discos de longitud finita, los bien llamados discos
de Kalnajs, los cuales presentan una densidad superficial de masa bien comportada. Dicho
comportamiento se estudia graficamente asi como también el de la densidad superficial de
corriente.

1.3 Tensor Energia-Momentum y Densidad de Corriente

Para el caso de un disco delgado axialmente simétrico, introducimos el elemento de linea
conformestatico en coordenadas cilindricas x* = (¢, ¢, 1, 7), el cual esta dado por

ds® = — eXdr* + e (Pdy? + dr* + d7P), (1.14)

donde A es funcidn de r, ¢ y z Gnicamente y se considera la hipersuperficie £ definida por
la funcién ¢(x“) = z, con vector normal n, = ¢,, = 65. Dada entonces una solucién de la
forma (1.10) - (1.11) para las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio, el tensor métrico
gap satisface la relacion

gab(raz) = gub(r’ _Z)a (115)
de tal forma que [g,,] = 0. Las relaciones anteriores implican que, cuando z # 0,
8abz(1,2) = = 8anz(r,—2), (1.16)

y asi las discontinuidades en las primeras derivadas del tensor métrico se pueden escribir
como

bap = [8abel = 2 8anil e (1.17)

Ahora, usando el formalismo de las distribuciones tensoriales [38, 39, 40], las ecuaciones de
Einstein-Maxwell y el tensor energia-momentum se pueden expresar en la forma

T = T0(z) + T*’[1 - 0(2)] + Q“°6(2), (1.18)
y la densidad de corriente como
J=1(2), (1.19)
donde, 6(z) y 6(z) son distribuciones de Heaveside y de Dirac evaluadas en z = 0, respectiva-
mente. Aqui 7% es el tensor energia-momentum electromagnético el cual estd definido por
(1.2b) para las regiones z > 0 y z < 0, respectivamente, mientras que
l6nQ, = b*6; — b*6, + g“b; — g“b;
+ b (g=0y, — g“0y), (1.20)



1.3 Tensor Energia-Momentum y Densidad de Corriente 6

da la parte al tensor energia-momentum correspondiente a una fuente discoidal y
Anl® = [F*“], (1.21)

es la contribucién de la distribucién de corriente a la fuente discoidal.
Para la métrica (1.14), las componentes no nulas del tensor b, son

21
P
by = —ezﬂ’z, (1.22a)
=21 2/1
by, = —"’2—;‘, (1.22b)
—2/1/1
by =b. = —ezﬂ (1.22¢)

de tal manera que la tinica componente no nula del tensor de energia-momentum del disco es

z__eZ/l/l,Z .
0, = o (1.23)

donde, tanto en ésta como en las expresiones anteriores, todas las cantidades se evalian en la
hipersuperficie z = 0*.

De igual manera, el potencial electromagnético A, satisface la relacién
Aa(r’ Z) = Aa(r7 _Z)’ (124)
de modo que
Au(r,2) = — Ay (r,—2), (1.25)

y asi las discontinuidades en sus primeras derivadas estan dadas por
(Al = 2 Aucl .. (1.26)

De acuerdo con esto, la inica componente no nula de la densidad de corriente superficial

estd dada por

_9.
2r’

donde, como en el caso del tensor de energia-momentum, todas las cantidades se evalian en

la hipersuperficie z = 0.

I = (1.27)

El “verdadero” tensor de energia-momentum superficial del disco, S ., y la verdadera densi-
dad de corriente superficial, j,, se pueden obtener a través de las relaciones

Sub

anb 8z)ds, = ¢ Qu (1.28a)

J f I°“6(z) ds, = eI, (1.28b)
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donde, ds, = +/g.; dz, es la medida fisica de longitud en la direcciéon normal al disco. Asi, la
tinica componente no nula de S viene dada por
e'a,

Si=-=". (1.29)

mientras que la inica componente no nula de la densidad de corriente es

-1
S
b

- 1.30
J . (1.30)

donde, todas las cantidades se evaliian en la hipersuperficie z = 0*. Las ecuaciones anteriores
representan fisicamente, las componentes temporales de los tensores energia-momentum y
de la corriente, respectivamente. Esto nos representa en cada tensor, la densidad de energia y
la densidad de corriente en la distribucidn del disco.

Definiendo una tetrada ortonormal V¢, X%, Y*, Z%, donde

Ve =e¢1(1,0,0,0), (1.31a)
e/l

X*==—(0,1,0,0), (1.31b)
r

Y =¢'(0,0,1,0), (1.31c)

Z¢ =¢'(0,0,0,1), (1.31d)

el tensor de energia-momentum superficial del disco y la densidad de carga superficial del
disco se pueden escribir en la forma

Sb = eyeyt, (1.32)

J=ovi (1.33)

Asi entonces, la densidad de energia y la densidad de carga de la distribucion de materia estdn
dadas por las siguientes expresiones

3 e, 3 kU, (1.34)
T r T T mUu+k '
kU
_ Pe 2 (1.35)

T2 2a(U + k)

respectivamente.
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Teniendo en cuenta la ecuacion (1.7), es facil ver que (1.35) satisface la relacion
o=Fe¢€ (1.36)
es decir, la densidad de carga y la densidad de energia son proporcionales, excepto un signo.

Una clase interesante de soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell es la
de espacio-tiempos conformestaticos en la que la densidad de carga es igual a la densidad de
masa, como se puede ver en la ecuacion (1.36). Las atracciones gravitacionales son equilibra-
das por las repulsiones eléctricas, por lo tanto, ambas cantidades fisicas estdn en equilibrio.
Este tipo de fenomenos se ha denominado en la literatura por algunos autores “Electrically
Counterpoised Dust”(ECD) [42]. Dichas distribuciones de equilibrio han sido estudiadas en
un principio por [5]. Fuentes de discos conformestacionarios (la version estacionaria de la
métrica conformestatica) se estudiaron en [13]. Aunque uno puede esperar de manera intui-
tiva que los objetos astrofisicos no tienen carga neta, es un primer paso para poder estudiar
dichos objetos bajo otras consideraciones con campos electromagnéticos.



CAPITULO 2

Modelos Relativistas de Discos Delgados
Conformestaticos con Campo Magnético

2.1 Preliminares

Soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein y Einstein-Maxwell axialmente
simétricas que describen modelos de discos delgados relativistas son de gran importancia en
astrofisica puesto que pueden ser usadas como modelos tedricos de ciertas estrellas, galaxias
y discos de acrecion. Estas soluciones pueden ser estaticas o estacionarias, con o sin presion
radial. Se estudiaron soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para un elemento
de linea conformestatico con campo magnético, las cuales representan fuentes de modelos
de discos que serdn construidos usando el método de “Desplazamiento, Corte y Reflexion”.
Dichas fuentes discoidales son de polvo y magnetizadas. Se encontrardn las ecuaciones de
campo y al igual que en el Capitulo 1, encontramos soluciones mediante el método de de-
pendencias funcionales entre el coeficiente métrico A, el potencial electromagnético A, y una
funcién U, que representa un potencial newtoniano y es una solucion de la ecuacién de La-
place.

Este Capitulo se presenta de la siguiente manera. En la seccién 2.2, se presenta un estudio
de las ecuaciones de Einstein-Maxwell correspondiente a un espacio-tiempo conformestatico
con campo magnético y su solucion. En la seccion 2.3, dicha solucion es usada para obtener
las expresiones generales de las propiedades fisicas del tensor energia-momentum y de la
corriente en el disco, respectivamente.
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2.2 Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones Confor-
mestaticas con Campo Magnético

Con el fin de obtener soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell interpretables como
discos delgados, estaticos, axialmente simétricos con campo magnético, se debe escoger un
elemento de linea que permita obtener soluciones exactas simples, de tal manera que se pue-
dan analizar las propiedades fisicas de los modelos de discos obtenidos. En el caso de las
ecuaciones de Einstein en el vacio para espacio-tiempos estaticos, como es conocido [43-44],
cuando se considera la presencia de campos electromagnéticos, existe una clase de elementos
de linea para los cuales es posible obtener soluciones exactas simples, las cuales se pueden
expresar en términos de soluciones de la ecuacion de Laplace. Dicho elemento de linea se
puede escribir, en coordenadas cilindricas x* = (, ¢, r, z), en la forma [43-44]

ds* = — e¥df* + e (rPdy® + dr* + d7), (2.1

donde A es funcién de las coordenadas r, ¢ y z inicamente. Este elemento de linea es estatico
y la parte espacial es conformalmente plana, pues estd multiplicada por el factor e>*. De
acuerdo con esto, esta clase de métricas se conocen en la literatura como métricas confor-
mestaticas [44-45].

El sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio, en unidades geométricas tales que
c=G = puy= ¢ = 1, estd dado por

Gup = 81 Top, (2.2)
1 c 1 cd

Tab = Z’( Fach - ZgachdF ’ (23)

F*, =0, (2.4)

Fop = Ab,a - Aa,b, (2.5)

donde todos los simbolos tienen el sentido usual.
Para la métrica (2.1), y tomando el potencial electromagnético como A, = (0,0, A,0), el
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sistema anterior se puede escribir explicitamente como

FA, +AL) — A, +2r(A,A, +A,) =0, (2.6)
VA= (AL + AY), (2.7)
rPVA=2r 0 = AL - A2, (2.8)
VA= 2P = AL + AY), (2.9)
P +eALA, =0, (2.10)

donde V es el operador diferencial usual en coordenadas cilindricas.

Ahora bien, despues de un corto calculo, el anterior sistema de ecuaciones de Einstein-
Maxwell se reduce a

A,=re'A,, (2.11)
A.=-rea,, (2.12)
ViIA=Va-Va (2.13)

Al igual que en el Capitulo anterior, con el fin de resolver el sistema de ecuaciones, asumimos
una dependencia funcional para la funcion métrica A, la cual se expresa como 4 = A(U),
donde U es una funcidn auxiliar que para nuestos fines es tomada como solucién a la ecuacion
de Laplace. Con esto en mente, la ecuacién (2.13) reduce a

W) =[], (2.14)
donde su solucién esta dada por
k
1 2
=—- 2.15
U + k] ( )

donde k; y k, son constantes de integracion arbitrarias.

Ahora bien, con el fin de tener un comportamiento apropiado en el infinito, vamos a imponer
algunas condiciones de frontera sobre las soluciones. Asi, con el fin de tener un espacio
asintéticamente plano, esto es que ¢! = 1 en el infinito, en consecuencia, consideraremos
para la funcién U solo soluciones de la ecuacion de Laplace que satisfacen la condicion de
contorno U = 0 en el infinito, de tal manera que si hacemos k; = k, = k obtenemos el
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comportamiento deseado para la funcién métrica A. Por otro lado, el sistema de ecuaciones
(2.11)-(2.12) en términos de soluciones de la ecuacién de Laplace U esta dado por

rU
Ar = — ’Z, 2.16
Pz (2.16)
U,
A, = rk’ , 2.17)

donde podemos ver que (2.15), (2.16) y (2.17), son las soluciones del sistema de ecuaciones
de Einstein-Maxwell (2.6)-(2.10), las cuales se expresan en términos de U, una solucién de
la ecuacion de Laplace, que para nuestro caso representa una fuente gravitacional newtoniana.

2.3 Tensor Energia-Momentum y Corriente

Como se senald en la seccion 2.2, soluciones a las ecuaciones de Einstein-Maxwell corres-
pondientes a fuentes gravitacionales tipo disco son funciones de las coordenadas r y z. En-
tonces, ellas son funciones continuas pero sus primeras derivadas de la coordenada z - dis-
continuas en la superficie del disco. En consecuencia con esto, a fin de obtener el tensor
energia-momentum y la corriente de la fuente, podemos expresar el salto en el disco de la
primera derivada de la coordenada z del tensor métrico como

bay = [gab,z] = zgab,leOH (2.18)

y el salto en el disco del tensor de campo electromagnético como

[an] = [Aa,z] = 2Aa,z|z (219)

—0+?

donde hemos usado simetria de reflexion con respecto a z = 0.

Ahora, usando el formalismo de las distribuciones tensoriales [38, 39, 40], las ecuaciones de
Einstein-Maxwell y el tensor energia-momentum se pueden expresar en la forma

T = T0(z) + T*’[1 - 6(2)] + Q°6(2), (2.20)

y la corriente como
J=1(2), (2.21)

donde, 6(z) y 6(z) son distribuciones de Heaveside y de Dirac evaluadas en z = 0, respectiva-
mente. Aqui T% es el tensor energia-momentum electromagnético el cual estd definido por
(2.3) para las regiones z > 0 y z < 0, respectivamente, mientras que

16708 = b=8, — b76} + §°b; — b
+ bE(g76% — 867, (2.22)
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da la parte al tensor energia-momentum correspondiente a una fuente discoidal y
4nl® = [F*“], (2.23)

es la contribucion de la corriente a la fuente discoidal. Ahora, el “verdadero” tensor energia-
momentum superficial del disco, S 4, y la “verdadera” corriente superficial , j*, pueden ser
obtenidos a través de las relaciones

S ab f Ou 6(2) ds, = ¢ Qup (2.24)

o= f I“5(z) ds, = eI (2.25)

donde ds, = +/g.. dz es la medida fisica de longitud en la direccion normal al disco.

Para la métrica (2.1), las tnicas componentes diferentes de cero de O} son

e
f=— <3 2.26
mientras, que las tinicas componentes diferentes de cero de I son
A
19 =-==, (2.27)
2n

Por lo tanto, la tinica componente diferente de cero para el tensor energia-momentum super-
ficial S estd dada por
bl
el
Si=-—=, 2.28

! 2n (2:28)
y la inica componente diferente de cero de la corriente superficial j* es la componente en la
direccién acimutal ¢, de la forma

e A,
2r
donde totas las cantidades estan evaluadas en el plano del disco z = 0*.

j¢= - (2.29)

El tensor energia-momentum superficial y la corriente superficial del disco se pueden escribir
como

sh = eyey?, (2.30)
o= jwe, (2.31)

con
Ve = ¢7(1,0,0,0), (2.32)

A

we = £0.1,0,0), (2.33)
r
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donde V“ es el vector velocidad de la distribucién de materia y W* es un vector ortogonal al
vector velocidad. Entonces, la densidad de energia y la corriente de la distribucion de materia
estan dadas por

e'a,
= =, 2.34
€ - (2.34)
21
A
—— (2.35)
2nr

respectivamente.

Usando las ecuaciones (2.15) y (2.17) en (2.34) y (2.35) respectivamente, podemos obtener

kU .

= P 2.36
€ 22U + k)2 (2.36)
= kU, (2.37)
I T U+ '

donde, la densidad de energia y la corriente de la distribucién de materia estan escritas en
términos de la funcidén U, la cual es una solucion de la ecuacion de Laplace.

Ahora bien, en el contexto de la relatividad general, es razonable esperar que el tensor
energia-momentum satisfaga ciertas condiciones, las cuales se pueden citar como las “Con-
diciones de Energia: Débil, Fuerte y Dominante” [41].

La condicién de energia débil de cualquier distribucion de materia, medida por cualquier
observador en un espacio - tiempo, debe ser no negativa. Por lo tanto la condicion de energia
débil implica que

€>0, (2.38)

mientras que la condicién de energia fuerte es equivalente a la condicién
>0, (2.39)

es la “densidad newtoniana efectiva”. Finalmente, la condicién de energia dominante puede
ser interpretada diciendo que para cualquier observador la densidad de energia aparece como
no negativa y que el flujo de energia no es tipo espacial. La condicion de energia dominante
es la misma condicion de energia débil con el requerimiento adicional que la presion no debe
exceder la densidad de energfa. Esto es vélido para todas las formas conocidas de materia,
esto es

SS.<0. (2.40)



CAPITULO 3

Modelos Particulares de Discos Delgados
Conformestaticos

3.1 Preliminares

Como una aplicacion de lo presentado en los Capitulos anteriores, en este Capitulo se obtu-
vieron algunos modelos simples de discos. Tales discos se obtienen considerando soluciones
simples de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para espacio-tiempos conformestiticos en
presencia de campos eléctricos y magnéticos respectivamente, que permiten obtener expre-
siones de las cantidades fisicas propias del tensor energia momentum, densidad de corriente
y corriente en los discos, respectivamente; y se estudié su comportamiento grafico.

De acuerdo con esto, en la seccion 3.2, consideramos la familia generalizada de discos de
Kalnajs, para la cual se analizan las propiedades fisicas de un disco tipo polvo con campo
eléctrico tales como son la densidad de energia, dada por la expresion (1.36). Dicho disco se
genera de forma natural debido a que la geometria del problema se adapta a las coordena-
das del mismo. Como caracteristica adicional, el disco modelado es axialmente simétrico, de
extension finita y cumple con todas las condiciones de energia. Posteriormente en la seccion
3.3, obtuvimos una clase de discos tomando como solucion de la ecuacién de Laplace el po-
tencial gravitacional de dos fuentes puntuales alineadas a lo largo del eje - z. En particular,
se obtienen las expresiones explicitas para la densidad de energia y la corriente dadas por
(2.36)-(2.37), respectivamente, y se analiza su comportamiento grafico segun la variacién de
ciertos parametros.

Finalmente, en la seccion 3.4, obtuvimos otra distribucion discoidal, tomando como solucién
de la ecuacion de Laplace el potencial gravitacional generado por una barra de masa m y
longitud finita localizada en el eje - z. Al igual que en la seccién inmediatamente anterior
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calculamos las expresiones explicitas para la densidad de energia y la corriente. En los dos
ultimos casos, las fuentes discoidales son de extension infinita, con campo magnético, tipo
polvo; y para los tres casos presentados se cumplen todas las condiciones de energia.

3.2 Discos Tipo Kalnajs

Ahora se restringe el formalismo presentado en el Capitulo 1, en la aplicacion de las solu-
ciones conformestaticas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell con campo eléctrico para la
construccion de un modelo de disco tipo polvo. El potencial gravitacional adopta la siguiente
forma

UEm == Couqn@Pr), (3.1)
n=0

donde, las constantes de normalizacion estan dadas por [20]

B D" dn+ DRI+ DIT(I - n+1/2)
C Q@+ D2QRL-2m)T(1 +n + 3/2)Q2n+1(i0)m'

(3.2)

2n

Ahora vamos a considerar una familia particular de discos con un buen comportamiento
en la densidad de energia superficial del disco. Los miembros de la familia se expresan en
términos de soluciones particulares U, de la ecuacion de Laplace y eligiendo correctamente
las constantes de la solucion general (3.1). Las soluciones obtenidas para U, representan el
potencial gravitacional newtoniano para discos delgados, finitos, axialmente simétricos, con
la densidad de masa dada por

Xu(r) = -~ (3.3)

em+OM[ P m-3
2ra? ’

donde M y a, son respectivamente, la masa total del disco y el radio del disco y toma un valor
m > 1. Para cada valor de m, las constantes C,, estan definidadas a través de la relacién [20]

K2n
Cy, = , 34
= @20+ Do (0) .4)
donde i
M| r dn+1)2Cm+ 1)!
, (n+ 1) Gm + 1) (3.5)

T 2a|22Gm—m)Tm+n+ 3|

paran < m,y C,, = 0 para n > m. En el Cuadro 3.1 podemos calcular los valores diferentes
de cero de C,, para los primeros seis miembros de la familia. De estd manera, utilizando
estas constantes en la solucién general (3.1) es facil ver que el potencial gravitacional U, es
negativo en todas partes, tal como se impuso en el Capitulo anterior.
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m Cy C, Cy C¢ Cg Cip Cp
M M

1 a a

h M 1M 3M
a Ta Ta

3 M sM oM 5M
a 3a 11a 33a

4 M 20M 162M aM ™M
a 11a 143a 11a 143a

5 M 25M 18M 10M 35M 63M
a 13a 13a 17a 247a 4199a

6 M 2M 2TM 260M M 378M 33M
a a 17a 323a 19a 7429a 7429a

Cuadro 3.1: Las constantes Cy, param = 0, ..., 6.

Ahora bien, con el fin de ilustrar graficamente el comportamiento de los diferentes mode-
los particulares, primero definamos las siguientes cantidades adimensionales, a través de las

relaciones

U,n(F)

Z(F)

€n(7)

aU,,(F)

na*Z,,(7)

M 2

M

nae, (7),

2

(3.6)

(3.7)

(3.8)

donde 7 = r/a,0 < 7 < 1,y U,(¥) estd evaluado en z = 0*. De acuerdo con esto, la densidad
de energia adimensional &(7) puede escribirse como

E_m(i;') ==

donde k = (ka)/M.

kE,.(7)

[U,.(7) + k1?°

(3.9)

Ahora, usando las expresiones y los valores para las constantes C,,, dados por el Cuadro
3.1, ademas de basarnos en (1.36) y (3.1), obtenemos las siguientes densidades de carga para
diferentes valores de m, las cuales estan dadas por
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~ 3kV1 -2
=, (3.10)
20k + Z(2 - 2)]

57( 1= ~2\3/2
&= —— ]5(~r)~ : (3.11)
20k — B1(374 — 872 + 8)]2

128
7h(1 = )P
R ok i : (3.12)
20k + B5(57 — 187 + 2472 — 16)]?

512
k(1 — 72)"/?
G (~ ) _ _ ’ (3.13)
20k — 2L (3578 — 16070 + 2887 — 25672 + 128)]?

32768
o 11k(1 - 7)°7 3.14)
P72k + 555 (63710 — 3507 + 8007 — 9607 + 64072 — 256)]2 '

131072
13k(1 — #)!72
2k — 2Bz (231712 — 1512710 + 420078 — 64007 + 57607 — 307272 + 1024)]2°
(3.15)

66:_

para las densidades de energia de los seis primeros modelos de disco.

Para tratar de explicar lo anterior, en la Figura 3.1, se presenta la densidad de energia adi-
mensional &, como funcién de 7 con k = —1 para los modelos de disco conm = 1, ..., 6.
Por ultimo, para un determinado valor de m, el valor de la densidad de energia inicialmente
aumenta con el valor de |k], pero luego llega a un maximo y luego disminuye a medida que
k| aumenta.

En la Figura 3.2, se presenta una grafica de la densidad de energia adimensional en el centro
del disco, &(0), como una funcién de k para los mismos seis modelos de discos previamente
considerados. Ahora bien, como la densidad de carga de los discos es igual a su densidad de
energia, excepto un signo, todos los analisis anteriores se aplican también al comportamiento
de la densidad de carga superficial de los modelos de disco.

En la Figura 3.3, se presenta la densidad superficial de energia adimensional €, como funcién
de 7 para los seis primeros modelos de disco, con m = 1, 2, 3, 4, 5 y 6. En cada caso,
hemos graficado &,(7) para 0 < 7 < 1 con diferentes valores del pardmetro k. Hemos tomado
primero k = —0,25, la parte inferior de la curva y entonces k = —0,5, -1, =2, -4 y 8.
Como podemos ver, en todos los casos, la densidad de energia es positiva en todas partes, y
se anula rdpidamente en el borde del disco. Sin embargo, hay diferentes comportamientos en
funcién de los valores de m y k. Ahora, para los dos primeros modelos conm = 1y m = 2, se
encontré que para pequefios valores de || la densidad de energia presenta un maximo cerca
del borde del disco, mientras que para valores més altos de |k| el maximo ocurre en el centro
del disco. Por otra parte, para m > 3, encontramos que para todos los valores de |k| el maximo
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de densidad de energia ocurre en el centro del disco.

También podemos ver que, a medida que el valor de m aumenta, la densidad de energia
estd mas concentrada en el centro del disco. Asimismo, en la parte central de los discos, a
medida que m aumenta, el valor de la densidad de energia también aumenta de tal manera
que, para un determinado valor de k, la densidad de energfa es mayor o igual que el valor
de m. Por otra parte, en el borde de los discos el comportamiento es contraria, el valor de la
densidad de energia disminuye a medida que m aumenta.

Figura 3.1: Densidad de energia adimensional €, como una funcién de 7 con k = —1 para los
seis primeros modelos de discos m =1, ..., 6.

€n(0)

Figura 3.2: Densidad de energia adimensional en el centro de los discos, €0), como una
funcion de k para los mismos seis modelos de discos previamente considerados.
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Figura 3.3: Densidad superficial de energia adimensional &, como una funcién de 7 para los
seis primeros modelos de disco con m = 1,2,3,4,5,6. En cada caso, hemos graficado &,(7)
para0 <7 <1 con k =-0,25 para €, con k=-0,5 para &, con k=-1 para &, con k=-2
para &, con k = —4 para &, y finalmente k = —8 para &

3.3 Dos Fuentes Puntuales Alineadas en el Eje z

Soluciones de electrovacio que representan dos masas puntuales alineadas en posiciones ar-
bitrarias se pueden construir debido a que, como se ha sefialado anteriormente, la funcién
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U(R, 7) debe satisfacer la ecuacion de Laplace y, por tanto, pueden ser superpuestas.
Supongamos que tenemos una solucion de la ecuacion de Laplace que representa dos masas
puntuales localizadas en el eje z, la primera con masa m; en z = 0 y la segunda con masa m,
localizada en z = —z,. La funcion U que representa la superposicion de ellas, estd dada por

my nmy

UR,2) = + .
VR2+22 R+ (z+2)

(3.16)

El método que vamos a utilizar para generar la fuente discoidal y su contenido magnético
a partir de 3.16, es el bien conocido “Desplazamiento, Corte y Reflexion”, método el cual
fué utilizado por primera vez por Kuzmin [37] and Toomre [46] en gravedad newtoniana.
El método que vamos a utilizar se pueden dividir en los siguientes pasos: En primer lugar,
elegir una superficie que divide el espacio habitual en dos partes, una con singularidades
o no fuentes y el otro con las fuentes. En segundo lugar, ignorar la parte del espacio con
singularidades. En tercer lugar, utilizar la superficie para hacer una inversion de la regién no
singular, que es una funcién Delta con el apoyo en la superficie. En la siguiente Figura 3.4,
se presenta una representacion grafica del método.

Figura 3.4: Método de Desplazamiento, Corte y Reflexion

El procedimiento es mateméaticamente equivalente a hacer una transformacion z — [z| + b,
con b constante.

Abhora, si aplicamos el método de “Desplazamiento, Corte y Reflexion” a la ecuacion (3.16),
podemos obtener la densidad de energia (2.36) y la corriente (2.37) del disco en el planoz = 0
las cuales estan dadas por

k| bR mab + )R, (3.17)
2 VRR, _[k VR R, + m, \/R_z + my \/R_l]z_ ’ .

jo | mBemRT | (3.18)
2 VRR, _[k VR R, + m, \/R_2 + my \/R_l]z_ ’ .

respectivamente. Aqui R; = r> + b*, R, = r* + (b + 22)* y k > 0 lo cual garantiza todas las
condiciones de energia; esto es, la ecuacion de estado € > 0.
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En las Figuras 3.5, 3.6 y 3.7, se presenta la densidad superficial de energia e como funcién
de r y de la corriente j también como funcién de r para los cuatro primeros modelos de
disco, con m = 1, 2, 3, 4. Como podemos ver, en todos los casos, la densidad de energia es
positiva en todas partes, y se anula rapidamente en el borde del disco de extension infinita.
La misma situacion se presenta con la corriente en el disco. Para cada grafica, se variaron los
parametros para la densidad de energia y la corriente; asi, en el orden que se presentan las
gréficas, los pardmetros que variaron fueron m, = 0, 1,2, 3 para 3.5, adicionalmente para 3.6
quien cambio fué z, = 1,2, 3,4; y, finalmente k = 1, 2, 3,4 para la grafica 3.7.

0.020

0.035

0.030
0.015 q
0.025

0.020
~ 0.010 q

0.015

0.010 0.005 | ]

0.005

0.000 0.000 - - : :
0 0

Figura 3.5: Densidad de energia superficial € y corriente j, como una funcién de r respecti-
vamente. Se presentan las curvas de cada propiedad fisica para los cuatro primeros modelos
de discosconm; =2, m, =0,1,2,3,k=1,20=1,b=1.

0.030 0.015 q
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0 5 0

Figura 3.6: Densidad de energia superficial € y corriente j, como una funcion de r respecti-
vamente. Se presentan las curvas de cada propiedad fisica para los cuatro primeros modelos
dediscosconm; =2, my=1,k=1,20=1,2,3,4, b = 1.
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0.035 =
0.030 0.015
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Figura 3.7: Densidad de energia superficial € y corriente j, como una funcion de r respecti-
vamente. Se presentan las curvas de cada propiedad fisica para los cuatro primeros modelos
dediscosconm; =2, my=1,k=1,2,3,4,z2=1,b=1.

3.4 Potencial de una Barra Finita Localizada en el Eje 7

Como un segundo ejemplo, se ha tomado una solucién de la ecuacién de Laplace que re-
presenta un potencial gravitacional generado por una barra de masa m, de longitud finita y
localizada sobre el eje z, la cual puede servir en la construccion de discos relativistas o un
campo de un esferoidal oblato o prolato; dicha solucion se puede escribir como [47]

1 Ry +R,—2m
Urz)=-In| ————
(rZ) f R+ Ry +2m

5 , (3.19)

donde R? = r* + (z+ m)*, R; = r* + (z — m)* y m es una constante positiva.

Ahora, si aplicamos el método de “Desplazamiento, Corte y Reflexion™ a la ecuacién (3.19),
obtenemos las expresiones para la densidad de energia (2.36) y para la corriente (2.37) del
disco en el plano z = 0, las cuales toman las siguientes formas respectivamente

o k(R, —R.) 2, (3.20)
R R_ [2k +In [ﬁiiﬁiliﬁﬂ

2mkr(R, + R_)

ARR11% + 2 =) 2k + [t |

j=- (3.21)

donde R, = \/r2+ (b+m)?, R_ = /r* + (b —m)* y k < 0 lo cual garantiza el cumplimiento
de todas las condiciones de energia.
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A continuacién en la Figura 3.8, graficamos la densidad de energia € y corriente j, como
funcidén de r para los primeros cuatro modelos de disco con los siguientes parametros m = 1,
k = -0,5,-1,-1,5,-2, b = 2. Vemos que el valor de la densidad de energia inicialmente
aumenta en una region cercana al centro del disco luego llega a un méximo y comienza a
decaer mondtonamente segtin la coordenada r aumenta. Algo similar sucede con la corriente
para los mismos valores de pardmetros, presenta un incremento desde la region central del
disco, luego toma un valor maximo y decae de manera similar a la densidad de energia. Se
puede destacar también que ambas cantidades fisicas siempre son positivas de acuerdo como
lo garantizan las condiciones de energia y éste tipo de discos presentan extension infinita, tal
como el método de DCR lo garantiza.

0.025

r 0.010}
0.020
? 0.008 -
0.015} 7
" i . 0.006
0.010] [
[ 0.004 |
0.005 0002k
0.000 - 0000
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4

Figura 3.8: Densidad de energia superficial € y corriente j como una funcién de r para los
siguientes pardmetros m = 1, k = -0,5,-1,-1,5,-2, b =2
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De manera similar, en la Figura 3.9, graficamos la densidad de energia € y corriente j, como
funcién de r para los cinco primeros modelos de disco con los siguientes parametros m = 1,
k=-1,b=2,3,4,5,6. El valor de la densidad de energia inicialmente aumenta pero segin
el valor que se toma del parametro b la densidad de energia disminuye mds rdpidamente, esto
se puede ver en las curvas de la parte superior a la parte inferior. E1 comportamiento de la
corriente también presenta un cambio significativo debido a la variacién del parametro b, el
cual al disminuir su valor hace que la curva de corriente sea menos pronunciada.

Sin embargo, la densidad de energia superficial y la corriente en el disco siempre son positivas
tal como lo garantizan las condiciones de energia.Este tipo de discos son delgados, presentan
extension infinita, y cumplen con todas las condiciones de energia.

0025 0010
0.020] 0.008|-
0015}

0010}

0005}

100 S S oET—— L
0 0

Figura 3.9: Densidad de energia superficial € y corriente j como una funcion de r para los
siguientes parametros m = 1, k= -1,b=2,3,4,5,6



Conclusiones

Se present6 un tipo muy especial de espacio-tiempos, los bien llamados elementos de linea
conformestaticos en términos de la construccion de discos de polvo cargados con campos
eléctricos y magnéticos. Para este fin, en el Capitulo 1, se presentd un estudio de modelos de
discos delgados finitos en relatividad general a partir de soluciones axialmente simétricas de
las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio con campo eléctrico, de tal forma que las pri-
meras derivadas del tensor métrico y del potencial electromagnético poseen una discontinui-
dad finita. También se obtuvo las soluciones a las ecuaciones de campo mediante el sencillo
método de dependecia funcional entre el coeficiente métrico, el potencial electromagnético y
una solucion de la ecuacién de Laplace. Basados en dicha solucion, se obtuvo la expresion
general para el tensor de energia-momentum y de la densidad de corriente del disco, respec-
tivamente; las cuales representan las cantidades fisicas de dichos modelos de discos. Dichos
modelos de discos son conformestaticos, delgados, finitos, axialmente simétricos, con campo
eléctrico y cumple con la ecuacion de estado P = 0, en donde se cumple que la densidad de
carga es igual a la densidad de energia, excepto un signo y siempre es positiva (1.36), lo cual
nos conduce a afirmar que dichos modelos satisfacen todas las condiciones de energia [41].

En el Capitulo 2, se realiz6 un estudio de modelos de discos delgados en relatividad general
a partir de soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el
vacio con campo magnético, de tal forma que las primeras derivadas del tensor métrico y
del potencial electromagnético poseen una discontinuidad finita. Se obtuvo las soluciones a
las ecuaciones de campo mediante el método de dependecia funcional entre el coeficiente
métrico, el potencial electromagnético y una solucién de la ecuacion de Laplace al igual que
el Capitulo anterior. Basados en dicha solucidn, obtuvimos la expresion general para el tensor
de energia-momentum y la corriente del disco dadas por (2.36)-(2.37), respectivamente, las
cuales representan las cantidades fisicas de dichos modelos de discos. Dichos modelos tienen
la caracteristica de ser conformestaticos, delgados, tipo polvo con campo magnético y de
extension infinita. A diferencia del caso eléctrico, estos discos fueron construidos utilizando
el método de “Desplazamiento, Corte y Reflexion”. En este caso también se cumplen en su
totalidad todas las condiciones de energia [41].

En el Capitulo 3, se consider6 en primera instancia los desarrollos referentes a la generacion
de soluciones conformestaticas que representan distribuciones discoidales tipo polvo y de ex-
tension finita con campo eléctrico. Como ejemplo se muestran los casos correspondientes a
los discos generalizados de Kalnajs. Vimos que las gréificas de densidad de energia presentan
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un comportamiento aceptable en la region del disco y ademds cumple con todas las condicio-
nes de energia tal como se hablo en lineas precedentes. También se consideraron la presencia
de campos magnéticos en espacio-tiempos conformestiticos que nos representan soluciones
discoidales, las cuales fueron generadas mediante el método de “Desplazamiento, Corte y Re-
flexion”, el cual permite construir fuentes discoidales infinitas a partir de soluciones simples.
Dichas soluciones cumplen con la condicion de ser soluciones de la ecuacién de Laplace. La
primera solucion nos representa el potencial gravitacional generado por dos masas puntuales
alineadas sobre el eje z. La segunda es una solucidn que representa en potencial newtoniano
generado por una barra de masa m y de longitud finita, localizada sobre el eje z. En ambos
casos las propiedades fisicas tales como la densidad de energia y la corriente, dependian de
varios pardmetros que al ser modificados levemente presentaban un comportamiento fisica-
mente razonable. En los casos presentados en éste Capitulo se presentaron varios modelos de
discos los cuales cumplen con todas las condiciones de energia.

Finalmente, los resultados del presente proyecto de investigacion condujeron a las siguientes
ponencias internacionales

= Segunda Reunion Colombo-Venezolana de Relatividad y Gravitacion.
Octubre 28-31 de 2007, Armenia, Colombia.

= Spanish Relativity Meeting.
Septiembre 15-19 de 2008, Salamanca, Espaiia.

También a la redaccidn de dos articulos en revistas internacionales

= Finite axisymmetric charged dust disks in conformastatic spacetimes.
Physical Review D 78, 064058 (2008).

= Axisymmetric magnetized dust disks in conformastatic spacetimes.
Sometido a referato a la revista Classical and Quantum Gravity.



Apéndice A: Distribuciones Tensoriales

Sean 7', U dos campos tensoriales definidos sobre un espaciotiempo M, y (T, U) su producto
escalar en el punto x € M. Sea D(M) el espacio de campos tensoriales con soporte compacto
y de una clase de diferenciabilidad determinada. Una distribucién tensorial 7 es una funcién
lineal sobre D(M) definida como

<T,U>= f (T,U)\—gd*x (22)
M
donde U € D(M) y T es un campo tensorial localmente integrable.

Sea X una hipersuperficie en M descrita por la ecuacién

$(x) =0, (23)

donde ¢ es una funcién suave de las coordenadas x“, y por el vector normal

Na = Pa (24)

donde (), = d/0x“. La hipersuperficie X divide el espaciotiempo M en dos partes M* = {x“ :
¢ >0y M~ = {x*: ¢ < 0}, de tal forma que se puede introducir la funcién 6 de Heaviside,
definida como

I, ¢>0
6(¢) :{ 3 ¢=0 (25)
0, ¢<0
y tal que
0.0 = n.0(¢), (26)

donde 6(¢) es la funcién delta de Dirac con soporte sobre la hipersuperficie . Asi, para toda
funcion F con soporte compacto

f Fo(¢) V=g d*x = f Fay, (27)
M z

donde dV es un elemento de volumen invariante introducido sobre la hipersuperficie X.
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De la definicién de 6 se tiene que, para todo campo tensorial U(x) definido sobre M,

<0(1-6),U(x) > = fM Ux)0(1 — 0) =g d*x

<6, U(x) >

<(1-672U(x) >

< 06(p), U(x) >

< (1 -6)(¢),U(x) >

lo que prueba las identidades
o(1 - 0)
92
(1-6)

(1-6)d(¢)

en el sentido de las distribuiciones.

£ =

J U@ -0)y=g d'x
0,

J U6 V=g d*x

fM U0 y=g d*x
U(x)y=g d*x,
Ux)(1 - 6)? =g d*x
J U@ -6)y=gd'x

U(x) =g d*x,

I,
J, U)65(9) V=g d*x
U(x)6l,

HYE
J U1~ 0)5(p) =g d*x

Ux)(1 = 0)l;

;UM

0,
o,
(1-0),

05(¢) = 36(9),

(28)



30

Si T es un campo tensorial definido en M tal que T y sus derivadas tienen discontinuidades
finitas a través de X, se pueden definir distribuciones en términos de 7" en la forma:

(TY? = T6 + T~ (1 -9, (29)

(Taa )D T’: 0 + T’; (1 - 9), (30)

donde los indices + sobre el campo tensorial lo restringen a las regiones M™*, respectivamente.
De esta forma, T = T en M*, T =T " en M yT =T, = %(T+ + T7) en . Usando las
identidades (28) se puede probar facilmente que

(TP = (T.)? + [T]1n6(9), €1y
(TU)” = (DU, (32)
[TU] = U,T] + [UIT,, (33)

donde [T'] es el salto de T a través de X, definido como

T] =T, - T, (34)

el cual mide la discontinuidad de T a través de X.



Apéndice B: Ecuaciones de Einstein-Maxwell
para Cascarones de Materia

Con base en las ideas expuestas se formulardn las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell
para el caso en que existe un cascarén de materia en el espaciotiempo M, de tal forma que las
primeras derivadas del tensor métrico presentan discontinuidad finita a través de una hiper-
superficie X y las derivadas del potencial electromagnético pueden o no presentarla. El tensor
métrico g, se supone continuo a través de X, mientras que el potencial electromagnético
puede o no serlo. Las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell, en unidades geometrizadas
tales que ¢ = G = uy = &y = 1, estan dadas por

Gu, =81 Ty, (35a)
F, =, (35b)
con
Ty = - FuoFy - L g FoaFel| (36a)
4r 4
Fop =Apu — Aup, (36b)

donde todos los si mbolos tienen el significado usual. La continuidad en el tensor métrico a
través de X se puede expresar como

[gab] = g;blz - g;blz = 09 (37)
de modo que en la la vecindad de X, se tiene

+

’+ 1 N+
Sab = v + P8ap *+ 59°8us + (38)

donde prima denota la derivada con respecto a ¢.
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De otra parte, mediante el uso de la continuidad de g,;, se puede escribir

g = (&)’ (39a)
gub,c = (gab,c)D’ (39b)
cm = (FZC)D’ (39C)
Dha = @7 + [T 104 6(9), (39d)
donde :
FZC = Egae(geb,c + 8ceh — gbc,e)a (40)

son los simbolos de Christoffel y se supone que el tensor métrico, g,», s€ puede expresar en
términos de una funcién de distribucidn segun,

8ar = (8ar)” = 8,0(9) + g {1 — O(@)}, (41)

siendo ®(¢) la funcién de Heaviside y 6(¢) la distribucién de Dirac con soporte en Z.

Con el uso de los resultados anteriores en la definicion del tensor de curvatura de Riemann,
a _ A a e \a e \a
Ryi = Upae = Thea + Dpalee = Tipllews (42)

y la suposicion que el tensor métrico g, es, por lo menos, de clase C* en las regiones M*, se
obtiene para el tensor de Riemann la expresion [?]

Ry = (RGP + H%y 6(9), (43)

donde
Hyy = Myl ne — [Ty ] na, (44)
y los (R, )* son los tensores de Riemann usuales definidos en M*.

Las discontinuidades en las primeras derivadas del tensor métrico se pueden obtener de (38)
y estdn caracterizadas por el tensor b, definido a través de las relaciones

[gab,c] = bab ne, (45)
de tal forma que
1
[FZC] = E (bz ne+ b? np — gaebbc ne), (46&)
a 1 a a a a
HY,, = 3 (binpn, — benpng + bpen’ng — bpgn‘ne), (46b)

donde todas las cantidades se evaluan en la hipersuperficie 2.
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De igual manera, para el potencial electromagnético A,, se define la distribucion
Aq = (A)° = A70(¢) + AL{1 - O(9)), (47)

de modo que su derivada, A, = (Aa)Db, se puede escribir como A, = (A.,)P + [Ad] 1y, 6(9).
Asi, el tensor electromagnético, Fy, = Ay, — Aap, S puede escribir, equivalentemente, como

Fup = (Fap)? + { [Ap] 14 — [Ad] 1} 6(9), (48)

donde (F ;) = (Ap)P — (A.p)P y todas las cantidades se evaldan en la superficie.

Suponiendo que el tensor de momentum-energia T, y la densidad de corriente J¢ se pueden
expresar en la forma

Tap (Tw)” + Qup 6(9), (49a)

JUo= (Y + j ), (49b)

donde Q,, y j* son el tensor de energia-momentum y la densidad de corriente asociados con
la hipersuperficie Xy los T, y J¢, con J* = /=g J¢, son los tensores de energfa-momentum y
la densidad de corriente usuales definidos en M*, se puede probar ficilmente, mediante (49b),
que las ecuaciones de Einstein-Maxwell (35) son equivalentes al sistema de ecuaciones

G:fb = T:b, (50a)
1

Hab - EgabH = Qab’ (SOb)

Fib b = ji’ (SOC)

J* = (A 8™), (50d)

donde H,, = H, , y H = g H.

Cuando el cascaron de materia es la unica fuente de los campos gravitacional y electro-
magnético, de tal forma que el resto del espaciotiempo es vacio (o electrovacio), J¢ = 0y las
ecuaciones (50a) y (50c) se reducen a las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio

G, = T, (51a)

F¢, = 0. (51b)

De esta forma, después de resolver el sistema anterior, las ecuaciones (50b) y (50d) se pueden
usar para obtener las expresiones del tensor de momentum-energia y la densidad de corriente
para un cascarén de materia,

1 X X ‘ .
0, = 5{(b?nb — bynon” + (byn, — bonp)n® — 83(bén, — bin)n‘}, (52a)

J J([A"], &), (52b)
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donde todas las cantidades son evaluadas en la hipersuperficie £. Como se puede ver, en (52b)
no aparece una funcién explicita para la densidad de corriente para un cascarén de materia.
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