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DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN-MAXWELL

Paolo Andrés Ospina Henao

Trabajo de Investigación para optar al tı́tulo de Magister en Fı́sica

Director
Guillermo A. González V., Ph. D.
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TÍTULO : CONSTRUCCIÓN DE MODELOS RELATIVISTAS DE DISCOS DELGADOS MEDIANTE SO-
LUCIONES CONFORMESTÁTICAS DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN-MAXWELL. ∗

AUTOR : OSPINA HENAO, Paolo Andrés ∗∗.

PALABRAS CLAVES : Soluciones Exactas, Relatividad General, Gravitación, Astrofı́sica.

DESCRIPCIÓN: Mediante el desarrollo de la presente Tesis de Maestrı́a se obtienen formas de construir
modelos relativistas de discos delgados, mediante soluciones conformestáticas de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell. Con el fin de obtener tales modelos, se consideraron soluciones conformestáticas de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell en las cuales la primera derivada del tensor métrico presenta una discontinuidad finita a
través de un disco delgado. Dichos discos son de extensión finita e infinita.

Dada entonces una solución con las propiedades anteriores, se obtuvieron el tensor de energı́a-momentum su-
perficial y la densidad de corriente superficial de la distribución de materia para soluciones conformestáticas
de las ecuaciones de Einstein-Maxwell con campo eléctrico, ası́ como también se obtuvo el tensor de energı́a-
momentum superficial y la corriente superficial de la distribución de materia para el mismo sistema de ecuacio-
nes pero en presencia de campo magnético, en términos de distribuciones tensoriales.

Las propiedades fı́sicas de la distribución de materia se estudian mediante un análisis del tensor de energı́a-
momentum superficial, la densidad superficial de corriente y la corriente de la distribución. Encontramos que
la inclusión de los campos eléctricos y magnéticos cambian significativamente las diferentes propiedades ma-
teriales de los discos lo cual permite, para algunos valores de parámetros, construir discos de extensión finita e
infinita que satisfacen todas las condiciones de energı́a.

∗Tesis de Maestrı́a.
∗∗Facultad de Ciencias, Escuela de Fı́sica, Guillermo A. González V., Ph. D. (Director). Antonio C. Gutiérrez-
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TITLE : CONSTRUCTION OF THIN DISK RELATIVISTIC MODELS BY CONFORMASTAT SOLU-
TIONS OF THE EINSTEIN-MAXWELL EQUATIONS ∗.
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DESCRIPTION: Through the development of this master thesis, models of relativistic discs thin are built,
through conformastat solutions of the Einstein-Maxwell equations. To get such models, conformastat solutions
of the Einstein-Maxwell equations were considered, in the which the first derivative of the metric tensor presents
a discontinuity through a finite thin disk of finite radio.

Given then a solution with the properties above, the tensor energy-momentum surface and surface current den-
sity distribution area were obtained, through the formality required for the treatment of the Einstein-Maxwell
equations in terms of distributions tensor.

The physical properties of the distribution of matter are studied by a tensor analysis of the energy-momentum
surface and the surface current density distribution. We found that the inclusion of electric and magnetic fields
changes significantly different material properties of the disks which allows us to build, for some sets of para-
meters, disks that meet all the energy conditions.
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los siguientes parámetros m = 1, k = −1, b = 2, 3, 4, 5, 6 . . . . . . . . . . . . 25



Introducción

La obtención de soluciones de las ecuaciones de Einstein y de Einstein-Maxwell es un pro-
blema de gran importancia en relatividad general, ası́, que a través de los años, se han desa-
rrollado diversos métodos que permiten obtener soluciones de dichas ecuaciones imponiendo
apropiadas condiciones de simetrı́a. Ahora bien, soluciones de las ecuaciones de Einstein y
Einstein-Maxwell correspondientes a configuraciones discoidales de materia presentan gran
relevancia en diversos aspectos, tanto desde el punto de vista de la teorı́a de la relatividad
en sı́ misma como en el modelamiento y entendimiento de propiedades fı́sicas de sistemas
astrofı́sicos.

Existen diferentes métodos para encontrar soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein
y Einstein-Maxwell, o para generar nuevas soluciones exactas a partir de soluciones simples
conocidas. Por lo tanto, es importante tener algunos procedimientos apropiados para obtener
algunas interpretaciones de estas soluciones exactas. Ası́, en los últimos años se han desarro-
llado varios procedimientos para soluciones axialmente simétricas estáticas y estacionarias
en términos de discos delgados y, recientemente, de discos gruesos.

Los discos de materia sin presión, conocidos como discos de polvo, por ejemplo, se estudian
en astrofı́sica como modelos de ciertos tipos de galaxias o discos de acreción [1, 2, 3]. El
modelo de discos relativistas también presenta gran importancia en el estudio de superpo-
sición de discos de acreción alrededor de agujeros negros, y galaxias con agujeros negros
supermasivos en su núcleo; objetos puramente relativistas [4]. De igual manera, discos con
presencia de campos electromagnéticos, especialmente campos magnéticos, juegan un papel
importante en astrofı́sica en el contexto de estrellas de neutrones, binarias y enanas blancas,
o en la formación y evolución de galaxias.

Soluciones estacionarias y axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein y Einstein-
Maxwell las cuales son interpretadas en la construcción de modelos de discos delgados rela-
tivistas han sido extensamente estudiadas a través de los años, puesto que pueden ser usadas
como modelos de ciertas estrellas, galaxias y discos de acreción. Estas soluciones pueden ser
estáticas o estacionarias ¶ y con o sin presión radial. Dichas soluciones fueron inicialmente
estudiadas por Bonnor y Sackfield [5] y Morgan y Morgan [6-7]. Posteriormente, diferentes

¶En la estática los coeficientes métricos solo dependen de las coordenadas, mientras en la estacionaria es
invariante bajo inversión simultánea de las coordenadas ϕ y t, lo cual significa fı́sicamente que las fuentes de
campo gravitacional poseen movimientos que son puramente rotacionales alrededor del eje de simetrı́a
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autores han obtenido varios tipos de soluciones exactas correspondientes a discos delgados
estáticos [8-16] y estacionarios [17-21]. Se ha considerado, de igual manera, la superposición
de un disco estático o estacionario con un agujero negro [22-30], discos de fluido perfecto con
halo [34], ası́ como también se ha investigado la estabilidad de discos delgados que implican
el uso de una perturbación de primer orden en el tensor de energı́a-momentum [31]. Fuentes
discoidales para espaciotiempos estacionarios axialmente simétricos con campos magnéticos
han sido estudiados como fuentes para campos de Kerr-Newman [32], campos magnetostáti-
cos axialmente simétricos [33], mientras que discos de fluidos perfectos cargados fueron
estudiados por Vogt y Letelier [34], y discos de fluido perfecto cargado como fuentes de
espaciotiempos tipo Taub-NUT por Garcı́a-Reyes y González [35-36].

En los casos anteriores, los discos se obtienen mediante un método tipo “problema inverso”,
llamado por Synge el “método - g”[44]. Para discos sin campo electromagnético el método se
puede describir de la siguiente manera: se toma una solución de las ecuaciones de Einstein,
de modo que exista una discontinuidad en las derivadas del tensor métrico en la superficie
del disco §, posteriormente se obtiene el tensor energı́a-momentum a partir de las ecuaciones
de Einstein. Finalmente, se estudian las propiedades fı́sicas de la distribución de materia
mediante un análisis del tensor energı́a-momentum ası́ obtenido. El método se puede extender
al caso en que los discos en consideración presenten campo electromagnético. En este caso,
se toma una solución de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacı́o y las condiciones
exigidas sobre el tensor métrico en la superficie del disco son las mismas que para el caso
anterior. Los discos también se pueden estudiar de manera “directa”, llamado por Synge el
“método - T”[44]: se da el tensor energı́a-momentum de la fuente y luego se resuelven las
ecuaciones de Einstein en la región material. La solución interna es luego usada para obtener
condiciones de frontera sobre las ecuaciones de campo en el vacı́o en la región exterior.

Mediante el desarrollo de la presente Tesis de Maestrı́a se obtienen soluciones conformestáti-
cas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que permiten la construcción ciertos de modelos
relativistas de discos delgados finitos e infinitos. Con el fin de obtener tal modelamiento, se
consideraron inicialmente soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell en las cuales la primera derivada del tensor métrico presente una discontinuidad
finita a través de un disco delgado de radio finito e infinito. Dada entonces una solución
con las propiedades anteriores, se obtienen el tensor de momentum-energı́a superficial, la
densidad de corriente y la corriente superficial de la distribución de materia, por medio del
formalismo necesario para el tratamiento de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en términos
de distribuciones tensoriales. Las propiedades fı́sicas de la distribución de materia se estudia
entonces mediante un análisis detallado del tensor de energı́a-momentum superficial.

El trabajo está organizado de la siguiente manera. En el Capı́tulo 1, se estudian las ecuacio-
nes de Einstein-Maxwell correspondientes a espacio-tiempos conformestáticos con campo
eléctrico y sus soluciones mediante un sencillo método de dependencias funcionales. Dichas
soluciones pueden ser usadas para la construcción de modelos delgados de discos en relativi-

§El tensor métrico nos dice como es el espacio-tiempo geométricamente, la discontinuidad en la derivada
nos da la información de que allı́ se encuentra la distribución de materia
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dad general. Se obtiene la expresión general para el tensor de energı́a-momentum superficial
del disco y de la densidad de corriente del disco. Dichos modelos de discos serán tipo polvo,
axialmente simétricos y de extensión finita.

En el Capı́tulo 2, se estudiarán soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para un
elemento de lı́nea conformestático con campo magnético, las cuales permiten construir fuen-
tes de modelos de discos de extensión infinita, los cuales serán construidos usando el método
de “Desplazamiento, Corte y Reflexión”. Dichas fuentes discoidales son de polvo y mag-
netizadas. Se encontraron las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell y sus soluciones
mediante el método de dependencias funcionales entre el coeficiente métrico λ, el potencial
electromagnético Aa y una función U, que representa una solución de la ecuación de Laplace.
Finalmente, obtenemos la expresión general para el tensor de energı́a-momentum superficial
del disco y de la corriente del disco.

En el Capı́tulo 3, presentamos varios ejemplos de algunos modelos simples de discos. Ta-
les discos se caracterizan por ser delgados, tipo polvo, axialmente simétricos, de extensiones
finitas e infinitas y por cumplir todas las condiciones de energı́a. Se obtienen consideran-
do soluciones simples de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para espacio-tiempos confor-
mestáticos en presencia de campos eléctricos y magnéticos respectivamente, que permiten
obtener expresiones de las cantidades fı́sicas y se estudiará su comportamiento gráficamente.
Finalmente, se presentan los resultados principales de la investigación.



CAPÍTULO 1

Modelos Relativistas de Discos Delgados
Conformestáticos con Campo Eléctrico

1.1 Preliminares

La construcción de modelos de discos delgados en relatividad general se puede llevar a cabo a
partir de soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein y Einstein-Maxwell
en el vacı́o e introduciendo posteriormente una discontinuidad finita en las primeras derivadas
del tensor métrico a través del plano z = 0. Dicha discontinuidad puede obtenerse reflejando
la solución dada a través del plano. La discontinuidad en las primeras derivadas del tensor
métrico puede representarse por una función de Heaviside de tal forma que, dado que el
tensor de curvatura es lineal en las segundas derivadas del tensor métrico y cuadrático en las
primeras derivadas, el tensor de curvatura contendrá términos proporcionales a la distribución
delta de Dirac con soporte en el plano z = 0.
Este Capı́tulo se conforma de la siguiente manera. El estudio del sistema de ecuaciones de
Einstein-Maxwell correspondiente a un espacio-tiempo conformestático con campo eléctrico
y su solución, se presenta brevemente en la sección 1.2. En la sección 1.3 dicha solución nos
permite construir modelos de discos delgados, finitos, axialmente simétricos y calcular las
expresiones generales para las propiedades fı́sicas tales como el tensor energı́a-momentum y
la densidad de corriente del disco.
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Eléctrico 2

1.2 Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones Confor-
mestáticas con Campo Eléctrico

Con el fin de obtener soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell las cuales permiten
la construcción de modelos de discos delgados, estáticos, axialmente simétricos con campo
eléctrico, se debe escoger un elemento de lı́nea que permita obtener soluciones exactas sim-
ples, de tal manera que se puedan analizar las propiedades fı́sicas de los modelos de discos
obtenidos. Cuando se considera la presencia de campos electromagnéticos, existe una clase
de elementos de lı́nea para los cuales es posible obtener soluciones exactas simples, las cuales
se pueden expresar en términos de soluciones de la ecuación de Laplace. Dicho elemento de
lı́nea se puede escribir, en coordenadas cilı́ndricas xa = (t, ϕ, r, z), en la forma [43-44]

ds2 = − e2λdt2 + e−2λ(r2dϕ2 + dr2 + dz2), (1.1)

donde λ es función de las coordenadas r, ϕ y z únicamente. Este elemento de lı́nea es estático
y la parte espacial es conformalmente plana, pues está multiplicada por el factor e−2λ. De
acuerdo con esto, esta clase de métricas se conocen en la literatura como métricas confor-
mestáticas [44-45].

El sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacı́o, en unidades geométricas tales que
c = G = µ0 = ε0 = 1, está dado por

Gab = 8π Tab, (1.2a)

Tab =
1

4π

[
FacF c

b −
1
4

gabFcdFcd

]
, (1.2b)

Fab
;b = 0, (1.2c)

Fab = Ab,a − Aa,b, (1.2d)

donde todos los sı́mbolos tienen el sentido usual. Para la métrica (1.1), y tomando el potencial
electromagnético como Aa = (−φ, 0, 0, 0), el sistema anterior se puede escribir explı́citamente
como

λ,iλ, j = e−2λφ,i φ, j, (1.3)

2e2λ∇2λ = ∇φ · ∇φ, (1.4)

∇2φ = 2∇λ · ∇φ, (1.5)

donde i, j = 1, 2, 3 y ∇ es el operador diferencial usual en coordenadas cilı́ndricas.
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Ahora bien, para resolver el anterior sistema de ecuaciones, consideraremos soluciones en
las que existe una dependencia funcional entre φ y λ; esto es, supondremos que φ = φ(λ). De
acuerdo con lo anterior, le ecuación (1.3) implica que

[φ′(λ)]2 = e2λ, (1.6)

cuya solución está dada por

φ = ±eλ + k1, (1.7)

donde k1 es una constante de integración arbitraria.

Utilizando entonces la solución anterior es fácil ver que el sistema de ecuaciones (1.4)-(1.5)
se reduce a

∇2λ = ∇λ · ∇λ, (1.8)

una ecuación diferencial parcial, no-lı́neal en la función λ. Para resolver la anterior ecuación,
supondremos que la función métrica λ se puede expresar en la forma λ = λ(U), donde U es
una función que representa una solución de la ecuación de Laplace. Introduciendo la anterior
suposición en la ecuación (1.8), se obtiene la ecuación

λ′′(U) =
[
λ′(U)

]2 , (1.9)

cuya solución está dada por

eλ =
k3

U + k2
, (1.10)

donde k2 y k3 son constantes de integración arbitrarias.

De otra parte, para obtener un comportamiento apropiado en el infinito, vamos a imponer al-
gunas condiciones de contorno a las anteriores soluciones. Ası́, para tener un espacio asintóti-
camente plano, se debe cumplir que eλ = 1 en el infinito. También podemos exigir la condi-
ción sobre el potencial eléctrico, tal que, φ = 0 en el infinito, ya que estamos considerando
sólo fuentes de extensión finita. En consecuencia, vamos a considerar para la función U sólo
aquellas soluciones de la ecuación de Laplace que se comportan como U = 0 en el infinito, de
tal manera que mediante la adopción de las constantes k2 = k3 obtenemos el comportamiento
deseado para la función métrica λ. Por último, para el potencial eléctrico φ, hay que exigir el
valor para la constante k1 = ∓1 y la ecuación (1.7) puede ser reescrita como

φ = ±

[
k

U + k
− 1

]
, (1.11)

donde las constantes han sido renombradas como k2 = k3 = k.

Como podemos ver, las ecuaciones (1.10) y (1.11), son las soluciones del sistema de ecuacio-
nes de Einstein-Maxwell (1.3)-(1.5), las cuales se expresan en términos de U, una solución de
la ecuación de Laplace. Ası́ entonces, debemos hacer una elección apropiada de la función U,
la cual va a representar el potencial gravitacional newtoniano de una fuente discoidal delgada,
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axialmente simétrica y de extensión finita. La forma de generar estos discos es mediante el
método “problema inverso”, para el cual se introduce el sistema de coordenadas esferoidales
oblatas, las cuales se adaptan de forma natural a la fuente de campo gravitacional y contie-
ne implicitamente las singularidades del problema, y se resuelve el problema de contorno
correspondiente.

1.2.1. Coordenadas Esferoidales Oblatas

Debido que la métrica (1.1) está expresada en coordenadas cilı́ndricas, la transformación
entre las coordenadas cilı́ndricas y las coordenadas esferoidales oblatas, está dada por

r2 = a2(1 + ξ2)(1 − η2), (1.12a)

z = aξη, (1.12b)

donde 0 ≤ ξ < ∞ y −1 ≤ η < 1.

−a a

z

R

ξ = cte

η = cte

1

Figura 1.1: Coordenadas Esferoidales Oblatas

El disco tiene las coordenadas ξ = 0, 0 ≤ η2 < 1. Al atravesar el disco, η cambia de signo
pero no cambia en valor absoluto. Este comportamiento singular de la coordenada η implica
que una función par de η es siempre continua pero su primera derivada con respecto a η es
discontinua en el disco. Resolviendo la ecuación de Laplace en dicho sistema coordenado por
medio del método de separación de variables y sometiendo su solución a las condiciones de
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contorno apropiadas, el potencial gravitacional adopta la siguiente forma

U(ξ, η) = −

m∑
n=0

C2nq2n(ξ)P2n(η), (1.13)

donde los q2n(ξ) = i2n+1Q2n(iξ) son funciones de Legendre de segundo orden, los P2n(η)
son los polinomios de Legendre de segundo orden y C2n es una constante de normalización.
Más adelante, en la sección 3.2, presentamos una elección particular de estas constantes C2n

correspondiente a una familia infinita de discos de longitud finita, los bien llamados discos
de Kalnajs, los cuales presentan una densidad superficial de masa bien comportada. Dicho
comportamiento se estudia gráficamente ası́ como también el de la densidad superficial de
corriente.

1.3 Tensor Energı́a-Momentum y Densidad de Corriente

Para el caso de un disco delgado axialmente simétrico, introducimos el elemento de lı́nea
conformestático en coordenadas cilı́ndricas xa = (t, ϕ, r, z), el cual está dado por

ds2 = − e2λdt2 + e−2λ(r2dϕ2 + dr2 + dz2), (1.14)

donde λ es función de r, ϕ y z únicamente y se considera la hipersuperficie Σ definida por
la función φ(xa) = z, con vector normal na = φ,a = δz

a. Dada entonces una solución de la
forma (1.10) - (1.11) para las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacı́o, el tensor métrico
gab satisface la relación

gab(r, z) = gab(r,−z), (1.15)

de tal forma que [gab] = 0. Las relaciones anteriores implican que, cuando z , 0,

gab,z(r, z) = − gab,z(r,−z), (1.16)

y ası́ las discontinuidades en las primeras derivadas del tensor métrico se pueden escribir
como

bab = [gab,z] = 2 gab,z|z=0+ . (1.17)

Ahora, usando el formalismo de las distribuciones tensoriales [38, 39, 40], las ecuaciones de
Einstein-Maxwell y el tensor energı́a-momentum se pueden expresar en la forma

T ab = T ab
+ θ(z) + T ab

− [1 − θ(z)] + Qabδ(z), (1.18)

y la densidad de corriente como
Ja = Iaδ(z), (1.19)

donde, θ(z) y δ(z) son distribuciones de Heaveside y de Dirac evaluadas en z = 0, respectiva-
mente. Aquı́ T ab

± es el tensor energı́a-momentum electromagnético el cual está definido por
(1.2b) para las regiones z ≥ 0 y z ≤ 0, respectivamente, mientras que

16πQa
b = bazδz

b − bzzδa
b + gazbz

b − gzzba
b

+ bc
c(g

zzδa
b − gazδz

b), (1.20)
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da la parte al tensor energı́a-momentum correspondiente a una fuente discoidal y

4πIa = [Faz], (1.21)

es la contribución de la distribución de corriente a la fuente discoidal.
Para la métrica (1.14), las componentes no nulas del tensor bab son

btt = −
e2λλ,z

2π
, (1.22a)

bϕϕ = −
e−2λr2λ,z

2π
, (1.22b)

brr = bzz = −
e−2λλ,z

2π
, (1.22c)

de tal manera que la única componente no nula del tensor de energı́a-momentum del disco es

Qt
t = −

e2λλ,z

2π
, (1.23)

donde, tanto en ésta como en las expresiones anteriores, todas las cantidades se evalúan en la
hipersuperficie z = 0+.

De igual manera, el potencial electromagnético Aa satisface la relación

Aa(r, z) = Aa(r,−z), (1.24)

de modo que
Aa,z(r, z) = − Aa,z(r,−z), (1.25)

y ası́ las discontinuidades en sus primeras derivadas están dadas por

[Aa,z] = 2 Aa,z|z=0+ . (1.26)

De acuerdo con esto, la única componente no nula de la densidad de corriente superficial
está dada por

It = −
φ,z

2π
, (1.27)

donde, como en el caso del tensor de energı́a-momentum, todas las cantidades se evalúan en
la hipersuperficie z = 0+.

El “verdadero” tensor de energı́a-momentum superficial del disco, S ab, y la verdadera densi-
dad de corriente superficial, ja, se pueden obtener a través de las relaciones

S ab =

∫
Qab δ(z) dsn = e−λ Qab , (1.28a)

ja =

∫
Ia δ(z) dsn = e−λIa, (1.28b)
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donde, dsn =
√

gzz dz, es la medida fı́sica de longitud en la dirección normal al disco. Ası́, la
única componente no nula de S a

b viene dada por

S t
t = −

eλλ,z
2π

, (1.29)

mientras que la única componente no nula de la densidad de corriente es

jt = −
e−λφ,z

2π
, (1.30)

donde, todas las cantidades se evalúan en la hipersuperficie z = 0+. Las ecuaciones anteriores
representan fı́sicamente, las componentes temporales de los tensores energı́a-momentum y
de la corriente, respectivamente. Esto nos representa en cada tensor, la densidad de energı́a y
la densidad de corriente en la distribución del disco.

Definiendo una tetrada ortonormal Va, Xa,Ya,Za, donde

Va = e−λ (1, 0, 0, 0), (1.31a)

Xa =
eλ

r
(0, 1, 0, 0), (1.31b)

Ya = eλ (0, 0, 1, 0), (1.31c)

Za = eλ (0, 0, 0, 1), (1.31d)

el tensor de energı́a-momentum superficial del disco y la densidad de carga superficial del
disco se pueden escribir en la forma

S ab = εVaVb, (1.32)

ja = σVa. (1.33)

Ası́ entonces, la densidad de energı́a y la densidad de carga de la distribución de materia están
dadas por las siguientes expresiones

ε =
eλλ,z
2π

= −
kU,z

2π(U + k)2 , (1.34)

σ = −
φ,z

2π
=

kU,z

2π(U + k)2 , (1.35)

respectivamente.
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Teniendo en cuenta la ecuación (1.7), es fácil ver que (1.35) satisface la relación

σ = ∓ ε; (1.36)

es decir, la densidad de carga y la densidad de energı́a son proporcionales, excepto un signo.

Una clase interesante de soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell es la
de espacio-tiempos conformestáticos en la que la densidad de carga es igual a la densidad de
masa, como se puede ver en la ecuación (1.36). Las atracciones gravitacionales son equilibra-
das por las repulsiones eléctricas, por lo tanto, ambas cantidades fı́sicas están en equilibrio.
Este tipo de fenomenos se ha denominado en la literatura por algunos autores “Electrically
Counterpoised Dust”(ECD) [42]. Dichas distribuciones de equilibrio han sido estudiadas en
un principio por [5]. Fuentes de discos conformestacionarios (la versión estacionaria de la
métrica conformestática) se estudiaron en [13]. Aunque uno puede esperar de manera intui-
tiva que los objetos astrofı́sicos no tienen carga neta, es un primer paso para poder estudiar
dichos objetos bajo otras consideraciones con campos electromagnéticos.



CAPÍTULO 2

Modelos Relativistas de Discos Delgados
Conformestáticos con Campo Magnético

2.1 Preliminares

Soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein y Einstein-Maxwell axialmente
simétricas que describen modelos de discos delgados relativistas son de gran importancia en
astrofı́sica puesto que pueden ser usadas como modelos teóricos de ciertas estrellas, galaxias
y discos de acreción. Estas soluciones pueden ser estáticas o estacionarias, con o sin presión
radial. Se estudiaron soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para un elemento
de lı́nea conformestático con campo magnético, las cuales representan fuentes de modelos
de discos que serán construidos usando el método de “Desplazamiento, Corte y Reflexión”.
Dichas fuentes discoidales son de polvo y magnetizadas. Se encontrarán las ecuaciones de
campo y al igual que en el Capı́tulo 1, encontramos soluciones mediante el método de de-
pendencias funcionales entre el coeficiente métrico λ, el potencial electromagnético Aa y una
función U, que representa un potencial newtoniano y es una solución de la ecuación de La-
place.
Este Capı́tulo se presenta de la siguiente manera. En la sección 2.2, se presenta un estudio
de las ecuaciones de Einstein-Maxwell correspondiente a un espacio-tiempo conformestático
con campo magnético y su solución. En la sección 2.3, dicha solución es usada para obtener
las expresiones generales de las propiedades fı́sicas del tensor energı́a-momentum y de la
corriente en el disco, respectivamente.
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2.2 Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones Confor-
mestáticas con Campo Magnético

Con el fin de obtener soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell interpretables como
discos delgados, estáticos, axialmente simétricos con campo magnético, se debe escoger un
elemento de lı́nea que permita obtener soluciones exactas simples, de tal manera que se pue-
dan analizar las propiedades fı́sicas de los modelos de discos obtenidos. En el caso de las
ecuaciones de Einstein en el vacio para espacio-tiempos estáticos, como es conocido [43-44],
cuando se considera la presencia de campos electromagnéticos, existe una clase de elementos
de lı́nea para los cuales es posible obtener soluciones exactas simples, las cuales se pueden
expresar en términos de soluciones de la ecuación de Laplace. Dicho elemento de lı́nea se
puede escribir, en coordenadas cilı́ndricas xa = (t, ϕ, r, z), en la forma [43-44]

ds2 = − e2λdt2 + e−2λ(r2dϕ2 + dr2 + dz2), (2.1)

donde λ es función de las coordenadas r, ϕ y z únicamente. Este elemento de lı́nea es estático
y la parte espacial es conformalmente plana, pues está multiplicada por el factor e−2λ. De
acuerdo con esto, esta clase de métricas se conocen en la literatura como métricas confor-
mestáticas [44-45].

El sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacı́o, en unidades geométricas tales que
c = G = µ0 = ε0 = 1, está dado por

Gab = 8π Tab, (2.2)

Tab =
1

4π

[
FacF c

b −
1
4

gabFcdFcd

]
, (2.3)

Fab
;b = 0, (2.4)

Fab = Ab,a − Aa,b, (2.5)

donde todos los sı́mbolos tienen el sentido usual.
Para la métrica (2.1), y tomando el potencial electromagnético como Aa = (0, 0, A, 0), el
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sistema anterior se puede escribir explı́citamente como

r(A,rr + A,zz) − A,r + 2r(A,rλ,r + A,zλ,z) = 0, (2.6)

r2∇2λ = e2λ(A2
,r + A2

,z), (2.7)

r2∇2λ − 2r2λ2
,r = e2λ(A2

,r − A2
,z), (2.8)

r2∇2λ − 2r2λ2
,z = e2λ(A2

,z + A2
,r), (2.9)

r2λ,rλ,z + e2λA,rA,z = 0, (2.10)

donde ∇ es el operador diferencial usual en coordenadas cilı́ndricas.

Ahora bien, despues de un corto calculo, el anterior sistema de ecuaciones de Einstein-
Maxwell se reduce a

A,r = re−λλ,z, (2.11)

A,z = −re−λλ,r, (2.12)

∇2λ = ∇λ · ∇λ. (2.13)

Al igual que en el Capı́tulo anterior, con el fin de resolver el sistema de ecuaciones, asumimos
una dependencia funcional para la función métrica λ, la cual se expresa como λ = λ(U),
donde U es una función auxiliar que para nuestos fines es tomada como solución a la ecuación
de Laplace. Con esto en mente, la ecuación (2.13) reduce a

λ′′(U) =
[
λ′(U)

]2 , (2.14)

donde su solución está dada por

eλ =
k2

U + k1
, (2.15)

donde k1 y k2 son constantes de integración arbitrarias.

Ahora bien, con el fin de tener un comportamiento apropiado en el infinito, vamos a imponer
algunas condiciones de frontera sobre las soluciones. Ası́, con el fin de tener un espacio
asintóticamente plano, esto es que eλ = 1 en el infinito, en consecuencia, consideraremos
para la función U solo soluciones de la ecuación de Laplace que satisfacen la condición de
contorno U = 0 en el infinito, de tal manera que si hacemos k1 = k2 = k obtenemos el
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comportamiento deseado para la función métrica λ. Por otro lado, el sistema de ecuaciones
(2.11)-(2.12) en términos de soluciones de la ecuación de Laplace U está dado por

A,r = −
rU,z

k
, (2.16)

A,z =
rU,r

k
, (2.17)

donde podemos ver que (2.15), (2.16) y (2.17), son las soluciones del sistema de ecuaciones
de Einstein-Maxwell (2.6)-(2.10), las cuales se expresan en términos de U, una solución de
la ecuación de Laplace, que para nuestro caso representa una fuente gravitacional newtoniana.

2.3 Tensor Energı́a-Momentum y Corriente

Como se señaló en la sección 2.2, soluciones a las ecuaciones de Einstein-Maxwell corres-
pondientes a fuentes gravitacionales tipo disco son funciones de las coordenadas r y z. En-
tonces, ellas son funciones contı́nuas pero sus primeras derivadas de la coordenada z - dis-
continuas en la superficie del disco. En consecuencia con esto, a fin de obtener el tensor
energı́a-momentum y la corriente de la fuente, podemos expresar el salto en el disco de la
primera derivada de la coordenada z del tensor métrico como

bab = [gab,z] = 2gab,z|z=0+ , (2.18)

y el salto en el disco del tensor de campo electromagnético como

[Fza] = [Aa,z] = 2Aa,z|z=0+ , (2.19)

donde hemos usado simetrı́a de reflexión con respecto a z = 0.

Ahora, usando el formalismo de las distribuciones tensoriales [38, 39, 40], las ecuaciones de
Einstein-Maxwell y el tensor energı́a-momentum se pueden expresar en la forma

T ab = T ab
+ θ(z) + T ab

− [1 − θ(z)] + Qabδ(z), (2.20)

y la corriente como
Ja = Iaδ(z), (2.21)

donde, θ(z) y δ(z) son distribuciones de Heaveside y de Dirac evaluadas en z = 0, respectiva-
mente. Aquı́ T ab

± es el tensor energı́a-momentum electromagnético el cual está definido por
(2.3) para las regiones z ≥ 0 y z ≤ 0, respectivamente, mientras que

16πQa
b = bazδz

b − bzzδa
b + gazbz

b − gzzba
b

+ bc
c(g

zzδa
b − gazδz

b), (2.22)
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da la parte al tensor energı́a-momentum correspondiente a una fuente discoidal y

4πIa = [Faz], (2.23)

es la contribución de la corriente a la fuente discoidal. Ahora, el “verdadero” tensor energı́a-
momentum superficial del disco, S ab, y la “verdadera” corriente superficial , ja, pueden ser
obtenidos a través de las relaciones

S ab =

∫
Qab δ(z) dsn = e−λ Qab , (2.24)

ja =

∫
Ia δ(z) dsn = e−λIa, (2.25)

donde dsn =
√

gzz dz es la medida fı́sica de longitud en la dirección normal al disco.

Para la métrica (2.1), las únicas componentes diferentes de cero de Qa
b son

Qt
t = −

e2λλ,z

2π
, (2.26)

mientras, que las únicas componentes diferentes de cero de Ia son

Iϕ = −
A,z

2π
. (2.27)

Por lo tanto, la única componente diferente de cero para el tensor energı́a-momentum super-
ficial S a

b está dada por

S t
t = −

eλλ,z
2π

, (2.28)

y la única componente diferente de cero de la corriente superficial ja es la componente en la
dirección acimutal ϕ, de la forma

jϕ = −
e−λA,z

2π
, (2.29)

donde totas las cantidades estan evaluadas en el plano del disco z = 0+.

El tensor energı́a-momentum superficial y la corriente superficial del disco se pueden escribir
como

S ab = εVaVb, (2.30)

ja = jWa, (2.31)

con

Va = e−λ(1, 0, 0, 0), (2.32)

Wa =
eλ

r
(0, 1, 0, 0), (2.33)
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donde Va es el vector velocidad de la distribución de materia y Wa es un vector ortogonal al
vector velocidad. Entonces, la densidad de energı́a y la corriente de la distribución de materia
estan dadas por

ε =
eλλ,z
2π

, (2.34)

j = −
e2λA,z

2πr
, (2.35)

respectivamente.

Usando las ecuaciones (2.15) y (2.17) en (2.34) y (2.35) respectivamente, podemos obtener

ε = −
kU,z

2π(U + k)2 , (2.36)

j = −
kU,r

2π(U + k)2 , (2.37)

donde, la densidad de energı́a y la corriente de la distribución de materia estan escritas en
términos de la función U, la cual es una solución de la ecuación de Laplace.

Ahora bien, en el contexto de la relatividad general, es razonable esperar que el tensor
energı́a-momentum satisfaga ciertas condiciones, las cuales se pueden citar como las “Con-
diciones de Energı́a: Débil, Fuerte y Dominante” [41].

La condición de energı́a débil de cualquier distribución de materia, medida por cualquier
observador en un espacio - tiempo, debe ser no negativa. Por lo tanto la condición de energı́a
débil implica que

ε ≥ 0, (2.38)

mientras que la condición de energı́a fuerte es equivalente a la condición

σ ≥ 0, (2.39)

es la “densidad newtoniana efectiva”. Finalmente, la condición de energı́a dominante puede
ser interpretada diciendo que para cualquier observador la densidad de energı́a aparece como
no negativa y que el flujo de energı́a no es tipo espacial. La condición de energı́a dominante
es la misma condición de energı́a débil con el requerimiento adicional que la presión no debe
exceder la densidad de energı́a. Ésto es válido para todas las formas conocidas de materia,
esto es

S aS a ≤ 0. (2.40)



CAPÍTULO 3

Modelos Particulares de Discos Delgados
Conformestáticos

3.1 Preliminares

Como una aplicación de lo presentado en los Capı́tulos anteriores, en este Capı́tulo se obtu-
vieron algunos modelos simples de discos. Tales discos se obtienen considerando soluciones
simples de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para espacio-tiempos conformestáticos en
presencia de campos eléctricos y magnéticos respectivamente, que permiten obtener expre-
siones de las cantidades fı́sicas propias del tensor energı́a momentum, densidad de corriente
y corriente en los discos, respectivamente; y se estudió su comportamiento gráfico.

De acuerdo con esto, en la sección 3.2, consideramos la familia generalizada de discos de
Kalnajs, para la cual se analizan las propiedades fı́sicas de un disco tipo polvo con campo
eléctrico tales como son la densidad de energı́a, dada por la expresión (1.36). Dicho disco se
genera de forma natural debido a que la geometrı́a del problema se adapta a las coordena-
das del mismo. Como caracterı́stica adicional, el disco modelado es axialmente simétrico, de
extensión finita y cumple con todas las condiciones de energı́a. Posteriormente en la sección
3.3, obtuvimos una clase de discos tomando como solución de la ecuación de Laplace el po-
tencial gravitacional de dos fuentes puntuales alineadas a lo largo del eje - z. En particular,
se obtienen las expresiones explı́citas para la densidad de energı́a y la corriente dadas por
(2.36)-(2.37), respectivamente, y se analiza su comportamiento gráfico según la variación de
ciertos parámetros.

Finalmente, en la sección 3.4, obtuvimos otra distribución discoidal, tomando como solución
de la ecuación de Laplace el potencial gravitacional generado por una barra de masa m y
longitud finita localizada en el eje - z. Al igual que en la sección inmediatamente anterior
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calculamos las expresiones explı́citas para la densidad de energı́a y la corriente. En los dos
últimos casos, las fuentes discoidales son de extensión infinita, con campo magnético, tipo
polvo; y para los tres casos presentados se cumplen todas las condiciones de energı́a.

3.2 Discos Tipo Kalnajs

Ahora se restringe el formalismo presentado en el Capı́tulo 1, en la aplicación de las solu-
ciones conformestáticas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell con campo eléctrico para la
construcción de un modelo de disco tipo polvo. El potencial gravitacional adopta la siguiente
forma

U(ξ, η) = −

m∑
n=0

C2nq2n(ξ)P2n(η), (3.1)

donde, las constantes de normalización estan dadas por [20]

C2n =
(−1)n+1(4n + 1)(2l + 1)!Γ(l − n + 1/2)

(2n + 1)2n+1(2l − 2n)!Γ(l + n + 3/2)Q2n+1(i0)
m. (3.2)

Ahora vamos a considerar una familia particular de discos con un buen comportamiento
en la densidad de energı́a superficial del disco. Los miembros de la familia se expresan en
términos de soluciones particulares Um de la ecuación de Laplace y eligiendo correctamente
las constantes de la solución general (3.1). Las soluciones obtenidas para Um representan el
potencial gravitacional newtoniano para discos delgados, finitos, axialmente simétricos, con
la densidad de masa dada por

Σm(r) =
(2m + 1)M

2πa2

[
1 −

r2

a2

]m− 1
2

, (3.3)

donde M y a, son respectivamente, la masa total del disco y el radio del disco y toma un valor
m ≥ 1. Para cada valor de m, las constantes C2n estan definidadas a través de la relación [20]

C2n =
K2n

(2n + 1)q2n+1(0)
, (3.4)

donde

K2n =
M
2a

 π1/2 (4n + 1) (2m + 1)!
22m(m − n)!Γ(m + n + 3

2 )

 , (3.5)

para n ≤ m, y C2n = 0 para n > m. En el Cuadro 3.1 podemos calcular los valores diferentes
de cero de C2n para los primeros seis miembros de la familia. De está manera, utilizando
estas constantes en la solución general (3.1) es fácil ver que el potencial gravitacional Um es
negativo en todas partes, tal como se impuso en el Capı́tulo anterior.
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m C0 C2 C4 C6 C8 C10 C12

1 M
a

M
a

2 M
a

10M
7a

3M
7a

3 M
a

5M
3a

9M
11a

5M
33a

4 M
a

20M
11a

162M
143a

4M
11a

7M
143a

5 M
a

25M
13a

18M
13a

10M
17a

35M
247a

63M
4199a

6 M
a

2M
a

27M
17a

260M
323a

5M
19a

378M
7429a

33M
7429a

Cuadro 3.1: Las constantes C2n para m = 0, ..., 6.

Ahora bien, con el fin de ilustrar gráficamente el comportamiento de los diferentes mode-
los particulares, primero definamos las siguientes cantidades adimensionales, a través de las
relaciones

Ũm(r̃) =
aUm(r̃)

M
, (3.6)

Σ̃m(r̃) =
πa2Σm(r̃)

M
, (3.7)

ε̃m(r̃) = πaεm(r̃), (3.8)

donde r̃ = r/a, 0 ≤ r̃ ≤ 1, y Um(r̃) está evaluado en z = 0+. De acuerdo con esto, la densidad
de energı́a adimensional ε̃(r̃) puede escribirse como

ε̃m(r̃) = −
k̃Σ̃m(r̃)

[Ũm(r̃) + k̃]2
, (3.9)

donde k̃ = (ka)/M.

Ahora, usando las expresiones y los valores para las constantes C2n, dados por el Cuadro
3.1, además de basarnos en (1.36) y (3.1), obtenemos las siguientes densidades de carga para
diferentes valores de m, las cuales estan dadas por
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ε̃1 = −
3k̃
√

1 − r̃2

2[k̃ + 3π
8 (r̃2 − 2)]2

, (3.10)

ε̃2 = −
5k̃(1 − r̃2)3/2

2[k̃ − 15π
128 (3r̃4 − 8r̃2 + 8)]2

, (3.11)

ε̃3 = −
7k̃(1 − r̃2)5/2

2[k̃ + 35π
512 (5r̃6 − 18r̃4 + 24r̃2 − 16)]2

, (3.12)

ε̃4 = −
9k̃(1 − r̃2)7/2

2[k̃ − 315π
32768 (35r̃8 − 160r̃6 + 288r̃4 − 256r̃2 + 128)]2

, (3.13)

ε̃5 = −
11k̃(1 − r̃2)9/2

2[k̃ + 693π
131072 (63r̃10 − 350r̃8 + 800r̃6 − 960r̃4 + 640r̃2 − 256)]2

, (3.14)

ε̃6 = −
13k̃(1 − r̃2)11/2

2[k̃ − 3003π
2097152 (231r̃12 − 1512r̃10 + 4200r̃8 − 6400r̃6 + 5760r̃4 − 3072r̃2 + 1024)]2

,

(3.15)

para las densidades de energı́a de los seis primeros modelos de disco.

Para tratar de explicar lo anterior, en la Figura 3.1, se presenta la densidad de energı́a adi-
mensional ε̃m como función de r̃ con k̃ = −1 para los modelos de disco con m = 1, ... , 6.
Por último, para un determinado valor de m, el valor de la densidad de energı́a inicialmente
aumenta con el valor de |k̃|, pero luego llega a un máximo y luego disminuye a medida que
|k̃| aumenta.

En la Figura 3.2, se presenta una gráfica de la densidad de energı́a adimensional en el centro
del disco, ε̃(0), como una función de k̃ para los mismos seis modelos de discos previamente
considerados. Ahora bien, como la densidad de carga de los discos es igual a su densidad de
energı́a, excepto un signo, todos los análisis anteriores se aplican también al comportamiento
de la densidad de carga superficial de los modelos de disco.

En la Figura 3.3, se presenta la densidad superficial de energı́a adimensional ε̃m como función
de r̃ para los seis primeros modelos de disco, con m = 1, 2, 3, 4, 5 y 6. En cada caso,
hemos graficado ε̃m(r̃) para 0 ≤ r̃ ≤ 1 con diferentes valores del parámetro k̃. Hemos tomado
primero k̃ = −0,25, la parte inferior de la curva y entonces k̃ = −0,5, −1, −2, −4 y −8.
Como podemos ver, en todos los casos, la densidad de energı́a es positiva en todas partes, y
se anula rápidamente en el borde del disco. Sin embargo, hay diferentes comportamientos en
función de los valores de m y k̃. Ahora, para los dos primeros modelos con m = 1 y m = 2, se
encontró que para pequeños valores de |k̃| la densidad de energı́a presenta un máximo cerca
del borde del disco, mientras que para valores más altos de |k̃| el máximo ocurre en el centro
del disco. Por otra parte, para m > 3, encontramos que para todos los valores de |k̃| el máximo
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de densidad de energı́a ocurre en el centro del disco.

También podemos ver que, a medida que el valor de m aumenta, la densidad de energı́a
está más concentrada en el centro del disco. Ası́mismo, en la parte central de los discos, a
medida que m aumenta, el valor de la densidad de energı́a también aumenta de tal manera
que, para un determinado valor de k̃, la densidad de energı́a es mayor o igual que el valor
de m. Por otra parte, en el borde de los discos el comportamiento es contraria, el valor de la
densidad de energı́a disminuye a medida que m aumenta.

ε̃m
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 0.15

 0.2

 0.25

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

r̃

Figura 3.1: Densidad de energı́a adimensional ε̃m como una función de r̃ con k̃ = −1 para los
seis primeros modelos de discos m = 1, ... , 6.
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Figura 3.2: Densidad de energı́a adimensional en el centro de los discos, ε̃(0), como una
función de k̃ para los mismos seis modelos de discos previamente considerados.
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Figura 3.3: Densidad superficial de energı́a adimensional ε̃m como una función de r̃ para los
seis primeros modelos de disco con m = 1, 2, 3, 4, 5, 6. En cada caso, hemos graficado ε̃m(r̃)
para 0 ≤ r̃ ≤ 1 con k̃ = −0,25 para ε̃1, con k̃ = −0,5 para ε̃2, con k̃ = −1 para ε̃3, con k̃ = −2
para ε̃4, con k̃ = −4 para ε̃5, y finalmente k̃ = −8 para ε̃6

3.3 Dos Fuentes Puntuales Alineadas en el Eje z

Soluciones de electrovacı́o que representan dos masas puntuales alineadas en posiciones ar-
bitrarias se pueden construir debido a que, como se ha señalado anteriormente, la función
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U(R, z) debe satisfacer la ecuación de Laplace y, por tanto, pueden ser superpuestas.
Supongamos que tenemos una solución de la ecuación de Laplace que representa dos masas
puntuales localizadas en el eje z, la primera con masa m1 en z = 0 y la segunda con masa m2

localizada en z = −z2. La función U que representa la superposición de ellas, está dada por

U(R, z) =
m1

√
R2 + z2

+
m2√

R2 + (z + z2)2
. (3.16)

El método que vamos a utilizar para generar la fuente discoidal y su contenido magnético
a partir de 3.16, es el bien conocido “Desplazamiento, Corte y Reflexión”, método el cual
fué utilizado por primera vez por Kuzmin [37] and Toomre [46] en gravedad newtoniana.
El método que vamos a utilizar se pueden dividir en los siguientes pasos: En primer lugar,
elegir una superficie que divide el espacio habitual en dos partes, una con singularidades
o no fuentes y el otro con las fuentes. En segundo lugar, ignorar la parte del espacio con
singularidades. En tercer lugar, utilizar la superficie para hacer una inversión de la región no
singular, que es una función Delta con el apoyo en la superficie. En la siguiente Figura 3.4,
se presenta una representación gráfica del método.

Figura 3.4: Método de Desplazamiento, Corte y Reflexión

El procedimiento es matemáticamente equivalente a hacer una transformación z → |z| + b,
con b constante.

Ahora, si aplicamos el método de “Desplazamiento, Corte y Reflexión” a la ecuación (3.16),
podemos obtener la densidad de energı́a (2.36) y la corriente (2.37) del disco en el plano z = 0
las cuales estan dadas por

ε =
k

2π
√

R1R2

 m1bR3/2
2 + m2(b + z2)R3/2

1

[k
√

R1R2 + m1
√

R2 + m2
√

R1]2

 , (3.17)

j =
kr

2π
√

R1R2

 m1R3/2
2 + m2R3/2

1

[k
√

R1R2 + m1
√

R2 + m2
√

R1]2

 , (3.18)

respectivamente. Aquı́ R1 = r2 + b2, R2 = r2 + (b + z2)2 y k > 0 lo cual garantiza todas las
condiciones de energı́a; esto es, la ecuación de estado ε > 0.
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En las Figuras 3.5, 3.6 y 3.7, se presenta la densidad superficial de energı́a ε como función
de r y de la corriente j también como función de r para los cuatro primeros modelos de
disco, con m = 1, 2, 3, 4. Como podemos ver, en todos los casos, la densidad de energı́a es
positiva en todas partes, y se anula rápidamente en el borde del disco de extensión infinita.
La misma situación se presenta con la corriente en el disco. Para cada gráfica, se variaron los
parámetros para la densidad de energı́a y la corriente; ası́, en el orden que se presentan las
gráficas, los parámetros que variaron fueron m2 = 0, 1, 2, 3 para 3.5, adicionalmente para 3.6
quien cambio fué z2 = 1, 2, 3, 4; y, finalmente k = 1, 2, 3, 4 para la gráfica 3.7.
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Figura 3.5: Densidad de energı́a superficial ε y corriente j, como una función de r respecti-
vamente. Se presentan las curvas de cada propiedad fı́sica para los cuatro primeros modelos
de discos con m1 = 2, m2 = 0, 1, 2, 3, k = 1, z2 = 1, b = 1.
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Figura 3.6: Densidad de energı́a superficial ε y corriente j, como una función de r respecti-
vamente. Se presentan las curvas de cada propiedad fı́sica para los cuatro primeros modelos
de discos con m1 = 2, m2 = 1, k = 1, z2 = 1, 2, 3, 4, b = 1.
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Figura 3.7: Densidad de energı́a superficial ε y corriente j, como una función de r respecti-
vamente. Se presentan las curvas de cada propiedad fı́sica para los cuatro primeros modelos
de discos con m1 = 2, m2 = 1, k = 1, 2, 3, 4, z2 = 1, b = 1.

3.4 Potencial de una Barra Finita Localizada en el Eje z

Como un segundo ejemplo, se ha tomado una solución de la ecuación de Laplace que re-
presenta un potencial gravitacional generado por una barra de masa m, de longitud finita y
localizada sobre el eje z, la cual puede servir en la construcción de discos relativistas o un
campo de un esferoidal oblato o prolato; dicha solución se puede escribir como [47]

U(r, z) =
1
2

ln
[
R1 + R2 − 2m
R1 + R2 + 2m

]
, (3.19)

donde R2
1 = r2 + (z + m)2, R2

2 = r2 + (z − m)2 y m es una constante positiva.

Ahora, si aplicamos el método de “Desplazamiento, Corte y Reflexión” a la ecuación (3.19),
obtenemos las expresiones para la densidad de energı́a (2.36) y para la corriente (2.37) del
disco en el plano z = 0, las cuales toman las siguientes formas respectivamente

ε = −
k(R+ − R−)

πR+R−
[
2k + ln

[
R++R−−2m
R++R−+2m

]]2 , (3.20)

j = −
2mkr(R+ + R−)

πR+R−[r2 + b2 − m2]
[
2k + ln

[
R++R−−2m
R++R−+2m

]]2 , (3.21)

donde R+ =
√

r2 + (b + m)2, R− =
√

r2 + (b − m)2 y k < 0 lo cual garantiza el cumplimiento
de todas las condiciones de energı́a.
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A continuación en la Figura 3.8, graficamos la densidad de energı́a ε y corriente j, como
función de r para los primeros cuatro modelos de disco con los siguientes parámetros m = 1,
k = −0,5,−1,−1,5,−2, b = 2. Vemos que el valor de la densidad de energı́a inicialmente
aumenta en una región cercana al centro del disco luego llega a un máximo y comienza a
decaer monótonamente según la coordenada r aumenta. Algo similar sucede con la corriente
para los mismos valores de parámetros, presenta un incremento desde la región central del
disco, luego toma un valor máximo y decae de manera similar a la densidad de energı́a. Se
puede destacar también que ambas cantidades fı́sicas siempre son positivas de acuerdo como
lo garantizan las condiciones de energı́a y éste tipo de discos presentan extensión infinita, tal
como el método de DCR lo garantiza.
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Figura 3.8: Densidad de energı́a superficial ε y corriente j como una función de r para los
siguientes parámetros m = 1, k = −0,5,−1,−1,5,−2, b = 2
.
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De manera similar, en la Figura 3.9, graficamos la densidad de energı́a ε y corriente j, como
función de r para los cinco primeros modelos de disco con los siguientes parámetros m = 1,
k = −1, b = 2, 3, 4, 5, 6. El valor de la densidad de energı́a inicialmente aumenta pero según
el valor que se toma del parámetro b la densidad de energı́a disminuye más rápidamente, esto
se puede ver en las curvas de la parte superior a la parte inferior. El comportamiento de la
corriente también presenta un cambio significativo debido a la variación del parámetro b, el
cual al disminuir su valor hace que la curva de corriente sea menos pronunciada.
Sin embargo, la densidad de energı́a superficial y la corriente en el disco siempre son positivas
tal como lo garantizan las condiciones de energı́a.Éste tipo de discos son delgados, presentan
extensión infinita, y cumplen con todas las condiciones de energı́a.
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Figura 3.9: Densidad de energı́a superficial ε y corriente j como una función de r para los
siguientes parámetros m = 1, k = −1, b = 2, 3, 4, 5, 6
.



Conclusiones

Se presentó un tipo muy especial de espacio-tiempos, los bien llamados elementos de lı́nea
conformestáticos en términos de la construcción de discos de polvo cargados con campos
eléctricos y magnéticos. Para este fin, en el Capı́tulo 1, se presentó un estudio de modelos de
discos delgados finitos en relatividad general a partir de soluciones axialmente simétricas de
las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacı́o con campo eléctrico, de tal forma que las pri-
meras derivadas del tensor métrico y del potencial electromagnético poseen una discontinui-
dad finita. También se obtuvo las soluciones a las ecuaciones de campo mediante el sencillo
método de dependecia funcional entre el coeficiente métrico, el potencial electromagnético y
una solución de la ecuación de Laplace. Basados en dicha solución, se obtuvo la expresión
general para el tensor de energı́a-momentum y de la densidad de corriente del disco, respec-
tivamente; las cuales representan las cantidades fı́sicas de dichos modelos de discos. Dichos
modelos de discos son conformestáticos, delgados, finitos, axialmente simétricos, con campo
eléctrico y cumple con la ecuación de estado P = 0, en donde se cumple que la densidad de
carga es igual a la densidad de energı́a, excepto un signo y siempre es positiva (1.36), lo cual
nos conduce a afirmar que dichos modelos satisfacen todas las condiciones de energı́a [41].

En el Capı́tulo 2, se realizó un estudio de modelos de discos delgados en relatividad general
a partir de soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el
vacı́o con campo magnético, de tal forma que las primeras derivadas del tensor métrico y
del potencial electromagnético poseen una discontinuidad finita. Se obtuvó las soluciones a
las ecuaciones de campo mediante el método de dependecia funcional entre el coeficiente
métrico, el potencial electromagnético y una solución de la ecuación de Laplace al igual que
el Capı́tulo anterior. Basados en dicha solución, obtuvimos la expresión general para el tensor
de energı́a-momentum y la corriente del disco dadas por (2.36)-(2.37), respectivamente, las
cuales representan las cantidades fı́sicas de dichos modelos de discos. Dichos modelos tienen
la caracteristica de ser conformestáticos, delgados, tipo polvo con campo magnético y de
extensión infinita. A diferencia del caso eléctrico, estos discos fueron construidos utilizando
el método de “Desplazamiento, Corte y Reflexión”. En este caso también se cumplen en su
totalidad todas las condiciones de energı́a [41].

En el Capı́tulo 3, se consideró en primera instancia los desarrollos referentes a la generación
de soluciones conformestáticas que representan distribuciones discoidales tipo polvo y de ex-
tensión finita con campo eléctrico. Como ejemplo se muestran los casos correspondientes a
los discos generalizados de Kalnajs. Vimos que las gráficas de densidad de energı́a presentan
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un comportamiento aceptable en la región del disco y además cumple con todas las condicio-
nes de energı́a tal como se hablo en lı́neas precedentes. También se consideraron la presencia
de campos magnéticos en espacio-tiempos conformestáticos que nos representan soluciones
discoidales, las cuales fueron generadas mediante el método de “Desplazamiento, Corte y Re-
flexión”, el cual permite construir fuentes discoidales infinitas a partir de soluciones simples.
Dichas soluciones cumplen con la condición de ser soluciones de la ecuación de Laplace. La
primera solución nos representa el potencial gravitacional generado por dos masas puntuales
alineadas sobre el eje z. La segunda es una solución que representa en potencial newtoniano
generado por una barra de masa m y de longitud finita, localizada sobre el eje z. En ambos
casos las propiedades fı́sicas tales como la densidad de energı́a y la corriente, dependı́an de
varios parámetros que al ser modificados levemente presentaban un comportamiento fı́sica-
mente razonable. En los casos presentados en éste Capı́tulo se presentaron varios modelos de
discos los cuales cumplen con todas las condiciones de energı́a.

Finalmente, los resultados del presente proyecto de investigación condujeron a las siguientes
ponencias internacionales

Segunda Reunión Colombo-Venezolana de Relatividad y Gravitación.
Octubre 28-31 de 2007, Armenia, Colombia.

Spanish Relativity Meeting.
Septiembre 15-19 de 2008, Salamanca, España.

También a la redacción de dos artı́culos en revistas internacionales

Finite axisymmetric charged dust disks in conformastatic spacetimes.
Physical Review D 78, 064058 (2008).

Axisymmetric magnetized dust disks in conformastatic spacetimes.
Sometido a referato a la revista Classical and Quantum Gravity.



Apéndice A: Distribuciones Tensoriales

Sean T , U dos campos tensoriales definidos sobre un espaciotiempo M, y (T,U) su producto
escalar en el punto x ε M. Sea D(M) el espacio de campos tensoriales con soporte compacto
y de una clase de diferenciabilidad determinada. Una distribución tensorial T es una función
lineal sobre D(M) definida como

< T,U >=

∫
M

(T,U)
√
−gd4x (22)

donde U ε D(M) y T es un campo tensorial localmente integrable.

Sea Σ una hipersuperficie en M descrita por la ecuación

φ(xa) = 0, (23)

donde φ es una función suave de las coordenadas xa, y por el vector normal

ηa = φ,a (24)

donde ( ),a = ∂/∂xa. La hipersuperficie Σ divide el espaciotiempo M en dos partes M+ = {xa :
φ > 0} y M− = {xa : φ < 0}, de tal forma que se puede introducir la función θ de Heaviside,
definida como

θ(φ) =


1, φ > 0
1
2 , φ = 0
0, φ < 0

(25)

y tal que
θ,a = naδ(φ), (26)

donde δ(φ) es la función delta de Dirac con soporte sobre la hipersuperficie Σ. Ası́, para toda
función F con soporte compacto∫

M
Fδ(φ)

√
−g d4x =

∫
Σ

FdV, (27)

donde dV es un elemento de volumen invariante introducido sobre la hipersuperficie Σ.
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De la definición de θ se tiene que, para todo campo tensorial U(x) definido sobre M,

< θ(1 − θ),U(x) > =
∫

M
U(x)θ(1 − θ)

√
−g d4x

=
∫

M+
U(x)(1 − θ)

√
−g d4x

= 0,

< θ2,U(x) > =
∫

M
U(x)θ2√−g d4x

=
∫

M+
U(x)θ

√
−g d4x

=
∫

M+
U(x)

√
−g d4x,

< (1 − θ)2,U(x) > =
∫

M
U(x)(1 − θ)2√−g d4x

=
∫

M−
U(x)(1 − θ)

√
−g d4x

=
∫

M−
U(x)

√
−g d4x,

< θδ(φ),U(x) > =
∫

M
U(x)θδ(φ)

√
−g d4x

= U(x)θ|
Σ

= 1
2U(x)|

Σ
,

< (1 − θ)δ(φ),U(x) > =
∫

M
U(x)(1 − θ)δ(φ)

√
−g d4x

= U(x)(1 − θ)|
Σ

= 1
2U(x)|

Σ
,

lo que prueba las identidades

θ(1 − θ) = 0,

θ2 = θ,

(1 − θ)2 = (1 − θ),

(1 − θ) δ(φ) = θ δ(φ) = 1
2δ(φ),

(28)

en el sentido de las distribuiciones.
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Si T es un campo tensorial definido en M tal que T y sus derivadas tienen discontinuidades
finitas a través de Σ, se pueden definir distribuciones en términos de T en la forma:

(T )D = T +θ + T−(1 − θ), (29)

(T,a )D = T,+a θ + T,−a (1 − θ), (30)

donde los ı́ndices ± sobre el campo tensorial lo restringen a las regiones M±, respectivamente.
De esta forma, T = T + en M+, T = T− en M− y T = T

Σ
= 1

2 (T + + T−) en Σ. Usando las
identidades (28) se puede probar fácilmente que

(T )D,a = (T,a )D + [T ] naδ(φ), (31)

(TU)D = (T )D(U)D, (32)

[TU] = U
Σ
[T ] + [U]T

Σ
, (33)

donde [T ] es el salto de T a través de Σ, definido como

[T ] = T +|
Σ
− T−|

Σ
, (34)

el cual mide la discontinuidad de T a través de Σ.



Apéndice B: Ecuaciones de Einstein-Maxwell
para Cascarones de Materia

Con base en las ideas expuestas se formularán las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell
para el caso en que existe un cascarón de materia en el espaciotiempo M, de tal forma que las
primeras derivadas del tensor métrico presentan discontinuidad finita a través de una hiper-
superficie Σ y las derivadas del potencial electromagnético pueden o no presentarla. El tensor
métrico gab se supone continuo a través de Σ, mientras que el potencial electromagnético
puede o no serlo. Las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell, en unidades geometrizadas
tales que c = G = µ0 = ε0 = 1, están dadas por

Gab = 8π Tab, (35a)

Fab
;b = Ja, (35b)

con

Tab =
1

4π

[
FacF c

b −
1
4

gabFcdFcd

]
, (36a)

Fab = Ab,a − Aa,b, (36b)

donde todos los sı́ mbolos tienen el significado usual. La continuidad en el tensor métrico a
través de Σ se puede expresar como

[gab] = g+
ab|Σ − g−ab|Σ = 0, (37)

de modo que en la la vecindad de Σ, se tiene

g±ab = g0
ab + φg

′±
ab +

1
2
φ2g

′′±
ab + ..., (38)

donde prima denota la derivada con respecto a φ.
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De otra parte, mediante el uso de la continuidad de gab, se puede escribir

gab = (gab)D, (39a)

gab,c = (gab,c)D, (39b)

Γa
bc = (Γa

bc)
D, (39c)

Γa
bc,d = (Γa

bc,d)D + [Γa
bc] nd δ(φ), (39d)

donde
Γa

bc =
1
2

gae(geb,c + gce,b − gbc,e), (40)

son los sı́mbolos de Christoffel y se supone que el tensor métrico, gab, se puede expresar en
términos de una función de distribución según,

gab = (gab)D ≡ g+
abΘ(φ) + g−ab{1 − Θ(φ)}, (41)

siendo Θ(φ) la función de Heaviside y δ(φ) la distribución de Dirac con soporte en Σ.

Con el uso de los resultados anteriores en la definición del tensor de curvatura de Riemann,

Ra
bcd = Γa

bd,c − Γa
bc,d + Γe

bdΓa
ec − Γe

bcΓ
a
ed, (42)

y la suposición que el tensor métrico gab es, por lo menos, de clase C3 en las regiones M±, se
obtiene para el tensor de Riemann la expresión [?]

Ra
bcd = (Ra

bcd)D + Ha
bcd δ(φ), (43)

donde
Ha

bcd = [Γa
bd] nc − [Γa

bc] nd, (44)

y los (Ra
bcd)± son los tensores de Riemann usuales definidos en M±.

Las discontinuidades en las primeras derivadas del tensor métrico se pueden obtener de (38)
y están caracterizadas por el tensor bab, definido a través de las relaciones

[gab,c] = bab nc, (45)

de tal forma que

[Γa
bc] =

1
2

(ba
b nc + ba

c nb − gaebbc ne), (46a)

Ha
bcd =

1
2

(ba
dnbnc − ba

cnbnd + bbcnand − bbdnanc), (46b)

donde todas las cantidades se evalúan en la hipersuperficie Σ.
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De igual manera, para el potencial electromagnético Aa, se define la distribución

Aa = (Aa)D ≡ A+
a Θ(φ) + A−a {1 − Θ(φ)}, (47)

de modo que su derivada, Aa,b = (Aa)D
,b, se puede escribir como Aa,b = (Aa,b)D + [Aa] nb δ(φ).

Ası́, el tensor electromagnético, Fab = Ab,a − Aa,b, se puede escribir, equivalentemente, como

Fab = (Fab)D + { [Ab] na − [Aa] nb} δ(φ), (48)

donde (Fab)D = (Ab,a)D − (Aa,b)D y todas las cantidades se evalúan en la superficie.

Suponiendo que el tensor de momentum-energı́a Tab y la densidad de corriente Ĵa se pueden
expresar en la forma

Tab = (Tab)D + Qab δ(φ), (49a)

Ĵa = (Ĵa)D + ĵa δ(φ), (49b)

donde Qab y ĵa son el tensor de energı́a-momentum y la densidad de corriente asociados con
la hipersuperficie Σ y los T±ab y Ĵa

±, con Ĵa =
√
−g Ja, son los tensores de energı́a-momentum y

la densidad de corriente usuales definidos en M±, se puede probar fácilmente, mediante (49b),
que las ecuaciones de Einstein-Maxwell (35) son equivalentes al sistema de ecuaciones

G±ab = T±ab, (50a)

Hab −
1
2

gabH = Qab, (50b)

F̂ab
± ,b = Ĵa

±, (50c)

ja = ja([Aa], gab), (50d)

donde Hab = Hc
acb y H = gab

Σ
Hab.

Cuando el cascarón de materia es la única fuente de los campos gravitacional y electro-
magnético, de tal forma que el resto del espaciotiempo es vacı́o (o electrovacı́o), Ja

± ≡ 0 y las
ecuaciones (50a) y (50c) se reducen a las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacı́o

G±ab = T±ab, (51a)

Fab
± ;b = 0. (51b)

De esta forma, después de resolver el sistema anterior, las ecuaciones (50b) y (50d) se pueden
usar para obtener las expresiones del tensor de momentum-energı́a y la densidad de corriente
para un cascarón de materia,

Qa
b =

1
2
{(ba

cnb − ba
bnc)nc + (bc

bnc − bc
cnb)na − δa

b(be
cne − be

enc)nc}, (52a)

ja = ja([Aa], gab), (52b)
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donde todas las cantidades son evaluadas en la hipersuperficie Σ. Como se puede ver, en (52b)
no aparece una función explı́cita para la densidad de corriente para un cascarón de materia.
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