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RESUMEN

TiTULQ: DECONVOLUCION Y ESTIMACION DE SENALES APLICANDO UN
FILTRO OPTIMO DE WIENER FRACCIONARIO.!

AUTOR: Johan Fabidn Triana Galvis®3

PALABRAS CLAVES: Filtro de Wiener Fraccionario, convolucién fraccionaria,
estimacion, deconvolucion, representacion tiempo-frecuencia.

En este trabajo se realizan algunas aplicaciones para la deconvolucién y estimacién de
senales aleatorias aplicando un Filtro de Wiener Fraccionario. El filtro es disefiado a partir
de la definicién planteada en [20] basado en la transformacién de Fourier fraccionaria y la
convolucién fraccionaria. Debido a que la transformacion de Fourier fraccionaria estd basada
en la distribucién de Wigner-Ville (representacion tiempo-frecuencia), hace que la extensién
del Filtro de Wiener estandar a un Filtro de Wiener Fraccionario lo hagan mas eficaz en el
tratamiento de senales, en especial, para senales no estacionarias.

Inicialmente se formulan las herramientas tedricas utilizadas en el trabajo, para asi llegar a
una definicién del Filtro de Wiener Fraccionario. Debido al tipo de sefiales con las cuales se
trabaja, se implementan algunos elementos para el analisis de procesos aleatorios, entre los
cuales se destaca el teorema de Wiener-Kinchine fraccionario, que nos da la relacién existente
entre la densidad espectral de potencia y la correlacién.

Luego, se plantean los algoritmos para aplicarlos en senales distorsionadas por algiin efecto
y por un ruido gaussiano aleatorio. Después, se muestran los resultados obtenidos tanto con
el filtro de Wiener fraccionario como con el filtro de Wiener estdndar (en nuestro filtro existe
como un caso particular) para comparar y dar veracidad a nuestro trabajo. Finalmente, se
presentan los resultados principales de nuestro trabajo, las conclusiones y posibles fenémenos
en los cuales se podria realizar este tipo de filtrado.

!Trabajo de Grado.

2GOTS, Grupo de Optica y Tratamiento de Senales. Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica.
Director: Rafael Angel Torres Amaris. Codirector: Herling Gonzalez Alvarez

3Grupo Petrosismica, Instituto Colombiano del Petréleo.
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ABSTRACT

TITLE: DECONVOLUTION AND SIGNAL ESTIMATION APPLYING A OPTI-
MAL FRACTIONAL WIENER FILTER.!

AUTHOR: Johan Fabidan Triana Galvis®3

KEYWORDS: Fractional Wiener Filter, fractional convolution, estimation,
deconvolution, time—frequency representation.

In our job, we made some applications for deconcolution and random signals estmations
appling a Fractional Wiener Filter. Filter was designed from the definition showed in
[20] based on the Fractional Fourier Transform and fractional convolution. Due that tha
Fractional Fourier Transform is based in the Wigner-Ville distribution (time-frequency
representation), this made that extension of Wiener Filter to Fractional Wiener Filter
will be more effective in signal processing, specially in non-stacionary signals.

Firstly, we formlated the theorical tools to be used in our job, to be able of defined
the Fractional Wiener Filter. Due the type of signals we worked, we implemented some
elements for random proccesess analisys. For example, the Fractional Wiener-Kinchine
Theorem that it represented the rate between the power spectral density and correlation.

Then, we used the algoritms to apply in modified signals for some phenomenon
physical and for a non-stacionary noise. After, we show results obtain it with both
Filters, Standard Wiener Filter and Fractional Wiener Filter to compare and give more
information.

Finally, we submited principla results of our job, conclusions and possible phenomenon
in which anybody could implement this methodology.

IThesis Degree

2GOTS, Optics and Signal Processing Group. Science Faculty. Physics School. Director: Rafael
Angel Torres Amaris. Co-director: Herling Gonzalez Alvarez

3Petrosismica Group, Colombian Oil Institute.
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Simbolos

% Transformacién de Fourier Fraccionaria

%: Transformacién de Fourier Fraccionaria Inversa
DW: Distribucién de Wigner-Ville

F Operador de Traslacién Fraccionaria



INTRODUCCION

Uno de los métodos para la estimacion de parametros o de senales es el propuesto
por Norbert Wiener [25], el cual esta basado en métodos estadisticos bajo el criterio
del minimo error cuadratico. Este trabajo, el cual consiste en el filtro de Wiener, se
propone con el objetivo de encontrar un estimador que nos recupere la senal deseada a
partir de una senal registrada [26]. Esta senal registrada en algunas ocasiones se puede
expresar por medio de un modelo convolucional entre dos senales méas un ruido. Una de
las limitaciones que presenta este tipo de filtro es que fue desarrollado solo para senales
estacionarias y que el filtrado solamente se realiza en el eje del tiempo o en el eje de las
frecuencias bajo una representacion de Wigner-Ville.

Existen varias extensiones o modificaciones realizadas al Filtro de Wiener para tratar
los problemas de estimacién de parametros en geofisica o estimacién de senales en el
procesamiento de estas. En un principio el Filtro de Wiener fue utilizado para atenuar
el ruido en las senales y asi poder estimar una senal que ha sido distorsionada por
algin fenémeno, conociendo que el contenido frecuencial de la senal es diferente al
contenido frecuencial del ruido [19]. Otra modificacién realizada fue el “Filtro de Wiener
Modificado” [24], en el cual se introduce un pardmetro que permite extraer el ruido de
la senal de una manera mas efectiva, minimizando el error cuadratico medio. Una de las
ultimas extensiones al Filtro de Wiener es la “Deconvolucion de Gabor” que plantea un
andlisis para senales no estacionarias [9], ya que el dominio de Fourier en el cual trabaja
el filtro de Wiener es solamente para aplicaciones en senales estacionarias. Este analisis
en senales no estacionarias es de gran utilidad ya que en la naturaleza la mayoria de
las senales son de este tipo.

Siguiendo la misma linea de ampliar o realizar una extensién al filtro de Wiener, en
nuestro trabajo realizamos la aplicacion de un “filtro de Wiener fraccionario”. Esta
extension es realizada con el propodsito de trabajar con senales no estacionarias, las
cuales son senales que se presentan con gran frecuencia en la naturaleza. Para lograr este
proposito, nuestro filtro fue disenado basado en la transformacion de Fourier fraccionaria
y en la convolucién fraccionaria [12, 10, 21, 20]. Sin embargo, incluimos en nuestro
trabajo la definicién del filtro de Wiener estandar, el cual se presenta como un caso
particular.
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En este trabajo de grado, primero se presentan todas herramientas teodricas utilizadas
durante el desarrollo para la aplicacién del filtro de Wiener fraccionario, tales
herramientas corresponden a la transformacion de Fourier fraccionaria , convolucion
fraccionaria, operador de traslacién fraccionaria, distribucién de Wigner-Ville y procesos
aleatorios. Luego se presenta el desarrollo tedrico del filtro de Wiener fraccionario con
algunos ejemplos de sus aplicaciones.

Finalmente se presentan las aplicaciones y conclusiones de los resultados obtenidos, los
cuales son comparados con el filtro de Wiener estandar para una mejor interpretacién.
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PROPIEDADES Y OPERACIONES
BASICAS

En este capitulo se muestran las propiedades y operaciones basicas utilizadas en el
desarrollo de este trabajo.

1.1. Transformacion de Fourier Fraccionaria

La transformacién de Fourier fraccionaria (TFF) puede transformar una funcién en
un dominio intermedio entre el tiempo y la frecuencia mientras que la transformada
de Fourier estandar de una funcion es el espectro de esta. Fue planteada incialmente
por Victor Namias [12] en aplicaciones para mecédnica cudntica, pero debido a algunas
inconsistencias presentadas, no fue extensamente aceptada hasta la definicion que dieron
McBride y Kerr [10] en 1987. Por lo tanto la transformada de Fourier de una funcién f
se define como

Lé/&-[f] (V) — Caefimxz cot o / f(x)efirer cot a627rix1// sin ad&}, (11>
donde C, = eng-8) fi]%) [10], v donde la funcién S(sin«) representa el signo de a.

Como caso particular se tiene que cuando o = 7/2 obtenemos la transformacién de
Fourier convencional.

16



PROPIEDADES Y OPERACIONES BASICAS

Para nuestro trabajo denotaremos la transfomada de Fourier fraccionaria de una
y A
funcién f como 7 [f].

1.1.1. Propiedades de la transformacion de Fourier fraccionaria

Las principales propiedades conocidas para la transformacién de Fourier estandar han
sido generalizadas para TFF, entre las cuales tenemos

» Linealidad
Tilaf (@) + bg())(v) = 0. Tl f)(v) + b-Telg) (). (1.2)

s Traslacién
Flf @ =) = FLf) — 7 cos)eiminetemen - (13)

Teorema de Parseval

/R f(2)g(@) dz = / FIw)Zalg) () dv. (1.4)

Teorema de la modulacién

2

{_%Tf(x)GQWimT](V) _ L%-[f](y — r&in a)e—iwcosa(r Sina—2l/’r)' (15)

Donde la barra representa el complejo conjugado de la funcién.

1.2. Distribucién de Wigner-Ville

La distribucién de Wigner-Ville (DW), que corresponde a una representacién en el
espacio de fase, fue introducida por Eugene Wigner [27] para correcciones cuanticas en
mecéanica estadistica, e introducida por Jean-André Ville [23] en 1948 para el andlisis
y procesamiento de senales. En nuestro trabajo utilizaremos la definicion de la DW de
una funcién f en términos de la representacién temporal f(¢) como

f(t v Z)f(t . Z)em” dr, (1.6)

wirleo) = [ 1(e+3) (-3

R
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PROPIEDADES Y OPERACIONES BASICAS

o en términos de la representacion frecuencial F'(u) como

W, v) = / o+ BYF(y = D) emieay (1.7)

R

La transformacién de Fourier fraccionaria estda basada en la distribuciéon de Wigner-
Ville, donde una de las principales propiedades de la TFF es que corresponde a una
rotacién en esta distribucién [8, 11], de la forma

W[ﬁgé‘[fﬂ (t,v) = W[f|(tcosa — vsina,tsina + v cos a). (1.8)

Para una mejor interpretacion, en la figura 1.1 se observa el efecto de rotaciéon que
tiene la transformacién de Fourier fraccionaria sobre la distribuciéon de Wigner-Ville.
En esta figura los ejes z, y y. corresponden al nuevo sistema de referencia de acuerdo
al angulo de rotacion a.

Yo

Lo

FIGURA 1.1: Transformacién de Fourier Fraccionaria sobre la distribucién
de Wigner-Ville. Siendo « es el angulo de la transformacién.

18



PROPIEDADES Y OPERACIONES BASICAS

1.3. Operador de Traslacion Fraccionaria

El operador de traslacién fraccionaria se define para poder recuperar la invariancia a
la traslacién, en modulo, de la transformacion de Fourier fraccionaria; invariancia que
posee la transformacion de Fourier estandar ante traslaciones. Por lo tanto el operador
de traslacion fraccionaria estd definido segin R. Torres como [21]

Tralfl(@) = flw = r)ermirtmaecte, (1.9)
de modo que
o Tl lv) = Zlflw)eiaam. (1.10)

Este operador al igual que la transformacion de Fourier fraccionaria tiene un efecto
sobre la DW, por lo tanto, a continuacién veremos el efecto que tiene el operador de
traslacién fraccionaria sobre la DW.

Sea una funcién f cuya DW es W|f]| y de acuerdo con la ecuacién 1.7, la DW para la
traslacion en 6 de la funcién f se expresa como

WIFafltn) = [ Falfl(t+3) Taln(t -

de acuerdo a las definiciones dadas en 1.9 y 1.7 tenemos que

\

W[ (;f] (t, I/) — / f(t — 0+ Z>e27ri0(t70+%)cotaf<t —9— Z)6727ri0(t76’f§)cota€2m'ﬂ/ dr
R

2 2
W[ T fl(t,v) = /Rf<t — 0+ %)f(t - %)e%iﬂ”@m) dr, (1.12)

de donde podemos obtener

W[ Tsaf](t,v) = WIf](t—0,v+ 0cot ). (1.13)

19



PROPIEDADES Y OPERACIONES BASICAS

FIGURA 1.2: Operador de traslacién fraccionaria efectuando sobre la
distribucién de Wigner-Ville. Siendo « es el angulo de rotacion y 7 el
desplazamiento.

20



PROPIEDADES Y OPERACIONES BASICAS

Para poder comprender mejor el efecto geométrico que tiene el operador de traslacion
fraccionaria sobre la DW observamos la figura 1.2.

1.4. Convolucién Fraccionaria

La convolucién siempre ha sido de gran importancia en el anélisis de Fourier, por tanto
es de gran interés definir una expresion para la convolucién fraccionaria que cumpla con
la invariancia a la traslacion y que tenga como un caso particular, al igual que en la
transformacién de Fourier fraccionaria, la convolucion estandar.

Se define la convolucién fraccionaria de orden « de dos funciones f y g en [20] como

[fmﬂﬁw=CL[%fWM®—Mk%M””m%M, (1.14)

donde C, = M Esta definicién es equivalente a la expresada por Zayed
£/ |sin o

[28], obtenida a partir de otra metodologia. La definicién establecida en 1.14 se

realizé teniendo en cuenta que debe cumplir el Teorema de la convolucion definido

como

f #a gl(@) = C2T [T f] 0)-Z2 lg) )™ =42 ) (1.15)

Al igual que en la transformacion de Fourier fraccionaria, la convolucién fraccionaria
tiene la dependencia del angulo «;, el cual en este caso corresponde al orden fraccionario
para la convolucion fraccionaria. La definicion expresada en 1.14 tiene como caso
particular para o = /2, la convolucién estandar.

A continuacién, en la Figura 1.3 se muestra la convolucién fraccionaria a diferentes
ordenes entre dos rectangulos. Como se puede observar, a medida que el orden se acerca
al orden a = 1 o & = 7/2, la convolucion fraccionaria también se aproxima a un
triangulo, el cual es el resultado de la convolucion estdandar entre dos rectangulos.

21
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PROPIEDADES Y OPERACIONES BASICAS

1.5. Correlacion Fraccionaria

La correlacién fraccionaria de orden «v entre dos funciones f y g de acuerdo con [28, 20]
se define como

f ®ag)(2) = Cula Za | TiIA ) Talg) )™ 0 @), (L16)

y donde su definicién integral es

£ ®asl ()= [ fglu— e e, (1.17)

Al igual que en la transformacién de Fourier fraccionaria, la correlacion fraccionaria
tiene la dependencia del angulo «, el cual corresponde al orden fraccionario para la
correlacién fraccionaria. La definicién expresada en 1.16 tiene como caso particular
para a = 7/2, la correlacion estandar.

23



PROCESOS ALEATORIOS

En procesamiento de senales, los modelos de probabilidad son usados para describir las
senales aleatorias en aplicaciones tales como patrones de reconocimiento, codificacion
de senales y estimacion de senales. Por tanto, el propdsito de este capitulo es explicar
de manera resumida algunos conceptos de probabilidad, basados principalmente en la
definicién de variable aleatoria [17, 16, 15, 7, 22]. Igualmente se exponen brevemente
algunos fundamentos de probabilidad en sentido fraccionario para el procesamiento de
senales aleatorias, basado en la transfromacion de Fourier fraccionaria.

2.1. Senales deterministas vs. Senales aleatorias

El andlisis matematico y procesamiento de senales requiere la disponibilidad de
una descripcién matemaéatica de la misma senal. Esta descripciéon nos conduce a una
importante clasificacion de las senales. Cualquier senal en la cual todos sus valores
puedan ser predecibles por una expresiéon matematica, se denomina determinista. Esto
nos indica que de esta senal podemos conocer todos los valores del pasado, presente y
futuro sin ningin tipo de aproximacién.

Sin embargo, en muchas aplicaciones existen senales que no pueden ser descritas por
una férmula matematica exacta. Esto implica que estas senales se comportan de manera
no predecible. Estas las conocemos como senales aleatorias. Las senales sismicas o la

salida de un generador de ruido son ejemplos de senales aleatorias.

Debido a la aletoriedad de estas senales, empleamos procedimientos estadisticos en

24



PROCESOS ALEATORIOS

lugar de férmulas explicitas, donde estos procedimientos proceden de la teoria de
probabilidad. Sin embargo, debemos destacar que al momento de clasificar senales
en fenomenos del mundo real como deterministas o aleatorias, no siempre es clara.
En algunas ocasiones, ambos procedimientos generan resultados significativos, pero en
otras ocasiones, la mala clasificacion de la senal nos lleva a resultados erréneos. Por lo
tanto debemos escoger las herramientas matematicas para aplicarlas en cada tipo de
senal.

2.2. Variable Aleatoria

En muchos experimentos fisicos o poblemas de procesamiento de senales es necesario
asignar un valor numérico al resultado de un experimento aleatorio. Por ejemplo, un
experimento aleatorio seria la adquisiciéon de datos sismicos. Podemos tomar el registro
sismico z(t) en algun terreno de interés y obtener resultados, es decir, z(¢) es un
valor numérico. Si realizamos el experimento una y otra vez en el mismo lugar, no
obtendremos los mismo resultados que obtuvimos en el primer registro. Por lo tanto a
cada realizacion w se le asigna un valor numérico obtenido en el experimento.

Una variable aleatoria es aquella a la cual no le podemos predecir su valor, el cual
esta dominado por el “azar”. Formalmente, para introducir el concepto de variable
aleatoria debemos asignar un valor numérico a cada elemento w del conjunto €2. Por
lo tanto, consideramos un espacio de probabilidad (€2, F, P) y una funcién real X (w)
que tome valores en la recta real R = (—o0, 00). Para considerar una variable aleatoria
la funcién X (w) debe ser medible. Finalmente, esto se puede explicar de la siguiente
manera. Considerando un conjunto A(z) de puntos w, donde w € Q, tal que X (w) < z,
donde para un valor de x tenemos que

Ax) = {w| X (w) < x}. (2.1)

Como suponemos que la funcién X (w) es medible, y de hecho tiene que ser medible para
poder definir el espacio de probabilidad, y si el conjunto esté bien definido y tiene una
probabilidad P(A), entonces X (w) es una variable aleatoria. Ademads la probabilidad
P(A) es llamada la funcién de reparticion de X definida por

F(z) = P[A(z)]. (2.2)

La funcién de reparticién expresada en la ecuacion 2.2 es la caracterizacion estadistica
asignada directamente a la variable aleatoria y no al espacio muestral. Esto se debe a
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PROCESOS ALEATORIOS

que una descripcion estadistica una variable aleatorio es de mayor interés para ciertas
aplicaciones en procesamiento de senales. Sin embargo, otra importante caracterizacién
estadistica es la funcién de distribucién de probabilidad, P(z), la cual corresponde a la
derivada de la funcion de reparticién, la cual se expresa como

P(x) = : (2.3)

y finalmente, el valor esperado de una variable aleatoria esta definido como
B{X} = / +P(x) dr, (2.4)
R

donde la integral se calcula desde —oco hasta oo. El valor esperado expresado en la
ecuacion 2.4 nos representa la cantidad media que daria como resultado de una toma
de datos sobre algin fenémeno aleatorio que se repite muchas veces.

2.3. Senales aleatorias

Una senal aleatoria estd definida como una secuencia de variables aleatorias
{Xo, X1, ..., X, ...} [2]. Ademds, a una senal aleatoria podemos asignarle una funcién
aleatoria fx(t), de manera que en un instante de tiempo t = ¢, tenemos una variable
aleatoria fx_(to) = X(to), y para una realizacién w = wy de la funcién aleatoria tenemos
una funcién determinista del tiempo fx,, (t) = 2, (t). Para una mejor interpretacién en
la Figura 2.1 se visualizan las funciones z,,(t) y la variable aleatoria fx_(to), donde
es el conjunto de las posibles realizaciones de la senal aleatoria.

2.3.1. Promedio Estadistico

Una completa caracterizacion estadistica de una senal aleatoria requiere del
conocimiento de la estadistica de cada una de las variables aleatorias. Por lo tanto,
la densidad de probabilidad Px y la funcion de probabilidad Fx del n—ésimo orden, se
expresan como
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FIGURA 2.1: Ejemplo de una senal aleatoria desde el punto de vista del
espacio muestral (2.

Fx<X1,...,Xn;t1,...,tn) = P{fx(tl) S Xl,...,fx(tn) S Xn}, (25)
8an(X1,...,Xn;tl,...,tn)

P (X1, s Xoith, oo tn) = : 2.

(K o X By ) 9X,...0X, (2:6)

Esto nos dice que en principio para solucionar el problema es necesario conocer todas
las distribuciones con n — oo, pero para satisfaccion nuestra, en la practica solo se
llega hasta segundo orden y en otros hasta cuarto orden.

Utilizando la densidad de probabilidad de primer orden Px(x;t), podemos definir el
promedio estadistico como

E{X(t)} = /xPX(x;t) dz, (2.7)

la cual serd en general una funciéon dependiente del tiempo.
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2.4. Estacionariedad

En algunas aplicaciones del procesamiento de senales, el promedio estadistico de una
senal aleatoria o de un proceso aleatorio es independiente del tiempo, es decir, la funcion
de distribuciéon de probabilidad en un ¢, dado es la misma para todos los instantes de
tiempo.

Una senal aleatoria la entendemos como estacionaria cuando cumple con las siguientes
condiciones:

1. Todos sus momentos del proceso son constantes, matematicamente expresado
como

mn = E{|fx (0"} :/ 2" Py (X: 1) da. (2.8)
R
2. La funcién de autocorrelacion estadistica definida como

Dx(r) = B{ fx(t)Fx(t) . (2.9)

depende solo de la diferencia 7 = t; — t».

3. La varianza del proceso sea un valor finito y constante como en el caso del ruido
blanco, el cual es un ejemplo de senal estacionaria.

2.4.1. Estacionariedad en sentido fraccionario

Como vimos en la seccion 2.4, aqui mostraremos el caso para una senal estacionaria
en sentido fraccionario. Para eso definimos la funciéon para una senal aleatoria como

Fy () = fx, (t)e @O, (2.10)

donde ¢, (t) es una funcién aleatoria. Tomando como caso particular tenemos que

b (t) = 2mu,(t)t y 1, (t) = 5t cot o, entonces tenemos que

Fie (t) = fru (e eoree, (2.11)
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donde «,, es una variable aleatoria.

Por lo tanto la funciéon de autocorrelacion estadistica para fx_ es

B{fx,(t) fx, (t2)} = E{fx.(tr) fx, (f2) o mieotoweimaeot oo, (2.12)

Como en un proceso estacionario solo se depende de 7 = t; — t9, entonces

E{fy, ) f (t =)} = B{fx,()fx, (t —r)e mt-notay
= B{fx,(t) Talfx ) ()™ b, (2.13)

Por lo tanto si el proceso fx, es estacionario, tenemos que

[fxo ®a fx)(T) = E{fx,(8)- Tal fx ) (£)e™ o). (2.14)

Con lo cual tenemos que la ecuacién 2.14 es la autocorrelacion estadistica fraccionaria
[20]. Aqui se demuestra que si fx: es estacionaria, la funcion fx, no es estacionaria,
por lo tanto podemos decir que fx_ es estacionaria en sentido fraccionario.

De aqui en adelante en el desarrollo de nuestro trabajo suponemos que las senales o
procesos aleatorias son estacionarios.

2.5. Teorema de Wiener-Kinchine fraccionario

Una aplicaciéon importante que se le puede dar a las funciones de autocorrelacion
es la relacion que poseen con la densidad espectral de potencia cuando la senales
son estacionarias, donde, la autocorrelacién y la densidad espectral de potencia
corresponden a un par de Fourier[6]. Para nuestro trabajo, basado en la transformacién
de Fourier fraccionaria, utilizaremos el “Teorema de Wiener-Kinchine fraccionario”
expresado por R. Torres en [20].

En la naturaleza generalmente nos encontramos con senales aleatorias de energia
infinita, de manera que
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£, - / ()2 dE = oo, (2.15)

sin embargo nos interesa conservar la nocion del espectro que se adapta a estas senales,
con lo cual recurrimos a la definicién de potencia media, la cual se expresa como

T/2
1 )
0<P.= Jim / o (8)2dt < oo, (2.16)
~T/2

en este caso, debido a que la potencia media es finita, decimos que es una senal de
potencia, mientras que si una senal tiene energia finita, decimos que es una senal de
energia. Las senales de potencia son el tipo de senales que generalmente encontramos
en las aplicaciones y experimentos aleatorios.

La densidad espectral de potencia fraccionaria de una realizacién z,, esta definida como

T/2 2
1] . , . .
ng (l/) — lm = ez7r1/2 cota / JTW(t)eth cota2imvt/sine gyl (217>
“ T—00
~T/2

Entonces podemos definir la densidad espectral de potencia fraccionaria de la senal o
proceso aleatorio por

S2(v) = B{S° }. (2.18)

Para poder expresar el Teorema de Wiener-Kinchine fraccionario, tenemos en cuenta
las ecuaciones 1.16 para el caso de la autocorrelacion y 2.17, por lo tanto tenemos que

T/2 2
S . o1 . . .
L/Ca [fX ®q fX](V) _ 67“”/2 cota zllm - emu2 cota / T, (t)eth cota 2imvt/sina 14 : (219>
—00
~T/2

donde fx aqui corresponde al promedio estadistico de la senal aleatoria y la ecuacion
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2.19 corresponde al Teorema de Wiener-Kinchine fraccionario. Si la senal tiene como
caso particular, que es ergddica en autocorrelacién fraccionaria, tenemos que

Talfx ®a fx](w)e™ e = S5 (v), (2.20)

La relacion expresada en la ecuacion 2.20 se realiza con el interés de emplearla en el
momento de la definicién del Filtro de Wiener Fraccionario.
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El filtro de Wiener estandar fue publicado por Norbert Wiener en 1949[26]. Este filtro
es considerado como una de las mejores técnicas para eliminar el ruido presente en una
sefial y/o el aspecto borroso de una imagen, basado en una aproximacién estadistica.
Sin embargo, este filtro tiene sus contras, debido a que esta disenado solo para senales
estacionarias. Debido a la necesidad de trabajar con senales no estacionarias, fue
disenado una extensiéon del Filtro de Wiener por R. Torres [20], denominado “Filtro
de Wiener Fraccionario”. En este capitulo se muestra de una manera mas detallada
la forma como se llegd al Filtro de Wiener Fraccionario basado en la convolucion y
correlacion fraccionaria.

En la practica obtenemos el registro de una senal por medio de diferentes mecanismos
e instrumentos. En la mayoria de los casos esta senal estd compuesta por una senal
que porta una informaciéon S y un ruido aditivo NV, por la tanto la senal registrada se
puede expresar como X = S + N. En este trabajo proponemos un modelo para filtrar
la informacion que se encuentra en la senal X basados en la convolucién y correlacién
fraccionaria, expresadas en las ecuaciones 1.14 y 1.16 respectivamente. De esta manera,
encontraremos un filtro de respuesta percursional h, que aplicado a X, en general,
minimice el error cuadratico medio entre [X x, h] y Y, donde Y es la sefial estimada o
senal que se quiere extraer de la senal registrada X, por lo tanto

2= EB{| [X % B (t) = Y(t) "}, (3.1)

siendo 22 la cual es la cantidad a minimizar. Resolviendo en la ecuacién 3.1, tenemos
que

32



FILTRO DE WIENER FRACCIONARIO

2 = B{([X# b (t) = Y () ([X #o h] (t) = Y(2))} (3.2)
= B{[[X B (t) P+ Y (1) P —2R{Y(£) [X *a k] (£)}}. (3-3)

Definiendo de manera integral de acuerdo a la convoluciéon fraccionaria expresada en
la ecuacién 1.14, tenemos que

ty 9
2 = E{‘ / h(0)X (t — 0)e*™ 0000t qg) 4+ Y (¢) |?
ti
tr
—2R Y(t)/h(cr)X(t—U)e_QWi”(t_U)COtada } (3.4)

ti

tr
ZQ _ E{ // h(@)WX(t . 9)627ri9(t—9) cotame—%ria(t—a) cota 19dq
ti

+1Y () > 2R Y(t)/h(a)X(t — g)e 2miolt=o)cota 4, }, (3.5)

ti

de acuerdo a la definicién de traslacion fraccionaria tenemos que:

Tl = Koo -
Ly(:;a [X] (t)efwiGQ cota X(t . 9)627”'0(2579) cotar

y de igual manera
L@/:;a [X] (t)eﬂ'iaz cota _ me—%ﬂa(t—a) Cota’ (38)

por lo tanto tenemos que
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/ / WO B T [X] (e T [X] (07 <} dbdo

+E{| V() [} - 27%[ / ROVE {Y (1) T [X] ()™ e} da] . (39)

t;

de acuerdo a la definicién de correlacion fraccionaria expresada en la ecuacién 1.16
tenemos que

Tra X ®a X](0) = E{FpalX](t)-ZalX] (t)e’”"’zc"t“} (3.10)

{
Y ®, Y] (0) = E{|Y(t) |2} (3.11)
Y @ X](0) = B{

Bly ). 7. [ x] ()™ COW}, (3.12)

entonces

/ / Tha |X ®a X] (0)e ™t dfdo

+[Y ®, Y] (0) —2R

/ W) [V ®a X] (o) do|. (3.13)

Como el procedimiento consiste en minimizar el error cuadritico medio 22, aplicamos
calculo variacional y buscamos una funcién h que extreme la integral

I:/A f(h;h'sx)dx. (3.14)

Definiendo h(z, A) = h(z) + A¢(z), con ¢p(A) = ¢(B) = 0, una funcién suave y A real,

luego
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B
J = /f(h+ Ap; b + A\’ x)de =T+ Al (3.15)
A

para cumplir el principio de Hamilton y minimizar la integral se debe cumplir que

0

—J(A =0. 3.16
w0 (3.16)

Definiendo el error de la siguiente manera
2%, \) = 22 (o, \) + A% (a, N, (3.17)

entonces

)

ty
2o, \) = / / RO, (0, N) T [X @4 X] (0)e ™ b2 d0d o
t;
tr

+Y @, Y] (0)— 2R [ / Ho N [V @4 X] (o) do (3.18)

ti
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/ / T X @0 X] (0)e ™ 0 dbde + [V @4 Y] (0)

23

—2R[/W[Y ®q X] (o) do

t;

+)\// Tha [X @4 X] (0)e™ ™ % 40do

+A / / H(OV(0)-Tpa [ X @ X] (0)e ™ 0@ dfdo

e / / (0)0(0)- T [X ® X] (0)e ™V dfdo

—2R [A /M Y ®, X] (0) da] , (3.19)

aplicando las propiedades de la traslacion fraccionaria tenemos que

Tral X ®.X](0) = B{ - FulX]()-Tpa [X] ()eme |

= Lé/(:l[X @y X ](9)6“02 cotozem'e2 cota’ (32())

entonces de la ecuacion 3.19 se tiene que

FralX@aX](0)e ™" dodd = //¢ TralX @ X](0)e™ < dod.

(3.21)

Reemplazando obtenemos que:
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A2 (o)) = A / / (0)h(0). Toa[ X ®0 X](0)e™ <t dodh
A / / 1W(0)$(0) Tpa X @ X] ()™ " dfdo
¥ [ [ 0(0)50) T X @0 X) (0)e ™ abdo

t;

) [)\ / BV Y @ X] (o) do |, (3.22)

al aplicar la condicién del principio de Hamilton obtenemos que

ty
QA*’” - // H(V(0)- Ty X @0 X](6)e™ <V dordf

oA
// Ga X®a X]( )e—wi62cotad9d0_
—2R[/¢ o) Y ®, X]|(0)do (3.23)
ty
0 — 02 cot o
5&2 = //h(9)¢( ) Tpa | X ®o X] (0)e ™ b ddo

t;

+ / / H(Vh(0)- T X @ X](0)e 0% cotex dgdd

t;

—2R [ / 6(0) Y ®4 X] (0)do (3.24)
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U 2
8/\AZ

A=0

= R{ jwljh(e)%;[x Do X](0)e ™t 40 — [Y @, X](a)} da}

como generalmente ¢ es diferente de cero, entonces tenemos que

[V @, X](0) = / 1(8)- T X o X](o)e ™ cotodg. (3.26)

t;

., . . m ., .
La ecuacién 3.26 tiene como caso particular para o = — la ecuacién de Wiener-Hopf.

Aqui el parametro « juega un papel importante ya que permite implementar una técnica
de filtrado adaptivo [20].

3.1. Filtro No Causal

Aplicando transformacion de Fourier fraccionaria a la ecuacion 3.26 y de acuerdo al
Teorema de Wiener-Kinchine fraccionario, obtenemos que

S (v)em i et — He(1)S% (v), (3.27)

despejando obtenemos que el filtro de Wiener fraccionario para senales no causales se
encuentra expresado como

H"(v) = —sg((y”;ew ot (3.28)

Como podemos observar en la ecuacion 3.28, el filtro tiene una dependencia con
el orden fraccionario «, lo cual lo convierte en un filtro adaptativo y lo que da
como resultado que sea apto para senales no estacionarias. El parametro « permite
encontrar un minimo error cuadratico de forma recursiva, lo que hace que el error sea
generalmente menor al encontrado en el tratamiento de Wiener estandar. El minimo
error se presentard cuando el pardmetro o obtenga un valor minimo para 2%(«a) tal que
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2
aaia = 0. (3.29)

A=0min

3.1.1. Reduccion de Ruido

Un caso particular para la ecuacion 3.28 se presenta cuando la senal registrada X
estd compuesta por una informacién S y un ruido aditivo N, por lo tanto X = S + N.
Nuestro filtro de Wiener fraccionario, suponiendo que la senal deseada Y = S,
esta expresado por

_ ssw)
53(v) + 53()

Ha(y> 67’L’7T1/2 cota. (33())

La manera como funciona este filtrado estd determinado por las distribuciones de
Wigner-Ville de la senal S y del ruido N. Como podemos observar en la Figua 3.1,
el ruido y la senal se separan en la DW presentando rotaciones. En el tratamiento
de Wiener estandar, el filtrado se realiza sobre el eje del tiempo o sobre el eje de las
frecuencias, pero al realizarlo de esta manera estaremos filtrando también una parte
del ruido. Sin embargo, en nuestro tratamiento, filtramos sobre ejes oblicuos, es decir,
evitando filtrar una parte del ruido, y asi obtenemos un menor error cuadratico medio.

Las aplicaciones de esta seccion se mostraran mas adelante en el Capitulo 4.

3.2. Deconvolucién y Estimacion de Senales

Una de las técnicas mas usadas para la restauracion y estimacion de senales es el “filtro
de Wiener”. Contrario a otras técnicas [4, 5], este método disminuye el ruido mientras
restaura la senal original. Cuando la senales han sido modificadas por un fenémeno
fisico que puede describirse por medio de la convolucién, la técnica para la restauracion
se conoce como “Deconvolucion”.

En el procesamiento de imégenes la distorsiéon en algunos casos es causada por un
efecto que se denomina “Blurring o Desenfoque”. Para nuestro caso, citando las senales
sismicas, la ondicula distorsiona la reflectividad propia de cada medio, lo cual se puede
expresar por medio del modelo convolucional s(t) = [r * w|(t) [18], razén por la cual se
hace necesario aplicar el proceso de deconvolucion para recuperar la reflectividad.
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Lo

FIGURA 3.1: Distribucién de Wigner-Ville de la sefial S y del ruido N.

En la actualidad existen varios métodos de deconvolucién, entre los cuales tenemos la
“Deconvoluciéon de Wiener”[26] y la “Deconvoluciéon de Gabor”[9]. En nuestro trabajo
con el “Filtro de Wiener fraccionario” desarrollamos una extension al trabajo realizado
por N. Wiener, ya que nuestro filtro trabaja con senales no estacionarias mientras
que el tratamiento estandar no lo realiza. Comparando con algunas metodologias,
que trabajan con senales no estacionarias [9, 5], estas metodologia generalmente son
bastante complejas de implementar mientras que nuestro filtro en nuestra opinién es
mas practico y sencillo implementarlo. Igualmente, en sismica para la estimacion de la
serie de reflectividad se utilizan métodos como basados en el “teorema de Bayes” [5],
los cuales en el momento de la implementacion son bastante tediosos de manipular.

Como el problema se reduce finalmente a una senal que queremos estimar, que
denominamos Y, la cual ha sido distorsionada por un fenémeno fisico W y un ruido
no estacionario aditivo N. Esta distorsion, la del fenémeno fisico y el ruido, la
representamos por medio de una convoluciéon y de una suma respectivamente, y por
tanto

X(t) = [Y o W](t) + N(2). (3.31)
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Para aplicar el proceso de Deconvolucion debemos calcular las densidades espectrales
de potencia S§ y Sy del filtro de Wiener expresado en la ecuacion 3.28, y por tanto
de acuerdo al teorema de Wiener-Kinchine fraccionario expresado en la ecuacién 2.19
tenemos

S¢(w)e ™ eota = FIX @, X|(v)
= TS ®a S)(v) + TN @, N](v)
Se(v)emimieote —  FIV(). LY (W)-FA W] (v) - FA W] (v)e ™ ote
+.TaIN)(v) Fa[N](v)e " e (3.32)

despejando finalmente obtenemos que

S3(v) = S ) S (1) + S (). (3.33)

Ahora aplicando nuevamente el procemiento anterior podemos calcular Sy x, por tanto

Spx(e ™ et = TR &, X|()
= )W) Y #o W](v)e ™ ote
= TAY]W) ZY (). T W] ()e>meote, (3.34)
despejando obtenemos que
Sgx(v) = S (). W] (v)e i oo, (3.35)

Finalmente reemplazando los resultados obtenidos en las ecuaciones 3.33 y 3.35 en la
ecuacion 3.28, la cual corresponde al filtro de Wiener, tenemos

fa(y) — ST W)

— e—2i7ru2 cot a‘ 336
53055 () + S5 () (3.36)

Finalmente para aplicar el proceso de Deconvolucion aplicamos transformacién de
Fourier fraccionaria inversa en la ecuacién 3.36 y obtenemos el filtro de respuesta
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percursional h(t) = .7 ,[H](t). Aplicando h a la sefial registrada X, obtenemos la
senal estimada Y, como

Y, (t) = [X %4 B (1) (3.37)

Para aplicar este procedimiento, debemos conocer la informacién apriori de la senal.
Esta informacion debe ser estimada de acuerdo al algin conocimiento del fenémeno
fisico que distorsiona la senal y los factores que producen el ruido no estacionario.

Las aplicaciones para el proceso de Deconvolucion a partir de este filtro se muestran
en el Capitulo 4.
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En este capitulo se mostraran las implementaciones numeéricas del Filtro de Wiener
Fraccionario y asi confirmar los resultados predichos en la teoria en el capitulo 3. Los
diferentes algoritmos empleados se implementaron en la herramienta computacional
MATLAB y se pueden observar en los anexos.

4.1. Reduccion de Ruido Aleatorio

Como se planted en el capitulo 3, la idea es reducir o eliminar el ruido de una senal
registrada X para estimar u obtener la informacién que se desea. Todo esto se realiza
suponiendo que tenemos conocimiento apriori de la informacién deseada. Para realizar
este procedimiento, suponemos que en la senal X existe un ruido aditivo aleatorio y
por tanto tenemos que

X(t) =S(t) + N(t). (4.1)

De acuerdo a la definicién para la senal registrada X en la ecuacion 4.1 y a la
ecuacion para el Filtro de Wiener Fraccionario para senales no causales expresado en la
ecuacion 3.28, tenemos que Y = S, ademas suponemos que la S y N no se encuentran
correlacionados, por lo tanto la densidad espectral de potencia entre la senal deseada
S y la senal registrada X sera
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Six(v) = L%.[S B X](V)eiﬂu2 cota
- {L%-[S B S](V) + f}g?[s ®q N](V>}€im/2cota

= T[S @, S](v)e™ @t = §%(v) (4.2)
e igualmente
S (v) = S5(v) + Sy (v). (4.3)

Con estos valores tenemos que nuestro Filtro de Wiener Fraccionario, expresado en la
ecuacion 3.28, para la reduccion de ruido aleatorio de senales no causales se expresa
como

_ ssWw)
S3(0) + 53()

Ha(V) efiﬂ'uz Cota‘ (44)

Para la implementacion de este filtro se generé una senal de la forma s = rect(t — 1)+
tri[2(t — 3)], se roté su distribucién de Wigner-Ville en el espacio de fase o en la
representacion tiempo-frecuencia [8], y se le adicioné un ruido no estacionario. La senal
s v la senal registrada = se puede observar en las Figuras 4.1 y 4.2 respectivamente.
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FIGURA 4.1: Senal generada s.

0 i \ \ \
-6 -4 -2 0 2 4 6

Tiempo (ms*10%)

FIGURA 4.2: Senal registrada .

De acuerdo a la Distribucién de Wigner-Ville de la senal x mostrada en la Figura
4.3, podemos observar como el ruido y la informacion se separan, lo cual permite que la
informacion pueda ser filtrada con mayor eficiencia bajo un filtro de Wiener fraccionario
de orden «, siendo o # 7/2, comparado con el filtrado de Wiener estandar el cual se
realiza cuando o = /2.
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FIGURA 4.3: Distribucién de Wigner-Ville de la senal x.
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Los resultados obtenidos al implementar el Filtro de Wiener Fraccionario expresado en
la ecuacién 4.4 se muestran en la Figura 4.4. En esta, podemos observar como la senal
estimada en el orden a = 0,7, es la que contiene el minimo error cuadrético medio (ver
Figura 4.4), igualmente podemos ver como a medida que se acerca o se aleja del orden
a = 0,7 el error aumenta. Para el caso estdndar, a = 1 o a« = 7/2, encontramos que
para este tipo de sefiales en particular (ver Figuras 4.2 y 4.3), senales que se encuentran
rotadas en la distribucion de Wigner-Ville, la estimacion no se realiza con una muy
buena aproximacion.

Existen casos particulares en los cuales, en el espectro la senal y ruido se separan (ver
Figuras 4.6 y 4.7), y por tanto la mayor parte de la informacion de la senal puede ser
filtrada por medio de un filtro pasabanda [14] con el proposito de atenuar el rango de
frecuencias introducidas por el ruido. Pero existen casos en los cuales el ruido y la senal
no se separan en el espectro pero si en la distribucion de Wigner-Ville. En la Figura
4.5 se muestra que en nuestra senal registrada X, la senal y el ruido no se separan
en el espectro, pero como vimos en la Figura 4.3, si se separan en la distribucién de
Wigner-Ville. Es aqui donde nuestro Filtro de Wiener Fraccionario toma importancia,
va que al estar basado en la transformacién de Fourier fraccionaria y en la convolucién
fraccionaria realiza el filtrado sobre ejes oblicuos a la distribucion de Wigner-Ville y
separa el ruido de la senal.
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Espectro de la seAzal Registrada
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Espectro Segnal Armonica con Ruido
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FIGURA 4.7: Espectro de la Senal Generada de la forma
s(t) = sin(27t) + n(t).
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4.2. Estimacion de Senales

Como se mostro en el Capitulo 3, la restauracion y estimacién de una senal es un
problema que en algunas ocasiones los resultados obtenidos luego de aplicar el proceso
de deconvolucion generan una mayor propagacion del error y la amplificacion de los
datos para la solucién [3]. Esto se debe a que el sistema o el medio donde se registran los
datos no nos proporcionan una completa informacién acerca de la senal o del fenémeno.
Incluso, en algunas ocasiones en ausencia de ruido, se pueden encontrar dificultades para
solucionar el problema.

Como consecuencia de las dificultades encontradas, en el proceso de deconvolucién,
debemos olvidar que la solucién del problema sera exacta y buscar soluciones
aproximadas. Igualmente, para obtener una solucién debemos usar propiedades y
caracteristicas de la senal “desconocida” para seleccionar de un conjunto de soluciones
aproximadas, cuales son las que tienen una mayor utilidad o mayor aproximacion.
Aqui en donde entra en juego la informacion a priori de la senal.

Para la implementacion del filtro expresado en la ecuacion 3.36 se generd una senal
de la forma s = rect(t + 1) + tri[2(t — 1/2)], la cual fue distorsionada por una ondicula
de la forma w = e‘“tQSinc(bt), donde a,b € R. Luego su distribuciéon de Wigner-Ville
fue rotada bajo una representacién tiempo-frecuencia [8], y se le adicion6 un ruido no
estacionario. La sefial r (que corresponde a la senial que al final queremos estimar), la
ondicula con la cual se distorsiono la senal, y la senal registrada = se pueden observar
en las Figura 4.8.
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b. Ondicula
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De acuerdo a la Distribucién de Wigner-Ville de la senal x mostrada en la Figura
4.9, podemos observar como el ruido y la informacién se separan, lo cual permite que la
informacion pueda ser filtrada y deconvolucionada con mayor eficiencia bajo un filtro de
Wiener fraccionario de orden «, siendo « # 7/2, comparado con el filtrado de Wiener
estandar el cual se realiza cuando a = /2.

Al aplicar el filtro de Wiener fraccionario expresado en la ecuacién 3.36 sobre la senal
registrada x, obtenemos la senal estimada, que para este caso corresponde a r. Los
resultados obtenidos al realizar este procedimiento se muestran en la Figura 4.10.
Podemos observar como la senal estimada en el orden a = 0,75, es la que contiene
el minimo error cuadratico medio (ver Figura 4.10), igualmente podemos ver como a
medida que se acerca o se aleja del orden a = 0,75 el error aumenta. Para el caso
estandar, a = 1 o @ = /2 (parte d Figura 4.10), la aproximacién de la senal no es
muy buena y contiene un error considerablemente grande respecto al error encontrado
en a = 0,75.

Para el caso estdandar, también se realizé la implementaciéon de un algoritmo para
el filtro para asi poder comparar ambos resultados. Los resultados obtenidos con este
algoritmo [13, 1] se muestran en la Figura 4.11. Como podemos observar, los resultados
obtenidos con este algoritmo son aproximados a nuestro filtro de Wiener fraccionario,
que tiene como caso particular el filtro de Wiener estdandar cuando a =1 0 a = 7/2.

Como podemos observar en los resultados encontrados, el filtro de Wiener fraccionario
obtiene mejores resultados que el filtro de Wiener estandar para la estimacién
de senales no estacionarias. Esto se debe principalmente a que el tratamiento
estandar estd disenado principalmente para senales estacionarias. Como explicamos
anteriormente, la deconvoluciéon de Gabor, basado en la transformada de Gabor,
resulta mas complicada de implementar de acuerdo a las expresiones matemaéaticas
alli encontradas comparado con las expresiones encontradas en nuestro filtro de Wiener
fraccionario. Por tal razon, aconsejamos que este filtro comience a ser implementado
en trabajos futuros ya que el tratamiento utilizado en este trabajo aun no ha sido
implementado en datos reales.
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FIGURA 4.11: Senal Estimada con el algoritmo para el filtro de Wiener
estdndar [1].
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FIGURA 4.12: Espectro de la Senal Registrada.

Como vimos en la seccién 4.1, los resultados se diferencian de otros métodos debido a
que la senal y el ruido no se separan en el espectro pero si se separan en la distribucion
de Wigner-Ville. En la Figura 4.12 se muestra que en nuestra senal registrada X, la
senial y el ruido no se separan en el espectro, pero como vimos en la Figura 4.9, si se
separan en la distribucién de Wigner-Ville.
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4.2.1. Curva de Error

A continuacién se muestra la curva de error para la funcién f(«) de la aplicacién
realizada en esta seccion, la cual consistido en el proceso de deconvolucion, donde se
cumple que

022
oo

A=0min

90

0 0.4 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 09 1
Orden Fraccionario a

FIGURA 4.13: Curva de Error del proceso de Deconvolucién. A) Punto de
minimo error.

Como se mostro anteriormente en la aplicacion, el minimo error se registra cuando el
orden fraccionario a equivale a 0.75 (ver Figuras 4.10 y 4.13). Con eso se demuestra la
condicién expresada en la ecuacion 4.5, la cual nos indica que el minimo error cuadratico
se presenta para un ;. Para nuestra aplicacion este valor es ap;, = af = 3%.
[gualmente, en la Figura 4.13 se muestra como la funcién crece rapidamente y luego
decrece de la misma manera hasta llegar al valor del minimo error cuadrétrico (Punto
A Figura 4.13). Esto nos muestra o nos indica que el minimo error estd cerca a esos

valores del orden fraccionario.
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CONCLUSIONES

= Se implementé una extension del filtro de Wiener estandar para senales no
estacionarias, la cual obtuvo excelentes resultados comparado con el tratamiento
estandar. Ademas, con este tratamiento se obtienen expresiones matematicas mas
sencillas para ser implementadas comparado con las expresiones utilizadas en la
deconvolucién de Gabor.

» El filtro de Wiener fraccionario disenado para la reduccion de ruido y estimacion
de senales es de cardcter adaptivo ya que el minimo error cuadratico depende del
parametro «, esto permite que esta metodologia pueda ser aplicada en senales no
estacionarias.

= Se realizaron algunas aplicaciones para el filtro de Wiener fraccionario basado en
la convolucién y la transformacién de Fourier fraccionaria, las cuales consistieron
en la reduccién de ruido aleatorio y en la deconvoluciéon. De esta manera
se lograron algunos resultados importantes comparando con el tratamiento de
Wiener estandar, para asi poder continuar implementando este herramienta en
diferentes campos donde la toma de datos involucra ruido no estacionario.

= Como se mostrd en las aplicaciones realizadas, se obtuvieron mejores resultados
para las estimacién de senales con el filtro de Wiener fraccionario que con el filtro
de Wiener estandar. Estos resultados igualmente dependen de la naturaleza de
las senales, ya que se pueden presentar algunos casos donde la mejor estimacién
se presente con el filtro de Wiener estandar, sin embargo, nuestra metodologia
involucra el tratamiento estdndar cuando a = /2, por lo tanto no seria necesario
implementar dos tratamientos diferentes.
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ANEXOS

Algoritmo para la convolucién fraccionaria

function y=convfrac(f,g,a)

% £ and g - vectors to convolution and they have to have the same samples.
% a - fractional order

deltax = sqrt(length(f));

alpha = axpi/2;

N = fix(length(f));

X [-ceil(N/2) :fix(N/2)-1] /deltax;

c= exp(-lix(pi*sign(sin(alpha))/4-alpha/2))/sqrt(abs(sin(alpha)));
prod=fracF(f’,a)’.*xfracF(g’,a)’.*exp(li*pi.*x.*x*xcot(alpha));

y=c*fracF(prod’,-a);

Algoritmo para la transformacién de Fourier
fraccionaria

%FAST COMPUTATION OF THE FRACTIONAL FOURIER TRANSFORM

by M. Alper Kutay, September 1996, Ankara

%Copyright 1996 M. Alper Kutay

%This code may be used for scientific and educational purposes
hprovided credit is given to the publications below:

h

%Haldun M. Ozaktas, Orhan Arikan, M. Alper Kutay, and Gozde Bozdagi,
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%Digital computation of the fractional Fourier transform,

HIEEE Transactions on Signal Processing, 44:2141--2150, 1996.
%Haldun M. Ozaktas, Zeev Zalevsky, and M. Alper Kutay,

%The Fractional Fourier Transform with Applications in Optics and
hSignal Processing, Wiley, 2000, chapter 6, page 298.

h

%The several functions given below should be separately saved
Junder the same directory. fracF(fc,a) is the function the user
%should call, where fc is the sample vector of the function whose
Y%fractional Fourier transform is to be taken, and ‘a’ is the
htransform order. The function returns the samples of the a’th
horder fractional Fourier transform, under the assumption that
%the Wigner distribution of the function is negligible outside a
%hcircle whose diameter is the square root of the length of fc.

Do oToToTo o To o JoTo o To o to To o To o Jo To To To o o To To To o Jo Jo To To fo o Jo To To fo o Jo To To fo o Jo To To fo o Jo To To fo o Jo To To fo o o To Fo fo o o fo o
function[res]=fracF(fc,a);

% This function operates on the vector fc which is assumed to

% be the samples of a function, obtained at a rate 1/deltax

% where the Wigner distribution of the function f is confined

% to a circle of diameter deltax around the origin.

% (deltax”2 is the time-bandwidth product of the function f.)

% fc is assumed to have an even number of elements.

% This function maps fc to a vector, whose elements are the samples
% of the a’th order fractional Fourier transform of the function f.
% The lengths of the input and ouput vectors are the same if the

% input vector has an even number of elements, as required.

% Operating interval: -2 <= a <= 2

% This function uses the ‘core’ function corefrmod2.m

N = length(fc);
if fix(N/2) ~= N/2

error (’Length of the input vector should be even’);
end;

fc fc(:);

fc = bizinter(fc);
fc [zeros(N,1); fc ; zeros(N,1)];

flag = 0;
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if (a>0) & (a<0.5)
flag = 1;
a = a-1;

end;

if (a>-0.5) & (a<0)
flag = 2;
a = atl;

end;

if (a>1.5) & (a<2)
flag = 3;
a = a-1;

end;

if (a>-2) & (a<-1.5)
flag = 4;
a = atl;

end;

res = fc;
if (flag==1) | (flag==3)
res = corefrmod2(fc,1);

end;

if (flag==2) | (flag==4)

res = corefrmod2(fc,-1);
end;
if (a==0)

res = fc;
else

if (a==2) | (a==-2)

res = flipud(fc);
else

res = corefrmod2(res,a);
end;

end;
res = res(N+1:3%N);
res = bizdec(res);
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res(1) = 2*res(1);

Yoo ToToTo oo o o ToToTo oo o o o Jo o To oo o o o o ToTo oo o o o o ToTo oo o o o o o To oo o o o o ToTo o o o o o o o To oo o o o o
function[res]=corefrmod2(fc,a);

% Core function for computing the fractional Fourier transform.

% Valid only when 0.5 <= abs(a) <= 1.5

% Decomposition used:
yA chirp mutiplication - chirp convolution - chirp mutiplication

deltax = sqrt(length(fc));

phi = axpi/2;

N = fix(length(fc));
deltaxl = deltax;
alpha = 1/tan(phi);
beta = 1/sin(phi);

x = [-ceil(N/2) :fix(N/2)-1]/deltaxl;

fc = fc(:);

fc = fc(1:N);

f1 = exp(-i*pixtan(phi/2)*x.*x); Ymultiplication by chirp!
f1 = £1(:);

fc = fc.*xf1;

x = x(:);

clear x;

t =[-N+1:N-1]/deltaxl;
hlptc =exp(i*pixbeta*t.*t);
clear t;

hlptc = hlptc(:);

N2 = length(hlptc);

N3 = 27 (ceil(log(N2+N-1)/1og(2)));

hlptcz = [hlptc;zeros(N3-N2,1)];

fcz = [fc;zeros(N3-N,1)];

Hefft = ifft(fft(fcz) . xfft(hlptcz)); % convolution with chirp
clear hlptcz;

clear fcz;

Hc = Hcfft(N:2xN-1);

clear Hcfft;

clear hlptc;

65



REFERENCIAS

Aphi = exp(-i*(pi*sign(sin(phi))/4-phi/2))/sqrt(abs(sin(phi)));
xx = [-ceil (N/2) :fix(N/2)-1]/deltax]l;

f1 = £1(:);

res = (Aphixf1l.*Hc)/deltaxl; 7% multiplication by chirp!

if (£ix(N/2) ~=N/2)
res2(1:N-1) = res(2:N);
res2(N) = res(1);
res = res2;

end;

res = res(:);

clear f1
clear Hc

To oo oo To o To T To To oo o o Jo o foto o Fo o To To o o To foJo o foJo To To o To Fo o o o fo o To fo o To To o To Fo o to To fo o To fo o To Fo o Jo o o Jo o o
function xint=bizinter(x)

N=length(x);

im = 0;

if sum(abs(imag(x)))>0
im = 1;
imx = imag(x);
x = real(x);

end;

x2=x(:);

x2=[x2.’; zeros(1,N)];

x2=x2(:);

xf=fft(x2);

if rem(N,2)== %N = odd

N1=fix(N/2+1); N2=2xN-fix(N/2)+1;
xint=2*real (ifft ([xf(1:N1); zeros(N,1) ;xf(N2:2%xN)].’));
else

xint=2*real (ifft([xf(1:N/2); zeros(N,1) ;xf(2*xN-N/2+1:2xN)].°));
end;

if (im == 1)

x2=imx(:);

x2=[x2.’; zeros(1,N)];

x2=x2(:);
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xf=fft(x2);

if rem(N,2)== %N = odd
Ni=fix(N/2+1); N2=2«N-fix(N/2)+1;
xmint=2*real (ifft ([xf(1:N1); zeros(N,1) ;xf(N2:2%N)].’));

else
xmint=2*real (ifft ([xf(1:N/2); zeros(N,1) ;xf(2xN-N/2+1:2%N)].’));
end;

xint = xint + i*xmint;

end;

xint = xint(:);

Yoot oo o To oo ToToToTo oo oo o 1o o o o o o o o o o fo o oo o ToToToToTo oo oo oo fo o o o o o o o o o o To To T To T T o

Algoritmo para la Distribuciéon de Wigner-Ville

function [y, tmin, tmax] = wvd(z, res, fa)

JWVD Wigner-Ville time-frequency distribution.

% USAGE: y=wvd(x,res,fa)

YA or

% [y,min_t,max_t]=tfd(...)

% INPUT:

ho oz - Complex input signal (column- or row vector).
pA If signal is real use hilbert(x).

% res - Number of samples between the windows.

yA Good value: res=1

h  fa - Length of frequency axis.

yA (Default value: half the signal length.)

% OUTPUT:

hoy - Contains the distribution. Each row represents
yA a frequency, each column a time instant.

% min_t - first time-instant of distribution

% max_t - final time-instant of distribution

h /

% Author: Rene Laterveer, R.Laterveer@fel.tno.nl

% Ref: - B. Boashash, "Time- Frequency Signal Analysis, methods and
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b applicatoions", Chapter 7, Wiley Halsted Press (1992)

% This software may be freely used and modified for research and development
% purposes. If you wish to use it for commercial gain please contact me.

% I provide absolutely NO WARRANTY for this software.

T /

%  Copyright: Rene Laterveer

nplts = floor(length(z)/res);

% make even for two transforms at once
nplts = floor(nplts/2)*2;

%» make window length nearest odd integer to fa
lwin = 2*floor((fa-1)/2)+1;
hlf = (lwin+1)/2-1;

tmin
tmax

1;
length(z) ;

% zero padding to remove wrap around problems

z = [zeros(1,lwin-1), z, zeros(l,lwin-1)];
y = zeros(nplts,fa);

R = zeros(1, fa);

idx = 1:hlf;

for n=0:nplts/2-1

t = 2*n*res+lwin;

R(1) = z(t)*conj(z(t)) + li*z(t+res)*conj(z(t+res));
vl = z(t+idx) .*conj(z(t-idx));

v2 = z(t+res+idx) .*conj(z(t+res-idx));

R(idx+1) = vi+1ixv2;

R(fa-idx+1) = conj(vl)+lixconj(v2);

RF = fft(R, fa);

y(2*n+1,:) = real(RF);
y(2*n+2,:) = imag(RF);
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end
y = fftshift(y.’,1);

imagesc([1:nplts], [0:fa-1]/fa,real(y))
axis(’xy’);

Algoritmo Filtro de Wiener Estandar

%Andy Doran

% function wien(name,xdim,No)

% y = ’input signal’

% N = Noise

% w = Blur

% This function takes an input image, runs it through a LSI filter h,
%hand adds Gaussian noise to it. The MSE between the degraded and

% original image is then calculated. Weiner Filtering is then performed
%(using known Suu, Snn, and h) and the degraded image is restored using
% the filter. The MSE between the restored and original image is then
%hcalculated and returned.

% Calculate power spectral density of input signal
DPICT = fftshift(fft(y));

Suu = abs(DPICT). 2;

% Calculate power spectral density of noise

NOISE = fftshift(fft(n));

Snn = abs(NOISE). 2;

% Calculate Fourier Transform of LSI Filter

H = fftshift(fft(w));

H2 = abs(H)."2;

% Calculate thresholded 1/H

HINV = H."(-1);

index = find(abs(H) < .2);

hzeros = length(index); % Return number of elements below threshold
HINV(index) = 0;

% Calculate Wiener Filter
G = HINV.*(H2.*Suu)./((H2.*Suu) + Snn’);
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% Restore Image

%DPICT = fftshift(fft(y));
RPICT = DPICT.*G;

rpict = ifftshift(ifft(RPICT));
% Calculate mean square error
e = error2(abs(rpict),abs(rt));

Algoritmo Filtro de Wiener Fraccionario

function y = pdeconb(a,t,rt,w,n,x,y)

% Operable interval -1<= a <= 1

% t - Linear Space

% rt - Signal Desired

% w - Wavelet or Blurring Estimated
% n - Noise Estimated

% x - Normalization Vector

% y - Signal Recorded

% Fractional Wiener Filter
R = fracF(rt,a); % Signal Desired

Rc = conj(R);

Sr = R.*Rc;

W = fracF(w,a); 7% Wavelet or Blurring
Wec = conj(W);

Sw = W.x*xWc;

N = fracF(n,a); 7% Noise

Nc = conj(N);

Sn = N.x*Nc;

% No causal
H = (Sr.*W.*xexp(-1i*pi.*x’.*x’*cot(a*pi/2)))./((Sr.*Sw)+Sn);

% Deconvolution
h = fracF(H,-a);

% Signal Estimation
se = convfrac(h’,y,a);
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e = error2(abs(se),abs(rt));

figure
plot(abs(se)); title([’d. Signal Estimated - a = ’,num2str(a)]);
xlabel([’error = ’,num2str(e)])
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