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DESCRIPCION

Los problemas de control 6ptimo en mecanica de fluidos han formado una importante &rea de inves-
tigacion tecnologica y cientifica debido al alto desempeno de sistemas envolviendo flujo de fluidos
en procesos de combustion, interaccién de fluido-estructura, diseno de reactores, y un gran ntmero
de procesos industriales. En particular, debido a los grandes avances de la teoria de ecuaciones dife-
renciales parciales no lineales, se han sentado las bases de la teoria de control 6ptimo asociado a las
ecuaciones de tipo Navier-Stokes. En este trabajo realizamos un estudio de un problema de control
6ptimo asociado a ecuaciones de estado dadas por el modelo de Rayleigh-Bénard-Marangoni.

El presente trabajo lo hemos organizado de la siguiente manera. En el primer capitulo, realizamos
una revisiéon de algunos conceptos y resultados relevantes que seran utilizados en el desarrollo del
trabajo, incluyendo una breve descripcion de un problema abstracto de control de flujo.

En el segundo capitulo, primero presentamos una breve descripciéon del modelo de Rayleigh-Bénard-
Marangoni; luego, deducimos una formulacién débil del problema; posteriormente probamos un
teorema de unicidad de la solucién débil; y Finalmente, probamos un resultado de regularidad para
la temperatura. Esta parte constituye el primer aporte original del trabajo.

En el tercer capitulo, primero planteamos el problema de control éptimo que deseamos abordar,
y luego probamos la existencia de una soluciéon 6ptima para el problema de control planteado.
Adicionalmente abordamos un problema de control de parametros del modelo de Rayleigh-Bénard-
Marangoni. Este capitulo constituye el segundo aporte del trabajo.

En el cuarto capitulo, probamos la existencia de multiplicadores de Lagrange para el problema de
control 6ptimo, y partiendo de alli se derivan las condiciones necesarias de optimalidad de primer
orden. Finalmente, se obtienen sistemas de optimalidad, débil y fuerte, asociados al problema de
control. Este capitulo constituye el tercer aporte del trabajo.
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DESCRIPTION

The optimal control problems in fluid mechanics have formed an important area of scientific and
technological research due the high performance of systems wrapping fluid flow in combustion pro-
cesses, fluid-structure interaction, design reactor, and a large number of industrial processes. In
particular, due to the great advances in the theory of nonlinear partial differential equations, ha-
ve put basis for the optimal control theory associated with the equations of type Navier-Stokes.
In this paper we study an optimal control problem associated with equations of state given by
Rayleigh-Bénard-Marangoni system.

The present paper have been organized as follows. In the first chapter, we review some concepts and
relevant results that will be used in the development of this work, including a brief description of
an abstract control problem.

In the second chapter, we first present a brief description of Rayleigh-Bénard-Marangoni system and
we derive a weak formulation of problem. Then, we prove a uniqueness theorem of the weak solution,
and finally we prove a regularity result for the temperature. This part is the first contribution original
of this work.

In the third chapter, we first propose the optimal control problem that we wish to attack, and
then we prove the existence of an optimal solution of problem. Additionally we attack a problem of
control parameters of Rayleigh-Bénard-Marangoni system. This chapter is the second contribution
of this work.

In the fourth chapter, we prove the existence of Lagrange multipliers to the optimal control problem
and we derive the necessary conditions optimality of first order. Finally, optimality systems are
obtained, strong and weak, associated to the control problem. This chapter is the third contribution
of this work.
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Introduccion

Los problemas de control 6ptimo en mecanica de fluidos han formado una importante &rea de inves-
tigacion tecnologica y cientifica debido al alto desempeno de sistemas envolviendo flujo de fluidos
en procesos de combustion, interaccién de fluido-estructura, disefio de reactores, y un gran ntme-
ro de procesos industriales. En particular, debido a los grandes avances de la teoria de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales, se han sentado las bases de la teoria de control 6ptimo asociado
a las ecuaciones de tipo Navier-Stokes. En este trabajo realizamos un estudio de un problema de
control 6ptimo asociado a ecuaciones de estado dadas por un modelo de ecuaciones en derivadas
parciales que describen el movimiento de fluidos por gradientes de temperatura, sobre condiciones de
frontera particulares, de tipo mixto, conocido en la literatura como problema de Rayleigh-Bénard-
Marangoni. En términos generales, el problema de control 6ptimo que deseamos tratar consiste en la
minimizacion de un funcional J(-,-) dependiendo de controles actuando sobre partes de la frontera
del dominio, y de variables de estado que resuelven la ecuacién diferencial, denominada ecuacién
de estado. El funcional a ser optimizado tiene por objeto minimizar ciertas normas en espacios
LP(€2) que envuelven la velocidad y la temperatura del fluido, con respecto a una velocidad y una
temperatura deseada. Més exactamente, dada una velocidad y una temperatura deseadas ug y 04,
respectivamente, queremos hallar una velocidad u, una temperatura 6, y controles g, ¢1, ¢2, para la

velocidad y temperatura, en ciertos espacios de funciones, tales que se minimice el funcional

st 2 2 p 3 l Y4 9
u,0,g,¢1,¢92) = —||rot u + —|lu—u + =6 -6 + =
J(u,0,8,61,¢2) 9 [[ro HL?(Q) I d”LP(Q) I [ dHLl(Q) 2 Hg”ﬁ%(Fé)

s 2 e 2
T 190 gm0y T2 1220

)

3=0})
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sujeto a que el par (u, 0) sea solucion débil del modelo Rayleigh-Bénard-Marangoni, el cual, en forma

general, es dado por el siguiente sistema de EDPs:

(u-V)u=Pr[(b+ Rf)é — Vp+ Au] en Q,
(u-V)§ =A0 en Q,
divu=0 en €,

con condiciones de frontera

u |F(1): g,
u |F(2): uO,
u3 |r, =0,
a’u.i 00 — ) —
(%JFMO—M) L =0 i=12
a0 _ a0 _ _
6_n’F0\{z3:O} = o1, (a_n + Be)}rl =0, 0 {zs=0y= o2,
3 - . . v galb, d>
donde = (0, 1) x (0, L) x (0, 1) C R? denota el dominio del fluido. Ademéas, Pr = —, R = ¥—
K KV
d3
yb= —g—, son constantes fisicas que determinan las caracteristicas del fluido y g es la aceleraciéon
KV

debida a la gravedad. Por su parte, 'y = QN {z3 =1} y Iy = 02\ T'; con 99 siendo la frontera de
Q. Ademés, I'yp = T{ UT'2. La funcion u® = (uf, ul,ud) € H: (T'Z) es una condicién de tipo Dirichlet
para la velocidad u sobre la parte '3 de la frontera 9€; la funcién g = (g1, 92, 93) € H: (T'Y) es un
control de frontera de tipo Dirichlet para u sobre la parte I'; la funcion ¢, € Hz (I \ {zs = 0})
es un control de frontera de tipo Neumman para la temperatura 6 sobre la parte T'g \ {z5 = 0},
y la funcion ¢, € Hz ({3 = 0}) es un control de frontera de tipo Dirichlet para 6 sobre la parte
{z3 =0} de la frontera 9. El planteamiento detallado del problema de control 6ptimo sera dado

en el Capitulo 3.

Con respecto al desarrollo matematico de la teoria de control en mecénica de fluidos, existe en
la literatura un ntmero considerable de trabajos que versan sobre problemas de control éptimo
considerando ecuaciones de estado dadas por las ecuaciones de Navier-Stokes clasicas (véase por
ejemplo [1, 10, 18, 19, 22, 33, 42|, y referencias alli citadas); los resultados que se conocen son
bastante completos y abarcan, no solo aspectos tedricos, sino también numéricos y de aplicaciones.
Por otro lado, en muchas aplicaciones en mecanica de fluidos, la dinamica esta sujeta a efectos
de la temperatura, lo que implica la necesidad de acoplar las ecuaciones clasicas de Navier-Stokes,
con una ecuacion del calor, producto de lo cual, surgen las denominadas Ecuaciones de Boussinesq
(véase [11, 28, 39]). En este sentido, de manera natural han surgido los problemas de control que

minimizan diversos tipos de funcionales que envuelven campos de velocidad y funciones temperatura,
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sujetos a ecuaciones de estado dadas por las Ecuaciones de Boussinesq, con condiciones de frontera
(controles) tipo Dirichlet para la velocidad y condiciones de frontera Dirichlet o Neumann (controles)
para la temperatura. Algunos resultados en esta linea han sido obtenidos en [3, 4, 29, 30, 31, 32]; sin
embargo, para el caso de las ecuaciones que describen el problema de Rayleigh-Bénard-Marangoni,
no conocemos resultado alguno sobre el tratamiento de problemas de control de frontera. Mas atn,
son pocos los resultados conocidos desde el punto de vista de la existencia de soluciones para el
modelo Rayleigh-Bénard-Marangoni. En verdad, aunque el modelo Rayleigh-Bénard-Marangoni, al
igual que el modelo de Boussinesq, es también un acoplamiento entre las ecuaciones de Navier-Stokes
clasicas, con la ecuacion del calor, la gran diferencia y a su vez, complejidad, del modelo Rayleigh-
Bénard-Marangoni comparado con el sistema de Boussinesq, radica en la naturaleza mixta de las
condiciones de frontera. En efecto, un problema abierto relativo a este modelo consiste en la biisqueda
de soluciones estacionarias fuertes (en espacios de Sobolev H?) asi como también, existencia de
soluciones locales fuertes (o globales para datos pequetios) del modelo de evolucion asociado. La
dificultad de estos problemas radica en la necesidad de abordar problemas de regularidad eliptica
en espacios de Sobolev W¥P para la ecuacién de Laplace y la ecuacién de Stokes, con condiciones
mixtas (Dirichlet, Neumann y Robin), no homogéneas, en dominios poliedros. Los resultados de
regularidad eliptica son escasos y dependen fuertemente de la geometria del dominio, véase por
ejemplo [16, 17, 21, 35, 36]. El resultado més reciente sobre el modelo Rayleigh-Bénard-Marangoni
es debido a Pardo, Herrero y Hoyas [37] en el cual se analiza un problema de bifurcacion, en
donde, considerando o bien, el nimero de Rayleigh o bien el nimero de Prandtl como parametros
de bifurcacion, y usando la teoria de bifurcacion local de Crandall-Rabinowitz [14], se prueba la
existencia de soluciones estacionarias que bifurcan desde un estado bésico de conduccién de calor.
Previo al trabajo [37] en los trabajos [15, 23, 24, 27| se obtuvieron resultados numéricos sobre la
existencia de soluciones que bifurcan de estados estacionarios basicos, problemas de inestabilidad,
y problemas de formacién de patrones, asi como también la validaciéon de condiciones iniciales y de
frontera.

El presente trabajo lo hemos organizado de la siguiente manera: En el primer capitulo, realizamos
una revision de algunos conceptos y resultados relevantes que seran utilizados en el desarrollo del
trabajo. Iniciamos con una revision sobre ciertos espacios de funciones, incluyendo principalmente los
espacios de Sobolev y algunos resultados relacionados como las inmersiones de Sobolev, el Teorema
de la traza y ciertas propiedades de convergencia de sucesiones definidas en espacios de Banach.
También, citamos algunos resultados clésicos como el Teorema del punto fijo de Schauder, el Teorema
de Lax-Milgram y el Lema de Hopf, los cuales seran necesarios, principalmente, para probar la

existencia de solucion débil para el modelo de Rayleigh-Bénard-Marangoni. Ademés, presentamos
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los conceptos de derivada en el sentido de Fréchet (o F-derivada) y el operador Fredholm, para
seguidamente citar ciertos resultados relacionados con esos conceptos. Posteriormente, realizamos
una breve descripciéon de un problema abstracto de control de flujo, incluyendo una formulacién
abstracta del problema y la definicién de solucién éptima del mismo. Finalmente, destacamos el
principio de Lagrange, el cual establece las condiciones necesarias que garantizan la existencia de los
multiplicadores de Lagrange para el problema de control 6ptimo, y permite derivar las condiciones

necesarias de primer orden y, consecuentemente, un sistema de optimalidad.

En el segundo capitulo, presentamos una breve descripciéon del modelo de Rayleigh-Bénard-Marangoni,
el cual constituira las ecuaciones de estado del problema de control 6ptimo que deseamos abordar.
Ademas, deducimos una formulacion débil del problema, para la cual, en primera instancia se pro-
bara la existencia de una tnica solucién al modelo lineal, y posteriormente, se prueba la existencia
de por lo menos una solucién del modelo no lineal utilizando el Teorema del punto fijo de Schauder.
También, se probara un teorema que establece las condiciones sobre los datos de frontera, o sobre los
parametros, bajo las cuales se garantiza la unicidad de la solucién débil. Finalmente, debido a que
consideramos las derivadas tangenciales y normal de la temperatura en partes de la frontera, en el
sentido de la traza, encontramos la necesidad de probar que la solucion débil para la temperatura en
H'(Q) es, de hecho, una solucién fuerte, esto es, pertenece al espacio H?((2). Esta parte constituye
el primer aporte original del trabajo, es decir, probamos la existencia de soluciones estacionarias

(regulares en €) con condiciones de frontera mixtas y no homogéneas.

En el tercer capitulo, primero planteamos el problema de control éptimo que deseamos abordar;
luego probamos algunos resultados preliminares incluyendo la prueba de la semicontinuidad inferior
del funcional J que va a ser minimizado, y posteriormente demostramos el resultado mas importante
de este capitulo, el cual garantiza la existencia de una solucién 6ptima para el problema de control
planteado. Este capitulo constituye el segundo aporte del trabajo. Adicionalmente abordamos un
problema de control de parametros del modelo de Rayleigh-Bénard-Marangoni, el cual consiste en
encontrar coeficientes Pr, B, M y R tales que la velocidad y temperatura asociadas mantengan

unas configuraciones deseadas.

En el cuarto capitulo, probamos la existencia de multiplicadores de Lagrange para el problema de
control 6ptimo, y partiendo de alli se derivan las condiciones necesarias de optimalidad de primer
orden. Finalmente, se obtienen sistemas de optimalidad, débil y fuerte, asociados al problema de

control. Este capitulo constituye el tercer aporte del trabajo.

Parte de los resultados obtenidos en este trabajo son novedosos y se encuentran plasmados en el

preprint [41].
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo haremos una revisiéon de algunos conceptos y resultados relevantes que seran uti-
lizados en el desarrollo del trabajo. Iniciamos con una revision sobre ciertos espacios de funciones,
incluyendo principalmente los espacios de Sobolev y algunos resultados relacionados como las in-
mersiones de Sobolev, el Teorema de la traza y ciertas propiedades de convergencia de sucesiones
definidas en espacios de Banach. Finalmente, haremos una breve descripcién de un problema abs-

tracto de control de flujo.

1.1. Espacios de Funciones

Sea 2 un dominio acotado de R™ con borde 92 suficientemente regular. Para p € R, 1 < p < 00, el

espacio de Banach L?(Q)) es definido como

LP(Q) :={u: Q2 — R": ues medible y /|u(:1:)|p dx < 00},
Q

con norma |-, (g, definida por

P

ooy = | [lu@)P do
Q
En el caso p = 2, el espacio L?(2) es un espacio de Hilbert con producto interno

(u,v)p2() = /U(:v)v(ac) dz,

Q

14



y con norma definida por [lul[;2(q) = (u,u)%2
Lr(Q) C LI1(Q).

@) Se muestra facilmente que si p > g, el espacio
El espacio L>(Q) es definido como

L>*(Q) :=={u:Q —R": ues medible y |u(z)] < C c.t.p. en O},
con norma definida por
ll oy = 5 €55 (@)
€N

Para 1 < p < oo, el espacio dual de LP(f2) denotado por (LP(£2))* es dado por

(LP(Q))* = LY(Q), donde ~ +

- =1
p q

Para espacios LP de funciones vectoriales de dimensién 3, se usara la notacion LP(Q) = (LP(Q))3,
es decir,

LP(Q) := {u = (u1,u2,u3) : u; € LP(Q) para i = 1,2, 3},
y su norma asociada estéd dada por

3 3
2
HuHLP(Q) = (Z ||ui|LP(Q)> .
i=1

Si el borde 9 es acotado y regular, se define el espacio traza L?(0) como

LY0R) := {u: 0 — R™ : u es medible y /|u|q dS < oo},

[219]
con norma

1
Jullisiomy = | [1ul7as |

Parak € Ny p€ R con 1 < p < oo, los espacios de Sobolev W¥?(Q) son definidos por
WhP(Q) := {v € LP(Q)| D*v € LP(Q) para todo 0 < |a| <k},

donde D% es el operador diferencial

Hled
o —
ozt -+ - dapn’

conla| =a;+-+-+a, ya; € ZTU{0}.

El espacio de Sobolev W¥P(Q) es un espacio de Banach con la norma
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HUHwk,p(Q) = Z ||DaUHLP(Q y P <00,
|| <k

[0l k.o () = maz (sup ess | D*u(z)|), p = oo.
la|<k zeQ

El espacio WHP(Q) es separable para 1 < p < oo y reflexivo para 1 < p < co. Ademas, cuando

p =2, WF2(Q) := H*(Q), el cual es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u, V) gr () = Z (D%u, D*v) 2(0) = Z/DO‘ D%v(z) dx,

o] <k la| <k’

1
y cuya norma es definida por [[v] gy = (U, 1) fm (-

El espacio C;°(2) es definido como

Cor () :={u: Q= R: ue C®(N) con soporte compacto en Q}.

El espacio HJ*(92) es definido como la clausura de C5°(€2) en la norma H™ (). En particular, Hg (£2)
es caracterizado por

H} ={u€ H(Q):u=0 sobre 6Q}.

Ademis, para 1 < p < 0, el espacio dual de W"P(Q) denotado por (W"P(Q2))" se define como
k / —k 1 1
(W5P(Q)) =W =%4(Q), donde — + — = 1.
p q

. . . . <y A A k
Para espacios W*? de funciones vectoriales de dimensiéon 3, se usara la notaciéon W*P(Q) =

(WkP(Q))2 y H™(Q) = (H™(2))3, es decir,

WHEP(Q) := {v = (v1,v2,v3) : v; € WFP(Q) para i = 1,2, 3},

H™(Q) := {u= (u1,u2,u3) : u; € H™(N) para i = 1,2, 3},

y sus respectivas normas asociadas estan dadas por

vl P(Q) = (Z ||U1HWk P Q)) J

1
[allgzm () = (leuzlgm 9)) )

respectivamente.

16



Ademas, denotamos por Wlf%’q(aﬂ) el subespacio de L9(99Q) conformado por funciones u que

satisfacen .

q
u(z) — u(y
s o = Wil oo+ | [ [B2 2 asyast) | <o )

J S o=l

El espacio Wl_%’q(ﬁﬂ) es separable para 1 < g < 0o y reflexivo para 1 < ¢ < co.

1.2. Definiciones y resultados de Analisis Funcional

En esta seccion, se citaran algunas definiciones y resultados del area de Anélisis Funcional que seran

utilizados en el desarrollo de los capitulos posteriores.
Proposicion 1.2.1. Sea Q un dominio acotado de R™ con borde dQ de clase C*. Entonces,
1. Existe un operador lineal y acotado vaq (operador traza) tal que
Yoo : H'(Q) — L*(09)
u = Ys0(u) = ulaq,
y verifica
a) El Ker(yon) = Hy(9).
b) La imagen de vaq, denotada por H? (99), es un subespacio denso de L*(9Q).
2. Eziste un operador lineal y continuo o (levantamiento) tal que
Yo  H? (0Q) — H'(Q)

v = ya(v) =u, donde ulgo= v.

Demostracion. Véase Girault y Raviart [20]. O

Definicion 1.2.2. Sean X e Y dos espacios de Banach. Un operador lineal T : X — 'Y se dice que

es acotado, si existe una constante C' > 0 tal que

IT(z)lly <Cllz|ly, paratodo xz e X.

Denotamos por B(X,Y) el conjunto de todos los operadores lineales y acotados de X en'Y.
Observacion 1.2.3. (Véase Brézis [9]) Un operador lineal T es continuo si y sdlo si es acotado.

Definiciéon 1.2.4. (Convergencia débil y fuerte) Sean X un espacio de Banach y (Tm)men una

sucesion en X.
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1. Se dice que (T )men converge débilmente a x € X, si

(fyxm)x'.x — (fiz)x/ x, para todo f € X',
m—0o0

y se denota por x,, — x.
2. Se dice que (Tm)men converge fuertemente (o en norma) a x € X, si

|lzm — x|l x mjoo 0,

y se denota por Ty, — T.

Teorema 1.2.5. Sean X un espacio de Banach y (T )men una sucesion débilmente convergente a

xz € X. Entonces, ||zn| x es acotada en X y ademds,

< Iz ) .
lally < lim_inf lzmlly

Demostracion. Véase Brézis [9]. O

Definicion 1.2.6. Sean X un espacio de Banach y ® : X — R un funcional. Se dice que ® es

débilmente semicontinuo inferior si

O(x) < lim inf ®(z,),

m—r oo

para toda sucesion (Tm)men C X tal que x, — x.

Lema 1.2.7. Sean n un entero positivo y (Tm)men una sucesion en R, tal que ., > 0 para todo

m € N. Entonces

(szgiI T)" = mgg s (1.2)
(ZTLGfN T)" = znefN T (1.3)

Demostracion. Note que z,, < (sup x%)% para todo m € N, entonces sup ,, < (sup x:}l)%, lo
meN meN meN
cual implica que

(sup xm)" < sup . (1.4)
meN meN

Por otro lado, (sup x,,)" > z?, para todo m € N, lo cual implica que
meN

(sup xm)" > sup . (1.5)
meN meN
Por lo tanto, de (1.4) y (1.5) se concluye (1.2). La prueba de (1.3) se realiza de manera anéloga a
la demostracion de (1.2). O
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Lema 1.2.8. Sean n un entero positivo y (Tm)men una sucesion en R, tal que x,, > 0 para todo
m € N. Entonces

(JL% inf Tm) :nfll;'& infan,. (1.6)

Demostracion. Usando la definicién de limite inferior, se tiene

(lim inf x,)" = (sup inf xg)",
m—00 méeN k>m

y aplicando (1.2) y luego (1.3), se obtiene

(lim inf xm)" = sup (inf xx)" = sup inf .
m—00 meN k>m meN k>m

Por lo tanto,

(lim inf xm)" = lim inf x,,.
m—r oo m— o0

O

Proposicion 1.2.9. Sean X, Y y Z espacios de Banach, S € K(X,Y), Th € BY,Z) y Tz €
B(Z,X). EntoncesThoS € K(X,Z) ySoTy € K(Z,Y).

Definicion 1.2.10. Sean X y Y espacios de Banach con normas |-y y ||-||y respectivamente, tales
que X CY. Diremos que X estd inmerso continuamente en Y, y lo denotaremos por X — Y, si el

operador inclusion es continuo, es decir, si existe una constante C' > 0 tal que

lelly < Cllzlly, VoeX.

El siguiente teorema fue tomado de Galdi [19] y es utilizado en los capitulos posteriores para realizar

algunas estimaciones.

Teorema 1.2.11. (Teorema de las inmersiones de Sobolev) Sea Q un dominio de R™, p > 1 y
k>0. S5 kp <n entonces
WEP(Q) = L7 (Q),

np
n—kp

para todo r € [p, | si kp < mn, y para todo r € [p,00) si kp =n. En particular, existen constantes

c1,c2 que dependen tinicamente de k,p,r y n tales que para todo u € W*P ()

||uHLT(Q) <a Hu”Wka(Q) para todo r € [pa ]a st kp <mn,

np
n—kp
HuHU(Q) < cg ||uHWk,p(Q) para todo 1 € [p,00), si kp=n.

Finalmente, si kp > n, cada uw € W*P(Q) es igual en c.t.p. en 2 a una nica funcion en C'(Q), con

0<li<k— % y la siguiente desigualdad se tiene
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[ull i < e3 ||UHWIC1P(Q) .

Definicién 1.2.12. (Inmersion compacta) Sean X yY dos espacios de Banach tales que X es un
subespacio vectorial de Y. Se dice que X estd compactamente inmerso en' Y, si la inclusion de X

en'Y es un operador compacto.

Teorema 1.2.13. (Teorema de compacidad) Si 2 es un dominio acotado de R™, entonces las si-

guientes inmersiones son compactas

W'P(Q) — LYQ) para todo q € [1, ﬂ) , Sip<mn,
n—p

WhP(Q) < L"(Q) para todo q € [1,00), sip>n.
Demostracion. Véase Adams [2], Girault y Raviart [20]. O
Lema 1.2.14. La inmersion de H'(Q) en L*(09) es compacta.
Demostracion. Véase Amann [6]. O

Las dos desigualdades que se citan a continuacién son usadas frecuentemente y sus respectivas

demostraciones se encuentran en Brézis [9].

Lema 1.2.15. (Desigualdad de Young) Sean a,b,p,q nimeros reales positivos tales que % + % =1.

Entonces se verifica la siguiente desigualdad

aP b
ab < — + —.
p q

Lema 1.2.16. (Desigualdad de Holder Generalizada) Sea 2 un dominio acotado de R™ y las fun-

ciones f; € LPi(Q) parai=1,2,....,k, con p;,p > 1 y satisfaciendo % = p% + p% + ...+ ka' Entonces,
para f = fife--- fu—1fr € LP(Q) se tiene

11l < 1Lfallp, Wf2ll, - - 1L, -

Los siguientes cuatro resultados son utilizados en el Capitulo 2 para probar la existencia de solucién

del problema que abordaremos en esta tesis.

Teorema 1.2.17. (Teorema de Laz-Milgram) Sea H un espacio de Hilbert y a : H x H — R un

operador bilineal continuo y coercivo, esto es, existen constantes o, 3 > 0 tales que

la(u, v)| < allullgllvllg, para todo u,v € H
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a(u,u) > B ||u||§1, para todo u € H.

Entonces, para cada f € H' existe un unico elemento v € H tales que

a(u,v) = (f,v), para todo v € H.

Lema 1.2.18. Sea ¥ un subconjunto de ) de medida positiva. Entonces para todo u € WH4(Q),

1 < g < o0, la siguiente desigualdad se tiene
Jullzaiey < € ( IV ulagey + [lul]. (L.7)
by

donde la constante C' depende de n,q,Q, %, es decir C = C(n,q,Q,%).
Demostracion. Véase Galdi [19]. O

Observacion 1.2.19. Note que si u € WH4(Q), 1 < q < oo, es tal que u = 0 sobre ¥, para algiin

subconjunto X de 0N con medida positiva, entonces la desigualdad del Lema 1.2.18 se reduce a

||UHLq(Q) <C ”vu”Lq(Q) ) (1.8)

con C = C(n,q,Q,%). Como consecuencia de esto, se deduce que si u € H* () es tal que u = 0

sobre X3, para algin subconjunto X de 02 de medida positiva, entonces

||U||L2(Q) <C ||vu||L2(Q) ) (1.9)
y por lo tanto

lull iy < € 1Vull 2 (1.10)
con C =C(n,q,Q,X).

Teorema 1.2.20. (Teorema del punto fijo de Schauder) Sea K un conjunto no vacio, cerrado,
acotado y convero en un espacio de Banach X. Sea T un operador continuo y compacto definido

sobre K tal que T(K) C K. Entonces existe por lo menos un elemento ug € K tal que T(ug) = ug.
Lema 1.2.21. Sea ¢ € H> (09) tales que /¢ -ndS = 0. Entonces, para cualquier € > 0 existe

o0
una funcion u. € H' (Q) con divu =0 en Q y u. = ¢ sobre 0N, tal que satisface que para todo
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ve H (Q) con divv=0,
2
[Pyl vag| <ol (1.11)
Q
Definicion 1.2.22. Sean X e Y dos espacios de Banach, y S un subconjunto abierto no vacio de
X. Se dice que un operador f : S — 'Y es Fréchet diferenciable, en un punto arbitrario © € S, en la

direccion de h € X, si existe un operador lineal y acotado A: X —'Y tal que

If(@+h) = f(z) = AR)]ly

—0.
[l —0 Al x

La derivada de Fréchet del operador f en el punto arbitrario T, es el operador A := f'(Z).

Ejemplo 1.2.23. Sea ug € LP(Q) un elemento fijo y J un operador definido por

J:IP(Q) = R

u = Ju)=|u— wdl -

Entonces el operador J es derivable en el sentido de Fréchet, en un punto arbitrario 4 € LP(Q2) en
la direccion de h € LP(). Ademds, la derivada de Fréchet de J es el operador J'(4) : LP(Q) — R
definido por

T (@)h = (p|i — ug[P™t sgn(@t — ug), h) = /p|1l —ug[P™t sgn( — ug) - hdS2. (1.12)
Q

Demostracion. Consideremos el operador g : LP(2) — L9(2), donde % + % = 1, definido por

lu—ua? 6 —ual? siu # 4,
g(u) = (1.13)

sgn(i — ug) pli — ug|P~t siu =1,

para cada u € LP(Q), donde sgn(i — ug) indica el signo de (4 — uq). No es dificil verificar que
lim g(u) = sgn(@ — ug) plt — uq/P~t, y por lo tanto, tenemos que g es continuo en 4. Ademas, se
uU—U

puede verificar que para cada u € LP(§2), g(u) € L1(f2). En efecto, notemos que

flotu)tt = /

Q
|(Ju — wal — & — ual)(Ju — walP~* + | — uaP~H)|?
<C
- lu— g

|u —ugl? — | — ug|P |

u—1U

Q
o[l O oy
: s
Q
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C [ = uab™" + fi = gy
Q

< Cq/|u — ud|(p—l)q + | — ud|(p—1)q
Q

:Cq/|u—ud|p+cq/|ﬁ—ud|p < 00,
Q Q

(1.14)

ya que u, @ y ug son elementos de L?(Q). Asi concluimos que g(u) € L?(Q) para todo u € LP(Q).

Ahora notemos que para cada h € LP({2), con h # 0, tenemos que

|ﬂ+h—ud|p— |ﬁ—ud|p

F(ath)—F (@)= (g(a+h), h) :/|ﬁ+h—ud|p—|ﬁ—ud|p dQ—/ (
Q Q
=0

Definamos ahora ¢ : LP(Q) — L%(Q) por

p(h) = g(i+h) —g(a), Vhe LP(Q),

entonces

(p(h),h) = {g(id+h) —g(a),h)

para cada h € L?(Q2). En consecuencia, usando (1.17) en (1.15) deducimos que

Fa+h) - J(@) - (g(@), h) = (p(h), ), Vh e LP(Q), h#0,

y asi llegamos a que

(T(a+h) = J(@) = (g@), h)| _ [(p(h),h)]

= , Yhe LP(Q), h # 0.

17l o (e) 2l r(e)
Finalmente, observe que como ¢ es continuo en 4, tenemos que

g(i+ h) — g(@), cuando h — 0,

de lo cual, teniendo en cuenta (1.16), obtenemos que

¢(h) = 0, cuando h — 0.
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Por lo tanto, como ¢(h) € L1(Q) para cada h € LP()), encontramos que

[{p(h), W) _ lle@llLa IRl e
”h”L”(Q) B HhHLP(Q)

En consecuencia, usando (1.20) en (1.19) llegamos a

T (@+h) — T (@)~ (g(a), h)| o Helh),ml

)

lim =
1Al LP(2)—0 HhHLP(Q) IRl (2)—0 HhHLP(Q)

donde (g(@), h) = (p|& — ug|P~! sgn(@ — ug), h), y concluimos (4.13).

Definiciéon 1.2.24. Sean X e Y espacios de Hilbert y F € B(X,Y).

L = le(M)llLa) — 0, cuando h — 0.

(1.20)

(1.21)

1. Se dice que F' es semi-Fredholm por la izquierda si existe un operador By € B(Y,X) y un

operador K1 € K(X, X) tales que

BioF =idx + K.

2. Se dice que F es semi-Fredholm por la derecha si existe un operador By € B(Y,X) y un

operador Ko € K(Y,Y) tales que

FOBQZidy+K2.

3. Se dice que F' es un operador de Fredholm si es semi-Fredholm por la izquierda y por la derecha,

stmultdneamente.

Lema 1.2.25. Sean X e Y espacios de Hilbert y F € B(X,Y) tal que

F=B+K,

(1.22)

donde el operador B : X — Y es un isomorfismo y el operador K € K(X,Y). Entonces, F es un

operador de Fredholm.

Demostracion. Como el operador B : X — Y es un isomorfismo, entonces existe el operador B~! €

B(Y, X) tal que, aplicando B~! por la izquierda en (1.22) se tiene

B loF=idx+B 'oK

de donde, por la Proposicién 1.2.9, B~ o K € K (X, X).

Similarmente, aplicando B~! por la derecha en (1.22) se tiene
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FoB '=idy + KoB™ !, (1.24)
con Ko B! € K(Y,Y). Por lo tanto, de (1.23) y (1.24) y de la Definicién 1.2.24 se concluye que
F' es un operador de Fredholm. O

Proposicion 1.2.26. Sean X eY espacios de Banach y F € B(X,Y). Entonces F es un operador

de Fredholm si y sdlo si
1. El Ker(F) es de dimension finita.

2. El rango de F denotado por R(F) es cerrado y de codimension finita, esto es, dim(Y/R(F)) <

0.
Demostracion. Véase Conway [13]. O

Teorema 1.2.27. Sean X un espacio de Hilbert y G C X wun subespacio convexo, cerrado y no

vacio. Entonces para todo v € X, existe un unico u € G tal que

—ully =minlv—wly. 1.2
lv = ullx =min v —wly (1.25)

Ademds, u es caracterizado por la propiedad

(u—v,w—u)x >0, para todo w € G, (1.26)

y se tiene que u es la proyeccion de v sobre G, esto es, u = Proyqa v.

Demostracion. Véase Brézis [9]. O

1.3. Problema abstracto de control de flujo

Un problema de control de flujo consta de tres componentes: un objetivo, razén por la que se quie-
re controlar el flujo (por ejemplo minimizar la turbulencia); los controles, que son parametros de
los cuales se dispone para alcanzar el objetivo (control de borde, control distributivo, etc.), y las
restricciones, las cuales determinan el tipo de flujo que se desea controlar, y son expresadas mate-
méaticamente como un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales (por ejemplo, las ecuaciones de

Rayleigh-Bénard-Marangoni), cuyas variables involucradas son llamadas variables de estado.

Formulacién del problema
Con el propésito de formular un problema abstracto de control de flujo, se daran las siguientes

especificaciones:
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1. Sean X, Y y Z espacios de Banach reflexivos y & C Z un subconjunto convexo, cerrado y no

vacio.
2. El objetivo seré representado por el funcional 7 : X x U — R.
3. La restriccion es dada por el operador F: X xU — Y.

Sobre las suposiciones (1) - (3), un problema de control de flujo consiste en hallar un par (u*, g*) €

X x U tal que minimice el funcional

T X xU >R, (1.27)

sujeto a

F(u,g)=0. (1.28)
El conjunto de soluciones admisibles del problema de control 6ptimo (1.27) - (1.28) es definido por

Zoa={(u,9) e X xU : T(u,g9) <0y (u,g) satisface (1.28)},
y se tiene la siguiente definicion.

Definiciéon 1.3.1. (Solucion dptima) Un par (G, §) € Z4q es llamado solucion dptima de (1.27) -
(1.28), si
J(,g)= inf  J(u,g).
(4,9)€ Zaa

Existencia de multiplicadores de Lagrange

El principio de Lagrange es un método que permite derivar un sistema de optimalidad, desde el
cual pueden ser obtenidos estados y controles éptimos. Este método reduce el problema de minimi-
zar un funcional de m variables sujeto a k restricciones, a un problema de minimizar un funcional
auxiliar (funcional de Lagrange) sin restricciones de m + k variables. Estas nuevas k variables des-

conocidas, una para cada restriccion, son llamadas multiplicadores de Lagrange o variables adjuntas.

Con las notaciones anteriores sobre los espacios X, Y y el conjunto U, el siguiente teorema establece

las condiciones necesarias que garantizan la existencia de multiplicadores de Lagrange.

Teorema 1.3.2 ([25]). Sea (4, §) € Z4q una solucion dptima de (1.27) - (1.28). Ademds, asuma

que existe una vecindad V C X de 4 tal que

(a) Para cada g €U yu €V, las aplicaciones u — J(u,g) y u F(u,g) son Fréchet diferencia-

bles en u = 1.
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(b) Para cada w € V, las aplicaciones w — J(u, g) y u — F(u,g) satisfacen la siguiente condicion

de converidad: Para cada 91,92 €U y a € [0,1], existe g € U tal que

F(u,9) = aF(u, g1) + (1 — a) F(u, g2),

j(uvg) < aj(uvgl) + (1 - Oé)j(’u,gg),

(c) El rango del operador Fy(4,§) : X — Y es cerrado y de codimension finita, donde Fy (1, §)

denota la derivada de Fréchet de F con respecto a u.

Entonces, existen \o € Rt U{0} y A € Y’ no simultdneamente nulos tales que

L, (G, G, Ao, Nh = Ao Tu (@, §)h — (N, Fu (b, §)h) =0, VheX, (1.29)

y se satisface el principio del minimo

‘C(ﬂagaAOaA) = rnl'nﬁ(ﬂ,g,/\o,/\). (130)
gelu
donde
E(uvga)\Oa)‘) = )‘OJ(u7g) - <)‘7F(u79)> (131)

es el funcional de Lagrange para el problema (1.27) - (1.28) y Ju(,§), Fu(i, §) denotan respecti-

vamente la deriwada de Fréchet de J y F con respecto a u.

Condiciones necesarias de primer orden y sistema de optimalidad

Las ecuaciones (1.29) y (1.30) son las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden, desde
donde se deriva un sistema de optimalidad asociado a el problema de control (1.27) - (1.28). El
sistema de optimalidad esta constituido por las ecuaciones de estado, las cuales son determinadas a
partir de £y (i, §, Ao, A) = 0; las ecuaciones adjuntas, las cuales se obtienen desde la igualdad (1.29),
esto es, L, (4, §, Ao, A) = 0y la condicion de optimalidad, la que es deducida del principio del minimo

dado en (1.30).
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Capitulo 2

El modelo de
Rayleigh-Bénard-Marangoni

El modelo de Rayleigh-Bénard-Marangoni constituye un sistema de ecuaciones en derivadas parcia-
les no lineales que describen el movimiento de fluidos por gradientes de temperatura, con condiciones
de frontera particulares de tipo mixto (Dirichlet, Neumann y Robin), donde las variables involucra-

das son la velocidad, la temperatura y la presion del fluido.

En este capitulo sera introducido el modelo de Rayleigh-Bénard-Marangoni en estado estacionario, el
cual constituira las restricciones (o ecuaciones de estado) para el problema de control que deseamos
abordar. Una vez planteado el modelo se realizara la deduccion de la formulacion débil, para la cual
se probaré la existencia de solucion. Finalmente, abordamos el problema de la regularidad de la
solucién débil lo cual requiere un analisis pormenorizado de problemas de regularidad eliptica con
condiciones de frontera de tipo mixto (Dirichlet, Neumann y Robin) en dominios tridimensionales

convexos, incluyendo dominios poliedros.

2.1. Modelo Estacionario de Rayleigh-Bénard-Marangoni

El movimiento de fluidos por gradientes de temperatura, también llamado conveccién térmica, es
un proceso familiar e importante en la naturaleza. Aunque su principal aplicacion en la industria
es el crecimiento de cristales semiconductores, es la base para la interpretaciéon de varios fenémenos
naturales como el movimiento de las placas terrestres, la actividad solar, las circulaciones a gran

escala de los océanos, la circulaciéon en la atmosfera, entre otros. Un modelo de interés particular
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consiste en una capa de liquido, confinado en un recipiente con fondo horizontal y paredes verticales
rigidas, que esta libre al ambiente en la parte superior, y sobre el cual se mantiene un gradiente
de temperatura por calentamiento desde la parte inferior. Debido al calentamiento, el liquido en la
parte inferior se expande y llega a ser mas ligero que el liquido en la parte superior, haciendo que,
por efecto del empuje vertical, el liquido sea potencialmente inestable. Debido a la inestabilidad,
existird una tendencia a redistribuirse, sin embargo, esta tendencia natural sera controlada por su
propia viscosidad. Por otro lado, la superficie libre experimenta cambios en su tensiéon superficial
debido a gradientes de temperatura superficial. Se espera entonces que el gradiente de temperatura

mantenido deba exceder un valor critico, a partir del cual la inestabilidad pueda manifestarse.

Los primeros experimentos en demostrar de forma definitiva el inicio de la inestabilidad térmica en
fluidos, fueron los desarrollados por Henri Bénard en 1900 (véase Bénard [7]). En sus experimentos,
Bénard consider6 una capa muy delgada de liquido, de alrededor de 1 mm de profundidad, en un
plato metalico mantenido a una temperatura constante. La superficie superior era usualmente libre
y estaba en contacto con el aire, que estaba a menor temperatura. Bénard experiment6 con una
variedad de liquidos de diferentes caracteristicas fisicas, interesado principalmente en el efecto de la
viscosidad sobre la conveccién, usando como liquidos de alta viscosidad cera de ballena derretida y
parafina. En todos los casos, Bénard encontrd que cuando la temperatura del plato se incrementa-
ba gradualmente, en un cierto instante la capa perdia la estabilidad y formaba patrones de celdas

hexagonales, todas iguales y correctamente alineadas (véase Figura 2.1).

Una primera interpretacion teérica de la conveccion térmica fue proporcionada por Lord Rayleigh
en 1916 (véase Rayleigh [40]), cuyo analisis fue inspirado por los experimentos de Bénard. Rayleigh
asumio6 que el fluido estaba confinado entre dos platos horizontales conductores térmicos y que el
fluido estaba siendo calentado desde abajo. Desde el punto de vista de Rayleigh, el efecto de la flota-
cion es el anico responsable del inicio de la inestabilidad, y tedricamente los resultados coincidieron

con los reportados por Bénard, dando la impresiéon que su modelo era correcto.

Sin embargo se conoce actualmente que la teoria de Rayleigh no es adecuada para explicar el me-
canismo convectivo observado por Bénard; de hecho en los experimentos de Bénard, la superficie
libre que esté en contacto con el aire hace que se genere una tension superficial, que debido a los
gradientes de temperatura puede tener una gran influencia sobre el inicio del flujo, y Rayleigh al
usar un plato en la superficie superior eliminé los efectos de la tensiéon superficial, y por lo tanto sus

resultados no coincidian con los experimentos.
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Figura 2.1 — Celdas de Bénard en cera de ballena derretida. Tomado de Koschmieder [26].

Debe tenerse en cuenta que la tension superficial no es constante y que puede depender de la tempera-
tura o de contaminantes en la superficie. Esta dependencia es llamada capilaridad o e fecto M arangons,
en honor al fisico italiano Carlo Marangoni, quien lo estudi6é por primera vez (véase [28, 34]). La
importancia de este efecto en los experimentos de Bénard solo fue establecida mas de 40 anos
después del articulo de Rayleigh, por Myron Block en 1956 desde un punto de vista experimen-
tal (véase Block [8]), y luego por J.R.A Pearson en 1958 desde un punto de vista teérico (véase
Pearson [38]). Actualmente se admite que el efecto Marangoni es el principal causante de la inesta-
bilidad y convecciéon en los experimentos originales de Bénard. Experimentos realizados en vuelos

espaciales para eliminar el efecto de la gravedad, y por lo tanto el efecto de flotacion asi lo confirman.

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, la situacion fisica que consideramos consiste de un
liquido confinado en un contenedor ctbico de altura d (coordenada x3), de largo L (coordenada x2)
y ancho [ (coordenada z1). El fondo del contenedor y las caras laterales son rigidas y la superficie
superior esta libre a la atmosfera. Con el objetivo de describir el sistema, se utilizan las aproxi-
maciones de Oberbeck-Boussinesq (véase Chandrasekhar [11]), las cuales establecen que todos los
coeficientes termodinamicos (viscosidad, capacidad calorifica, conductividad, etc.) son considerados
constantes, salvo el caso de la densidad en el término de flotacion (pg), que es considerada como

una funcion lineal de la temperatura, y esta dada por pg [1 — « (8 — 6,)], donde pg es la densidad

medida a la temperatura ambiente 6,, y « es el coeficiente de expansién volumétrico, que es positivo

30



para la mayoria de los liquidos. Ademés, se asume que la tension superficial es una funcion de la
temperatura, y es aproximada por o = og — v (6 — 6,), donde oy es la tension superficial medida a
0., v v es la razén de cambio de la tension superficial con la temperatura, que es positiva para la
mayoria de los liquidos. También suponemos que la superficie libre no se distorsiona, es decir que la
componente vertical de la velocidad en la superficie libre siempre sera nula. Consideramos entonces
que el dominio en donde esta confinado el fluido es dado por Q = (0, 13) x (0, L1) x (0, d) (ver
Figura 2.2). Sin embargo, el anélisis desarrollado en este trabajo permite considerar un dominio
con geometrias mas generales, mas especificamente, podemos considerar €2 = QO x (0,d) siendo Q un

dominio acotado de R? con frontera 9 de tipo Lipschitz.

- -
e

Figura 2.2 — Dominio 2.

Asi el Problema de Rayleigh—Bénard—Marangoni consiste en un acoplamiento de las ecuaciones de
Navier-Stokes originadas a partir de la ley de conservacion del momento lineal y la conservacion
de masa, con la ecuaciéon de energia, asumiendo que la tnica fuerza de cuerpo sobre el sistema es

la debida a la flotacion (véase Chorin y Marsden [12]). Entonces se tiene el siguiente sistema de EDPs:

ou

i +po(u-Vu)+Vp—pAu=po[l —a(@—0,)]§ en Qx(0,T), (2.1)
divu=0 enx(0,7). (2.2)

06 A
ot + poCp (u-VO) = KAO en Q x (0,7), (2.3)

La ecuacion (2.1) corresponde a un sistema no lineal de tres ecuaciones correspondientes a la ley de
conservacion del momento lineal, la ecuacion (2.2) es una transcripcion de la ley de conservacion de
masa y la ecuacion (2.3) corresponde a la ecuacion de la energia. Las incognitas son 0(x,t) € R,

u(x,t) = (u1(x,t), uz(x,t), us(x,t)) € R3 y p(x,t) € R, conx € Qy t € (0,7), las cuales represen-
tan la temperatura, el campo de velocidades y la presion hidrostéatica del fluido, respectivamente.

La constante C'p representa la capacidad calorifica por unidad de masa del fluido, p su viscosidad y
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K la conductividad térmica. (0,T) denota el intervalo de tiempo.

Para efectos de célculo y analisis es comin expresar las variables del sistema en forma adimensional

para lo cual hacemos los siguientes cambios de variables:

STy % v, du o dup
1 d ’ 2 d ) 3 d ) 1 K ) 2 P 9
ugz%, g0 d2p, r_ B
K O POVE d?
.. K I
donde 6, es la temperatura del fondo del recipiente, 8, =0, —0,, k = —— y v = —
pon Po

Al realizar los anteriores cambios de variable en las ecuaciones (2.1)-(2.2) y omitir las “primas” se

llega al siguiente sistema:

0

8—‘; Y (u-V)u=Pr((b+R)& — Vp+Au] enQx (0,T), (2.4)

00
a + (u . V)t? =Af en Qx (O,T), (25)
divu=0 enx(0,7), (2.6)
con Q = (0,1) x (0, L) x (0,1) (véase Figura 2.3), donde | = 4 y L = L Ademés Pr = K,
K

g, d® gd? 3 ., . .
R=>=——y b= —=—. El nimero R se conoce como el nimero de Rayleigh y mide el efecto de
KV KV

la flotacién; Pr es conocido como el nimero de Prandtl!, y representa la relacién entre la velocidad
de difusion de cantidad de movimiento y la velocidad de difusién de calor en el fluido, y g es la

aceleraciéon debida a la gravedad.

1Ludwig Prandtl (1875 — 1953) fue un fisico aleman quien realizé6 importantes trabajos pioneros en el campo
de la aerodinédmica, y durante la década de 1920 desarroll6 la base matemaética que da sustento a los principios
fundamentales de la aerodindmica subsénica. El ntmero de Prandtl, que desempena un importante papel en el
analisis de problemas de fluidos, ha sido nombrado en su honor.
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Figura 2.3 — Dominio 2 con nuevas dimensiones.

Denotando por I'y = 90 N {x3 =1} y Ty = 92\ I'1 como se muestra en la Figura 2.4, se imponen

las siguientes condiciones de frontera:

u; lrg=10, i=1,2, us lsa=0 en (0,7), (2.7)

Ou; 00
M =0, 1=1,2 0,7 2.8
(3n+ axi>rl » =12 en (0.T), 28)

00 o0
— =0, <— + B@) =0, 0 |{m3:0}: 6. en (0,7), (2.9)

On To\ {23=0} on r,

donde n = (n1,n2,n3) es el vector normal exterior, M = Zf;g, B = %, v h es el coeficiente de

intercambio de calor de la superficie con la atmosfera. Cabe recordar que Pr y B son constantes

positivas.

Iy

)

Figura 2.4 — Identificaciéon de la frontera del dominio 2.

Las condiciones de frontera para la velocidad en (2.7) indican que no existe deslizamiento del 1i-
quido en las superficies rigidas y que no hay deformacion en la superficie libre. La condicion (2.8)

tiene en cuenta el efecto Marangoni el cual representa la transferencia de masa en una interfase
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entre dos fluidos debido a un gradiente de tension superficial . Las condiciones para la temperatura
en (2.9) dicen que en las superficies laterales no hay flujo de calor (adiabaticas), en la superficie

libre se permite el flujo de calor, y la superficie inferior se mantiene a la temperatura 6, (isotérmica).

Desde el punto de vista de existencia de soluciéon para el problema de Rayleigh-Bénard-Marangoni,
recientemente en Pardo, Herrero y Hoyas [37] se analiz6 un problema de bifurcacion, en el cual,
considerando o bien, el nimero de Rayleigh o bien el nimero de Prandtl como parametros de bifur-
cacion, y usando la teoria de bifurcacion local de Crandall-Rabinowitz [14], se mostré la existencia
de soluciones estacionarias para el problema (2.4) - (2.9) que bifurcan desde un estado béasico de
conduccion de calor. Por estado basico se entiende a una solucion exacta del problema (2.4) - (2.9),

la cual es dada por

0.B
u =0, 6,=0,— H—Bzzrg y Db = P13 —|—p2x§. (2.10)

La existencia de la soluciéon basica se obtiene a través de simple inspeccién, es decir, iniciamos
considerando un campo de velocidad u = 0, luego lo reemplazamos en (2.4) - (2.9), y el sistema
resultante se reduce a un sistema de EDOs de facil resolucion, obteniendo asi (2.10). Previo al tra-
bajo Pardo, Herrero y Hoyas [37] en los trabajos [15, 23, 24, 27] se obtuvieron resultados numeéricos
sobre la existencia de soluciones que bifurcan de estados estacionarios béasicos, inestabiliad y pro-
blemas de formacion de patrones y validaciéon de condiciones iniciales y de frontera. Sin embargo,
desde el punto de vista tedrico, no se conocen mas resultados en la literatura. En efecto, aunque
el modelo Rayleigh-Bénard-Marangoni, también es un acoplamiento entre las ecuaciones de Navier-
Stokes clasicas, con la ecuacion del calor, la gran diferencia y a su vez, complejidad, del modelo
Rayleigh-Bénard-Marangoni comparado con el sistema de Boussinesq, radica en la naturaleza mixta
de las condiciones de frontera (2.9). De hecho, un problema abierto relativo a este modelo consiste
en la biisqueda de soluciones estacionarias fuertes (en espacios de Sobolev H?) asi como también,
existencia de soluciones locales fuertes (o globales para datos pequetios) del modelo de evolucion
asociado. La dificultad de estos problemas radica en la necesidad de abordar problemas de regula-
ridad eliptica en espacios de Sobolev W*P para la ecuaciéon de Laplace y Stokes, con condiciones
mixtas (Dirichlet, Neumann y Robin), no homogéneas, en dominios poliedros. Los resultados de
regularidad eliptica son escasos y dependen fuertemente de la geometria del dominio, véase por
ejemplo [16, 17, 21, 35, 36]. Por otra parte, contrario a lo que sucede con las ecuaciones estaciona-
rias de Navier-Stokes, desde el punto de vista de problemas de control 6ptimo, no se conoce ningin
resultado en el cual el funcional objetivo esté sujeto a ecuaciones de estado regidas por el mode-

lo de Rayleigh-Bénard-Marangoni. Se conocen algunos resultados sobre Teoria de control 6ptimo
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asociados a las Ecuaciones de Boussinesq, las cuales también envuelven las variables velocidad y
temperatura, como por ejemplo [3, 4, 5, 29, 30, 31, 32|, pero que se diferencian sustancialmente en

el tipo de condiciones de frontera.

Para el planteamiento del problema de control que deseamos abordar, consideramos el modelo

estacionario relacionado con (2.4)-(2.9) el cual es dado por el siguiente sistema de EDPs

(u-V)u=Pr[(b+ Rb)é;— Vp+ Au] en Q, (2.11)
(u-V)0 =A0 enQ, (2.12)
divu=0 en (2.13)

sujeto a las siguientes condiciones de frontera

ulpp = 8 (2.14)
ulpz = u’ (2.15)
us3 |F1 = 07 (216)
L M== = =1,2 2.1
(G + gy )| =0 =12 (217)
00 00
a_ = (bla (a_ + Be> =0, 0 |{x3:0}: ¢27 (218)
n Fo\{:l?:;:o} n Fl

donde Iy = T3 UTZ; la funcién u® = (u, u3,ud) € Hz(I'2) es una condicién de tipo Dirichlet para

la velocidad u sobre la parte I'2 de la frontera 99; la funcion g = (g1, 92,93) € H%(I%) es una
funcion dada la cual denotara un control de frontera de tipo Dirichlet para u sobre la parte I'}; la
funcion ¢, € Hz (Ig \ {x3 = 0}) es una funcién dada la cual representara un control de frontera de
tipo Neumman para la temperatura 6 sobre la parte I'o \ {z3 = 0}, y la funcion ¢, € H= ({z3 = 0})
es una funcion que denotara un control de frontera de tipo Dirichlet para 6 sobre la parte {x3 = 0}
de la frontera 0f2. El planteamiento completo del problema de control 6ptimo serd mostrado en el

Capitulo 3.
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2.2. Formulacién débil del modelo de Rayleigh-Bénard-Marangoni

El objetivo de esta seccion es formular en un sentido débil el problema (2.11) - (2.18). Para ello, ini-
ciamos definiendo los espacios de funciones con los que vamos a trabajar. En primer lugar, definimos

el espacio de Hilbert
X = {u= (u1,ug,u3) € H'(Q) : divu=0,u3 =0 sobre I't}, (2.19)

con la norma inducida de H'(Q); asi, si u € X,

1
2

3
full = Il oy = ( 2 Il

En segundo lugar definimos el subespacio Xy de X dado por
Xo :={u= (u1,uz,u3) € X:u; =0 sobre I'p;i=1,2,3}. (2.20)
En tercer lugar consideremos el espacio de Hilbert
Y :={WeHY(Q): W =0 sobre {z3=0}}, (2.21)

con la norma inducida de ||-[| 1 (q)- Recordemos que las negrillas en la definicién de los espacios

funcionales, denotan espacios y elementos con componentes vectoriales.

Sea X§ el espacio dual (topologico) de Xy, es decir, el espacio de todos los funcionales lineales

acotados sobre Xy. Dado f € X§, se define la norma

1]

xi = S0 {{f Vx; x, | v € Xo, IVllx < 1}.

Sea Y* el espacio dual (topologico) de Y. Dado g € Y*, se define la norma

lglly- = sup { (9. W)y y | W €Y, W10 < 1}
En cuarto lugar, definimos el espacio de Banach

Z = {v=(v1,v9,v3) € LY(Q) : divv =0, v; =0 sobre Ty, i=1,2,3, v3 =0 sobre I'1}, (2.22)

con la norma inducida de L*(Q); asi, si v € Z,

N|=

3
¥l = Il = (5 Bl
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Para formular débilmente el problema (2.11) -(2.18), iniciamos recordando el siguiente resultado

auxiliar debido a Pardo, Herrero y Hoyas [37].

Lema 2.2.1. Asuma que ) es un dominio acotado con frontera de Lipschitz OS2, y tal que 92 =

ToUTy con Ty C {x3 = cte}. Si 0 € H*(Q), entonces

ol 00 ov
— —vdS = [VO - —d), YveX
/520101 - Oz / Oz3 VS

Iy Q
Teniendo en cuenta los espacios de funciones anteriormente definidos y el Lema 2.2.1, vamos a

construir la formulacion débil del problema. En primer lugar multiplicamos la ecuacion (2.11) por

una funcion de prueba v € Xy, integramos por partes el resultado y obtenemos

Pr/Vu-Vde—Pr/%-vdS—i—/[(u-V)u]-de—Pr/p div v dQ2
o) Q

+Pr/pv ndsS = /Pr (b+ RO) &5 - v dS. (2.23)
o9

Pero, teniendo en cuenta que v € Xy, usando la condicion de frontera (2.17), y aplicando el Lema

2.2.1 tenemos que

Ju ou ou
o To INY
- 6u1 8u2 (9’(13
= %Ul + %UQ + %’IB ds
Iy
ou dus
= 8—1 1+ on ’U2 ds
=-M d
/axl ’UQ S
=-M 0 — dQ
/ v o

Ademas, como v € X deducimos que

/pv~ndS :/pv~ndS+/pv-ndS

o0 Ty Iy
= /p (v1,v2,v3) - (0,0,1) dS
I
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I
= O,
y también como div v = 0 obtenemos que
/ p divv dQ) = 0.

Q

Asi de (2.23) llegamos a

/Vu Vde+PrM/V0 —dQ+/[(u~V)u]-de:/Pr(b+R9)€3~de. (2.24)

En segundo lugar, multiplicamos la ecuacion (2.12) por una funcién de prueba W € Y, integramos

por partes el resultado y obtenemos

/[(u-v)e]-WdQ—i—/VH-VWdQ—/%-WdS:O. (2.95)
Q

Pero, teniendo en cuenta que W € Y, y usando las condiciones de frontera (2.18), tenemos que

/g_e Wds = / ? W ds + / %-WdS+/%-WdS
a0 FO\{wg,:O} {x3=0} Ty
= / = WdS+/— W ds
FQ\{£E3:0}
= ¢1-WdQ—/BH-WdS.
To\{z3=0}

Asi de (2.25) llegamos a

/[(u~V)0]~WdQ+/V0-VWdQ— / ¢1-WdS+/Be-WdS:O. (2.26)

Q Q To\{z3=0} Iy

Consideramos ahora las siguientes formas bilineales y trilineales continuas para la velocidad y la
temperaturaa : XxX — R;c: XxXxX = R;a; : HH(Q)xHY(Q) = R;cp : XxHY(Q)x HY(Q) —
R; y by : HY(Q) x X — R, definidas por

a(u,v) = /Vu - Vv dQ, c(u,v,z) = /[(u -V)v] -z dQ,
Q
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al(G,W):/VH-VWdQ, bl(e,v):/vo.g—;m,
Q

Q
e, 6,T) = /[(u V6] - W A,
Q
A partir de la desigualdad de Holder y el Teorema de inmersiones de Sobolev (véase Teorema 1.2.11)

sin dificultad se verifica que a, a1, b1, ¢ y ¢1 son continuas en los respectivos espacios de definicion.

Ademas c y ¢y verifican las siguientes propiedades:

Lema 2.2.2. Las siguientes relaciones se tienen para ¢ y ci:

c(u,v,2) = —c(u, z,v), c(u,v,v)=0, Yuc Z, Yv,zc H(Q), (2.27)

c(u, z,v) = —c(u, v, 2), c(u,v,v) =0, Yu,z€ X, Vv € X, (2.28)

c1(u,0,W) = —c1(u, W, 0), c1(u,0,0) =0, Yuec Z, VO,W € H'(Q), (2.29)

e (u, 0, W) = —ci (u, W, 0), c1(u, W,W) =0, Yue X, V0e H (Q), VW €Y, (2.30)

donde los espacios X, Y, Z y X se definen en (2.19), (2.21) y (2.22) y (2.101) respectivamente.

Demostracion. Probemos (2.27). Considerando que u € Z, es decir, u = 0 sobre I'y, uz = 0 sobre
I’y and div u = 0, y ademas teniendo en cuenta que el vector normal n sobre I'y es n = (0,0,1),
obtenemos que u - n = 0 sobre 9.
Por un lado, observemos que
1
c(u,v,v)z/u-Vv-de: §/u-V(v-v)dQ.
Q Q

Aplicando primero integracion por partes, y luego teniendo en cuenta que divu =0y u-n =0

sobre 02, tenemos
1 .
c(u,v,v) = ~3 /le u-(v-v)dQ— /u~ (v-v)-ndS| =0. (2.31)
Q oQ
Por otro lado, notemos que

c(u,v,z) +c(u,z,v) = u-Vv-de—i—/u-Vz-de

Q

(Vv-z+4Vv-z)dQ

u-V(v-z)dQ.

Il
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Aplicando primero integracion por partes, y luego teniendo en cuenta que divu =0y u-n =0

sobre 012, tenemos

c(u,v,z) + c(u,z,v) :—/ divu~(V~z)dQ+/u~(v~z)-ndS:O. (2.32)
Q o0

Asi, de (2.31) y (2.32), concluimos (2.27). La prueba de (2.28), (2.29) y (2.30) se realiza de manera

anéloga a la demostracion de (2.27). (]

Por lo tanto, teniendo en cuenta (2.24) y (2.26), la formulacion débil del problema consiste en

encontrar funciones u € X y 6 € H*(Q) tales que

Pra(u,v) 4+ PrMbi(6,v) + c(u,u,v) = (f(0),v), Vv e X, (2.33)
c1(w, 0, W) + a1 (6, W) + (B8, W), = (61, W) (asoy » YW €Y, (2.34)
u= ug sobre Ty 'y 0= ¢2 sobre {z3 =0}, (2.35)

donde (f(0),v) = [Pr(b+ RO)é3-vdQ; (BO, W) = [B6-WdS ; ug es la funcion tal que ug = g
Q I
sobre 'y y ug = u’ sobre I'g, y (¢1, W)ro\ fzs=0} = | ¢ -WdsS.
Fo\{wgzo}
2.3. Existencia de solucién débil al modelo de Rayleigh-Bénard-

Marangoni linealizado

Para esta seccién, consideramos el caso en el cual ug = 0 sobre I'g y ¢2 = 0 sobre {z3 = 0}. Sea
u € Z una funcién dada. Por lo tanto, la formulacién débil del problema lineal analogo a (2.33) -

(2.35), consiste en encontrar una dupla (u, ) € Xy X Y que satisfaga
Pra(u,v) + PrMbi(0,v) + c(u,u,v) = (f(0),v), Vv € Xo, (2.36)

cr(W,0, W) +ar (0, W) + (BO,W)p, = (61, W)\ (syeoy - YW €Y. (2.37)

Para encontrar las soluciones débiles al problema lineal planteado, en primer lugar consideramos las

formas bilineales: a : Xg x Xg > Ry a;: Y xY — R, dadas por

a(u,v) = Pra(u,v) +c(u,u,v) = Pr /Vu- Vv dQ+ /[(ﬁ -V)u] - vdQ, Yu,v € X,
Q Q
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a (0, W) =c1(a,0,W) +a1(0, W) + (BO, W)p,

:/[(ﬁ~v)0]~WdQ+/V0~VWdQ+/B0~WdS, VO, W €Y.
Q Q I

Asi, reescribimos (2.36) y (2.37) como

a(u,v) = (f(0),v) — Pr M bi(0,v), Vv € X,, (2.38)

dl(ﬁ, W) = <(J§1, W>F0\{13:0} , YW €Y. (239)

Veamos que ¢; € Y*. Observemos que si W € Y entonces

<¢17 W>F0\{m3:0} = / ¢1 -W dS.
To\{z3=0}

Notemos también que si W, Q € Y y o € R, entonces

61,0+ Qrgery = | or-laW Qs
Fo\{wgzo}
=« / ¢1- W dS + / ¢1-QdS
To\{zs=0} TFo\{z3=0}

= a (01, W)\ (wy=0y T (01, @)1\ {ws=0} -

Por lo tanto, ¢1 es un operador lineal. Ademaés, utilizando la desigualdad de Holder (véase Lema

1.2.16) y teniendo en cuenta que ¢, € Hz(Io\{z3 = 0}) C L%(I'g\{zs = 0}) tenemos que

<¢17W>F0\{m3:()}‘ = / ¢ - WdS
< [ lowias
Fo\{zg,:O}

< 1911l 2200\ aa=0p) Wl L2 0\ fza=0})
< ClWll L2 ro\ fas=op)
<CIW g1y -

Asi, ¢1 es un operador continuo en Y, y concluimos que ¢; € Y*.

Observacion 2.3.1. De aqui en adelante hasta el final de esta tesis, la letra C' denotard una

constante genérica que tomard diferentes valores segun sea el caso.
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Notemos que a; es un operador bilineal, ya que es una suma de operadores bilineales. Veamos que a;
es un operador continuo y coercivo en Y. Usando (2.29), y luego la desigualdad de Poincaré (véase

Lema 1.2.18 y Observacion 1.2.19), obtenemos que
ai(6,0) =ci1(u,0,0)+a1(0,0) + (BO,0)p,

:0+/V9~V9dﬂ+/39-9d3
Q I
= IVOlIZ2(q) + BlIOIZ2(r,)

> (|70

2 C||9||§{1(Q)~

Por lo tanto, @1(6,60) > C ||9||§{1(Q), para todo 6 € Y. Asi, 41 es un operador coercivo en Y. Ademas
aplicando la desigualdad de Holder y el Teorema de las inmersiones Sobolev (véase Teorema 1.2.11)

deducimos que
|d1(95W)| = }Cl(ﬁvovw) +CL1(9,W)+ <B97W>F1}

_ /[(ﬁ-V)e]-Wd9+/v9-VWdQ+/Be-st
Q I

Q
< [ v wiae+ [ 1vo-vw|ae+ [|po-w| as
Q Q I

< allpsoy 1Vl Loy Wl Loy + 1VOl L2 ) VWl L2 ) + B IO L2y W2 ry)
< Clallpay 100z ) W g ) + 100 g1 @) W @) + € B0l gy Wl o)
= (Clallysqy +1+C B) 0] g1 ) Wl g1 () -

Consecuentemente, |a1(6, W)| < C'[|0]| y1 () W g1 (o), Para todo §, W € Y, lo que muestra que Gy

es un operador bilineal y continuo sobre Y.

Siendo G; un operador lineal continuo y coercivo en Y y ¢1 € Y*, entonces por el Teorema de Lax-
Milgram (véase Teorema 1.2.17), existe una tnica 6 € Y que satisface la ecuacion (2.39). Ademas

observemos que como 6 que satisface (2.39) entonces

a1(0. W) = (61, W)\ (sg0y » VW €Y. (2.40)

Asi, reemplazando 6 por W en (2.40) y usando (2.29), obtenemos

a1(0,6) + (B0, 0)r, = (é1,0)1,\ (5=0} - (2.41)
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Ahora, usando la desigualdad de Holder en el lado derecho de (2.41) obtenemos
||V9||i2(sz) +B H9||i2 ) S D1l L2 @or gws=o) 101l L2To\ (s =01 »

y por la desigualdad de Poincaré encontramos que
OHeHiﬂ(Q) < ||V9||2L2(Q) +B ||‘9||2L2 ) < Mol

H2(F \{ ,0} || HHl

Asi, tenemos que la siguiente estimativa para 6 es valida

||9||H1(Q < CH¢1H (2-42)

H2 FQ\{I@ 0})

donde C es una constante que NO depende de u, ¢4, f.

Determinada 6 e insertada en la ecuacion (2.38) reescribimos el correspondiente problema en la

siguiente forma: Encontrar u € Xy tal que
a(u,v) = (lg,v), Vv € X, (2.43)

donde (lg,v) = (f(0),v) — Pr M b1(6,v).

Verifiquemos que ly € X§. Observemos que si v = (v, vz, v3) € X entonces

(lg,vy ={f(9),v) — PrMbi(0,v)

:/Pr(b+R9)63 vdQ — PTM/V9 Ao

. 3

:/Pr(b+R9)v3dQ PTM/ \YE —dQ
ox
. 3

Entonces, si v,w € Xy y a € R tenemos que
O(av + w)
(l97o¢v+w>: Pr(b+ RO) (avs +w3) dQY — Pr M VH-TdQ
3
—a/Pr b+R0)v3dQ+/Pr b+R9)w3dQ—aPrM/V9 —dQ) — Pr M/VH —dQ

=a| [Pr(b+ Rf)v3dQ — PrM|VE. - — dQ] [ Pr(b+ RO)ws dQ — PrM| V8- — dQ]
) [ szl /
a(le,v) + (lo, w) .

Por lo tanto, Iy es un operador lineal. Ademas, utilizando la desigualdad de Holder (véase Lema
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1.2.16) y aplicando el Teorema de las inmersiones de Sobolev (véase Teorema 1.2.11), deducimos

que

(g, V)| = /Pr(b+R0)v3dQ PrM/vo 6—dQ
x3
Q

= /Prbv3dQ+/PrR6‘v3dQ PTM/VH 8—dQ
3
Q

IN

/Prbv3dQ + /PrRGv;;dQ + PTM/V9 —dQ
x3
Q

IN

|PTb|/|’Ug| o + |PTR|/|9U3| dQ + |PTM|/‘V9 —‘ dQ
3

< |Proflvsll iy + [Pr ROl 2q) 03]l 2y + [Pr M| [[VO]] 2(q,

’ ov
Oxs L2(Q)
S |Prol vl ) + [Pr RO 20y 1VIIL2 o) + [P MIVO|| 20y IV VL2 (o)

< CIPrb||Vlg: ) + CIPr RO 1 ) V1w ) + 127 MO 1.0y 1Vl (0
< (C|Prb|+C|PrR| ||9||H1(Q) + |Pr M| ||9HH1(Q)) HVHHl(Q)

= (C|Pro|+ CPr R |0]] g1y + [Pr MU0 1)) 1V x - (2.44)
Asi, lg es un operador lineal y continuo en Xy, y concluimos que lg € X§.

Ademaés, observemos que @ es un operador bilineal, ya que es una suma de operadores bilineales.
Veamos que a es un operador continuo y coercivo en Xg. Usando (2.27), y luego la desigualdad de

Poincaré (véase Lema 1.2.18 y Observacion 1.2.19), encontramos que
a(v,v) = Pra(v,v)+c(u,v,v)

ZPT/VV-VVdQ+O
Q
= Pr||Vvllz (o

2
= PrC ||V||H1(Q)

2
=PrC|vl|x-

Por lo tanto, a(v,v) > PrC HVH;, para todo v € Xg. Asi, G es un operador coercivo en Xg. También

aplicando el Teorema de las inmersiones Sobolev (véase Teorema 1.2.11) obtenemos

|Pra(u,v)| =la(u,v)+c(,u,v)|
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= Pr/Vu-Vde—l—/[(ﬁ-V)u]-de
Q Q

< Pr/|Vu- Vv| dQ—I—/H(ﬁ-V)u] -v| dQ

Q Q
< PrVullpe o) IVVlLe ) + 10llpso) IVallyz o) VLo
< Pr ||u||H1(Q) ||V||H1(Q) +C ||ﬁ||L4(Q) ||UHH1(Q) ||V||H1(Q)

= (Pr+Clullyq) lallg o) IViig @

= (Pr+C[0llgaiqy) lullx V] -

Luego, |a(u,v)| < C|lul|x ||V|x, para todo u,v € Xo. Asi, G es un operador continuo en Xg.

Por lo tanto, como a es un operador bilineal continuo y coercivo en X y ly € X, entonces por el
Teorema de Lax-Milgram (véase Teorema 1.2.17), existe una tnica u € Xg que satisface la ecuacion

(2.43). Ademaés, como u que satisface (2.43) entonces

a(u,v) = (lg,v), Vv € Xo. (2.45)

Asi, reemplazando u por v en (2.45) y usando (2.27) llegamos a

Pra(u,u) = (lp,u). (2.46)

Por lo tanto, teniendo el cuenta el procedimiento realizado en (2.44), y aplicandolo al lado derecho

de (2.46) obtenemos

Pr|[Vullgaq) < (CIPrb] + CIPr R |6]| 11 gy + [Pr M116] 11 ) 1l x - (2.47)

Ademés, aplicando la desigualdad de Poincaré al lado izquierdo de (2.47) tenemos que

2 2
Pr OHu”Hl(Q) S PT||VU||L2(Q)

< (ClPro| + C|Pr R0 g1y + [Pr M0l g1 (0)) [[0lle2 () -

Finalmente aplicando (2.42) obtenemos que la siguiente estimativa para u es valida

laller @) < ClProl+ ClPr Rl ¢l 43 +ClPr M ||¢n || (2.48)

Lo\ {z5=0}) H? (Do\{w3=0})’

donde las constantes “C” no dependen de u ni de ¢1. Como resultado de esta seccion obtenemos la

siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.2. Sea ¢, € Hz (o\{zs = 0}). Entonces existe una tinica solucion (u,0) € XoxY
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para el problema lineal (2.36) - (2.37). Ademds, la solucion verifica las estimativas (2.42) y (2.48).

2.4. Existencia de soluciéon débil al modelo de Rayleigh-Bénard-

Marangoni

El objetivo de esta seccion es probar la existencia de solucion débil del problema (2.33) - (2.35).
Consideremos primero el caso en el cual ug = 0 sobre I'g y ¢2 = 0 sobre {x5 = 0}. Para probar la
existencia de una solucion u € Xy 0 € Y de (2.33) y (2.34), introducimos la funcion T:Z — Z
tal que para cada k € Z, T(k) = z, siendo z € Xo C Z y 6 € Y la solucién al siguiente problema

lineal:

Pra(z,v) + PrMb (0,v)+ck,z,v) = (f(0),v), Vv e X, (2.49)

c1(k, 0, W) + a1 (0, W) + (BO, W) = (¢1, W)\ (zs—0} » VW E Y. (2.50)

La aplicacion T esta bien definida. En efecto, de la Proposicion 2.3.2 tenemos que para cada vector
k € Z, existe un unico = fx € Y que satisface (2.50) y la estimativa (2.42). Luego, insertando k

y Ok en (2.49) tenemos que existe una Gnica solucién z € Xo de (2.49) que satisface la estimativa

(2.48) parau=2zy 0 = .

La estimativa (2.48) y la inmersion continua Xy — Z implican que:
lzllz < Clzllx < CK, (2.51)

donde K = C|Prb| + C|Pr R|||¢1]] + C|Pr M| ||¢1]] VY las constantes C

H Do\ {23=0}) HE (Fo\ {25 =0}

son independientes de k.

Considere ahora la bola B, = {k € Z : | k||, <7} CZ, con r = CK. Claramente B, es convexa, no

vacia, cerrada y acotada en Z. Ademés, si restringimos T a B, C Z, tenemos que
T |B7': BT — BT,

va que || T(k)||, < CK = r, para todo k € B,..

Veamos que T es un operador continuo. Sean ki, ko € Z. De la Proposicion 2.3.2 se sigue que existen
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01,02 € Y and z1,z, € X tales que

Pr CL(Zl,V) + PrMbl(Ol,v) + c(kl,zl,v) = <f(91),V> , Vv € Xo, (252)
Pr CL(ZQ, V) + PTMbl(@Q, V) + C(kQ,ZQ,V) = <f(92), V> , Vv € Xo, (253)
&1 (kl, 91, W) + CL1(91, W) + <B91, W>F1 = <¢1, W>F0\{13:O} N YW e Y, (254)
e1(ke, B2, W) + ar (62, W) + (B2, W)y, = (61, Wi oaroy » VW € Y. (2.55)

Restando las ecuaciones (2.54) y (2.55) obtenemos

a1(01 — QQ,W) + <B(t91 — 02)7W>F1 = —Cl(kz,el — 92, W) — Cl(kl — k2,91, W), YW eY.

Sustituyendo W por (61 — 02) € Y en la ultima ecuacién y usando (2.29), la desigualdad de Holder

y la inmersién continua H'(Q2) — L*(Q) llegamos a

V(61 — 92)HL2(Q) < |IV(6: — 92)”[,2(9) + Bt — 92||L2(F1)

< Clki = kalpaq) 1011 51 (o) -

Asf usando (2.42) y la desigualdad de Poincaré encontramos que

161 = 02l g1y < CIV(01 = 62)]] 120

< Clki — kellpaq) lonl (2.56)

HZ (To\{w3=0}) "

Ahora, restando las ecuaciones (2.52) and (2.53) deducimos que

Pr a(Zl—ZQ,V)—FC(kl—kQ,ZQ,V)—FC(kl,Zl—ZQ,V) = —P’I”Mbl(ol—og,V)—F/PT R(Gl—ﬁg)vg, Vv € Xo.
Q

Sustituyendo v por (z; — z2) € Xj en la tltima ecuacion, y luego usando (2.27) y la desigualdad de

Holder llegamos a

Pr HV(ZI — ZQ)Hiz(Q) = —C(k1 — kQ,ZQ,Zl — ZQ)—PTMb1(01 — 92,Z1 — Z2)—|—/PTR(91 — 92)(213—223)
Q
< ki = kel [1Z2llps(q) + [PrM] (|01 = 2] g1 (o) + CIPrR |61 — 02| 11 (g -
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Asi, usando (2.51), (2.56) y la desigualdad de Poincaré tenemos que

21 = 22|11 () < CK [[k1 — ka|lps () + C k1 — kel [|01]] (2.57)

H? (Do\{2s=0}) ~

Por lo tanto [|z1 — 221 () < C |lk1 — k2|1, donde C' es una constante que depende de la norma
Ilo1 ||H%(FO\{13:0}). Asi, concluimos que T es un operador continuo.

Ahora veamos que T es un operador compacto. Para esto, debemos probar que si (x;,) C B, es

neN

una sucesion acotada, entonces existe (Xp, ),cy € (%n),cy tal que (T(Xp,)), ¢y converge en B, C Z.

Sea (xp) C B, una sucesiéon acotada. Note que como T envia a B, en un conjunto acotado

neN
M C Xy, y como Xy es una inmersion compacta en L4(Q), entonces el operador inclusién i de X en
L*(Q) es compacto. Por lo tanto, tomando la composicion de i con T obtenemos io T': B, — L*(Q),
la cual estd dada por io T(w) = i(T(w)) = i(z) = z. Ademas observe que como (T'(x,)),,cy € Br,

entonces (T'(X,)),cy €8 acotada. Por lo tanto, como i es compacta, existe (X, ),y € (Xn),en, tal

que i (T (Xn,)),cy converge en L*(2), pero como i(T(%Xn,))reny = (T(%n,)) entonces tenemos

reNy

que (T(%n,)),cy converge en B, lo que demuestra que 7' es un operador compacto.

Por lo anterior, estamos en condiciones de usar el Teorema del Punto Fijo de Schauder (véase Teo-
rema 1.2.20), del cual concluimos que T tiene un punto fijo u = T(u) € Xg. Este punto u, junto
con la correspondiente funcién 6 = ,, € Y, solucionan el problema (2.49),(2.50) para k = u, y esta

es la solucion deseada para el problema (2.33), (2.34).

Resumimos este resultado en el siguiente teoremas:

Teorema 2.4.1. Sea ¢y € Hz (I \ {3 = 0}). Entonces, existe por lo menos una solucion (u,0) €
Xo X Y para el problema (2.33) - (2.35), con u) =0 sobre Ty y ¢ = 0 sobre {x3 = 0}. Ademads, la
solucion verifica las estimativas (2.42) y (2.48).

Para probar la existencia de una solucién al problema (2.33), (2.34) y (2.35) en el caso general, esto
es, cuando ug # 0y ¢ # 0, reducimos el problema a un problema con condiciones homogéneas para

la velocidad u sobre T'g y la temperatura 6 sobre {x5 = 0}. Para este fin, consideramos la siguiente
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funcion:
u’  sobre I'g;

Ww=< % (2.58)
0 sobre I'y.

Veamos que ﬁg € H%(Z)Q). Note que como ug € H%(FO), entonces por la definicion del espacio

H> (0Q) (véase (1.1) para g = 2), tenemos que

2

2
Uy (v)
I //” 0 sstayas ) <o

Por lo tanto, teniendo en cuenta la forma como se defini ﬁg, obtenemos que

=

2

= [[ugll, 00 + //Hu e gy)” dS(x) dS(y)

”ﬁgH $,2(0Q)

o0 002 y”
5 - &) :
u
= gl r, + //’ D=3 sy asty
= H“gﬂ%yg(m < 0. (2.59)

Asi, concluimos que ul € H%(BQ). Por lo tanto, usando el Lema de Hopf (véase Lema 1.2.21),

consideramos una funcion u. = (uc,, ue,, U, ) la cual satisface las condiciones
u. € H' (Q), div u. =0 en Q, u, = ﬁg sobre 012,
2
le(v,ue, v)| < e ||Vl (q), YV € Xo. (2.60)

Para garantizar la existencia de u., suponemos que ﬁg satisface la siguiente condicién de compati-

bilidad, la cual proviene del Teorema de Green y la condicién div u; = 0 en 2:

/ﬁg-ndS:O,

[219]

/ug-ndSzo.

o

lo cual se cumple siempre que
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Ademas, construimos una funcién s € H*(£2) tal que

—Afs; =0 en €,

05 = b2 sobre {z3 = 0},
(2.61)
% + Bfs =0 sobre I'y,

% = ¢ sobre T'p\{z3 = 0}.
A continuacion se verifica la existencia de 5. Sea (;NSQ sobre 0f2 definida de la siguiente manera

7, — ¢2 sobre {z3 =0}; (262)
0  sobre 0Q\{z3 = 0}.

Teniendo en cuenta que ¢ € H? ({x3 = 0}), de manera ansloga a (2.59) se prucba que ¢y € H? (952).
Por lo tanto, como ¢y € H=(dQ) C L2(8Q), por el Teorema 1.2.1, existe &, € H(Q) tal que
v (®y) = 52 y existe una constante C' > 0 tal que

19210y < € [02] g (2.63)
Luego aplicando (2.59) al lado derecho de (2.63) llegamos a

Sea #; = 65 — ®5. Entonces, teniendo en cuenta que 65 satisface el sistema (2.61), y la forma como

se defini6 q~52 en (2.62), tenemos que

—A@l = —A@g + A‘I)Q = A(I)Q en )

9126‘5—(1)2:(252—(]52:0 sobre{x;;zO},

91 B =5 4 Bhs — 922 — Bhy = —922 sobre I'y,

n on

%:%_%:(bl_ongl SObI‘ero\{Igzo}_

50



Asi, el problema de la existencia de 65 se reduce a garantizar la existencia de 6; € H'(Q) tal que

—Af; = Ad, en (2,
0, =0 sobre {z3 = 0},
(2.65)
% + B, = —% sobre I'y,
% = ¢ sobre I'o\{z3 = 0}.

Multiplicando la primera ecuacion de (2.65) por una funcién de prueba W € Y e integrando por

partes obtenemos

90 o
/V@l-VWdQ— —Ii-WdS+/V<I>2-VWdQ— a—rf-WdS:O. (2.66)

Q o0 Q o0

Asi, teniendo en cuenta que W € Y y usando las condiciones de frontera de (2.65), tenemos que

00, 00, 001 00,
T wWds = A wd Y wod T wd
o W ds /anws+/anws+ o Wds
o0 To\{z3=0} {xz3=0} Iy
B 00, 00,
= / n W dS + on W dS
Fo\{xg:O} Fl
o
= qﬁl-WdS—/B@l-WdS— %-st.
To\{z3=0} |1 Iy

Ademas como W € Y y teniendo en cuenta (2.62) llegamos a

o [} [} [}
&.de - / &.de_i_ / &.stq_ &.de
on on on on
o0 Do\ {z3=0} {25=0} Ty
_ / 92 yras+ 922y as
on on
FQ\{CE3:O} Fl

Por lo tanto de (2.66) obtenemos

o
/V@l-VWdQ+/B01~WdS: /¢1-WdS—/Vq>2-VWdQ+ / a—If-WdS, YW €Y. (2.67)
Q i Io\{z3=0} Q To\{z3=0}

La existencia de una tnica solucién ¢, € Y de la ecuacion (2.67) se sigue del Teorema de Lax-

Milgram (véase Teorema 1.2.17). Por lo tanto, tomando 05 = 6; + ®2, tenemos que s € H(Q) y
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05 satisface, en forma débil, el sistema (2.61).

Observacion 2.4.2. Note que como 01 satisface (2.67), entonces reemplazando W por 61 en (2.67),
y aplicando la desigualdad de Hélder, el Lema 1.2.14, la desigualdad de Poincaré y el Teorema de

Inmersiones de Sobolev obtenemos

HV91||2L2(Q) < ||V91H2Lz(9) +B ||91||i2(1“1)

<01l 2 (0o fas =op) 101120\ 5=0y) + VOl L20) IV P2l 20

< ClIVOl L2 (g 1l VO L2 P2l 1 () -

H? (Do\{ws=0})

Por lo tanto,

V01l 20y < Cllonll , 12l 1 gy -

H? (To\{z3=0}

Asi, como 0 €Y, por la desigualdad de Poincaré tenemos que [|01| 1 (o) < C'[[VO1|12(q) y llegamos

a

1011 g2 ) < O[||¢1||H%(Fo\{z3:0}) + P2l 1 ()- (2.68)

Finalmente, como 05 = 01 + ®o, entonces por la desigualdad triangular tenemos que ”95HH1(Q) <

1011111 () + 12l g1 () ¥ de (2.64) y (2.68) obtenemos

H95||H1(Q) S C[HQS]"”H%(FQ\{:&;;:O}) + H¢2||H%({z320})] (269)

Observacion 2.4.3. Note que dado § > 0, podemos construir 05 € H'(Q) que verifique el sistema

(2.61) y
105l La(q) < 6. (2.70)

En efecto, considere una funcion p. € D(R®) que verifique

1 sid(z,00) <e/2;
Pe =
0 sid(xz,00)>e.

Ast, dado § > 0, redefinimos la funcion 05 construida en el procedimiento anterior, como 0s := @0s.

En primer lugar, veamos que 05 = p:0s satisface las condiciones de frontera de (2.61), es decir,

P05 = ¢2 sobre {x3 = 0}, (2.71)
% + B(p:b0s) =0 sobre 'y, (2.72)
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8(905 6‘5)
on

= ¢ sobre T'o\{z3 = 0}. (2.73)

Teniendo en cuenta que p. = 1 sobre 0S), tenemos que

wels = @2 sobre {x3 =0}, (2.74)
6(90595) o 005 B _
“on — on @1 sobre To\{z3 = 0}, (2.75)
! A(p:bs) ol
Pels 00U _
on + B(p:0s) = In + BOs = 0 sobre I'y. (2.76)

Ademds, observemos que

||95||L4(Q) §||90895HL4(Q)

< ||908HL12(Q) 1651 LS(Q)

< Cllgellprzioy 1051 g1 () -

Luego, dado § > 0, tomando ¢ arbitrariamente pequeno podemos garantizar que HQDEHLH(Q) <

5 Asi .
= - S concluzmos ue
Ol 11 111 sy q

105l L4y < 6. (2.77)
Como conclusién de las Observaciones 2.4.2 y 2.4.3 tenemos el siguiente lema:

Lema 2.4.4. Sean ¢, € Hz (Do \ {x3 = 0}) y ¢ € H=({x3 = 0}). Entonces para cada § > 0, existe
05 € H'(Q) que resuelve el sistema (2.61) y satisface las estimativas (2.69) y (2.77).

Ahora, buscando una solucién (u, #) al problema (2.33)-(2.35) en la forma u =u. +dy 0 = 65 + 0,
conu € Xgy 0 € Y nuevas funciones desconocidas, obtenemos una ecuacién no lineal para su

determinacién. Reemplazando u=u. + 1y 6 = 5 + 6 en (2.33)-(2.35) obtenemos:

Pra(u. +1,v) + PrMbi (05 +0,v) + c(u. + G, u. + 1, v) = <f(6‘5 +§),v>, Vv e Xy, (2.78)

cr(ue + 1,05 + 0, W) + ar(6s + 0, W) + <B(95 +0), W>F1 = (61, W)\ (mymoy » YW €Y, (2.79)
u = 0 sobre Iy, (2.80)

6 = 0 sobre {z5 = 0}. (2.81)

Como puede verse, el problema se redujo a otro con condiciones de frontera homogéneas para la
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velocidad 1 sobre 'y y la temperatura 9 sobre {xz3 = 0}. Asi que aplicando un procedimiento similar
al realizado en la primera parte de esta seccion (véase Teorema 2.4.1), se prueba la existencia de
solucién 1 € Xo y 0 € Y para (2.78)-(2.81) aplicando el teorema del punto fijo de Schauder. Por lo
tanto, tomandou =u. +uy 6 = 05 + 5, tenemos que u € X, 6 € H(Q), y (u,0) satisface (2.33) -
(2.35).

Ademas, notemos que comou=u. +uy 6 =605+ 9 satisfacen (2.33) y (2.34), entonces
Pra(u. +1,v) + PrMbi (05 +0,v) + c(u. + G, u. + 1, v) = <f(6‘5 + 5),v> , VW eXy, (2.82)

(e + 1,05 + 0, W) +ar (05 + 0, W) + <B(95 +0), W>F = (01, W)\ (mamoy - VW €Y. (2.83)

Aplicando el hecho de que los operadores a, a; y by son bilineales y que ¢ y ¢; son trilineales,

reescribimos las ecuaciones (2.82) y (2.83) como

-~

Pra(u.,v)+ Pra(u,v) + Pr Mbi(05,v) + Pr M bi(0,v) + c(ue, ue, v) + c(ue, 0, v)

~

+c(u,u.,v) +c(u,u,v) = /Pr(b + ROs)vs d) + /Pr(b + RO)vs dQ, Vv € Xo,  (2.84)
Q Q
c1(ue, 05, W) + ¢1(ue, @‘\, W)+ ce1(1,05, W) + c1(1, 5, W)+ a1(05,W) + ay (5, w)

+(BOs, W)y, + <B§, W>F1 = (1. W)ro (aroy » YW €Y. (2.85)

Reemplazando v por iy W por 9 en las ecuaciones (2.84) y (2.85) respectivamente, tenemos que

-~

Pra(u,u) + c¢(u,u,u) = —Pra(u.,u) — PrM b (6s,1) — PrM b;(6,1) — ¢(ue, ue, i) — ¢(ue, u, u)

—c(U,u, u) + /Pr(b + RO5)us dSY + /Pr(b + RO)is d9, (2.86)
Q Q
al(A, 5) + <B§, §>F = —ci(ug, s, 5) —c1(ue, 5, @\) —c1(1, 05, 5) — 11, 5, A)
—a1(65,0) — <395,9>F1 n <¢1,9>F0\{x3:0} . (2.87)

Ahora, teniendo en cuenta que U € Xy C Z, usando (2.27) y (2.29) tenemos que c(u,u,u) =0y
¢1(1,0,6) = 0 respectivamente. Ademas, si suponemos que ug -n = 0 sobre Ty \ {x3 = 0}, usando
(2.28) y (2.30), deducimos que c(u., T, 1) = 0 y c1(u,8,0) = 0 respectivamente. Por lo tanto, las
ecuaciones (2.86) y (2.87) se reducen a

~

Pra(u,u) = —Pra(u.,u)— PrMbi(s,u) — Pr M by(0,0) — c(u.,u,0)
—c(U,ue,0) + /Pr(b + ROs)us d2 + /Pr(b + RO)us dQ, (2.88)
Q Q
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as ( ,A) + <B§, §>F1 = —cl(ua,95,§) —c1(, 95,67) - a1(6‘5,§)
- <Beé, §>F1 n <¢1, §>r0\{13:0} . (2.89)

De (2.88), aplicando la desigualdad de Holder y (2.60) llegamos a
PTHVﬁHiz(Q) < |PrM[|VO] 12 ||VﬁHL2(Q) + [ Prl HVUEHLQ(Q) HVﬁHL2(Q)
+ |Pr M[||V05]| 12y IVUllg2 ) + € ||ﬁ||i11(9) + HusHi‘l(Q) [VUllg20) + C Uy g

+ |Pr R| HGJHL?(Q) ||ﬁHL2(Q) + |P7”R|H9HL2(Q) ||ﬁHL2(Q) : (2.90)

Ademas, aplicando el Teorema de Inmersiones de Sobolev y la desigualdad de Poincaré al lado

derecho de la ecuacion (2.90) obtenemos
~12 N ~ ~ ~
Pr HVU-HL2(Q) < 0]l m (o) Hvu||1,2(sz) +C HuaHHl(Q) Hvu||1,2(sz) +C H95||H1(Q) ”vu”L2(Q)
~2 2 ~ ~ ~
+C e[ VUllgs q) + Cllucllig o) IVUllpz o) + CIVUll2 o) + ClIbsll g1 o) 1Ullp2

+ CllOl (o) 0Lz q) -

Por lo tanto,

R ~ ~ 2
Pr ||vu||L2(Q) < Cll0l 1) +C ”ua”Hl(Q) +C ”95HH1(Q) +Ce HVU'HL2(Q) +C ”ua”Hl(Q)

+C+C 05 1) + CllONm (-

Ademas teniendo en cuenta que € es un numero arbitrariamente pequeno, tenemos

IVl < Clblm @) + C luellg ) + Cll6s 1.0y + C llue o g
+C + C 05 g1 ) + ClION 2 00 (2.91)

Asi aplicando la desigualdad de Poincaré al lado izquierdo de (2.91) obtenemos

Hﬁ”Hl(Q) < CllOll (o) + C HU-EHHI(Q) +C H96”H1(Q) +C ”ué‘Hf{l(Q)

+C +C 05l 111 ) + Cll6ll 1110 (2.92)

Por lo tanto teniendo en cuenta (2.69) y (2.92) llegamos a

Hﬁ”Hl(Q) < C(W”Hl(ﬂ) + ||u€||H1(Q) + H¢1H (2-93)

i3 o taaop) T 1920t (o))

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Holder al lado derecho de la ecuacion (2.89) deducimos

que
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V01220 < V013200 + BIVr,)
< 98511 g0 11V8 2y + B U6l oy 181 sy + 18l 1198 220 19511

el gy 1980 22y 16511y + 101 s oacopy 1812 om0y (2:94)

Ademas, aplicando el Teorema de Inmersiones de Sobolev y la desigualdad de Poincaré al lado

derecho de la ecuacion (2.94) obtenemos

V61122 ) < Cllbs] ey V0N 220 + C 10511 e 1 V0l 222y + C N8llers oy 190 222 19511 11

+ O lucllg ) IVOllz2@) 105l ago) + Cllonl VO] L2 (0

H? (Do\{25=0})

1980 200) < C 165l sy + € 195151 0y + C I8ilsgs ) 1951 g

+ C el ) W08l iy + C 61113 o peacoy (2.95)
Por lo tanto aplicando la desigualdad de Poincaré al lado izquierdo de (2.95) tenemos que
10l < ClOs gy + € Il e 105 o
+ C a2 @) W8l iy + C 1011 13 (o gono (296)
Usando (2.93) en (2.96) encontramos que
80 < C 1051y + € Wl ey Ut lers ) + 1611 oy gmacopy *+ 192 0 (gnao)
+ Cl) 10 198l gy + C 1 gy 108l gy + C 0113 o pmacopy 297

Luego como por el Lema 2.4.4 tenemos que ||0s|,4() < 0, donde § es un niimero arbitrariamente

pequeno, llegamos a

B0y < Cleleg o + 161 102013 o) (2.98)

H3 (To\{23=0})

De igual manera, de (2.93) y (2.98) obtenemos

Finalmente, teniendo en cuenta queu=u. +uy 6 =65 + 5, de la desigualdad triangular tenemos

que [[uflgr o) < ellmr o) + 10l @) ¥ 19151 @) < 105l 51 0) + 10lla ) Ast de (2.69), (2.98) y
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(2.99) obtenemos que las soluciones u y 6 de (2.33) - (2.35), satisfacen la siguiente estimativa:

donde [[uc (/g1 (g, es una constante que depende de |u ) A continuacién establecemos este
0

g || H?2
(
I’eSlﬂladO COINno un teorema.

Teorema 2.4.5. Sean ¢; € H2 (T \ {x3 =0}), ¢ € Hz({x3=0}) y u) € H? (To) tales que
fFo uy-ndS =0y u)-n=0sobre Ty \ {3 = 0}. Entonces el problema (2.33) - (2.35) tiene por lo

menos una solucion (u,0) € X x H*(Q). Ademds, la solucion (u,0) satisface la estimativa (2.100).

Finalmente, definimos los siguientes espacios de funciones

X := {u—(ul,uQ,U3)6X:/u~nd5’_0, y u~n—0s0breF0\{x3_O}}, (2.101)
r

=

H* (00) := {7loq (0) sue X}, (2.102)
con las normas inducidas de H'(Q) y H? (09) respectivamente. Teniendo en cuenta estos espacios,

reescribimos el Teorema 2.4.5 de la siguiente manera:

1
Teorema 2.4.6. Sean ¢ € H2 (T \ {x3 =0}), ¢po € Hz({z5=0}) y u) € H* (Iy). Entonces el
problema (2.33) - (2.85) tiene por lo menos una solucion (u,0) € X x H' (). Ademds, la solucion
(u,0) satisface la estimativa (2.100).

2.5. Unicidad de la solucién débil

El propésito de esta seccion es determinar condiciones bajo las cuales podemos garantizar que la
solucion débil (u,6) € X x H'(€) del sistema (2.33) - (2.35) es tinica. Recordamos que la unicidad
de soluciones estacionarias para el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes se tiene bajo condiciones
de pequeiiez de los datos (véase Villamizar et al [43]). Para el caso del modelo de Rayleigh-Bénard-
Marangoni, el cual involucra condiciones de frontera particulares, queremos determinar la relacién
entre los pardmetros y los datos de frontera que garantizan la unicidad de la solucién débil. El
analisis de la unicidad de la soluciéon débil serda fundamental para el estudio de un problema de
control de parametros, el cual serd analizado en la Seccion 3.3. Con este fin, suponemos en primer

lugar que existen soluciones (uy, 1) € X x H(Q) y (ug,62) € X x H'() del sistema (2.33) - (2.35).
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Entonces,

Pra(ul,v) + PrMbl(Ol,v) + c(ul,ul,v) = /PT (b—|— R91)v3 dQ, Vv € Xo, (2103)

Q
cl(ul, 01, W) + a1(91, W) + <B91, W>F1 = <¢1, W>F0\{I3:0} , YW eY, (2104)
u; = ug sobre Ty 'y 61 = ¢ sobre {z3 =0}, (2.105)

y

P’I”CL(HQ,V) + P’I”Mbl(QQ,V) + C(UQ,HQ,V) = /PT (b+ R92) U3 dQ, Vv € Xo, (2106)

Q
Cl(UQ, 0o, W) + CL1(92, W) + <B92, W>F1 = <¢1, W>F0\{I3:0} , YW eY, (2107)
us = ug sobre Ty 'y 62 = ¢ sobre {z5 =0}. (2.108)

Restando (2.106) de (2.103), (2.107) de (2.104), (2.108) de (2.105), y tomando u = u; — uz y

6 = 6, — 02, obtenemos que

Pra(u,v) + Pr M bi(0,v) + c(u,uy,v) + c(uz,u,v) = /Pr R 6 -v3dQ, Vv € X, (2.109)

Q
cl(u, 01, W) + cl(u2,9, W) + al(ﬁ,W) + <B6‘,W>F1 =0, VIV e, (2110)
u=0 sobre 'y y 6=0 sobre {3 =0}. (2.111)

Reemplazando v por u € Xy en (2.109), W por 6 € Y en (2.110), usando (2.28), (2.30) y la
desigualdad de Hélder, deducimos que

Pr(|Vul[2q) < |PrM[||V0] L2 IVl L2) + [l 7o) Vil z2) + [PrR[10]| L2 0 llull 2 o),
(2.112)
VOl 720) + BlONIT2(ryy < lulla@) VOl L2 @) 10]] La(e) - (2.113)

Por lo tanto, usando la desigualdad de Poincaré (Ver Lema 1.2.18 y Observacion 1.2.19), de (2.112)
y (2.113) llegamos a

PT”VHHLQ(Q) S |PT‘M|||V9||L2(Q) + C”VUHLZ(Q) HVul ||L2(Q) + C|PTR|HV9HL2(Q), (2114)

VO] L2y < ClIVull L2 V01l 22(0)- (2.115)
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Usando (2.115) en (2.114), encontramos que
Pr||Vul|r2q) < (CIPrM|||V01| 12(0) + ClIVu1||z2(q) + C|PrR||VO1| 2(0)) IVl L2y (2.116)

Pero como (uy,01) y (ug,62) son soluciones del sistema (2.33) - (2.35), entonces por el Teorema
2.4.6, (uy,61) y (uz,6y) satisfacen la estimativa (2.100), lo que implica que

Pr(Vul| L2 o) < (ClPrM|+Ci+C|PrRI){[[uc || g ool ;1 jHiez|

‘quLQ(Q)a

H? (To\{z3=0}) H2 ({z3=0}) ]|

donde la constante Cy es obtenida de la estimativa (2.100) y depende linealmente de los parametros

M, By R. Por lo tanto,

Pr[Vu 2oy = (CIPrMI+CrCIPYRIN e gz oy HI811 3 1o goacor H1920 3 o I V82260 < 0.
En consecuencia, si se satisface que
Pr = (CIPrM]| + Cy + CIPIRIuc gy 19113 s ooopy 1920 13 (raop) > O

concluimos que [|Vu|z2(q) = 0, lo que implica que Vu = 0, y por lo tanto u es constante. Pero como
de (2.111) tenemos que u = 0 sobre I'y, deducimos que u = 0, y asi u; = uy. Ademas, teniendo
en cuenta que ||Vul/z2(q) = 0, de (2.115) obtenemos que ||VO||12(q) = 0, lo que implica que 6 es
constante. Pero como de (2.111) tenemos que 6 = 0 sobre {z3 = 0}, deducimos 6 = 0, y asi 6 = 65.

A continuacion establecemos este resultado como un teorema.

1

Teorema 2.5.1. Sean ¢, € H2 (T \ {x3 =0}), ¢2 € Hz({z3=0}) y u) € H*(Ty). Si Pr—
(C|PrM|+Cy+C|PrR|)[[|tel g (o) —|—H¢1HH2 Fo\(zs=0}) H¢2||H2({ _0})] > 0, entonces el problema
(2.33) - (2.85) tiene solucion inica (u,0) € X x HY(Q). Ademds, la solucion (u,0) satisface la

estimativa (2.100).

Observacion 2.5.2. Observe que la condicion

Pr— (C|PrM| + C1 + C|PrR|)[|luc| g )+l

+ll¢2|l >0

H (To\{s=0}) 1 ({w3=0})

se verifica si las funciones us, ¢1 y ¢ son pequenas o si los coeficientes M, R y B son pequenos.
En particular, si tomamos ug =0, ¢1 =0 y ¢p2 = 1, estamos en el problema original estudiado en
[87]. En este caso la condicion que determina la unicidad depende del tamario de los pardmetros Pr,
R, M y B. Ademds como (up, 6y, pp) dada por (2.10) es solucion del modelo de Rayleigh-Bénard-

Marangoni con datos de frontera ug =0, ¢p1 =0y @3 = 0., tenemos que para pequenos valores de
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R, M y B, la tnica solucion del modelo es (uy,0y,pp). Este hecho motiva el estudio del problema

de bifurcacion analizado en [37].

2.6. Problema de Regularidad

En la seccion anterior se probo la existencia de una solucion débil (u, 8) € X x H*(£2) del problema
(2.33) - (2.35); pero debido a que consideramos las derivadas tangenciales y normal de la temperatura
en partes de la frontera, en el sentido de la traza, encontramos la necesidad de probar que la solucion
débil para la temperatura en H'() es, de hecho, una solucién fuerte, esto es, pertenece al espacio
H?%(Q). Por esta razon, en esta secciéon abordamos el siguiente problema de regularidad para la

solucion débil § € H(Q): Hallar § € H?(Q) tal que

—Af=—(u-V)§ enQ,

o0

2=+ B0 =0 sobre I'y,

on ' (2.117)
g—fl =@ sobre I's,

0= o sobre I's,

donde 02 =T'1 UT'3 UT'3 como se muestra en la Figura 2.5.

Iy

(e
|
|
|

I's

Figura 2.5 — Representaciéon de 02.

De los resultados de la seccion 2.4 sabemos que existe una solucion débil § € WH2(Q) del sistema
(2.117). Para probar que § € W22(), usamos un procedimiento de regularidad eliptica el cual se

evidencia en la prueba de la siguiente proposicion:

Proposicion 2.6.1. Sean ¢, € H2(Ty), ¢ € H2(I'3) y f € LP(Q) con S < p < 2. Entonces el
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siguiente sistema

SNES
folo) —
% 4 BY=0
n =1

0= ¢2

tiene una solucion 6 € W2P(Q) con £ <p < 2.

en €,
sobre T'y,

sobre I'y,

sobre T's,

Demostracion. En primer lugar considere n(x3) y 6 definidos por:

1

n(xs) = exp[B(2x3 — —x

2

2] y

é:n@.

Observe que como z3 =0 en I's y x3 = 1 en I'; tenemos que

0

s

0
on

00

d(nv)
= n
on

In
— g
on

r, on

Iy Iy

IS

= 1(0)0|p, = o2,

0B(2 — z3)nlp, — nBO|p, = 0.

Ademas, teniendo en cuenta que V7 - n = 0 sobre I'y obtenemos

0
on

d(nd)

on

I'>

n—
I on

+ o1
I on

=ne1.
Iz

Asi el problema (2.118) se redujo a encontrar § € W2?(Q) con 8 <p<2, tal que

donde f = —0n" — 2229 +nf y ¢1 = né1. Definimos ahora la funcién ¢, dada por

Ox3

en ),
sobre I'q,

sobre I's,

sobre I's,

~ ¢2 sobre I's,

h2 =

0  sobre OQ\I's.
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Teniendo en cuenta que ¢y € H2 (T's), de manera analoga a (2.59) se prueba que ¢y € H2 (9€2). Por
lo tanto como ¢o € H2 (99), por el Teorema 1.2.1 existe ®; € H2(Q) tal que v(®3) = ¢o. Considere
6 = 6 — ®,. Notemos que

9F3 = ém_ Do|p, = ¢2 — 2 =0, (2.125)
o0 00 Bl 0D, 0D,
- - 2 - =< -—0—- —= = = , (2.126)
on - on - on r, on r, on r,
y ~ ~

00 00 0Py ~ 0Py

- - 2 _ =< = - = . 2.127

on - on . on Iy 2 on Iy ( )

Asi el problema (2.123) se redujo a encontrar § € W2?(Q) con S <p<2 tal que

—Ab=f en,

26 _ b3 sobre I'y,

o (2.128)
% =¢ sobre I's,

0= sobre I's,

donde f = f+ Ady, ¢35 = — G|y 61 = b1 — F2| . .

Ahora descomponemos la solucién 6 de (2.128) como la suma 6 = 6, + 6 + 65, donde 61, 65 y O3

resuelven respectivamente los siguientes problemas:

—Ab#; = f en €,

%01 g sobre I'y, (2.129)
90, — sobre Iy,

6, =0 sobre I's,

—Afy = en 2,

9 =0 sobre I'y, (2.130)
902 é1  sobre I'y,

0y =0 sobre I's,
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—A93 =0 en {2

)

a0
e = ¢3 sobre I'y,

(2.131)
% = sobre I'y,
s =0 sobre I's.

Observacion 2.6.2. Si verificamos que existen 01, 02,03 € WP(Q) con g < p < 2 que resuelven
(2.129), (2.130) y (2.131) respectivamente, entonces tomando 6 = 0, + 05 + 05 tenemos que 6 €
W2P(Q) con & < p < 2, soluciona el sistema (2.128). Luego tomando 0 = 0 + ®, obtenemos que
6 € W2P(Q) satisface (2.123), para S < p < 2. Finalmente considerando 6 = %67 concluimos que
6 € W2P(Q) resuelve el problema (2.118) con ¢ < p < 2, y con esto se concluiria la prueba del

Lema.
Para probar la existencia de 61, 62,03 € W?P(Q), requerimos del siguiente resultado preliminar:

Teorema 2.6.3. Si F' € L?(Q) con g < p < oo entonces la solucion débil del problema

—Aw=F en{

)

% =0 sobre I'y U Ty, (2.132)
w=20 sobre T's,

pertenece al espacio W2P(().

Demostracion. La demostracion se sigue del Teorema 1 y de la Seccion 5 de Dauge [16]. Véase

también Dauge [17]. O

Asi por el Teorema 2.6.3, si f € LP(Q) con 8 < p < oo entonces el sistema (2.129) tiene solucién
0, € W2r(Q). Recuerde que f = —0n" —2%n'+nf+A¢2. Observe que como 6 € H*(Q)) — L?(Q)
entonces 6‘9—9 € L*(Q). Ademas, como por definiciéon tenemos que
z3
L o
n(xs) = exp|B(2xs5 — 5:63)],

entonces

n = B2 —x3)n

n” = —Bn+ B2(2 - x3)277.
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Por lo tanto como en ) tenemos que 0 < z3 < 1, entonces no es dificil verificar que 1, ' y "
pertenecen a L?(£2). Finalmente, como ®3 € H?(2), A®y € L?(Q), y como por hipétesis inicial del
lema tenemos que f € LP(£2) con g < p < 2, concluimos que f € LP(Q) con g <p<2 Asiel

sistema (2.129) tiene solucién 6; € W2P(€2) con & < p < 2.

Por otro lado observe que para encontrar 02,035 € W2P(Q) soluciones de (2.130) y (2.131) res-
pectivamente, no podemos utilizar directamente el Teorema 2.6.3 ya que estos sistemas no tienen
condiciones de frontera homogéneas. Por lo tanto para resolver el problema (2.130), en primer lugar
dividimos 'y en cuatro partes I'y con i = 1,2,3,4, como se muestra en la figura 2.6 y descompo-
nemos la solucién 62 como la suma Oy = 0y, + 02, + 02, + 02,, donde 0y, , O2,, 02, y 02, resuelven

respectivamente los siguientes sistemas:

—Afy, =0 en €,

902, 21 1
s = 1 sobre I';,

(2.133)
ag% =0 sobre I'; U (2 \ T3),
02, =0 sobre I's,
—Afy, =0 en €,
851212 =¢?  sobre I'Z, (2.134)
P22 =0 sobre Ty U (I \T2),
0, =0 sobre I's,
—A923 =0 en Q,
ag% = é? sobre I'3, (2.135)

2= () sobre 'y U (2 \ T'3),

02, =0 sobre I's,
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—A924 =0 en Q,
P21 _ §4  sobre T4
on T o (2.136)
agfl“ =0 sobre I'; U (g \ T'3),
02, =0 sobre I's,
donde gisll con ¢ =1,2,3,4, es definida de la siguiente manera
.. &1l sobre T,
— "2 T (2.137)
0 sobre OO\T%.
L
-
e 7
- P |
- e
A B ‘/ l
I3 !
iy \ : Iré
| |
T P e
-
| P -
I - - g
-
77777777 I~ Z

Figura 2.6 — Division de I'a.

Para resolver el problema (2.133) dividimos la frontera de I'}, denotada por dI'}, en 9I's = I'A1 U
32 uTi3 UTi* como se muestra en la figura 2.7, y construimos una funcién t; como una solucién

de la ecuacion de calor, con la variable xo correspondiente al tiempo:

Z—f; = Ain en '} x (0, 00),

9 sobre T'4* x (0,00), i=1,2,4,

” 20 (2.138)
Y1=0 sobre T'33 x (0, 00),

Y1(z1,0,23) = ¢1(z1,23)  sobre I'}.
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14
F2

Figura 2.7 — Divisién de oI'}.

Note que aplicando el conocido método de Galerkin a la ecuacion lineal del calor (2.138), se muestra

que existe una solucion 1, € H?(Q) del problema (2.138).

Asi, considere para (z1,z2,23) € '} x (0, 00):

(L2 - 1)

oL Y1z, Ly zs) | (2.139)

L
Ty (21,22, 23) = — (:C% — 1)/1/11(961,2,963) dz—l—x%

Z2

Observe que como 11 € H%() entonces Ty € H?(£2). Ahora veamos que Ty satisface las condiciones
de frontera en (2.133). En primer lugar note que sobre '} tenemos que w2 = 0 y el vector normal

exterior es n = (0, —1,0), asi

%’F% = VTl . n|F%
L
2 (L* -1)
= 2x3 [ 1(21,2,23) dz — (25 — )h1 (21, 22, 73) + 2$2T¢1 (w1, L, x3)
T2
= _[_1/}1 ('rlv Oa I3)]
= ¢1. (2.140)

En segundo lugar teniendo en cuenta que sobre I'y el vector normal exterior es n = (0,0, 1), y como

por (2.138) tenemos que ¥, = % = 0, entonces
: r,
aT, _
8_1’11 I - VTI ’ n|F1
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] (2 - 1)
= — (.’,E% - 1)/1/)113 (.Il, Z,.Ig) dz + I%Tl/)113 (.Il, L,.Ig)
Z2
= 0. (2.141)
En tercer lugar observe que sobre I's, n = (—1,0,0), y ademas como por (2.138), —¢)1, = % —_—
2
0, obtenemos
%‘rg = VI n|r§
| (2 - 1)
-1
= (x% — 1)/"/}1“ (,Tl,z, wg) dz + ngwlml (l‘l, L, 1'3)
Za
= 0. (2.142)
En cuarto lugar teniendo en cuenta que sobre I';, n = (1,0,0), y como por (2.138), ¢y, = % s
2
0, llegamos a
% i VI - n|rg
| ()
L -1
= — (.’,Eg - 1)/1/)111 (.Il, Z,.Ig) dz + Ing/)lIl (.Il, L,.Ig)
z2
= 0. (2.143)

En quinto lugar note que sobre I's tenemos que w2 = L y el vector normal exterior es n = (0,1,0),

asi

%‘rg = VI1-nly
L
2 (L2 - 1)
= — |222 [ Y1(z1, 2,23) dz — (25 — D)1 (21, 22, 23) + 2sz¢1($1,L,$3)
T2
= 0. (2.144)
Finalmente como por (2.138), ¢1 = 0 sobre I's, entonces deducimos que
Ti|p, = 0. (2.145)

Por lo tanto de (2.140) - (2.145) concluimos que T} satisface las condiciones de frontera en (2.133).

Ademas como Ty € H?(Q) entonces —ATy € L*(Q) y por consiguiente —AT} € LP(Q) para £ < p <
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2; asi por el Teorema 2.6.3, la solucion T del sistema

%—1:11 = sobre I'y U T, (2.146)
T, =0 sobre I's,

pertenece al conjunto W2P(Q) con g < p < 2. En conclusién tomando 0, = T + Ty tenemos que

02, € W2P(Q) con & < p <2,y 6, satisface el sistema (2.133).

De igual manera, para resolver el problema (2.134) dividimos la frontera de I'3, denotada por 93,
en OT'3 = I'31UT32UT33UT'3* como se muestra en la figura 2.8, construimos una funcion 1, € H?(£2)

como una solucién de la ecuacién de calor, con la variable x; correspondiente al tiempo:

Z—f‘f = Aty en I'3 x (0, 0),

Mz — sobre '} x (0,00), i=1,2,4,

” ’ (2.147)
Y2 =0 sobre I'33 x (0, 00),

V2(0, 22, 23) = ¢1(x2,23)  sobre I'3,
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Figura 2.8 — Divisién de oI'Z.
y consideramos para (z1,z2,23) € ['3 x (0, 00):
l
2 (P —1)
TQ(I17x27x3) = - (Il - 1) 1/}2(27:625:173) dZ+.fC1 21 1/)2(15:1727:63) : (2148)
T
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Un proceso similar al realizado en el caso de Ty permite verificar que To € H2(2) y cumple las
condiciones de frontera de en (2.134). Ademéas como —AT; € LP(Q2) para g < p <2, por el Teorema

2.6.3 el siguiente sistema

ATy = —ATy,  sobre Q,

%—T;f = sobre I'y UT'q, (2.149)
Ty =0 sobre I's,

tiene solucién Tg c W2r (Q) con g < p < 2. En conclusiéon tomando 6y, = T5 + Tg tenemos que

02, € WP(Q) con & < p <2,y 6, satisface el sistema (2.134).

De manera anéloga a los dos procesos anteriores encontramos soluciones 6o, 02, y 03 en W2P(Q)
con g < p < 2, para los problemas (2.135), (2.136) y (2.131) respectivamente. Asi, tomando 63 =
02, + 02, + 02, + 02, tenemos que H; € W2P(Q2) con £ < p < 2 soluciona el sistema (2.130). Por lo
tanto queda probada la existencia de 01,602,035 € WP(Q) que resuelven (2.129), (2.130) y (2.131)

respectivamente, y por la Observaciéon 2.6.2 el Lema queda probado. o

Teniendo en cuenta el Lema anterior, a continuaciéon enunciamos el resultado mas importante de

esta seccién.

Teorema 2.6.4. Sean ¢y € H2(['3), ¢ € H2(T3), u€ X y 0 € HY(Q) solucion débil del sistema

—Af=—(u-V)§ enQ,

o0

s =0 sobre Iy,

on = ? (2.150)
%—I—BG:O sobre I'y,

0= ¢o sobre I's.

Entonces el problema (2.150) tiene solucion 6 € H?(Q).

Demostracion. En primer lugar observe que como u € X C H'(Q) entonces por el Teorema de
inmersiones de Sobolev tenemos que u € L%(Q). Ademas, como § € H'(Q), VO € L*(Q) y asi
concluimos que —(u-V)f € L3 (Q). Por lo tanto por la Proposicion 2.6.1 concluimos que el problema
(2.150) tiene solucion @ € W23 (). En segundo lugar, como 6 € W23 (Q), VO € W2 (Q), y asf como
por el Teorema de inmersiones de Sobolev tenemos que W2 (Q) < L3(Q) entonces VO € L3(Q).
Por lo tanto, —(u- V)8 € L*(Q) y por la Proposicién 2.6.1 concluimos que el problema (2.150) tiene
solucion 0 € W22(Q) = H(Q).

o
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Capitulo 3

Problema de control de borde para el
modelo de

Rayleigh-Bénard-Marangoni

En este capitulo se estudiaréd un problema de control de borde, en el cual las ecuaciones estacio-
narias de Rayleigh-Bénard-Marangoni son consideradas como las restricciones, y las funciones de
control actiian como condiciones de borde de tipo Dirichlet y Neumann aplicadas a la velocidad y

la temperatura.

3.1. Formulacién del problema de control

Aqui asumiremos las siguientes condiciones generales:

1 1
(H1) La funcion u’ € H*(I'g), la funcion g € H* (Tg) y la funcion ul € H

(S

(T'o) es definida por

g  sobre I},

n o

u’  sobre I'3.

(H2) Alguna de las siguientes dos condiciones es valida:

~ L
(i) 7 >0, parai =1,2,....6,y Uy c H>(T}), U € H2(To\ {z5 =0}) y Us C H2 ({as =

0}) son conjuntos no vacios, acotados, cerrados y convexos, o
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~ 1
(i) 7 > 0 parai = 1,2,3, v; > 0 para j = 4,5,6 y Uy ¢ H*(I}), Uy € Hz (I \ {x5 = 0})

1 . .
y Us C Hz({x3 = 0}) son conjuntos no vacios, cerrados y convexos.

(H3) La velocidad deseada ug € LP(f) y la temperatura requerida 64 € L'(2), donde 2 < p < 6y
2<1<6.

Nos planteamos el siguiente problema de control 6ptimo:

Hallar (u,0,g, ¢1,$2) € X x HY(Q) x Uy x Uy x Us tal que, para2 < p <6y 2<1<6,se
minimice el funcional

T (u,0,8,¢1,¢2) = Fllrot ul|fs o) + Zlu—wall},q) + 30— Oallfiq) + F sl ,

() (3.1)

5 2 Y6
TN o aamon T IO o

)

sujeto a que (u,0,g, $1, P2) sea solucion de (2.33) - (2.35).

Definimos el conjunto de soluciones admisibles, Z,4, por:
Zoai={z= (0,0, ¢1,02) € X x H' () x Uy x Uy x Us : J(z) < o0 y z satisface (2.33) - (2.35)}.

Antes de probar el teorema mas importante de este capitulo, el cual garantiza la existencia de
una solucion 6ptima del problema de control (3.1), enunciamos y demostramos algunos resultados

preliminares.

Lema 3.1.1. Sean a, a1 y by los operadores lineales definidos en la Seccion 2.2 y (Um)men C 5(,
(Om)men € HY(Q) y (¢1,, )men C H%(Fo \ {z3 = 0}) sucesiones tales que w,, converge débilmente a
w* en H'(Q), 0,, converge débilmente a 0* en H*(Q) y ¢1, converge débilmente a ¢F en Hz (I'g \
{x3 = 0}). Entonces,

lim Pra(w,, v) = Pra(u®,v), para todo v € Xy, (3.2)
m— 00
lim Pr M by1(0pm, v) = Pr M b1(0%,v), para todo v € X, (3.3)
m—r oo
lim a1 (0, W) = a1 (0%, W), para todo W €Y, (3.4)
m— 00
lim (B0, W)r, = (B0*,W)r,, para todo W €Y, (3.5)
m— 00
lim (f(0m),v) = (f(6%),v), para todo v € Xy, (3.6)
m— 00
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Hm (d1,,,, Wrg\ (zs—0p = (@1 W)ro\ {zs—0} » Para todo W €Y. (3.7)

m—r oo

Demostracion. Fijemos v € Xg. Defina f, : H(Q) — R, dado por:

(fv,u) = /Vu~VV dQ, Yue H'(Q).
Q

En primer lugar veamos que fy es un operador lineal. Sean u,w € H*(Q) y o € R. Entonces,

(fv,ut+aw) = /V(u+aw)~Vde
Q

= /(Vu +aVw) - Vv dQ
Q

z/Vu-Vde—i—a/Vw-Vde
Q Q

= <fVau> + a<fVaW>'

Luego, fy es un operador lineal. Veamos ahora, que fy, es continuo. Sea w € Hl(Q) Entonces,

(fv,w) = /VW~VVdQ
Q
< ||VWHL2(Q) ||VVHL2(Q)
< ||W||H1(Q) ||V||H1(Q)

=K ||WHH1(Q) :

Asi, f, es continuo, lo cual, junto con la linealidad, implica que f, € (H'(Q))*. Por lo tanto, de

(3.39) tenemos que
(fv,um) = (fv,u").

Luego,

Pr/Vum-Vde%Pr/Vu*-Vde,
Q Q

lo que implica que

Pra(uy,,v) = Pra(u*,v),

y asi (3.2) queda demostrado. La prueba de (3.3) - (3.7) se realiza de manera anéloga a la demos-

tracion de (3.2). O

Lema 3.1.2. Sean ¢ y ¢1 los operadores lineales definidos en la Seccion 2.2 y (Upm)meN Y (Om)men
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sucesiones que satisfacen las hipdtesis del Lema 3.1.1. Entonces existen subsucesiones de (Um)men

Y (Om)men, aun denotadas por (Um)menN Y (Om)men respectivamente, tales que

lim 1 (wm, Om, W) = c1(u*, 0%, W), para todo W €Y, (3.8)
m—r oo
lim e(Um, U, v) = c1(u’, u*, v), para todo v € Xo. (3.9)
m—r o0

Demostracion. Sea W € Y. En primer lugar observemos que como las inmersiones H' () < L*(Q)
y HY(Q) — L*() son compactas, entonces existen subsucesiones de (W )men ¥ (0m)men, aun
denotadas por (U;,)men ¥ (0m)men respectivamente, tales que u,, converge fuertemente a u* en
L*(Q) y 6,, converge fuertemente a #* en L*(Q). Ademas, como 6, converge débilmente a 6* en

HY(Q), 0,, es acotada, es decir, existe una constante C' tal que [0l g1 () < C-

Ahora, por (2.30), para demostrar (3.8) basta probar que lim — ¢1(uy,, W, 0,,) = —ci(u*, W, 6%).
m— o0

Observemos que

|—c1 (U, W, 0) — (—c1(0*, W, 6%))| = _/um.vw-emd9+/u*-vw.9* o
Q Q

= /u*-VW-H*—um-VW-HmdQ
Q

§/|u*-VW-9*—um-VW-9m| dQ

Q
§/|u*.VW-(9*—9m)| dQ+/|(u*—um).VW-9m| dQ
Q Q

< ||U*||L4(Q) ||VW||L2(Q) 16" — 9m||L4(Q)
+ " —unm |l ago) VWl 20 10mll La(a)
<Ky ||u*||H1(Q) ||VW||L2(Q) 6" — 9m||L4(Q)

+ Ko [0 =l Loy VW 2 10m 1o -

Por lo tanto,

|—c1 (W, W, 0p) — (—c1 (0, W, 60%)| — 0, cuando m — oo,

y concluimos que lim — ¢1(uy,, W, 6,,) = —cq(u*, W, 0*). La prueba de (3.9) se realiza de manera
m—0o0
anéloga a la demostracion de (3.8). (]

Lema 3.1.3. El funcional J definido en (3.1) es débilmente semicontinuo inferior sobre Z,q.
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Demostracion. Sea (Wp,, Om, 8, 1., P2, )meN C Zaq una sucesion débilmente convergente a (u, 0, g, ¢1, ¢2) €

X x H'(Q) x Uy x Uy x Us. Por lo tanto, cuando m — oo tenemos que

u,, — u débilmente en X, (3.10)
0,, — 6 débilmente en H'(Q), (3.11)
g,, — g débilmente en Uy, (3.12)
¢1,, — @1 débilmente en Us, (3.13)
¢2,, — @2 débilmente en Us. (3.14)

Asi, como X € HY(Q) — LP(Q) para 2 < p < 6, HY(Q) < LY(Q) para 2 <1 <6, y ug € LP(Q) y
0 € LY(Q) para2 <p <6y 2 <[ <6, entonces de (3.10) y (3.11) deducimos que

u,, — ug — u — uy débilmente en L” (), (3.15)

O, — 04 — 0 — Oy débilmente en L'(£), (3.16)

para2 <p <6y 2 <! <6. Ademés, de (3.10) concluimos que
Vu,, — Vu débilmente en L*(Q), (3.17)

y asi

rot u,, — rot u débilmente en L*(Q). (3.18)

Por la Proposicion 1.2.5, de (3.12) - (3.16) y (3.18), obtenemos

I8t ) < N0 gl (3.19)
101013 o waopy = 0 16108 ooy (3.20)
192103 ((oucopy < 100 102, 03 0oy (3:21)
[u— ud”LP(Q) < W}l’_r}nooinf l[am — ud”LP(Q) ) (3:22)
16— 9d||Ll(Q) < Al'_r)nooinf [[6m — edHLl(Q) ) (3.23)

[rot uf| 2 (q) < lm inf [[rot |2 (q) - (3.24)
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Por lo tanto, aplicando el Lema 1.2.8 para 2 <n < 6 en (3.19) - (3.24), llegamos a

I&l5 ) = (Jim ind llgllgy )7 = Mo inf llglliy (3.25)

1611154 o paaopy < I E 0018 s gy)” = 0 if 6058 gy (3:26)
1621178 (puoyy < (M0 inf (162, 013 ) = im inf (162, 054 0o (3:27)
[u— ud”i?(sz) < (mh;rﬂooinf [am — ud”LP(Q))p = él;mooinf [am — ud||€p(sz) 3 (3.28)

[rot 11H2L2(Q) < ( lim_inf [rot Wl p20))® = im inf [rot um||i2(ﬂ) , (3.29)

16 = Ballyi () < ( lim inf [0 = Oall 1))’ = Tim inf (6 — Ol » (3.30)

para 2 < p < 6y 2 <[ < 6. Por lo tanto, de (3.25) - (3.30) y de la definicién del funcional 7,

concluimos que

j(uu 97 g, ¢17 ¢2) S Hm lnf j(un'u 97717 gm7 ¢1m ) ¢2m)7 (331)
m—0o0
y en consecuencia se concluye que J es débilmente semicontinuo inferior. O

3.2. Existencia de solucién 6ptima

El objetivo de esta seccion es demostrar el teorema principal de este capitulo, el cual garantiza la

existencia de una solucién éptima para el problema de control (3.1).
Teorema 3.2.1. Suponga que las condiciones (H1) y (H8) son satisfechas. Entonces el problema
de control dptimo (3.1) admite una solucion optima z* = (u*, 0%, g*, &5, d5) € Z44, esto es

J(z") = inf J(2). (3.32)

2E24q

Observacion 3.2.2. Sea (up,0) la solucion bdsica del problema (2.4) - (2.9) dada por (2.10).
Por el Teorema 3.2.1, podemos obtener la existencia de controles (g, ¢1,¢2) € Uy X Us x Us y una

solucion débil (u,0) € X x HY(Q) tal que se minimice el funcional (3.1), para ug = up y 0q = 0.

Demostracion. En primer lugar, usando el Teorema 2.4.5 tenemos que Z,q4 # 0. Ademas, notemos
que como J(z) > 0 para todo z € Z,4, entonces J es acotado inferiormente, y por lo tanto, el

i%f J (z) existe. Asi, existe una sucesion (z,)men C Zqq tal que
z€Zqq

lim J(zm) = inf J(z). (3.33)

m—o0 zZEZ,q
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Note que si uno de los grupos de condiciones en (H2) se cumple, entonces existen constantes Cfq,
Cs y (5 tales que

< .
|gm|‘ﬁ%(f‘é) <(y, (3 34)

19101 113 (ror g mop) S C2 (3.35)

192,113 ((yoy) S Cs- (3.36)

En efecto, si suponemos que (i) en (H2) es valido, entonces Uy C ﬁ% (TY), Uy € H2 (T \ {23 = 0})
y Us C H2 ({z5 = 0}) son conjuntos acotados, y ademas como (Zy, )men C Zaq entonces (gm)men C
Ui, (é1,,)men C Uz v (P2, )men C Us. Asi, se concluye (3.34), (3.35) y (3.36). Por otro lado,
suponiendo que (i) en (H2) se cumple, entonces como (J(zm))men €8 convergente, tenemos que

(T (zm))men es acotada, es decir, existe una constante C' tal que | J(z,)| < C. Asi, como v; > 0

parai=1,2,3y y; > 0 para j =4,5,6, se concluyen (3.34), (3.35) y (3.36).

Por lo tanto, por la estimativa (2.100) del Teorema 2.4.5, tenemos que existen constantes Cy y Cs

tales que
[t g1 () < Cu, (3.37)

[0m | 1 () < Cs- (3.38)

En consecuencia, de (3.34) - (3.38) y teniendo en cuenta que los conjuntos Uy, Us,Us son cerrados,
tenemos que existe una subsucesion de (Z,)men C Zqd, atin denotada por (2, )men, que converge

débilmente a un elemento z* € HY(Q) x H' () x Uy x Uz x Us, es decir,

u,, — u* € H'(Q) débilmente en H'(Q), (3.39)
O, — 0° € H*(Q) débilmente en H*(Q), (3.40)
~ 1
g,, — g* € U; débilmente en H* (T}), (3.41)
¢1,, — &} € Up débilmente en H? (T \ {zs = 0}), (3.42)
¢o,, — ¢ € Uy débilmente en H? ({3 = 0}). (3.43)

Pero como las inmersiones H' (Q) < L*(Q), H*(Q) — L*(Q) y Hz(9Q) — L2(Q) son compactas,
tenemos que

u,, — u* fuertemente en L*(12), (3.44)

0., — 0* fuertemente en L*(Q), (3.45)
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g,, — g" fuertemente en L*(I'}), (3.46)
#1,, — ¢ fuertemente en L*(Ty \ {x3 = 0}), (3.47)
¢2,, — ¢ fuertemente en L*({x3 = 0}),. (3.48)

Veamos que z* satisface las ecuaciones de estado (2.33) - (2.35). Note que z,, satisface (2.33) - (2.34)

para todo m € N, es decir,

Pra(Wm,v) + PrMbi(0m, V) + c(tpm, U, v) = (f(0n), V), ¥v € X, (3.49)

1 (W, s W) + a1 (8, W) + (B, W), = (61, W\ {0y » W € Y. (3.50)

Por lo tanto, tomando el limite cuando m — oo en (3.49) y (3.50), y aplicando los Lemas 3.1.1 y
3.1.2, concluimos que z* satisface (2.33) - (2.34).
Ademés, como z,, satisface las condiciones de frontera (2.35) para todo m € N, es decir, v |F[1) Uy =

s Y |F3 u, =u’yy l{z5=0} Om = @2,,, por la continuidad del operador traza tenemos que

Vg ut =7y lm w, = lm g [ w, = lin g, =g (3.51)
Y lpe u* =5 |2 lim u,, = lm v |p2 w, = lim u® = u°, (3.52)
0 0 m—o00 m—o00 Y m— o0
y
7 las=0y 0" =7 l{as=0y lm Oy = lm 5 [(z,—0y Om = lm ¢, = 5. (3.53)

Asi, concluimos que z* satisface las restricciones (2.33) - (2.35). Ahora verifiquemos que u* € 5(,
es decir, debemos verificar que u3 = 0 sobre I';, div u* = 0, fF u* -ndS =0y u* n=0sobre
o\ {z3 = 0}. Por un lado, como (u,)men C )NC, entonces la tercera componente de u,, denotada por
Ums €s igual a 0 sobre I'1, para todo m € N. Asi, por la continuidad del operador traza obtenemos

que
" , ,
v, us =7 Ir, m up, = Um 7 |p, Um, =0.
m—r 00 m—00

Por otro lado, por (3.39) tenemos que div u,, — div u* débilmente en L?(Q), y como div u,, = 0
se tiene que div u* = 0. Ademés, como u* = g* sobre I'}, u* = ug sobre ' y u* - n = 0 sobre I'y,

deducimos que [,,u*-ndl'=0y u*-n=0sobre I'y\ {x3 = 0}. Asi concluimos que u* € X.

(s



En consecuencia z* € Z,4 y entonces

J(z*) > if J(z). (3.54)

2E€EZ44

Ademas, teniendo en cuenta que z,, — z* débilmente en X x Hl(Q) x Uy X Uy X Us, y como por

el Lema 3.1.3 el funcional 7 es débilmente semicontinuo inferior sobre Z,4, tenemos que

J(z*) < lim inf J(z,,) < lim J(2zm),

m— 00 m— o0

y teniendo en cuenta (3.33) llegamos a

J(z*) < inf J(z). (3.55)

zZEZ,q

Por lo tanto, de (3.54) y (3.55) concluimos (3.32). O

3.3. Problema de control de parametros

En esta seccién deseamos abordar un problema de control, el cual consiste en encontrar coeficientes
R, Pr, M y B tales que las correspondientes velocidad u y temperatura € del fluido tengan unas
configuraciones deseadas ug y 4. Por lo tanto, Gnicamente esta seccion g, ¢1 y ¢2 no denotaran
controles, sino funciones dadas sobre las respectivas partes de frontera 0f2. Asi, consideremos el

siguiente problema de control:

Encontrar A* := (R*, Pr*, M*, B*) € M := [0,11] x [0,l2] x [0,3] x [0,14] tal que

(3.56)
Z(A*) =min{Z(\) : A € M},
donde el funcional Z : M — R es definido por
Z(A) = [Jux - U-d”ZI),p(Q) +116x = edHlLl(Q)a 2<p<6, 2<1<6, (3.57)

con (uy,8) € X x HY(Q) la tnica solucién de (2.33) - (2.35), garantizada por el Teorema 2.5.1, y
(u4,04) € LP(Q) x L(€2) es un par de funciones deseadas. Aqui, las constantes Iy, la, I3 y I4 satisfacen

que si R, Pr, M, B € M, se verifica la condicion de pequenez expresada en el Teorema 2.5.1, esto es,

Pr — (C|PrM| + C1 + C|PrR|))[[uc|l g )+l ]>0. (3.58)

ir4 o faaop 122 i (o)

Recordamos aqui que la constante C; también depende linealmente de los parametros R, M y B.
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Teorema 3.3.1. El problema de control (3.56) tiene por lo menos una solucion.

Demostracion. En primer lugar, probemos que el funcional Z es continuo.

Sea (An)nen = (Rn, Pryn, My, Br)nen € M una sucesion que converge a un elemento A\g € M.
Denotaremos por (u,,6,) € X x H'(€) la tnica solucién de (2.33) - (2.35) correspondiente a A,
y por (ug,6) € X x H(Q) la tnica solucién de (2.33) - (2.35) correspondiente a Ag. Veamos que

(Z(An))nen C R converge al elemento Z(Xg) € R, es decir,
|Z(An) —Z(Ao| = 0 cuando n — co. (3.59)
Observe que

|I()‘n) _I()‘0| = |Hun - ud”II),p(Q) + ”971 - edHlLl(Q) - HuO - ud”II),p(Q) - ”90 - edHlLl(Q)|

<t — 0l gy — 110 — Wall |+ 6 — Oallys gy — 180 — Ol gy 43.60)
Usando la desigualdad a? — b? < C(a — b)(aP?~! + bP~1) en el lado derecho de (3.60), tenemos que

IZ() = Z(ol < Mlun = wallfr ) = 1o = wall Loy + 16n = Ballzi ) — 160 = Ball (e |
<1C(wn = wallur (@) = [1uo = wallLr @) ([[un = wallfo g, + w0 = wallfr )l
+1C10n = Oall i) = 180 = Gall L) (10 — Ball () — 1160 — Ball i)
< Cllun — uo |l (o) (lun — ud”Z[),;(Q + o — wall s

T C10 — Boll e (16— Ball' iy + 1180 — Bl il

Ahora, como ug, u, € X < LP(Q), para 2 < p < 6,y ug € LP(2), deducimos que ||u, — ud||Lp @t
[luo — ud||€;(19) < o0. De igual manera, como 6,0, € HY(Q) — LY(Q), para2 <1 < 6,y 04 €
LY(9), concluimos que |6, 9d||Ll @ T 160 — 9d||Ll(Q < oo. Por lo tanto, para probar (3.59) y por

consiguiente la continuidad del funcional Z, solo basta probar que

u, — uy en LP(Q), cuandon — oo, 2<p <6, (3.61)

0, — 0y en LZ(Q), cuando n — oo, 2 <[ <6. (3.62)

Notemos que, como (u,, 8,), (1o, o) € X x H' () satisfacen (2.33) - (2.35) para los coeficientes A,
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vy Ao respectivamente, entonces

Prn/Vun-VV Q-+ Pro M, von-g—v dQ—i—/un-Vun-de:/Prn (b + Rfy) vs dQ,  (3.63)
X
Q Q s Q Q
/un Vo, WdQ+/V6 VWdQ+/B€ W dS = / é1 - W dS, (3.64)
Q Fo\{za=0}
u, = ug sobre Ty vy 6, = ¢ sobre {z3 =0}, (3.65)

Prg | Vug-Vv dQ+ ProMy /V60 dQ+/u0 Vug-vdQ= /PTQ bo +R090) vg dS2, (366)
Q

Q
Q Q I Lo\ {z3=0}
ug = ug sobre Ty 'y 6y = ¢ sobre {z5 =0}, (3.68)

para todo v € Xg y todo W € Y. Tomando u =u, —ug y 6 = 0, — b, de (3.63) - (3.68) obtenemos

que el par (u,0) € X x H'(Q) resuelve el siguiente sistema

(Pry, — Pro)/Vun - Vv dQ + Pro/Vu -VvdQ + (Pr,M,, — PTOMQ)/VH,, - g—v dQ)

€3

+P7°0M0/V6‘ — dQ) —|—/ -Vu, -vdQ + /uo Vu- -vdQ = / Prpb, — Probo)vs dQ
Q

+/(PTan - PT‘()RQ)en’U3 dQ + /PT‘()RQQ -v3 dQ), Vv e X, (369)
Q Q

/u-V@n~WdQ+/u0~V9-WdQ+/V9-VWdQ—i—/(Bn—BO)Gn-WdS
Q

Q Q Iy
+/B09~Wd5:0, VI €Y, (3.70)
I
u=0 sobre 'y y 6=0 sobre {3 =0}. (3.71)

Notemos que como (uy,,8,) es solucion débil del sistema (2.33) - (2.35), para todo n € N, entonces
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por el Teorema 2.4.6, el par (u,,, 0,,) satisface la estimativa (2.100), para todo n € N. Por lo tanto,

1980l 2oy + 190l ey < Clllvelars iy 161113 s oo + 19201k ngop) ) 372

donde la constante C' depende de los parametros Pr, M, By R. Ademas, observe que la condicion
de frontera (3.71) implica que el par (u,6) € Xy X Y. En consecuencia, reemplazando v por u en

(3.69), W por 6 en (3.70), usando (2.28), (2.30) y la desigualdad de Holder, llegamos a

Prol|Vullizqy < 1Pra — Pro|[Vunr2(0) |Vl @) + [ PraMa — ProMol[|Von| 12 | Vul 2(o)
+ | ProMo|[[ V0| 2oy I Vull 220y + |74y I Vanll 22 )

+ [Pryby, — PT0b0|||u||L1(Q) + [ ProRy, — PTOR0|||9n||L2(Q)||u||L2(Q)

| ProRol 0] 2o [l 20y, (3.73)

V0720 + BollOllZ2(ryy < llullaey [VOnllL2( 0]l La) + [Bn = Bolllnll2 i 6]l 2(ryy- (3.74)

De (3.73) y (3.74), usando el Lema 1.2.14 y la desigualdad de Poincaré tenemos que

PTO||VU||L2(Q) S |P’I"n - PTQ|||VU.n||L2(Q) + |P’I"nMn — PTQMQ|||v9n||L2(52)

+ |P’I”0M0|||V9||L2(Q) + ||V11||L2(Q)||vun||L2(Q) + |P7"nbn - PTOb0|

+ |P’I”an — PT0R0|||V9n||L2(Q) + |P’I”0R0|||V9||L2(Q), (375)

IVOllL2) < [Vl L2 [VOnllL2(@) + [Bn = Bol [V L2(q)- (3.76)

Usando (3.76) en (3.75), encontramos que

PT0||VH||L2(Q) < |PTn - Pr0|||Vun||L2(Q) + |PTnMn - PT0M0|||V9n”L2(Q)

+ [ProMol([[Vul[L2(e) [[VOnllL2(0) + [Br — Boll|VOnllL2(0))
+ ||Vu||L2(Q)||Vun||L2(Q) =+ |P’I”nbn — PT0b0| + |P’I”an — PT0R0|||V9n||L2(Q)

+ [ProRol([VullL2()[IVOnll L2 (@) + | Bn — Boll VOl L2())- (3.77)

Observemos que de la condicion de pequeniez (3.58) expresada en las hipotesis del problema de
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control (3.56), y teniendo en cuenta que A, converge a \g, concluimos que
Vullz2(q) — 0, cuando n — oo, (3.78)

lo que implica que

u, — ug en H(Q), cuando n — oo. (3.79)

Por lo tanto, usando (3.79) en (3.76), y teniendo en cuenta que A, converge a \g, obtenemos que
V0| r2(0) — 0, cuando n — oo, (3.80)

yen consecuencia

0,, — 0y en H'(Q), cuando n — oc. (3.81)

Asi, teniendo en cuenta que H'(Q) < L?(Q) para 2 < p < 6, y H(Q) — L'(Q) para 2 <1 < 6,
de (3.79) y (3.81) deducimos (3.61) y (3.62). En consecuencia, concluimos que el funcional Z es
continuo. Por lo tanto, como Z es continuo y M es un conjunto compacto, por el teorema clésico de

Weierstrass concluimos que existe A* € M que satisface (3.56). (]
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Capitulo 4

Condiciones necesarias de

optimalidad

En este capitulo probamos la existencia de multiplicadores de Lagrange para el problema de control
optimo (3.1), y partiendo de alli se derivan las condiciones necesarias de optimalidad de primer
orden. Finalmente, se obtiene un sistema de optimalidad asociado al problema de control (3.1),
el cual estd conformado por las ecuaciones de estado, las ecuaciones adjuntas y la condicion de

optimalidad.

4.1. Existencia de multiplicadores de Lagrange

Durante el desarrollo de este capitulo denotaremos por G el espacio de Hilbert G = X x H HQ),

siendo X el espacio definido en (2.101). Dotamos a G de la norma:
1
Ixlle = (lul% + 10117 ) ?, parax=(u,0) € G. (4.1)

Ahora, con el proposito de aplicar el método de Lagrange, observando (2.33) - (2.35) consideramos

los siguientes operadores:

Fi1:GxUp xUs xUs — X,
Fo:Gx Uy xUs xUs — Y7,
F3:Gx U xUsy xUs — ﬁ%(ro),
Fi:Gx Uy xUy xUs — Hz({as=0}),
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definidos en cada punto z := (x, g, ¢1, d2) = (0,6, g, 1, d2) por:

(Fi(z),v) = Pra(u,v)+ PrMbi(0,v)+c(u,u,v)—(f(0),v), Vv € X, (4.2)
(Fa2), W) = cr(w,6,W) +ar(6,W) + (BO, W), — (61, W)p\ (poy» YW EY,  (43)
F3(z) = 7lryu—ug, (4.4)
Fu(z) = Y{es=0}0 — b2, (4.5)
Asi, el problema de control (3.1) es equivalente a minimizar el funcional
gi! 72 73 4
J@ = Bt ula + 2wl + 10 - bulle + Sl
5 2 Y6 2
= = 4.
T 10t e goamopy T 2192003 (2o (46)
sujeto a:
<‘F1(Z)7V> =0, <]:2(Z)a W> =0, ‘F3(Z) =0, ]:4(2) =0, (47)

para todo v € Xg y W € Y. Para garantizar la existencia de multiplicadores de Lagrange, mediante
los siguientes lemas se probara que el problema de control 6ptimo (4.6) - (4.7) satisface las condiciones

del Teorema 1.3.2.

Lema 4.1.1. Fl funcional J definido en (4.6) y los operadores Fi, Fa, F3, Fa definidos en (4.2) -
(4.5) son Fréchet diferenciables con respecto a &= (u,0) € X x HY(Q) = G en un punto arbitrario
= (2,8 b1, 02) = (0,0, g, b1, d2) € Xx HY(Q) x Uy x Uy X Us en la direccion de h = (hy, hy) € G.

Ademads,

1. La derivada de Fréchet de J es el funcional Jx(2) : G — R, definido por

Jz(2)h = y1(rot @, rot hy)r20)+72 |t—ug|P tsgn(i—ug)-hi dQ+y3 |9A—9d|lflsgn(é—6‘d)-h2dﬂ.
Q Q
(4.8)
2. La derivada de Fréchet de Fi es el operador Fi4(2) : G — X, definido por
<]:1m(2)h, ’l)> = Pr CL(hl, 1))+PTMZ)1 (h,Q, ’l))—i—C(ﬂ, hl, 1))—|—C(h1, ’lAl,7 'U)—PTR(hQ, Ug)LZ(Q), Vo € Xo.
(4.9)

3. La derivada de Fréchet de Fa es el operador Faz(2) : G — Y™, definido por

(Foal2)h, W) = c1(it, ha, W) + c1(h1,0,W) + a1 (ha, W) + (Bha, W) , YW € Y. (4.10)
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4. La derivada de Fréchet de Fs es el operador Fzqg(2) : G — IN:I% (To), definido por
Faa(2)h = 7|r, b1 (4.11)
5. La derivada de Fréchet de Fy es el operador Fuz(2) : G — H%({.Ig = 0}), definido por
Faz(2)h = |(zs=01 2. (4.12)

Demostracion. 1. Prueba de (4.8).

En primer lugar, probemos que si J un operador definido por

J:X = R

u — J(u)=|rot u||%2(sz)=

entonces J es derivable en el sentido de Fréchet, en un punto arbitrario a1 € X en la direccién

de hy € X. Ademas, la derivada de Fréchet de T es el operador f’(ﬁ_) : X — R definido por

~

J'(W)hy = 2(rot &, rot hy)r2(q). (4.13)

En efecto, de la definicion de J tenemos que
J(@+h) - J(@) = |rot @+ rot hul|7z(q) — [|rot al|72(q

= 2(rot &, rot hy)r2(q) + [[rot th%%Q)?

y por lo tanto obtenemos que

|7 (1 + hy) — J (@) — 2(vot &, rot hy) 2| = [[rot hy|72q). (4.14)
Teniendo en cuenta que [[rot hy|[z2(q) < C|lhy||g1(q), de (4.14) llegamos a

|7 (0 +hy) — J(@) = 2(rot @, rot hu) 2] < Cllhu 7 (g, (4.15)

lo que implica que

|7 (@ +hy) — J (@) — 2(rot @,rot hy) 20|
[[hy

< C|h|x, (4.16)
%
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y en consecuencia, encontramos que

oy [T — J (@) — 2(vot @, vot hy)2(0y| _
Il —0 ([hill%

0, (4.17)

y concluimos (4.13).

Por lo tanto, teniendo en cuenta (4.13), y siguiendo como en el Ejemplo 1.2.23, concluimos

(4.8).

. Prueba de (4.9).

Aplicando la definicion de F; dada en (4.2) tenemos que para todo v € Xo,

(F1(k+h, 8, ¢1, da), v) = Pra(a+hy, v)+Pr M by (6+ha, v)+c(a+hy, athy, v)—(f(0+hs),v)

<‘F1(§{7ga lev (52)7V> = P’I”CL(ﬁ, V) + PTMbl(évv) + C(ﬁv ﬁv V) - <f(9),V>,
luego deducimos que

<]:1(5(+hugu¢A17¢A2)7V>_<]:1(A7g7¢A17¢A2)7V>:Pra’(hlav)+PrMb1(h27V) +C(fl,h1,V)

+c(hy, @, v) +c(hy, hy,v) — PrR(he, v3)2(),

y por lo tanto obtenemos que

H]-l(f( + hvga lea Q§2) - ‘Fl(}tvgv (517(52) - Al(h)”X(’; = ||C(h17h15 )Hxé‘ﬂ (418)

donde <A1(h),V> = Pr CL(hl,V)+PTMb1(h2,V)+C(ﬁ, hl,V)+C(h1,ﬁ, V)—PTR(hQ,Ug)Lz(Q),

para todo v € X,. Para el lado derecho de (4.18), usando la definicion de || - [|x: tenemos que
[e(hy, by, )lxe = sup [e(hy, hy, vl (4.19)
vl <1

Aplicando la desigualdad de Hélder y teniendo en cuenta que X, C X ¢ HY(Q) — L(Q)

deducimos que

le(h, by, v)] < [l o VB ey IVl o) < C Rl VI, - (4.20)

Usando (4.20) en (4.19) y teniendo en cuenta (4.1), obtenemos que

2 2 2
le(hy, by, )f[x; <C sup X % Ivllx, < Clhlx < Clhllg - (4.21)

Vil <
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Por lo tanto al sustituir (4.21) en (4.18), llegamos a

H]-l(f( + h7 ga lea Q§2) - ‘Fl(f(a gv (517 (52) - Al(h)”XS S C||hH2G7 (422)
lo cual implica que

m H]:l()/\( + hugu ¢A17¢A2) - ]:1(5{7g7 (517(52) - Al(h)”Xé
Bl =0 bl

=0, (4.23)
y concluimos (4.9).

. Prueba de (4.10).

Aplicando la definicion de F2 dada en (4.3) tenemos que para todo W € Y,
(Fa(k+h,8,61,02), W) =ci(i+hy, 0+ ho, W) +a1(0 + ha, W) + (B(O + ha), W)r,

= {1, Wro\ {z5=0}

<‘F2(}A(7 gv (517 (52)5 W> = (ﬁv év W) + a1 (95 W) =+ <Béa W>F1 - <¢17 W>F0\{13:0}5
luego deducimos que

<]:2(5(+h7g7 ¢A17¢A2)7W>_<]:2(5<7g7 ¢§17¢§2)7W>:Cl(f17 h27W) +cl(h17é7W) +cl(h17h27W)
+ al(h’Qa W) + <Bh27W>I‘1 )

y por lo tanto obtenemos que

[Fo(k +h, &, 61, d2) — Fa(%, 8, d1, 92) — Ao(h)|ly+ = ||e1(hy, ha, )|y, (4.24)

donde (As(h), W) = ¢ (i, ha, W) +c1(hy, 8, W) + a1 (he, W) 4 (Bha, W)r, , para todo W € Y.

Para el lado derecho de (4.24), usando la definicion de || - ||y~ tenemos que
[er(hy, ho, )y = sup [ei(hy, ho, W)I. (4.25)
Wiy <1

Aplicando la desigualdad de Holder y teniendo en cuenta que Y € HY(Q) < L4(Q) y X C
H'(Q) — L*(Q) llegamos a

ler (b, he, W) < [Bullpao) VA2l p20) [WlLao) < Clbullx [Rellgi o) (Wlly - (4.26)
Usando (4.26) en (4.25) deducimos que
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ller(hy, hg, <)y < CI Sup_ hillx M2l 1o (Wly < Clhalig [[P2]l 1o -
Yy

W
Aplicando la desigualdad de Young (véase Lema 1.2.15), tenemos que

1 1 1
¢ ||h1||)2 Hh2||H1(Q) < C(§||h1||§~( + 5”%”%{1(9)) = QCHhH%;

Usando (4.28) en (4.27) obtenemos que

lea(ha, b, )y~ < 5 ClhIE.

N~

Por lo tanto al sustituir (4.29) en (4.24), resulta

H]:Q(X'i_huga ¢17¢2) _]:2( 7g7¢17¢2) _A2(h)HY* S §C||h|‘%}7

lo cual implica que

lm | Fo(X + 1, &, 61, 00) — Fa(X, 8, ¢1, ¢2) — Az(h)]|y-

I[hfjg—0 [hllg

207

y concluimos (4.10).

. Prueba de (4.11).
Aplicando la definiciéon de F3 dada en (4.4) tenemos que
Fs(x+h, g 61, 0) — F3(%,8,é1,02) =lr,(a+hy) - uy — (ylr,u —uy)
= 7[ro0 + ¥|r,h1 — ug — y[r,u + ug

=7Ir hi.

de lo cual

F3(X thvAvA - F AaAvAaA - hH~
H 3(X+h, 8, ¢1,02) — F3(X, 8,01, 02) — vIr.ha i1t () _

im 0
Bl x—0 bl ’

y concluimos (4.11).

. Prueba de (4.12).

Aplicando la definicion de F4 dada en (4.5) deducimos que

]:4(5("_ huga (517(52) - ]:4(5{7g7 ¢A17¢A2) = 7|{z3:0}(é - hg) — ¢2 — (7'{%;:0}& — ¢2)
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= 7|{13:0}é — Y {zs=0yh2 — P2 — ”Y|{13:o}é + ¢

= 7|{13:0}h2
de lo cual
- H]:4(X =+ ha g, (blv ¢2) - ]:4(Xa g, ¢15 ¢2) - ’Y|{I3:O}h]2HH%({mg:O}) o
Il —0 [ ’

y concluimos (4.12).
(]

Lema 4.1.2. El funcional J definido en (4.6) y los operadores Fi, Fa, Fs y Fa satisfacen la

condicion de convexidad.

Demostracion. 1. Convexidad del funcional 7.

Para probar que el funcional J satisface la condicién de convexidad, debemos probar que J
es convexo con respecto a g € Uy C ITI%(I%), ¢1 €Uy C H3(Tg\ {23 =0}) y ¢o € Us C
Hz ({x3 = 0}), con Uy, Us y U3 conjuntos convexos. Veamos en primer lugar que J es convexo
con respecto a g € Uy, es decir, debemos probar que para todo « € [0,1] y todo g;, 8, € Uy,

se verifica que

j(xu agl + (1 - a)g27 ¢17 ¢2) S aj(x7g17 (blu ¢2) + (1 - a)j(x,gQ, (bl? ¢2) (432)

Observe que como Uj es un conjunto convexo, dados g;,g, € Uy y a € [0, 1] tenemos que

agq + (1 — Oé)gz S Ul.

Por lo tanto, de la definicion de J en (4.6), deducimos que
J(x,ag, + (1 —a) = jrot uf? Ee—e l
, 8 )8y, P1,P2) = 5 [ro UHL2(Q D ||u udHLp(Q | dHLl(Q)

V4 2 2
= 1-—
y logi+ (- aelly )+ H¢>1HH2 (Do\{w5=0})

2 . 4.33
||¢2||H2({ on (4.33)

Aplicando la desigualdad triangular obtenemos que

ag; + (1 —« 2
lloagy + ( )g2”ﬁ%(ré)

)2
)2

< (logallgs ) + 10— galigs o)

+(1—0<)ng|\~% -

= (algill g3 g, )
0
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2 2 2
2t gy + O =l

+2a(1 - o)l[g |l

= 042||g1

ity 52 at ()
2 1— 2
ol + -l
_ 1— 2 2
o 04)(||g1||~i(F + ||g2||~; 5y
||g1|| +(1 —04)||g2||

rl) (T
—a(l—a)(||g1||~% ) Ilgzll )
0

+(1-a)lg.l2

1 .
H?2(T'g)

— 2l g I8l )

H2 (Td)

a2

)2

< allg?

4.34
% (r}) (4.34)

Por lo tanto, usando la desigualdad (4.34) en (4.33) llegamos a

gi! 73
j(X, agy + (1 - a)g27 ¢1, ¢2) < EHI‘Ot u”%?(ﬂ —HU. ud”LP(Q THe - ed”lLl(Q)
74
—angln%%(r + 20— 0l

5o 2
2 2
P11 3 o goaoy 22l oo,

= aj(x, glv(bla(b?) (1 - Oé)j(x, g27¢17¢2)7

1
H2(Tg)

y concluimos (4.32). La prueba de que J es convexo con respecto a ¢1 € Us y ¢2 € Us se

realiza de manera analoga a la demostracion de (4.32).

. Operador Fi.

Note que como F; NO depende de ninguno de los controles, entonces Fi satisface trivialmente

la condicién de convexidad.

. Operador F3.

Teniendo en cuenta la definicion de F» dada en (4.3), debemos probar que para todo a € [0, 1]

y todo ¢y, 1, € Uy C H2(Tg \ {5 = 0}), con Us convexo, se verifica que

<]:2(X7 g, a¢11 + (1 - a)¢127¢2)7 W> = CY<]:2(X, g, ¢11 ’ ¢2)7 W> + (1 - O‘)<]:2(X7 g, ¢127¢2)7 W>7
(4.35)
para todo W € Y. Observe que como Uz es un conjunto convexo, dados ¢1,,¢1, € Uz y

a € [0,1] tenemos que

apr, + (1 - a)¢12 € Us.
Por lo tanto, para todo W € Y, obtenemos que

<]:2 (X7 g, a¢11 + (1 - a)¢127¢2)7 W> =C (u7 97 W) + a1 (97 W) + <B€, W>1"1
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— (g1, + (1 = a)d1,, W)rg\ (zs=0}
= afe1(w, 0, W) + a1 (6, W) + (B0, W>F1]

- a<¢117W>F0\{LE3:0}
+ (1 = a)er(u,0, W) +a1(0, W) + (B, W)y |

- (1 - O‘) <¢12 ) W>F0\{13:0}

= CY]‘—Q(X,g, ¢117¢2) + (1 - a)fQ(Xu g, ¢127¢2)7

y concluimos (4.35).

4. Operador Fs.

Teniendo en cuenta la definicion de F5 dada en (4.4), debemos probar que para todo a € [0, 1]

1
y todo g;,g, € Uy C H*(I'}), con U; convexo, se verifica que

]:3(Xa agq + (1 - Oé)g2, ¢15 ¢2) = 04.7:3(){, g1, ¢17 ¢2) + (1 - a)‘F3(X7g27 ¢15 ¢2) (436)
Observemos que

ag, + (1 — a)g, sobre I'},

0 —
uotgl—i-(l—oz)g2 - (437)
u? sobre I'Z
ag; + (1 — a)g, sobre '},
= ? 0 (4.38)
au’ + (1 — a)u® sobre T3,
= aug1 +(1- a)ugz. (4.39)

Por lo tanto,

]:3(X7 og) + (1 - a)gg, ¢17¢2) = '7|Fou - U‘gzgl-l-(l—a)g2

= a7|f‘0u + (1 - CY)’}/|F011 - (augl + (1 - a)u82)

= (7|F0u - ugl) + (1 - a) (’Y|F0u - 1182)
= O[Fg(X, g17¢17¢2) + (1 - a)f3(xvg27¢1a ¢2)5

y concluimos (4.36).

5. Operador Fjy.

Teniendo en cuenta la definicion de F, dada en (4.5), debemos probar que para todo a € [0, 1]

91



y todo ¢o,, ¢o, € Us C Hz ({x5 = 0}), con Us convexo, se verifica que

]:4(X7 g, ¢1,Oé¢21 + (1 - CY)¢22) = CY]:4(X,g, ¢17 ¢21) + (1 - CY)]:4(X, g, ¢17¢22)' (440)

Observe que como U3 es un conjunto convexo, dados ¢, , o2, € Us y « € [0, 1] tenemos que

apa, + (1 — a)¢22 € Us.

Por lo tanto,

Fu(x,8, 01,002, + (1 —a)p2,) = Y|{zs=010 — (a2, + (1 — a)p2,)
= (1 = a)V[{zs=0}0 + Y| {zs=0}0 — a2, — (1 — )2,
= & (V{ws=0}0 — b2, ) + (1 = @) (Y] zy=030 — ¢2,)
= aFy(x,8,¢1,¢2,) + (1 — &) Fu(x, 8, ¢1, $2,),

y concluimos (4.40).
O
1
Por simplicidad en la notacion, considere el espacio M = X5 x Y* x H” (I'g) x H2 ({23 = 0}).

Observando las definiciones de los operadores F1, Fa2, F3 y F4 dadas en (4.2) - (4.5) respectivamente,

se tiene el operador

F = (fl,fz,fg,f4) : GXU1 XL{Q XZ/{3—>M,

definido, para cada v € Xy y cada W €Y, por

F(z) = : (4.41)

el cual por el Lema 4.1.1 es Fréchet diferenciable con respecto a x € G en la direcciéon de h € G.
De (4.9) - (4.12) se tiene que la derivada de Fréchet de F con respecto a x en un punto arbitrario
z = (x,8, b1, (52) es el operador

Fx(2) : G = M,
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definido de la siguiente manera: para cada (v,W) € Xy x Y,

Pr a(hl, V) + PTMbl(hg, V) + C(ﬂ, hl, V) + C(hl, fl, V) — PT‘R(hQ, ’U3)L2(Q)
B c1 (@, ha, W) + c1(hy, 6, W) + a1 (ha, W) + (Bhy, W)y, (4.42)
7|F0h1

Ylgzs=0y h2

Lema 4.1.3. Sea z* = (&, g%, ¢7,03) € Zaq una solucion dptima del problema (4.6) - (4.7),

entonces el rango del operador Fy(z*) definido en (4.42) es cerrado y de codimension finita.

Demostracion. En primer lugar definiendo los operadores

I:G — M
Pr a(hl,v) + P’I”Mbl(hg, V) — PTR(hQ,’Ug)Lz(Q)
ha, W) + (Bha, W
h=(hy, hy) — arlhz, W) + (Bhz, Wir, (4.43)
Ylrohy

’Y|{I3:0} h’2

c(u*, hy,v) + c(hy,u*,v)

cr(u*, ho, W)+ cy(hy, 0%, W
h=(hy,hs) 10" he, W) + (B s (4.44)
0
0

para cada v € Xg y W €Y, la igualdad (4.42) es equivalente a
Fx(z")h = Z(h) + Z(h), (4.45)

donde Z es un isomorfismo e Z es un operador compacto. En efecto,

(i) Z es un isomorfismo.
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Observe que claramente Z es un operador lineal (véase Seccion 2.2). Probemos que Z es inyec-
tivo. Para este fin, veamos que si Z(h) = Z(h) con h,h € G, entonces h = h. Notemos que si

Z(h) = Z(h) entonces, de (4.43), deducimos que

Pr a(hy,v) + PrMb (hy,v) — PrR(hs, v3)12(0)

= Pr a(hy,v) + PrMby (ha,v) — PrR(hs,v3)2(q), (4.46)
a1 (ha, W) 4+ (Bha, W)p, = ay(ha, W) + (Bha, W)r,, (4.47)
Yoy = 7lp, by, (4.48)

Y (ms=orh2 = Y (s=0y h2, (4.49)

paratodov € Xgy W €Y. Tomando h = h— fl, tenemos que hy = fll — fll v ho = ng — ﬁg,
y asi de (4.46) - (4.49) obtenemos

Pra(hy,v) + PrMby(he,v) — PrR(ha,v3)20) =0, ¥v € X, (4.50)
ar(ha, W) + (Bha, W)r, =0, YW €Y, (4.51)

YIrshi =0, (4.52)

V{zs=0ph2 = 0. (4.53)

De (4.53) tenemos que he € Y, por lo tanto reemplazando W por hg en (4.51) se tiene
a1(ha, ha) + (Bha, ha)r, = [|Vha| 20y + Bllh2ll72(r,y =0, (4.54)
y asi concluimos que ||Vhsa|[z2(q) = 0, lo que implica que Vhy = 0, y por lo tanto hy es

constante. Pero como hy € Y, es decir y(ha) = 0 sobre {z3 = 0}, concluimos que hes =0y

deducimos que fzg = fzg.
Por otro lado observe que como ha = 0 entonces de (4.50) se obtiene

Pr a(hl,V) =0, Vv e Xp. (455)

Ademas como de (4.52) tenemos que hy € Xy, reemplazando v por hy en (4.55) llegamos a
Pr a(hl,hl) = ||Vh1H%2(Q) = O, (456)
lo que implica que Vh; = 0, y por lo tanto h; es constante. Pero como h; € Xy, es decir
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~v(h;) = 0 sobre Ty, concluimos que hy = 0 y se deduce que h; = h;. En consecuencia

obtenemos que h=h y se concluye que Z es inyectivo.

Probemos ahora que Z es sobreyectivo. Sea (g, 4, j,1) € M. Veamos que existe h = (hy, hy) € G

tal que
Pra(hy,v) + PrMby(he,v) — PrR(h2,vs3)r2q) = (9,Vv), Vv € X, (4.57)
ay(ha, W) + (Bho, W)r, = (i, W), YW €Y, (4.58)
YIroh1 =3, (4.59)
V| {z5=0y 2 = L. (4.60)

Definimos la funcién j dada por

j sobre Iy,

o>
|

(4.61)
0 sobre OQ\Ty.

1 .
Teniendo en cuenta que j € H*(T'y), de manera analoga a (2.59) se puede verificar que j €
1

H? (09). Entonces usando el Lema de Hopf (véase Lema 1.2.21), consideramos una funcién

j = (J1,j2,J3) la cual satisface las condiciones
je HY(Q), divj=0enQ, y j =] sobre 0.

Definimos ahora la funcién [ dada por

[ sobre {z3 =0},

=
|

(4.62)
0 sobre O\ {x3 = 0}.

Teniendo en cuenta que [ € H?({z3 = 0}), de manera ansloga a (2.59) se prueba que [ €
Hz (09). Por lo tanto como | € Hz (992), por el Teorema 1.2.1 existe [ € H* () tal que y(I) = I.
Ahora, buscando una solucion (hy, hy) al problema (4.57)-(4.60) en la forma h; = h; +j y
hy = ﬁg + i, con fll e Xpy ng € Y nuevas funciones desconocidas, obtenemos una ecuacion
lineal para su determinacion. Reemplazando hy = hy +j y hy = hy + [ en (4.57)-(4.60)

obtenemos:

Pr a(fll,V) + P’I”Mbl(iLQ,V) - PTR(?LQ,’U:;)IQ(Q)

= (g,v) — Pra(j,v) — PrMb(l,v) + PrR(l,v3) 12 (0, (4.63)

95



al(iLQv W) + <BiL25 W>F1 = <Za W> - al(ka W) - <Bka W>F15 (464)
Ylryhy =0, (4.65)

”Y|{13:0}f~12 =0, (4.66)

paratodo v € Xgy W € Y. Como puede verse, el problema se redujo a otro con condiciones de
frontera homogéneas para h; sobre Ty y hs sobre {xz5 = 0}. Asi que aplicando un procedimiento
similar al realizado en la Seccion 2.3 (véase Proposicion 2.3.2), se prueba la existencia de
solucion hy € Xg y hy € Y para (4.63)-(4.66) aplicando el teorema de Lax Milgram (véase
Teorema 1.2.17). En consecuencia tomando h; = fll —i—j y ho = Bg + l~, tenemos que h; € )N(,
hy € HY(Q), y h = (hy, ha) € G satisface (4.57)-(4.60). Asi concluimos que Z es sobreyectivo,

y por lo tanto Z es un isomorfismo.

7 es un operador compacto.

Observemos que

f: (fl,ig,o,ﬁ) : G —)M,

donde
fl G — X;
h = (h17 h2) = <i1 (h)a V> = C(U*v h17 V) + C(hla U*a V)v (467)
fg G —» Y
h=(hy,hy) — (Ty(h), W) :=ci(u* hy, W)+ ci(hy, 0%, W), (4.68)

1 ~
0 representa al operador idénticamente nulo de G en H”(I'g) y 0 representa al operador
idénticamente nulo de G en H %({.Ig = 0}). Asi, probar que 7 es un operador compacto es

equivalente a probar que fl y fg lo son.

Veamos que fl y fg son operadores compactos. Sea (hy,)men = (hi,,, ko, Jmeny € G una

sucesion tal que cuando m — oo
h,, — h débilmente en G,
esto es,

h;,, — h; débilmente en X, (4.69)

96



ha,, — ho débilmente en H'(Q). (4.70)

Observe que como X C H(Q), y las inmersiones H*(Q) — L4(Q) y H'(Q) — L*(Q) son
compactas, entonces de (4.69) y (4.70) existen subsucesiones de (hi,, )men ¥ (h2,,)men, aun

denotadas por (hi, )men ¥ (h2,, )Jmen respectivamente, tales que

h;, — h; fuertemente en L*(Q). (4.71)

ha,, — ho fuertemente en L*(€). (4.72)

Por un lado, notemos que para v € X tenemos que

|<f1 (hm) - fl (h)v V>X0;X3 | = |C(U-*7 hy, . V) + C(hlm ,u’, V) - C(U*v hy, V) - C(h17 u’, V)l
< le(u*,hy,, —hy,v)| + |e(hy,, —hy,u*.v)|. (4.73)
Entonces de la definicion de || - [|x: y de (4.73) obtenemos
IZ1 (h) — Tu(h)1x; < Jup le(u®, hy,, —hy, V)| + [e(hy, —hy, ', V). (4.74)
v]x,<1

En primer lugar, observemos que aplicando la desigualdad de Hélder y teniendo en cuenta que

Xo € H(Q) — L*(Q) deducimos que

le(hy,, —hy,u*,v)| < |hi, — hiflpao) [Vu®|lLz o) viiLa@)

< C|hy,, —hyllpso)lu® |l @) viix,- (4.75)

Ademas, usando (2.28), la desigualdad de Holder y teniendo en cuenta que Xo € H*(Q) —

L*(Q) tenemos que
|C(U*ah1m _hlav)| = |C(U*5V7 hlm _h1)|

< lu*f|ua@) I VVilLe @ lhi, — hiflLio)

< C”u*HHl(Q)”VHXOthm - h1||L4(Q)- (4.76)
Asi, aplicando (4.75) y (4.76) en (4.74) llegamos a

|IZ1 () — Zo(h)||x; < C sup  [u*|[ge oy [VIIxo b1, — hillLsq)- (4.77)

lIvilxo <1

En consecuencia, teniendo en cuenta que u* € X C H'(Q), observando la convergencia (4.71),
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y tomando el limite cuando m — oo en (4.77), se obtiene
7 (h) ~ Tum)lx; =0, (4.78)

lo que implica que fl es un operador compacto.

Por otro lado, notemos que para W € Y tenemos que

(Zs(hy) — Zo(h), W)y y-

= |cl(u*,h2m, W) =+ Cl(hlm,e*, W) — Cl(u*,hg,W) — cl(h1,6‘*, W)|

< ler(u*, ha, — ho, W)| + |er (B, — hy, 6%, W)]. (4.79)
De la definicion de || - ||y~ y de (4.79) obtenemos

Wiy <1

1Z2(hyn) — Zo(h)|

Y * < sup |cl(u*, hgm — h2, W)| + |Cl(h1m — hl, 9*, W)| (480)

Aplicando la desigualdad de Hélder y teniendo en cuenta que Y C H(Q2) — L*(Q), deducimos

que

< Clhy,, —hilgso)lu®|la @ W]y (4.81)

Ademas, usando (2.30), la desigualdad de Holder y teniendo en cuenta que H'(Q) < L*(Q),

tenemos que
ler(u*, ha,, — ho, W) = |er(u®, W, ha,, — h2)|

< [u*lLa@) IVW Lz llh2,, — hallao)
< Cllulgr @) IW Iy | ha,, — hallLa)- (4.82)

Asi, aplicando (4.81) y (4.82) en (4.80), llegamos a

|Z2(hy) — Zo(h)|ly- < C sup  [u*[|mo Wy (Ihi,, — hillLio) + ke, — hallpio))]4.83)

Wiy <1

En consecuencia, teniendo en cuenta que u* € X C Hl(Q), observando las convergencias

(4.71) y (4.72), y tomando el limite cuando m — oo en (4.83), obtenemos

|Zo(hyn) = Zo(h) |y~ — 0, (4.84)

m—r oo

lo que implica que fg es un operador compacto. Por lo tanto, concluimos que 7 es un operador
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compacto.

Asi, de (i), (i7) y el Lema 1.2.25, se sigue que Fx(z*) es un operador de Fredholm y por lo tanto,

de la Proposiciéon 1.2.26 se tiene que su rango es cerrado y de codimension finita. O

1
2

Denotamos 1 := (A, A1, Az; As, Ag) € RxXox Y x (H? (To))* x H % ({z5 = 0}) yz = (X, 8, ¢1, d2) €
G x Uy x Uy x Us. Con las definiciones dadas en (4.6) y (4.2) - (4.5) introducimos el funcional de

Lagrange
1 L
L:GxUp xUs xUs xRxXogxY x (H*(Tg)*x H 2({z3=0}) - R
asociado al problema de control (4.6) - (4.7), se define como sigue

L(z,n) =T (2) — (F1(2), \)x;,x, — (F2(2), A2)y=y — (A3, F3(2)) - .

(f 2 (ro))* HE (To)
— (A1, Fu(2)) (4.85)

H™ % ({23=0}),H2 ({3=0})’

el cual, por Lema 4.1.1, es Fréchet diferenciable con respecto a x = (u,6) € G en la direcciéon de
h = (hy, h2) € G. La derivada de Fréchet de £ con respecto a x en un punto arbitrario (z,7) es el
funcional

Ly(z,m): G =R,

definido por

Lx(z,mh = MIx(z)h — (F1,(2)h, \i)x: x, — (F2, (2)h, A2)y~ v

— (A3, T3, (z)h>(ﬁ%(ro))*,ﬁ%(ro) — A Fa (@) oy i (mymop (4:86)
para todo h € G, con Jx(z), F1,(2), Fa,(2), Fs,(z) y Fa,(z) definidos en (4.8) - (4.12).
El resultado principal de esta secciéon es dado en el siguiente teorema:
Teorema 4.1.4. (Condiciones necesarias de primer orden) Sea z* = (x*, g%, ¢%, ¢5) € Zaq so-

lucion optima del problema (3.1), entonces existe un multiplicador de Lagrange no nulo n :=

(Mo, A1y A2, Az, Ag) € RTU{0} x Xo x Y x (H? (Tg))* x H—*({x3 = 0}), tal que

Lz(z,m)h=0, Vhe G, (4.87)
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y se satisface el principio del minimo

min ﬁ(ﬂ}*, g, ¢17¢25n)7 (488)

Lm*, *7 *7 *5 =
( g (bl ¢2 77) (9,¢1,02) € Ur xUa xUs

donde L(z,n) y Lo(2*,n)h representan el funcional de Lagrange y su derivada de Fréchet, definidos
en (4.85) y (4.86) respectivamente.

Demostracion. Por Lema 4.1.1, Lema 4.1.2 y Lema 4.1.3 se tiene que las hipotesis (a), (b) y (c)
del Teorema 1.3.2 son satisfechas, por lo tanto existe un multiplicador de Lagrange no nulo n :=
(M0, Ay Aoy Ay Aa) € RY U {0} x Xo x ¥ x (H(To))* x H4({ws = 0}) que satisface (4.87) y
(4.88).

Observacion 4.1.5. Las ecuaciones (4.87) y (4.88) las llamaremos condiciones necesarias de pri-

mer orden del problema de control dptimo (3.1).

4.2. Sistema de optimalidad

En esta seccion, a partir de las condiciones necesarias de primer orden dadas en (4.87) y (4.88), se
derivaréa el sistema de optimalidad para el problema de control (3.1). Este sistema esta conformado
por las ecuaciones de estado, las ecuaciones adjuntas y una condicién conocida como condicion de

optimalidad.

Por un lado, de (4.87) podemos derivar ecuaciones que son satisfechas por Mg, A1, A2, A3 ¥y A4.

Usando (4.86) y (4.8) - (4.12), reescribimos (4.87) como

Aoy (rot u*,rot hy) 2oy +72 [ 0" — ugP~ sgn(u® — ug)-hy dQ+7s (6% — 0al' " sgn(0 — 0a)-ha dO
Q Q
—PT a(hl, )\1)—PT M bl (hg, )\1)—6(11*, h1, )\1)—0(1’11, u*, )\1)+PT' R (hg, )\13)L2(Q) —cl(u*, hg, )\2)
—c1(h1, 0%, A2) — ai(ha, A2) — (Bhz2, A2)r, — (A3, 7]p, h1>(ﬁ%(ro))*,ﬁ%(ro)

= =01 P2) b (faopyost b faacoy = 00 (4:89)

para todo h = (hy, hy) € G. Tomando en primer lugar ho = 0 y luego hy = 0 en (4.89) obtenemos

AO'YI (I‘Ot u*, rot hl)L2(Q)+)\0"yQ |u* - ud|p71 sgn(u* - ud)-hl dQ) — Pr CL(hl, )\1) - c(u*, h1, Al)
Q

—c(hy,u, A1) —er(hy, 0%, 02) — (A3, ylp, h1) <31 -

b e d oy = O Yh1 €X, (4.90)

(To)

[N
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)\073/|9* — 04]""Fsgn(0* — 04)-ho d2 — Pr M by(ha, A1) + Pr R (ha, A1y)r2(0) — c1(a*, ha, Aa)
o
_ 1
—al(h27 )\2) — <Bh2, /\2>p1 — </\4, ”y|{$3:0} h2>H7%({13:0}),H%({z3:0}) = 0, Vhe € H (Q) (491)

Por otro lado, observe que el principio del minimo (4.88) es equivalente a

E(X*ag*7¢s{7¢;7n) S E(X*7g7¢17¢27n)7 V(g7¢17¢2) S Ul X Z/{Q X Z/[?) (492)

Ademas teniendo en cuenta que los controles g, ¢1 y ¢2 entran explicitamente en las expresiones

para Fa, F3 y Fu, y usando la definicién de £ dada en (4.85), reescribimos (4.92) como

<]:2(ng7 ¢17¢2)_]:2 (ng*7¢>{7¢§)u)‘2>Y’*,Y+<)‘37-7_—3(th7 ¢17¢2) ]:3(X g ¢17¢2)> %(FO)) %(FD)
+<)\47]:4( 7g7 ¢17¢2) ( 7g ¢1’¢2)>H7%({mg:O}),H%({m;g:O})
< Ao[j(X*vga ¢15¢2) —j(X*7g*,¢T7¢§)], (493)

para todo (g, ¢1,¢2) € Uy x Uy x Us. Considerando las definiciones de los operadores Fao, F3 y
Fy dadas en (4.3), (4.4) y (4.5) respectivamente, y la definicién del funcional J en (3.1), de (4.93)

llegamos a

(@1 =01, Aalrovgan=0p + alry 8" =€) b ). md oy T 092 792054 (o i (faaop

)\074 112 AoYs 2 2
< = (llell?, oy 181 )+ T2 U5 1 mopy ~ 190053 (o)
>\ gl
S5 U021 ooy, I3 (o)) V(@01 02) € UL U XU (4.94)
Por lo tanto,
/\0’74 2 2 /\0’75 2 2
=5 Ul o ~ 115 )+ 5 U015 oy~ 1908 o o)
)\ ol "
=5l — g3l , ) + (61 — 6%, A2) T fms =0}

H ({z3=0})

+<A3|F(1) ,E— 8 >( %(Fl))* H2(F1) <A47¢2 - ¢2>H7%({m3:0}),H%({13:0}) Z 0

Asi, usando la igualdad 2(0 —v, ) g1/2(9q) = ||17||§{1/2(8Q) - ||v||§11/2(69) + ||v—17||§11/2(69), deducimos

que
M (llg-g |2, | +2Ag-g58") .y )+ A‘”5<||¢>1—¢> 2, 2Ap1—o1,6%) 1 )
2 (r}) H2 () W3 (ro\ {3 }) 1PV g3 (Po\ {z3=0})
)\0'76 . x "
=5 o2 = G315 1 ) Loy + 202 = 65.85) 1y (o _op) F (91 = 9T, Nedror(as=0)
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> 0.

+ <A47 ¢2 - ¢2>H7%({I3:O}),H%({1320}) =

+<A3|1"[1) 8 — g*>

Wl
—~
=
oR
=
Nt
*
Wl
—~
=
oR
=

(H

Entonces, una condicidn de optimalidad es dada por

* *
</\3|p(1) + A8 8- 8 >ﬁ’%(rg)),ﬁ%

(M + Aov6ds, P2 — 93) -3

(A2 + 209500 01=01) -4 1\ (mam0)). 1% (o) (a0

>0, Y(g,¢1,¢2) € U x Uy x Usz.(4.95)

+
(Ts)

({5=0}),H? ({5=0})

A partir de lo anterior hemos probado el siguiente teorema, el cual determina el sistema de optima-
lidad para el problema de control 6ptimo (3.1) en un sentido débil. El término “sentido débil” hace
referencia a que las ecuaciones diferenciales que verifican los multiplicadores de Lagrange, (4.90) y

(4.91), son dadas en un sentido débil.

Teorema 4.2.1. Sea z* = (x, g*, ¢, ¢5) € Z4q solucion dptima del problema (3.1), entonces existe
un multiplicador de Lagrange no nulo 1 := (Ao, A1, A2, A3, A1) € RTU{0} x Xp x ¥ x (IN'{% (To))* x
H-z({zs = 0}), el cual satisface las ecuaciones (4.90) - (4.91), y la condicion de optimalidad
(4.95).

El sistema de optimalidad, en un sentido débil, esta dado por las ecuaciones de estado (2.33) - (2.35),
junto con las relaciones (4.90) - (4.91) (ecuaciones diferenciales que verifican los multiplicadores de

Lagrange) y la condicién de optimalidad (4.95).

En relacion con el teorema anterior, surge la pregunta acerca de cual deberia ser el sistema de
ecuaciones diferenciales que satisface el conjunto de multiplicadores de lagrange Ag, A1, Az, A3, A4,
asi como también, el tipo de condiciones de frontera asociadas a dicho sistema diferencial. Resolver
este problema comprende probar la existencia de un sistema de optimalidad en un sentido fuerte.
Esta busqueda depende esencialmente de dos factores; en primer lugar, de la regularidad de los

multiplicadores de Lagrange, y en segundo lugar, del tipo de funcional que esta siendo minimizado.

Para comenzar, introducimos los siguientes operadores lineales continuos
A:X = X3
hi — (Ahy, A1) = Pra(hy, Ap) + c(u*, hy, Ay, (4.96)
A HY Q) — Y*

ho +—  (Arhg, Ao) = c(u*, ha, A2) + a1(ha, A2) + (Bha, A1, , (4.97)

B:HY(Q) — X}
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hy — <§h2,A1> = PrR (hQaAla)Iﬁ(Q)v
B :H'(Q) — X
ho + (Biha, A1) = PrM by(ha, A1),
C:X = X
h1 — <6h1, )\1) = c(hl,u*, )\1),

01:X - Y
hy —  (Cihy, Ao) = c(hy, 6%, \y).

Entonces, los correspondientes operadores adjuntos de (4.96) - (4.101), se definen como

A*: Xy - (X)
A (A% hy),
ALY = (HYQ)
Xy (AtAg, ha),
B*: X, — (HYQ)*
A = (B*A1 ),
Bi: Xy — (HY(Q)
A= (B ),

C*: Xy — (X)
A= (CFALhy),

Cr:y - (X)
Ao = (CrAg,hy).

Por lo tanto, usando (4.102) - (4.107), reescribimos (4.90) y (4.91) como

(MoTu(z*) = A" AL — C*M\ = Cida, hy) — (A3, 4lp, hi) =0, Vhy € X,

(Moo (z") = Bi\ + B*A1 — Af g, ha) — (s, Yl (yy—oy h2) = 0, Vhy € HY(Q),

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

donde Ju(z*) y Jo(z*) representan las derivadas de Fréchet del funcional J con respecto a u y

0 respectivamente, en un punto arbitrario z*. Ademés, introducimos los operadores lineales Sy :

103



(X)* - HY(Q) y Sy : (HHQ))* — H~Y(Q) por las formulas

(Sul,hi)p 1o m@ = Lhi) gz Yh € Hy(Q) € X, 1€ (X), (4.110)
<Sflvh2>H*1(Q),H&(Q) = <l,h2>(H1((2))*_’H1(gl)7 Vhe € H&(Q) C Hl(Q), l e (Hl(Q))* (4111)

Observemos que de (4.102) y (4.110), aplicando integracion por partes obtenemos que para cada
h; € Hy (),
(SHA" M )10y = (A"AL D) %),

= P’I”/Vh1V)\1 dQ+c(u*,h1,/\1)
Q

= —PT/hlA)\l dQ) — c(u*,/\l,hl)
Q
= —PT<A)\1,h1> — ((u* . V))\l,hl). (4112)

Ademas, de (4.106), (4.107) y (4.110) tenemos que para todo h; € Hj(),

(SaC M h)g @ m@ = (C M) %) x
= c(hy,u*, A1)
= —c(hy, A, u¥)
= —((h1 - V)i, u%)
= ((Vu")" - A1, hy), (4.113)

(SuCi A2, hi)m-1(0) 11 (@) :(5{‘/\2,h1)()~()*_’)~(
= Cl(h179*7A2)

= (AV6*, hy). (4.114)

También, notemos que para todo h; € Hé(Q),

(SuJu(z"), h1>H*1(Q),H[1)(Q) =(Ju(z"), h1>(i)*5g
:”yl/rot u* -rot hy dQ + ")/2/|11* —ug/?~! sgn(u* —uy) - hy dQ
Q Q
:—*yl/rot(rot u*)-h; dQ+7s [ [u* —uyP~!sgn(u* —ug)-hy dQ

Q Q
= (—vyirot(rot u*) 4+ Yo |u* — ud|p*1 sgn(u* —uy), hy).
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Ademas, de (4.103) y (4.111), integrando por partes deducimos que para todo ha € H} (1),

<SIA\T)\27 ho)g-1().Hi(Q) = <A\T A2, h2) (5 (), H (@)

=cC1 (U.*, ha, )\2) + /thV)\g dQ) + <Bh2, )\2>F1

Q

= —Cl(u*,)\g, hg) — /th)\g dQ)
Q
= —(U*VAQ, h2) — <A)\2, h2>

También, de (4.104), (4.105) y (4.111), tenemos que para todo hy € Hi (),

<51§*)\17h2>H—1(Q),H5(Q) :<§*)\17h2>(H1(Q))*,H1(Q)
= <PT‘ R )\13, h2>,

<Sl§>1k/\17h2>H*1(Q),H§(Q) = (Bi A1, ha) (i1 ()= 11 (9)

= PrM bl(hQ,)q)
:PrM/th-%dQ
8x3
Q

= —Pr M/hg - div <%> dS)
(91:3
Q

= —(Pr Mdiv (%)  ho).

z3
Ademas observemos que todo hy € Hj (),

(S1Tp(2"), ha)u-1(a) i) = (Jo(2"), ha)(x)- %

= 73/|9* — 04" sgn(6* — 604) - ho dQ
Q

= (316" — 04|' "t sgn(0* — 64), ho).

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

Por lo tanto, considerando las restricciones de los funcionales del lado izquierdo de (4.108) y (4.109)

a Hy(Q) y H}(Q) respectivamente, y usando (4.112) - (4.118), obtenemos las siguientes ecuaciones

que son satisfechas por A1 y Ao:

PrAX; + (u* - V)A — (Vu*)T- A — X Vo

= Aoyirot(rot u*) — Agyz|u* —ug|P~! sgn(u*—uy) en H1(Q),
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oA

u* g + Ay + Pr Mdiv (
8173

) + Pr R A1, = —Xosl0" — 041 sgn(6* —60) en H1(Q). (4.120)

Si ademas suponemos que u*, \; € H*(Q) y Ay € H?(Q), entonces de (4.90), (4.91), (4.119) y (4.120)
podemos obtener las relaciones de frontera. Multiplicando (4.119) y (4.120) por funciones h; € X y

hy € H'(Q) respectivamente, e integrando por partes el resultado sobre 2, obtenemos

—Pr V)\l . Vhl dQ) + Pr ai h1 dS—/[(u* . V)hl] . )\1 dQ) —/h1Vu*/\1 dQ) —/h1 . Ve*)\g dQ)

on
Q a0
= —/\071/r0t u*-rot hy dQ2 + /\071/(mt u*xn)-hy dS — vz [|u* —ug|P~! sgn(u* —uy) - hy dQ, (4.121)
Q a0 Q
y
O
u* Vh,Q AQ dQ) — Vh,Q V)\Q dS) + - h2 dS — PrM Vh,Q a— dQ)
T3
Q Q asz

+PTM/63 (gh) - hy dS +/PrR A1y b dQ = —Xoy3 [ 0% — 0a]' " sgn(0* — 04) - hy d€,(4.122)
n X3
Q Q

para todo hy € X y hy € HY(Q) respectivamente. Ahora, restando (4.121) de (4.90), y (4.122) de

(4.91), llegamos a

O ) _
(ﬁ%(f‘g))*,ﬁ%(f‘g) + Pr % -hydS = )\0")/1/(I‘Ot u ><n)~h1 dS, Vh, € X, (4123)
o o

(A3, 7p, )

DX
(Bha, A2)ry + Ay Vas=0) P2 4 (o). 114 ((amoy) T /% ha dS

[219]

+Pr M/an <8A1) -ha dS =0, Vhy € H (). (4.124)

Por lo tanto, de (4.123) y (4.124) tenemos las siguientes relaciones de frontera

A3 = Aoy1(rot u*xn) — Pr(VA; -n) sobre Iy, (4.125)

Aoyi(rot u* xn) — Pr(VA; -n) =0 sobre I'q, (4.126)
O\

A VA2 + PrMV ) sobre {z3 = 0}, (4.127)
T3
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BXo + (V)\g + PrMV (%)) -n =0 sobre I'y, (4.128)
T3

(V)\g—i—PTMV (%)) -n =0 sobre 'y \ {z3 =0}. (4.129)
T3

Asi, suponiendo que u*, \; € H?(Q) y Ay € H?(2), llegamos a que el conjunto de multiplicadores de
Lagrange satisface el sistema de ecuaciones diferenciales (4.119) y (4.120), junto con las condiciones

de frontera (4.125) - (4.129) y la condicion de optimalidad (4.95).

4.3. Positividad del multiplicador de Lagrange )\

Regresando al Teorema 4.1.4, observe que dependiendo del valor de Ay en el multiplicador de Lagran-
ge 1 = (Ao, A1, A2, A3, Ag), podemos distinguir esencialmente dos casos diferentes: \g > 0y Ao = 0.
Notemos que en el primer caso, reemplazando A1, A2, A3 y Ay por %, i—f}, i—i y i—ﬁ respectivamente,
en las ecuaciones (4.87) y (4.88), podemos asumir que Ay = 1 en el planteamiento del Teorema 4.1.4.

En el segundo caso, (4.87) toma la forma

<]:1x(Z )h, /\1>X(’;,X0 + <.7:2x (Z )h, )\2>Y*,Y + <)\3,JT3X (Z )h>(ﬁ%(F0))*,ﬁ%(F0)

+(A4, Fu, (z")h) =0, YheG. (4.130)

H™ % ({23=0}),H 2 ({23=0})

Por lo tanto, el caso Ay = 0 proporciona poca informacién y no es interesante, ya que en este
caso la ecuacion (4.130), teniendo el sentido de una condicién necesaria de primer orden para un
minimo local de (3.1), no envuelve el funcional 7. Asi, es interesante encontrar condiciones sobre

z* = (u*, 0%, g%, &7, ¢3) v sobre los conjuntos Uy, Us y Us, bajo las cuales garanticemos que \g > 0.

Siguiendo como en Alekseev [3], diremos que el conjunto U = U; x Us X Us posee la propiedad
C en un punto z* = (u*, 6*,g*, ¢1, ¢5), si para cada solucion no nula (multiplicador de Lagrange)
(A1, A2, A3, M) € Xp x Y x (ﬁ% (To))* x H™ = ({x5 = 0}) de la ecuacion (4.130), existe un elemento
(g%, 99, ¢9) € U tal que

* 0 * 0
<¢1_¢17)\2>F0\{13:O}+<)\3|Fé 8 —8 >(ﬁ%(Fé))*,ﬁ%(Fé)

* 0
HA 02 =02) 4 b (mamop). i} (memop)” O (4.131)

No es dificil verificar que si el conjunto U posee la propiedad C' en el punto z*, entonces necesaria-

mente A\g > 0. En efecto, si suponemos lo contrario, esto es, que existe un multiplicador de Lagrange
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(0, A1, A2, A3, Aq), entonces por el Teorema 4.1.4, la ecuacion (4.130) y la desigualdad (4.94) se sa-

tisfacen para Ao = 0. Pero esto contradice (4.131).
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Conclusiones

¢ Se estudié un problema de control de borde, en el cual las ecuaciones estacionarias de Rayleigh-
Bénard-Marangoni fueron consideradas como las restricciones, y las funciones de control ac-
tuando como condiciones de borde de tipo mixto (Dirichlet, Neumann y Robin) aplicadas a la

velocidad y la temperatura del fluido.

© Se prob¢ la existencia de una solucién “débil - fuerte” para el modelo de Rayleigh-Bénard-
Marangoni con controles sobre algunas partes de la frontera. La expresion “débil - fuerte”
hace referencia a que la solucion para la velocidad es en un sentido débil, mientras que para la
temperatura es en un sentido fuerte. Ademés se prob6 un teorema que establece las condiciones
sobre los datos de frontera g, ¢1 y ¢2, o sobre los coeficientes Pr, R, M, B, bajo las cuales se

garantiza la unicidad de las soluciones débiles.

¢ Como aporte a la Teoria de control, se prob6 la existencia de una soluciéon optima para el
problema de control planteado. También, se probé la existencia de un sistema de optimalidad

“débil - fuerte” para el problema de control con condiciones de frontera no homogéneas.

¢ Se estudi6 un problema de control de parametros del modelo estacionario de Rayleigh-Bénard-
Marangoni, el cual consistié en garantizar la existencia de parametros R, Pr, M y B tales
que las correspondientes velocidad y temperatura del fluido mantuvieran unas configuraciones

deseadas.
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