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DESCRIPTION

Many outcomes on fuzzy differential equations have been obtained in recent years as the
theoretical field as applied. The main subject of this thesis is the initial boundary value problem
(IBVP) associated with a first-order-ordinary-differential equation in the fuzzy context.

In particular, it is analyzed the implications of the differentiability on existence and uniqueness
of solutions of fuzzy IBVP. It is introduced a new notion of fuzzy differentiability, called a-
derivative, which allows to generalize results on existence and uniqueness of fuzzy IBVP previously
considered. The method of differential inclusions is studied as a tool to solve fuzzy IBVP.

This thesis is organized as follows. In a first chapter, the basic aspects of the Theory of Fuzzy Sets
and Fuzzy Multi-valued Analysis are presented. In a second chapter, we make a deep-exhaustive
dissertation of the paper “Fuzzy Differential Equations” which was written by Osmo Kaleva in 1987.
In a third chapter, it deals mainly with the implications of a-derivative at the fuzzy initial value
problem in the fuzzy context. The contents of this third chapter are based on the article “A note on
the Cauchy problem of fuzzy differential equations”. This chapter constitutes our main contribution
to the theory of fuzzy differential equations. The fourth chapter deals with the theory of differential
inclusions; collecting the main results on this subject and present some examples.
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DESCRIPCION

Muchos trabajos sobre ecuaciones diferenciales difusas han sido elaborados en los ultimos afnos,
tanto en el campo tedrico como en el aplicado. El tema principal de esta tesis es el problema de
valor inicial (PVI) asociado a una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden en el contexto
difuso.

En particular, se analizan las implicaciones que tiene la diferenciabilidad sobre la existencia de
soluciones de PVI en el contexto difuso. Se introduce una nueva nocién de diferenciabilidad difusa
que llamamos a-derivada, la cual generaliza resultados sobre existencia y unicidad de PVI publi-
cados previamente. Se estudia el método de las inclusiones diferenciales como una herramienta
para resolver PVI difusos.

El presente trabajo ha sido organizado de la siguiente manera. En un primer capitulo, presentamos
los aspectos basicos de la teoria de los conjuntos difusos y fundamentos del analisis multivoco
difuso. En un segundo capitulo, hacemos una disertacion profunda y exhaustiva del articulo “Fuzzy
differential equations" elaborado por Osmo Kaleva en 1987. El tercer capitulo trata principalmente
sobre las implicaciones de la a-derivada en el problema de valor inicial en el contexto difuso. El
contenido del tercer capitulo se basa en el articulo “A note on the Cauchy problem of fuzzy differ-
ential equations". Este capitulo constituye nuestro principal aporte a la teoria de las ecuaciones
diferenciales difusas. El cuarto capitulo trata sobre la teoria de las inclusiones diferenciales; re-
copilamos los principales resultados sobre este tema y presentamos algunos ejemplos.
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Introduccion

El auge que ha tenido la teoria de los conjuntos difusos en los ultimos afos ha sido
sorprendente. Sus diversas y multiples aplicaciones en Ingenieria, Medicina, Economia y
otras areas, demuestran la utilidad y validez de esta teoria. La teoria de las ecuaciones
diferenciales difusas (EDF), como un area de estudio e investigacion en matematicas,
viene generando grandes expectativas y ha logrado resolver inconvenientes que se pre-

sentaban en el modelado matematico a través de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ejemplos de aplicacion de las EDF los podemos encontrar en el area de la Ingenieria
Mecanica e Ingenieria Civil. Los autores en [6] usan EDF para modelar la friccion estatica
que se presenta en servos cilindricos hidraulicos. Ellos sustituyen el modelo ordinario
por un modelo difuso, lo que les permite obtener ciertas ventajas, como por ejemplo,
la continuidad de la friccion. También en [27] podemos encontrar dos aplicaciones en
el campo de la Ingenieria Civil, en el cual se proponen dos modelos difusos, uno para
estudiar los movimientos oscilatorios de torres de campanarios y el otro, un modelo difuso
de colas para enclaves. Otros ejemplos de aplicacion aparecen en [13, 14], donde los

autores usan EDF para obtener soluciones aproximadas de modelos poblacionales.

Muchos trabajos sobre ecuaciones diferenciales difusas han sido elaborados en los ul-
timos anos, tanto en el campo tedrico como en el aplicado. El objetivo de este trabajo
es recopilar, analizar y de alguna manera, presentar algunos resultados tedricos relativos
a las EDF que mejoren en un sentido apropiado, resultados publicados previamente por

otros autores.
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Nuestro principal interés es estudiar el problema de valor inicial asociado a una EDF
ordinaria de primer orden. En términos generales este problema lo podemos escribir de

la siguiente manera:

7(t) = f(t,x(t),  x(to) = w0, (1)

donde zy € X, ty € T, T es un intervalo de numero reales, X es una clase de conjuntos
difusosy f : T x X — X es una multifuncion difusa, esto es, una funcién que asigna a

cada punto del dominio, un conjunto difuso.

Inicialmente podemos observar que es imprescindible establecer algun sentido a la
derivada z/(t) para abordar el problema de valor inicial (1). Una primera nocién de
derivada difusa fue dada por Puri y Ralescu en [29], en donde los autores generalizan
y extienden el concepto de diferenciabilidad de Hukuhara (o H-derivada) definida inicial-
mente en el contexto de multifunciones, al contexto de las multifunciones difusas. Con
base en este concepto de diferenciabilidad se dio inicio al desarrollo de la teoria de las
ecuaciones diferenciales difusas, originandose los primeros trabajos en el area, entre los
que se destacan los de Kaleva [18], Kloeden [21], Seikkala [34], Kandel y Byatt [20], entre

otros.

En el trabajo pionero realizado por Kaleva [18] se construyen las bases del analisis difuso,
necesarias para abordar el PVI difuso (1). Kaleva establece los teoremas sobre exis-
tencia y unicidad de solucién del problema (1) a partir de la nociéon de H-derivada (ver
Definicién 1.30). Otros resultados de existencia y unicidad de soluciones de EDF han
sido obtenidos por diversos autores, entre ellos, los trabajos [12, 25, 26, 28, 35]. Sin em-
bargo, la interpretacion del PVI difuso con la H-derivada presenta algunas desventajas,
por ejemplo, las soluciones obtenidas no generalizan adecuadamente las soluciones del
caso clasico. Ademas, algunas multifunciones difusas relativamente simples, resultan no
diferenciables con esta nocién de derivada. Para resolver estos inconvenientes, Bede y

Gal en [4, 5] y Chalco-Cano en [8, 9] introducen una definicidon de derivada difusa mas am-
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plia que la H-derivada. A esta nueva derivada se le suele llamar derivada generalizada.
Con este nuevo concepto de diferenciabilidad se obtienen nuevas soluciones para una

ecuacion diferencial difusa.

Avanzando en el mismo sentido, en este trabajo introducimos una definicion de derivada
difusa aun mas general que la derivada generalizada. A esta derivada la llamamos a-
derivada. La ventaja de la a-diferenciabilidad con respecto a las otras derivadas men-
cionadas antes, es que obtenemos los mismos resultados de existencia y unicidad de un
PVI difuso, pero en condiciones mas generales. Ademas, obtenemos otros resultados del
célculo diferencial que involucran esta nocion de diferenciabilidad difusa. Estos aportes

han sido presentados en el articulo [37].

Por otro lado, la teoria de las inclusiones diferenciales es un tema un poco distante de
la diferenciacidon difusa que hemos mencionado, pero es una herramienta efectiva para
encontrar la soluciéon a una EDF. La ventaja que tiene este método es que prescinde de
la interpretacion de la derivada. En ocasiones, la solucion obtenida por este método es
equivalente a la obtenida mediante la nocion de derivada generalizada [7]. Estos aspectos

también seran introducidos en este trabajo.

El presente trabajo ha sido organizado de la siguiente manera. En un primer capitulo,
presentamos los aspectos basicos de la teoria de los conjuntos difusos y fundamentos
del analisis multivoco difuso. En un segundo capitulo, hacemos una disertacion profunda y
exhaustiva del trabajo elaborado por Kaleva en [18]. El tercer capitulo trata principalmente
sobre las implicaciones de la a-derivada en el problema de valor inicial difuso. El con-
tenido del tercer capitulo se basa en el articulo [37]. Este capitulo constituye nuestro
principal aporte a la Teoria de Ecuaciones Diferenciales Difusas. El cuarto capitulo tra-
ta sobre la teoria de las inclusiones diferenciales; recopilamos los principales resultados

sobre este tema y presentamos algunos ejemplos.
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Capitulo 1

Fundamentos del analisis difuso

En este capitulo presentamos los aspectos basicos del analisis multivoco difuso que se

requieren para abordar el tema central de este trabajo.

En una primera seccion presentamos una sintesis de los aspectos basicos sobre
conjuntos difusos. Definimos los espacios métricos sobre los cuales vamos a trabajar
y algunas operaciones entre conjuntos difusos. En una segunda seccion, presentaremos
los principales desarrollos del analisis multivoco, el cual es un paso intermedio entre el
andlisis clasico vectorial y el andlisis difuso. Muchos de los conceptos del analisis difuso
son una generalizacion de los mismos en el andlisis multivoco. La ultima seccion, trata
en detalle aspectos de medibilidad, integrabilidad y continuidad del analisis difuso, y nos

prepara para introducirnos en el tema de interés.

Las demostraciones de los teoremas o proposiciones que aparecen en este capitulo
son reconstruidas a partir de los articulos [18, 30, 32]. Los ejemplos son tomados
principalmente de [18, 32]. Este capitulo consiste en una sintesis de estos tres traba-
jos y tiene como objetivo presentarle al lector un cuerpo organizado de conceptos que

creemos facilitara la lectura.
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1.1. Conjuntos difusos sobre R"

Sea K" la coleccion de todos los subconjuntos compactos, convexos y no vacios de R™.
Si A, B e K"y \ € R, entonces se define la suma y la multiplicacion por escalar en K" de

manera usual,
A+B={a+b|lac A, be B}, M ={)a|ac A} (1.1)

Radstrdm [31] demuestra que K™ es un semigrupo conmutativo bajo la adicion, el cual

satisface la ley cancelativa. Ademas, se demuestra que si o, 3 € Ry A, B € K" entonces
a(A+ B) =aA+ aB, a(fa) = (af)A, A=A
y si a 'y  son no negativos, entonces
(a+ B)A = aA+ [BA.
Es bien conocido que se puede definir la métrica de Hausdorff d en K como,
d(A, B) = mdx {ilelg Inf [la — b, Sup i fla - b||} :

donde A,B € K"y || - || denota la norma euclidiana en R". También se sabe que
(K™, d) es un espacio métrico completo [30]. Ademas, la métrica d verifica las siguientes

propiedades.

Proposicién 1.1 ([32]). Para todo A, B,C,D € K" y A\ € R, se tiene que:
i) d(AA,AB) = [A|d(A, B),
i) d(A+C,B+C)=d(A,B),

iii) d(A+ B,C + D) < d(A,C) +d(B, D).
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El siguiente paso consiste en extender el espacio métrico (K", d) al contexto de los

conjuntos difusos.

De manera general, se define un conjunto difuso u sobre un conjunto universo X como
una funcion « : X — [0,1]. El valor u(z) € [0, 1] determina el grado de pertenencia del
elemento x € X al conjunto difuso «. Cualquier subconjunto S de X también lo podemos
considerar como un conjunto difuso, en este caso particular su “funcién de pertenencia”

esta dada por la funcién caracteristica x ¢, la cual toma valores discretos en {0, 1}.

Consideraremos 7" = [a, b] C R intervalo cerrado y nos centraremos en el caso X = R". Si
u es un conjunto difuso en R", se define el a-nivel de u como [u]* = {z € R" | u(x) > a},

con 0 < a < 1. Para a = 0, se define el soporte de u como el conjunto

[u]” = supp(u) = {z € R" | u(z) > 0}.

Un conjunto difuso « es llamado compacto si todos sus a-niveles son compactos en R”
para a € [0,1]. De manera similar, un conjunto difuso v es llamado convexo, si [u]* es un
conjunto convexo en R" para todo « € |0, 1]. Denotamos por F" la coleccién de todos los
conjuntos difusos con a-niveles en K", es decir con a-niveles compactos, convexos y no

vacios de R", « € [0, 1].

A los conjuntos difusos de F! se les suele llamar nimeros difusos. El conjunto de los
numeros reales R se puede sumergir en F!, asignandole su respectiva funcion carac-
teristica a cada numero real, esto es

1, sit=c,

cr— Xiey(t) =
Xia(t) 0, en otro caso.

En general, podemos sumergir de la misma manera el conjunto ™ en F™; asociandole a
cada subconjunto compacto, convexo, no vacio S de K™ su respectiva funcién caracteris-

tica xg, la cual, claramente es un conjunto difuso sobre R", es decir, ys € F".

De manera equivalente, se puede definir a F™ como la coleccion de todos los conjuntos

difusos u : R™ — [0, 1] que cumplen las siguientes condiciones:
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1. uw es normal; esto es, existe xy, € R” tal que u(xy) = 1.
2. u es un conjunto difuso convexo.
3. u es semicontinua superiormente, es decir, [u|* es cerrado en R™.

4. supp(u) es compacto.

La familia de los a-niveles de cualquier conjunto difuso u de F", {[u]* | « € [0,1]} C K",

satisfacen las siguientes propiedades:

(i) [u]° D [u]* D [u]® 2 [u]', para todo o, Ftales que 0 < o < 3 < 1.

(if) Si (a,) es una sucesion no decreciente de [0, 1] que converge a un « > 0,

entonces [u|* = ﬁ [u]om.

n=1

La situacion reciproca también la podemos considerar. Si se tiene una familia de
conjuntos N, de K" que satisface las condiciones (i)-(ii) dadas anteriormente, el siguiente
teorema conocido como el Teorema de representacion de Negoita-Ralescu, nos garantiza

gue podemos encontrar un conjunto difuso en F" cuyos a-niveles coincidan con N,,.

Teorema 1.2 ([24]). Sea {N, | a € [0,1]} una familia de subconjuntos de K" que satisface
las propiedades anteriores (i) y (ii). Entonces existe un inico v € F" tal que [v]* = N, para
todo v € (0, 1],

W= |J NaC AN,

0<a<l

y ademds, el conjunto difuso v se define como v(x) = sup{a | x € N,}.

Es claro que si u,v € F" y queremos que u + v € F", no podemos definir la suma
de conjuntos difusos ni la multiplicacion por escalar como las operaciones usuales entre

funciones. La solucion a este inconveniente se hace a través del Principio de extension
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de Zadeh [38]. Este principio nos permite extender una operacion binaria * : R x R — R,
al contexto difuso de x : 7" x F" — F™ de la siguiente manera
uxv(z) = sup min{u(z),v(y)} (1.2)
Z=x*xY
para u,v € F". Basados en este principio, se definen las operaciones de suma y
multiplicacion por escalar en 7" como:
u(y) Si\#£0,

X{O}(l') Si A= 0, (1.3)

(u+v)(x) = sup minfu(y),v(2)}, <Au><x>:{

Y+z=x

donde A € Ry xo es la funcion caracteristica del elemento 0 € R".

Mediante el Teorema de representacion de Negoita-Ralescu (Teorema 1.2) y el Princi-
pio de extension de Zadeh, las operaciones definidas entre conjuntos difusos se pueden

efectuar a través de sus a-niveles de la siguiente manera:
[u+v]* = [u]® + [v]%, A-u]*=X-[u]*, VYael0,1]. (1.4)
La métrica de Hausdorff d en K" se puede extender a 7™ mediante la métrica

D(u,v) = sup d([u]* [v]").

a€l0,1]

La pareja (F", D) es un espacio métrico completo que no es separable (una prueba de
este resultado se da en [32, 33]). La métrica D es invariante por traslacién y es ho-

mogénea, esto es, siu,v € F"y X € R, entonces

D(Au, \v) = |A\|D(u,v) y D(u+ w,v +w) = D(u,v). (1.5)

1.2. Aspectos basicos del analisis multivoco

Una multifuncion es una generalizacion del concepto de funcion. Una multifuncion se

entiende como una funcion que asigna a cada punto de su dominio, un conjunto diferente

19



de vacio. A su vez, la definicion de multifunciéon difusa, como veremos mas adelante, es
una generalizacion del concepto de multifuncion. La teoria que estudia las multifunciones
se llama analisis multivoco. Esta teoria desarrolla todos los aspectos del analisis que
tienen que ver con las multifunciones tales como: medibilidad, integracion, continuidad,

semicontinuidad, diferenciabilidad, entre otros.

Para establecer una nocién de lo que seria una derivada difusa, necesitamos partir del
concepto de derivada multivoca. Hukuhara en [15] y Banks y Jacobs en [3] propusieron

inicialmente una definicién de derivada de multifunciones.

A continuacion presentamos algunas definiciones y resultados del analisis multivoco, y al
final de esta seccion, introduciremos la definicion de H-derivada para multifunciones (o
derivada de Hukuhara). En el siguiente capitulo, se extiende la definicion de derivada de

Hukuhara al contexto difuso.

Definicion 1.3. Sean X,Y conjuntos no vacios cualesquiera. Denotamos por P(Y)\0, la
familia de todos los subconjuntos no wvacios de Y. Una aplicacion F : X — P(Y)\D es
llamada una multifuncion, esto es, una funcion que asocia a cada punto de un conjunto no

vacio X, un unico subconjunto mno vacio de un conjunto Y .
Ejemplo 1.4. Sea F : R — P(R)\( definida por

ro- {3220

F' es una multifuncion.

Definicién 1.5. Sea F : X — P(Y)\D una multifuncion. La imagen de F, denotada por
Im(F), estd definida por

zeX

Definicién 1.6. Dada una multifuncion F : X — P(Y)\0, se define el grafo de F por
graf(F) ={(z,y) € X XY |y € F(x)}.
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Definicién 1.7. Sea M C Y un subconjunto cualquiera y F : X — PY)\D una

multifuncion. La preimagen de M se define por:
Fr*M)={zxc X |F(z)nM # 0}.

Definicién 1.8. Sea F : X — P(Y)\D una multifuncion. Se dice que F posee valores
unitarios, si F'(x) es un conjunto unitario, esto es, F'(x) = {f(x)} donde f: X — Y es una

funcion.

Definicion 1.9. Sea (X, A, i) un espacio de medida y F : X — P(R™)\D una multifuncidn.

Se dice que F es medible si

F~YC) € A, para todo cerrado C en R™.

o~

Ejemplo 1.10. Sea f : X — R"™ una funcion. Si definimos f(x) = {f(x)}, entonces es claro
que f : X — P(R") es una multifuncion a valores unitarios y ademds: f~*(A) = f~1(A).
Por lo tanto, f es medible en el sentido usual si y sélo si ]? es medible en el sentido de la

Definicion 1.9.

Un camino para estudiar propiedades sobre medibilidad e integrabilidad de multifunciones

es a través del concepto de seleccion.

Definicién 1.11. Sea F : X — P(R"™) una multifuncién. Se dice que una funcion f : X —
R™ es una seleccion de F', si f(x) € F(z), para todo x € X. Si ademds f es medible, se dice

que [ es una seleccion medible de F'.

La existencia de selecciones esta garantizada por el Axioma de eleccion. Un problema
dificil es saber cuando una multifuncién admite selecciones medibles. Por ejemplo, en
[32], el autor afirma que si /' : X — P(Y) es una multifuncién medible y con imagenes
en conjuntos cerrados en Y, Y es un espacio métrico completo y separable (como R"),

entonces F' admite una seleccién medible.
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Una definicion de medibilidad mas fuerte con base en las o-algebras de Borel es la

siguiente.

Definicién 1.12. Sea F': X — P(R") una multifuncion y B(R™) la o-dlgebra de Borel de
R™. Se dice que F' es Borel medible si graf(F) € AQB(R"™), donde AQB(R™) es la o-dlgebra

generada en el espacio producto por A x B(R™).
Observacién 1.13 ([32]). Sea X un espacio de medida finita y completo. Si F': X — P(R")

es una multifuncion Borel medible, entonces F' admite una seleccion medible.

Con estos conceptos sobre medibilidad podemos continuar con la integrabilidad de

multifunciones. Sea (X, ) un espacio de medida finita y completo, denotamos por
LYX,R" ) = {f: X — R" | f funcion integrable}.
Si no hay peligro de confusién nos referiremos simplemente como L'.

Definicién 1.14. Sea F : X — P(R") una multifuncion. Se dice que f : X — R"™ es una
seleccion integrable de F, si f € L' y f(x) € F(x) c.t.p. Denotamos por S(F) al conjunto

de todas las selecciones integrables de F'.

En la siguiente definicién, asumimos la medida ;. como no-atémica”.

Definicién 1.15 ([2]). Sea F' : X — P(R") una multifuncion. Entonces la integral de F' en

el sentido de Aumann, se define como:

/Xquz{/deMfeS(F)}-

Se dice que F es integrable si [ Fdp # 0.

“Sea (X, A, ;1) un espacio de medida. Se dice que A € A es un dtomo de la medida p si:
. u(4) >0,
= Be Ay B C A, entonces p(B) =06 u(B) = u(A).

Una medida p se dice no-atémica cuando no posee atomos.
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Un problema inmediato que sigue después de esta definicion es saber cuando una
multifuncidn es integrable. Para dar respuesta a este interrogante, necesitamos de la

siguiente definicion.

Definicién 1.16 ([30]). Sea F' : X — P(R") wuna multifuncion. Se dice que F es
integralmente acotada si existe una funcion g : X — R en LY(X,R, u), tal que || < g(z),

Vw e F(x) y Vo € X, donde || - || es la norma euclidiana en R™.

Con esta definicion se pueden obtener condiciones suficientes para garantizar la

integrabilidad de multifunciones.

Teorema 1.17 ([2]). Si F': X — P(R") es una multifuncion Borel medible e integralmente

acotada, entonces F' es integrable.

La no-atomicidad de la medida ;. permite asegurar propiedades importantes sobre la
integral. La convexidad de la integral multivoca de Aumann depende, esencialmente, de

la no-atomicidad de la medida ..

Teorema 1.18 ([2]). Si F: X — P(R") es una multifuncion, entonces [ Fdu es un conjunto
convexo de R™.

Cuando una multifuncion es a valores cerrados entonces su integral multivoca de Aumann
es un conjunto compacto en K".

Teorema 1.19 ([2]). Sea F': X — P(R™) una multifuncion. Si F(z) es cerrado para cada
v € X y F es integralmente acotada, entonces [ Fdu es un conjunto compacto de R™.

El siguiente teorema es una generalizacion del teorema de convergencia dominada en el

contexto multivoco.

Teorema 1.20 ([30, 32]). Sean F.Fy, : X — K", k € N, una sucesion de multifunciones

Borel medibles tales que, para cada © € X se tiene que lim Fi(x) = F(x) c.t.p. (en la métrica
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de Hausdorff), y suponga que cada Fy estd acotada por una misma funcion real integrable

i [ Fe= [ r

Otras propiedades de la integral de Aumann importantes para comprender aspectos de

h € L'. Entonces,

las integrales de las multifunciones difusas son las siguientes.
Proposicién 1.21. Sean F,G : X — P(R") multifunciones, A € R. Entonces,

» Si F(z) C G(x) c.t.p., entonces [ Fdu C [ Gdp.

» Si F(z) = G(x) c.t.p., entonces [ Fdp = [ Gdp.

Si (A\F)(x) = A\F (), entonces [ AFdu = X [ Fdp.

Si1 F, G son multifunciones a valores cerrados e integralmente acotadas, entonces

/(F+G)du:/qu+/Gd,u.

Insistimos en estos resultados sobre medibilidad e integrabilidad porque vamos a consi-
derar multifunciones con valores en K™ (conjuntos compactos, convexos y no vacios de
R™) y debemos asegurar las condiciones de suficiencia para que las multifunciones sean

integrables. Miremos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.22. Supongamos que f € L*(X,R, i) y definamos la multifuncion F(x) = {f(x)}

para toda x € X. Entonces, F' es integrable y ademds,

fra-{] )

Ejemplo 1.23. Sea X = [0,1], provisto de la medida usual de Lebesgue, la cual, no es
atomica. Sean a,b € R, con 0 < a < b. Definamos la multifuncion F(x) = {a,b}, para toda
z € [0,1].
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Denotamos las selecciones por fi(x) = a y fo(x) = b, para todo x € [0,1]. Es claro, que

f1, f2 € S(F), y ademds,
/ fidp=a 'y / fodu = 0.
X X

Por otro lado, si tomamos cualquier particion en conjuntos medibles de [0,1] de la forma

{A, B} y haciendo f = fixa+ foxs, tenemos que f € S(F) y su integral estd dada por

/ Fdp = ap(A) + bu(B) = ha+ (1 — A)b, A€ [0,1].

Por consiguiente, [ F = [a,b].

Lo interesante de este ejemplo es que la multifuncién F' no es a valores convexos y sin
embargo, la integral es convexa. De ahi la importancia de la no-atomicidad de ., porque

esta condicién garantiza que la integral multivoca [ F'du sea un conjunto convexo.

Ejemplo 1.24. Sea X = [0,1] con la medida usual de Lebesque L, pero introduzcamos un
dtomo en uno de sus extremos. Sea p({1}) = 3. St A C [0,1] es Lebesgue medible, entonces
definimos la siguiente medida:
u(A) = {ififl;)t’(A\{l}), Z 1 i j

Consideremos la multifuncion F' tal que F(x) = {4,5} para todo x € [0, 1]. Si consideramos
todas las particiones de conjuntos medibles de X = [0,1] de la forma {A, B,{1}}, donde
B =[0,1] — (AU{1}), podemos observar que dada cualquier seleccion integrable f de I ésta
debe ser de la forma:

f=4xa+5xs+4xqy c.tp.

(=N

f=4xa+5xs+dxqy c.tp.

En el primer caso obtenemos que
/ fdp = 4u(A) + 5p(B) + 12 = AN+ 51— \) +12, A€ [0, 1],
X
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y en el sequndo caso,
/deu — 4p(A) +5u(B) + 15 = A+ 5(1 = A) +15,  Ae0,1].
Por consiguiente, tenemos que
/X Fdy = [16,17] U [19, 20],

el cual, no es un conjunto convexo. Sin embargo, podemos observar que la integral aun ast,

es un conjunto compacto.

La definicién de continuidad para multifunciones es la usual para espacios métricos.

Definicién 1.25. Sea F' : T — K" una multifuncion. Se dice que F es continua en ty € T,

si para todo € > 0, existe un § = 0(e,tg) > 0 tal que

d(F(t), F(ty)) <€, paratodot €T con |t —ty| <.

La definicion de multifunciones que satisfacen la condicién de Lipschitz, es un concepto

que usaremos en este presente trabajo. La definicidn conserva el sentido usual.

Definicién 1.26. Sea F' : T — K" una multifuncion. Se dice que F' es Lipschitz continua,

con constante de Lipschitz L, si

d(F(t), F(t*)) < L|t — t*| para todo t,t* €T.

Como en el caso clasico, toda multifuncion Lipschitz continua es continua, pero la afirma-

cion reciproca no es cierta.

Ejemplo 1.27. Sea F : [0,1] — K definida como F(t) = [/t,1]. Entonces

d(F(t), F(t") = d(VE.1], [VE,1]) = Vi = VEF| =

It — ).

1
Vi+ Ve
Suponer que F es una multifuncion Lipschitz continua, significa suponer que existe una
constante positiva L tal que ﬁ < L, para todo t,t* € [0,1], lo cual es imposible porque t

y t* pueden estar tan cerca de cero como se quiera.
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Para introducir la H-derivada entre multifunciones, necesitamos definir una diferencia en-
tre conjuntos de K. Para ello, en [3], Banks y Jacobs retoman la diferencia de Hukuhara,

la cual esta definida de acuerdo con las propiedades entre conjuntos dadas en [31].

Definicién 1.28. Sean A, B € K". Se define la diferencia de Hukuhara o H-diferencia A B
(si ésta existe) como el conjunto C € K™ tal que A= B+ C.

Observacién 1.29. Notemos que AS B # A+ (—B) := A— B porque, en general, en K" no
se tienen todos los inversos aditivos. Por ejemplo, si A = [—1,1], es claro que —A = [—1,1]

y A+ (—A) =[-2,2].

Ahora, con base en la diferencia de Hukuhara, los autores de [3, 15] establecen la

siguiente definicion de diferenciabilidad para multifunciones.

Definicién 1.30 ([3]). Sea G : T — K" una multifuncion. Se dice que G es Hukuhara
diferenciable (H-diferenciable) en ty € T, si existe G'(ty) € K" tal que, para h > 0 suficien-
temente pequeno, las diferencias G(to + h) © G(to), G(to) © G(to — h) existen, y

i Glo+th)©Gt) _ . Glto) ©G(to — 1)
h—0+ h h—07F h

= G/(t0)7

donde el limite es tomado en el espacio métrico (K", d). En los extremos del intervalo T' se

consideran solo las derivadas laterales.

En el articulo de Banks y Jacobs [3] se presentan las propiedades de la H-derivada para
multifunciones que se pueden deducir de esta definicion. Una de ellas es la que tiene que

ver con el diametro de las imagenes de la multifuncion.

Proposicion 1.31. Si F' : T — K" es una multifuncion H-diferenciable sobre T', entonces

la funcion de valor real t — diam(F'(t)), t € T, es no decreciente en T.

Observacion 1.32. Debemos senalar que una multifuncion F : T — K" Hukuhara

diferenciable en un intervalo T y con diam(F'(t)) > 0 para todo t € T, no necesariamente
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implica que F' es mondtona con respecto a la inclusion de conjuntos. Por ejemplo, si
F(t) = [t,2t], con 0 <t <1, entonces F'(t) = [1,2], 0 <t < 1, y tenemos que F(t;) € F(t5)
y F(t2) € F(t1) para cualquier ty,ty, 0 <t <ty < 1.

Ejemplo 1.33. Sea T' = [0,27] y consideremos la multifuncion F(t) = (2 + sent)[—1,1],
donde t € (0,2m). Segun la Proposicion 1.31, F' no es Hukuhara diferenciable en (0,2)
puesto que diam(F(t)) = 2(2 +sent) no es no decreciente en (0,2m).

Pasamos a considerar varios de estos conceptos multivocos en el contexto difuso.

1.3. Continuidad, medibilidad e integracion de
multifunciones difusas

Recordemos que una multifuncion es una funciéon donde a cada punto de su dominio le
asigna un conjunto. Una multifuncion difusa es una funcion que asocia a cada punto en
su dominio, un conjunto difuso. Claramente esta definicion es una generalizacion natural

del concepto de multifuncion.

Definicién 1.34. Sea T' = [a,b] C R. Una multifuncion difusa se define como una aplicacion
F:T — F" donde F(t) € F" para toda t € T. Para cada o € [0,1] se puede definir una
multifuncién F, : T — K" tal que F,(t) = [F(t)]*. Si F es una multifuncion de T en F*,
entonces F,(t) es un intervalo compacto F,(t) = [Aa(t), ta(t)] en R, donde N\, (t) y pa(t) son

funciones reales.
Ejemplo 1.35. Las multifunciones F, : [0,10] — K', a € [0,1], dadas por
Fu(t) = [0,1— Y]
definen una multifuncion difusa F : [0,10) — F* dada por F(0)(z) = xqo(z) sit =0y

(1—-2)t z€]0,1],

0 en otro caso,

F(t)(z) = {
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para cada t > 0. Podemos observar un modelo de las grdficas de las imdgenes de F' en la
Figura 1.1.

£(0) F(t)

1 1-

t=1/3

X

Figura 1.1: Multifuncién difusa

Como veremos mas adelante, muchas de las definiciones y propiedades de las
multifunciones difusas se basan en el hecho de que, una multifuncion difusa F : T — F"
se expresa como una familia de multifunciones F,(t) : T — K" indexada por el conjunto
[0, 1]. Apoyados en el analisis multivoco, si la familia de multifunciones F,, proveniente de
una multifuncion difusa ' cumple ciertas propiedades de medibilidad, integrabilidad, etc.,
podemos de alguna manera asumir condiciones similares sobre la respectiva multifuncion
difusa F'.

El concepto de continuidad de multifunciones difusas es el usual entre espacios métricos.

Definicién 1.36. Una multifuncion difusa F :'T — F™ es continua en un punto to € T, si

dado € > 0, existe § > 0 tal que D(F(t), F(ty)) <€, parat €T con |t —ty| < 6.

También utilizaremos la siguiente definicion de continuidad para multifunciones difusas,

la cual generaliza la Definicion 1.36.

Definicién 1.37. Una multifuncion difusa F : T — F" se dice a-continua en tqg € T, si
las multifunciones F, : T — K" definidas por F,(t) = [F(t)]* son continuas en t =ty con

respecto a la métrica de Hausdorff d para todo v € [0, 1]; esto es, fijado o y dado € > 0, existe
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0 =0(e,a,tg) > 0 tal que d([F(t)]*, [F(to)]*) < €, para todo t en T con |t —to| < J. Si F es

a-continua para todo t € T, se dice que F' es a-continua.

Proposicion 1.38. Si F' es una multifuncion difusa continua en un punto to, entonces I es

a-continua en tg.

Demostracion. Sea ¢ > 0y ty € T. Por la continuidad de F, existe un 6 > 0 tal que
D(F(t), F(ty)) < e siempre que |t —to| < d. Por definicién de la métrica D, se tiene que para
cada v € [0, 1], d(F,(t), Fa(to)) < € para todo t € T tal que |t —ty| < J, luego F,, es continua

con respecto a la métrica de Hausdorff d en K™. O

Enseguida presentamos algunos preliminares concernientes a la medibilidad e
integrabilidad de multifunciones difusas que podemos encontrar en [18]. Estos son aspec-

tos generales necesarios para abordar el analisis de las ecuaciones diferenciales difusas.

Definicién 1.39. Una multifuncion difusa F : T — F" es fuertemente medible si para todo
a € [0,1], la multifuncion F, : T — K" definida por F,(t) = [F(t)]* es Borel medible (ver

Definicion 1.12), donde K™ estd dotada con la topologia generada por la métrica de Hausdorff.

Lema 1.40 ([18]). Si F': T'— F™ es una multifuncion difusa fuertemente medible, entonces

F es medible con respecto a la topologia generada por D.

Lema 1.41. Si F': T — F" es una multifuncion difusa, continua con respecto a la métrica

D, entonces F es fuertemente medible.

Demostracion. Si F' es continua, por la Proposicion 1.38, F' es a-continua y sus multifunciones
F,, son continuas con respecto a la métrica de Hausdorff d. Entonces las F,, son Borel medibles

porque para cada C' € K", se tiene F'~1(C) es cerrado. |

Lema 1.42. Sea F : T — F' fuertemente medible, tal que F,(t) = [fa(t), gu(t)] para a €
[0,1]. Entonces fo(t), ga(t) son medibles.
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De acuerdo con la Definicién 1.34, una multifuncién difusa con valores en el conjunto de
los nimeros difusos F!, se puede expresar como una familia de multifunciones cuyos
valores son intervalos compactos determinados por funciones reales en los extremos.
Una propiedad dada sobre la multifuncién difusa, significara propiedades similares so-
bre las funciones reales extremos de los intervalos, como se vera en el contexto de la

diferenciabilidad e integrabilidad.

Definicién 1.43. Se dice que una multifuncion difusa F : T — F™ es integralmente acotada

si cada multifuncion F, lo es, para o € [0, 1].

Kaleva en [18] asume la siguiente definicion de multifuncién difusa integralmente acotada

(Observacion 1.44), la cual es una consecuencia de la Definicion 1.43.

Observaciéon 1.44. Una multifuncion difusa F : T — F" es llamada integralmente acotada
st para cada t € T existe una funcion real integrable h tal que ||x|| < h(t) para todo x € Fy(t),

donde || - || es la norma euclideana en R™.

Definicién 1.45. Sea ' : T — F" una multifuncion difusa. La integral de F sobre T,
denotada [, F(t)dt 6 [, F(t)dt, es definida a través de los niveles por:

[/ F(t)dt] = / F,(t)dt
T T

= {/ f)dt| f: T —R" funcion, f € S(Fa)}

T

para todo 0 < o < 1.
Definicién 1.46. Una multifuncion difusa F : T — F™ fuertemente medible e integralmente
acotada se dice integrable sobre T, si [, F(t)dt € F".
De aqui en adelante, las integrales [,. F(t)dt, [ f(t)dt, etc. se escribiran [ F, [ f. Cuando

la integral se toma sobre un subconjunto S C 7" se escribira [, F.

El siguiente teorema proporciona las condiciones de suficiencia para que una multifuncion

difusa sea integrable.
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Teorema 1.47. Si F : T — F" es una multifuncion difusa fuertemente medible e

integralmente acotada, entonces existe un unico conjunto difuso u € F™ tal que

[u]® = /Fa, para todo « € [0, 1].
Demostracion. La idea es mostrar que la familia { [ Fi}aep, verifica las hipotesis del
Teorema de representacién de Negoita-Raluescu (Teorema 1.2).

Parte (i). Si a < 3 entonces para toda ¢t € T, tenemos que Fy(t) C F,(t). Por la Proposicién
1.21, se tiene que [ Fz(t) C [ F, ().

Parte (ii). Puesto que cada multifuncién F, es medible e integralmente acotada, por el
Teorema 1.17, tenemos que [ F, # 0. Ademéds, una vez que F, es una multifuncién a valores

compactos, entonces por el Teorema 1.19, f F,, es también un conjunto compacto.

Debemos demostrar lo siguiente: si (c,) es una sucesiéon tal que a; < ap < - -+, donde oy, — «

Sea t € T. Entonces, F(t) € F" y los a-niveles (F,, (t)) forman una sucesién decreciente de

en [0, 1], a # 0, entonces

conjuntos compactos que converge (en la métrica Hausdorff) a su interseccién:

n—oo

lfm F,, () = ()| Fa,(t) = Fu(t), VteT.
n=1

Ahora, tenemos que F,, (t) 2 F,,(t) 2 --- y puesto que F,, es integralmente acotada, existe
una funcién real integrable h tal que [|f(¢)|| < h(t) para toda f € S(F,,). Luego, para
cualquier seleccién g € S(F,, ), para toda n, se tiene que g estd acotada por h, esto es,
llg(t)]] < h(t), para toda ¢t € T'. Entonces, la familia de multifunciones {F,, } estd acotada

por la misma funcién integrable.

Por lo tanto, por el Teorema de convergencia dominada de integrales multivocas (Teorema

1.20), tenemos que [ F,, — [ F, en la métrica de Hausdorff.
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Notemos que ([ F,,) es una sucesién decreciente de conjuntos compactos, luego ésta debe

converger a su interseccion, debido a la unicidad del limite, esto es,

5 [r-()[n.
n=1

Por el Teorema de Negoita-Ralescu (Teorema 1.2), el conjunto difuso u estd definido como
u(m):sup{oze [0,1] |£L’E/Fa},

® = /Fa, ael0,1]. 0

el cual satisface

Corolario 1.48. Si F': T' — F" es fuertemente medible e integralmente acotada, entonces

F' es integrable.

A partir de los resultados anteriores podemos considerar las siguientes observaciones.

Observacién 1.49 ([18]). Puesto que, para todo u € F", klim d([u]®, [u]**) = 0, donde ()

es una sucesion no creciente convergente a cero, entonce se tiene que

| ]}fﬂod(/TFak,/TFo) =0.
([ fo) <[] o) 2[5 [ )

se concluye que [[ F|° = [ Fy.

Observacién 1.50. Si F : T — F*' es integrable, entonces en vista del Lema 1.42, [ F es

obtenida por la integracion de los a-niveles, esto es,

IR

donde [F(1)]" = [fa(t), ga(t)], a € [0,1].
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Teorema 1.51. Si [': T = [a,b] — F" es continua, entonces F' es integrable.

Demostracion. Por el Lema 1.41, F' es fuertemente medible. Por la Proposicion 1.38, cada
multifuncién F, es continua con respecto a la métrica de Hausdorff. Por definicién de F,
F,(t) € K" para todo t € T'. Entonces, |J,;cp Fu(t) = Fo(T) es compacto, por ser la imagen
continua de un compacto. Luego, (J,r Fu(t) es un conjunto acotado en R". Entonces existe
un M > 0 tal que ||z|| < M para toda = € F,(t) y t € T. Por lo tanto, F estd integralmente

acotada por la funcién real integrable h(t) = M, t € T. 0

Corolario 1.52. §i F': T — F" es a-continua, entonces F' es integrable.

Otras propiedades de la integral de multifunciones difusas que se cumplen en el caso

clasico, son dadas en los siguientes resultados:

Teorema 1.53. Sea F : T — F" integrable y ¢ € T. Entonces [, F = [*F + fch.

Demostracion. Si I es integrable sobre T', lo es también sobre cualquier subintervalo de T

Ahora, sea o € [0,1] y f € S(F,). Es claro que f; f=0fr+ fcb f, entonces tenemos

b o c « b <«
Lo elfe o]
Por otro lado, sea h = [ fi + fcb fo, donde f; € S(F,) en el subintervalo [a,c| y fo € S(F,,)

en [c, b]. Entonces, sea f una seleccion de S(F,) en T' definida de la siguiente manera:

_J ) sitela,d],
f(t)_{fg(t) sit € (e,

y la integral de f en T esta dada por

fom[nefrs

Por lo tanto,



Corolario 1.54. Si F : T — F" es una multifuncion difusa continua, entonces G(t) = fj F

es Lipschitz continua sobre T'.

Demostracion. Como F es continua, entonces F' es integrable, y asi la funcién G tiene sentido.
Sean t,t* € T y supongamos que t < t*. Por el Teorema 1.53 y las propiedades (1.5) de la

métrica D, tenemos que

D(G(t*),G(t)):D(/;F,/:F) :D</;F+/tt*F,/:F+/tt*F)
ol e[ o) )

donde yg es la funcion caracteristica de 0 € R™.

Por la definicién de la métrica D,

o[ )= ([ #] o) = spa ([ o). a0

Por propiedades de los a-niveles de un conjunto difuso se tiene que Fy(s) 2 F,(s), para todo
s € Ty para todo «. Por la Proposicién 1.21, tenemos que ftt* Fy(s) O ftt* F,(s), para todo

a. Luego, la ecuacién (1.6) se reduce a

aclo.) ! ([ Feo {O}) - ([ o {O}) '

Pero Fjy es una multifuncién integralmente acotada (ver demostracién del Teorema 1.51),
luego existe M > 0 tal que ||z]| < M, para todo x € Fy(s) (ver Observacion 1.44). Esto
implica que

D(G(t),G(t)) < M(t* —t). M

De acuerdo con la Proposicion 1.21 y las propiedades de la métrica D, se obtienen los

siguientes resultados.

Teorema 1.55 ([18]). Sean F,G : T — F" integrables y A\ € R. Entonces:
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1 [POF@) +G)dt = X [P F)dt+ [0 G(t)dt.
2. D(F, Q) is integrable.
3. D(fPF(t)dt, [P G(t)dt) < [* D(F,G)(t)dt.
Teorema 1.56. Si ' : T — F" es integrable entonces la funcion
(t,a) — diam [/tFr{, teT, acl0,1].

es no decreciente con respecto at enT y no creciente con respecto a a € [0, 1].

Demostracion. Sean s, t € T, con s < t. Por el Teorema 1.53,

L =L
entonces, claramente, diam([[! F]*) > diam([ [ F]®).

Ahora, sean «, 5 € [0,1] con a < 3. Entonces para todo t € T se tiene que Fy(t) C F,(t).

Por la Proposicién 1.21,

[rwc [ro=]] F(t)]ﬁ c |[ro] -

Por lo tanto, diam([[ F]*) > diam([[ F]°). O

En [18], el autor desarrolla los dos siguientes ejemplos sobre el céalculo de integrales

difusas.

Ejemplo 1.57. Sea A € F" y se define una multifuncion difusa F : T — F"™ por F(s) = A

t
/F:tA.
0

Ejemplo 1.58. Definamos F : T — F™ por a-niveles de la forma

para todo 0 < s < t. Entonces

n

Fo(t) = [Jlag (0,07 (1), € [0,1],

1=1
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donde a$, b : T — R son integrables, a$(t) < b (t) para todo t € T y para cadat € T se
tiene que a%(t), b (t) son continuas por la izquierda y a$(t) es no decreciente (respectivamente
b (t) es no creciente) con respecto a . Por el Teorema de Negoita-Ralescu (Teorema 1.2),

F(t) € F". Ahora, para todo « € [0, 1] tenemos

[r=T0[f« [n].

y nuevamente por el Teorema de Negoita-Ralescu, se tiene que F' es integrable. La condicion
(i1) del Teorema de Negoita-Ralescu se cumple por el Teorema de convergencia dominada

(Teorema 1.20) y la condicion (i) de Teorema de Negoita-Ralescu es trivial.
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales difusas via
H-derivada

En este capitulo estudiamos el problema de valor inicial asociado a una ecuacion
diferencial difusa ordinaria de primer orden. Recordemos que el estudio de un PVI de-
pende de la forma como interpretemos la derivada. En este contexto, inicialmente intro-
ducimos la derivada de Hukuhara (o H-derivada) definida por Puri y Ralescu en [29] para
multifunciones difusas y desarrollamos todos los resultados del analisis diferencial difuso

necesarios para abordar finalmente el PVI difuso.

El concepto de ecuacion diferencial difusa (EDF) fue introducido por Kandel y Byatt en [20]
y posteriormente, Kaleva en [18] obtuvo los primeros resultados relativos a la existencia
y unicidad de la solucién para un problema de valor inicial asociado a una EDF. En este
sentido, el contenido de este capitulo se basa en una disertacion del articulo de Kaleva
[18].

2.1. Diferenciabilidad difusa

Para introducir la derivada de multifunciones difusas se requiere el concepto de diferencia

entre conjuntos difusos de tal modo que la definicién de derivada tenga sentido. Apoyados
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en la diferencia de Hukuhara (o H-diferencia) entre conjuntos de K", mencionados en el
Capitulo 1, hacemos la respectiva extension al espacio F", definiendo de manera natural

la diferencia entre conjuntos difusos.

Definicién 2.1. Sean u,v € F". Si existe w € F" tal que u = v+ w, entonces w es llamada

la H-diferencia entre u y v y lo denotamos por u©Sv. Aqui la suma v+w es como fue definida

en (1.3).

Definicién 2.2 ([29]). Sea F': T — F™ una multifuncion difusa. Se dice que F' es Hukuhara
diferenciable (o H-diferenciable) en ty € T si, para h > 0 suficientemente pequeno, existen

las diferencias F(to+h) © F(ty), F(ty) © F(to— h), y existe un elemento F'(ty) € F" tal que

Flto +h) & F(t F(to) & F(to — h
i LU AW OF) 0 F)OFlo=h) _ py
h—0+ h h—0+ h

Aqui los limites son tomados en el espacio métrico (F™, D).

Observacién 2.3. La Definicion 2.2 es una generalizacion de la diferenciabilidad de
Hukuhara de una multifuncion. Es de anotar que st F' : T — F™ es H-diferenciable en
to € T, entonces las multifunciones F,(ty) = [F(to)|* son H-diferenciables en ty, para todo
a € [0,1] y su derivada estd dada por [F'(ty)]* = F.(to), donde F(ty) denota la derivada
de Hukuhara de F, para multifunciones. El resultado reciproco no se cumple puesto que la
existencia de la diferencia de Hukuhara en los a-niveles [u]* & [v]* no implica la existencia de
la H-diferencia de u©wv (Observacion 3.9). Sin embargo, el siguiente resultado (Observacion

2.5) nos muestra las condiciones para encontrar la equivalencia entre estas nociones.

Definicién 2.4. Sea F' : T — F" una multifuncion difusa. Se dice que las multifunciones
F,, a € [0,1], son uniformemente Hukuhara diferenciables con derivada F!, si para cada

t € T y para todo € > 0, existe un § = d(e, t) > 0 tal que
Ad((Fa(t+h) © Fu(t)/h, Fo(t)) <€y d(Fa(t) © Fult — h))/h, FL(1) <€,
para todo o € [0,1] y 0 < h < 4.
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Observacién 2.5. Sea F' : T' — F" una multifuncion difusa. St para cadat € T existe 3 > 0
tal que las diferencias F(t + h) © F(t) y F(t) © F(t — h) ezisten para todo 0 < h < (3 y si,
ademds, F es uniformemente H-diferenciable, entonces F' es H-diferenciable y la derivada

estd dada por F!(t) = [F'(t)]*. Este es un resultado probado en [18].

Teorema 2.6. Sea F' : T — F' H-diferenciable. Denotamos las multifunciones de F co-
mo Fo(t) = [fa(t), 9a(t)], para cada o € [0,1]. Entonces fu,ga son funciones de valor real

diferenciables y

[F' ()] = [fa(1), ga (D).

Demostracion. Por hipdtesis, para h > 0 suficientemente pequenio y un « € [0, 1] fijo pero
arbitrario, las diferencias F,(to+h) © F,(to) v Fo(to) © F,(tg — h) existen. Primero, notemos

que la definicién de diferencia de Hukuhara implica

Fo(to+h) © Folto) = [falto+ h), ga(to + h)] © [fa(to), ga(to)]
= [falto+h) — fa(to), ga(to + h) — ga(to)].

Entonces, siendo h > 0 y multiplicando por 1/h tenemos

Eallo 2 1) Fallo) _ L5y 4-1) = fulte).gulto + 1) — galte)
_ {fa(tO"i‘h) — fa(to) galto+h) _ga(to)}
h ’ h )

Tomando el limite cuando h — 07, podemos asegurar la existencia de ¢/, (to), f(to). Luego,

para todo a € [0, 1], se cumple

Fl(t) = lim Faltox W e Fallo) _ 1) [
h—0t h h—0t

= [fi(to), 9o (to)]-

fa(tO + h) - fa(to) ga(tO + h) B ga(to)]
h ’ h

Anéalogamente se obtiene

Fa(to) © Fa(tO - h) _ [fa(to) - fa(tO - h) ga(to) - ga(to - h)]
h h ’ h ’
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y por lo tanto,

Lo Fato) ©Fa(to—h) . [falto) = falto = h) galto) — ga(to — h)
Folt) = lim, h = [ h ’ h
= [fL(t0), ga(to)]. O

Teorema 2.7. Sea F : T — F" H-diferenciable sobre T'. Siti,to € T con t; < tg, entonces
existe un C' € F™ tal que F(ty) = F(t;) + C.

Demostracion. Es claro que si F' es H-diferenciable sobre T', entonces también lo es en
cualquier subintervalo [t1, t]. Para cada s € [tq,t2], podemos encontrar un ds > 0 tal que las
diferencias F'(s + h) © F(s) y F(s) © F(s — h) existan para todo 0 < h < 4(s). Entonces
podemos encontrar una sucesién finita de puntos t; = s1 < 59 < --- < s, = t5 tal que la
familia

I, = {(s; — ds,, 8 + 0s,) | i € [1.n]}

(3

cubre al intervalo [tq,ts] v I5, [ Is,+1 # 0. Escogemos un v; € I, (s, 41,1 =1,...,n— 1, tal

que s; < v; < S;11. Entonces,
F(3i+1) :F(UZ) +Bl = F(Sz) +Bg+Bl :F(SZ)—FCZ 1 E [1,n— 1]

para algunos By, By, C; € F". Por lo tanto,

n—1

F(ty) = F(ti)+ Y _Ci=F(t;) + C. Ol

Una consecuencia inmediata del Teorema 2.7 es dada en el siguiente corolario.

Corolario 2.8. Si F' : T — F™ es H-diferenciable sobre T, entonces para cada « € [0,1] la

«

funcion real t — diam[F'(t)]* es no decreciente en T

Demostracion. La demostracion se sigue de la Proposicion 1.31. 1
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Uno de los resultados minimos esperados dentro de las propiedades de la definicion de
derivada es que ésta implique continuidad. En el caso del andlisis difuso el resultado

también se cumple con la H-derivada.

Teorema 2.9. S0 F': T — F" es H-diferenciable sobre T', entonces F es continua.

Demostracion. Sea t,t +h € T y h > 0. Siendo F' una multifunciéon H-diferenciable, existe
F'(t) € F" y existen las H-diferencias F'(t + h) © F(t) para h > 0 suficientemente pequetio.

Entonces, por las propiedades (1.5) de la métrica D tenemos que
D(F(t+h),F(t)) = D(F(t)+ F(t+h)© F(t), F(t))
= D(F(t+h)© F(t), xo(t))

< hD (F(t * h]i o r) F’(t)) +RD(F' (1), xo(1)).

Como el limite lateral por el lado derecho de la H-derivada de F' existe y es igual a F'(t),

tenemos que D(F(t+ h), F(t)) tiende a cero cuando h — 0T, y por lo tanto, F' es continua

por la derecha.

La continuidad por el lado izquierdo de F se demuestra de manera analoga. La
diferenciabilidad de F' nos garantiza la existencia de las H-diferencias F'(t) © F(t — h) para
h > 0 suficientemente pequeno y el otro limite lateral de la H-derivada de F' muestra la
continuidad por la izquierda de F'. ]

El siguiente teorema demuestra la linealidad de la H-derivada.

Teorema 2.10. 57 F,G : T — F"™ son H-diferenciables sobre T y A € R, entonces

(F+GQ)(t)=F'(t)+G'(t) y (AF)'(t)=AF"(t).
Demostracion. La demostracion es directa. Se usan las propiedades (1.5) de la métrica D. [

En analisis difuso con la H-derivada, podemos obtener un teorema fundamental del

calculo, analogo al caso clasico.
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Teorema 2.11. Sea F' : T — F™ continua. Entonces, la integral G(t) = f;F es H-
diferenciable para todo t € T y G'(t) = F(t).

Demostracion. Segun el Teorema 1.51, F' es integrable. Por el Teorema 1.53, para h > 0,

t t+h t+h
G(t+h):/F+/ F:G(t)+/ F
a t t

tenemos que

es decir,

Gt +h) & G(t) = / '

Sea e > 0 arbitrario. Entonces, por las propiedades (1.5) de la métrica D, el Ejemplo 1.57, el

Teorema 1.55 y la continuidad de F' tenemos que

D (G(t il h})L oGl F(t)) = 2D (G(t + h) © G(#), hF (1)

_ 21) (/tHhF(s)ds, /tHhF(t)ds)

1 t+h
<[ DIFG), F(t)ds < e
t
para todo h > 0 suficientemente pequeno. Por lo tanto,

G(t+h) © G(t)

li =F

AT "

y de manera similar, podemos llegar a que
fm CWOGE=h) _ by 0
h—0+ h

Teorema 2.12. Sea F : T — F" H-diferenciable y asuma que la derivada F' es integrable

sobre T'. Entonces para cada s € T se tiene que
F(s) = F(a) +/SF’.
Demostracion. Sea « € [0, 1] fijo arbitrario. Se debe demostrar que
Fu(s) = Fi(a) +/S F, (2.1)
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donde F! es la derivada de Hukuhara de la multifuncién F,.

Para esta demostracion recurrimos al funcional soporte o4 : R" — R, con A € K", definido

de la siguiente manera

oa(r) = sup(z, a),
a€A

donde (-,-) denota el producto escalar euclidiano de a y x. Ademds, por propiedades del
funcional o4 se tiene siempre que o4(x) < oo si A € K". Las propiedades del funcional

soporte son tomadas de [32].

Si A,B € K", entonces la distancia entre ellos se puede calcular a través de la siguiente

ecuacion

d(A, B) = sup {|oa(z) — op(z)|}. (2.2)

|l|=1

De esta manera podemos definir la funcién real

op,y(@): T =R

t = O-Fa(t)(x)7

donde z € R", fijo y x # 0. Por propiedades del funcional o4 sobre los conjuntos compactos,

convexos y no vacios A, se tienen las siguientes igualdades:

» oaapp(2) = Aoa(x) + Bop(x), si A, 5> 0,
» 0acp(r) = 0a(x) — op(x), si existe la diferencia de Hukuhara A © B entre A, B € K",

L] A:B<:>O'A:O'B.

Ahora, sean t,t + h € T con h > 0 suficientemente pequeno de modo que se garantice que

las diferencias F'(t + h) © F(t) existan. Entonces, por propiedades de o4 tenemos que

OF, (t+h)oFa(t)(T) = O, t4n)(Z) — TR, 1) (2)
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para z € R" y a € [0, 1]. Luego,

UFa(t+h)(93) - UFa(t)(i’f)
. 2.
- (23)

aw@) -

Por la diferenciabilidad de las multifunciones F,, y por las ecuaciones (2.2) y (2.3), se tiene
que la funcién op,y(x) es diferenciable por la derecha y su derivada es igual a op () (),

donde z es un elemento arbitrario de la esfera unitaria en R™.

Aplicando un razonamiento similar podemos demostrar la diferenciabilidad de la multifuncion
F, por la izquierda de o, y(x) y concluir que o, ) () es diferenciable sobre 1" para todo x

de la esfera unitaria en R" y ademas,

or 1) (1) = CZ 0o (t) (2)- (2.4)

El funcional soporte o 4 tiene unas propiedades muy utiles para el cdlculo de integrales cuando
una multifuncién I' es a valores convexos y compactos (ver [32]), como es el caso nuestro con

las multifunciones F,, y F!. Siendo asi, tenemos que

O r(yan(y) = /o—p(,)(y)du para y € R".
Por otro lado, si A € K™ y 04 es su funcion soporte, entonces
A={z eR"| (z,2) <0oa(z), Vz € R"}.

Este 1ltimo resultado nos permite recuperar al conjunto A a partir de su funcién soporte, lo
que resulta muy ttil en nuestro caso si consideramos a [ F!, = A,; ademds, si A = [T'du

tenemos que 04 = 0 pqy-

Por lo tanto, aplicando todas estas propiedades y (2.4), llegamos a la siguiente conclusion:

S S d —
oz yoae) = [ oro(@t = [ | Gonio]|dt = ono@],
entonces,
ays F(;(t)dt(x) = OF,(s) (z) — OFu(a) (),
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lo que equivale a
/ Fl(t)dt = F,(s) © Fy(a).

Asi queda demostrada la ecuacion (2.1). O

Ejemplo 2.13. Sean A € F™ un conjunto difuso fijo y f : T — R™ una funcion vectorial
H-diferenciable. Sea F :'T — F™ una multifuncion difusa definida de la siguiente manera:
F(t) = x{r@y + A, donde a cada punto t € T' se le asigna la respectiva funcion caracteristica
del vector real f(t) sumado con el conjunto difuso A. Es claro que F es H-diferenciable y
la derivada estd dada por F'(t) = x(p@). Ademds, por el Teorema 1.51, una multifuncion
difusa continua es integrable, entonces tenemos que [ F = X{[f T (b —a)A (ver Ejemplo

1.57).

El Teorema 2.12 nos permite deducir un teorema del valor medio para multifunciones

difusas.

Teorema 2.14. Sea F' : T — F" continuamente H-diferenciable sobre T'. Entonces

D(F(b), F(a)) < (b— a)sup D(F'(t), x(0}).

teT

Demostracion. Por medio de las propiedades (1.5) y el Teorema 1.55 de la métrica D y el

Teorema 2.12, se tiene que

D(F(b), - D

El Teorema de Rolle también se cumple para multifunciones difusas F : T — F*.
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Teorema 2.15. Sea F : T — F' H-diferenciable sobre T. Si F(a) = F(b) entonces existe
un to € T tal que F'(ty) = x{o}-

Demostracién. Por el Teorema 2.7, existe un C(t) € F! tal que F(t) = F(a) + C(t). Por
hipétesis tenemos que F'(a) = F(b); esto implica que los didmetros de todos los a-niveles son
iguales; es decir, diam[F, (a)] = diam[F, (b)], para todo « € [0, 1]. Entonces, por el Corolario

2.8, el diam|[F,,(t)] debe ser constante debido a que F' es H-diferenciable.

Por todo lo anterior, el diam[Cy(t)] = 0 y por lo tanto, C(t) = x{sw); para alguna funcién
real s : T'— R. Es claro que si F' es H-diferenciable, entonces también lo es s en T'. Ademas,
por el Teorema de Rolle en célculo de una variable, existe un ¢ty € T' tal que s'(ty) = 0. Por

el Ejemplo 2.13, tenemos que F'(ty) = X0} OJ

2.2. Ecuaciones diferenciales difusas

Sea T = [a,b] unintervalo cerrado de Ry ty € [a,b]. Sea f : T'x F* — F" una multifuncion

difusa continua. Consideremos el problema de valor inicial difuso

' (t) = f(t,z(t)), x(tg) = mo. (2.5)

De los Teoremas 2.9, 2.11 y 2.12 podemos establecer una equivalencia entre el problema

(2.5) y una ecuacién integral.

Lema 2.16. Una multifuncion difusa x : T — F™ es una solucion al problema (2.5) si y sélo

st x es continua y satisface la ecuacion integral
t
x(t) = xo +/ f(s,z(s))ds, para todo t € T. (2.6)
to

Demostracion. La demostracion sigue un proceso similar al caso clasico. Supongamos que x

sea una solucién del problema (2.5), entonces tenemos que 2’ es continua porque =’ = f.
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Por el Teorema 1.51, 2’ es integrable. Entonces, por el Teorema 2.12, obtenemos la ecuacién

integral (2.6). Ademés, por el Teorema 2.9, tenemos que z es continua.

Reciprocamente, suponemos que f es una multifuncién difusa continua. Definimos ¢(t) =
ftz f(s,z(s))ds, entonces, por el Teorema 2.11, g es H-diferenciable y ¢'(t) = f(t,z(t)).
Consecuentemente, tenemos que z(t) = xy + ¢(t) por (2.6), lo que implica que = es H-

diferenciable y asi se verifica (2.5). 0

Observacién 2.17. Notemos que el Lema 2.16 no se puede extender para valores de t < tg,
porque si x(t) satisface (2.6), entonces el diam[z,(t)] > diam[zo|*, o € [0,1], y de acuerdo

con el Corolario 2.8, x(t) no seria H-diferenciable con t < tg.

Si f es una multifuncién difusa Lipschitz continua, entonces el problema (2.5) tiene unica

solucién en el intervalo 7. Ademas, la solucién depende continuamente del valor inicial.

Teorema 2.18. Sea f : T X F" — F™ una multifuncion difusa continua y suponga que existe

una constante k > 0 tal que

D(f(t,x), f(t,y)) < kD(z,y)

para toda t € T, z,y € F". Entonces el problema (2.5) tiene solucion tinica en T .

Demostracion. Sea C(J, F") el conjunto de todas las funciones continuas de J a F", donde
J es un intervalo en R. Dotamos a C'(J, ™) de una métrica dada por D, esto es,
H(z,y) = sup D(x(t), y(t))
teJ
parax,y € C(J, F"). Puesto que (F", D) es un espacio métrico completo, se puede demostrar

siguiendo la prueba clésica, que C'(J, F") también es completo.

Ahora, sea (tg,rg) € T x F" un punto fijo arbitrario y sea n > 0 tal que nk < 1. Se desea

mostrar que el PVI

2t) = f(t,2(t),  a(to) = w0, (2.7)



tiene unica solucién en el intervalo I = [tg, to + 7).

Sea x € C(I,F™). Definimos el siguiente operador G(x) en I de la siguiente manera

z(t)) = xo +/t f(s,z(s))ds

Por el Corolario 1.54, tenemos que G(z) € C'(I,F™). Ademds, por el Teorema 1.55 y por la

continuidad Lipschitz de f tenemos:

(G:L'Gy—stlg)D(/fsx ds/fsy )

< / D5 2(9)), £ (5 y(s))ds

to

< /tw7 kD(x(s),y(s))ds < nkH (z,y),

to
para todo z,y € C(I,F™). Entonces, por el teorema de punto fijo de Banach, G tiene un

unico punto fijo, el cual, por el Lema 2.16, es la solucién deseada para el problema (2.7).

El razonamiento anterior nos garantiza la existencia de una soluciéon tinica para el problema
(2.7) en cada intervalo I;. Si unimos todas las soluciones obtenemos la tinica solucién del

problema (2.5) en todo el intervalo T'. O

Miremos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.19. Sean u,v € F' multifunciones difusas continuas. Definimos f : T x F' — F*

ft, ) = u(t)z(t) + v(t),

donde la multiplicacion de nimeros difusos u(t)z(t) en F' es una operacién binaria definida

segun el Principio de extension de Zadeh (1.2) aplicado al producto en R. Esto es, siuq(t) =

[ (6), u§ (1)) y walt) = [£5(0), 25(¢)], entonces

[u(®)x(t)]* = [min{u ()25 (8)}, max{u? ()27 (1)}, 4,5 €{1,2}.
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Por la demostracion del Teorema 1.51, las funciones |u$| y |u$| estdn acotadas en el intervalo
T por una constante k, independiente de «. Mediante un calculo sencillo obtenemos que

f(t,x) satisface las condiciones del Teorema 2.18, luego el problema de valor inicial
2'(t) = u(t)z(t) + v(t), x(ty) = wo,
tiene solucion unica en T

Ejemplo 2.20. Consideramos la ecuacion diferencial de decrecimiento erponencial en el

contexto difuso con un valor inicial difuso
7' (t) = =z (t), A >0, 2(0) = Xy € F, (2.8)
donde X es un numero difuso triangular simétrico con soporte [—a,a]. Es decir,
[(Xo]* =[-(1 — @)a, (1 —a)al.

Por el Ejemplo 2.19, la ecuacion (2.8) tiene solucion unica. Ahora, siendo x una multifuncion
difusa definida en un intervalo de tiempo T con valores en F*, podemos escribir los a-niveles

de la solucion x de (2.8) como
Za(t) = [ua(t), va(t)]-

Si 2 (t) es la H-derivada, por el Teorema 2.6, tenemos que x.(t) = [ul,(t), v (t)]. Luego, el

« ? Yo

problema (2.8) se puede escribir como

esto es,
[ (8), vo ()] = [=Ava(t), —Aua ()],
lo que nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
ul (t) = — Mg (t), ua(0) = —a(l — a),

v, (1)

—Aun(t), 1,(0) = a(l — ).
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Las soluciones de este sistema estdn dadas por
U (t) = —a(l — a)eM Yy Vo (t) = a(l — a)e.
Luego, la solucion del problema (2.8) tiene a-niveles
[2(1)]* = [~a(l — a@)eM, a(l — a)eM], tel.
Ejemplo 2.21. Consideramos el problema de valor inicial asociado

() = —x(t) +t + 1, z(0) = C,

(2.9)

donde C' es un intervalo difuso, esto es, todos sus a-niveles estin dados por el intervalo

C* = [¢1, ¢a]. Por el Ejemplo 2.19, el problema (2.9) tiene solucion iunica.

De la misma forma como en el Ejemplo 2.20, siendo x una multifuncion difusa definida en

un intervalo de tiempo T con valores en F*, podemos escribir los a-niveles de la solucion x

de (2.9) como x4 (t) = [ua(t),va(t)]. Sia'(t) es la H-derivada, por el Teorema 2.6, tenemos

que x,,(t) = [ul,(t),v.(t)]. Luego, el problema (2.9) se puede escribir como
[ul,(t), v, ()] = —[ua(t), va(t)] +t+ 1 = [—va(t) + t + 1, —ua(t) + t + 1],
lo que nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
ul (t) = —va(t) + t + 1, ua(0) = 1,

v, (1)

_ua(t) +i+ 1a Uoc(o) = Ca.

Las soluciones de este sistema estan dadas por

(1+c) o, a—c2, (cr+c) o, c—c

U (t) = 5 ¢ 5 ¢ tt y o va=—ye et
Luego, la solucion del problema (2.9) es dada por
t
o(t) =t + @e—t + %[C +(-C)], teT.

Observe que si C' es un numero difuso triangular simétrico, la solucion se reduce a:
z(t) =t + Ce'.
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Observacién 2.22. Consideremos el siguiente PVI para una ecuacion diferencial ordinaria

o'(t) = f(t2(t),  x(to) = o, (2.10)
donde f: R x X — X es continua y X es un espacio de Banach.

El Teorema cldsico de Peano establece que si X es finito dimensional, entonces el PVI (2.10)
tiene al menos una solucion local. Aunque la continuidad de f es suficiente para garantizar
la existencia de solucion de (2.10), ella no implica unicidad. En este sentido, para asequrar
la existencia y unicidad, ademas de la continuidad de f, se requiere imponer condiciones
adicionales, como por ejemplo la lipschitzianidad de f, lo que nos remonta en el conocido

Teorema de Picard.

Sin embargo, st X no es localmente compacto, en particular, si X no es finito dimensional,
es posible construir funciones continuas f tales que el problema (2.10) no tiene solucion.

Consecuentemente, algunas condiciones adicionales deben ser satisfechas por f (ver [21, 25]).

Hemos visto en este Capitulo que cuando f satisface una cierta condicion de Lipschitz, se
garantiza la unicidad de la solucién para el problema de valor inicial difuso (PVIF), asumien-
do la derivada de x en el sentido de Hukuhara. Sin embargo, seria interesante saber si solo
con la continuidad de f se garantiza la existencia de la solucion para PVIF. La respuesta es
negativa. En verdad, aunque (F™, D) no es un espacio vectorial, puede ser considerado como
un cono en un espacio de Banach (ver [21, 23]). Por lo tanto, las ecuaciones diferenciales
difusas pueden ser consideradas como ecuaciones diferenciales en espacios de Banach, y en
consecuencia, el Teorema de existencia de Peano no es vdlido una vez que (F", D) es un
espacio métrico que no es localmente compacto. En este caso la condicion de continuidad de

f no es suficiente para garantizar la existencia de solucion.

No obstante, una prequnta que sigue abierta hasta el momento es saber bajo qué condiciones
sobre f se garantiza la existencia de solucion. Sobre este aspecto algunos resultados parciales
han sido dados en los ultimos anos. De hecho, el Teorema 2.18 es uno de ellos. También, en

[19] se ha establecido un teorema de tipo Peano restringiendo f a un conjunto de aplicaciones
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definidas sobre ciertos subconjuntos localmente compactos de (F", D). Posteriormente, Nieto
en [26], probé una version del Teorema de Peano para un PVIF usando el Teorema de Arseld-
Ascoli, mostrando, formalmente hablando, que el PVIF tiene solucion sobre (F™, D) si f
es continua y acotada. Note que si f es acotada no implica que f cumple la condicion de

Lipschitz.

Los anteriores resultados han sido plasmados considerando la derivada de x en el sentido de
Hukuhara. En el siguiente capitulo nos enfrascamos en la bisqueda de resultados de tipo [18],

pero asumiendo la derivada de x en un sentido mas general.
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales difusas via
a-diferenciabilidad

La definicién de derivada difusa (ver Definicién 2.2) dada por Puri y Ralescu en [29]
presenta algunos inconvenientes cuando queremos tratar el problema de valor inicial

difuso. Recordemos que en el Ejemplo 2.20, consideramos la ecuacion diferencial difusa
2 (t) = =z (t), A >0, z(0) = X, (3.1)

siendo X, un numero difuso triangular simétrico con soporte [—a,a]. En este ejemplo,

interpretamos el problema con la H-derivada, donde obtuvimos como solucién
[2(1)]* = [~a(l — a)eM, a(l — a)eM], teT.

Notemos que una desventaja en esta solucion es que el diam(supp(z(t))) =
diam[—ae?, ae*] el cual no es acotado cuando t — oo, lo que muestra que la
interpretacion del problema de valor inicial difuso (2.5) con la H-derivada no generaliza

en forma apropiada al caso clasico.

Sin embargo, Bede y Gal en [5] resuelven este inconveniente introduciendo una definicion
de derivada difusa mas amplia que la H-derivada. A esta nueva derivada se le suele

llamar derivada generalizada, con la cual, obtienen una solucion del Ejemplo 2.20 que
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generaliza en forma apropiada el caso clasico. En este capitulo, introducimos una nocion
de derivada difusa aun mas general que la derivada generalizada. Esta derivada difusa la

llamaremos «-diferenciabilidad.

Otro inconveniente de la definicion de H-derivada es que es una nocién muy restrictiva, en
el sentido que algunas multifunciones difusas “sencillas” no serian H-diferenciables. Por
ejemplo, una observacion hecha por Bede en [5], muestra que si se considera un numero
difuso cy g : [a,b] — R es una funcion real diferenciable en ¢, € (a,b) con ¢'(ty) < 0,

entonces la multifuncion difusa f(z) = cg(x) no es H-diferenciable en t,.

Para resolver este otro inconveniente, los autores de [5] utilizan la nocién de derivada
generalizada (definicion mas fuerte que la a-derivada) considerando los otros tipos de

limites laterales de H-derivada, como sigue:

Definicién 3.1 ([5, 8|). Sea F : T — F" una multifuncion difusa. Se dice que F es
diferenciable en ty € T, en el sentido generalizado, si cumple alguna de las dos siguientes

condiciones:

1. para h > 0 suficientemente pequeno, existen las diferencias F(to 4+ h) © F(to), F(ty) ©
F(to—h), y eziste F'(ty) € F™ tal que

i F(to+h) © F(to) _ m F(to) © F(to — h)
h—0t h h—0t h

= F'(to), (3-2)

2. para h < 0 suficientemente pequeno, existen las diferencias F(to + h) © F(ty), F(to) ©
F(to — h), y eziste F'(ty) € F™ tal que

h—0- h—0— h

— F(t), (3.3)

donde los limites son tomados en el espacio métrico (F™, D). En los extremos del intervalo

T se consideran solo las derivadas laterales.
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Observacién 3.2. Si la multifuncion difusa F es diferenciable en el sentido generalizado
segin la forma (3.2), se dice que F' es diferenciable en el sentido generalizado en la primera
forma. De manera andloga, si F' es diferenciable en el sentido generalizado segin la forma
(3.3), se dice que F' es diferenciable en el sentido generalizado en la seqgunda forma. Ob-

servemos que la primera forma corresponde a la derivada de Hukuhara dada en la Definicion

2.2.

Con la Definicion 3.1 se amplia la clase de multifunciones difusas diferenciables. Tal es
el caso de la multifunciéon f(z) = cg(x), donde ¢ es un numero difusoy ¢ : [a,b] — R
es una funcién real diferenciable en ¢, € (a,b) con ¢'(t,) < 0, es una multifuncion difusa
diferenciable en la segunda forma. Del mismo modo, la multifuncion difusa f(z) = cg(z),
donde ¢ es un numero difusoy ¢ : [a,b] — R es una funcion real diferenciable en ¢, € (a, b)

con ¢'(tp) > 0, no es diferenciable en la segunda forma, pero si lo es en la primera.

Una definicion analoga de derivada en el sentido generalizado se cumple para el caso de

las multifunciones con valores en K, no en F" como en el caso difuso.

Definicién 3.3. Sea G : T — K" una multifuncion. Se dice que G es diferenciable entq € T,

en el sentido generalizado, si cumple alguna de las dos siguientes condiciones:

1. para h > 0 suficientemente pequeno, ezisten las diferencias G(to+h) © G(tg) y G(tg) ©
G(to — h), y existe G'(tg) € K™ tal que

G(tg) © G(to — h)

= G'(t), (3.4)

2. para h < 0 suficientemente pequeno, existen las diferencias G(to+ h) © G(to) y G(to) ©
G(to — h), y existe G'(tg) € K" tal que

Gl OG(t) _ | Glty) ©Glty — 1)

h—0— h h—0— h = G'(to), (3.5)
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donde los limites son tomados en el espacio métrico (K", d). En los extremos del intervalo T
se considera solo las derivadas laterales. Si G wverifica (3.4) (respectivamente (3.5)) se dice
que G es diferenciable, en el sentido generalizado, en el primera forma (respectivamente, G

es diferenciable, en el sentido generalizado, en la sequnda forma,).

En [28, 35], los autores introducen la siguiente nocion de derivada, mas general que
la Definicién 2.2, donde consideran la H-derivada de las respectivas multifunciones

definidas a través de los a-niveles.

Definicién 3.4 ([28, 35]). Una multifuncion difusa F : T — F™ es diferenciable en el punto
to € T, si para cada o € [0,1], la multifuncion F,(t) = [F(t)]* es Hukuhara diferenciable
en el punto ty de acuerdo con la Definicion 1.30 y la familia {F.(t) | « € [0,1]} define un
conjunto difuso F'(ty) € F".

Observaciéon 3.5. La Definicion 3.1 no generaliza la Definicion 3.4.

En este capitulo introducimos una definicion de derivada difusa aun mas general que la
derivada en el sentido generalizado de la Definicion 3.1 y que derivada de la Definicion
3.4. La o-diferenciabilidad hace parte de nuestro aporte a la teoria de las ecuaciones
diferenciales difusas. La ventaja de considerar la definicion de a-diferenciabilidad es que
obtenemos los mismos resultados de existencia y unicidad para un problema de valor
inicial difuso, pero en condiciones mas generales. Los resultados desarrollados a partir
de la nocion de a-diferenciabilidad aparecen en el articulo [37]. Este capitulo se basa
principalmente en el articulo [37]. Mostraremos que esta nocion preserva propiedades
clasicas del calculo diferencial y posteriormente usamos esta nocion para el analisis de

las soluciones del problema de valor inicial difuso.
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3.1. «a-diferenciabilidad

Con la nocién de la a-derivada se amplia la clase de multifunciones difusas diferenciables
de acuerdo con la Definicion 3.1 y la Definicion 3.4. La «-diferenciabilidad de una
multifuncién difusa F' se fundamenta en la derivada en el sentido generalizado de las
respectivas multifunciones F,, (ver Definicién 3.3), definidas mediante los a-niveles. Mas

exactamente, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.6. Sea F : T — F" una multifuncion difusa. Se dice que F es a-diferenciable
en ty € T, si para todo a € [0,1], las multifunciones F, : T — K™ definidas por F,(t) =
[F(t)]* son diferenciables en el punto ty en el sentido generalizado, y adicionalmente, la
familia {F.(ty) : a € [0,1]} define un conjunto difuso F'(ty) € F" de acuerdo con las
condiciones del Teorema de Negoita-Ralescu (Teorema 1.2). Si F' es a-diferenciable enty € T,

entonces el conjunto difuso F'(ty) es la derivada de F(t) en t.

Observacién 3.7. Si para cada o € [0,1], la multifuncion F,, es diferenciable en el sentido
generalizado de acuerdo con (3.4) (respectivamente (3.5)) en la Definicion 3.3, entonces se

dice que F' es a-diferenciable en la primera forma (respectivamente, sequnda forma).

Observaciéon 3.8. La Definicion 3.6, ademds de generalizar la H-derivada, también es una
generalizacion de la nocion de diferenciabilidad introducida por Seikkala [3]] para procesos

difusos. Esta también generaliza la Definicion 3.4 introducida en [28, 35].

Observacién 3.9. De la Definicion 3.6 se sigue que si F' es diferenciable en el sentido
generalizado de acuerdo con la Definicion 3.1, entonces F es a-diferenciable (diferenciable
en el sentido de la Definicion 3.6). Notemos que el resultado reciproco no es cierto, puesto que
la ezistencia de las diferencias de Hukuhara [u]*©[v]*, a € [0, 1], no implican la existencia de

u©wv. En efecto, consideremos los conjuntos difusos u: R — [0,1] yv : R — [0, 1], definidos
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por

—t+1 s tel0,1],
1 st te|-1,1], , 0,1}
u(t) = v(t)=<qt+1 s te[-1,0]
0 en otro caso.
0 en otro caso.

Note que existen las diferencias de Hukuhara entre los a-niveles de u y v, esto es,
wl*ev*=[-L1e[-1+a,1—a]=[—a,a],

pero no existe la diferencia de Hukuhara uw © v puesto que la familia [—a, a|, con o € [0,1],
no satisface las condiciones del Teorema de Negoita-Ralescu (Teorema 1.2), por lo tanto no

existe tal conjunto difuso.

El siguiente ejemplo nos muestra que la a-derivada generaliza las derivadas definidas en
[5, 8, 18, 28, 34, 35].

Ejemplo 3.10. Sea F : [—1,1] — F* un nimero difuso definido como

F(t)(z) = xiy(z),  si te[-1,0], z€R,

s(r+1)  size[-1,-1+1%,

—Lx—-1) size[l,1-1,

0 siz ¢ (—1,1),
-

1 siz € [-1+1t%,1—1¢%,

si te(0,—1].

-1 —14+¢ | 12 1

Figura 3.1: Representacién grafica de la multifuncién F'(t).
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Es claro que las diferencias F/(0) © F(0 — h) no existen (ver Observacion 3.9). Por lo tanto,
F no es diferenciable en to = 0 en el sentido generalizado de acuerdo con la Definicion 3.1.
Por otro lado, la familia de multifunciones F,, asociada a la multifuncion difusa F, estdn
dadas por

Fift) = {[—1,1] sit € [-1,0]
[—1+4+at?, 1 —at?] site(0,1].

F no es diferenciable en ty = 0 de acuerdo con la Definicion 3.4 porque existe la a-derivada

de F' en la sequnda forma en ty = 0. Luego,

F,(0)&F,(0—h) [-1,1]6[-1+ah*1—ah?) [-ah? ah? h*[—a,q]

h - h - h T h
= h[—a,a] =% {0}.

Por otro lado,

Fo(0+h)o Fy(0)  [-11]e[-1,1] | n-o-
b = N ={0} — {0}.

Entonces F(0) = {0}, para todo o € [0, 1]. Por lo tanto, F' es a-diferenciable en to =0 y su
a-derivada estd dada por F'(0) = x{oy-

La a-diferenciabilidad de multifunciones difusas con valores en numeros difusos pueden

ser caracterizadas de una manera facil y practica.

Teorema 3.11. Sea F': T — F' una multifuncion difusa con valores en los nimeros difusos
y denotemos por Fo(t) = [fa(l), 9a(t)] la respectiva multifuncion definida mediante los -

niveles. Entonces,

(i) Si F' es a-diferenciable en ty en la primera forma, entonces fo y go son diferenciables
y [F'(t)]* = [fa(to), go(to)],

(0]
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(i1) Si F' es a-diferenciable en ty en la sequnda forma, entonces f,, go son diferenciables y

[F"(t0)]* = [ga(to), fa(to)].

Demostracion. La parte (i) fue demostrada en el Teorema 2.6. Entonces, demostraremos la
parte (ii). Por hipétesis, para h < 0 suficientemente pequeno y dado a € [0, 1] fijo pero
arbitrario, las diferencias Fy,(to + h) © Fo(to) v Falto) © Fa(to — h) existen. Primeramente

notemos que la definicién de la diferencia de Hukuhara implica

Fo(to+h) © Fo(to) = [falto+ h), ga(to + h)] © [fa(to), ga(to)]
= [falto+h) = fa(to), ga(to + h) — ga(to)].

Entonces, siendo h < 0 y multiplicando por 1/h tenemos

Fallo 2 WS Talo) _ L1y (1,4 1)~ fulto) galto + 1) — gulto)]
_ galto +h) — galto) falto+h) _fa(to)]
h 7 h .

Tomando el limite cuando h — 0~ uno puede asegurar la existencia de ¢/, (t), f.(to), y para

todo a € [0, 1] se cumple

FJ(t) = lim Falt £ ) O Falto) 1) [
h—0— h h—0~

= [g(lx(tO)a f(;(t())] :

Ja(to + 1) — ga(to) falto+h)— fa(to)]
h ’ h

Anéalogamente se obtiene

Fa(to) © Fa(tO - h) _ [ga(to) - ga(to - h) fa(to) - fa(tO - h)]
h h ’ h ’

y por lo tanto,

vy e Falto) © Falto—h) . [ga(to) = galto — 1) falte) — falto — h)
Fa®) = lim. h = [ h ’ h }

= [g4(t0), fo(to)]. ]

La nocidn de a-diferenciabilidad, como debe de esperarse, implica continuidad.
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Teorema 3.12. Si F : T — F" es a-diferenciable, entonces es a-continua.

Demostracion. La demostracion en la primera forma es inmediata del Teorema 2.9, aplicando
el mismo razonamiento a las respectivas multifunciones. Enseguida demostraremos para el

caso donde F' es a-diferenciable en la segunda forma.

Sea t,t+h € T con h < 0, h suficientemente pequeno y « € [0, 1]. Por hipétesis, la diferencia

F,(t+ h) © F,(t) existe. Ahora, por la propiedades de la métrica d tenemos que

A(Fo(t + h), Fo(t)) = d(Fa(t) + Folt + h) © Fo(t), Fa(t))
(Fa(t+h) © Fu(t),{0})

|h|d< a(t+h)© F,(t) {O})

< pja (PRSI, o)) nla o, o).

= —

Como F' es a-diferenciable en la segunda forma, entonces si h — 07, el lado derecho de esta
ultima desigualdad tiende a cero y por lo tanto F' es a-continua por la izquierda. De manera
andloga, con base en la otra diferencia F,(t) © F,,(t —h), se puede probar que F' es a-continua

por la derecha. O

La definicidn de a-diferenciabilidad conserva las propiedades de linealidad.

Teorema 3.13. St F,G : T — F" son a-diferenciables en un puntoty € T y X\ € R, entonces
(F+ G)'(to) = F'(to) + G'(to) y (AF)'(to) = AF"(to).

Demostracion. La prueba sigue de las propiedades de la métrica d. ]
Teorema 3.14. Sea F': T = [a,b] — F" una multifuncion difusa a-continua. Entonces
(i) G(t f F' es a-diferenciable en la primera forma y G'(t) = F(t), para todo t € T;
(i) H(t) = ftbF es a-diferenciable en la sequnda forma y H'(t) = —F(t), para todo t € T.
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Demostracion. Si F' es a-continua, por el Corolario 1.52, tenemos que F}, es integrable, y por

lo tanto, las multifunciones difusas G y H estan bien definidas.

La demostracién para el caso (i) es muy similar a la demostracién del Teorema 2.11, pero

considerando los respectivos a-niveles.

Ahora probaremos la parte (i7). Sea h < 0 suficientemente pequeno tal que a < t+h <t <b.

t b b
/ Fa+/ Fa:/ Fom
t+h t t+h

y de acuerdo con la definicion de H,

Por el Teorema 1.53

t
t+h

esto es,
t

Ha(t+h) & Ha(t) :/ Fa.

Sea € > (0 arbitrario. Entonces, por propiedades conocidas de la métrica d en K", Ejemplo

1.57 (para el caso de K™) y la continuidad de F,, tenemos que

H,(t+h)© H,(t)
a(HE

,—Fa(t)) = L Lt h) & Ho), —hEL (1))

~ |A]
/t ; Fu(s)ds, /t ; Fa(t)ds)

1
=T (
d(F,(s), F,(t))ds <,

t
< —
Al Jern
para todo h < 0 suficientemente pequeno. Por lo tanto,

oy Halt+h) 6 Halt) _ R0,
h—0— h

y de manera similar, podemos llegar a que

fm H.,(t)e Hu(t — h)

= — . L]
hes0— h Fa(t)

Un segundo teorema fundamental del calculo es obtenido para multifunciones difusas con

valores en numeros difusos.
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Teorema 3.15. Sea F : T = [a,b] — F' una multifuncion difusa tal que F,(t) = [fa(t), ga(t)]
es la respectiva multifuncion definida mediante sus a-niveles. Si F' es a-diferenciable en la
sequnda forma en el intervalo T, con F' tal que [F'(t)]* = [g. (), fL(t)] donde ¢ (t), f.(t) son

funciones continuas sobre T. Entonces para cada s € T se tiene

F(s) = F(a) © (—1)/8 F. (3.6)

Observacién 3.16. En el Teorema 3.15, en el caso cuando F' es a-diferenciable en la primera

forma en el intervalo T, uno puede probar que F(s) = F(a) + [ F'. (ver Teorema 2.12).

Demostracion. Como F es a-diferenciable en la segunda forma, entonces a partir del Teorema
3.11, parte (1), se tiene que [F'(t)]* = [¢.,(t), f.(t)]. Ahora, usando la Observacién 1.50, para

cada a € [0, 1], se tiene que

[/: F/r _ /: F = U: g\ (t)dt, /: f;(t)dt} = [9a(8) = gala), fa(s) — fala)].

Multiplicando por el nimero difuso —1, obtenemos

(=1) /S[F'(t)]adt = [fa(@) = fa(s), 9a(@) = ga(s)] = [fa(a), ga(a)] © [fa(s), ga(s)]
= Fu(a) © Fo(s) = [F(a)]" © [F(s)]".

Entonces, para todo a € [0, 1], tenemos

esto es,

Por lo tanto, (3.6) es demostrado. O
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3.2. El problema de Cauchy en el contexto difuso

El interés de esta seccion es analizar la existencia y la unicidad de soluciones del

problema de valor inicial

7'(t) = f(t,x(t)), 2(to) = o, (3.7)

donde zy € F!, f: T x F' — F! es a-continua y 2’ denota la a-derivada de la funcion x.

Impondremos la condicién de continuidad sobre la funcion f.

Definicién 3.17. Sea T' = [a,b] C R. Una funcion f : T x F" — F" es llamada a-continua
en un punto (to, xg) € T X F" si y solo si para cualquier o € [0, 1] fijo y para cualquier € > 0,

existe §(cv, €) > 0 tal que

d([f (&, )], [f (o, 20)]%) < € (3-8)

donde |t —to| < (e, ) y d([z]%, [x0]*) < d(ev,€), t € T, x € F™.

El siguiente teorema convierte la ecuacion diferencial difusa en una ecuacion integral.

Teorema 3.18. Sea f : T x F' — F' una multifuncién difusa a-continua y xo € F'. Una
multifuncién x : T — F' es una solucion de (3.7) si y sdlo si x es a-continua y verifica la

ecuacion integral

z(t) =z + /tt f(s,x(s))ds, Vt € T, (3.9)

t
() = 20 6 (1) / F(s,2(s))ds, Wt T, (3.10)

to
dependiendo de la a-diferenciabilidad considerada, primera o sequnda forma, respectivamente.
Demostracion. Sila a-diferenciabilidad es considerada en la primera forma, en [35] (emplean-

do los argumentos de [18]), demuestran que una multifuncién z : T'— F! es una solucién de

(3.7) siy sélo si z es a-continua y verifica la ecuacién integral (3.9).
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Probaremos la segunda equivalencia. Inicialmente, vemos que si z es una solucién de (3.7)
considerando la a-derivada de z en la segunda forma, se sigue del Teorema 3.12 que x es

a-continua. Ademas, el Teorema 3.15 implica que, para todo t € T', tenemos

2o & ( /fs:c Yds = 9 © (— 1)/t 2'(s)ds = z(t).

to

Por otro lado, como f es a-continua, entonces por el Corolario 1.52, f es integrable y por
lo tanto, la integral en (3.10) estd bien definida. Ademads, si x es a-continua y verifica la
ecuacion integral (3.10), usando la Observacion 1.50, los a-niveles de z (denotados mediante

(20" = [21(8), a2 ()]) verifica
Pdmazhﬂwwﬂm=ﬁmP@(+UL[f@w@»ﬁ}
=:[x;<t0>,xi<to>]ea(——1>‘/f (s, 2(s))]ds

=um¢ﬁ%mw4ﬂfﬁ@ﬂmw/%%m@m]
— [el(to), {/fzsx ds—/fs:c ]

donde f1, f2 estan definidas de tal forma que [f(s, z(s))]* = [fL(s, x(s)), f2(s, x(s))].

Entonces

%wmmm:klmm@m:jmmmmbwwmm»
y por lo tanto,
lwzmm+[ﬁuamw >r:ﬂw=mm+lﬁ@amw
Luego,
@)1 = Pat) v (@20 = £t (),
o equivalentemente,

[/ ()] = [(22) (1), (x2) ()] = [falt, 2(1), fa(t, ()] = [f (¢, 2(1))]", Va € [0,1]
lo cual prueba que z es solucién del problema diferencial (3.7). ]
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El siguiente teorema da condiciones de existencia (y en algun sentido de unicidad)
de soluciones para un problema de valor inicial cuando consideramos la nocién de a-

diferenciabilidad.
Teorema 3.19. Sea Ry = {t : [t —to| < <a} x{z € F': D(x,x0) < b}, donde a,b,§ > 0.
Suponemos que las siguientes condiciones se cumplen:

1. f: Ry — F*' es a-continua y xy € F*.

2. Eriste K > 0 tal que para todo (t,z),(t,y) € Ro, d([f(t,2)]%[f(t,y)]*) <
Kd([z]*, [y]*), para cada o € [0, 1].

3. Existe ¢ > 0 tal que para cualquier t con |t — to| < q, la sucesion
Zi'(t—l'()@ /fsxnl

estd definida para cualquier n € N.

Entonces el problema de valor inicial (3.7) tiene dos (unicas) soluciones x, %, con x siendo
a-diferenciable en la primera forma, T siendo a-diferenciable en la sequnda forma y definidas

en el intervalo {t : [t —to| < d} donde
0 =min< a b (3.11)
’ M’ q ’ ’

M = D(f(t,z),0) para todo (t,z) € Ry y 0 € F" es el niimero difuso definido por

. 1 s1t=0
O(t):{ st ,

0 en otro caso.

Ademds,
D(z,,x) — 0, D(Z,,2) —0, si [t—ty| <0, cuandon — oo, (3.12)
donde x,, T, son las respectivas aproximaciones sucesivas dadas por
Tn(t) =z + /t f(s,xp_1(s))ds, n=1,2,... (3.13)
to
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To(t) =20 O (—1)/t f(s,Zp-1(s))ds, n=1,2,... (3.14)

Observaciéon 3.20. La importancia de este teorema radica en que ademds de garantizar
existencia y unicidad en el problema de valor inicial de acuerdo a la forma que asumamos
la derivada, generaliza resultados obtenidos en trabajos similares anteriores [5, 8, 18, 28, 35]
y nos brinda las bases de la implementacion de un método numérico para obtener dichas

soluciones.

Observaciéon 3.21. Una pregunta interesante que surge de las hipdtesis del Teorema 3.19,

es como garantizar la existencia de la sucesion (T,(t)) dada por (3.14).

Demostracion. Para el caso de la a-diferenciabilidad en la primera forma, en [28] los autores
obtienen la existencia de una solucién unica x verificando D(x,,z) — 0y con z, dada en la

forma (3.13).

Ahora, para el caso de a-diferenciabilidad en la segunda forma, sit € {t: |t —ty| < 0 < a},

entonces para n = 1 tenemos:

i’l(t)—l'o@ /fSZL’Q

y por lo tanto, del Teorema 3.18, la funcién #; es a-continua en el intervalo [t — to| < 6.

Ademas, para todo a € [0, 1], usando (1.4) y las propiedades de la métrica d en K", tenemos

(] o) = d (@ ]+ (1) V 200 )
=d ([/t:f(8>930)d3r’0) :

Consecuentemente, tomando el supremo para todo « en [0, 1] obtenemos

ptest) 0= ([ i)

S/ (f(s,20),0) ds

to

68



< Mt —to] < M6 < b,

bajo la condicién |t — to] < &, donde M = D(f(t,x),0), para cualquier (t,z) € Ry. Por

induccién, asumimos que Z,_1(t) es a-continua en |t — to| < 0y
D(i’n_l(t),xo) S M|t — t0| S Mo S b,

bajo la condicion |t — ty| < 0. Usando (3.14) se tiene que Z,(t) es a-continua para todo t en
{t:|t—to| <o}y
D(Z,(t), z0) < Mt —to] < M <b.

Por lo tanto, (Z,(t)),>1 es una sucesion de funciones las cuales son a-continuas en {t : [t—ty| <
0}y (t,z,(t)) € Ry, con |t —tg| <6 ,n=1,2,...

Mostraremos que existe una multifuncién difusa & : {t : |t — to] < § < a} — F! tal que
D(z,(t),z(t)) — 0 uniformemente en {t : |t — to| < d}, cuando n — oo. Nétese que por la

definicion de la diferencia de Hukuhara se tiene que

—1)/t F(s,29)ds + 31 (¢)

t
1) / F(s, 1(s))ds + a(2).
to
Entonces, de las propiedades de la métrica de Hausdorff d (incluida la invarianza con respecto

a las traslaciones), se tiene que para cualquier a € [0, 1] se verifica

{ / e g:~1<s>>dsr oo+ ) [ st )
+d<[ { /f ] [#2(0)" + [(—D/t:f(s,xo)dsr)
= d([z0]®, [xo]o‘)+d<uo f(s,il(S))dS} vuotf(s’x(])dsr)

< / A((f (5, Er()] [f (5, 20)]")ds

to

d([Z2 (
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g/t Kd([Z1(s)]%, [zo]¥)ds.

Consecuentemente,

t°|2 < MK(;—2

D(Fs(t), 71(1)) K/ Dy (s), 10)ds < MK

Asumamos que
t — tol™ n
D). Fuca(t) < MEHE O < g O
n! [

y probaremos por induccién matematica que
| —t |n+1 5n+1

< K"(n+ o (3.15)

D(&ns1 (1), a(t)) < ME"—0

En efecto, como antes, para todo a € [0, 1], tenemos que

([ [ sts anis] | [ 1500 )

< / (5, Bu(5)] [ (5, B (5))])ds

d([Zn 2 ()] [2n(8)]%)

IA

IN

/ Kd([#n(5)]", [Fn1(5)])ds.

Por lo tanto,

D(@nr(t),70(t) < K / D(@n(t), #ns(t))ds

|S_t0|n TL+1

= (n+1)'

Consecuentemente, del criterio de convergencia de Weierstrass se sigue de (3.15) que
D(z,(t), Tp_1(t)) — 0

uniformemente en {t : |t — to| <}, cuando n — oo. Por lo tanto, existe una multifuncién
difusa & : {t : [t —to] < 6 < a} — F' tal que D(&,(t),Z(t)) — 0, uniformemente en

{t |t —to| <4}, cuando n — co.
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También D(f(t,Z,(t)), f(t,2(t))) < KD(Z,(t), Zn-1(t)) — 0 uniformemente en {t : [t —ty| <

0}, cuando n — oo, con lo cual se tiene que

Z(t) = 2o © (— /f

Finalmente se probard la unicidad. Usando la a-diferenciabilidad en la primera forma, en [28]
se probé que existe una aplicacién unica z(t) definida en {t : |t — to| < 0} la cual verifica
(3.9).

Ahora, consideremos la a-diferenciabilidad en la segunda forma y supongamos que existe otra

multifuncién difusa y(t), definida en {¢ : |t — to| < d} tal que g(¢) verifica (3.10). Tenemos

que mostrar que D(Z(t),7(t)) = 0 para todo t tal que |t — o] < 0.
Para todo n € N, sea &, definido como en (3.14). Para todo « € [0, 1] se tiene

d@@ﬁmmmﬁdq;ﬂw/ } UfS%l ])

< | Kd([5(s)]*, [En-1(s)]")ds

to

Por consiguiente, para todo n € N, obtenemos

D)), <K/D ) Zay(3))ds.

Nétese que D(g(t), z9) < ben {t: |t —ty] < §}. Por lo tanto, D(5(t), 71(t)) < bK|t — to|, en

{t |t — to| < d}. Por induccién matemadtica, si asumimos que

|t — to]™
n!

D(y(t), n(t)) < bK™

en {t: |t —ty] <}, obtenemos
R B t—1 ‘ n+1
D < K"+17| o

Entonces, D(gy(t),z(t)) < D(y(t), Tni1(t)) + D(Z(t), Tpsa(t)) — 0, cuando n — oo y se

cumple para todo ¢ tal que |t — to| < 9. O
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Observacién 3.22. Para un problema de valor inicial difuso basado en la a-diferenciabilidad,
la existencia de dos soluciones en una vecindad de un punto genera una forma de elegir
qué tipo de diferenciabilidad es esperada para la solucion. Si en un intervalo esperamos una
solucion con soporte creciente, entonces encontraremos una solucion a-diferenciable en la
primera forma; si esperamos una solucion con soporte decreciente entonces encontraremos

una solucion a-diferenciable en la sequnda forma.

Mostramos con el siguiente ejemplo la ventaja que tiene la a-derivada en la segunda

forma con respecto a la H-derivada.

Ejemplo 3.23. En el Ejemplo 2.20, utilizando la H-derivada, se resolvié la ecuacion

diferencial difusa

2(t) = —Ax(t), A>0, 2(0)= X, (3.16)

donde Xg es un nimero difuso triangular simétrico con soporte [—a, al. Para multifunciones
con valores en numeros difusos, la H-derivada es equivalente a la a-derivada en la primera
forma. Vamos a resolver (3.16), interpretando la derivada de la ecuacion segin la a-derivada

en su sequnda forma.

Teniendo en cuenta que la ecuacion (3.16) satisface las condiciones de existencia y unici-
dad del Teorema 3.19, procederemos a encontrar la solucion, asumiendo la a-derivada en la

sequnda forma.

Si x es una multifuncion difusa definida en un intervalo de tiempo T con valores en F*,
podemos escribir los a-niveles de la solucion x de (3.16) como x,(t) = [ua(t), va(t)]. Si2'(t)
es la a-derivada en la sequnda forma, por el Teorema 3.11, tenemos que x,,(t) = [v,(t), u,,(t)].

o «

Entonces, el problema (3.16) se puede escribir como
2o (t) = [Ua (1), up ()] = —Alua(t), va(t)] = —=Aza(t),

esto es,



lo que nos conduce al siguiente sistema

ul (t) = —Aug(t), ua(0) = —a(l — a),

a

v (1)

— g (1), 1,(0) = a(l — ).
Las soluciones de este sistema son
U (t) = —a(l — a)e ™ Yy va(t) = a(l — a)e ™.
Luego, la solucion del problema (3.16) tiene c-niveles
[2(1)]* = [~a(l — a)e™, a(l — a)e™™], tel.

Observemos que esta solucion obtenida con la a-derivada en la sequnda forma, corresponde

con la solucion del caso clasico.

Ejemplo 3.24. Consideramos la ecuacion diferencial difusa del Ejemplo 2.21 dada por
2(t) = —z(t) +t+ 1, z(0) = C, (3.17)

donde C' es un intervalo difuso. Teniendo en cuenta que la ecuacion (3.17) satisface las
condiciones de existencia y unicidad del Teorema 3.19, procederemos a encontrar la solucion

de la misma, asumiendo la a-derivada en la sequnda forma.

Siendo x una multifuncién difusa definida en un intervalo de tiempo T con valores en F*,
podemos escribir los a-niveles de la solucion x de (3.17) como x,(t) = [ua(t), va(t)]. Si2'(t)

es la a-derivada en su sequnda forma, por el Teorema 3.11 tenemos que x,,(t) = [v,(t), u (t)].

e ? o

Luego, el problema (3.17) se puede escribir como
[ul,(t), v, ()] = —[ua(t), va(t)] +t+ 1 = [—va(t) + t + 1, —ua(t) + t + 1],
lo que nos conduce al siguiente sistema

Uo(t) = —ua(t) +t+1,  ua(0) = cy,
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vl (t) = —va(t) +t + 1, 16(0) = ca.
Las soluciones de este sistema son
Ug(t) =t +cre™ Y Va(t) =t + e,
Luego, la solucion del problema (3.17) es dada por
z(t) =t+Ce™, teT.

Observe que la solucion de la ecuacion (3.17) obtenida con a-derivada en su seqgunda forma,
generaliza de manera adecuada el caso clasico; distinto a la solucion obtenida usando la

H-derivada en el Ejemplo 2.21.

El Teorema 3.18 sugiere un procedimiento numérico para la busqueda de las soluciones
de un problema de valor inicial difuso, basandose justamente en el uso de las sucesiones

de multifunciones difusas (z,) y (Z,). En el siguiente ejemplo ilustramos este hecho.

Ejemplo 3.25. Sea
d'(t) = —x(t), x(0) = Xo, (3.18)

donde Xy es un nimero difuso triangular simétrico con soporte [—1,1], es decir, sus o-
niveles estan dados por [Xo]* = [—(1 — «), (1 — «)]. Primero usamos la a-diferenciabilidad
en su primera forma para hallar la solucion de (3.18). Para ello procedemos a calcular las

respectivas sucesiones T, (t) = xg + ftz f(s,zn_1(s))ds, n=1,2,... Por ejemplo,
(0 =5+ [ falsan)ds = [(1 =), (1= o) + [ (=1 =), (1= a)lds
=[-l+a+(-14+a)t,l—a+(1—-a)t]=(1+t)[-1+a,1—aqa,
x5 (t) = xf +/0 fa(s,z1(s))ds = [—(1 — ), (1 — a)] + /0 —(1+s)[-1+a,1—alds

- {—1+a—|—(—1+a)(t—l—t2),1—a+(1_a)(t+t2)}

t2
= (1+t+5) —1+a,1—al
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De igual forma, obtenemos que

2
x5 (t) = (1+t+§+€) [—1+a,1—al

Siguiendo este mismo procedimiento para n suficientemente grande se puede ver que x& se

[0 2

aprozima a [x(t)] e'[-1+ a,1 — a]. En la Figura 3.2(a), podemos observar como las

multifunciones difusas se aproximan a la solucion.

x(t)

¢ cee g ¢

—e e —et] e
(a). a-derivada en la primera forma (b). a-derivada en la segunda forma

Figura 3.2: a-derivada en la primera y segunda forma

Ahora bien, para hallar la solucion de la ecuacion (3.18) segin la a-diferenciabilidad en su

sequnda forma, procedemos a calcular las sucesiones &, (t) = xoS(— ft (S, Tp-1(8))ds, n =

1,2,... Esto es,

0 =x3e—/0 Fuls, zo)ds = [—(1—a>,<1—a>1e—/0 (1 —a), (1 - a)lds
- [—(1—a>,<1—a>]e/ —(1— a), (1 - a)ds

=[-14+a—(—1+a), 10—a—(1—a)t]:(l—t)[—1+a,1—a],

£ =280 - /j;sm [ﬂ—a%ﬂ—aﬂ@—liﬂfw»4+aﬂ—ﬂﬁ
:[ﬂ—a%ﬂ—®M?Aﬂ—Q}&+ml—M®
::pa-a%a—an@<-—2)y1+m1—q
:L4+a—b&+®@—§%1—a—ﬂ—®@—24

—(1-t+")l-1+a,1-a]
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De la misma manera, obtenemos que
t2 3

() = (1—t+§—%) —1+a,1—al.

Siguiendo este mismo procedimiento para n suficientemente grande, se puede ver que IS se
aproxima a [Z(t)]* = e '[—1 + a,1 — al. En la Figura 3.2(b), podemos observar como las

multifunciones difusas se aproximan a la solucion Z(t).
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Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales difusas via
inclusiones diferenciales

En este capitulo se presentan los conceptos basicos referentes a la teoria de las
inclusiones diferenciales e inclusiones diferenciales difusas, y se presentan algunos
resultados que garantizan la existencia de soluciones para una inclusion diferencial difusa.
Al final del capitulo, se emplean las inclusiones diferenciales para resolver ecuaciones

diferenciales difusas.

Iniciamos presentando una corta introduccién sobre la teoria de las inclusiones
diferenciales clasicas. Una referencia importante para el estudio de inclusiones
diferenciales es el libro de Aubin y Cellina [1]. En esta referencia, los autores estu-
diaron la existencia y propiedades de soluciones para inclusiones diferenciales de la for-
ma z'(t) € F(z(t)) o 2/(t) € F(t,z(t)), lamadas, respectivamente, inclusion diferencial

autéonoma y no auténoma.

4.1. Inclusiones diferenciales en el sentido clasico

El objetivo de esta seccion es presentar una breve introduccion sobre la teoria clasi-

ca de las inclusiones diferenciales, incluyendo algunas motivaciones que justifican la
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conveniencia de introducir el concepto de inclusion diferencial, asi como también, pre-
sentar algunas definiciones y aspectos tedricos generales, que sirvan de base para intro-

ducirnos en el campo de las inclusiones diferenciales difusas.

Comencemos con la siguiente motivacion proveniente de la teoria de control. El objeto de
estudio de la teoria de control de sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales es,
en términos generales, controlar el comportamiento de tales sistemas. Supongamos por
ejemplo que estamos en presencia de un proceso sometido a control, modelado a través

de la ecuacion diferencial

(1) = f(t,2(t), v(t)), (4.1)

donde f : [0,T)xR"xR* — R representa una funcién con algun grado de regularidad. La
funcion v : [0, T) — R es el control, la cual debe satisfacer algunas condiciones minimas
de regularidad y algunas restricciones de tipo geométrico, como por ejemplo, suponer
que para todo ¢t € [0,7), se verifica v(t) € U, donde U es un conjunto dado. Usualmente
el conjunto U esta ligado a condiciones de tipo fisico, econdmico, etc., de los dispositivos
de control. Ademas, en (4.1), el control debe ser escogido de manera que la solucion x
verifique ciertas condiciones deseadas. Por ejemplo, que x minimice un cierto funcional
(teoria de control 6ptimo), tome un valor dado para t = T (Controlabilidad), satisfaga

adecuadas restricciones geométricas (teoria de la viabilidad), etc.

Es imprescindible entender la dependencia de la trayectoria = = z(t) del control v. Para
ello, supongamos que el grafico de una solucion x de (4.1) pasa por el punto (o, zg) €
[0,7) x R™. En este punto, la pendiente de la tangente a la trayectoria es f(t, zo, w) para
algun w € U; en este sentido, la trayectoria debe elegir su velocidad en el conjunto de

velocidades permitidas
F(to,zo) ={h € R" : 3w € U talque h = f(t,z,w)}. (4.2)

Por tanto, cualquier solucion de (4.1) asociada a un control v satisface la inclusion
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diferencial
' € F(t,z).

Este hecho nos introduce de forma natural en la formulacion del siguiente problema

matematico.

Dada una multifuncion F': [0,7) x R* — P(R"), (esto es, una relacion que a cada punto
(t,z) € [0,T) x R™ le asigna un conjunto no vacio F'(t,xz) en P(R"), partes de R"), fijado
el punto z, € R”, hallar una solucién definida en [0,7") del problema

e 3

El problema (4.3) se denomina problema de valor inicial para una inclusion diferencial; en
este caso, la inclusién diferencial es dada por la relacion =’ € F(t,z)y x(0) = xy es la
condicion inicial. En (4.3) la funcién z : [0,7) — R™ describe el estado del sistema y 2’

denota la derivada de la funcién x con respecto al tiempo .

El problema (4.3) claramente es una generalizacién del problema de valor inicial de
ecuaciones diferenciales ordinarias, en el sentido de que estas ultimas son inclusiones

diferenciales particulares correspondientes a multifunciones univaluadas.

Consecuentemente, todas las cuestiones pertinentes a las ecuaciones diferenciales
ordinarias, como por ejemplo la existencia, prolongabilidad, acotamiento de las
soluciones, la dependencia continua respecto de datos iniciales y parametros, la teoria
de bifurcacion de soluciones, la existencia y estabilidad de puntos de equilibrio y orbitas
especiales, la estabilidad global, el comportamiento asintético, etc., también lo son para

las inclusiones diferenciales.

No obstante, para una inclusién diferencial dada, existe en general toda una familia de
trayectorias que comienzan en cada punto inicial z,. En otras palabras, con F' multivoca,
es previsible que el problema (4.3) posea mas de una solucién. Esta propiedad de no uni-

cidad conduce a cuestiones que son especificas para sistemas diferenciales multivalua-
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dos, relativos a la convexidad de la familia de soluciones, la existencia de soluciones ex-
tremales, la seleccion de soluciones con propiedades dadas, etc. En cualquier caso, una
pregunta preliminar es qué se entiende por solucién de una inclusién diferencial. Una res-
puesta preliminar es la siguiente: una solucion de (4.3) es una funcion x : T' — R"™ absolu-
tamente continua que verifica 2/(t) € F(t, z(t)) en casi todo punto ¢t € T'. Recordemos que
toda funcion absolutamente continua es diferenciable en casi todo punto de su intervalo

de definicion.

Hemos visto como un sistema controlable de la forma (4.1) puede ser visto como un
problema de inclusiones diferenciables. Este no es el Unico caso; de hecho, existe una
amplia gama de fendmenos que también pueden ser descritos a través de problemas de
inclusiones diferenciales. Uno de esos fendmenos surge en el tratamiento de ecuaciones
diferenciales ' = f(¢,x) con f una funcion discontinua en la variable z. En este ca-
so podemos transformar la ecuacion diferencial ordinaria ' = f(t,z) en una inclusion
diferencial reemplazando la funcién f, por una multifunciéon que a los puntos de discon-
tinuidad de f le asignamos un conjunto de puntos, como ilustramos en la Figura 4.1. En
la Figura 4.1(a). podemos observar una funcion escalar con una discontinuidad de salto
enx =0endonde f(0) = f(07) # f(07). En la Figura 4.1(a), al punto = = 0 le asignamos
como imagen el intervalo [f(07), f(07)]. Notamos que al incluir los limites por la izquierda
y por derecha de la funcion en la imagen de = = 0, aseguramos que la multifuncion f

dada en la Figura 4.1(a) sea semicontinua superiormente.

f(z) f(x)
| / /
' x x
/ /
(a). Funcién discontinua (b). Multifuncién

Figura 4.1: Pasando de una funcién discontinua a una multifuncion.
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Pueden presentarse mas ejemplos pero no hacemos una descripcidon de éstos por limita-
ciones de espacio; simplemente concluimos que la teoria de las inclusiones diferenciales
procura extraer lo que es comun a todas ellas y proporciona resultados relativos a la
existencia y otras propiedades de las soluciones. Veamos algunos detalles tedricos sobre
la teoria de existencia de soluciones para un problema de valor inicial asociado a una

inclusion diferencial.

Recordemos que, en el caso de una EDO, es necesario un cierto grado de regularidad del
segundo término (por ejemplo la continuidad) para garantizar, via el Teorema de Peano-
Picard, la existencia de soluciones. Por otra parte, una multifunciéon F' = F(t,z) puede
ser pensada como una funcién usual F : [0,7) x R* — P(R"); luego, para garantizar la
existencia de una solucion de (4.3) parece adecuado extender las nociones de regularidad

usuales (continuidad, medibilidad, Lipschitz, etc.) a las funciones con valores en P(R™).

Ahora bien, disponiendo incluso de estas herramientas, una pregunta natural que surge
es como podriamos proseguir y probar la existencia de una solucién de (4.3). Sobre
este aspecto, existen esencialmente dos tipos de condiciones sobre la naturaleza de la
multifuncion F: condiciones de regularidad sobre F' (varios tipos de continuidad y semi-
continuidad) y condiciones topoldgicas o geométricas (tales como: compacidad, convexi-

dad, entre otras) sobre la imagen de la multifuncion (para detalles ver [1]).

Una forma bastante natural para estudiar el problema de existencia de la solucion de una
inclusion diferencial para el problema de valor inicial (4.3) es cuando el problema es re-
ducido a ecuaciones diferenciales ordinarias. En este caso, se pueden obtener soluciones
de (4.3) a través de la llamada técnica de seleccion. Suponga que exista una funcion

f:10,7) x R" — R, con la siguiente propiedad
f(t,z) € F(t,x), Y(t,z) € [0,T) x R".

En este caso se dice que f es una seleccion de una multifuncién de F'. Recordemos que,

por el Axioma de eleccion, si F'(t,z) # (), para todo (¢,x) € [0,7) x R", entonces F' siem-
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pre tiene una seleccion; luego, si F' tiene una seleccion f, entonces cualquier solucion

del siguiente problema de Cauchy, cuya existencia esta garantizada por el Teorema de

{x’(t) = f(t, ), (4.4)

Carathéodory,

sera solucion de (4.3).

El argumento anterior induce a la siguiente pregunta de caracter general, bajo qué
condiciones sobre la multifuncion F' la misma admite una seleccion con algunas
propiedades extras, tales como continuidad, medibilidad, etc. Una alternativa para res-
ponder a esta pregunta es suponer que la multifuncién F' es semicontinua inferiormente
con valores en conjuntos convexos y cerrados; bajo estas hipotesis, existe un resultado
conocido como Teorema de Michael que garantiza la existencia de selecciones continuas
(ver [1]).

Consideremos multifunciones F' con valores en K". Se dice que una multifuncion F' :
[0,7) x R* — K™ es semicontinua inferiormente si para cada (o, z¢) € [0,7) x R" y ¢ > 0,

existe § > 0 tal que si (t,x) € [0,T) x R* y max{|t — to|, ||z — z0||} < I, entonces
F(t, l’) N F(to, .I'())E # (Z), (45)

donde F'(ty, zo). denota una bola de radio e y centro F(tg, zo).

De otra parte, una multifuncién F' : [0,7) x R* — K" es semicontinua superiormente si
para cada (tp,z9) € [0,7) x R* y e > 0, existe § > 0 tal que si (t,z) € [0,T) x R"y

max{|t — tol, ||x — zo||} <6, entonces

F(t,z) C F(to, o). (4.6)

En el marco de la medibilidad, el resultado mas conocido que garantiza la existencia de
selecciones se debe a Kuratowski y Ryll-Nerdzewski (ver [20]). Combinando la existencia

de selecciones continuas y el Teorema de Carathéodory, se deduce el siguiente resultado.
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Teorema 4.1. Supongamos que en el problema (4.3), la multifuncion F : [0,T) x R" — K"
es semicontinua superiormente y xg € R™. Entonces el problema (4.3) posee al menos una

solucion en [0,T*) para algin T mazimal que verifica 0 < T* < T.

Tal y como fue comentado al inicio de esta seccidn, existen varias formas de abordar
el problema de la existencia de solucion del problema de valor inicial para una inclusién
diferencial. En efecto, ademas de la técnica de seleccidn, existe la técnica de punto fijo.

En este caso, dada la inclusion diferencial, se introduce la multifuncion integral
Y C%[0,7);R") — C°([0, T); R"™),

tal que para cada h € C°([0,T); R"), Y(h) consiste del conjunto de funciones = : [0,T) —
R™ absolutamente continuas que verifican 2/(t) € F(t,h(t)) para casi todo t € [0,T)y
z(0) = .

Luego, una funcién = € C°([0, T); R™) es solucion de (4.3) siy sélo si z € Y(z), es decir, x

es un punto fijo de la multifuncién ).

4.2. Inclusiones diferenciales difusas

Los sistemas deterministas parecen ser restrictivos para describir la evolucion de una gran
cantidad de fendmenos. Frecuentemente, se presentan problemas con caracteristicas

que tienen la connotacion de “fuzzines”. Algunas de estas caracteristicas son:

m Desconocimiento del medio ambiente futuro del sistema.

= Falta de determinismo (lo que hace en algunos casos imposible describir de forma

completa la dinamica).

» Desconocimiento exacto de la manera en la que el estado del sistema depende de

los posibles parametros de control.

83



= Multiples dinamicas “admisibles”.

Un ejemplo es la dinamica de poblaciones. Los modelos deterministicos formulados
para estudios del comportamiento evolutivo de poblaciones consideran invariablemente,
parametros constantes o temporales, obtenidos como promedio de situaciones anali-
zadas. Tales modelos no consideran subjetividades que son inherentes al proceso de
variacion poblacional. Los individuos son considerados homogéneos y suponen que to-

dos poseen las mismas caracteristicas de evolucion.

Por otro lado, la dinamica poblacional puede ser también influenciada por caracteristicas
independientes de variables de estado tales como: vivienda, salario, ambiente de trabajo,
violencia, etc. El valor especifico de estas caracteristicas no siempre puede ser evaluado
o medido en el sentido tradicional, éstas son “incertidumbres” que solamente se puede
conjeturar intuitivamente. Por lo tanto, el modelo de poblaciones debe afrontar hechos

que no estan completamente de acuerdo con la teoria clasica:

= | os individuos pueden exhibir algunas estrategias o preferencias, tales como elec-

cion de alimentos, la huida de depredadores, etc.

= Pueden existir restricciones adicionales que el sistema debe satisfacer, tales como:
limitaciones de espacio, nutrientes, toxinas inducidas, etc. Frecuentemente, éstas

no pueden considerarse en un sistema diferencial “estandar”.

= Puede haber indefiniciones en la dinamica debidas a ruidos ambientales (produci-

dos en el medio) o ruidos demograficos (actitudes individuales distintas).

Consideremos para esta situacion un modelo determinista con una ecuacién diferencial

ordinaria de la forma
(1) = fo(t, x(1)), (4.7)
donde fy, : T"x R — R es una funcion dada con cierto grado de regularidad. Se

puede modelar la indefinicidon o el ruido en la evolucion de la poblacién, introduciendo
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un “parametro” v donde v es una funcién que toma valores en U C R. El sistema resul-

tante es de la forma
7'(t) = f(t,z(t),v(t)), (4.8)
donde f: T x R x U — R es una funcion tal que f (¢, x,0) = fy(t, x).

Existen en la literatura al menos dos formas distintas de llegar a sistemas de este tipo:

a) Siaceptamos que el caracter de la indefinicion es aleatoria, lo mas adecuado es utilizar
una ecuacion diferencial estocastica. En este caso, debido a las dificultades técnicas,

se suele suponer que la perturbacion afecta linealmente a la dinamica, esto es,

w(t) = folt,x) + fit, 2)v,

donde v es lo que llaman un “ruido blanco”, que es la derivada estocastica de un

movimiento Browniano.

b) Si por el contrario, no parece adecuado suponer que el ruido tenga caracter aleatorio
debido a que las preferencias de los individuos son subjetivas, parece mas conveniente

utilizar la teoria difusa [22].

Como se menciond, una forma adecuada de reescribir el problema (4.8) es utilizar una
inclusion diferencial

Z'(t) € F(t, z), (4.9)
donde F' es una multifuncion determinada por f de (4.8) y donde v debe tomar valores en

el conjunto U.

Segun las metodologias propuestas en trabajos previos, una generalizacion razonable
de (4.7) para modelar sistemas dinamicos con indefiniciones, es admitir una multifuncién
difusa F' en el problema (4.9). Recordemos que una multifuncion F' es difusa, si sus

imagenes F'(t,z) son conjuntos difusos. A partir de la nocién de multifuncion difusa, se
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extiende la definicidon de inclusiones diferenciales al contexto difuso, esto es, inclusiones

diferenciales difusas.

Rao y Zhu en [36] introdujeron las inclusiones diferenciales difusas de la siguiente mane-
ra. Dada una multifuncion difusa F : T'x R® — F”, una funcion o : R" — [0,1]y T C R
un intervalo; podemos considerar el siguiente problema: hallar una funcion =z : T — R"

absolutamente continua tal que

() € [F(t,2(t))]°D), t e T ctp. (4.10)

Se dice que (4.10) es una inclusién diferencial difusa.

Recordemos, por la definicion de a-nivel, que z'(t) € [F(t, z(t))]*=®) significa que
F(t,z(t))(«'(t)) > a(z(t)), es decir, la multifuncidon F(t,z(t)) € F" evaluada en (2/(t))
debe ser mayor o igual que «a(z(t)). Como podemos observar, una inclusién diferencial

difusa esta determinada por las funciones F'y «.

Supongamos que F' toma valores en K", esto es, F' : T' x R" — K™ es una multifuncion
“clasica”. Si hacemos F(t,z) = XF(z), Para todo (t,z) € T x R", entonces la inclusion

diferencial (4.10) se reduce a la inclusion diferencial clasica =’ € F(t, x).

En [36], los autores demuestran algunos resultados que garantizan la existencia de
solucion para una inclusién diferencial difusa (4.10), imponiendo ciertas condiciones so-
bre las funciones « y F. A continuacion consideramos un problema de valor inicial aso-

ciado a una inclusion diferencial difusa en un contexto mas general.

Sea X un espacio de Banach con norma ||-||, Q un conjunto abierto en R x X y (tg, zo) € €.
Sean a : X — [0,1] una funcion y I' : Q — F(X) una multifuncion difusa, en donde
F(X) denota la coleccion de los conjuntos difusos sobre X. Sea J un intervalo de R y
denotamos por C(.J, X) el conjunto de funciones continuas definidas sobre J con valores

en X. Consideraremos el siguiente problema de valor inicial asociado a una inclusion
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diferencial difusa. Encontrar x € C(J, X) tal que

2/ (t) € [D(t, x(t))] 2@, x(tg) = . (4.11)
A continuacion anunciamos los teoremas de existencia dados en [36], los cuales fueron
abordados mediante técnicas de punto fijo.

Definicién 4.2. Una multifuncion difusa F : Q — F(X) es llamada conveza, si para todo

(t,x) €Q, y,z€ X y XA €0,1], tenemos
F(t,z) Ay + (1 = XN)z) > min{F(t,z)(y), F(t,x)(2)}.

Definicién 4.3. Una multifuncion difusa F' : Q — F(X) es llamada cerrada, si para cada
(t,z) € Q, la funcion F(t,x)(y) es semicontinua superior para todo y € X, en el sentido

usual de una funcion ordinaria real.

Definicién 4.4. Sea F : Q — F(X) una multifuncion difusa y o : X — [0,1] una funcidn.

Se dice que F' es a-Lipschitz, si existe una constante L > 0 tal que
d([F(t, 1)) [F(t,25)]*¢) < L] |21 — |
para todo (t,x1), (t,x2) € Q, donde d denota la métrica de Hausdorff.

Teorema 4.5 ([36]). Sea Q un conjunto abierto en R x R™ con (tg,x¢) € Q, y F: Q — F"
una multifuncion cerrada conveza. Suponga que o : R™ — (0, 1] es una funcion semicontinua
inferior tal que [F(t,z)]*®®) es no vacio para cada (t,z) € Q. Si eviste una vecindad V
de (to, o) tal que U(t’x)ev[F(t,x)]a(x(t)) es un conjunto acotado en R™, entonces erxiste un

intervalo I tal que el problema (4.11) tiene una solucion x(t) definida en I.

Rao y Zhu en [36] demuestran el siguiente teorema con el fin de obtener una solucion del

problema (4.11) en espacios de Banach.
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Teorema 4.6 ([36]). Sea X espacio de Banach y Q un conjunto abierto en R x X con
(to,xg) € Q. Sea F : Q — F(X) una multifuncion difusa cerrada, a-Lipschitz con constante
Lya:X — (0,1 una funcion semicontinua inferiormente tal que [F(t, z)]*®) es no vacio
para cada (t,x) € . Si existe una vecindad D de (to, xo) tal que U(t,x)eD[F(t>$)]a(m(t)) es
compacto en X, entonces existe un intervalo I tal que el problema (4.11) tiene una solucion

x(t) definida en I.
Ejemplo 4.7. Sea T': (0,1) — F' una multifuncion difusa definida por a-niveles como
Lo(z) = [P(@)]* = (1 —a)[-1,1z,  Vze(0,1)

Luego para cada x € (0,1), T'(z) define un conjunto difuso triangular isésceles con soporte

[—z,x] en F'. Sea a : R — [0,1] una funcién definida por

1, r <0,
a(z)=q1—2z, z€]|0,1],
0, x> 1.

Por consiguiente, la inclusion diferencial difusa definida en (4.11) tiene la forma
2" € Do (x) = [—-1,1]2%, Va €[0,1]. (4.12)

Podemos observar que la multifuncion I' satisface todas las condiciones del Teorema 4.5, lo

que nos garantiza la existencia de una solucion para el problema (4.12).

De acuerdo con la condicion inicial x(0) = xo, el problema (4.12) lo podemos escribir de

manera tal que cada solucion de (4.12) sea una solucion de la ecuacion diferencial
7' =ar?, x(0) = o, (4.13)

con a € [—1,1]. Luego, el conjunto de soluciones del problema (4.12) con J =10,1) es dado

{—atxfl Lac [—1,1]}.
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Ejemplo 4.8. Sea I': (0,1) — F' una multifuncion difusa definida por

T, 0<t<g
P(z)(t) =41, §<t<1,
0, t¢lo,1].

Es facil ver que I'y(z) = [['(2)]* = [%F, 1], para cada o € [0,1]. Sea a : R — [0, 1] una funcion

como en el Ejemplo 4.7. Por lo tanto, la inclusion diferencial difusa estd dada por

fefwﬂ@:[geﬁgﬂy (4.14)

Como en el Ejemplo 4.7, la multifuncion ' satisface todas las condiciones del Teorema 4.5,

garantizandose la existencia de una solucion para (4.14).

Para obtener una solucion del problema (4.14), con la condicion inicial z(0) = x¢, podemos

usar la técnica de seleccion para multifunciones; por ejemplo, la funcién f(x) = 5 es una

seleccion de T'(z) = [(1_296):0, 1}, para todo x € (0,1). Por consiguiente, una solucion de

(4.14) estd dada por x(t) = xge’?. En este caso, no se puede determinar fdcilmente todas
las soluciones de (4.14) como se hizo en el Ejemplo 4.7, donde las soluciones de la inclusion

diferencial difusa fueron obtenidas resolviendo la ecuacion diferencial (4.13).

4.3. Soluciéon de ecuaciones diferenciales difusas via
inclusiones diferenciales

En esta seccion estudiaremos la técnica desarrollada por Hullermeier en [16] para re-
solver ecuaciones diferenciales difusas. El autor en [16] interpreta el problema de va-
lor inicial difuso como una familia de inclusiones diferenciales “clasicas” y prescinde del
sentido de la derivada difusa que pueda darsele al problema (4.15). Esta técnica plantea-

da por Hullermeier es formalizada posteriormente por Diamond en [11, 12].
Si el problema de valor inicial

2(t) = F(t,a(t),  x(to) = Xo, (4.15)



lo interpretamos en un contexto difuso, entonces podemos considerar diferentes nociones
de diferenciabilidad para la multifuncién difusa z. En los Capitulos 2 y 3, intentamos darle
un significado al problema (4.15) estableciendo, respectivamente, la H-derivada y la a-

derivada.

Sin embargo, como vimos en el Capitulo 2, la interpretacion del problema (4.15) con la
H-derivada presenta algunas desventajas, porque la solucion obtenida tiene la propiedad
que el diam(supp(z(t))) es no acotado cuando ¢ tiende al infinito. Por esta razon,

Hullermeier [16] sugiere una formulacion diferente del problema de valor inicial difuso.

Se parte de una inclusion diferencial la cual es una generalizacion del PVI “clasico”,

{x’(t) € F(t,x(t)),

4.16
l‘(to) =X € XQ, ( )

donde F': [ty, to+a] xR™ — K™ es una multifunciény X, € K. Una funcion z : [to, ty+a] —
R™ con condicion inicial z, € X, es una solucion de (4.16) en el intervalo [ty,t, + al, Si =

es absolutamente continua y satisface (4.16) para casi todo t € [to, to + al.

Para cada tiempo ¢, la derivada no es conocida precisamente, porque la derivada '(t)
es un elemento del conjunto F(t,z). De esta manera, los autores en [1] definen los
siguientes conjuntos. Sea >.(t, X;) el conjunto de todas las soluciones del problema (4.16).
El conjunto alcanzable en el tiempo ¢ € [ty, ty + a] asociado al problema (4.16) es el sub-

conjunto de R™ dado por
A(t, Xo) = {z(t, o) : x(-, z0) € X(t, Xo), con xy € Xy}

A(t, X,) representa el conjunto de todos los posibles estados del sistema en el tiempo t.
El conocimiento de los conjuntos alcanzables A(t, X)) es importante para caracterizar el

comportamiento del sistema.

Una generalizacion natural del problema (4.16) se obtiene al sustituir la multifuncion F' en
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(4.16) por una multifuncién difusa. Luego el problema de valor inicial (4.16) seria

{x’(t) = F(t,z(t)), (4.17)

Jf(to) =29 € Xo,
donde F': [ty,to + a] x R" — F™ es una multifuncion difusay X, € F".

De acuerdo con [16], el PVIF (4.15) es interpretado como una familia de inclusiones
diferenciales basados en los a-niveles de F'y X; esto es, para cada « € [0, 1], se tiene el

siguiente problema

{x’(t) e [F(t,x(t))]", (4.18)

x(tg) = xo € [Xo]°,
donde [F'(t,z(t))]* y [Xo]* son los a-niveles de F'y X, respectivamente. Ademas, la
multifuncion [F'(¢, z(¢))]* : [to, to+a] x R" — K™ es de la forma dada en (4.16). Claramente,
los problemas (4.18) son inclusiones diferenciales y por lo tanto, para cada «, una funcion

x : [to, to + a] — R™ puede ser considerada como una «a-solucion de (4.18).

De esta forma definimos para cada « € [0, 1], los siguientes conjuntos. Sea X, (t, Xj) el
conjunto de todas las a-soluciones de (4.18). Denotamos por A, (t, [Xo]*) = {z(t, xo) :
z(-,xg) € o(t,Xo), con zg € [Xo|*}, to < t < ty + a, el conjunto alcanzable de las

«a-soluciones.

Segun Diamond [11, 12], el conjunto de todas las «-soluciones ¥, (¢, X,) seria el a-
nivel de un conjunto difuso X (¢, X;) en el sentido que todos los conjuntos alcanzables
A, (t,[Xo]*) son los a-niveles de un conjunto difuso A(¢, X;) en R™. Diamond utiliza el
Teorema de representacion de Negoita-Ralescu (Teorema 1.2) para probar este hecho y

afirmar que X(t, X) es la solucion de la ecuacion diferencial (4.17).

Ejemplo 4.9. En el Ejemplo 2.20, consideramos la ecuacion diferencial difusa
() = =Xx(t), A>0, z(0)= X, (4.19)
donde X es un nimero difuso triangular simétrico con soporte [—a, al.
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Como vimos, la solucion de (4.19) usando la derivada de Hukuhara (H-derivada) estd dada,

por a-niveles, por

To(t) = (1 — a)eM[—a,a], 0<a<l.

Recordemos que diam(supp (t)) = 2ae no estd acotado cuando t — oo, demostrando que
esta interpretacion no generaliza el caso cldsico. Sin embargo, si (4.19) lo interpretamos como

una familia de inclusiones diferenciales de la forma
2l (1) € —Azo(t),

.00 e XS =(1—a)-1,1], 0<a<l, (4.20)

podemos obtener un resultado mds intuitivo. Puesto que —Ax,(t) = {—Az,(t)} es un “single-

ton” en IC, de (4.20) tendremos que

zl (t) = =z, (1), z4(0) € X§ = (1 — a)[—1, 1],

el cual tiene como conjunto solucion 3, (t, Xo) en un intervalo T a las funciones
To(t) = 24(0)e™,  2,(0) € X,.

Por consiguiente, ¥o(t, Xo) = (1 — a)e [—1,1].

Luego, x(t) es interpretada como una multifuncion difusa con valores en nimeros difusos
triangulares simétricos cuyos a-niveles son [x(t)]* = S (t, Xo) = (1 — a)e M[—1,1]. Esta
solucion es mas intuitiva para (4.19) que la solucion via H-derivada dada en el Ejemplo

2.20, puesto que en éste caso diam(supp z(t)) — 0 cuando t — co.

Recordemos que en el Capitulo 3, Ejemplo 3.23, usando la a-diferenciabilidad en su sequnda

forma, obtuvimos esta misma solucion para el problema (4.19).

Diamond formaliza el procedimiento del Ejemplo 4.9 en [11, 12] mediante el siguiente

teorema.
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Consideremos la siguiente inclusion diferencial
2'(t) € H(t,z(t)), x(0)= x. (4.21)

Se dice que (4.21) tiene una solucion y(t) en un intervalo T si y(-) es absolutamente

continua, y(0) = =, y adicionalmente y(-) satisface la inclusion (4.21) en T'.

Decimos que, las hipétesis de acotamiento se cumplen, si existen b, Y, M > 0 tales que:

m Elconjunto Q@ =T x (zo+ (b+ MT)B") C 2, donde B™ es la bola unitaria de R".
m H aplica () en la bola de radio M.
Denotemos el conjunto de todas las soluciones de (4.21) en T' con X(t¢, xy) y el conjunto

alcanzable con A(t, zo) = {z(t) : 2(-) € 3(t,x0)} y escribimos Zr(R") = {z(-) € C(T;R") :
/(1) € L=(T;R™)}.

Teorema 4.10 ([11, 12]). Sea Xy € F" y Q un abierto en R x R™ que contiene a {0} x
supp(Xo). Supongamos que la multifuncion G : Q — F" es semicontinua superiormente y
escribimos F(t, x; o) = [G(t, z)]* € K™ para todo (t,z,a) € R x R™ x [0, 1]. Suponemos que
las hipdtesis de acotamiento con constantes b, M, T se cumplen para todo xy € supp(Xo) vy

para la inclusion diferencial
2'(t) € F(t,z;0), x(0) € supp(Xp).
Entonces los conjuntos alcanzables A, (t,[Xo]*), o € [0, 1], de la familia de inclusiones
2 (t) € F(t,x; a), z(0) € X, = [Xo]*, Ya € 0,1] (4.22)

son los a-niveles de un conjunto difuso A(t,Xy) € F™. Los conjuntos de las a-solucion

Ya(t, [Xo]®) de (4.22) son los a-niveles de un conjunto difuso X(t, Xo) definido en Zp(R™).
Ejemplo 4.11. Consideremos la ecuacion diferencial difusa en R,
y'(t) = —y(t) + W cost
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donde W es un numero difuso trapezoidal.

Si interpretamos la EDF como una familia de inclusiones diferenciales, tenemos que
2l (t) € —x4(t) + cost[W]?, 0<a<l,

esto es,
2l (1) = —x4(t) + w, cost, w, € [(W]9,

«

lo que se reduce a una EDO lineal de primer orden
2l (t) + 14 (t) = w, cost, w, € [W]Y,

cuya solucion estd dada por

T (t) = %(cost + sent) + ce”".

Consideremos la condicion inicial x,(0) € [Xo]*, es decir, ©,(0) = x§ € [Xo]*. Para hallar

el valor de la constante c, tenemos que 1(0) = %= + ¢ = xf, entonces, ¢ = rf — 5.
De hecho, el conjunto solucion es dado parat >0 y x(0) € Xo como
1 o o 1 o —t o
To(t) € §(sent + cost)[W]* + { [Xo]* — §[W] e " = [X(t, [Xo])].
Claramente, el conjunto alcanzable A(t, Xo) se aproxima al conjunto difuso
E = {W(sent + cost)/2:t >0} = V2W/2.
Ejemplo 4.12. Consideremos el siguiente problema de valor inicial difuso
d(t) =2%(t),  2(0) = X, (4.23)

donde Xy es un numero difuso definido de la siguiente manera

3—2z, 2<z<3,
Xo(z2)=¢2—-1, 1<2<2,

0, en otro caso.
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Si (4.23) lo interpretamos como una familia de inclusiones diferenciales de la forma
wo(t) € 24 (t)

zo(0) € X§=[14+a,3—q, 0<a<l. (4.24)

Puesto que 2% (t) = {x2(t)} es un “singleton” en K, de (4.24) tendremos que
() = 21, ra(0) € X5 = [1 4,3 al,

el cual tiene como conjunto solucion 3, (t, Xo) en un intervalo T a las funciones

1 1
olt) = ——, «(0)=—¢€|l ,3—al.
2o (t) Py 74(0) Ca€[+a |
Luego,
c 1 1
Ca e
3—a 1+«
Por lo tanto,
1 1 1 1+ o 3—«
ol = , = , = Y. (t, Xo).
ralt) € Py Lia—t 3fa—t] [1—t—m st e Xo)
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Conclusiones

» En este trabajo se realizdé una revision de los principales resultados sobre la teoria
de las ecuaciones diferenciales difusas; en particular, se analizaron las implica-
ciones que tiene la diferenciabilidad sobre la existencia de soluciones de problemas

de valor inicial en el contexto difuso.

= Adicionalmente, se presentd una generalizacion de la diferenciabilidad de
multifunciones difusas, y con ella se obtuvieron algunos resultados de existencia y
unicidad de soluciones de problemas de valor inicial difuso. Estos resultados hacen

parte del articulo [37].

= En el Capitulo 4 se presenta una introduccion al método de las inclusiones
diferenciales como una herramienta para resolver problemas de valor inicial aso-

ciados a ecuaciones diferenciales difusas.
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Trabajos futuros

A lo largo del desarrollo de este trabajo de maestria fueron quedando algunas preguntas

las cuales pueden ser analizadas en trabajos futuros, a saber:

Es de revelante importancia estudiar la teoria de ecuaciones diferenciales de orden

superior en el contexto difuso con el uso de la a-derivada generalizada.
Estudiar ecuaciones diferenciales parciales difusas y sus aplicaciones.

Dado las multiples aplicaciones que tienen las ecuaciones diferenciales difusas en
ramas de las ciencias e ingenierias, una forma de abordar tales problemas es utilizar

métodos numéricos para encontrar la solucién de ecuaciones diferenciales difusas.

Introducirnos en el estudio de los métodos numéricos sobre inclusiones

diferenciales.
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