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RESUMEN

Titulo. CONTROL DE POSICION DE UN SISTEMA DE IMPACTO EN EL
CONTEXTO DE LOS SISTEMAS DINAMICOS HIiBRIDOS™.

Autores: LUZ AIDA VEGA MANTILLA?, CARLOS EDUARDO SANTOS VESGA?®,

Palabras Clave:

Bouncing Ball; Control por Modos Deslizantes (SMC); Sistemas Dindmicos Hibridos.

Descripcion:

En el presente proyecto se realizara la implementacion de una técnica de control avanzada en el
dominio del tiempo, para manipular el comportamiento dindmico de un sistema de impacto
Bouncing Ball en el contexto de los sistemas dinAmicos hibridos. Para ello se realizara el
correspondiente modelado matemético del sistema Bouncing Ball como un sistema dinamico
hibrido. Ademas, se definira una estrategia de control avanzado para manipular el comportamiento
dindmico del sistema de impacto Bouncing Ball, con base en la teoria de automatas programables.
Para cumplir con este propdsito inicialmente se realizara una exploracion de estado del arte sobre
la representacién hibrida de algunos sistemas mecanicos fisicos, de tal forma, que se logre
comprender el modelado hibrido de los sistemas dindmicos vy, lograr aplicar este tipo de modelado
al sistema de Bouncing Ball. Adicionalmente se constituira el modelado hibrido del Bouncing Ball
de forma que sea explicita la interacciébn entre un dominio continuo y el dominio discreto.
Posteriormente se estudiara la técnica de control por modos deslizantes SMC como técnica de
control avanzado a aplicar en el sistema dinamico hibrido de impacto. Finalmente se mostrara por
simulacion numérica el comportamiento dinamico del sistema Bouncing Ball siendo controlado a
través del SMC.

1 Trabajo de grado

% Facultad de Ingenierias Fisicomecanicas. Escuela de Ingenieria Mecéanica. Codirector: Carlos Borras Pinilla,
Ph.D.

® Facultad de Ingenierias Fisicomecanicas. Escuela de Ingenierias Eléctrica, Electrénica y de
Telecomunicaciones. Director: Julio Andelfo Florez Vargas, MSc. Codirector: Jaime Guillermo Barrero, MSc.
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ABSTRACT

Title: POSITION CONTROL OF IMPACT SYSTEMS, IN CONTEXT OF
HYBRID DYNAMICAL SYSTEMS*.

Authors: LUZ AIDA VEGA MANTILLA®, CARLOS EDUARDO SANTOS VESGA®.

Key words:

Bouncing Ball; Sliding Mode Control (SMC); Hybrid Dynamical Systems.

Description:

In this project the implementation of an advanced control technique in the time domain will be
carried out to manipulate the dynamic behavior of a Bouncing Ball impact system in the context of
hybrid dynamic systems. For this, the corresponding mathematical modeling of the Bouncing Ball
system will be performed as a hybrid dynamic system. In addition, an advanced control strategy will
be defined to manipulate the dynamic behavior of the Bouncing Ball impact system, based on the
theory of programmable automata. In order to accomplish this purpose, a state-of-the-art
exploration of the hybrid representation of some physical mechanical systems will be carried out, so
as to understand the hybrid modeling of dynamic systems and to apply this type of modeling to the
Bouncing Ball. In addition, the hybrid modeling of the Bouncing Ball will be constituted in such a
way as to be explicit the interaction between a continuous domain and the discrete domain.
Subsequently the SMC sliding mode control technique will be studied as an advanced control
technique to be applied in the hybrid dynamic impact system. Finally, the dynamic behavior of the
Bouncing Ball system will be shown by numerical simulation to being controlled through the SMC.

* Degree work.

° Physico-mechanical Engineering Faculty. School of Mechanical Engineering. Co-supervisor: Carlos Borras
Pinilla, Ph.D.

6 Physico-mechanical Engineering Faculty. School of Electrical Engineering. Supervisor: Julio Andelfo Flérez
Vargas, MSc. Co-supervisor: Jaime Guillermo Barrero, MSc.
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1. PRELIMINARES

El estudio y andlisis de las vibraciones mecanicas en la actualidad ha venido
adquiriendo una relevante importancia, debido a que todos los sistemas
mecanicos con caracteristicas elasticas describen comportamientos amortiguados
y opuestos al movimiento, causantes de vibraciones, tipicamente producto de
perturbaciones como incertidumbres, desajustes en piezas, movimientos relativos
entre superficies de contacto, y oscilaciones entre piezas; siendo esta Ultima, la
mas cercana al trabajo desarrollado. No obstante, y debido a que las vibraciones
pueden ser de naturaleza libre o forzada, el control de estas es sin lugar a duda un
campo de investigacién bastante prominente. Con el propdsito de aportar en la
comprension de los sistemas con vibraciones mecénicas, en el presente escrito se
tom6 como objeto de andlisis el impacto de una pelota contra una superficie rigida
en un movimiento vertical, por su baja complejidad matematica basada en la fisica
newtoniana, y por ser facilmente observable en una gran variedad de actividades
cotidianas. Para ello, se traz6 una metodologia que va desde la representacion
hibrida del Bouncing Ball a partir de una interaccion matematica de conjuntos con
dinamicas continuas y eventos discretos en el espacio de estados, hasta la
aplicacion de una estrategia avanzada control deslizante (Filippov), soportada en
las definiciones de estabilidad absoluta de Lyapunov, para lograr mantener
regulada la altura maxima de la pelota entre cada colision, aun en presencia de
perturbaciones y/o imprecisiones en el modelado matematico. Para exponer los
resultados, se utilizé la herramienta de simulacibn numérica MATLAB®, y el
solucionador de ecuaciones diferenciales ordinarias ODE113, por su algoritmo de
alta recurrencia y fiabilidad.
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1.1 ANTECEDENTES Y JUSTIFICACION

El analisis de sistemas mecénicos de impacto ha estado en la mira de recientes
investigaciones por su riqueza dindmica, a través del estudio de sistemas con bajo
rigor matematico como el oscilador de un grado de libertad, el cual, a pesar de
tener una trayectoria evolutiva suave del movimiento, justo después del impacto
describe un cambio abrupto en el sentido y magnitud de la velocidad, desbocando
en un estado de bifurcacion propio de los sistemas no-lineales [1]. Ademas, el
grado de elasticidad con que se produce la colision y la duracién de la vibracion
resultante son factores determinantes en la respuesta del sistema en estudio [2],
como, por ejemplo, el impacto en valvulas usadas con compresores [3], la colisién
de las aspas de un helicoptero al caer [4], problemas de impacto de proyectiles [5]
y, vibraciones producto del cruce de flujo en tuberias [6, 7, 8], entre otros. Cabe
resaltar, que el interés de la comunidad cientifica por este tipo de sistemas ha
trascendido al &mbito industrial, donde se observan resultados de investigacion
que abordan esta tematica para comprender el comportamiento de sistemas que
van desde la perforacion por percusion, hasta la reduccion de chillidos en los
frenos de disco [9, 10].

Adicionalmente, se han realizado estudios para determinar la cantidad de energia
perdida durante el impacto en relacion con la deformacion presente en el material
post-impacto mediante el uso del analisis por elementos finitos [11], sin olvidar que
el conocimiento de un balance energético es importante al momento de realizar
control basado pasividad, el cual fundamenta el alcance del punto de equilibrio
mediante la relacion entre la energia suministrada y la almacenada por el sistema
[12]. Por otro lado, y dada la naturaleza no-lineal de los sistemas de impacto
producto de las transiciones bruscas presentadas en su dindmica, se ha optado
por abordar su modelado mediante la representacion hibrida a través de funciones
continuas y eventos discretos [1, 12, 13, 14]. De este modo, la formulacién hibrida
se ha convertido en una herramienta novedosa, para aplicar técnicas de control

conmutado entre eventos y garantizar el comportamiento deseado de los sistemas
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con presencia de singularidades como el Bouncing Ball, al estar sometidos a
barreras o superficies rigidas que limitan su movimiento libre [13, 14, 15]. Por
tanto, como un caso particular de control conmutado, el Control por Modos
Deslizantes (por sus siglas en inglés, SMC) se convierte en una técnica candidata
para controlar la dinAmica de los sistemas de impacto, representados en el
espacio de estados mediante una previa formulacion hibrida, por su capacidad de
forzar al seguimiento de una referencia deseada mediante la definicion de una

superficie deslizante de atraccion [16, 17, 18].

1.2 PLANTEAMIENTO Y DEFINICION DEL PROBLEMA

El contacto frecuente entre piezas mecanicas y las vibraciones en las tuberias
ante el paso de fluidos, son solo algunos ejemplos de los efectos indeseados en
los sistemas dinamicos que presentan deformaciones y pérdidas de energia [11,
19]. Para disminuir los efectos de colisiones, se han desarrollado algoritmos
orientados a la conservacion de energia entre solidos sin friccion sometidos a
impactos, tomando como base el conocimiento de la trayectoria dindmica del
sistema en su estado transitorio [20, 21, 22]; incluso se ha llegado a modelar el
intercambio entre energia cinética y elastica, para lograr conservar el momento

lineal y angular en el choque de cuerpos rigidos como engranajes [23].

Adicionalmente, por la naturaleza no lineal de los sistemas fisicos que describen
en su dinamica comportamientos como: bandas muertas, friccion, saturaciones,
retrasos y discontinuidades [17, 24, 25, 26, 27]; en muchos casos, se dificulta o0 es
imposible obtener un equivalente matematico por métodos convencionales, capaz
de reunir las caracteristicas mas determinantes del fenomeno en estudio,
justificando asi, la exploracion de novedosas formas de representar sistemas
dindmicos como la hibrida, que tiene en su formulacion matematica el potencial de
abarcar gran cantidad de fendmenos con tépicos que van desde las ciencias

naturales hasta la ingenieria aplicada [12, 14, 15, 28]. Por otro lado, la necesidad
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por manipular el comportamiento dinamico de los sistemas, hace necesario el
estudio de técnicas avanzadas de control en el espacio de estados, como el
Control por Modos Deslizantes (por sus siglas en inglés, SMC) [17, 29, 30], por la
facilidad que brinda éste, para establecer condiciones de operacion en sistemas

con cambios bruscos en su dinamica [1, 9, 13].

Por tanto, con el desarrollo del presente proyecto se espera realizar un aporte
sustancial en la representacion y control de los sistemas dinamicos a partir de la
formulacion hibrida, rompiendo paradigmas en el modelado de los sistemas al
tomar como objeto de estudio al Bouncing Ball por su simplicidad matematica en
condiciones de ambiente ideales, logrando que su trayectoria dinamica en marcha
libre concuerde con la fisica newtoniana en un intervalo tiempo estimado v,
aplicando una técnica de Control por Modos Deslizantes regular el rebote de la
pelota a una altura determinada. Por esta razén, se constituyd un grupo
interdisciplinar con estudiantes de la Escuela de Ingenierias Eléctrica, Electrénica
y de Telecomunicaciones (E3T) y la Escuela de Ingenieria Mecanica de la
Universidad Industrial de Santander, ambos adscritos al Grupo de Investigacion en
control, electrénica, modelado y simulacién - CEMOS, para indagar en lo extenso
de la linea estratégica de Supervision Experta, Automatizacion y Control, y poder
dar respuesta a inquietudes como: ¢(De qué manera se realiza el modelado
matematico del sistema Bouncing Ball por medio de la formulacién hibrida?,
¢, Como se aplica el Control por Modos Deslizantes a los sistemas mecanicos con
cambios abruptos en su dinamica como el Bouncing Ball?, ;Cémo puede el
Control por Modos Deslizantes ser suficiente para manipular el comportamiento

dindmico del sistema de impacto Bouncing Ball?.
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1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo general Implementar bajo simulacion numérica una
estrategia hibrida de control que permita mantener el rebote de un sistema

Bouncing Ball como aplicacion de estabilidad en sistemas de impacto.

1.3.2 Objetivos especificos

¢ Realizar un estudio sobre la representacion hibrida de los sistemas dinamicos, y
la técnica de control por modos deslizantes SMC y su aplicacién en sistemas

con singularidades en su dinamica.
e Modelar matematicamente el Bouncing Ball como un sistema dinamico hibrido.

e Disefiar una estrategia de control por modos deslizantes para mantener el

rebote de la pelota en una altura deseada.

e Simular y analizar numéricamente el comportamiento del sistema controlado.
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2. SISTEMAS DINAMICOS HIBRIDOS

Una vez el hombre se interesé por estudiar y comprender el comportamiento de
los fendmenos que ocurrian en su entorno, comenzo6 una carrera investigativa por
lograr obtener la mejor representacion de éstos. Actualmente, este interés
persiste, convirtiéndose en una importante linea de investigacion cubriendo
amplias y numerosas areas del conocimiento. En un principio, el modelado
matematico de dichos fendmenos fue representado como sistemas dinamicos
estrictamente continuos en el dominio del tiempo o bien, como sistemas dinamicos
estrictamente discretos en el dominio del tiempo. Ademas, por la naturaleza no
lineal de los sistemas fisicos, continué su divisidbn categorica en sistemas no
lineales y lineales, siendo estos ultimos los preferidos por la comunidad cientifica

por las prestaciones para su analisis.

No obstante, con el auge de la era tecnoldgica y la aparicion de una amplia gama
de dispositivos de computo como tarjetas de programacion y sistemas embebidos
de facil acceso para el consumidor, las cuales cada dia tienen mejores
prestaciones de velocidad de procesamiento, espacio reducido y simplicidad en su
lenguaje de programacion; parte de la comunidad cientifica se dedic6 a explorar la
posibilidad de usar este tipo de dispositivos para simplificar el modelado y control
de algunos casos particulares de sistemas dindmicos no lineales, rompiendo por
otro lado, paradigmas sobre la posibilidad de representar mateméaticamente un
sistema dinamico complejo de forma simultanea como continuo y discreto, a lo que

le denomind la representacion hibrida de los sistemas dinamicos.
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2.1 MODELADO HIBRIDO DE LOS SISTEMAS DINAMICOS

El modelado hibrido de los sistemas dinamicos, es la interaccion entre dinamicas
continuas en el tiempo, eventos discretos, légicas de transicion, y frecuentemente
discontinuidades, en algunos casos fuertes [31]. Dada la conveniencia por
incorporar dispositivos l6gicos programables para gestionar el funcionamiento del
sistema a partir de légicas de transicion discretas, la descripcion matematica de
estos sistemas dinamicos tipicamente es expresada con base en redes de Petri o
mediante una adaptacion de automatas programables finitos [32,33,34]. No
obstante, en el presente trabajo de investigacion Unicamente se abordara la
formulacion hibrida de los sistemas dindmicos con base en la teoria de automatas,
a partir de la generaciéon de dos conjuntos principales de operacién; un conjunto
continuo C, constituido por ecuaciones diferenciales en el dominio del tiempo
continuo con condiciones iniciales asociadas y, un conjunto estrictamente discreto
D, constituido por la informacion de los eventos, singularidades y transiciones
presentes en el sistema, donde la singularidad representa un cambio abrupto en la

evolucion con respecto al tiempo de la dinamica del sistema.

De forma general, la formulacion hibrida de los sistemas dinamicos se representa
en el espacio de estados, por un conjunto de ecuaciones diferenciales del sistema
continuo con la forma de x, correspondiente a una funcién f no necesariamente
lineal en el estado, dependiente del conjunto de variables de estado x propias del
sistema, las entradas u admisibles en el sistema, el tiempo continuo t, y por
altimo, del conjunto de condiciones iniciales x, necesarias para encontrar la

solucion de dichas ecuaciones diferenciales [35], tal como se observa en (2.1).
x = f(x,u,t); x(ty) = Xg (2.1)

Por otro lado, aunque la formulacion hibrida de los sistemas dinamicos se extiende
para representar tanto sistemas lineales como no-lineales, si se opta por modelar
hibrido un sistema con comportamiento estrictamente no-lineal, la complejidad

matematica del sistema no-lineal incrementara en parte la dificultad del modelado
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hibrido; por esta razoén, el presente proyecto de investigacion se centrara en el
tratamiento matemético de un tipo particular de sistemas no-lineales discontinuos
conocidos como sistemas suaves a tramos [36], los cuales a pesar de ser tener
comportamientos no-lineales con discontinuidades, pueden ser vistos y tratados
como un conjunto de subsistemas suaves asociados y representados por

ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales propias.

De esta manera, la solucion de la ecuacion dindmica dada por (2.1), corresponde
con una pareja ordenada (t,x(u, t)), la cual puede pertenecer al conjunto solucién

continuo C o bien al conjunto solucién discreto D.

Por un lado, el conjunto solucion continuo C dado por (2.2), se expresa como la
union de [ regiones solucion de la ecuacién dindmica x pertenecientes al dominio
de R™, continuos en los i — ésimos intervalos de tiempo semiabiertos por la
derecha [t;t;;,), siendo los tiempos t;,,; los instantes donde se rompe la
continuidad de la ecuacion diferencial objetivo, y ésta deja de ser diferenciable.
(t,x(u, 1)) € [t5,ti41) X R™ | x(t)es solucién de: x(£) = f(x,u,t); x(t;) = x;
¢ = Uk A (2.2
tisn Et =t | AX(tip1) V X(ti41) > @

Mientras que, por otro lado, el conjunto solucion discreto D esta dado por (2.3),
como la union de [ — 1 eventos o singularidades en los instantes t;, tales que el
limite por la derecha de la solucion de la ecuacion diferencial sea distinto al limite
por la izquierda, es decir, que el limite no esté definido; o el limite en el instante ¢;
no exista, como se presenta en las funciones que describen vértices [31,37,38,39].
Cabe resaltar que el tiempo t;” corresponde con el instante de tiempo infinitesimal
antes de la ruptura de la continuidad de x en t;, mientras que el instante de tiempo

t} corresponde al instante de tiempo infinitesimal después de su ruptura en t;.

(&, x(u, t1)) € [tptisq] X R™ | limee- x(u, t) # lim,_,+ x(u, )
D=yl v (2.3)

. x(u,t)—x(u,t;)
A limye, ==
1A
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De esta manera, es posible definir el sistema hibrido como la unién de
comportamientos dinamicos continuos por medio de un conjunto de eventos
discretos, tal como se expresa en (2.4), y se observa en la Figura 2.1 como un
ejemplo de interaccion entre dos subsistemas dinamicos en el espacio de estados
con condiciones iniciales asociadas, por medio de eventos discretos en un instante

de tiempo ¢; [8].

x(u,t) =CuUD, vVt e R" (2.4)

Figura 2.1 Diagrama de transicion de estados hibrido.

X(u,7) > x(u.#,")

xX(u,7) <x(u,f,)

Fuente: Sanfelice, R. G.; Goebel, R. y Teel, A. R. (2008)

A continuacion, se expondra una breve definicibn de los sistemas dinamicos
suaves a trazos, para mostrar el origen de los sistemas dinAmicos hibridos y los
sistemas deslizantes, y asi, ubicar tanto al sistema de impacto Bouncing Ball como
a la estrategia de Control por Modos Deslizantes en el contexto de este particular

tipo de sistemas dinamicos.
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2.2 SISTEMAS DINAMICOS SUAVES A TRAZOS

Estos sistemas se caracterizan por mostrar en su evolucibn dinamica
comportamientos continuos Yy discretos, cuyo diagrama de fase es particionado en
diferentes regiones, donde cada una de las regiones estd asociada con un
funcional de ecuaciones diferenciales. Estos sistemas son clasificados segun su

grado de suavidad (DoS, del inglés Degree of Smoothness) en:

2.2.1 DoS zero: Tienen discontinuidad en estados a través de los limites de
operacion en el espacio de estados. Tipicamente, este comportamiento se ve
asociado a sistemas con impacto o sistemas hibridos lineales a trazos, donde un

clasico ejemplo es el oscilador mecanico de impacto [40,41].

2.2.2 DoSone: Tienen discontinuidad en el vector de campo. Este tipo

particular de sistemas son conocidos como sistemas de Filippov [42,43,44].

2.2.3 DoStwo: Tienen discontinuidades fuertes de orden 2 o superior en las
derivadas de los vectores de campo, y por esta razén son conocidos como

sistemas continuos suaves a trazos [45,46].

A partir de la definicibn expuesta con anterioridad es evidente que el presente
proyecto fue desarrollado en torno a sistemas con DoS zero y DoS one, donde el
Bouncing Ball es una aplicaciéon de sistemas de impacto con discontinuidad en una
variable dindmica, en este caso la velocidad (DoS zero); y la técnica de control
aplicada (Control por Modos Deslizantes) para mantener el rebote de la pelota se
encuentra categorizada como un tipo especifico de sistema con DoS one. A
continuacion, se mostrard en brevedad la descripcion de los principales tipos de

sistemas con DoS one o sistemas de Filippov.
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2.3 SISTEMAS DE FILIPPOV O DESLIZANTES

Los sistemas de Filippov son una subclase de sistemas discontinuos que pueden
llegar a ser descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con
discontinuidad de lado derecho. Los sistemas mecanicos con la presencia de
friccion seca son quiza uno de los ejemplos mas claros de este tipo de sistemas,
por la presencia de vibraciones en algunos casos indeseadas, ya que reducen
significativamente la eficiencia de los sistemas. Por lo general una dinamica de
estos sistemas presenta un cambio cualitativo en su trayectoria conocido como
bifurcaciéon. Sin embargo, es a través de esta dinamica discontinua que se desea
mantener el sistema en condiciones deseadas mediante una condicion de
deslizamiento. Adicionalmente, las bifurcaciones pueden ser clasificadas como
suaves 0 no-suaves; no obstante, existen cuatro principales tipos de sistemas de
Filippov con un ostensible atractivo investigativo: cruzando-deslizando (crossing-
sliding), rozando-deslizando (grazing-sliding), conmutando-deslizando (switching -
sliding) y aumentando-deslizando (adding - sliding) [47]. A continuacién, se
explicard en brevedad cada uno de los cuatro casos principales de sistemas de

Filippov.

2.3.1 Cruzando - deslizando: En este caso la alteracion de un estado dinamico
provoca que las soluciones crucen transversalmente el limite de la region de

deslizamiento en el punto de bifurcacion, ver Figura 2.2.

2.3.2 Rozando - deslizando: En este caso las soluciones rozan la region de
deslizamiento por la parte superior, entrando posteriormente en régimen

deslizante, ver Figura 2.3.
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2.3.3 Conmutando - deslizando: En este caso la alteracion de un estado
dindmico provoca que las soluciones crucen la region de deslizamiento
permaneciendo en ella para todo instante futuro, ver Figura 2.4. Por tanto, la
técnica de Control por Modos Deslizantes (SMC, del inglés Slinding Mode Control)

forma parte de este tipo particular de sistema de Filippov.

2.3.4 Aumentando - deslizando: En este caso las trayectorias dinamicas
pasan de estar totalmente dentro de la region de deslizamiento, a tener una parte

por fuera de ellas, ver Figura 2.5.

Figura 2.2 Filippov crossing-sliding.

Fuente: Filippov, A. F. (2013). Differential equations with discontinuous
righthand sides: control systems (Vol. 18). Springer Science & Business
Media.
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Figura 2.3 Filippov grazing-slinding.

Fuente: Filippov, A. F. (2013). Differential equations with discontinuous
righthand sides: control systems (Vol. 18). Springer Science & Business
Media.

Figura 2.4 Filippov switching-slinding.

Fuente: Filippov, A. F. (2013). Differential equations with discontinuous
righthand sides: control systems (Vol. 18). Springer Science & Business
Media.
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Figura 2.5 Filippov adding-slinding.
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Fuente: Filippov, A. F. (2013). Differential equations with discontinuous
righthand sides: control systems (Vol. 18). Springer Science & Business
Media.

A continuacién, se abordard de forma detallada y con base en la fisica
newtoniana, el modelado matematico del sistema dinamico de grado de suavidad
cero Bouncing Ball.

2.4 EL SISTEMA DINAMICO PELOTA QUE REBOTA: BOUNCING BALL

En el estudio y andlisis de los sistemas de impacto, el fenémeno del rebote vertical
de una pelota contra una superficie rigida es ampliamente citado por la comunidad
cientifica, por los comportamientos singulares o bifurcaciones presentes en su
trayectoria dinamica durante los tiempos de colision [48], tipicos en un amplio
espectro de aplicaciones de ingenieria que van desde las vibraciones entre las
piezas moéviles de maquinas, hasta vibraciones provocadas en los tubos al paso
de fluidos [49].

Si definimos la posicion de la pelota con respecto a la superficie rigida como x(t) y
la velocidad como x(t), el modelado matematico de la evolucion dinamica del
Bouncing Ball, puede ser realizado teniendo en cuenta dos escenarios principales

de movimiento: el correspondiente al tiempo en que la pelota se encuentra en
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marcha libre o en vuelo (x(t) > 0), y en los instantes en que la pelota choca contra
la superficie (x(t) = 0) [50]. La Figura 2.6 expone el diagrama cinematico del
Bouncing Ball, donde se observan los estados dinAmicos de posicién y velocidad
[51].

Figura 2.6 Diagrama cinematico del Bouncing Ball.
x(1)>0

x(t)<0

e «— X(#)=0

S N Referencia

A continuacién, se mostrara el modelado matematico analitico del sistema
Bouncing Ball en un ambiente ideal (sin friccion del aire), teniendo en cuenta el
enfoque de dinamicas continuas y eventos discretos, con base en los postulados

de la mecanica clasica para el comportamiento de los cuerpos en caida libre.

2.4.1 Bouncing Ball en el espacio de estados: Para esto consideramos la
segunda ley de Newton para la caida libre de los cuerpos, en condiciones libres de
la resistencia del aire (2.5), donde la aceleracion del cuerpo depende
exclusivamente de la aceleracién de la gravedad, y por tanto su cinemética es

independiente de la masa del objeto [52], tal como se observa a continuacion.

Se realiza la sumatoria de fuerzas verticales sobre el cuerpo de masa m, donde

Peso =m=* g,
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2 Foertics = Peso = m.a (2.5)

Luego de (2.5) despejamos la aceleracion y obtenemos que

a= , (2.6)

y al sustituir el valor de Peso en (2.6), obtenemos que la aceleracion es constante

e igual a la gravedad (2.7).
_mg _
a=—==9g (2.7)

Una vez aclarada la no inclusién de la masa en el modelado, se pasara a obtener
la representacion matematica en el espacio de estados, al definir las variables de

estado del sistema como posicion x(t) y velocidad x(t) de la pelota, tal que:
xl = X(t),
X, = Xx(t). (2.8)

Ahora pasamos a definir el sistema Bouncing Ball como un sistema dinamico de
segundo orden, a partir de la ecuacion diferencial de la caida libre de los cuerpos

con condiciones iniciales asociadas (2.9),

xt) =—g; x(to) =vo;  x(to) = xo, (2.9)

donde x, y v, son respectivamente las condiciones iniciales de posicién y

velocidad del cuerpo.
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Por tanto, las dos ecuaciones diferenciales que rigen la dindmica del sistema,

estaran representadas en el espacio de estados por (2.10, 2.11)
X1 = Xy (2.10)

De esta manera, reemplazando el conjunto de ecuaciones (2.8-2.11) en (2.1)
obtenemos la representacion en el espacio de estados del sistema en caida libre
dada por (2.12)

% = [2] - [ffq D xg = [ig] (2.12)

Adicionalmente, las ecuaciones que representan el sistema dindmico en estudio
se pueden llegar a deducir analiticamente a partir de (2.9), mediante la reduccién

en el orden de la ecuacion diferencial, tal como se mostrara a continuacion:

dx(t)

_ dx(to) _
ac -

t
fto(_g)dT =—glt—t]+C; — ==

x(t) =

Ahora, aplicando a la ecuacion anterior la condicion inicial de la velocidad en el

tiempo t = t,,

dx(to) _

ar —glto — tol + G4 = C, = vy,

dx(t) _ .

dt g[t - to] + UO; donde X(to) = xo. (213)
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Si para simplificar la expresion anterior se define t = (t — t,), se obtendra que

dt = dt. Entonces reemplazando en (2.13) obtenemos

dz(f) =—gr+vp;  donde x(to) = xo.

Ahora bien, si se realiza una nueva integracion, se tendra la expresion cinematica

para la posicion de la pelota, tal como se observa a continuacion:

x(t) = f;(—gr +vy)dt; donde  x(ty) = xo,

x(t) = =5 glt —to]? + volt — to] + C;;  donde  x(to) = xo

Por otro lado, aplicando a la ecuacion anterior la condicién inicial de la posicion en
el tiempo t = t,, se obtiene la ecuacion cinematica que describe la caida libre de

la pelota, tal como se observa en (2.14).
1
x(to) = —Eg[to—to]z‘FVo[to—to]+Czi = (3 = X,
x(t) = =2 glt — to]? + vo[t — to] + xo. (2.14)

Adicional a esto, en el instante en que la pelota colisiona en x(t) = 0 contra la
superficie rigida con coeficiente de restitucion k dentro de un intervalo cerrado
[0,1], es conocido que la posicién de esta no cambia de forma instantanea como si
lo hace la velocidad [53]; es decir, si se toma a t; como el instante en que la pelota
choca contra la superficie de referencia, t; como el instante infinitesimalmente

inferior a t; donde la pelota alcanza su velocidad maxima en el descenso, y t{
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como el instante de tiempo infinitesimalmente superior al impacto en t,, tenemos

que la velocidad del sistema postimpacto esta dada por:
v(t]) = —kv(t]). (2.15)

Con lo visto hasta este punto, es posible determinar las ecuaciones que definen la
cinematica del sistema Bouncing Ball, tanto a lo largo de la trayectoria continua
definida entre rebotes, como en los instantes discretos en que la pelota colisiona
contra la superficie. De este modo, se puede determinar la posicion y velocidad de

la particula durante todo t > t, por el siguiente conjunto de ecuaciones:

Para x(t) >0 - x(t)=—%g[t—t0]2+vo[t—t0]+x0,

= x(t) = —gl[t — to] + vo;

Para x(t) =0 = x(t) =0,

= x(tY) = —ki(t). (2.16)

Otro parametro importante para determinar la cinematica de la pelota es el tiempo
en que esta choca contra la superficie. Este tiempo se puede predecir si se
considera el caso en que la pelota es lanzada verticalmente hacia arriba con una
velocidad inicial v, en el tiempo t,, y se hace coincidir con el valor de la posicion
en el impacto x(t) = 0 segun la ecuacion (2.14), para posteriormente despejar la

variable tiempo, tal como se muestra a continuacion:

x(t) = =3 glt — to]? + vo[t — to] = [t — to] [~ glt — to] + vo| = 0.
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De la expresién anterior, se obtienen dos tiempos solucion; el tiempo en que inicia
el movimiento t, y el tiempo en que se produce la primera colision t;, ver ecuacion
(2.17).

t=t, Yy t=2%+t0=t1 (2.17)
De la expresion inmediatamente anterior, se tiene el instante de tiempo donde
ocurre la primera colision, y es evidente que Unicamente depende de dos
parametros variables: el tiempo de la colision inmediatamente anterior t, y de la
velocidad con que sale verticalmente hacia arriba después de la colisién v,. De
este modo, es posible llegar a predecir el instante de tiempo donde se produce el

siguiente evento como:

donde v, = kv, es la velocidad con que la pelota sale lanzada hacia arriba
después del primer impacto en t;. Por tanto, la expresion anterior puede

reescribirse como:

De forma iterativa, se puede obtener los tiempos futuros impactos, a partir del

analisis de los rebotes consecutivos de la siguiente forma:

to ; Instante de salida
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; Instante de primera colision
tl =—+ t()

2kv, ; Instante de segunda colision
tz = + tl
2k?v, ; Instante de tercera colision
t3 = ty
g
2k Dy, ; Instante de la i-ésima colision
ti=——+tia
t; = i1 y ti—q ; Instante de la i-ésima colisién (2.18)

Esta dltima expresion es la encargada de establecer los instantes de tiempo en
qgue el sistema Bouncing Ball rompe la continuidad, y el sentido de la velocidad

cambia subitamente, y por tanto serd indispensable para representarlo como
sistema dinamico hibrido [51].
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2.4.2 Bouncing Ball como sistema dindmico hibrido: A  partir de las
definiciones (2.1), (2.2) y (2.18), y la representacion en el espacio de estados de
un sistema en caiga libre sin friccion del aire dado por (2.12), es posible obtener el
modelado de la trayectoria continua del Bouncing Ball por el conjunto C dado por
(2.19):
I((t,x(t)) € [titirs) X R? | x(t)es solucién de: % = [2] = [ich] x(t;) = x; = [ii]\l
€= U] ’ b (219)
| (tl- = 2‘;%+ ti, ) €t>t, | Bx(tiny) V X(tip,) » o J

donde x, y x, corresponden a las variables de estado de posicién y velocidad
respectivamente, y t;,, son los instantes en los cuales la pelota impacta contra la

superficie rigida.

Por otro lado, el conjunto de eventos discretos D, redne las soluciones del sistema
en el momento justo en que la pelota impacta contra la superficie en los tiempos

t;, tal como se observa en (2.20).

(6, x(t) € [tutiss] X R? | lime,er x(8) # limg e x(2)
D =ylzt % (2.20)

A limg_,,, —X(tz::'(ti)

De esta manera, el sistema Bouncing Ball queda expresado como un sistema
dindmico hibrido, mediante la unién de trayectorias continuas (Conjunto C) y

eventos discretos (Conjunto D), satisfaciendo la igualdad dada por (2.4).

Para mostrar la correspondencia del modelado con respecto a la fisica
Newtoniana, a continuacion, se mostrara el funcionamiento del sistema Bouncing

Ball en lazo abierto, soportados en el software de simulacion numérica MATLAB®.
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Los pardmetros para la simulacion del modelo se exponen en la Tabla 2.1,

mientras que los resultados se muestran en las Figuras 2.6 — 2.10.

Tabla 2.1 Especificaciones de Bouncing Ball.

Parametro Notacion Valor
Posicion inicial Xo 120[m]
Velocidad inicial Vo 40[m/s]
Coeficiente de restitucion k 0.85
Numero de saltos saltos 5
Tiempo de simulacion T 50(s]

En la Figura 2.7 se muestra la evolucion dinamica de la posicion x; contra el
tiempo, donde se evidencia que la pelota comienza el movimiento vertical hacia
arriba a una altura de 120[m/s]. Ademas, se observa como decrece su amplitud

con cada rebote segun el coeficiente de restitucion del sistema.

Figura 2.7 Posicion en el tiempo.
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Por otro lado, la Figura 2.8 describe la evolucion dinamica de la velocidad x, con
respecto al tiempo, donde se observa un cambio lineal entre colisiones debido a la
aceleracion constante de la gravedad.
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Figura 2.8 Velocidad en el tiempo.

60 T

x(1)

En el contexto del control automatico en el espacio de estados, es frecuente
realizar la confrontacion de las variables de estado por medio de la constitucion de
un mapa de fase, con el propdsito de mostrar la evolucion conjunta del sistema.

Por tanto, en la Figura 2.9 se muestra el mapa de fase para el caso simulado.

Figura 2.9 Mapa de fase.

x,(0)

Por ultimo, el comportamiento dinamico hibrido del Bouncing Ball se puede
observar por medio de las Figuras 2.10 y 2.11, como la union de trayectorias

continuas, eventos discretos y saltos discontinuos productos de impactos.
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Figura 2.10 Trayectoria solucion en el tiempo.|

Figura 2.11 Bouncing Ball hibrido.
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3. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

En el contexto del control automatico y control de procesos, existe una gran
variedad de técnicas y estrategias de control, capaces de satisfacer el correcto
funcionamiento de sistemas tanto lineales como no-lineales, mediante la
manipulacion del comportamiento dinamico de variables del sistema. Dependiendo
de la naturaleza de los sistemas, la formulacion de la técnica de control puede ser
representada en el dominio de la frecuencia, el cual esta restringido para sistemas
estrictamente lineales o, en el dominio del tiempo mediante la representacion en el
espacio de estados a través de ecuaciones diferenciales y en diferencias. Esta
altima formulacion es la base del control moderno, y de la cual se desprenden
diversas técnicas avanzadas, entre las que se encuentra el Control Optimo, y el
Control por Modos Deslizantes (SMC, del inglés Slinding Mode Control), que es la
técnica de control seleccionada para conducir el sistema Bouncing Ball al estado

de funcionamiento deseado.

El control por modos deslizantes es una solucion destacada para controlar
sistemas con presencia de incertidumbres por sus caracteristicas robustas, y tiene
la capacidad de mantener operando una planta no-lineal compleja de alto orden
bajo ciertas condiciones de funcionamiento [54]. Quiza la mayor ventaja de esta
técnica de control, es la capacidad de reducir la sensibilidad del sistema ante
perturbaciones externas y variaciones considerables en el modelado. El tipo de ley
de control deslizante es de naturaleza discontinua, por lo que puede ser facilmente
aplicada a sistemas con conmutadores en su estructura, como si se tratara de un
controlador ON-OFF, siendo solucién para una gran variedad de aplicaciones, que
se extienden a la robotica, el movimiento de vehiculos, y los generadores de
energia [18,55].
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3.1 ESTABILIDAD DE LYAPUNOV

La comprension de la técnica de Control por Modos Deslizantes requiere de una
previa compresion de la teoria de estabilidad de Lyapunov, ya que a partir de
estos postulados se fundamenta el alcance del punto de equilibro por
deslizamiento. De forma general para un sistema descrito por la forma (2.1) que

reescribiremos a continuacion

X = f(xl u, t); x(tO) = Xy,

con vector de condiciones deseadas x*, tal que el punto de equilibrio del sistema
es alcanzado cuando al evaluar en (2.1) el vector de condiciones deseadas, la
dindmica se hace igual a cero (3.1); por lo cual a x* se le denomina punto de

equilibrio.

x=0=f(x"ut) (3.1)

De esta manera, se tiene la definicion del error de seguimiento cometido en la
trayectoria del sistema como la diferencia de la solucién de (2.1) y el vector de
condiciones deseadas x* para todo tiempo mayor que t,, tal como se establece en
(3.2).

e(t) = x(t) — x*(t) (3.2)

Este comportamiento se observa en la Figura 3.1 para un sistema de orden 3 con

variables de estado x;, x,, x3.

46



Figura 3.1 Error de seguimiento.

|
/— ™ Xi
X2

La teoria de estabilidad de Lyapunov, establece la existencia de una region
esférica limitada en el espacio de estados By, tal que R es el radio de dicha regién,
donde todas las trayectorias solucion ||x|| del sistema estan contenidas en R

segun lo indica la ecuacion (3.3).
x|l <R | x soluciénde x (3.3)

Ademas, existe una region esférica B, en el espacio de estados solucidn, inscrita
en la region By, donde todos los valores x al interior de esta regién, circundan el

punto de equilibrio x,.

Bajo estas premisas, el concepto de la estabilidad de Lyapunov se resume en la
Figura 3.2 por medio de tres comportamientos evolutivos del sistema:

Asintéticamente estable, marginalmente estable, e inestable.
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Figura 3.2 Concepto de estabilidad de Lyapunov.

Si consideremos que el sistema comienza su movimiento en un tiempo de cero,
cerca de un punto de equilibrio estable x., y después de ser lanzado levemente
fuera de radio de atraccion dado por B, el sistema es llevado directamente al
punto de equilibrio en un tiempo futuro y permanece en él, se dice que el sistema
es asintéticamente estable segun Lyapunov (Trayectoria 1 en Figura 3.2). Por otro
lado, si una vez comienza el movimiento del sistema en un tiempo de cero, y la
trayectoria solucién en todo tiempo futuro permanece circundante alrededor del
punto de equilibrio describiendo una 6érbita sin tender estrictamente hacia el
equilibrio, se dice que el sistema es marginalmente estable (Trayectoria 2 en
Figura 3.2). Por ultimo, si se considera el caso en que el sistema se pone en
movimiento y este es lanzado fuera del campo de accién del punto de equilibrio x,,
y la solucion del sistema jamas vuelve a la region limitada B, para todo tiempo

futuro, se dice que el sistema es inestable (Trayectoria 3 en Figura 3.2) [18].

Por otro lado, a continuacién, vamos a citar dos definiciones que Lyapunov
considera que se deben cumplir en un funcional de energia V para lograr
garantizar la satisfaccion del punto de equilibrio y V pertenezca al conjunto de

funciones de Lyapunov:
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Definicion 1: Una funcion escalar continua V(x) se dice que es localmente
definida positiva si V(0) = 0, y al interior de una esfera By, para todo x # 0 =
V(x) > 0. Si ademas V(0) =0y la propiedad mencionada con anterioridad se
mantiene en todo el espacio de estados, entonces se dice que el sistema es

globalmente definida positivo [18].

Esta definicion se puede observar en la Figura 3.3, si se considera un sistema de
segundo orden con variables de estado x; y x,, donde para toda pareja ordenada
soluciéon del sistema (xq,x,) el valor de V(x) es mayor que cero, excepto en el
origen, lugar en que V(x) = 0. La Figura 3.3(a) muestra en 3 dimensiones la
evaluacion del funcional V para tres diferentes funciones en el espacio de estados,
donde V; <V, <V;; cabe resaltar que todos los valores evaluados en V son
mayores de cero. Como complemento, la Figura 3.3(b) muestra la misma grafica
mencionada con anterioridad, pero desde una vista superior, con el propdsito de
mostrar la forma en que los contornos del funcional VV se acercan hacia el origen

x=0.

Figura 3.3 Funcion tipica definida positiva de Lyapunov.
V(x/,x:)

-« V=V; Vs
V>
.............................. ea— V=V V, “
................... fe— V=V, P - X,
’ - \)

(a) (b)
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Definicidon 2: Si en una bola Bg, la funcién V(x) es definida positiva (Definicion 1)
y tiene derivadas parciales continuas, y si la derivada en el tiempo a lo largo de
cualquier trayectoria del sistema (2.1) es semidefinida negativa, es decir

V(x) <0,

entonces se dice que V(x) es una funcion de Lyapunov para el sistema [18].

La interpretacion geométrica de la presente definicion se observa en la Figura 3.4,
donde es evidente que la dindmica de V(x) para todo valor de x es estrictamente
decreciente, lo que provoca que sin importar el punto de inicio del movimiento xg,
la solucién x del sistema siempre tenderd hacia punto de equilibrio x, = 0. Esta
grafica también muestra una forma de campana convexa, que es facilmente
asociada con una funcién cuadratica V =xT.x; esta forma cuadratica es
tipicamente seleccionada como funcién de Lyapunov y es ampliamente utilizada
para mostrar estabilidad en la definicion de técnicas avanzadas de control, como,

por ejemplo, el Control por Modos Deslizantes.

Figura 3.4 llustracién de definicion 2.

i V()C:,)Cz)
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3.2 FUNDAMENTOS DEL CONTROL POR MODOS DESLIZANTES: SMC

De forma general el SMC es considerado una técnica de control para sistemas no-
lineales con imprecision en su modelo matematico. La metodologia deslizante se
base en la premisa de poder controlar sistemas descritos por ecuaciones
diferenciales de orden n, a través de una accion de control de tipo escalar, es
decir, tiene la capacidad de manipular un sistema de orden superior, como si se
tratase de un sistema de primer orden. Esta técnica de control es ampliamente
utilizada en el ambito de la ingenieria en manipuladores robéticos, vehiculos
submarinos, motores eléctricos de alta eficiencia y convertidores de potencia
[17,18].

A continuacion, se presentaran los conceptos del Control por Modos Deslizantes
cuando el sistema Unicamente tiene una forzante; no obstante, cabe resaltar que

su aplicacion se expande para sistema con multiples entradas.

Consideremos un sistema en la forma general no-lineal definido por la ecuacién

dindmica (3.4) denominada como la forma afin del sistema
x™ = f(x) + b(X)u, (3.4)

donde f(x) y b(x) son una funciones continuas limitadas por arriba, x es una
salida escalar de interés (por ejemplo la posicién de un sistema mecanico), u una
ley de control escalar (por ejemplo el torque ejercido por un motor) y, x un vector

de variables de estado descrito por

x=[xid - x® D] (3.5)
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Aun en presencia de imprecisiones de modelado donde f(x) y b(x) nho son
exactamente conocidas, el problema de control se centra en la especificacion de

un vector de seguimiento deseado x, descrito por
S (n—-1) T
Xg = [xd Xg Xg X, ] . (3.6)

De esta manera, el error de seguimiento X se determina como la diferencia entre

(3.5) y (3.6), tal como se observa en (3.7)
R=x—xg=[¥%% - xn D] (3.7)

Por otro lado, para mantener las dinamicas de un sistema pertenecientes a R" en
un valor deseado por medio de una accion de control escalar, se crea una
superficie escalar que cumpla con la ecuacion s(x; t) = 0, donde la superficie esta
en funcién de derivadas consecutivas de la sefial de error cometido, tal como se

observa en (3.8)
-1
st = (£+2) % (3.8)

donde A es una constante estrictamente positiva, y guarda relacion con el ancho

de banda del sistema, sin embargo, no se profundizara al respecto.

En este caso, para un sistema de segundo orden la superficie de deslizamiento a

partir de (3.8) esta dada por

s =X+ A%, (3.9)

52



mientras que para un sistema de tercer orden la superficie de deslizamiento sera

el resultado de

= d2+2/1d+/12 X
ST \ae dt x

S =X+ 21% + 1?%. (3.10)

De (3.9) y (3.10) se observa que la superficie de deslizamiento esta constituida
como la superposicion del error de la variable de salida %, y las n — 1 dinamicas

de error, ponderadas por un factor constante positivo A.

Por otro lado, el SMC se basa en el cumplimiento de dos grandes premisas, la
existencia de una superficie de deslizamiento escalar ya mencionada dada (3.8), y
la satisfaccién de una condicién de atraccion hacia la superficie deslizante. Esta
condicion deslizante esta determinada por la satisfaccion de la ecuacion (3.11)
descrita a continuacion, basada en una funcibn de energia de Lyapunov
cuadratica de s, siendo s la superficie de deslizamiento constituida por los errores
cometidos en toda la trayectoria solucion del sistema; dicho de otra forma,
mediante el SMC lo que se desea minimizar por Lyapunov es el error cometido en
el sistema a partir de una tendencia decreciente de todas las dinAmicas del error

hacia s = 0.

2dt
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La expresién (3.11) establece que la distancia al cuadrado hacia la superficie
determinada por s?, decrece a lo largo de todas las trayectorias del sistema. Esta
ecuacion concuerda con la definicion 1 de Lyapunov, ya que la ecuacion
cuadratica s? es definida positiva para todo valor de s. Por otro lado, la
satisfaccion de la definicion 2 de Lyapunov no es muy evidente, razon por la cual

se abordara por medio de la siguiente demostracion:

Inicio de demostracion.

Dado

1d
- < —
yaes” = sl

y teniendo presente que 7 es una constante estrictamente positiva, tenemos que:

1<2ds>< s|
2 dts_ ms

s.s < —nls| (3.12)

Resolviendo la desigualdad tenemos dos casos particulares.

Caso 1l Caso 2
S.S S.S
—C<s ——2>5
n
S<1 —S$=7
S<n
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Hasta este punto de forma general es correcto afirmar que la amplitud de la

dinamica de la distancia hacia la superficie esta dada por
s<n, (3.13)

es decir, que la dinamica del error del control deslizante es decreciente e inferior a
una cantidad positiva n. Por tanto, si se hace que n— 0%, se verifica el
cumplimiento de la definicion 2 de Lyapunov, dado que s < 0%, es decir, la

dinamica de la superficie es semidefinida negativa.

Fin de demostracion.

El régimen deslizante se puede observar en la Figura 3.5, donde todas las
dindmicas del sistema son atraidas hacia la superficie deslizante s(t).

Figura 3.5 Condicion deslizante.

s(1)

Por otro lado, el modo de operacion del SMC para un sistema de segundo orden
se puede observar en la Figura 3.6, donde a partir de una condicién inicial x
comienza una fase de alcance hacia un valor deseado x; sobre la superficie
deslizante s = 0, y una vez sobre ella el sistema entra en régimen deslizante
conmutando por encima y por debajo de la superficie, pero siempre cerca de ella,

formando un rizo no deseado denominado chattering.
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Figura 3.6 Interpretacion grafica de las ecuaciones (3.8) y (3.11).

Fase deslizante
Fase de alcance
Chattering
Xo0
> X
Pendiente —kll\
S=0

Adicionalmente, en 1960 el matematico ruso A. F. Filippov tuvo un enorme interés
en la interpretacion gréfica de los sistemas deslizantes, definiendo la dinamica en
la fase deslizante como el promedio de la conmutacién hacia ambos lados de la

superficie por medio de (3.14).

§=0 (3.14)

De esta manera, para satisfacer la ecuacion (3.14) debe existir una ley de control
equivalente u,,, tal que la solucion del sistema se encuentre sobre la superficie

deslizante, es decir, s = 0.

Por ejemplo, para un sistema dado por

f=f+u (3.15)
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a partir de (3.7) se obtiene que

Y reemplazando en (3.15) tenemos que

¥+is=f+u (3.16)

Por otro lado de (3.8) paran = 2 e igualando la superficie a cero, tenemos que:

0 =X+ A%. (3.17)

X = —A%. (3.18)

Ahora reemplazando (3.18) en (3.16) y despejando la ley de control tenemos que:

A +X;=f+u

X=—2X+5%g=f+ U (3.19)
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Upqg = —f — AX + Fy. (3.20)

No obstante, para el sistema dado por (3.19) el equivalente geométrico de la ley

de control dada por (3.20) establece que:
Ueg = .Uy + (1 — a)u_. (3.21)

Asi, de forma intuitiva el sistema tiene dos comportamientos distintos segun la

forma de la ley de control equivalente u,,:

f+ cuando u., = u, porque a =1,

f- cuando u,, = u_ porque a = 0.

En forma vectorial la dindmica del sistema f, esta dada por (3.22), mientras que la

dindmica vectorial de f_ esta dada por (3.23).

fe=[xx] =[x f+u] (3.22)

f=xxl=[% f+u] (3.23)

De esta manera, es correcto afirmar que la f,, necesaria y suficiente para que el

sistema permanezca sobre la superficie de deslizamiento s esta dada por

foq = [XX] = [X [+ ugq] (3.24)

De forma complementaria, segun Filippov el comportamiento del sistema (3.15)

considerando las leyes de control u, y u_, se observa en la Figura 3.7, donde f,
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es la forma que debe tener el sistema para permanecer sobre la superficie de

deslizamiento s.

Figura 3.7 Equivalente dinamico del SMC segun Filippov.

No obstante, y con fines practicos, se optara por el cumplimiento de la ecuacion
(3.25) para garantizar el alcance de todas las dinamicas del sistema hacia la

superficie de deslizamiento

§.5 <0, (3.25)

donde es evidente que para un s> 0 la dinAmica debe ser decreciente para
satisfacer (3.13), es decir, s < 0; y para un s < 0 la dinamica debe ser creciente,

es decir, s > 0.

Ademas, de (3.13) se puede abstraer que el parametro n es una cantidad positiva
gue esta relacionada con la amplitud maxima de la ley de control discontinua dada

por (3.26), tal que, M =n.
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u = —M.sign(s) (3.26)

La accion de control definida por (3.26) es conocida como la ley de control por
modos deslizantes, cuyo modo de operacion concuerda con la condicién de
atraccion hacia la superficie mencionada con anterioridad en (3.25). La Figura
(3.8) se observa el comportamiento de la ley de control deslizante u en funcién de

la distancia hacia la superficie deslizante s [18].

Figura 3.8 Ley de control deslizante

u(s)

U, A

s(1)

|

A continuacion, se mostrara el esquema y estrategia de control aplicados para
mantener la altura deseada del sistema Bouncing Ball previamente modelado

como hibrido en el Capitulo 2.
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3.3 CONTROL POR MODOS DESLIZANTES APLICADO AL BOUNCING BALL

HIBRIDO

Dado que el propésito del presente proyecto es mantener en un valor deseado de
posicion x,4(t), la altura maxima alcanzada por una pelota durante cada rebote
sobre una superficie rigida en un movimiento vertical, teniendo en cuenta que el
alcance de esta posicion depende de la velocidad con la cual la pelota sale
lanzada hacia arriba después de cada colision, se espera controlar la posicion
maxima de forma indirecta a partir del control de la velocidad posterior a la
colision. Este esquema de control se observa en la Figura 3.9, donde la salida de
interés es la velocidad de inicial de la pelota x(t), y el error cometido e(t), esta

dado por
e(t) = x;(t) — x4 (t), (3.27)

donde x;(t) corresponde con la velocidad de salida de la pelota posterior al

i — ésimo impacto.

Figura 3.9 Esquema de control SMC.

Controlador
SMC

Xa(t) Transductor Xaft) e(t) | Definicion S(t)h Ley de control ufs) Bouncing Xi(1) .
x(1) 1 %) @T 7| de superficie | ufs)=-M.sign(s) | Ball v

Para disefar la técnica de SMC aplicada al sistema, a continuacion, se

constituirdn el vector de variables de estado, el vector de valores deseados y el

vector de errores cometidos, a partir de (3.5), (3.6) y (3.7) respectivamente.

x =[x X] = [x; g]
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Xq = [%q ¥q] = [x24 9]
X=x—x4 = ¥ ¥] (3.28)

Ademas, como el sistema Bouncing Ball es de segundo orden y la variable de

salida del sistema es ¥, la superficie de deslizamiento esta dada por
d >t d .
S=(E+/1) X=<E+/1>X
s =X+ A%, (3.29)

y al reemplazar (3.28) en (3.29) considerando 4 = 1, tenemos definida la superficie

deslizante por

s=(g—9)+A(xz — x34)
S:xz_xzd

Una vez definida la superficie deslizante, en la Figura 3.10 se muestra la
estrategia de control aplicada al Bouncing Ball para mantener la altura de la pelota
en un valor deseado bajo simulacion numérica usando MATLAB®. Aqui se
observa como a partir de condiciones iniciales se comienza un proceso para
obtener la solucion de la ecuacion diferencial matricial x; para esto se utiliza el
Solver ODE113, el cual consulta durante constantemente una funcién que detecta
los eventos discretos (colisiones), y una vez ocurrido un evento, se guarda la
informacion de este (posicion, velocidad y tiempo) para definir el error cometido en
la velocidad de alcance maximo deseado, y con base a este error se calcula la
superficie deslizante y la respectiva ley de control deslizante u; de esta manera,
comienza un proceso iterativo de control para llevar la velocidad de la pelota
posterior al impacto hacia el valor deseado calculado durante un tiempo
preestablecido de control t. .01, Utilizando también el Solver ODE113 para

continuar con la solucion del sistema. Terminado el tiempo de control, la pelota es
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lanzada verticalmente con nuevas condiciones iniciales (posicion, velocidad y
tiempo), para continuar resolviendo su trayectoria en marcha libre por el primer
Solver ODE113 situado al inicio del algoritmo visto en la Figura 3.10, hasta que
exista un nuevo evento discreto. Este proceso iterativo continla hasta que se

cumpla el nimero de rebotes predefinidos.

A continuacién, en el Capitulo 4 de andlisis y resultados, se mostrara el
funcionamiento del Bouncing Ball mediante la estrategia de Control por Modos

Deslizantes definida con anterioridad.

Figura 3.10 Estrategia de control SMC aplicado al Bouncing Ball.
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

4.1 ANALSIS DE SIMULACIONES

En el presente capitulo bajo simulaciébn numérica se mostraran y analizaran, las
dindmicas resultantes de la evolucion del sistema Bouncing Ball controlado a
través de la estrategia de Control por Modos Deslizantes definida en el capitulo
anterior, considerando entre otros, variaciones en las condiciones iniciales v,
posibles perturbaciones en el sistema por cambios abruptos en: el coeficiente de
restitucion k producto de la sustitucion instantanea de la superficie rigida durante
el tiempo de vuelo; la aceleracién de la gravedad; y el nivel de referencia de la
superficie rigida. A partir de acd cuando se cite la posicion y la velocidad
alcanzada, se hara referencia a la cinematica propia de la pelota. No obstante, en
algunos casos pertinentes se citard completamente para evitar ambigledades en

la lectura.

4.1.1 Caso 1: Regulacion de altura deseada x4 = 60 [m] A partir de los
pardmetros seleccionados de la Tabla 4.1, a continuacion, se mostraran los
resultados de simulacion del sistema, donde el SMC tiene como objetivo mantener
el maximo alcance vertical de la pelota en 60[m].

Tabla 4.1 Especificaciones de simulacion para Caso 1.

Parametro Notacion Valor
Posicion inicial X109 80[m]
Velocidad inicial X20 40[m/s]
Coeficiente de restitucion k 0.8
Numero de saltos saltos 5
Tiempo de simulacion T 50[s]
Posicion maxima deseada X14 60[m]
Tiempo de control teontrol 0.01[s]
Magnitud de ley de control M 0.1 [m/s]
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La Figura 4.1 muestra como a través del SMC se durante cada rebote el alcance

maximo de la pelota se mantiene cerca del valor deseado.

Figura 4.1 Posicion — Caso 1.
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Ademas, en la Figura 4.2 se observa la posicién recorrida por la pelota durante el
tiempo de control t. nmor, teniendo como el recorrido maximo un valor de
0.4498[m] posterior al primer impacto, donde se requiere una mayor disminucion
de la velocidad de salida, mientras que el recorrido maximo posterior a siguientes
impactos se encuentra alrededor de los 0.34[m]. Cabe aclarar que linea inclinada
entre cada etiqueta se debe a la interpolacién entre puntos, mas no corresponde

con desplazamiento en el sistema.

Por otro lado, en la Figura 4.3 se observa la curva de velocidad de la pelota con
respecto al tiempo, donde se observa como posterior al primer impacto el sistema
de control necesita disminuir la velocidad de 45.03 [m/s] hasta un valor cercano a
los 34.3 [m/s], y mantener el control de la velocidad de salida posterior a cada

impacto cerca de este valor. Al igual que en la curva de posicion durante control
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de la Figura 4.2, en la Figura 4.4 se observa el cambio de velocidad de salida
durante el tiempo de control preestablecido.

Figura 4.2 Posicion durante control — Caso 1.
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Figura 4.4 Velocidad durante control — Caso 1.
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Para comprender un poco mas el control efectuado sobre el sistema, la Figura 4.5
muestra el detalle de la altura alcanzada durante el tiempo de control, donde por la
relacion de la velocidad (Espacio/Tiempo) es evidente que la pelota es liberada en
un tiempo de 9.835 [s] con una velocidad de 34.28 [m/s]. Esta premisa se puede
soportar con la Figura 4.6, donde se observa el detalle de la velocidad durante el
primer tiempo de control, teniendo en cuenta que justo después de la primera
colision la pelota sale con una velocidad de 45.03 [m/s], la cual debe ser
disminuida con el control conmutado SMC hasta un valor de 34.23 [m/s], cercano
al valor ideal deseado de 34.29 [m/s]. Cabe resaltar que el ancho de las curvas de

velocidad coincide con el tiempo de control predefinido.

Adicionalmente, en la Figura 4.7 se observa la posicion (color negro) superpuesta
con una representacion de la ley de control (color rojo), teniendo en cuenta que en
una sola barra de color rojo esta contenida toda la informacion de la ley de control
aplicada al sistema para controlar la velocidad de lanzamiento. En la Figura 4.8 se

observa en detalle la ley de control neta aplicada al sistema durante el tiempo de
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control posterior al primer impacto, donde cada pulso de color rojo representa una
accion de control aplicada.

Figura 4.5 Detalle posicidén post primer impacto — Caso 1.
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Figura 4.6 Detalle velocidad post primer impacto — Caso 1.
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Figura 4.7 Posicion vs ley deslizante (Impacto 1) — Caso 1.
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Figura 4.8 Detalle ley de control deslizante (Impacto 1) — Caso 1.
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Similar a la Figura 4.8, la Figura 4.9 muestra el detalle de la ley de control
deslizante aplicada a la pelota durante el segundo tiempo de control (posterior al
segundo impacto), donde a diferencia se la Figura 4.8, se observa un unico pulso

de u(t) = —0.1 [m/s] y varios pulsos de u(t) = 0.1 [m/s]. Esto se debe a que en
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el primer impacto se requiere disminuir sustancialmente la velocidad de salida,
mientras que el segundo impacto la prioridad es incrementar la velocidad de
salida. Por otro lado, la Figura 4.10 muestra en un mapa de fase, la confrontacion
de las variables de estado posicion y velocidad, donde ademas se define en color

rojo la superficie de deslizamiento definida en el sistema.

Figura 4.9 Detalle ley de control deslizante (Impacto 2) — Caso 1.
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Figura 4.10 Mapa de fase — Caso 1.
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Para finalizar, a partir de la Figura 4.10 en la Figura 4.11 se observa en detalle la
region cerca de la superficie de deslizamiento (color rojo), donde la linea vertical
muestra todos los posibles recorridos en el control de velocidad de salida durante
cada tiempo de control, siendo el punto etiquetado el maximo de posicion
alcanzado durante el control a la velocidad de salida. A la region sombreada (color
negro) que se encuentra rodeando la superficie deslizante se le conoce como
Chatteting, y es un fendmeno presente durante la aplicacion del SMC.

Figura 4.11 Chatteting — Caso 1.
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La Tabla 4.2 resume los datos obtenidos para y durante el control de velocidad de
salida, donde se observa de izquierda a derecha los tiempos de colision, la
velocidad previa a la colisién, la velocidad de lanzamiento leida, el error en

velocidad, y el nimero positivos y negativos durante el control.

De la Tabla 4.2, es evidente que el error obtenido en la velocidad de salida, nunca
fue mayor que la magnitud de la ley de control, la cual para este caso se fijo en
0.1 [m/s].
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Tabla 4.2 Resumen de simulacién - Caso 1.

Tiempo | Velocidad | Velocidad | Velocidad | Erroren | Pulsos Pulsos
de previa al de salida | desalida | velocidad de de
impacto | impacto obtenida deseada | desalida | u=M |u=-M
tels] | x,(t)[m/s] | xz[m/s] | xpq[m/s] | X[m/s| | Unidad | Unidad

9.8250 | -56.2850 34.28 34.29 -0.01 0 108

16.8303 | -34.3260 34.36 34.29 0.07 69 1
23.8423 | -34.3588 34.39 34.29 0.1 69 1
30.8597 | -34.3851 34.31 34.29 0.02 68 1
37.8609 | -34.3061 34.34 34.29 0.05 69 1

4.1.2 Caso 2: Regulacion de altura deseada x4 = 140 [m]

Tabla 4.3 Especificaciones de simulacion para Caso 2.

A partir de los
parametros seleccionados de la Tabla 4.3, a continuacién, se mostraran los
resultados de simulacion del sistema, donde el SMC tiene como objetivo mantener
el maximo alcance vertical de la pelota en 140[m].

Parametro Notacion Valor
Posicion inicial X109 80[m]
Velocidad inicial X20 40[m/s]
Coeficiente de restitucion k 0.8
Numero de saltos saltos 5
Tiempo de simulacién T 50]s]
Posicion maxima deseada X14 140[m]
Tiempo de control teontrol 0.01][s]
Magnitud de ley de control M 0.1

De forma equivalente al Caso 1 presentado previamente, en la Figura 4.12 se

observa como a través del SMC se durante cada rebote el alcance maximo de la

pelota se mantiene cerca del valor deseado en 140 [m/s].

72



Figura 4.12 Posicion — Caso 2.
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Figura 4.13 Posicién durante control — Caso 2.
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Ademas, en la Figura 4.13 se observa la posicion recorrida por la pelota durante el
tiempo de control en un valor cercano a los 0.52[m]. De igual manera, en la Figura
4.14 se observa la curva de velocidad de la pelota, mientras que en la Figura 4.15

se observa la velocidad durante el control.
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Figura 4.14 Velocidad — Caso 2.

x4

0 ; i i i i
0 10 20 30 40 50 60

£fsf

54

52

50

48

X, (1)

46

44

42

Al igual que el Caso 1, en la Figura 4.16 se muestra el detalle de la posicion
posterior al primer impacto, donde se deduce por las etiquetas que, al finalizar el
tiempo de control, la pelota es lanzada con una velocidad de 52.43 [m/s]. Este

cambio de velocidad se ve soportada por la Figura 4.17, donde se observa el
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cambio de velocidad durante el tiempo de control mediante la elevacion de la

velocidad de salida hasta un valor de 52.43 [m/s].

Figura 4.16 Detalle posicidén post primer impacto — Caso 2.

] e e e —— e s S 3

X,

I i i i I i i
9824 9826 9828 983 9832 9834 9836 9838 984

tfs]

Figura 4.17 Detalle velocidad post primer impacto — Caso 2.
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Al igual que en el Caso 2, la Figura 4.18 expone la superposicion entre la posicion

de la pelota durante el control y una representacion de la ley de control deslizante

75



aplicada. Esta ley de control deslizante se observa en detalle en las Figuras 4.19 y
4.20, posterior a los impactos 1 y 2 respectivamente.

Figura 4.18 Posicion vs ley deslizante (Impacto 1) — Caso 2.

e Tt S S S e [T
baf i

e ot S S L s e

X, ()

T beosees

T W

0
I L il 1
9.822 9.824 9.826 9.828 9.83 9.832 9.834 9.836

t[s]

Figura 4.19 Detalle ley de control deslizante (Impacto 1) — Caso 2.
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Figura 4.20 Detalle ley de control deslizante (Impacto 2) — Caso 2.
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Finalmente, en la Figura 4.21 se muestra el mapa de fase para Caso 2, donde se
observa claramente la confrontacién entre la posicion y la velocidad de la pelota.
Ademas, la Figura 4.22 muestra la superficie deslizante y la posicibn méaxima a la
que es lanzada la pelota una vez finalizada la etapa de control.

Figura 4.21 Mapa de fase — Caso 2.
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Figura 4.22 Chatteting — Caso 2.
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La Tabla 4.4 resume los datos obtenidos para y durante el control de velocidad de

salida, donde se observa de izquierda a derecha los tiempos de colisiéon, la

velocidad previa a la colision, la velocidad de lanzamiento leida, el error en

velocidad, y el nimero positivos y negativos durante el control.

Tabla 4.4 Resumen de simulacién - Caso 2.

Tiempo | Velocidad | Velocidad | Velocidad | Erroren | Pulsos Pulsos
de previa al de salida | desalida | velocidad de de
impacto | impacto obtenida deseada | desalida | u=M |u=-M
tels] | x,(t-)[m/s] | _xz[m/s| | xpqlm/s] | X,[m/s| | Unidad | Unidad
9.8250 -56.2850 52.43 52.38 0.05 74 1
20.5242 | -52.4260 52.44 52.38 0.06 105 1
31.2260 | -52.4388 52.45 52.38 0.07 105 1
41.9299 | -52.4490 52.46 52.38 0.08 105 1
52.6354 | -52.4572 52.47 52.38 0.09 105 1

De la Tabla 4.4, también es evidente que el error obtenido en la velocidad de

salida, nunca fue mayor que la magnitud de la ley de control, la cual para este

caso se fijo en 0.1 [m/s].
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4.1.3 Caso 3: Perturbacion en el coeficiente de restitucion k A partir
de los parametros seleccionados de la Tabla 4.5, a continuacion, se mostraran los
resultados de simulacion del sistema, donde el SMC tiene como objetivo mantener
el méximo alcance vertical de la pelota en 60[m] a pesar de ser cambiada la
superficie rigida a partir del tercer impacto.

Tabla 4.5 Especificaciones de simulacion para Caso 3.

Parametro Notacion Valor
Posicidn inicial X1 80[m]
Velocidad inicial X20 40[m/s]
Coeficiente de restitucién k 0.8
inicial
Coeficiente de restitucion a k, 0.2
partir del tercer impacto
Numero de saltos saltos 5
Tiempo de simulacion T 50(s]
Posicion maxima deseada X1d 60[m]
Tiempo de control teontrol 0.01][s]
Magnitud de ley de control M 0.1

La Figura 4.23 referente a la posicion muestra que el alcance maximo durante
cada rebote es bastante cercano al deseado, y la Figura 4.24 muestra que la

altura maxima a la cual se aplicé control es de 0.4458 [m] al igual que el caso 1.

Por otro lado, la Figura 4.25 muestra una curva regular donde la velocidad de
salida de la pelota posterior a cada impacto se mantiene en un valor cercano a los
34.37 [m/s]. No obstante, en la Figura 4.26 se ve una gran diferencia en el control
de velocidad entre el segundo impacto (cuando k =0.8) y el tercer impacto
(cuando k = 0.2); esto se debe a que en el tercer impacto se debe incrementar

aun mas la velocidad por el efecto de la disminucion del coeficiente de restitucion.
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Figura 4.23 Posiciéon — Caso 3.
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Figura 4.24 Posiciéon durante control — Caso 3.
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Figura 4.25 Velocidad — Caso 3.
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Figura 4.26 Velocidad durante control — Caso 3.

tfs]

81



Adicionalmente, las Figuras 4.27, 4,28 y 4.29 exponen en detalle la posicién
posterior al impacto 1, 2 y 3 respectivamente. De aqui, también se observa como
después del tercer impacto se tuvo que aumentar la conmutacion vertical de la
posicion para lograr alcanzar la velocidad deseada al finalizar el tiempo de control
(ver Figura 4.29).

Figura 4.27 Detalle posicidén post primer impacto — Caso 3.
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De igual manera que las tres figuras anteriores, en las Figuras 4.30, 4.31y 4.32 se
observa que en el tercer impacto se tuvo que hacer un mayor incremento de
velocidad y una mayor conmutacion durante el tiempo de control, que en los
impactos 1y 2, debido al coeficiente de restitucion menor. Esto se observa en la
Figura 4.32 donde la velocidad paso6 de 6.77[m/s] 34.36 [m/s], mientras que en la
Figura 4.31 la velocidad paso de 27.36[m/s] a 34.36 [m/s].

Este efecto incremental en las conmutaciones cuando el coeficiente de restitucion
disminuye en el cambio de superficie rigida, también se observa en el detalle de la

accion de control posterior a cada impacto, visto en las Figuras 4.33, 4.34 y 4.35,
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donde se evidencia que el control en el tercer impacto (cuando k = 0.2) conmuta

mucho mas que en los impactos 1y 2 (cuando k = 0.8).

Figura 4.28 Detalle posicion post segundo impacto — Caso 3.
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Figura 4.29 Detalle posicién post tercer impacto — Caso 3.
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Figura 4.30 Detalle velocidad post primer impacto — Caso 3.
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Figura 4.32 Detalle velocidad post tercer impacto — Caso 3.

T e e B B — }R— }R—  S—  S—  S—  —— | —
X:23.84
: : : | v 3437
R R R S Ny
e S EE TN SN UEE SR SRS
26 |- -e oo tooee s R RRRELEEE S R ERRRCEEEELETS Be-oe- e
] R R e e e
7] NSNS S S N SRS SN MU SRS S
L L LRt S EEEENE FERREREE N T REEREE
m_ i
B | o b oL |X23E5 |l ]
' ' ' ' ' : Y:B??4 ' ' '
i i i i i i i i i i

238 2381 2382 2383 2384 2385 2386 2387 2388 23.89

tfs]

Figura 4.33 Detalle ley de control deslizante (Impacto 1) — Caso 3.
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Figura 4.34 Detalle ley de control deslizante (Impacto 2) — Caso 3.
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Figura 4.35 Detalle ley de control deslizante (Impacto 3) — Caso 3.

IR 1 L —— S O S A SO S AR SRR l
23.8502 23.8503 23.8504 23.8505 23.8506 23.8507 23.6508 23.8509 23.851 23.8511

tfs]

(1)

86



Finalmente, en la Figura 4.36 se muestra el mapa de fase para el Caso 3, donde
se observa que el chattering alrededor de la superficie deslizante es mas ancho
que el visto en el Casol. La Figura 4.37 muestra en detalle el chattering, donde se

observa que el ancho de este fendbmeno va esta cercano a los 40[m/s].

Figura 4.36 Mapa de fase — Caso 3.

X,

X -34.37
¥ -3205e-12

© | se28
o | v -7.0smes
20 .

-£0 -40 -20 0 20 40

Figura 4.37 Chattering — Caso 3.

035
03

%)

T
01
005

ak--

87



La Tabla 4.6 resume los datos obtenidos para y durante el control de velocidad de
salida, donde se observa de izquierda a derecha los tiempos de colision, la
velocidad previa a la colision, la velocidad de lanzamiento leida, el error en

velocidad, y el nimero positivos y negativos durante el control.

Tabla 4.6 Resumen de simulacion - Caso 3.

Tiempo | Velocidad | Velocidad | Velocidad | Erroren | Pulsos Pulsos
de previa al de salida | desalida | velocidad de de
impacto | impacto obtenida deseada | desalida | u=M |u=-M
te[s] | xa(te)[m/s] |  xp[m/s] X2q[m/s] | Xp[m/s] | Unidad | Unidad

9.8250 | -56.2850 34.23 34.29 -0.06 0 108

16.8303 | -34.3260 34.36 34.29 0.07 69 1
23.8423 | -34.3588 34.37 34.29 0.08 275 1
30.8565 | -34.3698 34.37 34.29 0.08 275 1
37.8712 | -34.3720 34.37 34.29 0.08 275 1

De la Tabla 4.6, también es evidente que el error obtenido en la velocidad de
salida, nunca fue mayor que la magnitud de la ley de control, la cual para este

caso se fij6 en 0.1 [m/s].

4.1.4 Caso 4: Perturbacion en la gravedad g A partir de los parametros
seleccionados de la Tabla 4.7, a continuacion, se mostraran los resultados de
simulacién del sistema, donde el SMC tiene como objetivo mantener el maximo
alcance vertical de la pelota en 60[m] a pesar de ser duplicada la aceleracién de
la gravedad a patrtir del tercer impacto.

La Figura 4.38 referente a la posicion muestra que el alcance maximo durante
cada rebote es bastante cercano al deseado, y la Figura 4.39 muestra que la

altura méxima a la cual se aplicé control es de 0.4458 [m] al igual que el caso 1.
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Tabla 4.7 Especificaciones de simulacion para Caso 4.

Parametro Notacién Valor
Posicidn inicial X1 80[m]
Velocidad inicial X20 40[m/s]
Coeficiente de restitucion k 0.8
Gravedad a partir del 9p 19.6 [m/s?]
tercer impacto
Numero de saltos saltos 5
Tiempo de simulacién T 50[s]
Posicidn maxima deseada X14 60[m]
Tiempo de control teontrol 0.01]s]
Magnitud de ley de control M 0.1

Figura 4.38 Posicion — Caso 4.
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Por otro lado, la Figura 4.40 muestra una curva irregular donde la velocidad de

salida de la pelota

(cuando g = g, = 19.6 [m/s?]) la velocidad aumenta; esto se debe a que en el

tercer impacto se debe incrementar aun mas la velocidad por el aumento de la

aceleracion de la gravedad, opuesta al movimiento vertical hacia arriba. El control

tfs]

posterior impacto 1 y 2 es igual, pero a partir del impacto 3
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de velocidad efectuado se observa en la Figura 4.41, donde a partir del tercer
impacto la velocidad de salida pasa de 34.36 [m/s] a 48.59 [m/s].

Figura 4.39 Posicion durante control — Caso 4.
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Por otro lado, en las Figuras 4.42, 4.43 y 4.44 se muestra en detalle el cambio en
la posicion de la pelota durante el control, siendo de mayor amplitud el
correspondiente al tercer impacto con respecto al 1 y 2, debido a que tiene que
elevar un poco mas la pelota para que logre alcanzar la altura maxima deseada

después de ser liberada al finalizar el tiempo de control.

Figura 4.41 Velocidad durante control — Caso 4.
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Figura 4.42 Detalle posicion post primer impacto — Caso 4.
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Figura 4.43 Detalle posicidén post segundo impacto — Caso 4.
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De forma equivalente, las Figuras 4.45, 4.46 y 4.47 muestran el detalle de la
velocidad durante el tiempo de control, siendo la correspondiente al control
después del tercer impacto la de mayor densidad, debido al mayor niumero de
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conmutaciones que debe realizar para compensar el efecto de la gravedad

aumentada.

Figura 4.45 Detalle velocidad post primer impacto — Caso 4.
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Figura 4.47 Detalle velocidad post tercer impacto — Caso 4.
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Por otro lado, las Figuras 4.48, 4.49 y 4.50 muestran el detalle de la ley de control

necesaria para llevar la pelota a la altura maxima deseada, donde es evidente que

la accion requerida a partir del incremento de la aceleracion de la gravedad en

mucho mayor a las demas.

Figura 4.48 Detalle ley de control deslizante (Impacto 1) — Caso 4.
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Figura 4.49 Detalle ley de control deslizante (Impacto 2) — Caso 4.
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Figura.50 Detalle ley de control deslizante (Impacto 3) — Caso 4.
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Finalmente, en la Figura 4.51 se muestra el mapa de fase para el Caso 4, donde
se observa el chattering para dos superficies deslizantes s,(t) y s,(t), donde la

primera superficie corresponde al valor deseado de velocidad antes de aumentar
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la gravedad, mientras que la segunda superficie hace lo mismo cuando la
gravedad se duplica. El detalle del chattering sobre las dos superficies se observa

en la Figura 4.52.

Figura 4.51 Mapa de fase — Caso 4.
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La Tabla 4.8 resume los datos obtenidos para y durante el control de velocidad de
salida, donde se observa de izquierda a derecha los tiempos de colision, la
velocidad previa a la colision, la velocidad de lanzamiento leida, el error en

velocidad, y el nimero positivos y negativos durante el control.

Tabla 4.8 Resumen de simulacién - Caso 4.

Tiempo | Velocidad | Velocidad | Velocidad | Erroren | Pulsos Pulsos
de previa al de salida | desalida | velocidad de de
impacto | impacto obtenida deseada | desalida | u=M |u=-M
te[s] | xp(t)[m/s] | _xz[m/s] | xsq[m/s| | %[m/s] | Unidad | Unidad

9.8250 -56.2850 34.23 34.29 -0.06 0 108

16.8303 | -34.3260 34.36 34.29 0.07 69 1
23.8423 | -34.3588 48.59 48.49 0.1 211 1
28.8099 | -48.6827 48.55 48.49 0.06 96 1
33.7734 | -48.6417 48.51 48.49 0.02 96 1

De la Tabla 4.8, también es evidente que el error obtenido en la velocidad de
salida, nunca fue mayor que la magnitud de la ley de control, la cual para este

caso se fij6 en 0.1 [m/s].

4.1.5 Caso 5: Control por perturbacion en la referencia de la superficie
rigida manteniendo la altura méxima deseada x;4; respecto a la nueva
referencia x,

A partir de los parametros seleccionados de la Tabla 4.19, a continuacion, se
mostraran los resultados de simulacion del sistema, donde el SMC tiene como
objetivo mantener el maximo alcance vertical de la pelota en 60[m] a pesar de ser

cambiado el nivel de la superficie rigida a partir de un tiempo de 20 [s].

La Figura 4.53 referente a la posicion muestra que el alcance maximo absoluto

durante cada rebote es bastante cercano al deseado, aunque se cambie la
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referencia de la superficie rigida, tal como se observa a partir del tercer impacto.
La Figura 4.54 muestra como se aplican los mismos desplazamientos sobre la
pelota durante el control a pesar de ser cambiada la referencia de la superficie

rigida.

Tabla 4.9 Especificaciones de simulacion para Caso 5.

Parametro Notacién Valor
Posicidn inicial X1 80[m]
Velocidad inicial X20 40[m/s]
Coeficiente de restitucion k 0.8
Altura de superficie rigida Xp 20 [m]
después de 20 segundos
Ndmero de saltos saltos 5
Tiempo de simulacién T 50[s]
Posicion maxima deseada X1d 60[m]
Tiempo de control teontrol 0.01]s]
Magnitud de ley de control M 0.1

Figura 4.53 Posicién — Caso 5.
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Figura 4.54 Posicion durante control — Caso 5.
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Por otro lado, la Figura 4.55 muestra una curva irregular donde la velocidad de
salida después a cada impacto es similar. Sin embargo, de la Figura 4.56 se
observa que a partir del impacto 3 (cuando se cambia el nivel de la superficie
rigida) la velocidad de control se incrementa; esto se debe a que en el tercer
impacto la velocidad con que colisiona la pelota contra la superficie en su nivel de
referencia de 20 [m] es bastante menor, debido a que se acorté el tiempo de

aceleracion.

Por otro lado, en las Figuras 4.57, 4.58 y 4.59 se muestra en detalle el cambio en
la posicion de la pelota durante el control, donde se observa que a partir del tercer

impacto se controla la altura a partir de una referencia de 20 [m].
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Figura 4.55 Velocidad — Caso 5.

%3021 |
ST w343 -
'. :

- | Y343

K:3723

50

t[s]

20
5

100



Figura 4.57 Detalle posicidén post primer impacto — Caso 5.
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Figura 4.58 Detalle posicidén post segundo impacto — Caso 5.
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Figura 4.59 Detalle posicidn post tercer impacto — Caso 5.
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De forma equivalente, las Figuras 4.60, 4.61 y 4.62 muestran el detalle de la
velocidad durante el tiempo de control, donde se observa que la correspondiente
al tercer impacto realiza un mayor recorrido durante el tiempo de control que la
posterior al segundo impacto, debido a que debe compensar el efecto de la poca

velocidad con que llega por primera vez hacia la nueva superficie.

Por otro lado, las Figuras 4.63, 4.64 y 4.65 muestran el detalle de la ley de control
necesaria para llevar la pelota a la altura maxima deseada, donde es evidente que
la accion requerida a partir tercer impacto cuando cambia la referencia de

superficie rigida con respecto al segundo impacto es bastante mayor.
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Figura 4.60 Detalle veloc
I

idad post primer impacto — Caso 5.
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Figura 4.61 Detalle velocidad post segundo impacto — Caso 5.
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Figura 4.62 Detalle velocidad post tercer impacto — Caso 5.
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Figura 4.63 Detalle ley de control deslizante (Impacto 1) — Caso 5.
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Figura 4.64 Detalle ley de control deslizante (Impacto 2) — Caso 5.
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Figura 4.65 Detalle ley de control deslizante (Impacto 3) — Caso 5.
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Finalmente, en la Figura 4.66 se muestra el mapa de fase para el Caso 5, donde

se observa el chattering para dos superficies deslizantes s,(t) y s,(t), donde la
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primera superficie corresponde al valor deseado de velocidad antes aumentar el
nivel de la superficie de contacto, mientras que la segunda hace lo mismo cuando
aumenta la superficie de contacto. No obstante, a pesar que parecer diferentes en
esta figura, cabe recordar que a la superficie deslizante disefiada Unicamente se
constituye con la variable de velocidad, por tanto, se puede decir que las dos

superficies son una misma.

Figura 4.66 Mapa de fase — Caso 5.
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El detalle del chattering sobre las dos superficies se observa en la Figura 4.67,
donde ademas es evidente que las dos superficies son una misma, ya que a partir
de ellas se libera la pelota después de realizar el mismo recorrido de posicién

correspondiente a 0.3438 [m].

La Tabla 4.10 resume los datos obtenidos para y durante el control de velocidad
de salida, donde se observa de izquierda a derecha los tiempos de colision, la
velocidad previa a la colision, la velocidad de lanzamiento leida, el error en

velocidad, y el nimero positivos y negativos durante el control.
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Figura 4.67 Chattering — Caso 5.
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Tabla 4.10 Resumen de simulacién - Caso 5.

Tiempo | Velocidad | Velocidad | Velocidad | Erroren | Pulsos Pulsos
de previa al de salida | desalida | velocidad de de
impacto | impacto obtenida deseada | desalida | u=M |u=-M

tels] | x;(t-)[m/s] | _xz[m/s| | xpqlm/s] | X,[m/s| | Unidad | Unidad
9.8250 -56.2850 34.23 34.29 -0.06 0 108
16.8303 | -34.3260 34.36 34.29 0.07 69 1
23.2017 | -28.0807 34.36 34.29 0.07 119 1
30.2145 | -34.3626 34.39 34.29 0.1 69 1
37.2324 | -34.3881 34.31 34.29 0.02 68 1

De la Tabla 4.10, también es evidente que el error obtenido en la velocidad de
salida, nunca fue mayor que la magnitud de la ley de control, la cual para este

caso se fij6 en 0.1 [m/s].
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4.1.6 Caso 6: Control por perturbacion en la referencia de la superficie
rigida manteniendo la altura maxima deseada x4 respecto a la referencia
inicial  Xq,¢f

A partir de los pardmetros seleccionados de la Tabla 4.11, a continuacion, se
mostraran los resultados de simulacion del sistema, donde el SMC tiene como
objetivo mantener el maximo alcance vertical de la pelota en 60[m] con respecto a
la referencia inicial x,,..r, @ pesar de ser cambiado el nivel de la superficie rigida
en 20 [m] a partir en un tiempo de 20 [s], y en 40 [m] a partir en un tiempo de
25 [s].

Tabla 4.11 Especificaciones de simulacion para Caso 6.

Parametro Notacién Valor
Posicion inicial X10 80[m]
Velocidad inicial X20 40[m/s]
Coeficiente de restitucion k 0.8
Altura de superficie rigida Xp1 20 [m]
después de 20 segundos
Altura de superficie rigida Xp2 40 [m]
después de 25 segundos
Numero de saltos saltos 5
Tiempo de simulacién T 50[s]
Posicidn maxima deseada X14 60[m]
Tiempo de control teontrol 0.01[s]
Magnitud de ley de control M 0.1

La Figura 4.68 referente a la posicion muestra que el alcance maximo relativo
durante cada rebote es bastante cercano al deseado, aunque se cambie la
referencia de la superficie rigida, tal como se observa a partir del tercer impacto.
La Figura 4.69 muestra como se aplican desplazamientos relativos sobre la pelota

durante el control cuando es cambiada la referencia de la superficie rigida.
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Figura 4.68 Posicion — Caso 6.
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Figura 4.69 Posicion durante control — Caso 6.

(R |
'
'
'
'
a

N

T

3215

402
Bl

R R e L

e b L L L L LR L LR L b

f e memeecdmemmmemmemmmeedememmmmem—— -t

/ ! ' =
: ! : @
: : : € o
: " : " @
: ! : [ "
: : : - :
: : : -5 :
........ ¥ i ]
" g i mn; !
: : : : : o - :
1 1 ] 1 ] [ ] 1
! ! : ! : b !
: : : : : o3t :
: : : : : @ ] :

" " : " : DRl "
I | R | IR — L i R
: _ : : : e :

: : : : : N

" " : " : ! |

' ' ' ' ' ' Vome
: : : : : : i s s
: : : : : : : _
| | | | | | | |
Lo = = [Yy] = [y] = Lo
-+ =+ =) - — '

30 35

25

t[s]

20
109

5

1

10



Por otro lado, la Figura 4.70 muestra una curva regular pero decreciente donde la
velocidad de salida es menor con cada escalén subido. Este comportamiento
también se puede apreciar en la Figura 4.71, donde se observa que la velocidad
requerida para alcanzar la altura deseada con respecto al nivel inicial de la
superficie rigida es cada vez menor. Lo cual es logico, porque por cada escalén de

subida se tiene que alcanzar una menor altura.

Figura 4.70 Velocidad — Caso 6.
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Por otro lado, en las Figuras 4.72, 4.73 y 4.74 se muestra en detalle el cambio en
la posicion de la pelota durante el control, donde se observa como en el tercer
impacto se controla la altura a partir de una referencia de 20 [m], mientras que a
partir del cuarto impacto la altura se controla con respecto a una referencia de
40 [m].
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Figura 4.71 Velocidad durante control — Caso 6.
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Figura 4.72 Detalle posicidén post primer impacto — Caso 6.
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Figura 4.73 Detalle posicidén post segundo impacto — Caso 6.
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Adicionalmente, las Figuras 4.76, 4.77, 4.78 y 4.79 muestran el detalle de la ley de
control necesaria para llevar la pelota a la altura maxima deseada, donde es
evidente que la accion requerida desde el tercer impacto se va reduciendo, debido

a que cada vez escalén ganado conlleva a estar mas cerca de la altura deseada.
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Figura 4.75 Detalle posicidén post cuarto impacto — Caso 6.
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Figura 4.76 Detalle ley de control deslizante (Impacto 1) — Caso 6.
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Figura 4.77 Detalle ley de control deslizante (Impacto 2) — Caso 6.
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Figura 4.78 Detalle ley de control deslizante (Impacto 3) — Caso 6.
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Figura 4.79 Detalle ley de control deslizante (Impacto 4) — Caso 6.

R RN R AR R R R R AR TR RN I
1 J g Rt A P [ [ R R 0 Y _
0.06 4 I U R U O R O O 1Y
0.04 |-~ i ; : : —
0_02_ _____ a 1 L L [ |
S|
:g i
0.02 | --mmmeee- R L boomeeeons bomooes R LI A boeemees _
_0_04__; _______________________________________________________________________________________
_g_[]a_.; .......................................................................................
0.08 {=+inssennees deeeenes LR boemennes [ doeeneeees ST R R 4
Y R OO USSR SSUSSRIOE NOSSRRNRS NURUUNS SOUMUUS SO
| | | | | | |

1 |
281021 28.1022 281022 281023 281023 281024 251024 281025 28.1025

tfs]

Finalmente, en la Figura 4.80 se muestra el mapa de fase para el Caso 6, donde
se observa el chattering para las tres superficies superficies deslizantes s;(t),
s,(t) y s3(t), creadas por el cambio sistematico del nivel la superficie rigida de
impacto, donde la primera superficie corresponde al valor deseado de velocidad
antes aumentar el nivel de la superficie de contacto, mientras que la segunda y la
tercera hacen lo mismo cuando aumenta la superficie de contacto a 20 [m] y

40 [m] respectivamente.

Cabe aclarar que distinto al Caso 5 expuesto con anterioridad, las superficies
generadas en este caso particular son totalmente distintas. Esto muestra la
capacidad del algoritmo de control para generar nuevas superficies deslizantes

para garantizar mantener las condiciones deseadas.
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Figura 4.80 Mapa de fase — Caso 6.
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La Tabla 4.12 resume los datos obtenidos para y durante el control de velocidad
de salida, donde se observa de izquierda a derecha los tiempos de colision, la
velocidad previa a la colision, la velocidad de lanzamiento leida, el error en

velocidad, y el nimero positivos y negativos durante el control.

Tabla 4.12 Resumen de simulacion - Caso 6.

Tiempo | Velocidad | Velocidad | Velocidad | Erroren | Pulsos Pulsos
de previa al de salida | desalida | velocidad de de
impacto | impacto obtenida | deseada | desalida | u=M (u=-M
tels] | x;(t-)[m/s] | _xz[m/s| | xpq[m/s] | X,[m/s| | Unidad | Unidad

9.8250 -56.2850 34.23 34.29 -0.06 0 108

16.8303 | -34.3260 34.36 34.29 0.07 69 1
23.2017 | -28.0807 28.06 28.00 0.06 56 1
28.0945 | -19.8874 19.81 19.79 0.02 39 1
32.1370 | -19.8079 19.75 19.79 -0.04 40 1
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De la Tabla 4.12, también es evidente que el error obtenido en la velocidad de
salida, nunca fue mayor que la magnitud de la ley de control, la cual para este

caso se fijo en 0.1 [m/s].

4.1.7 Caso 7: Regulacion de x;4 =60m]Jcon k=1 A partir de los
parametros seleccionados de la Tabla 4.13, a continuacion, se mostraran los
resultados de simulacion del sistema, donde el SMC tiene como objetivo mantener
el méximo alcance vertical de la pelota en 60[m] con respecto a la referencia
inicial x1,.f, @ pesar de chocar la pelota contra una superficie perfecta mente

rigida, es decir, una superficie con coeficiente de restitucion k = 1.

Tabla 4.13 Especificaciones de simulacién para Caso 7.

Parametro Notacién Valor
Posicidn inicial X1 80[m]
Velocidad inicial X20 40[m/s]
Coeficiente de restitucion k 1
Numero de saltos saltos 5
Tiempo de simulacion T 50[s]
Posicidn maxima deseada X14 60[m]
Tiempo de control teontrol 0.01][s]
Magnitud de ley de control M 0.1

La Figura 4.81 referente a la posicibn muestra que el alcance maximo absoluto
durante cada rebote es bastante cercano al deseado, aunque la superficie sea

perfectamente rigida, y sea incapaz de disipar energia durante el impacto.

Adicionalmente, en las Figuras 4.82, 4.84 y 4.85 se observa la posicion (color
negro) superpuesta con una representacion de la ley de control (color rojo)
posterior al primero, segundo y tercer impacto respectivamente, donde se vale
aclarar que en una sola barra de color rojo esta contenida toda la informacién de la

ley de control aplicada al sistema para controlar la velocidad de lanzamiento.
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Figura 4.81 Posicién — Caso 7.
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Figura 4.82 Posicion vs ley deslizante (Impacto 1) — Caso 7.
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En la Figura 4.83 se observa en detalle la ley de control neta aplicada al sistema
durante el tiempo de control posterior al primer impacto, donde cada pulso de color
rojo representa una accion de control aplicada. Para los impactos 2 y 3 no se
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detall6 la ley de control como si se realiz6 en el impacto 1, debido a que

Unicamente la ley de control aplicada fue un pulso de ajuste de velocidad, tal como

se evidencia en las Figuras 4.84 y 4.85.

Figura 4.83 Detalle ley de control deslizante (Impacto 1) — Caso 7.
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Figura 4.85 Posicion vs ley deslizante (Impacto 3) — Caso 7.
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Finalmente, en la Figura 4.86 se observa como posterior al primer impacto la
velocidad se ajusta de 56.28 [m/s] a 34.29 [m/s], y luego en los siguientes
impactos Unicamente se realiza un pequefio ajuste en la velocidad de salida de

u = —0.1 [m/s] para acercarla al valor deseado de 34.29 [m/s].

Figura 4.86 Velocidad durante control — Caso 7.
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La Tabla 4.14 resume los datos obtenidos para y durante el control de velocidad
de salida, donde se observa de izquierda a derecha los tiempos de colision, la
velocidad previa a la colision, la velocidad de lanzamiento leida, el error en

velocidad, y el nimero positivos y negativos durante el control.

Tabla 4.14 Resumen de simulacion - Caso 7.

Tiempo | Velocidad | Velocidad | Velocidad | Erroren | Pulsos Pulsos
de previa al de salida | desalida | velocidad de de
impacto | impacto obtenida | deseada | desalida | u=M |u=-M
tels] | x,(t)[m/s] | _xz[m/s| | xpqlm/s] | X,[m/s| | Unidad | Unidad

9.8250 -56.2850 34.29 34.29 0 0 220

16.8419 | -34.3830 34.28 34.29 -0.01 0 1
23.8585 | -34.3810 34.28 34.29 -0.01 0 1
30.8746 | -34.3790 34.28 34.29 -0.01 0 1
37.8903 | -34.3770 34.28 34.29 -0.01 0 1

De la Tabla 4.14, también es evidente que el error obtenido en la velocidad de
salida, nunca fue mayor que la magnitud de la ley de control, la cual para este

caso se fijo en 0.1 [m/s].

4.1.8 Caso 8: Efecto de incrementar el tiempo de control A partir de los
pardmetros seleccionados de la Tabla 4.15, a continuacion, se mostraran los
resultados de simulacion del sistema, donde el SMC tiene como objetivo mantener
el maximo alcance vertical de la pelota en 60[m], cuando el tiempo de control

t.ontro1 S€ @asume como 10 veces el tiempo de control de los casos anteriores.

La Figura 4.87 referente a la posicion muestra que el alcance maximo durante
cada rebote esta considerablemente alejado del valor deseado. No obstante, las

alturas maximas alcanzadas son bastante regulares entre ellas.
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Tabla 4.15 Especificaciones de simulacion para Caso 8.

Parametro Notacion Valor
Posicidn inicial X1 80[m]
Velocidad inicial X20 40[m/s]
Coeficiente de restituciéon k 0.8
Numero de saltos saltos 5
Tiempo de simulacién T 50[s]
Posicidn maxima deseada X14 60[m]
Tiempo de control teontrol 0.1[s]
Magnitud de ley de control M 0.1

Figura 4.87 Posicién — Caso 8.
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Por otro lado, en la Figura 4.88 se muestra la superposicion entre la posicion de la
pelota y la representacion de la ley de control deslizante aplicada posterior al
primer impacto, donde por la relacion de la velocidad, es evidente que una vez
finalizado el tiempo de control la pelota sale disparada a una velocidad de
33.84 [m/s].
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Figura 4.88 Posicién vs ley deslizante (Impacto 1) — Caso 8.
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Adicionalmente, en la Figura 4.89 se muestra el detalle de la ley de control
necesaria para llevar la pelota a la altura maxima deseada posterior al primer

impacto.

Figura 4.89 Detalle ley de control deslizante (Impacto 1) — Caso 8.
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Ademas, la Figura 4.90 muestra una curva bastante regular de la velocidad
durante el control, donde se observa un notable defecto cada vez que controla la
velocidad posterior al impacto, posiblemente debido al incremento en el tiempo de

control.

Figura 4.90 Velocidad durante control — Caso 8.
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Finalmente, en la Figura 4.91 se muestra el mapa de fase para el Caso 8, donde
se observa el chattering sobre la superficie deslizante se hace mas extenso que
los casos anteriores cuando t . nro1 = 0.01 [s]; esto se debe a que el tiempo de
control incrementado 10 veces genera un desplazamiento considerable en la
pelota durante el control, desembocando en un desplazamiento exagerado del
objeto a lo largo de 3.439 [m] antes de ser liberado. Este desplazamiento se

puede observar con detalle en la Figura 4.92.

La Tabla 4.16 resume los datos obtenidos para y durante el control de velocidad
de salida, donde se observa de izquierda a derecha los tiempos de colision, la
velocidad previa a la colision, la velocidad de lanzamiento leida, el error en

velocidad, y el nimero positivos y negativos durante el control.
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Figura 4.91 Mapa de fase — Caso 8.
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Tabla 4.16 Resumen de simulacion - Caso 8.

Tiempo | Velocidad | Velocidad | Velocidad | Erroren | Pulsos Pulsos
de previa al de salida | desalida | velocidad de de
impacto | impacto obtenida deseada | desalida | u=M |u=-M
te[s] | x(t)[m/s] | xz[m/s] X2q[m/s] | X;[m/s] | Unidad | Unidad

9.8250 -56.2850 33.39 34.29 -0.9 0 108

17.0078 | -35.1835 33.39 34.29 -0.9 62 1
24.1944 | -35.2023 33.38 34.29 -0.91 62 1
31.3842 | -35.2174 33.39 34.29 -0.9 62 1
38.5763 | -35.2294 33.40 34.29 -0.89 62 1

De la Tabla 4.16, es evidente que el error obtenido en la velocidad de salida es
bastante mayor al obtenido en todos los casos anteriores, aun cuando la magnitud
de la ley de control también se fijo en 0.1 [m/s]. Por tanto, se puede afirmar que el
incremento del tiempo de control influye notablemente en el error de velocidad de

salida de la pelota.

4.1.9 Caso 9: Efecto de incrementar la magnitud de ley de control u A

partir de los pardmetros seleccionados de la Tabla 4.17, a continuacién, se
mostraran los resultados de simulacion del sistema, donde el SMC tiene como
objetivo mantener el maximo alcance vertical de la pelota en 60[m], cuando la
magnitud de la ley de control u se asume 10 veces mayor a la dada en casos

anteriores.

La Figura 4.93 referente a la posicion muestra que el alcance maximo durante
cada rebote es bastante irregular, y se mantiene en algunos casos notablemente

alejado del valor deseado.
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Tabla 4.17 Especificaciones de simulacion para Caso 9.

Parametro Notacion Valor
Posicidn inicial X1 80[m]
Velocidad inicial X20 40[m/s]
Coeficiente de restituciéon k 0.8
Numero de saltos saltos 5
Tiempo de simulacién T 50[s]
Posicidn maxima deseada X14 60[m]
Tiempo de control teontrol 0.01[s]
Magnitud de ley de control M 1

Figura 4.93 Posicién — Caso 9.
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Por otro lado, en la Figura 4.94 se muestra la superposicion entre la posicion de la
pelota y la representacion de la ley de control deslizante aplicada posterior al
primer impacto, donde es evidente que la magnitud de la ley de control es 10

veces mayor que en los casos anteriores.
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Figura 4.94 Posicion vs ley deslizante (Impacto 1) — Caso 9.
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Adicionalmente, en la Figura 4.95 se muestra el detalle de la ley de control
necesaria para llevar la pelota a la altura maxima deseada posterior al primer
impacto, donde se puede verificar rApidamente que durante el primer tiempo de

control se envian 11 pulsos de u = —1 [m/s] para disminuir la velocidad de salida.

Figura 4.95 Detalle ley de control deslizante (Impacto 1) — Caso 9.
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Figura 4.96 Velocidad durante control — Caso 9.
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Finalmente, en la Figura 4.97 se muestra el mapa de fase para el Caso 9, donde
se observa que la trayectoria de vuelo de la pelota posterior a cada control es
bastante espesa en comparacibn con los casos anteriores, debido a la
irregularidad en la velocidad de salida. Ademas, en la Figura 4.98 se observa en
detalle que el chattering es poco denso, a causa de las conmutaciones realizadas

por la ley de control para conducir la velocidad de salida hacia el valor deseado.

Cabe aclarar que las figuras que muestran el mapa de fase y el detalle del
chattering corresponden con valores discretos, razon por la cual se observa
discontinuidad entre los datos. Por esta estrategia de graficar, se puede evidenciar
hacia la derecha de la superficie deslizante 11 franjas verticales, las cuales indican
las veces que se desconté velocidad a la pelota posterior al primer impacto

durante el tiempo de control definido.
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Figura 4.97 Mapa de fase — Caso 9.
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La Tabla 4.18 resume los datos obtenidos para y durante el control de velocidad
de salida, donde se observa de izquierda a derecha los tiempos de colision, la
velocidad previa a la colision, la velocidad de lanzamiento leida, el error en

velocidad, y el nimero positivos y negativos durante el control.

Tabla 4.18 Resumen de simulacion - Caso 9.

Tiempo | Velocidad | Velocidad | Velocidad | Erroren | Pulsos Pulsos
de previa al de salida | desalida | velocidad de de
impacto | impacto obtenida | deseada | desalida | u=M |u=-M
tels] | x,(t)[m/s] | _xz[m/s| | xpqlm/s] | X,[m/s| | Unidad | Unidad
9.8250 -56.2850 34.93 34.29 0.64 0 11
16.7898 | -34.1286 34.21 34.29 -0.08 7 1
23.6065 | -33.4035 34.63 34.29 0.34 8 1
30.5090 | -33.8234 34.96 34.29 0.67 8 1
37.4800 | -34.1593 34.33 34.29 0.04 7 1

De la Tabla 4.18, es evidente que el error obtenido en la velocidad de salida es
bastante mayor al obtenido en los casos anteriores, con excepcion el Caso 8. Este
error elevado se debe a que la magnitud de la ley de control es 10 veces mayor
gue en los demas casos considerados. Sin embargo, en comparacion con el caso
anterior el error cometido en velocidad de salida no es tan exagerado, por lo cual
es correcto afirmar que a pesar de conducir al error el incremento en la magnitud
de la ley de control, este error no es tan evidente que el provocado por el

incremento del tiempo de control.

Ya para concluir, en la Tabla 4.19 se muestra en resumen la altura maxima
alcanzada por la pelota durante cada tiempo de vuelvo en todos los casos a
excepcion del Caso 2, donde se desea alcanzar una altura de 140 [m/s], y del
Caso 5, donde la altura maxima sobrepasa por arriba la referencia inicial
preestablecida, por efecto de la perturbacion seleccionada. También en esta Tabla
4.20 se calculan los errores cometidos con respecto al caso ideal, para lograr

definir algunas conclusiones al respecto.
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Tabla 4.19 Consolidacion de posiciéon maxima.

Casoideal | Casol | Caso3 | Caso4 | Caso6 | Caso7 | Caso8 | Caso 9
[m] [m] [m] [m] [m] [m] [m] [m]

161.6 161.6 | 161.6 | 161.6 | 161.6 | 161.6 | 161.6 | 161.6

60 60.11 | 60.12 | 60.12 | 60.11 | 60.32 | 63.15 | 5941

60 60.22 | 60.23 | 60.22 | 60.22 | 60.31 | 63.20 | 56.92

60 60.28 | 60.27 | 60.46 | 60.18 | 60.30 | 63.28 | 58.37

60 60.05 | 60.24 | 60.36 | 60.02 | 60.27 | 63.30 | 59.53

Tabla 4.20 Consolidacién de error de posicion.

Casol | Caso3 | Caso4 | Caso6 | Caso7 | Caso8 | Caso 9
[m] [m] [m] [m] [m] [m] [m]
0 0 0 0 0 0 0
0.11 0.12 0.12 0.11 0.32 3.15 -0.59
0.22 0.23 0.22 0.22 0.31 3.20 -3.08
0.28 0.27 0.46 0.18 0.30 3.28 -1.63
0.05 0.24 0.36 0.02 0.27 3.30 -0.47
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CONCLUSIONES

De las Tablas 4.19 y 4.20 se puede apreciar que el Caso 8 presenta mayor error
con respecto a la referencia, debido al incremento en el tiempo de control, ya que
la pelota requiere hacer un mayor recorrido antes de ser lanzada, el cual
finalmente es adicionado a la altura méxima deseada. Es decir, la altura méaxima
alcanzada por la pelota es cercana a la altura maxima deseada sumada con la

altura ganada durante el tiempo de control.

Por otro lado, el incremento en la magnitud de la ley de control est4 asociado con
el error cometido, ya que su incremento dificulta el alcance de la superficie
deslizante; esto se puede ver como un error de cuantificacion producto de la
resolucién del entramado definido por el paso predeterminado M de la ley de
control. Por tanto, se recomienda definir la magnitud de la ley de control lo
suficientemente pequefia para garantizar un aceptable funcionamiento en el
sistema, pero no tan baja que ralentice la ejecucion del algoritmo de control. De
esta manera, en caso de ser implementado, se debe realizar una cuidadosa

estimacion de M, que se ajuste a la tecnologia a utilizar.

Para los Casos 3, 4, 5, 6 y 7 se observa un comportamiento aceptable en el
sistema controlado, evidenciando la capacidad de la estrategia de control para
mantener condiciones de funcionamiento deseado ante cambios en la aceleracion
de la gravedad, en el coeficiente de restitucion de la superficie rigida, y en el nivel
de referencia de la superficie rigida como regulador absoluto/relativo; esto es
posible por la naturaleza robusta de la técnica utilizada SMC, y la forma en que el
algoritmo control logra la redefinicion de la superficie de deslizamiento segun la

necesidad.
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En general, son bastantes satisfactorios los resultados obtenidos en el
funcionamiento controlado del sistema Bouncing Ball modelado como sistema
dinamico hibrido, y controlado por la estrategia avanzada de Control por Modos
Deslizantes. Por un lado, el enfoque hibrido es determinante para particularizar el
sistema mediante zonas de operacion suave y eventualidades discretas, teniendo
en cuenta que justo después de los eventos, la técnica de control iniciaba su
proceso con el propdésito de garantizar las condiciones deseadas, basandose en
las premisas de constituir una superficie deslizante y garantizar la respectiva

atraccion hacia dicha superficie.
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RECOMENDACIONES Y TRABAJO FUTURO

Realizar el modelado hibrido del sistema Bouncing Ball no idealizado, donde se

considere entre otros aspectos, la friccion del aire ejercida sobre la pelota.

Indagar sobre las posibles técnicas avanzadas de control con formulacion en el
espacio de estados, que puedan ser aplicadas al sistema Bouncing Ball en un

caso de regulacion.

Estudiar a profundidad las tecnologias de vanguardia que hagan posible la

implementacion del sistema Bouncing Ball controlado por SMC.
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