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RESUMEN

TiTULO: COMPLEMENTACION EN EL RETICULO DE TOPOLOGIAS DE ALEXANDROFF *
AUTOR: ANDREA MARTINEZ DiAZ ™
PALABRAS CLAVE: RETICULO, TOPOLOGIAS DE ALEXANDROFF, RETICULO COMPLEMENTADO.

DESCRIPCION:

Un reticulo L es un conjunto ordenado en el cual, para cualquier par de elementos, existe el supremo
e infimo. Ademas, se dice que es un reticulo complementado si, para cada elemento x en el reticulo,
existe y tal que el supremo e infimo de estos son el elemento maximo y el elemento minimo del reticulo,
respectivamente.

En este trabajo, se estudian algunos reticulos complementados, en particular, A(X) el reticulo de las
topologias de Alexandroff, y CO(X) el reticulo de los cuasiérdenes sobre X. Se demuestra que estos son
reticulos isomorfos y se utiliza en la prueba de que A(X) es complementado. También presentamos un
resultado obtenido por Menix y Richmond sobre un tipo especial de topologias de Alexandroff, FA(X) las

topologias primales sobre X.
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DESCRIPTION:

A lattice L is an ordered set in which, for any pair of elements, there exists the supremum and infimum.
Moreover, it is said to be a complemented lattice if, for each element z in the lattice, there exists y such that
the supremum and infimum of these are the maximum and minimum elements of the lattice, respectively.

In this paper, we study some complemented lattices, in particular, A(X) the lattice of Alexandroff topologies,
and CO(X) the lattice of quasi-orders over X. It is shown that these are isomorphic lattices and used in
the proof that A(X) is complemented. We also present a result obtained by Menix and Richmond about a
special type of Alexandroff topologies, FA(X) primal topologies over X.
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Introduccion

Un reticulo es un conjunto L ordenado tal que cualquier par de elementos z, y de L tiene
infimo y supremo, denotados por x A y y = V y, respectivamente. Si esta propiedad se
cumple para cualquier subconjunto no vacio de L, el reticulo se dice que es completo.
Un ejemplo importante de reticulo es el conjunto potencia P(X), ordenado por inclusién
C. Este reticulo no solo es completo, sino que también tiene a X como elemento maximo
y a ) como minimo. Ademas, cada subconjunto A C X tiene un complemento, es decir,
existe un conjunto Btalque AUB=Xy AN B = (.

En un reticulo L, cuando existen el minimo y el maximo, se denotan por L y T,
respectivamente. Diremos que L es complementado si, para todo = € X, existe y € X tal
quezVy=TyxAy=1.

En este trabajo se estudiaran dos reticulos particulares y fundamentales.
Especificamente, nos enfocamos en el reticulo A(X) de las topologias de Alexandroff y
CO(X) de los cuasiérdenes sobre X. Recordemos que una topologia es de Alexandroff
si la interseccion arbitraria de conjuntos abiertos es un abierto y un cuasiorden es una
relacion reflexiva y transitiva. El orden para ambos reticulos es la contenencia C (en el
caso de CO(X), los cuasiérdenes se ven como subconjuntos de X x X).

Uno de los objetivos de este trabajo es mostrar que ambos reticulos son
complementados. Este es un teorema debido a Steiner ' del afo 1966. La demostracion
de que CO(X) es un reticulo complementado sigue el enfoque general presentado
en el libro de Richmond 2. No obstante, en este trabajo incorporamos argumentos
suplementarios que no aparecen en el texto original. Adicionalmente, presentaremos
ejemplos concretos para ilustrar y fortalecer los conceptos tedricos abordados.

Para mostrar que A(X) también es un reticulo complementado es suficiente demostrar
que A(X) es isomorfo a CO(X). Para este resultado hace falta demostrar un teorema,
fundamental para el estudio de A(X), que establece que toda topologia de Alexandroff
es de especializacién. Recordemos que si < es un cuasiorden sobre X la topologia de
especializacion asociada a =<, denotada 7[=], consiste de los conjuntos <-creciente; es
decir, los conjuntos A C X tales que paratodo x € Ay paratodoy € X conzx < y se

' A. K. Steiner. “The Lattice of Topologies: Structure and Complementation”. En: Transactions of the
American Mathematical Society 122.2 (1966), pags. 379-398. URL: http://www. jstor.org/stable/
1994555 (visitado 23-09-2023).

2 Tom Richmond. General Topology: An Introduction. Walter de Gruyter GmbH & Co KG, 2020.


http://www.jstor.org/stable/1994555
http://www.jstor.org/stable/1994555

tiene que y € A. De manera equivalente, una base para la topologia 7[<] viene dada por
los conjuntos de la forma:
N)={ye X: z 2y}

Un tipo especial de topologias Alexandroff que ha recibo atencién en los ultimos anos son
las topologias primales 3, también llamadas funcional Alexandroff 4 pues estan asociadas
a funciones de X en X. Mas precisamente, la topologia primal asociada a una funcién
f: X — X esta conformada por los subconjuntos A de X tales que f~*(A4) C A. Enla
seccion 2.3 daremos una breve introduccion al reticulo FFA(X) de las topologias primales
sobre X. Veremos que las topologias primales son de Alexandroff y ademas mostraremos
que, en efecto, F'A(X) ordenado por C es un reticulo cuando X es finito °.

3 Jacob Menix y Tom Richmond. “The lattice of functional Alexandroff topologies”. En: Order 38 (2021),
pags. 1-11. URL: https://rdcu.be/dmeSF.

4 Fatemah Ayatollah Zadeh Shirazi y Nasser Golestani. “Functional Alexandroff spaces”. En: Hacettepe
Journal of Mathematics and Statistics 40.4 (2011), pags. 515-522.
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1. Reticulos

En este capitulo introduciremos los conceptos relacionados con reticulos.
Demostraremos que CO(X) (la coleccion de todos los cuasidérdenes sobre X) es
un reticulo complementado; este resultado es la clave para mostrar uno de los objetivos
de este trabajo: la coleccion de las topologias Alexandroff sobre un conjunto es un
reticulo complementado.

Comenzaremos recordando algunas nociones que son necesarias para introducir el
concepto de reticulo. Un cuasiorden < en un conjunto X es una relacion reflexiva y
transitiva en X, es decir, x < x paratodo z € X,y paratodo z,y,z € X siz Syyy < z,
entonces z < z. Diremos que < es un orden si ademas es antisimétrico.

Dado B C X donde (X, <) es un conjunto cuasiordenado,

i(B)={x e X:b<zparaalginb € B},
y se dice que B es un conjunto creciente si B = i(B). Es decir, B es creciente si
Ve B,Vy € X(x Sy —y € B).

De manera dual,
d(B) ={z € X : 2 S bparaalgun b € B},

y B es llamado un conjunto decreciente si B = d(B). Es decir, B es decreciente si
Ve B)Vye X(y Sz —ye€B).
Definicion 1.0.1. Sea (X, <) un orden.

a. Un elemento a € X es unmaximo siz < a paratodox € X.
b. a es maximal si no existe v € X tal que a < .

c. Para A C X,z € X es una cota superior de A si x > a para todo a € A. Si el
conjunto Ub(A) de cotas superiores de A tiene un elemento minimo w, entonces w
se llama supremo de A, denotado porsup A 0 VA. En el caso que A tenga solo dos
elementos = e y, denotaremos el supremo por x V y.

10



Los conceptos duales a los de la definicién anterior son elemento minimo, elemento
minimal, cota inferior de un conjunto e infimo, este Ultimo para un conjunto de dos
elementos {z,y} se denota como = Ay y AA en el caso del infimo de un conjunto A. El
supremo y el infimo cumplen la ley de idempotencia, conmutatividad y asociatividad.
Todo cuasiorden < en un conjunto X tiene asociado un cuasiorden inverso <* definido
por

x<*ysiysolosiy < .

Ahora daremos la definicion de cuasiordenes isomorfos.
Definicion 1.0.2. Dos cuasiordenes (X, <x) y (Y, <y) son isomorfos si existe una funcion
biyectiva f : X — Y tal que

(Yo, 22 € X) (21 <x 12 & f(21) <y f(22))

1.1. Reticulos completos y complementados

Definicion 1.1.1. Unreticulo es un conjunto ordenado (L, <) en el cual cualquier par de
elementos x,y tienen infimo y supremo.

Un reticulo (L, <) es completo si todo subconjunto no vacio de L tiene infimo y supremo.
Un subreticulo de un reticulo (L, <) es un subconjunto A de L tal que el supremo e
infimo de elementos de A (calculados en L) pertenecen a A. Si se cumple que el supremo
(e infimo) de un subconjunto arbitrario de A pertenece a A, entonces diremos que A es
un subreticulo completo.

Ejemplo 1.1.2. En lafigura 1.1, el conjunto X = {{a,b},{b,c},{a},{b},{c, },0} ordenado
por la inclusién no es un reticulo, pues {a} v {c} no existe.

{a,b} {b, c}
{a} {c}

0

Figura 1.1: Un ejemplo de orden parcial
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Si un reticulo tiene elemento minimo, se denota como L, y si tiene elemento maximo, se
denota como T. Un reticulo es acotado sitiene Ty L.

Lema 1.1.3. Sea (L, <) un reticulo. Si z,w € L entonces

a. z es maximo si y solo si
(Vz e L)(xVz=z).

b. w es minimo si y solo si
(Vz € L)(x Aw =w).

Demostracion. Probaremos la parte 1.

(=) Sea z € L maximo. Entonces es cota superior para todo = € X. Suponga que existe
x,y € X tales que
TzVz=y.

De donde =z < y como z = T se tiene que y < z, pero como L es un reticulo se tiene
que z = y.

(<) Siparatodo z € L se cumple que = V z = z, entonces z es cota superior de X, de
donde es elemento maximo, es decir z = T.

El caso del minimo se aborda de manera analoga. O

Definicion 1.1.4. Sea L un reticulo acotado y a € L. Un complemento (en el reticulo)
de aesunelementobc L talqueavb=TyaNb=1.

Un elemento de un reticulo acotado puede no tener complemento, o puede tener varios
complementos. Un reticulo acotado en el que cada elemento tiene un complemento se
llama reticulo complementado, si ademas este complemento es Unico se dice que es
reticulo unico complementado.

Ejemplo 1.1.5. En la figura 1.2 se ilustra (X, <), un reticulo acotado con T =g y L = a.
Sin embargo no es complementado pues d no tiene complemento.

12



a
Figura 1.2: (X, <)

Teorema 1.1.6. P(X) es un reticulo completo y complementado.

Otro ejemplo interesante de reticulo complementado es el siguiente. Sea V' un espacio
vectorial y E(V) la coleccion de todos los subespacios vectoriales de V' ordenados por
inclusion. Mostraremos que E(V') es un reticulo complementado.

Teorema 1.1.7. Teorema del subespacio: Un subconjunto W de un espacio vectorial
es un subespacio de V si y solo si W cumple con las siguientes tres condiciones:

a. El vectorceroestaenW:0¢e W.

b. La cerradura bajo la suma: Si u y v pertenecen a W, entonces su suma u + v
también pertenece a W

c. La cerradura bajo la multiplicacion por escalar: Siu pertenece aW y ¢ es un escalar,
entonces cu también pertenece a v .

Si W, U son subespacios de V, entonces W NU es un subespacio de V, pues cumple las
condiciones del Teorema 1.1.7. En consecuencia

WANU=WnU.

Es evidente que la interseccion W N U constituye el subespacio vectorial mas grande de
V' que esta contenido en W y U. Esto se puede extender a una coleccion de subespacios
{U;:iel}de E(V):

N{Ui:iery=U. (1.1)

i€l
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Definicion 1.1.8. Sean U y W subespacios de un espacio vectorial V. La suma de U y
W, denotada como U + W, esta definida por

U+W={veV|v=u+w, parauec U ywe W}.

Mas generalmente, la suma de cualquier coleccion de subespacios {U; : i € I} es el
conjunto de todas la sumas finitas de vectores de | J,.; U;:

ZUi:{u1+uQ+-~-+un|uj€UUi}.

i€l el
Se tiene que ) ., U; esta en £(V). De donde
WvU=W+U (1.2)

Pues si existiera Z € E(V)con W C ZyU C Ztalque Z CW+Uy Z # W+ U.
Entonces existev e W+ Uyuv ¢ Z. Perov=w+uconw € Wyue U.Como Z € E(V)
y contiene a W y a U se debe tener que v € Z.

Claramente ) ,_, U; esta en E(V). De donde
V{Uiriey=> U (1.3)
i€l
El siguiente teorema es un resultado bien conocido del algebra lineal.

Teorema 1.1.9. Cualquier subespacio de un espacio vectorial V' tiene un complemento,
es decir, si U es un subespacio de V, entonces existe un subespacio W tal que V =
U W.

Todo lo anterior se resume en el siguiente resultado.
Teorema 1.1.10. E(V) es un reticulo completo y complementado.

Demostracion. Por las ecuaciones 1.1 y 1.3 se concluye que E(V) es un reticulo
completo. Veamos que es complementado. Sea W < E(V). Por el teorema 1.1.9 se
tiene que existe U € E(V) tal que

V=WalU. (1.4)

Entonces U es un complemento de W pues
WnU ={0} = Lew)

14



Es decir U es un complemento de W, por lo tanto E(V') es complementado. O

Ejemplo 1.1.11. En la figura 1.6 se exponen tres ejemplos de reticulos de subespacios
vectoriales. En 1.3 se logra apreciar que los subespacios de R? son de “un solo tipo”, las
rectas que pasan por el origen. Similarmente en R? los subespacios son las rectas que
pasan por el origen y estan contenidas en distintos planos que pasan por el origen (2
tipos). Extendiendo este razonamiento a R™ hay n — 1 tipos de subespacios ordenados
como se ve en 1.5.

R? R3 R™
P Do R
; P
{(0,0)} {(0,0)} {(0,0)}
Figura 1.3: (E(R?), Q) Figura 1.4: (E(R?), C) Figura 1.5: (E(R"), C)

Figura 1.6: Reticulos de subespacios vectoriales

Ahora veremos un resultado que nos ayudara a probar que un reticulo es completo.

Lema 1.1.12. Si (X, <) es un conjunto ordenado con maximo T, entonces (X, <) es un
reticulo completo si y solo siinf(A) existe para todo subconjunto no vacio A C X.

Demostracion.

(=) Si (X, <) esun reticulo completo, por definicidn se tiene que inf(A) existe para todo
subconjunto no vacio A C X.

(<) Basta probar que existe sup(A) para todo subconjunto no vacio A C X. Sea Ub(A)
el conjunto de las cotas superiores de A, se tiene que Ub(A) # () pues a < T para
todo a € A, por hipdtesis existe b = inf(Ub(A)), veamos que b € Ub(A).

Seaa € A, siz € Ub(A), entonces a < z, es decir a es una cota inferior de Ub(A),
asia < b=inf(Ub(A)) para todo a € A, por lo que b es una cota superior de A, asi
b € Ub(A), por lo tanto X es un reticulo completo.

15



El siguiente es un resultado analogo al anterior.

Lema 1.1.13. Si (X, <) es un conjunto ordenado con minimo L, entonces (X, <) es un
reticulo completo si y solo sisup(A) existe para todo subconjunto no vacio A C X.

Demostracion.

(=) Si (X, <) es un reticulo completo, por definicion se tiene que sup(A) existe para
todo subconjunto no vacio A C X.

(«) Basta probar que existe inf(A) para todo subconjunto no vacio A C X. Sea Ib(A) el
conjunto de las cotas inferiores de A, se tiene que Ib(A) # () pues a < | para todo
a € A, por hipétesis existe b = sup(Ib(A)), veamos que b € Ib(A).
Seaa € A, siz € Ib(A), entonces a < x, es decir a es una cota superior de Ib(A),
asi a < b =sup(Ib(A)) para todo a € A, por lo que b es una cota inferior de A, asi
b e Ib(A), por lo tanto X es un reticulo completo.

]

Definicion 1.1.14. Si L y M son reticulos, un isomorfismo de reticulos es una funcion
biyectiva f : L — M que preserva Vv y A, es decir, f(xVy) = f(x)V f(y) y f(z Ny) =
f(z) A f(y) para todo x,y € L.

En caso que exista un isomorfismo entre M y L diremos que esos reticulos son isomorfos.
A continuacién mostraremos una propiedad entre reticulos isomorfos: todo isomorfismo
envia supremo a supremo e infimo a infimo.

Lema 1.1.15. Sean M y L reticulos acotados y f : L — M un isomorfismo de reticulos,
entonces f(Tp) =Ty y f(Lr) = L.

Demostracion. Sea y € M, por ser f sobreyectiva, existe un (Unico) elemento x € L tal
que y = f(x). Luego, se tiene que

yV f(Tr)=fe)V f(Tr)=flxaVvTr)=f(Tr)

f@)ANf(Lr) = flxALr)=f(Llr),
por el Lema 1.1.3 setieneque f(T.)=Tny f(Lr) = L. ]

Teorema 1.1.16. Si L y M son reticulos isomorfos y L es complementado, entonces M
tambiéen lo es.
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Demostracion. Sea f un isomorfismo de reticulos entre L'y M, es decir, f : L — M es
biyectiva y satisface que f(zVy) = f(z) VvV f(y) Yy f(z Ay) = f(x) A f(y) para todos los
r,yen L.

Tome w € M, veamos que w tiene un complemento. Como f es biyectiva existe
un anico z € L tal que f(z) = w. Dado que L es complementado existe y € L tal que
xVy=TryxAy=_1,.Con Ty, 1, € L.Dedonde

flzvy)=f(x)V fly) = f(TL)

fleny) = flz) A fly) = f(L).
Por el Lema 1.1.15 sabemos que f(T.) = Ty y f(Lr) = Ly, de donde f(y) es

complemento de w, es decir M es un reticulo complementado. O

1.2. El reticulo CO(X) de los cuasiordenes en X

Recordemos que un cuasiorden < en un conjunto X es una relacion reflexiva y transitiva
en X, es decir, x < x paratodo z € X,y paratodo z,y,z € X siz S yyy < z entonces

Definicion 1.2.1. Denotaremos por CO(X) al conjunto de todos los cuasiordenes sobre
X ordenados por inclusion invertida (vistas como relaciones binarias sobre X ).

Veamos que C'O(X) es un reticulo. El orden en CO(X) lo denotaremos por <. Yy viene
dado por
Ry <co Ry <= Ri 2 Rs.

Sean Ry, R, € CO(X). Tenemos que:
a. RiNRy € COX).

a) (x,r) € RN Ry paratodo z € X pues Ry y R, son reflexivas.

b) si (z,y),(y,2z) € Ri N Ry entonces (z,vy), (y,z) € R; y por lo tanto (z,z2) € R;,
para i = 1,2, pues son transitivas. Es decir R; N R, es transitiva.

b. R VR, = RiNRy
Ry <co RiN Ry

Ry <co RiN Ry

17



pUGSRl D RlﬂRQYRQ D RiNR,.

Suponga R* tal que
Ry <co R*

Ry <co R*

entonces R; 2 R*y Ry, O R*,dedonde RiNRy, O R* esdecir RiNRy, <co R*.
Por lo tanto
RiVRy = RiNR,. (1.5)

Para mostrar que existe el infimo de dos cuasiordenes necesitaremos el concepto de
clausura transitiva.

Definicion 1.2.2. Sea R C X x X, entonces (x,y) € CT(R) si y solo si existen 1, --- , x,
tales que:

a. rn=xyr,=y.
b. (x;,z;41) € Rparatodoi=1,--- ,n—1.

Lema 1.2.3. Sea R C X x X, entonces CT(R) es la relacion transitiva sobre X mas
pequena que contiene a R.

Demostracion.

a. Sea (r,y) € R entonces existen z = z;,x, = y tales que (z,y) € R, de donde
(x,y) € CT(R).

b. Suponga (z,v), (y,z) € CT(R) entonces existen + = zy,--- ,x, = y tales que
(i, xi11) € Rparatodoi=1,--- ,n—1yy=uwy,---,yn, = ztalesque (y;,y;+1) € R
paratodo j = 1,--- ,m — 1. De donde z, = y; = y y asi (z,2) € CT(R), es decir
CT(R) es transitiva.

c. Suponga que R* es una relacion transitiva, mas pequena que C'T(R), que contiene
a R,sea (z,y) € CT(R)y (z,y) ¢ R*, entonces existen z = xq,--- ,x,, = y tales que
(x;,x;41) € Rparatodoi =1,--- ,n—1,como R C R* se tiene que (z;,x;11) € R*
para todo i = 1,--- ,n — 1, y como es transitiva se tiene también que (x,y) € R*,
lo que es una contradiccion, por lo tanto se debe tener que C'T(R) es la relacion
transitiva sobre X mas pequena que contiene a R.
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Teorema 1.2.4. Sean R, S € CO(X), entonces (x,y) € CT(R U S) si y solo si existen
x1,-- 2, tales que:

a. T, =xryT,=Uy.

b. (x1,25) € R, (x9,23) €S, (x3,74) € R, ..., (Tp_1,T,) € S.

Demostracion.

(=) Sea (z,y) € CT(R U S) entonces existen = = z,--- ,x, = y tales que (x;,z;41) €
RUS paratodoi=1,--- ,n—1.Porlotanto (z;,z;11) € R0 (x;,x;41) € S. Suponga,
sin pérdida de generalidad, que (z1, z3), (22, x3), ..., (vx_1, %) € R, por transitividad

(x1,7) € R, para algun 2 < k < n y de esta manera (zy,xx+1) € Sy continuando
de esta forma hasta (z,_1, ;).

(<) Si (x,y) cumple las condiciones 1 y 2, entonces cumple la definicién 1.2.2 para
RUS.

]

Ahora completamos la construccién del infimo en CO(X). Tomamos Ry, R, € CO(X), se
tiene que

a. R, C RiURy parai = 1,2y por el lema anterior, se tiene que R; C CT(R,; U Ry). Es
decir, CT(Ry U Ry) <¢co R; parai=1,2.

b. Suponga R* € CO(X) tal que
R* <co Ri

R* <co Rs.

Entonces R* O Ry R* O R,,dedonde R* O R;U R,y por el Lema 1.2.3 se
tiene que R* O CT(R; U Ry).

Por lo tanto,
RiANRy = CT(RyUR,). (1.6)

CO(X) es un reticulo acotado, sus elementos maximo y minimo son, respectivamente,

T=A{(z,z) :z € X}

1 =X x X.

Son llamados también T orden discreto y | orden antidiscreto.
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Ejemplo 1.2.5. Dado los cuasiordenes R y S en la figura 1.7 y 1.8 se tiene que

CT(RUS) = RUSU{(c,b), (b,c), (d,c)}.

a c a b 2
e e
VIS B N I =
a d d d
Figura 1.7: (X, R) Figura 1.8: (X, 5). Figura1.9: CT(RUS)

Figura 1.10: Dos cuasiérdenes sobre X.

Veremos mas adelante que CO(X) es complementado. Ahora mostraremos solo un caso
particular que sera (til para la prueba general. Recordemos que si < es un cuasiorden,
entonces <* denotara el cuasiorden inverso definido por

x<*ysiysolosiy <.

Definicion 1.2.6. Decimos que un conjunto cuasiordenado (X, <) es conexo si, para
cada par de puntos z,y € X, existe una sucesion de puntos x = xg,x1, -+ , 1, =y € X
conwz, 1 Sxp 0z, Sapq parak =1,--- ,n. Ydiremos que existe un camino de z a y.

El conjunto X con el orden S dado en la Figura 1.8 es un ejemplo de conjunto conexo.
A continuacién mostraremos que la definicion de conexidad de un conjunto
cuasiordenado dada en 1.2.6 (desde el punto de vista de la teoria de grafos) es
equivalente a la conexidad topoldgica respecto a la topologia de especializacién (ver
2.2.11).

Proposicion 1.2.7. Sea (X, <) un conjunto cuasiordenado. Entonces (X, <) es conexo
si, y solo si, (X, 7[<]) es conexo.

Demostracion.

(=) Suponga, por reduccion al absurdo, que (X, 7[<]) es disconexo. Sea U,V una
separacion de X. Escojaz,y € X cony e Vyx € U.Seax = xg,-+ , 2, = ¥
una sucesion de puntos en X que cumplen z;,_1 Sz, 0, S ap_yparak =1,--- ,n.
Todo abierto basico es orden-conexo: Si w, z € N, entonces w,y, z €s un camino
que une a w con z, pues y < zy w > y. Por lo tanto N, y N, son orden conexos,
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como existe un camino de = a y se tiene que
{z,y} C N, N N,.

De donde U NV # (), lo que es una contradiccion, por lo tanto (X, 7[<]) debe ser
conexo.

(<) Suponga por contradiccion que (X, <) no es conexo, entonces existen z,y € X con
x #y,talesque noexistenxy =z,--- ;x, =yen X conx,_1 < xp 01y S 1 para
k=1,--- ,n.Entoncesy £ xy x £y, de donde

y¢N;[5]:{z€X:x§z}

x%NJ[S]:{ZEX:ySZ}.

Esto quiere decir que cualquier abierto en 7[<] que contenga a x no contiene a y;
del mismo modo con los abiertos que contiene a y. Haciendo

U, ={z € X : Existe una camino entre z y z}.

Sea z € U,, entonces N, C U, pues como para todo w € N, se tiene que z < w, y
ya existe un camino entre z y z, por lo tanto existe un camino entre w y x. Es decir
U, es abierto.

Sea
V=X\U,.

Entonces y € V, seaw € N, si w € U, entonces existe un camino de y a z, por lo
tanto necesariamente w € V, es decir N, C V. De donde V' es abierto.

Asi V es abierto y cerrado, de donde (X, 7[<|) es disconexo, que es una
contradiccién. Por lo tanto (X, <) debe ser conexo.

]

Proposicion 1.2.8. Sea < un orden conexo sobre un conjunto X, entonces <* es un
complemento para <.

Demostracion.
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{(z,z) : x € X}. En efecto, si (z,y) € <N <*,entonces x < yy

<r=< N <=
mo < es antisimétrico, entonces = = .

b. < AN <*= X x X. Sea (z,y) € X x X, recordemos que < A <* es la clausura
transitiva de < U <*. Como < es conexo, entonces existe un camino en (X, <) que
une a x con y, lo que muestra que (z,y) esta en la clausura transitiva de < U <*

(ver el Teorema 1.2.4).

En la figura 1.14 se ilustra un ejemplo de orden dual <* de un orden conexo <.

a b c d
a 9)
>
b d b d

Figura 1.11: (X, <) Figura 1.12: (X, <*) Figura 1.13: CT(< U <)

Figura 1.14: (X, <) y su complemento (X, <*).

Ejemplo 1.2.9. Sea (N, <) el orden usual de N. Entonces <* es un complemento de <
por la proposicion anterior. Definiremos otro complemento para <.
Considere <, definido de la siguiente manera

2% + 2 <, 2k, (1.7)

2% +3 <y 2%+ 1 (1.8)

para k € N.
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0 0 1 0 1 2
1 2 3 3 4 5
2 4 5) § 7 8
3 * 0 7 9 10 e 11
Figura 1.15: (N, <) Figura 1.16: (N, <)) Figura 1.17: (N, <;)

Veamos que < v <,=T. Sea (z,y) € < N <y, entonces
TSYNT 2y,

Luego x,y son ambos impares o pares, pues en <, no son comparables pares con
impares. De donde = > vy, por lo tanto x = y. Es decir < N <,={(z,z) : z € X}.
Ahora mostraremos que < vV <,= N x N. Sea (z,y) € N x N. Hay dos posibles casos:

a. x <y, dedonde (z,y) € CT(< U <,).

b. y < z. Si x,y son ambos pares o ambos impares entonces v <, y y asi (z,y) €
CT(< U <s,). Suponga sin pérdida de generalidad que y = 2n + 1 y = = 2m para
alginm,n € N. Como 2n + 1 < 2m (y < 2m) entonces 2n < 2m, es decir 2m <, 2n;
ademas 2n < 2n + 1 de donde (x,y) € CT(< U <s).

Por lo tanto <, es un complemento para <.

El orden <, no es isomorfo a <* ya que (N, <*) tiene a 0 como maximo mientras (N, <,)
no tiene maximo.

Realmente < tiene infinitos complementos como veremos a continuacion. Considere
las clases de equivalencia respecto a la relacion de dividir modulo i, donde i es un
natural cualquiera mayor que 1. Entonces ordenamos cada clase usando <* (similar a
las ecuaciones 1.7 y 1.8) pero elementos de diferentes clases no son comparables. Ese
orden lo denotamos por <;. Observe que las componentes conexas de (N, <;) son las
clases de equivalencia en N/iN. Por ejemplo, el orden <; dado en la figura 1.17. Pues
haciendo un razonamiento similar al anterior se puede demostrar que se puede ir de
x ay en N avanzando con < y retrocediendo con <; para i € N. Igualmente se tiene
<N <= {(z,x) : x € N}, pues los drdenes <; estan contenidos en <*.

En relacion con el ejemplo anterior tenemos la siguiente observacion.

23



Proposicion 1.2.10. Sea (X, <) un orden lineal y C un complemento para <. Entonces
C esta contenido en <*.

Demostracion. Suponga que = C y. Entonces = £ y por ser C un complemento de <.
Como < es lineal, entonces y < z, es decir z <* y. O

1.3. CO(X) es complementado

Sea (X,<) un conjunto cuasiordenado. Para mostrar un complemento a (X, S)
necesitamos dos construcciones auxiliares.

Primero mostraremos como asociarle un orden a un cuasiorden (X, C). El objetivo es
eliminar los casos donde falla la antisimetria de C sin cambiar nada mas.

Proposicion 1.3.1. Sea (X, C) un conjunto cuasiordenado. Considere la relacion sobre
X dada por

rCPys (r=y) V(@ Cy) Ay ).

Entonces, (X,CP) es un orden.

El conjunto ordenado resultante (X, C?) se llama la division paralela del cuasiorden
(X, D).

Veamos un ejemplo. Suponga que (X,C) viene dado por el siguiente diagrama. (Las
Figuras 1.18 y 1.19 fueron tomadas y adaptadas de Richmond, General Topology: An
Introduction).

<5 1

Figura 1.18: (X, ©)

Entonces (X, C?) corresponde al siguiente orden.
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B )y

Figura 1.19: (X, CP)

Lema 1.3.2. Sea (X, <) un conjunto cuasiordenado conexo, x,y € X. SiCy = (xo, . ..

es un camino de x a y, entonces podemos obtener un camino Co = (x, Tk, Tk, , -
dex aycon{k,}", C{1,2,...,n} para algun m < n tal que

TS Ty S Thy ST VI 2 Ty SThy o0 S T

Demostracion. Suponga sin pérdida de generalidad que se tiene

ToS TS T2 S S Ty B Thyt *

~Y

para algun 0 < kg < n. Por transitividad zy, < zj,. De esta manera podemos elegir los

elementos de {k,}",.

O

Lema 1.3.3. Sea (X,C) un cuasi orden conexo no antidiscreto. Entonces la division

paralela (X, CP) es conexo.

Demostracion. Sean z,y € X. Usaremos [z] para denotar

[z]={ue X :uCTzxAxCu}

Sea C = (xg,...,x,) un C-camino C entre = e y. Mostraremos como, usando el camino

(1, obtener un camino en (X, CP) entre z e v.
a. [xo] # |x,]. Por el Lema 1.3.2 podemos suponer que C; cumple:

ToLxy dag--- L oy

Definiremos una subsucesion (z,, Tk, , - - ., x,,) de (zo, . . ., x,,). Sea {k;} la sucesidn
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definida como sigue
k’o = méX{Z : {:171,3:2, c ,CL'Z‘} - [l’o]} + 1.

Es decir, &k, es el indice que hace que zo CP xp, 6 xy J? w4,. Y continuamos
recursivamente,

k1 = max{m : {zr, Trgr1, - - Tm} C [Tro)} + 1.

ki =max{h: {xg,_,, ¥k, xn} Clriq]} + 1.

De esta manera xzy,_, y xx, estan relacionados en un solo sentido por medio de C,
y por lo tanto, estan relacionados mediante CP.

Definimos Cy = (xg, xg, g, - - -, Tk, )- Si kyy < n, entonces podemos reemplazar k,,
por n (pues xy, € [x,]) de tal manera que C, sea un camino de = a y por medio de
CP.

. [xo] = [x,]. Como (X, <) es no antidiscreto existe z € X que no esta en [z], es decir
que [zo] # [2] ¥ [xn] # [2]. TGmManos C; un CP-camino entre zy y z, y Co CP-camino
entre x,, y z (que existen por la parte 1). La unién de estos es un camino entre = e

Y.

De esta manera siempre se puede construir un camino entre dos elementos de X
mediante CP. Por lo tanto (X, C?) es conexo. O

Lema 1.3.4. Sea (X, <) un cuasiorden conexo. Entonces admite un complemento.

Demostracion. Consideraremos dos casos.

Caso 1: (X, <) es antidiscreto. Entonces el complemento es el orden discreto. Pues en
CO(X) el orden discreto y el antidiscreto son el elemento minimo y maximo, de donde

TVL=TyTAL=L1.

Caso 2: (X, <) no es antidiscreto. Sea <’ la division paralela de <. Por el lema 1.3.3
(X, <P) es un orden conexo. Por la Proposicion 1.2.8, (X, <P) admite un complemento
<r". Basta ver que <P* es un complemento para <.

a. Sea (r,y) € <N <P, queremos ver = = y. Recordemos que :

e ye @@=y V(ySa)A@@Ly)
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Dado que (z,y) € < se tiene que =z = y.

b. Como <P" es conexo, un argumento similar al usado en la demostracion de la parte
2 de la proposicion 1.2.8 muestra que < A <P'= X x X.

Hemos mostrado que <y <?" son complementos. O

Ejemplo 1.3.5. E/ cuasiorden dado en la figura 1.20 es conexo, por lo tanto admite un
complemento, ilustrado en la figura 1.21.

h h
Iy

a a

Figura 1.20: (X, X) Figura 1.21: (X, <P")
Figura 1.22: Cuasiorden conexo y un complemento suyo

La segunda construccion tiene como objetivo convertir un orden disconexo en otro
conexo haciendo “cambios minimos”.

Dada una coleccion {(X;,C;) : ¢ € I} de conjuntos cuasiordenados disjuntos. Para
cada i € I, se elige un punto a; € X;. Definiremos un cuasiorden T en X = [ J{X; :
i € I} que establece los puntos a; € X; como equivalentes y mantiene la transitividad.
Explicitamente, definimos C. de la siguiente manera: para z,y € X,

xCeysiysolosi(zC;yparaalguni e I)o (x G, a; y a; T, y para algunos ¢, j € I con i # j).

Lema 1.3.6. Sea {(X;,C;) : i € I} una coleccion de conjuntos cuasiordenados disjuntos
ya; € X; para cadai € I. Entonces C. es un cuasiorden. Si ademas los cuasiordenes
son conexos, entonces T también lo es.

Demostracion. Veamos que <. es un cuasiorden. La reflexividad se mantiene en los X;
por lo tanto se hereda en C.. Analicemos ahora la transitividad. Si z, y, z € X tales que

rScy Ny Sc oz
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Existen cuatro posibles casos:

a. r,y,z € X; para algun i. Como <; es transitiva, entonces » <¢ z.

b. z,y € X;y z € X, paraalgun i, 5 € I. Entonces por definicion de <. tenemos que
( Siy) Ay Sia) Aay S5 2).

De donde = <; a; y luego = <¢ =
C. y,z € X; y z € X;. Andlogo al caso anterior.

d. z e X,,ye X;,z€ Xyparaalgun i, j, k € I. Entonces (z <; @), (a; Sc aj), (a5 S5 v)
Yy (v Sjay), (a6 Soag), (ar Sk 2). Dedonde xS, ap y ar, Sk 2,y asiz Se 2.

Si cada (X;,C;) es conexo, tome z,y € X. Si estan en una misma componente X, ya
existe un camino entre ambos mediante C, y por lo tanto también en C.. Supongamos
que pertenecen a componentes distintas, digamos X; y X;. Por ser X;, X, conexos, existe
un camino entre = y a; por medio de C; y otro entre y y a; a través de C;. Luego uniendo
€s0s caminos, pues a; S¢ a;j, obtenemos uno en Cq entre z e . O

~J

Llamamos a esta construccién la conexion de los conjuntos cuasiordenados X; en los
puntos {a;}.

Lema 1.3.7. Sea (X;, <) un cuasiorden con X;NX; = 0 parai # j y X = J, X;. Suponga

r ~u

que C; es un complemento para (X;, <;) paracadai € 1. Fijea; € X; paracadai € I. Sea

Cc¢ el quasiorden sobre X dado en el lema 1.3.6 asociado a los cuasiordenes (X;,C;).
Entonces C es un complemento para (X, J; <i).

Demostracion. Sea
=Us:
7

a. Sea (z,y) € <) Ec. Entonces = <; y, para algun i € I, por lo tanto z,y estan X,
pues los cuasiérdenes son disjuntos. Como = C y, hay dos casos a considerar:

a) r<;yyxLC,;y, dedonde (z,y) €<, N C;, como estos son complementos se
tiene que x = y.

b) v Siyy (3,5 € )i # 7Nz Cia; ANaj C; y). Veremos que este caso no es
posible. En efecto, como y € X; y a; C; y, entonces ¢ = j, o que no es posible.

Es decir,
SV Ee={(z,z) : 2z € X}.
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b. Sea (z,y) € X x X. Hay dos casos posibles:

a) r,y € X, para algun i € I. Como C; es un complemento para <;, se cumple
que CT(S; ULG,) = X; x X;. Dedonde (z,y) € CT(S U Ce)

b) € X;,y € X;,paraalguni,j € I coni # j.
Por la parte a) tenemos que (z, a;), (aj,y) € CT(S |J C¢). Como (a;,a;) € Ce
también (a;,a;) € CT(S U Ce). Yaque CT(S |J Cc) es transitiva se tiene que
(z,y) € CT(S U Ee)-

Por lo tanto (z,y) estaen CT(< |J E¢). En otras palabras:

sAEC:XXX.

Teorema 1.3.8. CO(X) es un reticulo complementado.

Demostracion. Sea < un quasiorden sobre X. Sean {X; : i € I} las componentes
conexas de <. Para facilitar la lectura, denotaremos por <; la restriccién de < a X;.
Sea C; un complemento para (X;, <;), que existe por el Lema 1.3.4. Finalmente, por el

Lema 1.3.7, sabemos que C¢ es un complemento para <. Es decir CO(X) es un reticulo
complementado. O

En el siguiente ejemplo se muestra que la eleccidn de los elementos «; del algoritmo de
la demostracion del teorema 1.3.8 es importante, pues puede generar complementos no
isomorfos.

Ejemplo 1.3.9. En la figura 1.26 se muestra (X, <) y dos complementos no isomorfos de
él. El complemento de < en la figura 1.24 y el de la figura 1.25 no son isomorfos, pues
en (X,C,) los elementos a y d son los maximales, en cambio en (X, C,) tenemos que a,
e y d son maximales (es decir, no existe ningun elemento de X estrictamente mayor que
ellos).
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bcc - b@cz 536 ¥
e d e d b c
a n n

Figura 1.23: (X, <) Figura 1.24: (X, C,) Figura 1.25: (X, C»)

Figura 1.26: (X, <) y dos de sus complementos.
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2. Reticulos de topologias

En este capitulo nos enfocaremos en estudiar algunas propiedades de los reticulos de
topologias, especialmente A(X) el reticulo de las topologias de Alexandroff sobre un
conjunto X. Mostraremos el teorema de representacion que nos dice que A(X)y CO(X)
son isomorfos, en particular, obtendremos que A(X) es un reticulo complementado.

2.1. El reticulo TOP(X)

Definicion 2.1.1. Sea X un espacio topologico.

a. X es'ly si para cada par de puntos distintos x,y en X, existe una vecindad U de x
qQue no contiene a y o bien existe una vecindad V' de y que no contiene a .

b. X esT) sipara cada par de puntos distintos x,y en X, existe una vecindad U de x
que no contiene ay y también existe una vecindad V' de y que no contiene a x.

Proposicion 2.1.2. Sea X un espacio topoldgico, x € X. X es T, si y solo si {x} es
cerrado.

Demostracion.

(=) Sea X espacio topologico T,y # z, y sea U, abierto que contiene a x, y que no
contiene a y, que existe por hipotesis, entonces

{y}=\U:
y#T

Asi, {y} es una interseccién de cerrados y por lo tanto es cerrado.

(<) Sea z,y dos elementos de X con = # y, por hipétesis {y}° es un abierto que
contiene a = y no contiene a y, y {x}° es un abierto que contiene a y y no contiene
ar,de donde X es T}

O

Definicion 2.1.3. Si X es un conjunto no vacio, TOP(X) denotara el conjunto de todas
las topologias sobre X ordenado por inclusion C.
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Definicion 2.1.4. Se dice que S es una subbase de X si es una coleccion de
subconjuntos de X cuya union es X, y se llama topologia generada por la subbase S
a aquella cuyos abiertos son () y las uniones (arbitrarias) de intersecciones finitas de
elementos de S.

TOP(X) es un reticulo completo en relacion a C. En efecto:

/\Ti:ﬂTi (2.1)

icl el

\/ 7= [U Ti] (2.2)

icl i€l
donde [J,.; 7] es la topologia generada por la subbase | J;; 7:.
En vista de la definicion 1.1.4 decimos que dos topologias 7, y = sobre X son

complementarias si la Unica topologia que es mas fina que 7, y 7, es la topologia discreta
y la Unica topologia que es mas gruesa que 7, y 7, €s la topologia indiscreta, es decir,

71V Ty = 7)()() Y 71 N Ty = {@,AZI}.

El siguiente resultado es interesante pero esta fuera de los objetivos de esta tesis (ver ').
Teorema 2.1.5. ' (A. Steiner, 1966). El reticulo TOP(X) es un reticulo complementado.
En la siguiente seccion estudiaremos otro reticulo de topologias y mostraremos que es

complementado.

2.2. Topologias de Alexandroff

En esta seccion, expondremos ciertas caracteristicas de las topologias de Alexandroff,
destacando especialmente que la coleccion de estas topologias es un reticulo isomorfo
aCo(X).

Definicion 2.2.1. Una topologia de Alexandroff es una topologia en la cual
intersecciones arbitrarias de conjuntos abiertos es un abierto.

Ejemplo 2.2.2. Sea X un conjunto y S un subconjunto fijo de X. Las colecciones:

a. Super(S)={U C X :S CU}uU{0},
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b. Disjoint(S)={UCX:UNS=0}UX,y
c. Sub(S)={UCX:UCS}UX

son topologias de Alexandroff sobre X, respectivamente conocidas como la topologia
de los superconjuntos de S, la topologia de conjuntos disjuntos de S y la topologia de
subconjuntos de S.

Teorema 2.2.3. Sea X un conjunto. Una topologia  sobre X es una topologia de
Alexandroff si y solo sitodo x € X tiene una vecindad minimal con respecto a la inclusion.
Demostracion.

(=) Supongamos que T es de Alexandroff. Sea
N, =(){B : B es vecindad abierta de z}.

Como 7 es de Alexandroff, IV, es abierto en X. Claramente es el menor abierto que
contiene a z.

(<) Sean B; con i € I abiertos en 7y

el

Veamos que V' es abierto. Sea = € V' y N, la vecindad minimal de = que existe por
hipétesis. Entonces © € B; paratodoi € I yasix € N, C B; paratodo: € I. De
donde N, C V. Luego V es abierto.

]

De ahora en adelante la vecindad minimal de un punto = en 7 un espacio Alexandroff
se denotara por N, o N(x), es decir,

N, =({V: z €V yV es abierto}.

Si existiera la posibilidad de confusién respecto a que topologia se esta tratando, la
denotaremos por NI o N, (z).

Proposicion 2.2.4. Sea r una topologia de Alexandroff sobre un conjunto X. Sean z,y €
X. Entonces x € N(y) siy solo siy € cl{z}.
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Demostracion. y € cl{x} siy solo si para todo abierto A tal que y € A entonces AN{x} #
(; como 7 es de Alexandroff esto Ultimo es equivalente a que N(y) N {z} # (), es decir
x € N(y). N

Proposicion 2.2.5. Si es una topologia de Alexandroff sobre X yV C X, entonces

(V)= d(x)

zeV
Demostracion.

a. Sea W = U,y cl(z), como cl{z} es cerrado y estamos en una topologia de
Alexandroff se tiene que W es cerrado. Como cl(V) es el cerrado mas pequefo
que contiene a V, se debe tener entonces que c/(V) C W.

b. Seay € U,y cl(x), claramente y € cl(V).
0

Las topologias de Alexandroff sobre un conjunto ocurren en pares como lo demostramos
a continuacion.

Proposicion 2.2.6. Sea X un conjunto. Si v es una topologia de Alexandroff sobre X,
entonces la coleccion p = {X \ U : U € 7} de conjuntos 7- cerrados es tambien una
topologia de Alexandroff en X .

Demostracion.
a. X y () pertenecen a p pues son 7- cerrados.

b. La union arbitraria de 7-cerrados es 7-cerrado. Sean B; abiertos de 7, considere

V=B

el

Entonces V = (., Bi)c, es el complemento de un r-abierto, pues 7 es de
Alexandroff. Por lo tanto V' es 7-cerrado.

c. En un espacio topoldgico se cumple que la interseccién de cerrados es cerrada,
luego la interseccidn de una familia finita de 7- cerrados es r-cerrado.

Hemos mostrado que la coleccidn de conjuntos 7-cerrados es también una topologia de
Alexandroff en X. O
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Proposicion 2.2.7. Sea X un conjunto, toda topologia finita (conformada por una
cantidad finita de abiertos) sobre X es Alexandroff. En particular, si X es finito, toda
topologia en X es Alexandroff.

Demostracion. Sea r = {0, X, By, ..., B, } topologia finita en X, toda interseccion hecha
con abiertos de 7 sera finita, por lo tanto 7 es de Alexandroff, ya que por definicion de
topologia la interseccion finita de abiertos es abierto. O

Proposicion 2.2.8. Sea X un conjunto, la unica topologia T\ de Alexandroff sobre X es
la topologia discreta.

Demostracion. Sea T una topologia de Alexandroff T; sobre X y 2, € X. Como 7 es
Ty, para todo y € X con y # x, existe U, abierto que contiene a z, y no contiene a y.
Observemos que

{zo} = () Uy
Y#Zo
Como 7 es de Alexandroff, entonces {z,} es abierto. O

2.2.1. A(X) es un reticulo

Definicion 2.2.9. A(X) denota al conjunto de todas las topologias de Alexandroff sobre
X.

Veamos que A(X) es un subreticulo de TOP(X). En efecto, si tomamos 7,7, € A(X),
entonces en TOP(X),

1 \/7'2 = [7'1 UTQ].

Para todo = € X, tenemos que Ni(z) N No(z) € [ U 7). Note que Ni(x) N No(x)
es la vecindad de x mas pequefia en 7; V 7, por tanto es la vecindad minimal de z
en 1, V7,. De donde 7, V7, es de Alexandroff y asi el supremo coincide en TOP(X) y A(X).

Veamos que sucede con el infimo para un conjunto de topologias de Alexandroff. Sea
7; € A(X) paratodo i € I y considere

P = mTZ‘.
i€l
SeanV, e pcona € A,

Z:ﬂVa

acA

35



Note que V,, € 7; paratodo i € [ y todo a € A. Luego, como 7; es Alexandroff, Z € 7; para
todo i € I, de donde Z € p, es decir p es de Alexandroff. Y claramente es la topologia
mas pequena contenida en 7; para todo ¢ € I. Por lo tanto

p= /\7’,». (2.3)

i€l

Observe que las ecuaciones (2.1) y (2.3) nos dicen que el infimo en A(X)y en TOP(X)
coinciden. Pero no sucede lo mismo con el supremo. Sin embargo, A(X) es un reticulo
completo bajo C como veremos a continuacion. Pero no es un subreticulo completo de
TOP(X).

Teorema 2.2.10. '(A. Steiner, 1966). El reticulo A(X) de las topologias de Alexandroff
sobre X es un reticulo completo.

Demostracion. P(X) es una topologia de Alexandroff, y es la topologia mas fina en
TOP(X), es decir P(X) = T en A(X). Veamos que existe el infimo para cualquier
subconjunto no vacio de A(X). Por la ecuacién (2.3) tenemos que el infimo de cualquier
subconjunto no vacio en A(X) existe pues es la interseccion de topologias de Alexandroff
que es otra topologia de Alexandrof. Por el Lema 1.1.12 se garantiza que A(X) es un
reticulo completo. O

2.2.2. Teorema de representacion

Ahora introduciremos las topologias de especializacion. Estos espacios son los mas
importantes para este trabajo, pues como veremos, toda topologia de Alexandroff es
de especializacion.

Definicion 2.2.11. Sea (X,<) un conjunto con un cuasiorden. La topologia de
especializacion asociada a <, denotada por 7[<]|, consiste de los conjuntos crecientes,
es decir,

Ver<l<VreVVye X(z<y—yel).

Teorema 2.2.12. 7[<| es una topologia de Alexandroff.
Demostracion. Veamos que 7[<] es una topologia

a. 0 € 7[<], pues 0 es decreciente por vacuidad. Note que el complemento de un
conjunto creciente B es decreciente, pues si x € B°y y < x queremos ver que
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y € B¢, suponga que y € B = i(B), es decir x € B, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto B¢ € 7[<] y de esta manera X € 7[<].

b. Sean V; conjuntos crecientes parai e [y
w=Jv
i€l

Seaz € i(W)={y e X :b <y paraalginb € W}, entonces existe by < x para
algun b, € W, es decir existe V;, tal que b, € V;,, como este es creciente se tiene
que = € V;, de donde = € W. Por lo tanto, la unién de conjuntos crecientes es
creciente.

c. Sea B; un abierto de 7[<] para todo i € I, es decir, B; es creciente. Entonces
Ve € B,Vy e X(x <y—vyé€B).

Y sea

i€l

Debemos mostrar que V =i(V).

a) V Ci(V) pues < es reflexivo.

b) i(V)CV.Seay, €i(V)={ye X :b<yparaalgunb € V}. Entonces existe
by < yo con by € V. De donde by € B; para todo i € I, y como B; es creciente,
Yo € B; paratodo i € I. Por lo tanto, y, € V' y en consecuencia i(V) C V.

Por todo esto se tiene que 7[<] es una topologia de Alexandroff donde los cerrados son
los conjuntos decrecientes. O

Observemos que la vecindad més pequeria de « relativa a la topologia 7[<] es el conjunto
creciente mas pequeno que contiene a z. Es decir,

N, ={ye X: z <y}

Definicion 2.2.13. Sea 7 una topologia en un conjunto X. El cuasiorden de
especializacion asociado a T, denotado por <., esta dado por

r<,y<=zx €y}

Veamos que en efecto <, es un cuasiorden. Sean z,y, z € X, entonces
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a. <, esreflexiva pues z € cl,{z}.

b. Siz <, y,yy <,z entonces z € cl.{y} yy € cl.{z}, lo que es equivalente a
VAer(re A—ye A

VBer(ye B— z€B),

de donde
VAer(zxe A—z€ A).

Esto muestra que <, es transitiva.
Por lo tanto <, es un cuasiorden.

Teorema 2.2.14. Una topologia m es Ty si y solo si el cuasiorden de especializacion de T
es un orden.

Demostracion. Sea < el cuasiorden de especializacion de 7.

(=) Suponga que 7 es Tj. Suponga por contradiccidn que < no es un orden. Entonces
existen x,y € X tales que
r<yANy<uz,

con z # y. Por 7 ser Tj, hay dos posibilidades:

a) Existe U vecindad de = que no contiene a y. Como U es un conjunto creciente
y z < y, se tiene que y € U, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto = = y.

b) Existe V una vecindad de y que no contiene a z. Se razona de manera analoga
al caso a).

En ambos casos se obtiene que = = y, luego < es un orden.

(<) Suponga por contradiccion que T no es Ty, entonces
(Fr,ye X))y AVUVer)(eeU syecU)AN(yeV —zeV).

Por lo tanto todo abierto que contiene a x intercepta a {y}, por lo tanto x € ¢l {y},
recordando el orden de especializacion se tiene que

r<y<=z e c{y}
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De donde = < y. De la misma manera y < x. Como < es antisimétrico se tiene que
x =y, lo cual es una contradiccion, por lo tanto = debe ser Tj,.

]

El siguiente resultado facilitara la demostracion del objetivo principal de esta seccién, que
es establecer un isomorfismo entre A(X)y CO(X).

Teorema 2.2.15. Toda topologia p de Alexandroff es de especializacion, y ademas,

pP= T[Sp]'

Demostracion. Recordemos que =z <, y < = € cl,{y}. Observemos que cl,{y} es
<,-decreciente pues <, es transitiva.

Sea V cerrado de p. Por la proposicion 2.2.5 se tiene que V' = cl,(V) = U,y cl,{y}. De
donde V' es una unién de conjuntos decrecientes, y por lo tanto, V' es <,-decreciente.
Esto muestra que V' es 7[<,|-cerrado. Por lo tanto p C 7[<,].

Reciprocamente, sea V' un cerrado de 7[<,]. Entonces

V=dV)={zre X :x<,yparaalginy € V}
={re X:zed,(y) paraalginy € V'}

—Ucl ) =cl,(V).

yeVv
De donde V' es p-cerrado, es decir 7[<,] C p. Por lo tanto, p = 7[<,], esto es, p es de

especializacion. O

2.2.3. CO(X)y A(X) son reticulos isomorfos
Ahora probaremos que A(X) es un reticulo isomorfo a CO(X), que es uno de los
resultados principales de este trabajo, para ello necesitaremos los siguientes resultados.

Lema 2.2.16. Sean <, <, en CO(X). Entonces, <, C <; si y solo si 7[<;] C 7[<5].
Demostracion.

a. Suponga <, C <,
Sea A € 7[<,] entonces

Vee AVye X(x<;y—yeA.
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Como <, C <; setienequeVr € A,Vy € X(x <,y — y € A), es decir A € 7[<,],
de donde 7[<;] C 7[<,]

b. Suponga 7[<;] C 7[<y], y que existen x,y € X talesque x <s yy = £; y
Entonces NI' € 7[<s], como =z <, y se tiene que y € N, lo que es una
contradiccion pues = £, y. Por lo tanto <, C <.

]

Proposicion 2.2.17. Sean r, y m», dos topologias sobre X, la topologia T, V 5, generada
por la union de estas, tiene una base que consiste de los conjuntos de la forma U, N
U, donde U; € 7; parai = 1,2. En caso de que i, 7, sean topologias de Alexandroff,
entonces T, V 1, es de Alexandroff y su base de vecindades minimales consiste de los
conjuntos de la forma Ny(xz) N No(x), donde N;(x) es la vecindad minimal de = en ;.

Demostracion.

a. Veamos que los elementos de la forma U; N U, son una base S para la topologia
generada por 7, U 75.

a) Sea r € X, existe Uy(x) N Uy(z) € S, que contiene a z, pues existen U; €
71, Uy € 15, Que contienen a .

b) Sean By, By talesque B; = U, NU,, By =ViNV,,con Uy, Vi € 1y Uy, Vo € 7.
Sea r € B; N By, veamos que S es cerrada bajo intersecciones. Sea B; =
BiNBy=UsNVzconUs=U NV, ey Va=UsNV, € 7.

Observe que S esta contenida en 7, V 75, pues sus elementos son uniones de
intersecciones finitas de elementos de 71 y 7.

b. Sea U € [ U], z € U. Entonces existen V; € 7;, parai = 1,2, tales que = €
Vi NV, C U. Como son topologias de Alexandroff tenemos que N;(z) N Ny(z)
Vinlv, CU.

N

]

El siguiente es el objetivo principal de esta seccion y uno de los resultados principales de
este trabajo.

Teorema 2.2.18. CO(X) y A(X) son reticulos isomorfos.
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Demostracion. Sea T definida de la siguiente manera
T: (CO(X),2) — (A(X),C)

T(<) = <]

Por el Teorema 2.2.15 tenemos que T es sobreyectiva, pues toda topologia de
Alexandroff es de especializacidon. Veamos que también es inyectiva, sean <;, <,
cuasiordenes distintos en CO(X). Sea r, = 7[<1] y o = 7[<s]. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que existen z,y € X tales que x <; y y = £, y. Afirmamos que N> no
es mi-abierto. En efecto, como = £, y entonces y ¢ N2. Pero y € NI' (pues = <; y), de
esto se tiene que N* Z N2, luego N]* no es 7,-abierto. Asi se tiene que T es inyectiva.
Ahora veamos que se preservan los supremos e infimos, sean Ry, R, € CO(X).

a. T(Rl V Rg) - T(Rl) V T(Rg)

Como T(Rl V Rg) = T(Rl N RQ) = T[Rl N RQ] Yy T(Rl) vV T(Rg) = [T[Rl] U T[RQH
Tenemos que mostrar que

T[Rl N RQ] Q [T[Rl] U T[PLQH

Basta verificar que las vecindades minimales de la topologia de la izquierda son
abiertas en la otra topologia.

Sea z € X tenemos que
NTHNR — £ e X 20 <pog, y = NOP AN

Luego Ni"" esta en [r[R;] U r[R,]]. Por lo tanto tenemos que 7[R, N Ro] C
[T[B1] U T[Ry]]

b. T(R1)VT(R2) CT(RyV Ry).
Sea A € [7]|R;| U T[Ry]], por la Proposicion 2.2.17 entonces A es de la forma:
A= NI AN
de donde A € 7[Ry N Ry, por lo tanto [7[R1] U 7[Ry]] C 7[R1 N Ry).

Hemos probado que T preserva los supremos. Ahora veremos que también
preserva los infimos.
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C. T(Rl A RQ) C T(Rl) A T(RQ)

para i = 1,2, entonces, por la Proposicion 2.2.16, tenemos que:

T(R1 A Ry) € 7(Ry) AT(Ry).
d. T(R) ANT(R2) C T(Ry A Ry).

Sea A € 7[R N T[Rs] = T(Ry) N T(Ry), queremos ver que A € 7[CT(R; U Ry)].
Suponga que no, entonces existen = € A, y € X tales que (z,y) € CT(R; U Ry) con
y ¢ A. Entonces existen x = xy,--- ,x, = y en X con (x1,x2) € Ry, (x2,73) € Ry
ooy (@1, my) € R; (algun ). Como A € 7[R,], entonces z, € A. Como A € 7[Ry,
entonces z3 € Ay de estd manera todos los x; € Aparai=1,--- ,n. Asiy € A, lo
cual es una contradiccion, por lo tanto A € 7[CT(R; U Ry)]. Es decir:

T(Rl) A T(Rz) Q T(Rl A RQ)

De esta manera queda demostrado que 7' es un isomorfismo de reticulos. O

Ahora mostraremos A(X) es complementado que es uno de los objetivos principales de
este trabajo.

Teorema 2.2.19. ' (A. Steiner, 1966). El reticulo A(X) de las topologias de Alexandroff
sobre X es un reticulo complementado.

Demostracion. Como A(X) y CO(X) son reticulos isomorfos (por el Teorema 2.2.18)
y CO(X) es un reticulo complementado (por el Teorema 1.3.8), se tiene que A(X) es
complementado (por el Teorema 1.1.16). ]

2.3. Topologias primales

En esta seccion introducimos un ejemplo especial de topologia de Alexandroff. Estas
topologias fueron originalmente estudiadas en 4, la introduccion de 2 contiene la historia
de esta nocién.

Definicion 2.3.1. Sea f : X — X una funcién. La topologia primal o funcional
Alexandroff sobre X asociada a f es

r={UCX:fU)CU}.
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Definicion 2.3.2. Sea f : X — X una funcion. A C X se dice f-invariante si f(A) C A.
Teorema 2.3.3. 7; es una topologia de Alexandroff.
Demostracién. Sean B; coni € I tales que f~'(B;) C B;.
a. f71(0) =0, porlotanto 0 € 7¢
b. f/7}(X) C X, dedonde X € 7¢
C. 7 Uicr Bi] = Ui f71[Bi]. Como f~1(B;) C B; se tiene que
Ur'Blcl s
il iel
De donde | J,.; B; € 7¢.
d. 7 Mier Bl = Niey f7H[Bi]. Como f~1(B;) C B; se tiene que
(/7'[Bj] € f}(B;) C B;paratodoi € I.
jel
De donde f~![(Nc; Bi] € Nicr Bi-
Por lo tanto, 7; es una topologia de Alexandroff. O

Ejemplo 2.3.4. Sea f : X — X dada por f(x) = x. Entonces 7, es la topologia discreta
sobre X.

Ejemplo 2.3.5. Sea X = {a,b,¢,d} y f : X — X dada por f(x) = b. Entonces

77 = {0, X, {a},{c}, {d},{a, ¢}, {a, d},{a, d, c}}.

En general, para cualquier conjunto X y f la funcion constante b se tiene que los abiertos
en T son (), X y los subconjuntos de X que no contienen a b.

La topologia 7 dada por f : X — X también serd denotada por P(f) y denotaremos por

<f

al cuasiorden de especializacion de la topologia primal ;.

Denotaremos f°(z) = x 'y f~'(x) como la preimagen de z; adicionalmente denotamos la
iterada de f como sigue

f'(@)=fofo--of(x),
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Teorema 2.3.6. Sea f : X — X y 7y la topologia primal asociada a f.

a. C es 1s-cerrado si y solo si f(C') C C. Es decir, los conjuntos t;-cerrados son los
subconjuntos f-invariantes de X.

b. Paraz € X, cl{z} = {f"(x)}>2,. Es decir, cl{z} es la orbita O = {f™(z)}>°, de x
bajo f.

c. Parax € X, la vecindad mas pequena de x es

Ni(z) ={y € X : f"(y) = x para algunn € N}.

Demostracion.

a. (=) SeaAeryC = A° veamos que f(C) C C. Sea x € f(C), entonces existe
y € C tal que f(y) = x. Queremos ver que = € C, suponga por contradiccion
que = € A, por lo tanto y € f~!1(A) C A, lo cual es una contradiccién pues
y € C. De donde se debe tener que f(C) C C.

(<) SeaCtalque f(C) C Cyx e f~1(C¢). Entonces existe y € C¢talque y = f(z).
Suponga por contradiccién que = € C, de donde y € f(C) y por lo tanto y € C,
lo cual es una contradiccién. Se concluye que f~1(C*) C C-.

b. Sea y € {f"(z)}>2, entonces y = f™(z) para alguin m € N, de donde f(y) =
[ (z) € {f"(x)},- Es decir {f"(x)}>>, es f-invariante. Como x € {f"(z)},,
pues f°(z) = x, y cl{x} es el cerrado mas pequefio que contiene a x se tiene que

cfa} C{f" (@)}

Seay e {f*(z)};2,cony = f"(z) para algun m € N. Entonces = € N¢(y) y por la
proposicion 2.2.4 se tiene que y € cl(x). Por lo tanto

{/"(@)}n20 € cl{x}.
c. Probaremos primero que N;(z) es abierto. Sea y € [f~'(Ny(x)), entonces
fly) € Ng(x), es decir, f™(f(y)) = =« para algin m € N. Entonces

f(f™(y)) = f™*(y) = 2 de donde y € N¢(z). Por lo tanto N (z) es abierto.

Veamos que N¢(x) es minimal. Sea z,y € X cony € Ny(x) tal que x = f™(y) para
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algun m € N. Por la parte 2) y por la proposicion 2.2.4, se tiene que

x= f"(y) =z €y} <y € Npy ()
Por lo tanto N;(z) es minimal.

O

En el teorema que sigue presentamos una caracterizacion para topologias primales.
No haremos su demostracion, solo ilustraremos con ejemplos como se puede usar ese
resultado.

Teorema 2.3.7. * (F. Shirazi y N.Golestani, 2011). Sea X un espacio Alexandroff.
Entonces, X es primal si y solo si se cumplen las siguientes afirmaciones:

a. Paratodoz,y € X, N(z) C N(y) 0 N(y) € N(x) 6 N(x) N N(y) = 0.

b. Parax € X, siexistey € X tal que N(z) C N(y), entonces para todo = € X \ {z},
se tiene N(z) # N(z).

c. Paratodoz,y € X,{z€ X : N(z) C N(z) C N(y)} es finito.
A continuacion presentamos algunos ejemplos de topologias primales.

Ejemplo 2.3.8. Sea (N, 7(<]) el espacio de Alexandroff asociado al orden usual de N.
Considere la funcion f : N — N dada por

n—1 sin>1,
f(n) =

0 sin=0.

Mostraremos que P(f) = 7[<].

a. Sea B un conjunto P(f)-cerrado. Mostraremos que B es <-decreciente. Sean € B
y z < n. Luegon # 0. Queremos ver que > estaen B. Seak € N talque z =n — k.
Entonces f(n) = n—1 € B y siguiendo de esta manera tenemos que n — k € B. Es
decir B es <-decreciente.

b. Sea B un conjunto <-decreciente. Para ver que B es P(f)-cerrado, basta verificar
que B es f-invariante. Sean € B, veamos que f(n) =n—1¢€ B.Comon —1<n
entoncesn — 1 € B. Es decir B es P(f)-cerrado.

Por lo tanto P(f) = 7[<].
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Ejemplo 2.3.9. (R,7[<]) el espacio de Alexandroff asociado al orden usual de R.
Mostraremos que no es primal usando el Teorema 2.3.7. Sean z,y € R tales que
N(z) € N(y). Recordemos que

N(x)={z€eR:z <z}

Supongamos que y < z. Yaque {z € R: N(z) C N(z) C N(y)} es infinito, por la parte 3
del Teorema 2.3.7 se concluye que (R, 7[<]) no es primal.

Ejemplo 2.3.10. Considere el conjunto de las sucesiones finitas de ceros y unos:
2 ={s:{1,...,n} = {0,1} | n e N} U {0}.

Ordenaremos a 2<“ por extension <. Seant = (ay,...,a,) ys = (by,...,by) conn,m € N,
elementos en 2<“ entonces

(b1, bm) S (ag, ... a,) & m<nyb =a; paratodoi <m,

como se ilustra en la figura 2.1.

* 0110 0111
© o010 o011 . :

Figura 2.1: (2<¥, <)
Sea f : 2<¥ — 2<% dada por:

(a1,...,an_1) Si(a,...,an_1,a0,) #

0 Si(ay,...,an_1,a,) =

f((CLl?"' 7an—17an)) = {



Veamos que P(f) = 7[<].

a. Sea B un conjunto P(f)-cerrado, s = (ai,...,a,) € Byt = (by,...,b,) € 2<¥ tal
quet < s, es decir
(b17~--7bm) 5 (al,...,an).

Por definicion de <, tenemos que m < n y b; = a; para todo i < m.

Como B es P(f)-cerrado se tiene que f(s) = (ai,...,a,_1) € B y andlogamente,
f2(s) = (aq,...,a,_9) € B; siguiendo de esta manera hastan — k = m, obtenemos
quet = (ay,...,a,) € B. Es decir B es T[<]-cerrado.

b. Sea B un conjunto t[<|-cerrado. Veamos que f(B) C B, es decir, que B es
f-invariante. Tome f(c) = b = (by,...,b,_1) € f(B) para algun c = (by,...,b,) € B.
Entonces b < ¢ y como B es 7[<]-cerrado, se tiene que b € B. Es decir, B es
P(f)-cerrado.

Por lo tanto se tiene que P(f) = 7[<].

Teorema 2.3.11. Sea (X, <) un conjunto finito ordenado linealmente. Entonces 7|<| es
primal.

Demostracion. Sea X = {z; < x3 < --- < x,}. Considere f : X — X dada por

Ti—1 SI2§z§n
flai) =

T sii=1.

Mostraremos que P(f) = 7[<].

a. Sea B conjunto P(f)-cerrado. Veamos que B es 7[<]-cerrado. Sea x; € B entonces
f(z;) = x;1 € B,y por lo tanto f(x;_1) € B continuando de esta manera se tiene

que
{371, RN 7 I xz} Q B (24)

Por lo tanto B es 7[<]-cerrado.

b. Sea B conjunto 7[<]-cerrado y z; € B, entonces f(x;) = x;.1 € B (si x; = x;
entonces f(z;) = x; de donde f(z;) € B). Por lo tanto B es conjunto P(f)-cerrado.

]
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En los ejemplos 2.3.8, 2.3.10 y 2.3.11 se mostr6 que la topologia de especializacion
asociada a los respectivos érdenes eran iguales a P(f) para la f dada, por lo que esos
espacios Alexandroff son primales.

Definicion 2.3.12. Se denotara por F A(X) al conjunto de topologias primales sobre X .

En general, FA(X) no es un reticulo (ver Menix y Richmond, “The lattice of functional
Alexandroff topologies”). Sin embargo, si lo es cuando X es finito, como lo mostramos a
continuacion.

Teorema 2.3.13. 3 Si X es un conjunto finito, F A(X) es un reticulo.

Demostracion. Mostraremos que P(f) V P(g) (calculado en A(X)) es el supremo en
FA(X). Para esto, es suficiente mostrar que P(f) V P(g) es primal. Como P(f), P(g)
son topologias de Alexandroff, sean <y <, los cuasiordenes asociados a P(f)y a P(g),
respectivamente. Es decir,

P(f) =7[<sl Yy Plg) =TIl
Sabemos por la ecuacién 1.5 en la Seccion 1.2 que
StVSe = SrNS
Del Teorema 2.2.18 sabemos que
T[SsV TISe) = T[S N Sl
Veamos que 7[<r N <,] es primal. Considere h : X — X dada por

h(:L‘) _ fk(lﬂ) Si k= min{j : f](x) e {g(x),QQ(x)7 y }}
x si Of(z) N Oy(x) = {z}.

Mostraremos que P(h) = P(f) V P(g). Como son topologias de Alexandroff es suficiente
mostrar que N, (y) = Ns(y) N Ny(y) para cualquier y € X, como se tiene que

x € Ne(y) NN, (y) & y e cly{z} Nncl{z}.
Es equivalente mostrar que cl,{z} = cl;{z} Nncl,{z} paratodo = € X.

a. Sea x € X. Dado que h(z) € clg{z} ncl,{z}, se sigue que cl,{z} C cls{z} Ncl,{z}.
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b. Supongamos que =z € cly{z} Nncl,{z}. Si z = z, entonces z € cl,{z}, por lo que
podemos asumir que z = f*(x) = ¢g"(x), donde k,n > 0.
Si h(z) = fA(x) = gm(x), iterando f obtenemos una secuencia creciente k, <
ky < ...y m < ng < ...tal que fF(z) € {g(x),92(2),93(x),...} y fi(z) ¢
{9(), go(), g3(x),...} para k; < j < kis1.
Si iniciamos la iteracion con h al salirnos de los k;, por ejemplo k;+1 ¢ k;, tendremos
que he(f*(x)) = f5*(x) entonces he(z) = h(fF*(x)) = fr=~(kitD(z) siendo k;,
el siguiente a k;. Cuando k; = k tenemos que z = f*i(z) = hi(x) es decir z € cly(x),
de donde cl;{z} Nncl,{z} C cl,{z}.

Ahora mostraremos que la topologia indiscreta es primal cuando X es finito. Suponga
que X = {x1,...x,} ysea f : X — X una permutacion ciclica, por ejemplo:

Tit1 S|1§Z§n—1,
fx:) =

1 Sii=n.

Sea A conjunto P(f)-cerradoy z; € A de donde f(z;) = x;11 € Ay porlotanto f(x;11) =
xi0 € A, continuando de esta manera se tiene que A = X (si z; = z,, la imagen de
r, = x; € Ay continuando se obtiene que X C A); por lo tanto P(f) = {0, X} es el
elemento minimo de FA(X).

Como X es finito, todo subconjunto de FA(X) tiene supremo, por lo tanto, por el Lema
1.1.13, FA(X) es un reticulo completo. N

A manera de informacion mencionamos (sin demostracion) que FA(X) es un reticulo
complementado cuando X es un conjunto finito . Daremos a continuaciéon un ejemplo
de una topologia primal con un complemento primal.

Ejemplo 2.3.14. Sea X un subconjunto finito de 2<“ como se ilustra en la figura 2.2.

010 011 000 001 100 101 110 111
‘\01/’ ‘\OO/’ ‘\10/' ‘\11/’

Q 1

\/

0

Figura 2.2: (X, )

Tomando f la funcion dada en el Ejemplo 2.3.10 se tiene que P(f) es una topologia
primal sobre X, y como se mostro P(f) = 7[<]. Ahora sea < el orden lineal sobre X que
se muestra en la figura 2.3.
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Ol()(— 011(— OOO(— 001<— 100(— 101(— 110(— 111

'1'6 '1'1'
R e

0

Figura 2.3: (X, <)

Por el Teorema 2.3.11 se tiene que 7[<| es primal; mostraremos que 7[<] es complemento
para 7[<]. Por el Teorema 2.2.18 sabemos que

T[SIvrls]=7rlsn<]

TISIATIS] = 7[CT(S U <))

Sea(t,s) e <n<cont=(ay,...,a,) ¥ys=(by,...,by), €ntoncesn < m ya; =b; para
todo i < n, por la definicion de < se debe tener que s = t; por lo tanto

Sean s,t € X. Entonces s < () < t, de donde (s,t) € CT(S U <), por lo tanto
g AN<=XxX= J—C’O(X)'

Por el Lema 1.1.15 se tiene que 7[<] V 7[<] = P(X) y 7[S| A 7[<] = {0, X}, es decir que
7[<] es complemento para 7[<].

50



Bibliografia

Menix, Jacob y Tom Richmond. “The lattice of functional Alexandroff topologies”. En:
Order 38 (2021), pags. 1-11. URL: https://rdcu.be/dmeSF (vid. pags. 6, 9, 42, 48, 49).

Richmond, Tom. General Topology: An Introduction. Walter de Gruyter GmbH & Co KG,
2020 (vid. pags. 8, 24).

Shirazi, Fatemah Ayatollah Zadeh y Nasser Golestani. “Functional Alexandroff spaces”.
En: Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics 40.4 (2011), pags. 515-522 (vid.
pags. 9, 42, 45).

Steiner, A. K. “The Lattice of Topologies: Structure and Complementation”. En:
Transactions of the American Mathematical Society 122.2 (1966), pags. 379-398. URL:
http://www.jstor.org/stable/1994555 (visitado 23-09-2023) (vid. pags. 8, 32, 36,
42).

51


https://rdcu.be/dmeSF
http://www.jstor.org/stable/1994555

	Introducción
	Retículos
	Retículos completos y complementados
	El retículo CO(X) de los cuasiórdenes en X 
	CO(X) es complementado

	Retículos de topologías
	El retículo TOP(X)
	Topologías de Alexandroff
	A(X) es un retículo
	Teorema de representación 
	CO(X) y A(X) son retículos isomorfos

	Topologías primales

	Bibliografía

