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RESUMEN

TiTULO: MONOIDES INVERSOS DE TIPO MOBIUS
AUTOR: LUIS AUGUSTO MARTINEZ SANCHEZ
PALABRAS CLAVE: SEMIGRUPOS INVERSOS, TRIPLA DE MCALISTER Y AGRANDAMIENTOS.

DESCRIPCION:

Este trabajo consiste esencialmente en presentar una generalizacién del monoide inverso de M6-
bius, partiendo de la accion de un grupo sobre un espacio topolégico Hausdorff. A partir de esta, y
de forma natural, asociamos un monoide inverso que no siempre preservara la estructura del mo-
noide inverso de Mdbius, sin embargo, bajo ciertas condiciones lo hara. En ese sentido se definen
los monoides inversos de tipo Mdbius, y el objetivo de este trabajo es estudiar la estructura de estos

monoides mediante triplas de McAlister.

En el primer capitulo mencionamos ciertos conceptos basicos de la teoria de semigrupos inversos
y de grupos topoldgicos, que seran de utilidad a la hora de establecer ciertos resultados. En el ca-
pitulo dos empezamos presentando el monoide inverso de Mdbius y ciertos resultados relacionados
con este, los cuales seran la base de este trabajo. Teniendo en cuenta estos resultados, se empieza
a construir un monoide a partir de la acciéon de un grupo sobre un espacio topolégico, para poste-
riormente definir los monoides inversos de tipo Mdbius. Finalmente se presenta un estudio de tales
monoides, mostrando que efectivamente logran mantener las mismas propiedades del monoide in-
verso de Mdbbius. En ese sentido, lograremos mostrar que dado un monoide inverso de tipo Mébius,

se puede encontrar una tripla de McAlister tal que su P — semigrupo asociado sea isomorfo a él.

Trabajo de grado

Facultad ciencias. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Postdoctorado en ciencias.
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ABSTRACT

TITLE: INVERSE MONOIDS OF MOBIUS TYPE []
AUTHOR: LUIS AUGUSTO MARTINEZ SANCHEZ
KEYWORDS: INVERSE SEMIGROUPS, MCALISTER TRIPLE AND ENLARGEMENTS.

DESCRIPTION:

This paper consists essentially in presenting a generalization of the Mébius inverse monoid, based
on the action of a group on a Hausdorff topological space. From this, we associate an inverse monoid
that will not always preserve the structure of the inverse monoid of Mdbius, however, under certain
conditions it will. In that sense, the inverse monoids of the M&bius type are defined, and the objective

of this work is to study the structure of these monoids by McAlister triples.

In the first chapter we mention basic concepts on the theory of inverse semigroups and topological
groups, which will be useful when establishing certain results. In chapter two we begin by presenting
the inverse monoid of M&bius and some related results, which will be the basis for this work. With
these results in mind, we start the construction of a monoid beginning with the action of a group over
a topological space to later define the Mdbius inverse monoids. Finally we study such monoids sho-
wing that they actualy maintain the same properties of the Mébius inverse monoid. In that sense, we
will be able to show that given a inverse monoid of Mébius type, a McAlister triple can be found such

that its associated P — semigroup is isomorphic to it.

Bachelor Thesis

Facultad de ciencias. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Postdoctorado en ciencias.
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INTRODUCCION

Una transformacion de Mobius es una funcién de la forma

b
f(z) = %, donde a,b,¢,d,z € C, son tales que ad — be # 0.

Notemos que para ¢ # 0, la funcién f no estéd definida en todo C, pero tenemos
que f : C — {=%} — C — {%} es una biyeccion, esto es, f es una biyeccién entre
subconjuntos de C. En este caso decimos que f es una biyeccion parcial de C. El
conjunto de todas estas biyecciones es denotado por I(C), y es llamado el monoide

inverso simétrico de C.

Como veremos en el Ejemplo2.1.1] es posible mostrar que las transformaciones de
Méobius surgen al intentar restringir a C la accion topoldgica global A : PGLy(C) x
C* — C* dada por

az+b

a b cz+d’
A C(GLs(C)), = | =
¢ d , Siz=o00

Stz # 00

ol

Donde PG Ly (C) es el cociente de G L,(C) por su centro.

En , Lawson trabaja con T' C I(C) el conjunto de todas las transformaciones de
Maobius, y con M, el monoide inverso compuesto por las composiciones finitas de
elementos de 7. Lawson logra demostrar que a pesar de que M no es isomorfo al
producto semidirecto de un semirreticulo por un grupo (ver Seccién [1.2), es posible

encajarlo en esta clase de estructuras. Ademas, logra encontrar una tripla de McA-

T M. LAWSON. “The Mébius Inverse Monoid”. En: Journal of algebra 200 (1998), pags. 428-438.



lister (G, X,Y") de tal forma que P(G, X,Y) = M.

En este trabajo, el objetivo es estudiar el trabajo realizado en H donde se consi-
dra cuaquier accién topolégica global A : G x X — X de un grupo discreto G
sobre un espacio Hausdorff X, y a partir de esta, encontrar monoides inversos que
generalicen las caracteristicas del monoide inverso de Mdbius. En ese sentido, se
restringe de manera usual la accién A a Y C X abierto y denso. Con lo cual, a
cada homeomorfismo ¢* : X — X determinado por la accién A asociamos un nuevo

dominio
dom(g) :={yeY: g-yeY}=YngL(Y).

Como resultado de esto, obtenemos un conjunto que pretende tomar el papel de T,

a saber:
Part(G,Y) == {g"|aom(y) : 9 € G}.

Siguiendo la misma idea de Lawson, consideraremos a (Part(G,Y)), el generado
de Part(G,Y) C I(Y). El cual, bajo ciertas condiciones lograra generalizar la es-
tructura del monoide inverso de Mébius. En ese caso diremos que (Part(G,Y)) es

un monoide inverso de tipo Mobius.

Finalmente, al igual que Lawson en E], se encuentra una tripla de McAlister (G, X,Y)
tal que (Part(G,Y)) = P(G, X,Y).

2 K. CHOI e Y. LIM. “Inverse Monoids of Mébius Type”. En: Journal of algebra 223 (2000),
pags. 283-294.
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1. PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es presentar algunas nociones basicas de la teoria de
semigrupos inversos, como fundamento tedrico para este trabajo. A pesar de que
solo nos centraremos en los semigrupos inversos, existe toda una teoria que se en-

carga de estudiar solamente los semigrupos, como se puede ver en [

1.1. SEMIGRUPOS INVERSOS

Definiciéon 1.1.1. Sean X y Y dos conjuntos, una funcién parcial de X en Y es
una funcién de un subconjunto de X en un subconjunto de Y. Aquellas funciones

parciales que ademas son biyecciones, son llamadas biyecciones parciales.

Ejemplo 1.1.1. Sean a,b,¢,d € C con ad — bc # 0, y considere « : C — C definida
por a(z) = (az + b)/(cz + d) , entonces « sera una funcién parcial cuando ¢ # 0,
pues a su dominio no pertenecera el elemento —d/c y a su rango no pertenecera
a/c. Como mencionamos anteriormente, este tipo de funciones son conocidas como
transformaciones de M@obius. Si ¢ = 0, simplemente tenemos que dom(«) = C.
Ademas, note que « es una biyeccion, y su inversa estd dada por o' : C — {¢} —
C — {=¢} definida por a7'(z) = _djija de donde o' es también una transformacién
de Mobius. Por tanto, las transformaciones de Mdébius son biyecciones parciales de
C.

Definicion 1.1.2. Sea S un semigrupo, un elemento e € S se llama idempotente si

ee = €.

3 J. HOWIE. An Introduction to Semigroup Theory. Academic Press, 1976.
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Definicién 1.1.3. Un semigrupo S es llamado semigrupo inverso si cumple lo si-

guiente:

1. S es regular. Esto es, para todo elemento a € S existe un elemento b € S

llamado inverso de a tal que a = aba y b = bab
2. Los elementos idempotentes de S conmutan
Dado un semigrupo S, el conjunto de los idempotentes de S sera denotado por E(5).

Lema 1.1.1. Sea S un semigrupo regular, entonces paracadaa € Sy a=! € S un

inverso de a se tiene que aa™!,a"ta € E(S).

Demostracién. Sea a € Sy a~! € S un inverso del elemento a, entonces te-

nemos que (aa ')(aa™t) = a(ataa™t) = aa™!, del mismo modo, (¢ ta)(a"ta) =

(ataa™a = a a. O

La siguiente proposicidon nos da una caracterizacion de los semigrupos inversos.

Proposicion 1.1.1. Sea S un semigrupo regular. Los idempotentes de S conmutan

si y solo si, cada elemento de S tiene un Unico inverso.

Demostracion. Suponga que los idempotentes de S conmutan, y tome a € S tal que

by p son inversos de a. Note que ab, ba, ap, pa son idempotentes de S. Por tanto,

b = bab = b(apa)b = (ba)(pa)b = (pa)(ba)b = pab = (pap)ab = p(ab)(ap) = pap = p.

Suponga ahora que cada elemento de S tiene un Unico inverso, y sean ¢ y r en
E(S). Lo primero que se hace es ver que existe un inverso idempotente de ¢r. Co-
mo S es regular, sea = = (qr)’ el inverso de ¢r. Considere rxzq, entonces se tiene
que

(rzq)? = (rxq)(rzq) = r(xqra)q = ruq,

luego rxq es idempotente. Ademas,

12



(req)(qr)(req) = r(zqra)q = reqy (qr)(req)(qr) = qreqr = qr,

de donde rzq es un inverso de ¢r que es idempotente.

Como = = (qr) y rxq son inversos de gr, entonces x = rxq y x es idempotente.
Ahora, = es su propio inverso ya que es idempotente, pero ¢r también es inverso de
x, asi x = qr y por tanto ¢qr es idempotente. Con esto se tiene una cerradura de los
idempotentes bajo la multiplicacion, luego rq también es idempotente. Finalmente,
qr = qrqr = qr(rq)qr y rq = rqrq = rq(qr)rq, luego gr y rq son ambos inversos de

rq, asi qgr = rq. N

De la proposicién anterior, tenemos que los semigrupos inversos son precisamente
los semigrupos regulares donde cada elemento tiene un Unico inverso. Es decir,

para cada s € S existe un Unico s™' € Stalque s = ss7lsy st = s7lsst,

Ejemplo 1.1.2. Sea G un grupo con identidad 1, sea P;(G) el conjunto de todos los

subconjuntos finitos de G que contienen a 1. Defina
GR={(A,g9) € P(G)x G : g€ A}
con multiplicacion (A, g)(B,h) = (AUgB,gh)para A,B € P(G)yge€ A, h € B.
Es posible ver que G* es un monoide inverso con esta operacion. En efecto, cla-

ramente la operacion es asociativa y ({1},1) es la identidad de G¥. Ahora, sea

(A, g) € Pi(G), tenemos que (g~'A4, ¢~ ") € G y ademés se cumple que

(A, 9)(g7 A, 97N (A 9) = (A, 1)(A,g9) = (A, g).

Del mismo modo

(97'A, g (A g) (g7 ' A g ) = (97'Ag7h).

13



Asi, cada elemento tiene su propio inverso. Para identificar los elementos idempo-
tentes, notemos que (A4, g) es idempotente si y solo si ¢ = 1. De esto se tiene que

los idempotentes conmutan. Pues si (A,1) y (B, 1) son idempotentes, entonces
(A, 1)(B,1) = (AU B, 1) = (B,1)(A,1).

Asi, G es un monoide inverso. Este es conocido como la Expansion de Birget-
Rhodes de G.

Observacion: Sea G un grupo topoldgico (ver Definicion [1.3.3), si en el ejemplo
anterior cambiamos la condicidn de finitud por la de compacidad, es posible definir

un monoide inverso que contiene a G%. A saber:

GE={(Ag) € Ci(G) xG:ge A}

[

donde C4(G) es el conjunto de todos los subjuntos compactos de G que contienen
1.

A continuacién presentamos un semigrupo inverso que sera muy utilizado en el ca-

pitulo siguiente.
Ejemplo 1.1.3. Sea X un conjunto, defina
I(X)={f:A— B| f esbiyectivay A, B C X}.

El conjunto de todas las biyecciones parciales de X. Considere sobre este conjunto
la composicion usual de funciones, y veamos que (1(X), o) es un semigrupo inverso,
mas aun, un monoide inverso. Este semigrupo es conocido como Monoide inverso

simétrico de X.

Note que dadas f,g € I(X), entonces dom(f o g) = g '(dom(f) Nim(g)), y que
im(f og) = f(dom(f) Nim(g)). Luego f o g es una biyeccién de su dominio so-

bre su imagen, y por tanto estaria en I(X). Se tiene la existencia del inverso para
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cada funcién, pues estas son biyectivas. Ahora, la conmutatividad entre elementos
idempotentes se da, pues podemos ver que f € I(X) es idempotente si y solo si
[ = Liom(p)- En efecto, sea f : A — B un elemento de /(X) tal que f* = f, entonces
B C A, ademas, (f~')? = f!, luego A C B. Asi, A = B. Tome ahora i € A, enton-
ces f(z) =i paraalgun x € A,y por hipétesis, f(x) = f(f(x)), es decir, i = f(i). Por
tanto, f = Liom(y)-

A continuacion definiremos una de las relaciones de orden mas importantes que se
puede establecer en los semigrupos inversos, y que en los grupos solo seria la re-

lacién de igualdad.

Sea S un semigrupo inverso y a,b € S, entonces
a<b< a=>bf paraalgun f € E(S).
Veamos algunas propiedades de la relacion <.

Proposicion 1.1.2. Sea S un semigrupo inverso. Sean a,b € S, y < la relacién

definida anteriormente, entonces las siguientes son equivalentes:
1. a <b.
2. a=-ebparaalgune € E(95).
3. a7t <bhL.
4. a = aa"'b.

5. a = bala.

Demostracion. (1) = (2) Tenemos que a = bf, con f € E(S), entonces se tiene
que a = bb~'bf = bfb~*b = pbdonde p = bfb~! es idempotente pues bf (b=1b) fb~! =
b(b~'b) b~ = bfb 1.

15



(2) = (3) Comoa=-cebentoncesa™! =bte ! =b lepuese=ce".

(3) = (4) Suponga que a~! = fo=! con f € E(S), entonces a = bf = bb~'bf =
bbb = (bf)(f1b1)b = aa~'b.

(4) = (5) Ya que a = aa~'b entonces tenemos la cadena de igualdades:
a=aa b0 = bb~raa b = b(b~taa"t) (aa"tb) = bata.

(5) = (1) Inmediato pues a'a es idempotente. O

Ejemplo 1.1.4. Considere un conjunto X y el monoide inverso simétrico 7(X). Ya
vimos que ¢ es un idempotente de I(X) siy solo si t = Im. Sean f,g € 1(X),
entonces f < g si y solo si existe un idempotente p de I(X) tal que f = po g. Por
tanto, si x € dom(f), entonces f(z) = p(g(z)) = g(x), es decir, f(x) = g(z) para todo
x € dom(f), y portanto, g es una extensién de f, pues dom(f) = dom(pog) C dom(g).
Es decir, dadas f,g € I(X), f < g siy solo si g es una extensién de f. Debido a

esto, la relacion < sobre (X)) se denotara por C.

Definiciéon 1.1.4. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado, y sea @ C P,

decimos que () es ideal de orden de P si cuando a < b, con b € @, entonces a € Q.

Ejemplo 1.1.5. Sea S un semigrupo inverso. Como veremos en la siguiente propo-
siciébn < es un orden parcial sobre S. Sea a € S. Defina [a] = {s € S : s < a}.

Entonces [a] es un ideal de orden de S.
Proposiciéon 1.1.3. Sea S un semigrupo inverso;
1. Larelacion < es un orden parcial en S.

2. Sean a,b € E(5), entonces a < b sii a = ab = ba.

16



3. Sis<tyq<rentonces sq < tr.
4. E(S) es ideal de orden de S.

Demostracion. (1) Claramente < es reflexiva. Veamos que es antisimétrica; sia < b
y b < a. Por (4) de la proposicién anterior, a = aa~'b = aa bbb = bb~laa b =
bb—ta = b. Veamos ahora que la relacion es transitiva; sean a,b,c € Stalesque a < b

y b < ¢, entonces a = (aa"'bb~')c = fcasi, a < ¢, yaque f es idempotente.

(2) Sia < b, entonces a = aa"'b = aab = ab = ba. Reciprocamente, si a = ab

comob € E(S), a <b.

(3) Tenemos que existen f; y fo en E(S) tal que s = tf; y ¢ = for, entonces,
sq = tfifor = tfiforr=tr = trr=Lfi for = tr(r~'fr). Donde f = fifo. Asi, sq < tr.

(4) Sean s € Sy e € E(S) tal que s < ¢, entonces s = ss'e, luego s es idem-

potente. =

El orden < del que se ha venido hablando, se conoce como orden parcial natural
de S.

Ahora que tenemos definido el orden parcial natural, podemos hablar de una clase
de semigrupos inversos que seran mencionados mas adelante en este trabajo. Nos
referimos a los monoides inversos factorizables. Antes de definir tales semigrupos,
recuerde que dado un monoide S, el grupo de unidades de S esta compuesto por

todos los elementos invertibles de S. Este grupo es denotato por U(S).

Definicion 1.1.5. Un monoide inverso S es llamado factorizable, si para cada s € S

existeunt e U(S) tal que s < t.

17



Es posible probar que (X)) es factorizable si y solo si X es finito. Ademas, si X es
infinito, se puede mostrar que existe un monoide inverso factorizable F' tal que /(X))
puede ser encajado en F'. Teniendo en cuenta lo anteriormente dicho y el siguiente
teorema, podemos probar que todo semigrupo inverso puede ser encajado en un

monoide inverso factorizable.

Una demostracion del siguiente teorema se puede encontrar en ﬂ

Teorema 1.1.1. (Teorema de representacion) Sea S un semigrupo inverso, enton-

ces existe un conjunto X y un homomorfismo inyectivo 0 : S — I(X) tal que

a < bsiysolosif(a) C 0(b) paracada a,b € S.

Teniendo en cuenta el teorema de representacion, y las observaciones hechas an-
teriormente, podemos cocluir que cada semigrupo inverso puede ser encajado en

un monoide inverso factorizable.

Usando la parte (2) de la Proposicion(1.1.2, veamos que el conjunto de idempotentes

de un semigrupo inverso conforma un semirreticulo inferior.

Proposicion 1.1.4. Sea S cualquier semigrupo. Sobre E(S) considere la siguiente

relacién:
a<b& a=ab=ba

Entonces < es un orden parcial en E(S). Si S es un semigrupo inverso, tenemos

que (E(S), <) es un semirreticulo inferior.

4 M. LAWSON. Inverse semigroups, The Theory of Partial Symmetries. World Scientific Publishing,
1998.
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Demostracion. Claramente < es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Ahora, para ver
que (E(S), <) es un semirreticulo inferior, siendo S un semigrupo inverso, sean a, b €
E(S) y veamos que ab = a A'b. Como ab = (ab)a = a(ab) y ab = (ab)b = b(ab)
entonces ab < a,b. Sea ¢ € E(S) tal que ¢ < a,b, entonces ¢ = ac = (ab)c, asi

mismo, ¢ = cb = c¢(ab). Luego ¢ < ab. O

Sea S un semigrupo inverso, sabemos que sia € Sy e € E(S) tal que a < ¢, en-
tonces a € E(S). Pero no necesariamente se tiene que si e < a entonces a € E(S),
esto se puede ver si tomamos S = I(X), para algun conjunto X. En efecto, sea X =
{a,b,c,d}. Defina f : {a,b} — {a,b} como la identidad de {a,b},yseag: X — X
tal que g(z) = f(x) para cada z € {a,b} y g(c) = d,g(d) = c. Tenemos que f es

idempotente, y f C g, pero g no es idempotente.

Teniendo en cuenta lo anterior, definimos los semigrupos inveros E — unitarios.

Definicion 1.1.6. Sea S un semigrupo inverso, entonces S es llamado E-unitario si

cuando a es un idempotente y a < b entonces b también es un idempotente.

Ejemplo 1.1.6. Veamos que G es E—unitario. Sea (A, 1) idempotente de G7, y sea
(B,g) € G" tal que (4,1) < (B, g), entonces (4,1) = (4,1)(4,1)(B,g) = (AU B, g),
luego g = 1y (B, g) es idempotente.

Es el momento de mencionar ciertas relaciones de equivalencia que se pueden defi-
nir sobre los semigrupos inversos. En primer lugar, teniendo en cuenta la propiedad

(3) de la Proposicién|1.1.3, definimos las relaciones compatibles.

Definicion 1.1.7. Sea S un semigrupo y « una relacién definida en S. Decimos que
« es compatible a izquierda con la multiplicaciéon de S, si para cada s € Sy para
cada (a,b) € a se tiene que (sa, sb) € «. La definicion de ser compatible a derecha
es analoga. Ademas, « es llamada compatible si para (a,b) y (c,d) en «, se tiene

que (ac, bd) € a.
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Una clase particular de relaciones compatibles definidas sobre semigrupos inversos,

son las congruencias. A continuacion hablaremos de esta clase de relaciones.

Definicién 1.1.8. Sea S un semigrupo y p un subconjunto de S x S, decimos que
p €S una congruencia a izquierda (derecha), si p es una relacién de equivalencia y
es compatible a izquierda (derecha). Ademas, p es llamada congruencia, si es una

relacién de equivalencia y compatible.

Proposicion 1.1.5. Sea S un semigrupo y p una relacion de equivalencia en S, p
€S una congruencia en S si y solo si p es congruencia a derecha y congruencia a

izquierda.

Demostracion. Si p es una congruencia, directamente se tiene que es congruencia
a izquierda y a derecha. Supongamos que p es una congruencia a izquierda y a
derecha, veamos que es una congruencia. Sean (a,b), (¢,d) € p, queremos ver que
(ac,bd) € p. Tenemos que (ac,bc) € p por ser congruencia a derecha. y tenemos
que (bc,bd) € p por ser congruencia a izquierda. Como p es transitiva, entonces
(ac,bd) € p. O

Las congruencias sobre los semigrupos inversos cumplen el papel analogo de los
subgrupos normales en los grupos, ya que si p una congruencia sobre un semigrupo
S, entonces es posible dar estructura de semigrupo al conjunto cociente S/p de

manera natural, tomando a,b € Sy definiendo:

p(a) - p(b) = p(ab).

Podemos ver que esta operacion esta bien definida por el hecho de que p es una
congruencia. En efecto, sean @ = by ¢ = d, veamos que ac = bd. En efecto, ya que
(a,b),(c,d) € p se tiene que (ac,bd) € p, esto es ac = bd. Ademas, es facil ver que

(S/p,-) es un semigrupo.
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Proposicién 1.1.6. Si p es una congruencia en un semigrupo S, entonces la funcién

p* S — S/p definida por
xr—=T(xeSs)

es un homomorfismo.
Por otro lado, si a : S — T es un homomorfismo, donde S y 7" son semigrupos,

entonces la relacion
ker(a) = {(a,b) € S x 5 : ala) = a(b)}

es una congruencia en Sy existe un monomorfismo g : S/ker(a) — T que satisface

Im(a) = Im(p) y el diagrama

S—=2—=T

ker(a)*l /

S/ ker(«)

es conmutativo.

Demostracion. Vemos que p* es un homomorfismo de semigrupos pues si s,t en
S, entonces p(st) = st =5 -t = p(s)p(t). Ahora, sea a : S — T un homomorfismo
de semigrupos, para ver que la relacion ker(a) es una congruencia basta mostrar
gue es compatible con el producto del semigrupo, pues trivialmente es una relacién
de equivalencia. En ese sentido, sean (a,b), (c,d) € ker(«a), por definicion se tiene
que a(a) = a(b) y a(c) = a(d), entonces a(ac) = a(a)a(c) = a(b)a(d) = a(bd). Asi
(ac,bd) € ker(a).

Finalmente, defina:

B:S/ker(a) = T

s —als)
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Podemos ver que 3 es homomorfismo pues si @, b € S/ker(a), entonces:
B@-b) = B(ab) = a(ab) = a(a)a(b) = H(a)B(b). Ademas, (5 o ker(a)*)(s) = A(5) =
a(s) paracada s € S, luego el diagrama anterior es conmutativo. Por ultimo, Im(a) =
Im(B) yaque t € Im(a) siy solo sit = afi) para algin i € S, siy solo si 3(i) =
ali) =t

[

A continuacion, nos centraremos solamente en las congruencias que se pueden
establecer sobre semigrupos inversos, y que estan relacionadas con el orden parcial
natural. En ese sentido, sea S un semigrupo inverso. La relacién de compatibilidad

a izquierda es definida por
a~beab e B(S).
La relacion de compatibilidad a derecha es definida por
a~.bealbe E(S).
Finalmente, la relacién de compatibilidad es definida por
a~bsab ™t € E(S)yatbe E(S9).

Definicion 1.1.9. Sea S un semigrupo inverso y A C S no vacio, decimos que A
es compatible si cada uno de sus elementos son compatibles, es decir, para cada

a,b € A se tiene que a ~ b.

La coleccién de todos los subconjuntos compatibles de un semigrupo inverso tiene

ciertas propiedades que son comentadas en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.7. Sea S un semigrupo inverso, un subconjunto A de S es llamado
permisible si es compatible, y es un ideal de orden. Denotemos por C(S) al conjunto

de todos los subconjuntos permisibles de S'y veamos que C(S) con la operacién

AB ={ab:a€ Abe B} paracada A, B € C(95)
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€S un semigrupo inverso.

En primer lugar, mostremos que esta operacion esta bien definida. Sean A, B €
C(S), veamos que AB € C(S). Note que sie € E(S) y a € A, entonces ea € A.
Veamos que AB es un ideal de orden; en efecto, seac € Sy ab € AB tal que ¢ < ab,
entonces por la Proposicion tenemos que ¢ = cctab = (ea)b € AB pues
ea € A por lo dicho anteriormente. Es facil ver que AB es un subconjunto compati-
ble de S, por tanto AB € C(S).

Como S es un semigrupo, entonces C(S) también sera un semigrupo. Veamos aho-
ra que C(S) es un semigrupo inverso. Sea A € C(95), defina A™! = {a™' : a € A},
veamos que A = AA'Ayque A~! = A71AA-!. Es claro que A C AA~'A, veamos
que AA™'A C A;seaab'c € AA 1A, como A es compatible, entonces ab~! € E(.9),

y como c € A, se tiene que ab~lc € A.

Por ultimo mostremos que los idempotentes de C(S) conmutan. En primer lugar,
note que si A es un idempotente de C(S), entonces A C E(S), pues sia € A, en-
tonces a = b, con b, c € A, por tanto, como a = aa"'a, entonces a = (ac™)(b~ta) y
ya que A es compatible, entonces a € E(S). Asi, el hecho de que los idempotentes

conmuten es trivial, pues S es semigrupo inverso.

Veamos que si S es E — unitario, entonces C(S) también lo es. En primer lugar,
veamos como se comporta el orden paricial netural sobre C(S). Sean A, B € C(S)
tal que A < B, entonces A = AA~'B, como B es ideal de orden, tenemos que
A C B. Recipricamente, sea que A C B, veamos que A = AA~'B. En efecto, sea
a € A, entonces a = aa"'a € B. Sea ab~'c € AA~'B, como B es compatible, en-

tonces b~'c es idempotente. Por tanto, a(b'c) < a, y ya que A es ideal de orden,

23



ab~'c € A. En conclusiéon, A < B siy solosi A C B.

Suponga que S es unitario. Tome A € E(C(S))y B € C(5) tal que A < B, vea-
mos que B C E(S) y asi concluimos que B € E(C(S)). En efecto, tome b € B, como
B es compatible, entonces b ~ « para cualquier a € A, entonces ab~! es idempo-
tente, y por tanto, ab='b < a,b. Como a € E(S), y E(S) es ideal de orden, entonces
ab~'b € E(S),y como S es E —unitario, entonces b € E(S) que es lo que queriamos

probatr.

El siguiente es un resultado que se usara mas adelante.

Proposicion 1.1.7. Sea S un semigrupo inverso, y a,b € S, entonces:
1. a~ bsiiexisteaAby (aAb)"HaAb) =a tab™th.
2. a~, bsiiexisteaAby (aAb)(aAb)™' =aa™tbb™L.

3. a ~ bsii existe a A btal que (a Ab)"(a AD) = atab™'b, y ademads se tiene que
(aAb)(aNb)™! =aa b~

Demostracion. (1). Ya que a ~; b, por definicion ab™' € E(S), defina r = ab™'b,
entonces r < a, b. Veamos que r es la maxima cota inferior. Sea p < a, b, asi pp~! <
ab~t,dedondep < ab~'b =r,yr = aAb,ademas, r—'r = a~tab~'b. Reciprocamente,
ya que existe a A b, entonces (a Ab)~! < a7, luego (a A b)"Ha Ab) < a”'h, esto
es, atab™'b < a7, asi, ab™! < aa'0b™' € E(S). Por tanto, ab~! € E(S). Las

demostraciones de (2) y (3) son andlogas. O

Definimos ahora una de las congruencias mas importantes, la cual esta relacionada

con la relacion ~ cuando el semigrupo inverso es £ — unitario.

Considere un semigrupo inverso S, y defina sobre él la siguiente relacion
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(a,b) € 0 & c<a,bparaalgince S
Proposicion 1.1.8. Sea S un semigrupo inverso, entonces
1. o es la congruencia mas pequefa que contiene la relacion de compatibilidad.
2. S/o es un grupo.
3. Si p es una congruencia en S tal que S/p es un grupo, entonces o C p.

Demostracion. Antes de empezar la prueba considere lo siguiente; tome ¢ € S,

defina
t]={seS:s<t}

En el Ejemplo 5 vimos que [t] es un ideal de orden. Veamos que [t] es compatible.
Sean c,d € [t], entonces cd~! < tt71, y por tanto ¢ ~; d. Del mismo modo se ve
que ¢ ~, d, y por tanto [¢] es un ideal de orden compatible, luego es permisible por

definicion. Sabiendo esto, iniciemos la demostracion.

(1) Veamos primero que o es una congruencia en S. Note que la reflexividad y sime-
tria de la relacion, son inmediatas. Veamos ahora la transitividad, sean (a, b), (b, c) €
o, entonces existen s, t € Stalque s < a,byt <b,c. Portanto, s,t € o(b), luego son
compatibles, y por la Proposicion|(1.1.7} s A t existe, asi, s At < a,c, luego (a,c) € o.
Es facil ver que ¢ es una relacion compatible con el producto de S. Vemos que ~ C o

pues si (a,b) € ~, entonces existe a A b luego (a,b) € o.

(2) Como o es una congruencia, entonces S/o es un semigrupo. Veamos que S/o
tiene un elemento identidad. Sea e € E(S), veamos que para todo o(a) € S/o,
o(a)-o(e) =0(a) =0(e)-o(a). Seax € o(ae), entonces existe t € S tal que t < ae, z,

entoncest < z,a, asiz € o(a). Sea ahora x € o(a), entonces existe ¢t tal que ¢t < a, z,
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entonces te < aey te <t < x, luego = € o(ae). Debemos ver que solo hay un ele-
mento identidad, y esto se tiene ya que sie, f € E(S), o(e) = o(f), pues ef < e, f.
Ahora, sea o(a) € S/o, entonces o(a)o(a™!) = €, pues aa~! es idempotente. Asi,

cada elemento tiene inverso, y S/o es un grupo.

(3) Sea p una congruencia en S tal que S/p es un grupo, veamos que ¢ C p. Ya que
S/p es un grupo, p(e) = p(f) para cualesquiera e, f € E(S). Pues el elemento iden-
tidad es Unico. Veamos entonces que ~C p. Sea (a,b) € ~, entonces ab~! € E(S),
luego p(ab™t) = p(bb~1), asi, p(ab=')p(b) = p(bb~')p(b), de donde p(a) = p(b). Por la

parte (1) se tiene que o C p. O

La congruencia o es llamada la minima congruencia de grupo.

A continuacién, definimos los semigrupos F' — inversos, los cuales, como veremos

posteriormente, son monoides inversos £ — unitarios.

Definicion 1.1.10. Un semigrupo inverso es llamado F-inverso, si cada o — clase

tiene supremo.

Un ejemplo sencillo de monoide F — inverso, es la expansion de Birget-Rhodes G#

de un grupo G, como veremos a continuacion.

Ejemplo 1.1.8. Sea G un grupo, y considere G*. Sea (A,g) € G, veamos que
({1,¢},9) es el supremo de o (A4, g). Sea (B, h) € o(A, g), entonces existe (C,t) € G"
tal que (C,t) < (A,g),(B,h) y portanto t = h = g. Asi, (B,g) < ({1,9},9) pues
{1,¢} C B. Por ultimo, note que (T, p) es otra cota superior de (A, g), en particular
(4,9) < (T,p)dedonde g =py (T,9) < ({1, 4}, 9).

Como mencionamos anteriormente, la congruencia o esta relacionada con ~ ba-
jo ciertas condiciones sobre el semigrupo. Para ver esta relacion de manera mas

amplia, veamos la siguiente definicion:
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Definicién 1.1.11. Sea S un semigrupo inverso, una congruencia p en S es llamada
idempotente pura si cuando (a,e) € py e es idempotente, entonces a es idempoten-

te.
Proposicion 1.1.9. Una congruencia p es idempotente pura siy solo si p C ~.

Demostracion. Suponga que p es idempotente pura, y sea (a,b) € p, tenemos en-
tonces que (ab™!,bb71) € p, y como p es idempotente pura, a ~; b. Del mismo modo
podemos ver que a ~, b,y asi a ~ b.

Suponga que p C~. Tome e € E(S)y a € S tal que (a,e) € p, entonces (a,¢) € p

y (e,a"ta) € p. Asi, (a,a™'a) € p, y yaque p C~, entonces aa 'a = a € E(9). O
Con esto en mente, veamos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.10. Sea S un semigrupo inverso, entonces las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

1. Ses E — unitario.

3. o es idempotente pura.
4. o(e) = E(S) para cualquier idempotente e.

Demostracion. (1) = (2) Solo hace falta ver que ¢ C~. Sea (a,b) € o, entonces
existe v € S tal que uu~! < ab™?, asi (a,b) €~;. De manera similar, (a,b) €~,. Las

demas equivalencias son inmediatas.

(2) = (3) Por la Proposicion es inmediato.

(3) = (4) Seae € E(S), tenemos E(S) C o(e) pues si f € E(S), entonces fe <e, f.

La otra contenencia se tiene pues o es idempotente pura.
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(4) = (1) Seae € E(S)y a € S tal que e < a, entonces (a,e) € oy por tanto
a€ E(9). O

A continuacion mencionamos las relaciones de Green, las cuales se pueden definir
sin que los semigrupos sean inversos. Estas relaciones se utilizaran en la segunda

parte de este trabajo.

Definicion 1.1.12. Sea S un semigrupo inverso, definimos las relaciones L y R como

sigue:
(a,b) e Lsiiata=0b"'b a,be S,
(a,b) € Rsiiaa™! = bb~.

Note que L y R son relaciones de equivalencia, y si se toman (a,b) € L,y c € S,
ya que a 'a = b 'b, tenemos que ¢ 'a"tac = ¢ b lbe, de donde (ac,bc) € L. Es
decir, L es congruencua a derecha. Del mismo modo se puede probar que R es

congruencia a izquierda.

Notacion: Dado S un semigrupo inverso y T una relacién de Green, denotamos

por T, a la clase de equivalencia del elemento a, para cada a € S.

Definimos ahora la relacion de Green D como la relacién de equivalencia mas pe-

quefa que contiene tanto a L como a R.

Proposicion 1.1.11. Sea S un semigrupo inverso, la relacion de equivalencia mas

pequefa que contienealLya Res LoR= Ro L.

Demostracion. Claramente, L o R es una relacion de equivalencia. Note que si
(a,b) € L, entonces (a,b) € Lo R, pues (b,b) € R, de donde L C L o R. De ma-

nera analoga se tiene que R C L o R. Ahora, suponga que p es una relacion de
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equivalencia tal que L, R C p. Sea (a,b) € L o R, entonces existe un ¢ € S tal que
(a,c) € Ly (c,b) € R, yaque p es transitiva, (a,b) € p. Veamos que LoR = RoL. Sea
(a,b) € Lo R, entonces existe r tal que a™'a = r'ry rr=! = bb~!. Sea p = ar 1,
entonces tenemos que aa~! = pp~!, p~'p = b~1b. Por tanto, (a,b) € Ro L. De manera
similar, Ro L C Lo R. l

Las relaciones L y R dan paso a la siguiente definicién.

Definicion 1.1.13. Sea ¢ : S — T un homomorfismo entre semigrupos inversos, y
sea K unarelacion de Green, decimos que 0 es K —inyectivo sipara cada e € F(S),

se tiene que 0

k. : Ko — Ky es inyectivo. Donde K. es la clase de equivalencia

gue contiene al elemento e. La definicion de K — sobreyectivo €s anéloga.

Proposicion 1.1.12. Sea ¢ : S — T un homomorfismo, las siguientes afirmaciones

sonequivalentes.
1. 6 es L — inyectivo.
2. 0 es R — inyectivo.
3. Sif(a) es idempotente, entonces a es idempotente.
Demostracion. (1) = (2) Sean e € E(S) y a,b € R, tal que 6(a) = 6(b). Entonces

O(a™t) =0(b71), y por la L — inyectividad, a=* = b~1, luego a = b.

2) = (3) Note que a € R,,—: ue (a) = 0(aa™'), asi, a = aa~' y a es idem-
(2) = (3) q ydq y

potente.
(3)= (1) Seae € E(S),y a,b e L, tal que 6(a) = 6(b), entonces O(ab~') es idempo-
tente y por tanto, ab~! € E(S). Teniendo en cuenta que (a,b) € L tenemos;

a=aata = (ab™')b < b. De manera andloga, b < a y tenemos que a = b. O

29



Con la proposicion anterior, es facil ver que un semigrupo inverso S es E — unitario
siysolosioc*: S — S/oes L — inyectivo. En efecto, si S es E — unitario, tomemos
a € S tal que o*(a) = o(a) es idempotente. Entonces o(a) = o(e) para cualquier
idempotente e. Como o es idempotente pura, entonces a € E(S), y por (3) de la
proposicién anterior o* es L — inyectivo. Reciprocamente, veamos que o es idem-
potente pura. Sea (a,e) € o, donde e € E(S), entonces o(a) es idempotente, y por
la proposicién anterior, esto implica que a € E(S), luego ¢ es idempotente pura.

Usando el comentario anterior, podemos probar ver que los semigrupos F —inversos
son E — unitarios ya que si e € E(S)y a,b € L, tal que o(a) = o(b), entonces el
supremos de las clases o(a) y o(b) coinciden, luego existe f € S tal que a,b < f.

Asi,a = fa la = fb='b = b. Luego o* es L — inyectivo.

1.2. PRODUCTO SEMIDIRECTO Y TRIPLAS DE MCALISTER

En esta seccidn definimos el producto semidirecto entre semigrupos inversos, el cual
sera fundamental en el desarrollo de este trabajo. Como veremos en esta seccién,
los productos semidirectos de semirreticulos por grupos son un ejemplo sencillo de
semigrupos inversos E — unitarios. Posteriormente hablaremos de las triplas de

McAlister y de la relacién que estas tienen con los productos semidirectos.

Producto semidirecto clasico
Considere dos semigrupos inversos 7'y K, con T actuando por endomorfismos
sobre K. Esto es, para cada t € T existe ¢, : K — K denotada por ¢;(k) =t -k, que

satisface:

1. ¢i(ab) = ¢¢(a) ¢(D).
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2. drula) = dy(pula)).

Ademas, si T tiene 1, ¢ satisface ¢;(a) = a paracadaa € K.

Se define el producto semidirecto clasico de K por T denotato por K « T como el

conjunto K x T, bajo la operacion:
(a,g)(b,h) = (a(g-b),gh) paracadaa,be Kyg,heT.

Vemos que la operacion anterior es asociativa pues si (a,g), (b,h),(c,i) € K x T,

entonces tenemos que

((a, 9)(b,h))(c,i) = (a(g - b), gh)(c,i) = (a(g - b)(gh - c),ghi) = (a g - (b(h - ¢)), ghi)
= (a,9)(b(h - c), hi) = (a, g)((b, h)(c,1)).

Ejemplo 1.2.1. Sea S un semigrupo inverso, y considere E(S) el semirreticulo de
idempotentes de S. Defina la operacién p : S x E(S) — E(S) dada por p(t,e) = tet™!
para cada (t,e) € S x E(S). Veamos que p satisface las condiciones 1y 2 de la
definicion anterior. En efecto, sea t € S y considere p; : E(S) — E(S), tenemos

entonces:
pi(ab) = t(ab)t™ = tt~Yabt™! = (tat=)(tbt™) = pi(a)p:(b).
La condicién 2 se ve de inmediato, pues
pin(a) = (th)a(th)™ = t(hah™)t™" = p,(pn(a)).

Note que (e,t) € E(S) x S es idempotente siy solo sit € E(S), y e < t. Por tanto,
los idempotentes no necesariamente conmutan. En efecto, sean (e, f), (h, g) idem-
potentes de F(S) x S, teniendo en cuenta que los idempotentes de S conmutan,

tenemos que (e, f)(h.g) = (efh, fg) ¥y (h,g)(e, f) = (egh, fg), pero no necesaria-
mente efh = egh. Por tanto no podra ser un semigrupo inverso.
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Como vimos anteriormente, el producto semidirecto entre semigrupos inversos no
necesariamente es un semigrupo inverso. Sin embargo, dando unas condiciones
mas especificas sobre T'y K, podemos mostrar que dicho producto si es un semi-

grupo inverso. Primero recordemos lo siguiente:

Definicion 1.2.1. Sea (X, <x) un conjunto parcialmente ordenado, un automorfismo
de orden de X es una biyeccion f : X — X tal que sia <x b, entonces f(z) <x f(y)

para cada x,y € X.

Sea T un grupo y K un semirreticulo, sin pérdida de generalidad, supongamos que
K es un semirreticulo inferior. Decimos que T actia sobre K mediante automor-
fismos de orden, si existe una accion p : T'x K — K tal que, paracadat € T

p: - K — K es un automorfismo de orden.

Note que si 7" actua mediante automorfismos de orden sobre K, entonces 1" actua
por endomorfismos sobre K. En efecto, la condicion 2 de la definicidén se satisface,

pues p es una accién. Veamos ahora que paracadat € T,y a,b € K se tiene que
t-(anb)=t-aNnt-b.

en efecto, vemos que t - (a A b) <k t-a,t-bpues T actia mediante automorfismos
de orden. Por tanto, ¢ - (a Ab) <k (t-aAt-b). Porotrolado, t='-(t-ant-b) <g (aAb),

por el caso anterior. Entonces, (t-aAt-b) <k t-(aAD).

Definimos el producto semidirecto del semirreticulo K por el grupo T, que en este
caso denotaremos por P(T, K), de la misma forma que describimos anteriormente,

es decir, el conjunto K x T' con la operacion
(k,t)(l,u) = (kA (t-u),tu) para cada (k,t),(l,u) € K x T

Proposicion 1.2.1. Sea G un grupo y Y un semirreticulo inferior, de tal forma que

G actua sobre Y por automorfismos de orden. Entonces P(G,Y) es un semigrupo
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inverso £ — unitario, con semirreticulo de idempotentes isomorfo a Y, tanto como
conjuntos parcialmente ordenados, como semigrupos inversos. Ademas, P(G,Y)/o

es isomorfo a G.

Demostracion. En lineas previas ya vimos que la opercidén es asociativa. Veamos

que cada elemento tiene inverso. En efecto, sea (k, g) € P(G,Y’), entonces tenemos:

(k,g)(g~" kg ")k, g) = (k, 1)(k,g) = (k,9).

también se tiene que

(67" kg (k9o kg™ = (07" B (g kg™ = (g7 - kg,

Por tanto, (k,g)' = (¢! -k, g7 ).

Note que (k,g9) € P(G,Y) es idempotente si y solo si ¢ = 1. Asi, tomando a
(k,1),(l,1) idempotentes, tenemos que (k,1)(l,1) = (kAL 1) = (INk, 1) = (I, 1)(k, 1).
De donde P(G,Y) es un semigrupo inverso. Ahora, suponga que (k,1) < (/,g) para
algun (1,9) € P(G,Y), entonces (k,1) = (kAl,g) dedonde g =1y ({, g) es idempo-

tente. Con esto tenemos que P(G,Y) es E — unitario.

Yaque E(P(G,Y)) =Y x {1}, entonces i : E(P(G,Y)) — Y definida por i(y,1) =y
para cada y € Y, es un isomorfismo de orden pues si (y,1) < (z,1), entonces
(y,1) = (y A z,1), luego y <y z. Ademas, también es un homomorfismo de semigru-

pos. En efecto, sean (y, 1), (z,1) idempotentes de P(G,Y), entonces

iy, Dz 1) =iy Az 1) =y Az =iy, 1) Ni(z, 1),
Solo nos falta mostrar que P(G,Y’)/o es isomorfo a G. Para ello, note que si toma-
mos (k, g), (I, h) en P(G,Y) tal que (k, g) < (I, h) entonces (k, g) = (kAL h) de donde
g = h. Asi, para cada (k,l) € P(G,Y) setiene o(k,l) = B x {l}, con B C K. Tenieno

en cuenta esto, se define:
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T:P(G)Y)loc—G
oly,9) —g

T es homomorfismo pues
T(o(k,g)o(l,h)) =T(c(kAg-l,gh)) =gh=T(c(k,g))T(c(l,h)).

Ya que claramente T' es sobreyectiva, veamos la inyectividad. Sean o(k, g),o(l, h)
en P(G,Y)/o tal que g = h, entonces tomando (k A [, g), tenemos que (kA l,g) <

(k,qg),(l,h) y las o- clases son iguales. O

Triplas de McAlister

Introduciremos el concepto de tripla de McAlister pues este sera fundamental en
este trabajo, ya que mediante este analizaremos la estructura de los Monoides in-

versos de tipo Mébius.

Sea G un grupo y X un conjunto parcialmente ordenado, supongamos que G ac-
tua sobre X mediante automorfismos de orden. Sea Y un subconjunto de X par-
cialmente ordenado por el orden inducido. Se dice que (G, X,Y’) es una tripla de

McAlister si se cumple lo siguiente:

1. Y es un ideal de orden de X, y un semirreticulo inferior.
2. G-Y =Y.

3. g-YNY #(Dparacadag € G.

Si (G, X,Y) una tripla de McAlister. Definimos

PG XY)={(y.9) €Y xG:g"-yeY}
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Teorema 1.2.1. Considere una tripla de McAlister (G, X,Y") y sobre P(G, X,Y’) de-

fina el producto:
(a,b)(c,d) = (aANb-c,bd)

Entonces P(G, X,Y’) es un semigrpo inverso E-unitario, con semirreticulo de idem-

potentes isomorfoa Y,y P(G, X,Y) /o es isomorfo a G.

Demostracion. Sean (a,b), (¢,d) € P(G,X,Y). Veamos que (a A b - ¢,bd) existe, y
(aAb-c,bd) estden P(G,X,Y). Yaque b 'a € Y, entonces existe r = cAb~ta'y cum-
ple que r < ¢,b~ta. Como G actia en X por automorfismos de orden, b-r < b - ¢, a.
Perob-r=b-(cAbla)=b-cAa,yyaquebr <a,br €Y.

Ahora veamos que d~'b! - (aAb-c) € Y. En efecto, comoa Ab-c < b-c, entonces
b '(anb-c)<c,yportantod b~ (aAb-c) <d'ceY,asi,d b (aNb-c)estaen

Y, pues Y es ideal de orden.

Sabemos que esta operacion es asociativa. Veamos que P(G, X,Y) es un semi-
grupo inverso. Sea (a,b) € P(G, X,Y), note que (b~'a,b7!) € P(G, X,Y) y satisface

que
(a,b) = (a,b) (b~ a, b= (a,b) y (b7ta, b)) = (b7 ra, b7 (a,b) (b~ a, b71).

Luego cada elemento de P(G, X,Y") tiene inverso.

Note que si (a,9) € E(P(G,X,Y)), entonces (a,g) = (a,9)(a,g9) = (a A ga,gg),
luego gg = ¢, y por tanto ¢ = 1. Reciprocamente, sea (y,1) € P(G, X,Y), enton-
ces (y,1)(y,1) = (y,1), luego E(P(G,X,Y)) = {(y,1) : y € Y}. De esto se tiene
inmediatamente que los idempotentes de P(G, X, Y) conmutan. Asi, P(G,X,Y) es
un semigrupo inverso. Ademas, utilizando la misma funcién de la demostracién de

la proposicidn anterior, es inmediato que Y es isomomorfo a E(P(G, X,Y)).
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Veamos que P(G,X,Y) es E — unitario. En fecto, sea (y,1) € E(P(G,X,Y))y
(a,9) en P(G,X,Y), tal que (y,1) < (a,g), entonces (y,1) = (y,1)(a,9) = (y Aa,g),
portanto g =1,y (a,g) € E(P).

Veamos que P(G, X,Y)/o ~ G. Por definicién, para todo (y,g) € P(G, X,Y)

o(y,9) = {(a,b) : (a,b)o(y,9)}

Note que (a,b) € o(y,g) siy solo si b = ¢. Ya que si (a,b)o(y, g), existe (s,t) tal
que (s,t) < (a,b),(y,9), luego t = b = g. Reciprocamente, si b = g, como Y es

semirreticulo inferior, (a Ay, g) < (a, g), (v, g). Sabiendo esto, defina:
T:P(GX,)Y))o—G
o(y.9) — g
Es facil ver que T'es monomorfismo. Veamos que es sobre; sea g € G, por definicion

g7 1Y NY +#£0,luego existe y € Y tal que (y,9) € P(G, X,Y),asi T(o(y,g9)) =g. O

Note que P(G, X, Y’) es un subsemigrupo inverso de P(G, X), cuando X sea una se-
mirreticulo inferior (para que P(G, X) esté definido), y que cuando X = Y, tenemos
que P(G, X,Y) = P(G, X). A continuacion describimos otras relaciones que hay en-
tre P(G,X)y P(G,X,Y), las cuales motivan una de las definiciones fundamentales

de este trabajo, la definicién de agrandamiento.

Proposicion 1.2.2. Sea (G, X,Y’) una tripla de McAlister, con X un semirreticulo

inferior, entonces se cumplen las siguientes:
1. E(P(G,X,Y)) es unideal de orden de E(P(G, X)).

2. Si(z,9) P(G,X) es tal que (z,9)(x,9)7 Y, (z,9) Y (x,g) € P(G, X,Y), entonces
(z,9) € P(G,X.Y).

3. Si (z,1) es idempotente de P(G, X), entonces existe un idempotente (y, 1) de
P(G,X,Y) tal que (z,1)D(y, 1).
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Demostracion. (1) Sean (y,1) y (x,1) idempotentes de P(G,X,Y) y P(G, X) res-
pectivamente, tal que (z,1) < (y, 1), entonces = < y, y como Y es ideal de orden,
r €Yy (x,1)esidempotente de P(G, X,Y).

(2) Sea (z,9) € P(G, X) que cumple la hipétesis. Ya que (z,g)(¢g7 ' z,97!) = (z,1) €
P(G,X,Y), entonces » € Y. Ademas, ya que (¢! -z, ') (z,9) = (¢! - 2,1) €
P(G,X,Y), entonces g~' -z € Y. De esto, (z,g9) € P(G, X,Y).

(3) Sea (z,1) idempotente de P(G, X), como (G, X,Y) es una tripla de McAlister,
G -Y = X, por tanto existeny € Yy h € G tal que h -y = z, por tanto, y = h™* - x.
Defina p = (x,h), entonces pp~! = (z,h)(h™' - z,h™ ') = (2,1), luego (z,1)R(z,h).
Ademas, p~'p = (h7' -2, k7Y (z,h) = (W' - 2,1) = (y,1). Luego (x, h)L(y,1). Asi,
(z,1)D(y,1).

1.3. GRUPOS TOPOLOGICOS

Ya que trabajaremos con el concepto de grupo topoldgico, utilizamos esta seccién
para dar algunos ejemplos de estos objetos matematicos. Para un estudio mas de-

tallado, se puede consultar |

Definicion 1.3.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico, una familia 5 C 7 es llamada

base de 7, siparacada U € 7, existe « C ftal que U = U A. En este caso, se dice

Aca
que 7 es generada por la base /.

Notacién: Sea X un conjunto no vacio, y S C P(X). Denotamos al conjunto com-

puesto de todas las intersecciones finitas de elementos de S, por S*.

5 T. HUSAIN. Introduction to topological groups. Saunders company, 1996.
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Definicion 1.3.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una familia » C 7 es subbase

de 7 si n* es base de 7.
Ejemplo 1.3.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, defina:
CL(X)={AC X : Aescerradoy A+ 0}
Sean U, U, - - - U, abiertos de X. Definimos:
(Ur,--,U,)={Ae€CL(X): AC OUZ-yAﬂUZ- # 0 para cada i € {1,2,---n}}
i=1

Veamos que 5y = { (Ui, - ,U,) : U; € T para cada 1} s base de alguna topologia
sobre C'L(X). Dicha topologia es conocida como Topologia de Vietoris, y CL(X)
es un ejemplo de hiperespacio.

Para ver que fy es base de alguna topologia, defina:
S={(X,U) : U es abiertode X} U{ (W) : W es abierto de X}.
Veamos que gy = S*. Sea (Uy,---,U,) € By. Note que:
Uy, -+, U,) = (X, U) N (X, Uz) N --- N (X, U,) N (U Uy ).

En efecto, sea A € (Uy,--- ,U, ), entonces ANU; # () paracadai € {1,2--- ,n}. Asi,
Ae (X,U;)paracadai e {1,2---n}. Ademds, A C O U;, por tanto, A € (U, U;).
Para probar que S* C Sy, primero veamos que la iné[:elrseccién de cualesquiera dos
elementos de S, pertenece a fy.

Caso 1. (X, U)N (X, V)= (X,U,V).

Caso2. (VN (W)= (VnW).

Caso 3. (X, U)N (V) =(V,VnU).

Sabiendo esto, solo falta verificar que la interseccion de dos elementos de anper-

tenece a fy. En efecto, sean (Uy,---,U,), (V1,---, Vi) en py. Sea U = UUZ-,
=1

k
V = J Vi, veamos que:

=1
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<U177Un>m<‘/177vk>: <UlmV77UnﬂV7‘/lmU7VkﬂU>

Sea A en la interseccion, entonces ANU; # () para cadai € {1,2---n} y A C
k
U%, por tanto, AN (U; NV) # 0, para cada i € {1,2,---n}. De manera andloga,

=1
AN(V;NU) # D paracadai € {1,2,---k}. Solo falta ver que
AC((UhUU,U---UU)NV)U((VLU---UV)NU)=UNV

Esto se tienepues A € (Uy,---,U,) N (V- V).

Seaque Ae (UyNV,---  U,NV,ViNU,---V,NU), entonces ANU; # () para cada
ie{l,2---n}yAnV,#(paracadaj e {1,2---k}. Ademas, también se tiene que
AC(UyU---UU)NV)U((VLU--- V) NU)=UNV,dedonde ACUyACV.
Con esto conluimos que el conjunto de todas las intersecciones finitas de S es fy.

Por tanto, 8y es base de una topologia sobre C'L(X).

Posteriormente daremos la topologia de Vietoris al conjunto compuesto por los sub-
conjuntos compactos de un grupo topolégico. Por ahora, definimos este objeto ma-

tematico.

Definicion 1.3.3. Un espacio topoldgico G que es también un grupo, es llamada

grupo semitopoldgico si la funcion:

gliGXG%G
(x,y) > zy Vr,ye G

es continua en cada variable por separado.
Por otro lado, G es llamado grupo topolégico si g; es continua en ambas variables

alavez,y la funcién:

ggiG—>G

x—x ! Ve e G
es continua.
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A continuacion mostramos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.3.2. Veamos que no todo grupo semitopoldgico es un grupo topoldgico.

Considere la recta R, y para cada = € R defina:
B, ={[z,z+ %) :n e N}
Defina
n={UCR: sixz €U existe B€ B, tal que BC U}

Es facil ver que 7; es una topologia sobre R. En efecto, Ry () estan en 7. Sea {U, }aea

una familia de elementos de 7. Para ver que U U,estaenr,sear € U U,, enton-
a€A aceA

cesz € U, paraalgun a € A, y por tanto existe n € N tal que [m,x+%] cu,C U U,.

a€eN
Ahora, sean U,V eT,y tomemos x € U NV, entonces existen TL,/{Z € N tal que

[z,2+ 3] CUY [z,2+4 ] €V, dedonde [z,z + —+] C UNV. El espacio topolégico

resultante se acostumbra a denotar R, y se llama recta de Sorgenfrey.

Considere a (R, +, ;). Veamos que f : R, x R, — R, definida por f(x,y) = = +y para
cada z,y € R, es continua. En efecto, sea (zy,y) € R, x R;, y sea U una vecindad
de o+ yo, asi, existe k € N tal que [zo+yo, To+ Yo+ 1) C U. Defina Uy = [xo, 20+ 57)
Yy Us = [yo, Yo + 5z ), €ntonces tenemos que f(U; x Us) C [zo + Yo, Zo + 4o + ) C U,
luego f es continua en todo punto. Asi, (R, +,7;) es un grupo semitopoldgico.

Veamos que g : R, — R, definida por g(z) = —z no es continua. En efecto, sea [0, 3)
una vecindad de cero, y sea U cualquier abierto de R, que contiene a 0, se tendria
entonces que [0, +) € U para algun k € N. Asi, f(U) no esta contenido en [0,3) y f

no sera continua en cero.
Para el siguiente ejemplo, recordemos la siguiente definicion:

Definicion 1.3.4. Sea [ : U C R" — R™, donde U es abierto de R". Decimos que f
es diferenciable en a € U, si existe una transformacioén lineal 7" : R* — R™, tal que
fla+h) = f(a) + T(h) +r(h), donde limy, .o 74 = 0.
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Observacion: Note que si f : U C R" — R™ es diferenciable en el punto a € U,
entonces es continua en a. En efecto, por definicion de diferenciabilidad se tiene que
fla+h) = f(a) +T(h) + r(h), donde T" : R™ — R™ es una transformacion lineal,
y limy,_o % = 0, por tanto, lim,_,o[f(a + h) — f(a)] = im0 T(h), pero como T es
una transformacién lineal definida en un espacio de dimension finita, entonces es
continua, en particular es continua en 0, de donde se tiene que lim;,_,o[f(a + h) —

f(a)] =0, luego f es continua en a.

Ejemplo 1.3.3. Veamos que GL,(R) = {A € M,(R) : det(A) # 0} es un grupo se-
mitopolégico con la topologia de R™. Primero veamos que f GL,(R) x GL,(R) —
GL,(R) dada por f(A, B) = AB es continua. Para ellos mostraremos que toda apli-
cacion bilineal ¢ : R" x R™ — RP es diferenciable. Sea (a,b),h = (u,v) € R" x R™,
tenemos que

w((a,b) + (u,v)) = @(a,b) = p(a+u,b+v) —p(a,b)

= p(a,b+v)+p(u,b+v)—¢(a,b) = p(a,v)+p(u, b)+¢(u,v) luego nuestro candidato
a ser el residuo es r(h) = ¢(u,v). Para ello deberiamos ver que lim;,_, % = 0.

Si llegara a existir ¢ € R tal que ||¢(u,v)|| < ¢||u|| ||v|| tendriamos que

Al < f| ]

h , h
151 = 11 < el <

¢ r(h) _
y limy,_.g T 0.

Veamos que realmente existe este c.

m

Seaqueu =" we;yv=>"_ vje;. Asi,

p(u,v) = (3270 wies, D05 vies) = D0 wi p 5y vj (e, €5).

Sea M=max{||¢(e;, e;)|| : 1 <i,5 < m}, con esto tenemos
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[lopCu, )| = 113255 wi 2oy w5 plen €| < 2oily il 225 [os] [ (es, e5)]
< MY il 25 ol < Mmlul| nl|v]| = effull {[v]].

Ya que f es bilineal, tenemos que es diferenciable y por tanto continua.

Para el siguiente ejemplo, recordemos que ya hemos encontrado una subbase para
la topologia de Vietoris definida sobre C' L(X), y en ninguna parte de la demostracién

hemos usado las caracteristicas de los elementos de C'L(X).

Ejemplo 1.3.4. En primer lugar, considere un grupo topolégico G, y sea C(G) el
conjunto de todos los subconjuntos compactos y no vacios de G. Definamos sobre

C(G) la topologia de Vietoris, esto es, la topologia generada por la subbase:
S ={(U) : U es abiertode G} U{(V,G) : V es abierto de G}
donde
(Uy,Ug, -+ ,U,) ={A € C(Q) tal que ANU; # B paraic{1,2,---n}yACUL U}

Ya hemos visto que el conjunto de todas las intersecciones finitas de S es precisa-
mente el conjunto B = {(Uy,Us,--- ,U,) : U; es abierto de G para i € {1,2,---n}}.
Veamos que C(G) con la topologia de Vietoris y con la multiplicacion usual es un
semigrupo topologico. Para ello, denote por g la funcion de multiplicacion del grupo
G.Y sea

P:C(G)xC(G) — C(G)
(A, B) — AB

para cada A, B € C(G),donde AB = {ab: a € A,b € B}.
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En primer lugar, note que la operacién esta bien definida pues AB es compacto,
ya que A x B es un compacto de G x GG, y g es continua. Para ver que P es continua,
sea (U, U, ---,U,) una vecindad basica de AB, entonces AB C U} ,U;, por tanto
Ax B C g YAB) C U9 '(U;). Como todo grupo topoldgico es regular, entonces
para cada (a,b) € Ax B existen abiertos C,, D, tal que (a,b) € C,x D, C g~ (UL, U).
Sea C = U,eaCy Yy D = Uep Dy, entonces C' 'y D son abiertos que contienen a A
y B respectivamente. Sabemos que AB N U; # () para cada i € {1,---n}. Defina-
mos {(aij, bij)ics = (A x B) N g ' (U;). Nuevamente por la regularidad, tenemos
la existencia de abiertos H,;, S;; de G tal que (aj,bij) € Hij x S;; € g *(U;). Sea
H, = U Hijy S = U S;;. Entonces H;, S; son abiertos tales que ABNU; C H;S;,

jeJ jeJ
y ademéas H;S; C U;. Defina H = ﬂH y S = ﬂSl, veamos que (C) N (C, H)
y (D) N (D,S) son vecindades de Vletorls de A y B. En efecto, A € (C') pues
A C O,y por la construccion, AN H # (). Del mismo modo, B € (D) N (D, S).
SeaahoraZ € (C)N(C,H)YyY € (D)n (D,S), entonces ZY C CD C OUZ-.
Sea k € {1,2,---n}, como Z N H #C, existe z € Z N Hy, del mismo modo é:><1iste

y €Y NSy, asi, zy € H,S, C Uy.

Con lo anterior, hemos mostrado que C(G) con la topologia de Vietoris y la multipli-

cacioén definida por la funcion P, es un semigrupo topolégico.

En el siguiente ejemplo, nos olvidamos de la estructura topoldgica de C'(G), y lo con-
sideramos como un semirreticulo superior. Ademas, damos nuestro primer ejemplo

de producto semidirecto de un semirreticulo por un grupo.

Ejemplo 1.3.5. Sea G un grupo, claramente (C(G), C) es un semirreticulo superior.
Por tanto, si definimos m : C(G) x C(G) — C(G) por m(A,B) = AU B para A, B €
C(G), tenemos que (C(G), m) es un semigrupo inverso. Defina o : G x (C(G), m) —

(C(G),m) por a(g, A) = gA. Note que a es bien definida ya que gA es compacto.
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Tenemos entonces que para cada g € G existe o, : C(G) — C(G) tal que oy (A) =
gA. Note que para cada g € G, a, es un endomorfismo pues a,(m(A, B)) = ay(AU
B) = gAUgB = m(ay(A),ay(B)). Y claramente G actia por automorfismos de
orden sobre C(G). En efecto, sea g € G, si A,B € C(G) tal que A C B, entonces
gA C gB. Luego «, preserva el orden. Sea A € C(G), sea g *A € C(G), entonces
ay(g7'A) = A. La inyectividad se da pues si gA = ¢B, entonces g 'gA = A =
g lgB. Se define entonces el producto semidirecto P(G,C(G)) con la operacion
usual (4, g)(B,h) = (AU gB, gh). Es facil ver que G* es un submomoide inverso de
P(G,C(G)).

Recordemos que GF = {(A,g) € C1(G) x G : g € A}, con la operacion que hereda
de P(G,C(G)). Donde C(G) es el conjunto de todos los subconjuntos compactos

de G que contienen a 1.

Ejemplo 1.3.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico, y G C X* de funciones continuas,
de tal forma que (G, o) sea un grupo con la composicion usual de funciones. Veamos
que (G,o,7,) es un grupo semitopolégico, donde 7, es la topolgia de convergencia
puntual. Defina T : G x G — G tal que (f,g) — f o g paracada f,g € G. Tomemos
f1,91 € Gy sea W una vecindad de f; o g; en GG, sabemos que W = G N U donde
U es una vecindad de f; o g; en X*. Por tanto, existe J C X finito, y Z; abierto de
X;=Xparaj e J,talque fiogr € GN (ﬂjeﬂj‘l(Zj)) CUNG = W. Tenemos
entonces que m;(f1 o ¢1) € Z;, entonces f; € miejﬂ';ll(j)(Zj) que es un abierto de
XX,y portanto, fi € GN (Nieym

=(»(Z;)) que es abierto de G. Ademas, para cada

heGn (mieﬂg‘ll(j)(zj)), tenemos que hog, € GN (mjeﬂj‘l(Zj)). En efecto, tenemos
que m,,jy(h) € Z;, luego (h o g1)(j) € Z; para cada j € J, y como G es grupo
ho g, € G. Asi, T es continua en la primera variable. Veamos que T es continua
en la segunda variable. Sabemos que fi 0 g1 € GN (Njeym; ' (Z;) CUNG =W,
luego ¢:1(j) € f;'(Z;) para cada j € J. Asi, g1 € Njesm; '(fi'(Z;)), que es un

abierto de X~ pues f; es continua. Asi, tenemos que g1 € G N (Njesm; ' (f11(Z;)))
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abierto de G. Ademas, para cada h € G N (Njem; '(fi '(Z;))) se tiene que f1 o h €
G N (Njesm; ' (Z;)), en efecto, m;(h) € fi'(Z;), es decir, (fy o h)(j) € Z; para cada

j € J,como G es grupo, fioh € G.

Proposiciéon 1.3.1. Sea G un espacio topoldgico que también es un grupo. G es un

grupo topolégico si y solo si

g3 :GxG—G
(z,y) = xy™" Vo,yeG

es continua.

Demostracion. Sea g, : G x G — G tal que ¢1(g,h) = gh para cada g,h € G,y
g2 : G — G talque ¢g»(g) = g ! paracada g € G.

Veamos que g; es continua. En efecto, sea (x¢,y9) € G x G, y sea W una vecindad
de xoy; ', como g; es continua en (zg, 4, "), existe U; x V; abierto de G x G tal que
(zo,95 ") € Uy x Vi, y U1 V4 C W. Ahora, ya que g, es continua en y,, existe V5 vecin-
dad de y, tal que V, ' C V4, asi, U, x V5 es vecindad de (z¢, o) y U1V, ' C U1V, C W,

Asi, g3 es continua en cada punto.

Reciprocamente, veamos primero que g, es continua. Sea yo € G, y W una ve-
cindad de y,"', como g; es continua en (1,y,) existe U x V vencidad de (1,,) tal
que UV~! C W. Note que V es una vecindad de y,, y V! C UV~ C W. Asi, ¢, es
continua.

Finalmente veamos que g; es continua. En efecto, sea (zg,y0) € G x Gy sea W
una vecindad de oy, COMO g3 es continua en (zg,y, ") existe U x V vecindad de
(xo,y, ') tal que UV~! C W. Ahora, ya que g, es continua en y,, existe P vecindad
de y, tal que P~! C V. Tenemos entonces que U x P es una vecindad de (zg,0) ¥

UP C UV~ CW. Luego g, es continua.
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Es facil ver que si G es un grupo semitopologico, entonces para cada a € G
r,: G — Gtalque r,(z) = za,yl, : G — G tal que [,(z) = ax

son homeomorfismos. Por tanto, i, : G — G tal que i,(z) = aza~! es homeomorfis-
mo. De esto se puede concluir que si F' es un cerrado de G, y a € G, entonces aF
y Fa son cerrados. Esto se tiene pues Fa = r, ' (F) y aF = [}, (F). Por la misma

razén, si U es un abiertoy a € G aU y Ua son abiertos.

Ejemplo 1.3.7. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos topoldgicos, veamos
que f es continua si y solo si f es continua en 15. En efecto, suponga que f es
continua en 1. Sea x € G arbitrario, y W una vecindad de f(x), entonces f(z)~'W
es una vecindad de 15 = f(1¢), luego existe V' vecindad de 1. tal que f(V) C
f(z)"'W, note que zV es una vecindad de z,y f(zV) = f(z)f(V) C f(x)f(x)'W =

W,y f seré continua.

Del ejemplo anterior, vemos la importancia de tener un sistema de vecindades para
la identidad de un grupo topoldgico G. Mas aun, es facil ver que si U;, es el sistema
de vecindades de 1¢, y U, el sistema de vecindades de = € G, entonces zU,, =
Uiz = U,.

Recordemos la siguiente definicién antes de presentar el Teorema(i.3.1]

Definicion 1.3.5. Sea X un conjunto, ¢ € P(X) es un filtro, si satisface las siguien-

tes propiedades:
1. ¢ #£0;
2. 0 ¢ ¢;
3. AnB e (paracada A, B € (;
4. SiAe(,y AC B,entonces B € (.
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Teorema 1.3.1. Sea (G, 7, -) un grupo topoldgico y U, ., el sistema de vecindades de

1¢, entonces:
1. ParacadaU € U, existeunV e Uy, talque V-V C U
2. Paracada U € U, existeun V € U, talque V! C U
3. ParacadaU € U,y a € GexisteunV € Uy, talque aVa™! CU.

Reciprocamente, si § es un filiro de G que satisface (1),(2) y (3), existe una unica
topologia 7 tal que (G, 7,-) es un grupo topoldgico, y § coincide con el sistema de

vecindades de 1.

Demostracion. (1), (2) y (3) son inmediatas. Veamos el reciproco.
Definda

T={UCG: six €U, existe D € § tal que xD C U}

Claramente 7 es una topologia sobre G. En efeto, G y () estan en 7. Sea {U, }aca,

una familia de elementos de 7,y sea x € U U,, entonces existe un D € ¢ tal que
acA

xD C U, paraalgun a € A, asi, xD C U U.,, luego la unién infinita de elementos de

acA
T,estaen 1. Sean U, V elementos de 7,y seax € UNV, entonces existen D, K € §

talque xD C U, zK C V,como § es unfiltro, P= KN D € §,luegozP CUNV.

Vemos que ¢ coincide con el sistema de vecindades de 1. En efecto, si U es una
vecindad de 1., entonces existe un D € § tal que 14D = D C U, y como J es un
filtro, entonces U € §. Ahora, sea D € ¢, entonces existe V € ¢ talque VV C D, asi
mismo, existe un W € § tal que W~ C V, note que W NV # () porque ¢ es un filtro,
asi (VW) (Vnw)! CVW-t CVV C D, en ese sentido, tome : € V N W, asi,
ii~! = 15 € D. Luego D es una vecindad de 1. Finalmente, veamos que G es un
grupo topoldgico con esta topologia. En primer lugar, note que si xz € G,y V, es el

filtro de todas las vecindades de z, entonces z6 = V,. Veamos que g : G x G — G
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tal que (z,y) — zy~! para cada (z,y) € G x G es continua. Sea W una vecindad
de zy !, existe V € § tal que zy~ 'V C W, existe U € ¢ tal que Uy~ C y~'V. Sea
L edtalque L-L~! C U, note que =L y yL son vecindades de z, y respectivamente.

Entonces zLL 'y~ C 2Uy ! C 2y~ 'V C W,y la aplicacién seria continua. O

Sigamos mostrando algunas caracteristicas sencillas que tiene el sistema de vecin-

dades de la identidad en un grupo topolégico.

Definicion 1.3.6. Dado un grupo topoldgico G, un subconjunto U de G se llama

simétricosi U = U}

Partiendo del hecho de que en un grupo topolégico G, la funcién ¢ : G — G definida
por g(x) = x~! para z € G es un homeomorfismo, se puede ver que la identidad
1¢ tiene una base vecindades simétricas. Mas aun, para cada vecindad W de 14, y
para cada subconjunto {e;e;--- €} cone; € {1,—1}, existe una vecindad simétrica
Ude lgtalque UrU< - U CW.

Veamos como se relaciona la adherencia de cualquier subconjunto de un grupo

topolégico, con el filtro de vecindades de la identidad.

Proposicion 1.3.2. Sea B C G con G un grupo topolégico, y sea A el filtro de todas

las vecindades de 1., entonces:

Demostracion. Sea b € B, y sea A vecindad simétrica de 1, entonces bAN B # 0,
seai € bANDB, estoes, i = ba’,cona’ € A, luego b =ia'!, luego b € BA. Sea ahora
b € NacaBA, y sea P una vecindad de b, por tanto P = bA para algin A € A. Como
1 tiene una base de vecindades simétricas, existe V' vecindad simétrica de 1. tal

que bV C bA = P. Ahora, b € BV, luego b = Vv para algin v’ € B, asi, ¥ = bv~!,
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perov~! € V pues V es simétrica, asi, ¥ ¢ P. Luego PN B # (). La otra igualdad es

analoga. m
Corolario 1.3.1. Cada grupo topoldgico es un espacio regular.

Demostracion. En primer lugar, recuerde que si U es vecindad de la identidad, en-
tonces existe V' vecindad de la identidad tal que V - V' C U. Por el teorema anterior,
V C VV C U. Sea oW una vecindad de a € G, entonces existe V' vecindad de la
identidad tal que aV C aWV, luego cada elemento de G tiene una base de vecindades

cerradas. O
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2. UN MONOIDE INVERSO ASOCIADO A UNA ACCION DE GRUPO

2.1. EL MONOIDE INVERSO DE MOBIUS

En esta seccion buscamos exponer la motivacion de asociarle un monoide inverso, a
una accién de grupo. Antes de presentar dicha motivacién, recordemos la siguiente

definicion.

Definicion 2.1.1. Sea G un grupo discreto y X un espacio topologico. Una accién
topoldgica parcial del grupo G sobre el espacio X es una pareja ¢ = ({D,}, {6,})
donde D, es un abierto de X paracadag € G,y 0, : D,-» — D, un homeomorfismo.

Estos cumplen las siguientes:

1. D; = X y 0, es laidentidad de X.

2. 0,00, C 0.
Si para cada g € G se tiene que D, = X, ¢ sera una topoldgica global.
Obervacion: Note que 6,1 0 0,,6, 0 6,1 C 6y, por tanto, 6" = 6,-1.

Ejemplo 2.1.1. Considere el grupo topoldgico G L, (C). Es facil ver su centro es:

C(GL,(C)) = { (z 0) .a€C— {0}}

Sea PGL,(C) el grupo topoldgico GLy(C)/C(GL2(C)) con la topologia discreta, y
considere el espacio topologico C* = C U {co} conocido como plano complejo am-

pliado, que tiene las siguiente aritmética:

1. a- 00 = oo paracada a € C*.
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2. £ =(0paracadaac C— {0}.

3. a+ 00 =00+ a= o0 paracadaa € C*.

4. § =ocoparacadaa € C— {0}.
Ademas, dotamos a C* de la compactacidén de Alexandroff, esto es

™ =1 U{A C C*: C— A compacto en C}

Donde 7¢ es la topologia generada por la métrica usual de C.
Observacion: Note que si U, = {z € C : |z|] > p} U {oc} entonces {U, : p > 0} es
una base de vecindades de co. En efecto, sea A € 7* tal que oo € A, entonces C— A

es compacto en C, luego es acotado, asi, existe p > 0 tal que si z € C — A, entonces

Teniendo en cuenta lo anterior, defina la siguiente aplicacién A : PGLy(C) x C* —

C*, dada por
az+0b si 2 % 00
b —
Al " 7)o@, - | = cz+d
c d -, Siz=o00
&

Vemos que A esta bien definida pues no depende de la matriz que se tome en la

clase lateral.
Buscamos ver que A determina una accién topoldgica global. En ese sentido, pa-

ra cada A € PGL,(C), asociamos la funcién Ax : C* — C* definida por Ax(z) =
A(A, 2).
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Veamos que Ay es un homeomorfismo, para cada A € PG Ly(C).

b
Sea A = ¢ € GLy(C), tenemos que A5 : C* — C* esta dada por

c d
aztb i 2 £ 00
AZ(Z) _ cz+d
s, siz=o00
d —b ]
Sea B = , vemos que B € GL,(C) y ademas Ag : C* — C* es dada por
—C a

dz—b

AE(Z’) _ —cz+a’
=4 siz=o00

c b

St 2 # 00

Es facil notar que Ao B = Bo A = Ic-. Ademas, AB = BA = 1. Haciendo unos

pequefios calculos, podemos ver que A es continua para cada A € PG Ly(C).

Otra particularidad que tiene la aplicacion A, es que es una accion efectiva. Re-
cordemos que dado un grupo Gy un conjunto X, una accién ¢ : G x X — X dada

por ¢(g,z) := gz es llamada efectiva, si
{9eG: gr=aVre X}={1}.

Para mostrar que A es efectiva, considere sea A € PGLy(C) tal que A(A,z) = 2

para cada z € C*, veamos que A estd en el centro de G Ly(C).

a

b
. * az+b __
Supongamos que A = ) Tenemos que para cada » € C* vale que 2= = 2.
C

Caso z = 0: Se tiene que g = (0,de donde b = 0 0 d = oo. Pero si d = oo, en-

tonces C‘%‘; =1, lo cual es absurdo. Asi, b = 0.
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Caso = = =%: Para z = =%, tenemos que A(A, =%) = =2, esto es, ¢ = 0 de don-
de d = o0 0 ¢ = 0, pero ya vimos que d no es cero, asi, ¢ = 0. Es inmediato ahora

que a = d, y por tanto que A = PG L,(C).

Finalmente, rescatamos otra particularidad de la accion A, a saber, C no es inva-

riante bajo esta. Es decir, no es cierto que para cada A € GL,(C) se tiene que

1 2 _
A 4(C) C C. En efecto, si tomamos A = , tenemos que A(4, 5*) = oo ¢ C.
3 4

Ya que C no es invariante bajo A, si queremos restringir A a C, obtendremos una

accion parcial. A continuacion definimos este concepto.

Como se puede ver en ﬁ que dada una accién global n de un grupo G en un es-
pacio Y, se puede construir una accién topologica parcial restringiendona X C Y

abierto, de la siguiente manera:

D, =1n,(X)N X
Entonces, si definimos 6, como ng\Dg_l, se tiene que:
Og(Dg—1) = ng(11g-1(X) N X) = X Ne(X) = Dy
Conlo cual, 0, : D,~+ — D,. Ahora veamos que 0, o 0, C ¢, en efecto, note que
dom(0y 0 01,) = np-1 (na(X) N X N1g=1 (X)) S X Nnpgny-1(X) = dom(0gn).

Y naturalmente, 6, o 6, coincide con 6, en el dominio de 6, o ¢, pues ellas son res-

tricciones de 1, o, y nyn, respectivamente.

6 R. EXEL. Partial Dynamical Systems Fell Bundles and Aplications. Universidad Federal de Santa
Catarina, Florianopolis-SC, 2014.
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Teniendo en cuenta lo anterior, se hara una restriccién de A a C como sigue:

Se A€ PGLy(C)y Ay : C* — C*,donde A =

Se define:

Dz =A4(C)NC=C—{%}.
, d
Si B = , tenemos que :

Dy =Dp=C—{=4}

De este modo, obtenemos las funciones 64 : C — {=¢} — C — {¢} tal que z — £

para cada = € C — {=%}, que son llamadas Transformaciones de Mébius.

Si denotamos por T al conjunto de todas las transformaciones de M®&bius, tene-
mos que 7' C I(C). Lawson muestra en E] que este conjunto no es cerrado bajo la
composicién usual de funciones. Sin embargo, se define sobre T la operacion @, de

H H - Qi — +b __ Az+B
la siguiente manera: Si «, 3 son elementos de 7" tal que, a(z) = =53 Y 8(2) = 725,

entonces

_ (aA+bC)z+(aB+bD)
a®p = (cA+dC)z+(cB+dD) "

con la cual, es facil ver que T es un grupo. A (T, ®) se le conoce como el grupo de
Mobius.

Si se considera el generado de las transformaciones de Mdbius, viendo a T' como

subconjunto de I(C), obtenemos un monoide inverso llamada el Monoide inverso

54



de Mobius, que denotaremos por M. En E] Lawson estudia la estructura de M, uti-
lizando un subgrupo de U(7(C*)) compuesto por las de transformaciones de Mdbius
extendidas, denotado por H, y utilizando a M’ que es el generado de M y H. El ob-
jetivo de Choi y Lim, es estudiar una estructura mas general, siguiendo las mismas

ideas.

A continuacién, mencionaremos algunos resultados que obtuvo Lawson en ¢, que

forman parte de los que se busca generalizar.

Proposicion 2.1.1. M es F — inverso, y M /o es isomorfo al grupo de Mobius.

Proposicion 2.1.2. M no es isomorfo al producto semidirecto de un semirreticulo

por un grupo.

Proposicion 2.1.3. M’ es isomorfo al producto semidirecto de su semirreticulo de

idempotentes &', por el grupo H.
Proposiciéon 2.1.4. 7 = M’ — H es un agrandamiento de M.
Proposicion 2.1.5. (H,& —{Z¢-}, €) es unatripla de McAlister,y P(H,E" —{Z¢+}, E)

es isomorfo a M. Donde £ es el semirreticulo de idempotentes de M.

2.2. CONSTRUCCION DEL MONOIDE

En esta seccion se presenta la construccion de un monoide inverso, asociado a
cualquier accion de un grupo topoldgico sobre un espacio Hausdorff. El cual, bajo
ciertas condiciones, generalizara el semigrupo M definido anteriormente.

Antes de esto, recordemos que una accién de un grupo G sobre un conjunto X es

llamada efectiva, si la representacién asociada a la accién es inyectiva.
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En busca de generalizar lo que se mostré en el Ejemplo 2.1.1] considere un gru-
po topoldgico discreto G, actuando efectivamente sobre un espacio topologico de
Hausdorff X mediante un homeomorfismo A : G x X — X tal que (g,x) — g -z para
cada (g,z) € G x X. Como el lector puede imaginar, la accion A busca hacer el pa-
pel de la accién A del Ejemplo[2.1.1] asi mismo, X hard el papel de C*. Finalmente,
necesitamos un subconjunto de X que logre hacer el papel de C, en ese sentido se

considera Y C X abierto y denso.

Note que para cada g € G se tiene un homeomorfismo ¢* : X — X tal que

g'(z) =g .
Se busca asociar a cada elemento del grupo G una biyeccién parcial de Y. En ese
sentido, para cada g € G defina

dom(g) ={y €Y :g-yeY}=YNg (V)
Asi, para cada elemento g € G tenemos asociada la funcion g*|4om (), que es una
biyeccion parcial de Y.
Considere el conjunto

Part(G,Y) = {g*|aom(g) : 9 € G}

Note que un caso particular del conjunto anterior, es precisamente T, el conjunto

compuesto por las transformaciones de Mdébius. En efecto, note que:
T = {AZ|CQAZ_I(C) . Z - PGLQ(C)}

Ahora, tenemos que Part(G,Y) C I(Y) que no es cerrado bajo la composicion
usual de funciones. Esto se puede ver si seguimos identificando a Part(G,Y’) con

las transformaciones de Mdébius. A pesar de que Part(G,Y) no sea cerrado bajo
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composicion, es posible definir una operacion en Part(G,Y’) con la cual tendrd es-
tructura de grupo. Tal operacién tiene su fundamento en el producto que hace a T’

un grupo. En efecto, considere la siguiente funcién:
® : Part(G,Y) x Part(G,Y) — Part(G,Y)
(9. 1) — (91)"|dom(gn)

para cada (g,h) € Part(G,Y) x Part(G,Y), donde gh es el producto de g y h en el
grupo G.

Podemos ver que (Part(G,Y),®) es un grupo con esta operacion. Mas audn, es

posible ver que G = (Part(G,Y), ®).

En efecto, defina
p:G — Part(G,Y)
g — g*|dom(g) (Vg € G)

Tenemos que ker(p) = {9 € G : §"|aom(g) = 1y} = {1la} pues G actia efectivamente

en X. Claramente p es sobre. Por ultimo, sean g, h € GG, tenemos que

p(gh) = (gh)*|d0m(gh) = g*|dom(g) © h*|dom(h) = p(g) ® p(h)

A continuacion, veremos que asi como las transformaciones de Mébius, los elemen-

tos de Part(G,Y’) tienen la caracteristica de que sus dominios son densos.
Proposicion 2.2.1. Para cada g € G, dom(g) es denso en X.

Demostracion. Ya que dom(g) = Y Ng*~1(Y)y g*~1(Y) es denso, el resultado es

inmediato. O

Con el fin de obtener una estructura similar al monoide inverso de Mobius, considere
a Part(G,Y) como subconjunto de 1(Y'), y defina el conjunto de todas las composi-

ciones finitas de elementos de Part(G,Y), esto es, introducimos el conjunto:
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(Part(G,Y)) = {gﬂdom(m) © g§|dom(gz) ©---0 g;’dom(gn) : gfldom(gi) € Part(G,Y)}

Clarmente, (Part(G,Y")) es submonoide inverso de I(Y'), con identidad ¢* : Y — Y,

con g = 1g.

Veamos que los elementos de (Part(G,Y)) mantienen la caracteristica de tener

dominios densos.

Proposicion 2.2.2. Sea o = ¢ |aom(g) © 95 ldom(gs) © =+ © Gpi|domi(g,) 1Al QUE G |aom(g) €
Part(G,Y) paracadai € {1,2---n}. Entonces, dom(«) es un subconjunto denso de
X.

Demostracion. El caso n = 1 se tiene de la Proposicién Veamos el caso
n = 2.5ea & = ¢ |dom(g) © 95| dom(g2)> €NtONCES = € dom(cx) Si'y solo si, z € dom(gs) ¥
g3(z) € dom(g1),siysolosi,z € g3 ' (Y)NY yz € g; ' (g;(Y)NY), lo que ocurre

si y solo si,
zeYNg H(Y)Ng (g H(Y))

Note que ¢ *(Y) y g5 '(g;~'(Y)) son abiertos densos de X, asi, su interseccién es

un abierto denso. Y por tanto,

dom(a) =Y =X

Para analizar el caso general, s€a o = g} |dom(g,) © 95| dom(gs) © * * = © Gy ldom(gn)> SiQUIENO
la misma idea anterior, tenemos que = € dom(«a) si y solo si x € dom(g,), g (x) €
dom(gn-1), (g5_1 0 g5)(x) € dom(g,—2), Yy asi sucesivamente, (g3 o g5 o--- 0 g*)(z) €

dom(g;), lo cual pasa siy solo si

reYNg ' Y)N (g tog)Y) NN (gi togiZioogi T H(Y).

n n n

Note que, g; 7 (Y), (g5 togi))(Y), -, (g ogi_io---0gi)(Y) son subconjuntos

abiertos y densos de X, luego su interseccidn es un subconjunto abierto y denso de
X. Por tanto, dom(a) =Y = X. O
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Como consecuencia de la proposicion anterior, y del hecho de que las funciones de
Part(G,Y) son continuas sobre un espacio Hausdorff, tenemos inmediatamente el

siguiente corolario.

Corolario 2.2.1. Sean ¢;|aom(g:), 93|dom(gs) € Part(G,Y)y v € (Part(G,Y)) tal que

v C gﬂdom(gl)a 9§|dom(gz) entonces gﬂdom(gl) = g§|d0m(gz)-

Demostracion. Tenemos que ¢} y g5 son homeomorfismos de X, y por hipotesis,

coinciden en un subconjunto denso de X, como X es un espacio Hausdorff, g7 = ¢3,

asi, gﬂdom(m) = g;’dom(gQ). L

Antes de probar que (Part(G,Y)) es F' — inverso, presentamos la siguiente propo-

sicién que nos ayudara a encontrar el supremo en las o — clases.

Notacion: Por comodidad, se dejara de escribir g*|4om s cuando nos refiramos a
un elemento de Part(G,Y'). Simplemente escribiremos el respectivo representante

del grupo, en este caso, g.
Proposicion 2.2.3. Seaa =g, 0g,0---0g, € (Part(G,Y)) , entonces

g10G20--:09, C g1 O g OO gy

Demostracion. Para el caso n = 2, tenemos que si x € dom(g; o g2), entonces
gx €Y Y g1gex €Y, asi, x € dom(g1 © g2). Sea ahora que x € dom(gy0g20---0g,),
entonces por lo visto en la Proposicion(2.2.2, z € (g; ' ogiZjo---0g; ) (Y)yz €Y,
por tanto, gigo--- g, -z € Y, asi, x € dom(g1 © g ® - - - © g,,). Por ultimo, de la propia

definicion de ®, tenemos que ay g1 ©® g2 ©® - - - ® g,, coinciden en el dominio de o. [
A continuacion mostramos el resultado que generaliza la Proposicon 2.1.1

Teorema 2.2.1. El monoide inverso (Part(G,Y)) es F —inverso, y (Part(G,Y))/o
es isomorfo a (Part(G,Y),®).
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Demostracion. Vemos que (Part(G,Y)) es F — inverso. Sea a € (Part(G,Y)),

consideremos
o(a) ={8 € (Part(G,Y)) : (o, B) € o}

Sea o € Part(G,Y) el unico elemento de Part(G,Y) tal que a C «'. A saber, si
tenemosque a =gy ogp0---0g,, entonces & =g © g © -+ © gp. TOMe § € o(a),
entonces existe v € (Part(G,Y)) tal que v C «a, . Sea ' € Part(G,Y) el Unico
elemento de Part(G,Y) tal que 3 C /', entonces v C o/, 3, y por el Corolario[2.2.1],

tenemos que o’ = ', de donde 5 C «'. Luego «’ es cota superior.

Para ver que o' es la minima cota superior, sea p € (Part(G,Y)) una cota su-
perior de o(«), en particular, o C p. Sea p’ el Unico elemento de Part(G,Y') tal que

p C o', entonces o C o', o/, luego p C p/ = «'.

Para concluir la prueba del teorema, defina:

¢ : (Part(G,Y))/o — Part(G,Y)

o(a) - o

Veamos que ¢ es un isomorfismo. Sean o(«a), o(5) elementos de (Part(G,Y))/o,
tenemos que ¢(o(a) - o(B)) = @(o(ao B)) = p/, note que a« C o’ y § C /', luego
aofCaoff Caep,asl,aocf Cp,a’®pf,yporel Corolario2.21] p =o' © F,
luego p es homomorfismo. La sobreyectividad de ¢ se tiene claramente. Veamos la
inyectividad. Sean o(«) y o(5) tal que o = p’. Entonces tenemos que o, 3 C «/,
de donde a o 371, a~! o 5 son idempotentes, asi, o ~ f3, y por la Proposiciéon|1.1.8

o(a) = o(p). Asi, ¢ es isomorfismo. O
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2.3. MONOIDES INVERSOS DE TIPO MOBIUS

En esta seccién, seguimos trabajando con los elementos usados en la seccién an-
terios, a saber, un espacio Hausdorff X, un grupo discreto G actuando sobre X
mediante un homeomorfismo A : G x X — X, un subconjunto Y de X abierto y den-
so, y por su puesto (Part(G,Y)), el generado del conjunto de bijecciones parciales

de Y inducidas por elementos de G.

Lo que buscamos en esta seccién, es caracterizar los monoides inversos en los
que estamos interesados, esto es, aquellos que logran generalizar la estructura del

monoide inverso de Mobius.

Observacion: Hasta el momento no se ha tenido en cuenta una caracteristica que
posee la accion A tratada en el Ejemplo [2.1.1] Estamos hablando de que C no es
invariante bajo esta accion. Esta caracteristica es la que se usara para caracterizar

los que llamaremos, monoides inversos de tipo Moébius.
Pensando en esto, consideremos:

C(Y)={g € Part(G,Y) : dom(g) =Y}

Es facil ver que si g,h € C(Y), entonces go h = g ® h. Pues el domonio de go h
seria Y, al igual que el dominio de g ® h. Ademas, note que C(Y') es un grupo bajo

la composicién.

Proposicion 2.3.1. Sea o« € (Part(G,Y)), entonces a ' oa = Iy siy solo si a €
C(Y)siysolosia(Y)CY.

Demostracion. Si a~' o a = Iy, entonces Liom(a) = Iy, asi, dom(a) = Y. Ahora, sea

o' el tnico elemento de Part(G,Y) tal que a C o/, entonces a = a’ ocatoa=0d' €
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Part(G,Y), asi, a € C(Y). Ahora, si « € C(Y), entonces a ™! o & = Lypma) = Iy.
Ahora, por definicién, si a € C(Y), entonces «(Y) C Y. Reciprocamente, si «(Y) C
Y, entonces Y C dom(«), luego dom(a) =Y, por tanto a=! o a = Iy.

[

Proposicién 2.3.2. El conjunto Y es un invariante bajo la accién del grupo G siy

solo si Part(G,Y) = C(Y). En este caso, Part(G,Y') seria un grupo bajo o.

Demostracion. Suponga que Y es un invariante bajo la accién de G, entonces pa-
racadag € G, g-Y C Y, asi, para cada g € tenemos que dom(g) = Y. Luego
Part(G,Y) = C(Y'). Suponga ahora que C(Y) = Part(G,Y) y sea g € Part(G,Y),

esclaroqueg-Y CY pues paracaday €Y,y € dom(g), estoes,g-y €Y. O

Definicion 2.3.1. Cuando Y no es un invariante bajo la accion del grupo G, diremos

que (Part(G,Y)) es un Monoide inverso de tipo Mobius.

La idea que se tiene con los monoides inversos de tipo Mobius es estudiar su estruc-
tura, siguiendo las mismas ideas que Lawson en . Nos preguntamos, por ejemplo,
si estos seran isomorfos al producto semidirecto de un semirreticulo por un grupo.

El siguiente teorema nos permitir4 responder esta pregunta.

Teorema 2.3.1. Sea S un semigrupo inverso, S es isomorfo al producto semidirecto
de un semirreticulo por un grupo sii S es E — unitario y para cada a € S, y cada

idempotente e € S, existe b € Stalque b™'b=cya~, b.

Demostracion. (=) Sea Y un semirreticulo (sin pérdida de generalidad, suponga-
mos que Y es un semirreticulo inferior) y G un grupo, de tal forma que Y x G es un
producto semidirecto. Supongaque S =Y x G,y sea ¢ : S — Y x G el isomorfismo.

Seana € S, e € E(S) con ¢(a) = (y,9) Yy ¢(e) = (z,1). Defina p = (gz, g). Note que:

plp=1(2.9")g-29) = (2,1) = ¢(e).
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Ademas, p~'¢(a) y po(a)~! son idempotentes. Defina b = ¢~1(p), tenemos entonces

que;

b =0 (p o () =0 (0 p) = 07N (d(e) = e
También tenemos que b ~ a, ya que ba™! = ¢~ (p)op~ (d(a)™) = ¢ Hpgp(a)™h). Y
como p ~, ¢(a), tenemos que ¢ (pp(a)~t) es idempotente. Del mismo modo se

puede ver que b~ 'a es idempotente. Con lo que quedaria probada esta parte de la

implicacion.

(<) En primer lugar probemos que el homomorfismo o* : S — S/o es L — biyectivo.
Inyectividad: Sea a € S tal que o*(a) = o(a) es idempotente, entonces o(a) = o(e)
para cualquier e € E(S) ya que S/o es grupo. Como o es idempotente pura, ya que
S es E — unitario, tenemos que a € E(S). Asi, por la Proposicién [1.1.12, o* es
L — inyectivo.

Hemos probado lo anterior, con el fin de definir las siguientes dos funciones, las

cuales nos permitiran establecer el isomorfismo que deseamos.

Defina:

0:5— ES)xS/o

a— (ata,o(a)) paracadaa € S.

Veamos que 6 es biyectiva. La inyectividad se tiene, ya que si a,b € S tal que
ata =b"1by (a,d) € o, como o* es L — inyectiva, en particular si e = a 'a te-
nemos que o*|, es inyectiva. Note que a,b € L.. Y ya que c*(a) = o*(b), a = b.
Para ver que es sobre, sea (f,o(a)) € E(S) x S/o,yaque o*[., : S — S/o es sobre,
existe un p € L, tal que o(p) = o(a), ycomo p € Ls, p~'p = f, con lo cual se tiene
que 0(p) = (p~'p,o(p)) = (f,0(a)).
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Como veremos mas adelante, usaremos esta funciéon para establecer una accién
del grupo S/o sobre el semirreticulo E(S) mediante automorfismos de orden, con el

fin de establecer un producto semidirecto.

Definamos ahora la siguiente funcion:
a:S— E(S)xS/o
a— (aa Y, o(a)) paracadaa € S.

Es inmediato que la biyectividad de 6 implica la biyectividad de «, y que el reciproco

también se cumple.

Usemos las anteriores funciones para dar a E(S) x S/o estructura de producto se-
midirecto. Para eso, defina la siguiente funcién:
n:S/ox E(S)— E(S)

(o(a),e) = o(a)-e=tt""

donde t es tal que 6(t) = (e, o(a)).
Note que n esté bien definida porque 6 es una biyeccién.

Veamos que 7 es una accion, en efecto, tomando la identidad de S/o, que es o(e)

donde e es cualquier idempotente, y tomando a € E(S), vemos que o(e) - a = a, ya
que 6(a) = (a,0(a)) = (a,0(e)).

Ahora verifiquemos que o(a) - (o(b) - €) = o(ab) - e. En efecto, sea ¢t € S que satisface
)

0(t) = (e,a(b)) = (t7't,0(t

), entonces tenemos que o (a) - (o(b) -e) = o(a)-tt~*. Sea
qe Stalqueb(q) = (tt7',0(a)) = (¢ 'q,0(q)), entonces o(a)- (o(b)-€) = o(a) -t~ =

qq .
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Teniendo en cuenta que o(qt) = o(ab), note que

0(qt) = ((qt)"'(qt),0(qt)) = (t "¢ 'qt, 0 (qt)) = (e, 0(ab)).

Asi, o(ab) - ¢ = qq~', que era lo que se queria mostrar.

Mostremos que S/ actua mediante automorfismos de orden sobre E(S) mediante
n.Seane, f € E(S)talesque e < fytomea € S, veamos que o(a) - e < o(a) - f.
Sea que 6(t) = (e, 0(a)) = (t't,0(t)) y que 6(g) = (f,0(a)) = (¢"'q,o(g)), tenemos
entonces que t~!t < ¢~'q, y queremos ver que tt! < gq .

Note que (¢,t) € o,y yaque S es E — unitario tenemos que (¢,t) € ~. Por tanto,

t~1t = t~'¢ ¢, de donde se tiene
ttt=tttg gt =tt gt tg ! = tt1qq ", conlo que tt! < g 1.

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos dar a E(S) x S/o estructura de producto
semidirecto, con la operacidén usual determinada por la accion . En ese sentido, la

operacion se veria asi
(e,o(a))(f,o(b) = (e Aa(a)- f,o(ab)) = (e Att™!, o(ab)) = (ett™*, o(ab))

donde 6(t) = (f,o(a)), e € E(S), a,be S.

Finalmente, debemos ver que a es un homomorfismo entre semigrupos inversos,
con lo cual tendriamos que S es isomorfo al producto semidirecto E(S) x S/o. En
efecto, sean a, b € E(S5), tenemos que a(ab) = ((ab)(ab)~t, o(ab)), a(a) = (aa™t, o(a))
y a(b) = (bb~', o(b)). Por tanto,

al(a)a(b) = (aa™' Aa(a) - bb~1 o(ab)).
En ese sentido, solo queda verificar que abb~'a = aa=* Ao(a) - bb~'. Sea t € S tal
que 0(t) = (bb~!,0(a)) = (t7't,o(t)). Note que (a,t) € 0 = ~. Ahora;
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aa P Ao(a) oo~ = aa Mt = aa it = aa”t0b T = abb Tl (1Y) <

abb~ta!
Ademaés;
abb~ta™l = at7'ta™! = aatat 'ta™! = aatatat™! = aa Mt (ta " atY)
con lo que abb—ta~! < aa"'tt1. Y asi se concluye la demostracién. O

A continuacién mostramos el resultado que generaliza la Proposicién [2.1.2]

Proposiciéon 2.3.3. El monoide inverso (Part(G,Y)) es de tipo Mdbius sii no es

isomorfo al producto semidirecto de un semirreticulo por un grupo.

Demostracion. Supongamos que (Part(G,Y)) es isomorfo al producto semidirec-
to de un semirreticulo por un grupo. Tome Iy, y a € Part(G,Y). Entonces existe
B € (Part(G,Y)) tal que 871 o B3 = Iy, y a~! o 8 es idempotente. Por la Propo-
sicién tenemos que 3 € Part(G,Y). Ahora, ya que a~! o 3 es idempoten-
te, at oo B! C a,B3, de donde o = 3 por el Corolario , luego para cada
a € Part(G,Y) dom(a) =Y,y Part(G,Y) = C(Y). Asi, Y serd invariante bajo la ac-
cién de G. Con esto hemos mostrado que si (Part(G,Y)) es un monoide inverso de
tipo Mdébius, entonces no es isomorfo al producto semidirecto de un semirreticulo por
un grupo. Con lo cual, faltaria ver que si C(Y') = Part(G,Y), entonces (Part(G,Y))
es isomorfo a tal producto semidirecto. En efecto, esto se tiene pues (Part(G,Y))

sera un grupo con la composicion.

2.4. ESTRUCTURA DE LOS MONOIDES INVERSOS DE TIPO MOBIUS

En esta seccidon daremos por hecho que Y no es invariante bajo la accién del gru-

po GG. Buscamos mostrar que aunque los Monoides inversos de tipo Mébius no son
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isomorfos al producto semidirecto de un semirreticulo por un grupo, es posible enca-
jarlos en esta clase de estructura. Para mostrar esto, haremos uso de dos conjuntos,
analogos a los que define Lawson en E] A saber, el conjunto G*, compuesto por las
extensiones de los elementos de Part(G,Y) a X, es decir, funciones de la forma
9" X — X tal que g*(x) = A(g,z) = g -z, para cada x € X. Donde A es la ac-
cidn que hemos considerado desde el inicio de este capitulo. G* hara el papel de H,
el conjunto compuesto por las transformaciones de Mébius extendidas. Asi mismo,
usaremos al conjunto (Part(G,Y))’ que sera el generado de (Part(G,Y))y G*. El
cual hace el papel de M’ enfl

Sea G* el conjunto de las biyecciones sobre X inducidas por los elementos de G.
Es facil ver que G* es un grupo con la composicion, mas aun G* = (Part(G,Y), ®).

En efecto, defina:

¢ : G* — Part(G,Y)

g* — g*|dom(g)

¢(g*oh*) = ¢((gh)*) = (gh)|aom(ghy = 9" |dom(g) @ Plaomny = ¢(g%) © (k™). Veamos que
¢ es inyectiva. Sean g*, h* € G*, tal que g*|4om(g) = N*|dom(n), COMO X €s un espacio
Hausdorff, entonces ¢* = h*. La sobreyectividad de ¢ es trivial. Con lo cual, ¢ es iso-
morfismo. Note que este isomorfismo es una version general del isomorfismo que

hay entre el grupo de Mébius, y el de las transformaciones de Mébius extendidas.
Sea (Part(G,Y))" el submonoide inverso de I(X) generado por {G*U(Part(G,Y))}.

Siguiendo la idea de Lawson en [, buscamos un isomorfismo entre (Part(G,Y))’
y el producto semidirecto entre su semirreticulo de idempotentes por el grupo G*.
Para poder hacer esto, en primer lugar necesitamos asociar de manera biunivoca

los elementos de (Part(G,Y)) con elementos de G*. Y en segundo lugar, lograr
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definir el producto semidirecto.

A continuacién se define una funcion, la cual nos permitira encargarnos de la re-

lacion biunivoca entre elementos de (Part(G,Y))" y elementos de G*.

Definamos: I' : Part(G,Y) U G* — Part(G,Y) tal que I'(¢*) = g y I'(g9) = ¢ para

cada g € Part(G,Y). Extendamos I'' a (Part(G,Y))’ de la siguiente manera;
Seaa = a;0---a, CON o € Part(G,Y)U G* para cada i € {1,2,---n}. Defini-
mos:

el'(a)=T(a1)oNay)o-- o (a,)

e 0" = () 0 T(az)* o~ 0 [(a,)* = (T(ay) 0 T(az) o - 0 ()"

Note que I'(a) € (Part(G,Y)) y a* € G*. A continuacion mostramos algunas pro-

piedades que seran de utilizadas posteriormente.

Lema2.4.1. Seaa = aj0- -, cOn; € Part(G,Y)UG* paracadai € {1,2,---n} €
(Part(G,Y))’, entonces:

1. I'(a) Ca C o

2. Iyoa*oly =T(q) ©L(az) ®--- O T'(an).

5. (ao B)* = a* o 5* para cualquier 5 € (Part(G,Y))’.

6. Siay h*oaog*estdnen (Part(G,Y)), entonces a o g* = aog.
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Demostracion. (1) Como I'(a;) € «; para cada i € {1,2,---n}, y ya que el orden

parcial natural C es compatible, se tiene I'(a) C «. Del mismo modo, o C o*.

(2) Si z € dom(ly o a* o Iy) = dom(Ily oI'(ay)* o --- o I'(av,)* © Iy), €sto pasa si
ysolosiz € Yy I'(ag)'(aw)---I'(a)z € Y, que es equivalente a que z esté en el
dominiode I'(ay) ©® I'(ag) ©® - - - © T'(avy)-

(3) Como a = aoatoq, entonces a C a*oatoa. Siz € dom(a*oa™!

o), es inme-
diato que x € dom(a), luego a = a*oa~!oa. Ahora, claramente a« C aoca toa*. Y si
r € dom(a o a~! oa*), entonces a*(x) € dom(a™t) = a(dom(a)), luego = € dom(a).

Una manera mas sencilla de ver esto es utilizando el hecho de que o C «a* y por

1 1 *

fantoa =a*oca " oca=aoa " oa®.

(4) Ya que a C a*, entonces a! C a* 7!, luego a=toa C a*! o a. Ahora, note

1 1

1 *—1 ca=aloa.

que o Toa=a"""oa*oa”

(5) Inmediato de la definicién y de que la composicion es asociativa.

(6) Veamos que aog* C cvog. Sea x € dom(aog*), yaque h*oaog* € (Part(G,Y)),
entonces z € Y,y g*(x) = g(x) € dom(a), luego = € dom(a o g). O
Veamos que es posible encajar los monoides inversos de tipo Mdébius, en el pro-

ducto semidirecto de un semirreticulo por un grupo. Para ello probemos el siguiente

teorema, que es la generalizacion de la Proposicion

Teorema 2.4.1. (Part(G,Y)) es isomorfo al producto semidirecto de su semirre-

ticulo de idempotentes, por el grupo G*

Demostracion. Denote por E’ al conjunto de idempotentes de (Part(G,Y))" y defi-

na:
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p:G*XE — F
(9*,e) = g*oeog !

para cada (¢*,¢) € G* x E'.

Es claro que G* actua por automorfismos de orden sobre £’ mediante p. En efecto,
veamos que p,- : £ — E’ es automorfismo de orden. Sean e, f € E’ tal que e C f,
por la compatibilidad del orden parcial natural se tiene g*oeog** C g*o fog* L. La
sobreyectividad se tiene pues si e € E’, entonces p,-(g* ' oeog*) = e. La inyectividad

es trivial.

Definimos ahora el producto semidirecto de £’ por G* con la operacion:

(e,g")(f, h*) = (eop(g*, f),g" o h¥)

para g*,h* € G*ye, f € E.

Veamos que S = E’ x G* es un semigrupo inverso con esta operacién. Sean

(e,q%), (f,h*), (t,r*) elementos de E’' x G*. Tenemos que:

((6,9*)(f, h*))(t,r*) — (Gog* o f Og*fl Og* o h* oto h*fl Og**l,g* o h* OT*)
=(eogofogltogiohtotoh " ok or®) = (e,g%)((f, h*)(t,77)).

Luego la operacién es asociativa. Veamos ahora que cada elemento tiene inverso.
En efecto, sea (e, g*) € E'xG*, tomamos (h*oeog*, h*), donde h = g~ € G, entonces
se tiene que (e, g*) o (h* o e o g*,h*) o (e,g*) = (e,g*). Ademas, (h* o e o g* h*) =
(h* oeog* h*)(e,g")(h* o e o g* h*). Por ultimo, es facil ver que los idempotentes
conmutan ya que estos son de la forma (e, Ix) cone € E'.

Establezcamos ahora el isomorfismo entre (Part(G,Y)) y S.

Defina:

70



Y (Part(G,Y)) — E' x G*

a — (aoa ! a¥)

Veamos que v es un isomorfismo.

La inyectividad de 1 se tiene, ya que si o, € (Part(G,Y)) tal que ¥ («a) = (5),

estoes, (aoa!,a*) = (8037, B*). Asi, usando el lema anterior tenemos que
a=aoala*=B0p"1op* =4
Sea (e,g*) € E' x G*,tomemos e o g* € (Part(G,Y))’, entonces
Pleog?) = (e.e" 0 g%) = (e.g7).

Luego v es sobreyectiva. Por ultimo, veamos que v es homomorfismo.

Sean o, € (Part(G,Y))’, tenemos que (a0 3) = (eo B o oa™ (aof)),
y que ¢¥(a)v(8) = (aoca"toa*o ot oa* a* o B*). Luego solo hace falta ver que
coinciden en la primera componente. En efecto, usando el Lema anterior tenemos

que:
aofofloal=ao0Bopflo(atoaca™™)=ao(atoa)ofofoat*
=aofBofBloa=aocaltoa*ofoB toat*
[

Con el Teorema anterior, tenemos un isomorfismo entre (Part(G,Y’))"y el producto
semidirecto S = E’ x G*. A continuacion usaremos este isomorfismo para encajar
(Part(G,Y)) en S.

Defina P = {(e,g*) € Ex G* : g 'oeog* € E} donde E es el conjunto de
los idempotentes de (Part(G,Y)).
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Corolario 2.4.1. Sea ¢ : (Part(G,Y)) — E’ x G* el isomorfismo del teorema ante-
rior,y P ={(e,g*) € E x G*: g* 1 ocog* € F}, entonces ¢((Part(G,Y))) = P.

Demostracion. Sea a € (Part(G,Y)), por definicion, ¢ (a) = (oo™, a*). Por tanto,
usando el Lema 2.11, tenemos que a* ' oaoaloa* =a*ltoa=aloa € F.

Sea ahora (e, ¢*) € E' x G*,tomamos eo g € (Part(G,Y)) y tenemos que ¢(eo g) =
(e, ("0 g")) = (e, 97). [

Con lo hecho anteriormente, hemos llegado a que los monoides inversos de tipo
Mébius se pueden encajar en el producto semidirecto de un semirreticulo por un
grupo.

Siguiendo el modelo de Lawson, ahora el objetivo es buscar una tripla de McAlister
(G,X,Y)talque P(G, X,Y) sea isomorfo a nuestro monoide inverso de tipo Mébius.

Con el fin de encontrar dicha tripla, considere la siguiente definicion:

Definicion 2.4.1. Sea F un semigrupo inverso, y M un subsemigrupo inverso de F.

Decimos que F' es un agrandamiento de M si se cumplen las siguientes condiciones:
1. M es ideal de orden de F.
2. Siae Fyaoat,atoa e M, entonces a € M.
3. Cada idempotente de F esta D — relacionado con un idempotente de M.

El siguiente teorema muestra una relacion que se da entre los agrandamientos, y el

hecho de asociar una tripla de McAlister.

Teorema 2.4.2. Sea GG un grupo, X un semirreticulo y sea P(G,X) el producto
semidirecto de G por X. Suponga que S es un subsemigrupo inverso de P(G, X) de
tal forma que P(G, X) es un agrandamiento de S. Sea Y x {1} = E(S5), entonces
(G, X,Y) es una tripla de McAlistery P(G, X,Y) = S.
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Demostracion. En primer lugar debemos ver que Y satisface con los axiomas de la
definicién de tripla de McAlister. En efecto, claramente Y es ideal de orden de X
pues siz € X,y € Y tal que = < y, entonces = Ay = z, luego (z,1) < (y,1), con
lo que (z,1) € Y x {1}, y z € Y. Ademas, como E(S) es semirreticulo inferior, Y’

también lo es.

Veamos ahora que para cada G - Y = X. Sea = € X, por definicibn de agranda-
miento, tenemos que ((x, 1), (y,1)) € D para algun y € Y, luego existe (r,g9) € X xG
tal que (z,1) = (¢7'r,1) y (r,1) = (y,1), de donde =z = ¢~ 'r, con r € Y. Por ulti-
mo, veamos que para cada g € G, gY NY # (. En efecto, tome y € Y, entonces
(y,1)(gy,9) = (z,9) donde z = y A gy, luego z < y y por tanto (z,1) < (y, 1), de donde
z € Y pues E(S) es ideal de orden. Ademas, es facilverque g7 -2 =gt -y Ay, y

portantog ' -z €Y .

Finalmente, veamos que P(G,X,Y) = S. En efecto, sea (y,9) € Y x G, como
g 'y € Y, es inmediato por el axioma (2) de la definicion de agrandamiento, que
(y,g) € S. Ahora, si (y,g) € S, entonces (¢ 'y,g7*) € S,luego g7 'y e Yy (y,9) €
P(G,X.Y). O

Mostremos con un ejemplo sencillo la utilidad del teorema anterior.

Ejemplo 2.4.1. Dado un grupo topolégico G, ya hemos mostrado que G¥ es un
submonoide inverso del producto semidirecto C'(G) x G. Donde C(G) es un semirre-
ticulo superior, ya que dados A, B € C(G) el supremo de {A, B} es AUB. Y G actda
sobre C'(G) por automorfismos de orden mediante o : G x C(G) — C(G) definida
por (g, A) =gAparage Gy Aec C(G).SeaY = {A € C(G) : (A1) € E(GF)}.

Usemos el teorema anterior para ver que (G,C(G),Y) es una tripla de McAlister
tal que P(G,C(G),Y) = GE. En ese sentido, solo debemos mostrar que P(C(G), G)
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es un agrandamiento de G*. Veamos que se cumplen las tres condiciones de la
Definicién 2.4.11

La primera condicion se verifica viendo que E(G) es ideal de orden de E(P(C(G), G)).
En efecto, sea (A4,1) € E(G?) y (B, 1) idempotente de P(C(G),G), tal que (B,1) <
(A, 1), entonces A C B, luego B € C,(G) y por tanto (B, 1) € E(GE).

Sea (A4,g9) € P(C(G),G) tal que (A,9)(g7'A,g7") = (A,1) € G%, entonces A €
C1(G). Ademas, si (g7'A,1) € GF, tenemos que g € A. Asi, (A,g) € GE. Por
ultimo, veamos que cada idempotente de P(C(G),G) es D — relacionado con un
idempotente de G. Sean (A, 1) idempotente de P(C(G),G), a € A, y conside-
re (a='A,1). Veamos que (A,1)D(a"'A,1). Para esto, considere (a='A,a™'). Ve-
mos que (A,a)(a *A,a™') = (A, 1), es decir, (A4,1)L(a A, a~'). Ademads, también
se tiene que (a'A,a71)(4,a) = (a7'A, 1), luego (a7 'A,a"')R(a"'A,1). Por tanto,
(A,1)D(a"'A,1). Con lo que se tienen las hipétesis del teorema anterior, y tenemos
que P(G,C(G),Y) = GE.

Segun el teorema anterior, si logramos encontrar un agrandamiento de (Part(G,Y)),
que sea un producto semidirecto de un semirreticulo por un grupo, podriamos en-
contrar una tripla de McAlister como la que estamos buscando. En ese sentido,
recordemos que se ha probado que (Part(G,Y)) = E' x G*. Ademas, podemos
ver que (E' — {Ix}) x G* es subsemigrupo inverso de E’ x G* pues se tiene que
Y((Part(G,Y)) —-G*) = (EF'—{Ix})xG*. Enefecto, sia € (Part(G,Y)) —G*, enton-
ces(a) = (aoa™t a*) € (E'—{Ix})xG*. Ademas, si (¢, g*) € (F'—{Ix})xG*, basta
tomar eog* que es un elemento de (Part(G,Y)) —G*y se tiene que ¢ (eog*) = (e, g*).
De esto obtenemos que (Part(G,Y)) — G* es isomorfo al producto semidirecto
(B {Ix}) x G~
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Teniendo en cuenta esto, queremos probar que (Part(G,Y)) — G* es un agranda-

miento de (Part(G,Y)). Para hacerlo, primero mostramos la siguiente proposicion;

Proposicion 2.4.1. Sea a = a; o as o - - - v, Un idempotente de (Part(G,Y)) — G*,
entonces existe 5 € (Part(G,Y)) tal que dom(a) NY = dom(p).

Demostracion. Procedemos por induccién en n.

El caso en que a = a; € (Part(G,Y)), es trivial. Veamos cuando n = 2. Aqui se
debe considerar cuando ao = «; oa 0 cuando a = ajoas. Sia = ay oal, basta tomar
B = aj o ae. Ya que trivialmente dom(ay o ag) = dom(ag o ) NY. Si o = af o an, S€A

B = ay, entonces dom(5) = dom(a o ay).

Asuma ahora que la afirmaciéon se cumple para k. Sea o = ay 0 -+~ ay, 0 g 1. Su-
ponga primero que a; € G*. Si a1 € G* es inmediato, pues ay o ap 1 = r* € G*, y
solo seria escribir « como a = a; o - - a1 or* y aplicar la hipétesis de induccion. Si
ahora, ay+1 € Part(G,Y). Por hipétesis de induccion, existe v € (Part(G,Y)) que
satisface que dom(v) = dom(a; o --- o ay) NY. Note que v o ayy1 € (Part(G,Y)).

Ademas, claramente se tiene que dom(y o agy1) = dom(a).

Supongamos ahora que oy € Part(G,Y). Si agy1 € Part(G,Y), por hipoesis de
induccién, existe v € (Part(G,Y)) que satisface dom(v) = dom(a; o ---ay), luego
dom(y o ay1) = dom(ar), Y v o ap1 € (Part(G,Y)). Sea que a1 € G*, digamos

ax+1 = g%, basta tomar g = v o g, donde dom(vy) =Y Ndom(ay o - - - ay). ]

Usando esta proposicién, probemos que (Part(G,Y)) — G* es un agrandamiento
de (Part(G,Y)), lo que generaliza la Proposicién 2.1.4]

Proposicion 2.4.2. Sea ' = (Part(G,Y)) — G*, entonces F' es un agrandamiento
de (Part(G,Y)).
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Demostracion. Es claro que (Part(G,Y)) es un subsemigrupo inverso de F. Vea-
mos que (Part(G,Y)) — G* satisface (1) de la Definicion 2.4.1] Es facil ver, que
basta mostrar que E es ideal de orden E(F). En ese sentido, sea o« € F y sea
€ E(F) tal que 8 C «. Entonces existe v € (Part(G,Y)) tal que dom(5) NY =
dom(B) = dom(v). Asi, B = Liom(s) = Liom(y) € (Part(G,Y)).

Veamos ahora que se cumple (2). Sea a € (Part(G,Y)) —G* talque aoa™!, a o
estdn en (Part(G,Y)). Tenemos entonces que dom(«),im(a) C Y. Por tanto:

1 1 * 1 1

a=aoaltoa=aocaltoa*aloa=aocato(lyoa*oly)oatoa

Por ultimo, sea « un idempotente de (Part(G,Y)) — G*, sabemos que este idempo-
tente puede ser de dos formas, a saber, o = Img) para g € (Part(G,Y)) o bien,
a = Iy (dom(py) PaAra p € (Part(G,Y)). Si a es de la primera forma, no hay nada que
demostrar. Sea ahora que « es de la segunda forma, vemos que («, Liom(p)) € D.

Sea h = g* o p. Entonces (h, Liom(p)) € L, Y im(h) = g*(dom(p)) = dom(c). O

Teniendo en cuenta el isomorfismo (Part(G,Y)) —G* = (E'—{Ix}) x G*, la proposi-
cion anterior y el Teorema2.4.2, tenemos el siguiente resultado que logra establecer

el objetivo que nos habiamos planteado, generalizando la Proposicion|2.1.5

Teorema 2.4.3. (G*,E' — {Ix}, E) es una tripla de McAlister tal que P(G*, £’ —
{Ix}, F) esisomorfo a (Part(G,Y)).
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