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1. Resumen

TITULO: Inflación Vectorial1

AUTOR: Sierra Ordóñez Carlos Alberto 2

PALABRAS CLAVES: Cosmoloǵıa, Mecanismo inflacionario

Expansión acelerada, Bosones vectoriales

Principio cosmológico

La cosmoloǵıa estudia el origen y evolución del Universo hasta la formación

de estructuras a gran escala, dejando el estudio de subestructuras tales como

cúmulos galácticos, nebulosas, galaxias, estrellas, agujeros negros, etc. a otras

ramas de la ciencia, tales como la Astrof́ısica. A escalas cosmológicas el Universo

luce homogéneo e isótropo, aun cuando existan galaxias y espacio vaćıo. Uno de

los mecanismos de evolución espaciotemporal del universo (no de creación) es el

de inflación propuesto por Alan Guth mediante el cual el universo se expandió a-

celeradamente en fracciones de segundo y permitió que el contenido energético

siguiera evolucionando hasta adquirir hoy en d́ıa la estructura que podemos

observar. Los escenarios que muchos cient́ıficos han propuesto, incluyendo a Guth,

se basan en un campo escalar primordial llamado inflatón mediante el cual se

inicia la inflacion primordial del universo y se heradan del campo caracteŕısticas

como homogeneidad e isotroṕıa. En la naturaleza aún no se han podido observar

campos escalares fundamentales, y es ésta la principal motivación para buscar

otra alternativa que genere inflación siendo una de ellas los campos vectoriales. El

objetivo de este trabajo de grado es realizar un estudio sobre la inflación del tipo

Slow-Roll utilizando campos vectoriales primordiales y aśı obtener los resultados

asociados a la estad́ıstica de estructuras a gran escala sobre homogeneidad e

isotroṕıa, los cuales han sido confirmados experimentalmente y predichos por la

ley de Hubble, lo que conduce a su vez a resolver los problemas de la cosmoloǵıa

estándar.

1
Proyecto de Grado

2
Facultad de Ciencias, Escuela de F́ısica, Director: Dr. Yeinzon Rodriguez
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2. Abstract

TITLE: Vectorial Inflation1

AUTOR: Sierra Ordóñez Carlos Alberto2

KEYWORDS: Cosmology, Inflationary Mechanism

Acelerated Expansion, Vectorials Bosons

Cosmological Principle

Cosmology studies the origin and evolution of the universe, until the

formation of the great scale structures, leaving the study of substructures such as

Galactic cumulus, nebulae, galaxies, stars, black holes, to another science branch-

es like Astrophysics. At cosmological scales the universe looks very isotropic and

homogeneous, although exist galaxies and empty space. One of the mechanisms

for the primordial evolution of the Universe is the Inflation proposed by Alan

Guth, that describes an Universe that had been expanded with acceleration

and lets that the energetic content continues its evolution until todayś large

scale structure. The scenario that many scientist have proposed, including Guth,

are based in a fundamental scalar field that ignites the primordial inflationary

engine, maintaining the homogeneity and isotropy given by the nature of the

field. In nature those fields havent́ been seen yet and this is the principal cause

for searching another alternative, and one of them is the vector fields. The aim of

this work is to present a study that explains the Slow-Roll inflation using three

orthogonal vector fields that maintains in the new model the characteristics of

homogeneity and isotropy associated with the statistics of large scale structure

that have been confirmed experimentally and predicted by Hubble law, and that

conducts naturally to the solving of the cosmology standard problems.

1
Degree Project

2
Science Faculty, School of Physics, Director: Dr. Yeinzon Rodriguez
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3. Introducción

La Cosmoloǵıa y la Astronomı́a son ciencias que tratan sobre el origen,

evolución y destino del universo y al igual que las demás ciencias, basan sus

hipótesis y teoŕıas en la comprobacion mediante la observación de los fenómenos

que intentan explicar. En el caso de la astronomı́a se cuenta con toda la radiación

electromagnética proveniente de cada cuerpo celeste o fenómeno afuera del plane-

ta tierra, mientras que la cosmoloǵıa basa toda la construcción teórica en la débil

radiación cósmica de fondo que permite reconstruir la imagen del Universo primi-

tivo 380000 años después de su origen. De las observaciones realizadas mediante

los satélites COBE [1] y WMAP [2] , especializados en la captura de esta radiación

dentro de la banda de 21[cm] o espectro de microondas, se ha determinado su es-

pectro y caracteŕısticas principales. La conclusión mas extraordinaria obtenida de

la RCF (Radiación Cósmica de Fondo) es que el universo presenta homogeneidad

e isotroṕıa a grandes escalas, es decir a escalas mayores a 100 Megaparsecs. Este

hecho se conoce como principio cosmológico [3, 4, 5].

Uno de los aciertos teóricos que más ha tenido acogida en la comunidad

cient́ıfica es el mecanismo de inflación primordial propuesto por Alan Guth en 1981

[6], que posteriormente fue modificado para ajustarse a las observaciones, el cual

permite explicar la formación de las estructuras a grandes escalas, componentes

fundamentales del actual Universo observable.

En el estudio de la cosmoloǵıa estandar, la inflación es un gran acierto inte-

lectual y hace uso de campos escalares para generar el mecanismo de expansión

acelerada. Sin embargo la existencia de campos escalares fundamentales en la

naturaleza es actualmente un tema de investigación que concentra esfuerzos de

muchos centros de investigación de f́ısica de particulas. Uno de los objetivos prin-

cipales del Gran Colisionador de Hadrones (LHC) [7] es el de encontrar campos

escalares fundamentales, tal como el bosón de Higgs. Desafortunadamente no hay

evidencia contundente hasta el d́ıa de hoy que permita asegurar la existencia de

tales campos.

La inflación generada por campos escalares permite explicar en un alto grado

la fenomenoloǵıa y compararla con la evidencia observacional, adquirida principal-

mente por los satélites que captan la RCF continuamente, además de dar solución

a los problemas de la cosmoloǵıa estándar: problema de horizonte, de planitud y

reliquias no deseadas.

Es necesario que después de inflación el Universo continúe evolucionando
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mediante el modelo de expansión desacelerada de Friedmann, ya que de otro

modo la nucleośıntesis no tendŕıa lugar, ni tampoco la parte del Universo que

se compone de materia bariónica, razón por la cual la expansión acelerada debe

durar por lo menos tf = 10
−35s [4].

En cosmoloǵıa los campos escalares son muy utilizados debido a las

propiedades de homogeneidad e isotroṕıa que son la base fundamental del prin-

cipio cosmológico; sin embargo hay otra posibilidad para generar el mecanismo

de inflación mencionado y mantener las tan atractivas caracteŕısticas ya men-

cionadas. La inflación a través de campos vectoriales es la otra posibilidad [8]. Es

evidente que un campo vectorial no es homogéneo ni isótropo de forma simultánea

pues es direccional, razón por la que no es muy utilizado por los cosmólogos como

generador de inflación, pero el uso de muchos de ellos aleatóriamente orientados,

o sólo 3 ortogonales entre śı, permiten que se consiga la homogeneidad e isotroṕıa

necesarias para que sean los campos candidatos de la inflación primordial.

La razón más importante para elegir los campos vectoriales como genera-

dores de inflación y no los escalares es que en la naturaleza se han observado los

campos vectoriales. El fotón, el gluón, los bosones W+
, W−

y Z0
son ejemplos y

es natural pensar que el campo primordial que generó la expansión sea también de

naturaleza vectorial. Este argumento se debilita cuando en la naturaleza se logren

observar bosones escalares fundamentales. Ésta es la principal motivación para

estudiar la inflación vectorial propuesta por Ford [9] y posteriormente estudiada

por Mukhanov, Golovnev y Vanchurin [8].

4. Marco teórico

A continuación se hará un breve repaso de todas las temáticas necesarias

para comprender con mayor claridad el estudio que se va a realizar sobre inflación

vectorial. La relatividad general y la cosmoloǵıa estandar son la base teórica fun-

damental para tal propósito. Importante definir a partir de este momento la sig-

natura con la que se va a trabajar a lo largo de todo el desarrollo del presente

proyecto de investigacion:

Signatura = (+,−,−,−) . (1)
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4.1. Apartes sobre Relatividad General

Es conocido que la relatividad especial integra el espacio y tiempo como

una sola entidad de cuatro dimensiones. La relatividad general explica los campos

gravitacionales como el efecto que el contenido energético experimenta a causa de

la curvatura del espaciotiempo. Podemos concluir que dicho contenido energético

se acelera debido a la existencia de un campo gravitacional cuyas lineas de campo

son llamadas geodésicas y se caracterizan mediante la siguiente ecuación:

duα

dλ
+ Γ

α
µνu

µuν
= 0. (2)

Esta ecuación deriva la cuadrivelocidad uα
con respecto a un parámetro af́ın λ

que puede ser el tiempo o cualquier otra variable independiente. Γ
α
µν es llamado

Conexión o śımbolo de Cristoffel [10], depende directamente de la métrica gµν y

aparece en la ecuación debido a que el espaciotiempo es curvo y a que existe un

campo gravitacional que genera dicha curvatura.

Los śımbolos de Cristoffel son un elemento fundamental en la definición

de la derivación covariante, necesaria para poder escribir la f́ısica en forma ten-

sorial covariante y con ello hacerla invariante en cualquier sistema de referencia,

cumpliendo aśı el principio de equivalencia propuesto por Einstein el cual se aplica

para cualquier ley f́ısica.

Existe además el tensor de Riemman Rα
βµν

1
el cual caracteriza la curvatura

del espaciotiempo y está definido a través de śımbolos de Cristoffel, de forma tal

que en ausencia de curvatura su valor es cero, indicando que el espacio es plano

o del tipo Minkowsky. Contrayendo el tensor de Riemman se obtiene el tensor

de Ricci Rµν el cual va a ser fundamental para la formulación de la relatividad

general de Einstein, junto con el tensor de Riemman.

La densidad del contenido energético (materia y enerǵıa) del Universo puede

describirse mediante ρ, pero en Relatividad General este término no cumple el

principio de covarianza general, de modo que es necesario describir dicho contenido

mediante otro elemento, el Tensor de Momentum-Enerǵıa [10]. Éste se puede

escribir de manera covariante para cualquier sistema de referencia y caracteriza

todo lo que perturbe el campo gravitacional.

A partir del principio de acción estacionaria con extremos fijos es posible cal-

cular la forma del tensor de Momentum-Enerǵıa. Este tensor permite caracterizar

1
Para ver la definición formal del tensor de Ricci proveniente del tensor de curvatura, remitirse

a la referencia [10]
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el contenido energético (materia y enerǵıa). Para el caso de un campo escalar φ y

su respectivo lagrangiano L, el tensor se define por la siguiente expresión:

Θµν =
∂L

∂ (∂µφ)
∂νφ − δµνL. (3)

Normalmente es utilizado el tensor Momentum-Enerǵıa canónico Tµν , que se di-

ferencia de Θµν en que el primero es simétrico, y esta cualidad permite que este

tensor modele el contenido energético del Universo en el lado izquierdo de las ecua-

ciones de campo de Einstein. Dichas ecuaciones provienen de aplicar el principio

de acción estacionaria, tomando como materia prima la acción Einstein-Hilbert

(ver [11]) mostrada a continuación :

S =
R − 2Λ

2α
+ Lm. (4)

El término α =
8πG

c4
. Para obtener las ecuaciones de campo de Einstein a partir

la acción propuesta remitirse a la referencia [11]. El término R es el escalar de

curvatura o contracción del tensor de Ricci. Lm es el lagrangiano de materia que

caracteriza el contenido energético del universo. Λ es la constante cosmológica

y representa la parte de la acción que genera una fuerza de repulsión la cual se

opone a la atracción gravitatoria [3, 4, 5]. Haciendo variación con respecto a la

métrica gµν se obtienen las ecuaciones de campo de Einstein:

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = −αTµν . (5)

Esta ecuación, escrita en unidades del sistema internac condensa la información

de la geometŕıa del Universo a un lado de la igualdad a traves del escalar y

tensor de Ricci, mientras que en el otro lado está el tensor momentum-enerǵıa

que caracteriza el contenido energético del Universo. La igualdad entre ambos

términos indica que dicho contenido curva el espaciotiempo que lo contiene y al

mismo tiempo el campo gravitacional, efecto de la curvatura espaciotemporal,

modifica la distribución del contenido energético.

4.2. Modelamiento del contenido energético del Universo

como un fluido perfecto

H. Weyl postuló en 1923 que el Universo se comporta como un fluido o

sustrato y que las galaxias son sus part́ıculas fundamentales [12]. Este postulado

exige que las geodésicas sólo se intercepten en un punto en el pasado (Big Bang)

13



y probablemente en el futuro (Big Crunch) de manera que cada galaxia posea una

sola velocidad, despreciando las velocidades relativas debidas a las interacciones

gravitacionales entre śı. Las observaciones de un Universo en expansión se ajustan

al comportamiento descrito haciendo posible el modelamiento del sustrato como

un fluido perfecto.

A escalas cosmológicas y según las observaciones realizadas podemos con-

cluir que el Universo es homogéneo e isótropo, y es posible modelar su contenido

energético mediante un Tensor de Momentum-Enerǵıa (M-E) para un fluido per-

fecto
2
:

Tµν = (ρ + P )uµuν − Pgµν, (6)

en donde ρ y P son respectivamente la densidad de enerǵıa y la presión del fluido

cósmico, medidos en un marco de referencia comóvil. De la definición del tensor

M-E se deduce que éste contiene información fundamental sobre la enerǵıa y

momentum del fluido. Dado que el sistema de referencia es cómovil con el fluido,

la velocidad usual es igual a cero, mientras que la cuadrivelocidad uα
= (1, 0, 0, 0).

Despejando de la ecuación (6) Tµν toma la siguiente forma:

T 00
= ρ, (7)

T i0
= 0, (8)

T ij
= Pδij. (9)

La definición de fluido perfecto exige que la presión que éste experimenta y ejerce

sea isótropa. De la ecuación (7) se deduce que la componente T 00
equivale a la

densidad de enerǵıa. La ecuación (8) define la densidad de momentum que en este

caso es igual a cero pues la velocidad usual (3D) del fluido respecto al sistema de

referencia es cero. La componente T ij
mostrada en la ecuación (9) es equivalente

al tensor de esfuerzos. Para grandes escalas (más de 100 Mpcs) el tensor M-E

para un fluido perfecto es una aproximación válida y caracteriza el contenido de

materia y enerǵıa.

Existe un principio de conservación que involucra al tensor Momentum-

Enerǵıa :

T µν
;µ = 0. (10)

Recordando que el punto y coma representa la derivada covariante, esta ecuación

es una forma de expresar el principio de conservación del momentum-enerǵıa que

aplica para nuestro Universo, siempre que éste sea un sistema aislado y no haya

intercambio de enerǵıa entre él y otro sistema similar.

2
Para ver detalles de la aproximación de fluido perfecto ver [5, 12]
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4.3. Métrica de FLRW

El Universo es homogéneo e isótropo a grandes escalas. A escalas menores

a cien megaparsecs se observan inhomogeneidades tales como galaxias, nubes de

polvo y regiones semi-vaćıas. Una métrica que permita describir la distribución

del contenido energético a grandes escalas, cumpliendo con el principio cosmológi-

co, es la de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) [13] y se muestra a

continuación:

gµν =









1 0 0 0

0
−a2

1−Kr2 0 0

0 0 −a2r2
0

0 0 0 −a2r2
sin

2 θ









. (11)

Esta métrica, escrita en coordenadas esféricas, se deduce de la ley de Hubble

V = Hd [14], uno de los pilares observacionales de la cosmoloǵıa estándar para

asegurar el cumplimiento del principio cosmológico (Homogeneidad e Isotroṕıa),

la cual expresa la velocidad de recesión entre galaxias V como una relación lineal

dependiente de la distancia f́ısica que las separa d, agregando un parámetro de

proporcionalidad H llamado parámetro de Hubble, el cual vaŕıa con el tiempo.

La forma de construcción de esta métrica es a partir de una hiperesfera

4-dimensional, ubicando el Universo tridimensional que podemos experimentar

en su superficie. Las caracteŕıstica de homogeneidad e isotroṕıa se reproducen,

logrando que todo punto esté en continuo distanciamiento de los demás, tal como

sucede sobre la superficie de un globo mientras se está inflando. Para mas detalles

en la obtención de la métrica descrita remitirse a [4].

El término a(t) representa el factor de expansión de la hiperfesfera descrita,

mientras que (r,θ,φ) representan la posición angular de cualquier cuerpo celeste.

Particularmente la posición de las galaxias se mantiene fija en determinada coorde-

nada, lo que cambia en el tiempo es su distancia de separación. H es el parámetro

de Hubble ya mencionado que se define en términos del factor de expansión H =
ȧ
a
.

Por ultimo se menciona el parámetro K que determina la curvatura espacial.

Si K = 0 el Universo está inmerso en un espaciotiempo plano (como una hoja

de papel extendida), si K = 1 el espaciotiempo es cerrado (finito pero sin ĺımites

como un toroide, elipsoide, esfera o cualquier otra figura tridimensional cuyas

aristas se unan) y para K = −1 el espaciotiempo es abierto(carente de śımil

tridimensional).
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4.4. Ecuaciones de evolución cosmológica

A través de las ecuaciones de campo de Einstein y la métrica FLRW se

obtiene la ecuación de Friedmann [3, 4, 5], la cual representa la evolución del

Universo y permite determinar qué importancia y relevancia han tenido, tienen

y tendrán los tres elementos fundamentales en cosmoloǵıa: radiación, materia y

constante cosmológica:

H2
=

ρ

3m2
p

+
Λ

3
− K

a2
. (12)

Hay un valor para la densidad de enerǵıa ρcri = 3H2m2

p que al ser reemplazado

en la ecuación anterior reproduce K = 0. Observaciones realizadas mediante el

satélite WMAP indican que el universo es altamente plano [15].

Es usual definir una nueva función Ω =
ρ
ρc

e incluir en ella el efecto de la

constante cosmológica ΩΛ =
Λ

3H2 . Mediante esta nueva definición se reescribe la

ecuación de Friedmann aśı:

Ωtotal = Ω + ΩΛ, (13)

Ωtotal − 1 =
K

a2H2
. (14)

Las observaciones del WMAP + SN + BAO dan un valor de Ωtotal = 0,9996 ±
0,0150±0,0015±0,0130 (ver [15]) con lo cual se corrobora la planitud del Universo

a grandes escalas.

El término m2

p es la masa reducida de Planck y equivale a
1

8πG
en unidades

naturales. En términos energéticos Mp =
√

8πmp =
1√
G

= 1,22×10
19GeV equivale

a la cota superior en la escala de enerǵıas, por encima de la cual deja de ser válida

la relatividad general. Para enerǵıas superiores es necesaria una teoŕıa cuántica

para la gravedad que sirva como puente entre la relatividad general y la f́ısica

cuántica [3, 4, 5].

La masa de Planck Mp es interpretada de manera análoga como la masa

contenida en una esfera cuyo radio es la longitud de Planck, la cual corresponde

a la distancia que un fotón recorre en el tiempo de Planck y es aproximadamente

1,61624 × 10
−35m. Ésta esfera representa el tamaño del Universo cuando hab́ıa

transcurrido el tiempo de Planck tp = 5,39×10
−44s. Cabe aclarar que la inflación

primordial ocurre despues que el universo tenga tp segundos de existencia, dejando

los efectos cuánticos fuera del mecanismo que la genera [3, 4, 5].

Dividiendo el universo en subespacios cúbicos de lado 100 Mpc se puede

apreciar la homogeneidad e isotroṕıa del Universo sin olvidar que cada volumen
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se está expandiendo a una tasa a(t). Aplicando leyes de termodinámicas al sub-

espacio y recordando el principio cosmológico que impide que dichas regiones in-

tercambien calor, se puede obtener una expresión para la ecuación de continuidad

de la densidad de enerǵıa [3] y se muestra a continuación:

ρ̇ + 3H(ρ + P ) = 0. (15)

La obtención de la ecuación anterior se muestra en el apéndice A. A traves de esta

ecuación se pueden concluir varios aspectos importantes del Universo temprano,

tales como que inicialmente la radiación dominaba, posteriormente fue la materia

y finalmente la constante cosmológica. Cabe aclarar que la época dominada por

materia debe ser lo suficientemente larga para posibilitar la formación y evolución

de estructuras.

4.5. Problemas de la cosmoloǵıa estándar

Existen ciertas inconsistencias entre los planteamientos teóricos ofrecidos

por la cosmoloǵıa estándar y los resultados observacionales, que si bien explican

muchos fenómenos y da el estatus de teoŕıa al Big Bang al explicar la homo-

geneidad e isotroṕıa a grandes escalas, la expansión de Hubble, la abundancia de

elementos ligeros y la existencia de la RCF, genera ciertos problemas conocidos

como los problemas de la cosmoloǵıa estandar. A continuación se explican dos

de ellos, los cuales se resuelven mediante la teoŕıa inflacionaria explicada en la

siguiente sección.

4.5.1. Problema de Horizonte

El problema de horizonte [5] es una discrepancia observacional entre los resul-

tados obtenidos para las anisotroṕıas en la temperatura de la radiación cósmica de

fondo y los resultados predichos por modelos cosmológicos estandar de expansión

desacelerada
3
. Para explicar el problema es necesario hablar de ciertos conceptos.

El horizonte de part́ıculas hoy en dia, que equivale a 2H−1

0
, es simplemente

la distancia máxima desde la cual hoy en d́ıa recibimos información en forma de

radiación electromagnética. La distancia coordenada actualmente está dada por

3
Para mas información remitirse a la referencia [16]
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la siguiente expresión:

dc =
2H−1

0

a0

. (16)

En la época de recombinación, cuando se formaron los primeros átomos y se

generó la radiación cósmica de fondo, el valor de dc es el mismo ya que se está a-

nalizando la misma región espacial, sin embargo la distancia f́ısica si vaŕıa a lo

largo del tiempo, aumentando a medida que el Universo se expande. En el peŕıodo

de recombinación el valor de esta distancia f́ısica llamada también región corres-

pondiente al Universo observable actualmente es:

λrec = arecdc, (17)

mientras que el valor del horizonte de part́ıculas en la época de recombinación

equivale a:

2H−1

rec = 2H−1

o

[

To

Trec

]
3

2

. (18)

De forma que en recombinación para la región f́ısica correspondiente al Univer-

so observable llamado tambien horizonte óptico [4] caben aproximadamente 10
4

horizontes de part́ıculas. Para detalles en el cálculo del horizonte de particulas

mostrado remitirse a la referencias [4, 5].

Sabemos que el horizonte de part́ıculas es el borde de la región espacial desde

la cual podemos recibir información en forma de radiación electromagnética. Una

región causalmente conectada es una subregión del horizonte de part́ıculas dentro

de la cual se puede conocer información desde cualquier punto y en cualquier

punto. En otras palabras, es una región dentro de la cual los fotones emitidos

desde un punto en el borde puede llegar al otro punto diametralmente opuesto

en un tiempo igual al que tardaron los fotones el llegar del borde del horizonte

de part́ıculas a nosotros. El tamaño de esta zona es de
1

2
H−1

, lo que es igual a la

mitad del radio del horizonte de part́ıculas.

En recombinación para el horizonte óptico hay aproximadamente 10
5

re-

giones causalmente conectadas en su interior. Cada región causalmente conectada

está desconectada de las demás, de modo que las 10
5

regiones tienen caracteŕısti-

cas independientes entre śı. Una de las caracteŕısticas propias de cada región

causalmente conectada es la temperatura, la cual debe necesariamente ser dife-

rente en cada zona ya que no hay conexión causal entre ellas. Todo esto sucede en

el momento que se genera la RCF de modo que la información proveniente desde

cada burbuja puede ser obtenida hoy en dia.

El problema de horizonte radica en que la diferencia de temperatura entre

cada región causalmente conectada hoy en dia es casi nula, con una leve anisotroṕıa
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de δT/T = 10
−5

. Un cambio en la dirección de observación de la radiación cósmica

de fondo de 1,72
◦

es suficiente para pasar de una región causalmente conectada a

otra. Si estas regiones en realidad estaban desconectadas causalmente entre śı, no

hay razón f́ısica para que mantengan una temperatura casi igual.

Figura 1: Esquema explicativo del problema de horizonte

En la figura 1 se esquematiza el problema de horizonte. En a) el horizonte

óptico contiene 10
5

regiones espaciales causalmente conectadas y se genera la

RCF durante recombinación. En b) se observa nuestro horizonte de part́ıculas

hoy en dia expandido por el factor de escala a(t), el cual colinda con regiones

causalmente conectadas (ćırculos alrededor), las cuales se han expandido de igual

modo y han enviado fotones desde recombinación formando un cono de recepción

que no ha variado angularmente desde entonces. En c) se hace una ampliación al

cono dibujado por la radiación emitida desde cada una de las regiones causalmente

conectadas, indicando el ángulo θ = 1,72
◦
, necesario para que nuestra recepción

de RCF cambie de una región causalmente conectada a otra y por consiguiente se

detecte variación en la temperatura.

4.5.2. Problema de Planitud

Interpretando la ecuación (14) se deduce que si el Universo observable es

absoluta y espacialmente plano, |Ω − 1| = 0 para cualquier tiempo dentro de la

evolución del Universo. El término a se hace mas pequeño a medida que se va

hacia atrás en el tiempo por definición, ya que el factor de escala redimensiona el

volumen f́ısico del Universo.

Suponiendo que K 6= 0, el valor de Ω cambiará en el tiempo de la siguiente
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forma:

|Ωtotal − 1| α
1

a2H2
. (19)

Para la época dominada por radiación H α a−4
y para la época dominada por

materia H α a−3
. Se concluye que |Ωtotal − 1| crece con a linealmente en el caso

de materia y cuadráticamente para el caso de radiación.

Si hoy en d́ıa |Ω0 − 1| ≈ 0 con una aproximación de 10
2

[15], al inicio de

recombinación y generación de la radiación cósmica de fondo este valor debió ser

mucho mas cercano a cero, del orden de 10
−32

aproximadamente.

El problema de planitud consiste en no tener un mecanismo que genere

los órdenes de magnitud para |Ω0 − 1| requeridos, dejando solo la opción de un

ajuste fino a las condiciones iniciales, pero esto no es f́ısicamente satisfactorio ni

consistente.

4.6. Mecanismo de Inflación

El mecanismo de inflación explica la expansión acelerada de una región del

universo a partir de la cual se formó el Universo observable. En la época de in-

flación la gravedad tuvo que comportarse como una fuerza repulsiva que esparció el

contenido energético, aumentando el tamaño del espaciotiempo que lo contiene. La

fuerza repulsiva es concebida actualmente en el consenso cient́ıfico como un tipo

de enerǵıa oscura cuya composición es desconocida actualmente, pero los efectos

son analizados mediante la adición de la constante cosmológica en la ecuación

(12).

En la figura 2 se muestra la carencia de conexión causal entre el horizonte de

part́ıculas y el horizonte óptico o Universo observable. Esto, como ya se indicó en

las secciones anteriores, imposibilita que las 10
4

regiones causalmente conectadas

pudiesen termalizar y mantener todas una misma temperatura, tal como se ob-

serva actualmente.

La solución a los problemas de cosmoloǵıa estándar se logra con el mecanismo

de inflación mediante el cual se permite una conexión causal entre la región f́ısica

correspondiente al Universo observable con el horizonte de part́ıculas. Se observa

en la figura 3 que durante inflación el valor del radio del horizonte de part́ıculas

se mantiene aproximadamente constante en un valor H−1

i . Con esto se logra que

haya termalización entre todas las regiones causalmente conectadas y el problema
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Figura 2: Gráfica en la que se observa la evolución temporal del horizonte de part́ıculas(ĺınea

azul) y del horizonte óptico (ĺınea roja).

Figura 3: Gráfica en la que se observa la evolución temporal del horizonte de part́ıculas para

un valor de H constante durante inflación

de horizonte queda solucionado.

En terminos cuantitativos podemos explicar el mecanismo de inflación em-

pezando por la ecuación de Friedmann. Tomando el caso para un espaciotiempo

plano (K = 0), y derivando respecto al tiempo la ecuación (12) obtenemos la

siguiente ecuación:

ä

a
= −ρ + 3P

6m2
p

. (20)

Se observa que ä > 0 siempre que ρ + 3P < 0. Ésta es la condición necesaria para

generar un peŕıodo inflacionario, donde ä representa la aceleración del proceso de

expansión del espaciotiempo.

Durante el periodo inflacionario el parámetro de Hubble H ≈ constante .
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De la ecuación (12) se concluye que ρ también debe mantener su valor constante

si el espaciotiempo es plano. Utilizando ahora la ecuación (15) se calcula su valor

durante el periodo inflacionario:

ρ ≈ −P. (21)

Aśı bien, si durante el peŕıodo inflacionario es requerido que el horizonte de

part́ıculas se congele, también lo debe hacer la densidad de enerǵıa, indicando

que el contenido energético dentro del horizonte de part́ıculas no debe cambiar,

al menos durante inflación.

4.6.1. Monto de Inflación

El monto de inflación llamado también número de e-folds, es un valor que

cuantifica la cantidad de expansión que se logra en la época de inflación y se

muestra a continuación:

N = ln
af

ai
, (22)

donde ai es el valor del factor de escala al principio de inflación y af es el valor

del factor de escala al final de inflación.

La ecuación λi ≤ H−1

i es la condición que se debe cumplir para que con

inflación se solucione el problema de horizonte. Realizando los cálculos correspon-

dientes se puede calcular el valor que es aproximadamente N ≥ 62 e-folds [5, 17].

Para solucionar el problema de planitud se debe calcular cuántos e-folds se

requieren. Primero se debe recordar de la ecuación (14) que |Ω−1| es proporcional

a H−2
y a a2

. En inflación H es constante luego |Ω−1| α 1

a2 , y esto genera que |Ω−1|
tenga valores muy pequeños para que la ecuación (14) caracterice correctamente

la evolución del Universo.

|Ω − 1|tf
|Ω − 1|ti

=

(

ai

af

)2

= e−2N ≤ O(10
−32

). (23)

Recordando el valor actual de |Ω − 1| que se aproxima a cero con dos órdenes

de precisión y que para la época al final de inflación (que sucede antes de la

recombinación y la generación de radiación cósmica de fondo) debe aproximarse

a cero con 32 órdenes de precisión, se calcula de la Ec. (23) un valor de N = 40,

el cual es el ĺımite inferior de e-folds necesario para solucionar el problema de

planitud. Esto demuestra que solucionando el problema de horizonte a través del

mecanismo de inflación con N ≥ 62 e-folds se solucionan ambos problemas de la

cosmoloǵıa estándar.
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4.6.2. Inflación mediante campos escalares

En cosmoloǵıa se estudian los campos escalares ya que son los preferidos por

la comunidad cientifica para ser los generadores de inflación (campo de inflatón).

La razón es sencilla: generan homogeneidad e isotroṕıa estad́ıstica y explican las

presiones negativas. Tales campos escalares fundamentales no han sido observados

en la naturaleza hasta el momento. El Lagrangiano que se muestra a continuación

corresponde al de un campo escalar (ver [4, 5]):

L =
1

2
gµν∂

µφ∂νφ − V (φ). (24)

A través del lagrangiano mostrado es posible calcular la densidad de enerǵıa y

presión que el campo escalar genera, tomando como premisa que el Universo se

modela como un fluido perfecto, homogéneo e isótropo. V (φ) representa el poten-

cial generado por la existencia del campo escalar φ. A continuación se muestran

las ecuaciones para ρ y P :

ρ =
1

2
φ̇2

+ V (φ), (25)

P =
1

2
φ̇2 − V (φ). (26)

Recordando que ρ + 3P < 0 es la condición para generar inflación, se pueden

tomar las ecuaciones (25) y (26) y reescribir la condición en términos del campo

escalar aśı:

φ̇2 < V (φ). (27)

Además de las definiciones para ρ y P es posible reescribir la ecuación de con-

tinuidad (15) tal como se muestra a continuación:

φ̈ + 3Hφ̇ + V ′
(φ) = 0. (28)

Es fácil encontrar una relación entre la ecuación (28) y la ecuación para un os-

cilador armónico amortiguado, siempre que el término V ′
(φ) sea un potencial

generalizado (H ∝
√

(V )), sólo que en este caso la constante de amortiguamiento

es 3H .

Podemos concluir que para un campo escalar generador de inflación, el térmi-

no 3Hφ̇ impone condiciones que afectarán este peŕıodo. Un valor grande para el

término de fricción, el cual depende de H , siendo H proporcional a su vez a
√

ρ
(deducido de (12)) y ρ proporcional a V (φ) (deducido de (25)), conducirán a a la

siguiente expresión:

|φ̈| << |3Hφ̇|. (29)
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Asumiendo que φ̇2
representa la velocidad de variación del campo escalar se im-

pone la restricción:

1

2
φ̇2 << V (φ), (30)

la cual es aplicable a los modelos inflacionarios mas populares. Se interpreta
1

2
φ̇2

como la densidad de enerǵıa cinética, mientras que V (φ) hará el papel de la

densidad de enerǵıa potencial, ambos terminos relacionados con el campo escalar

generador de inflación llamado Inflatón.

Las condiciones (29,30) generan un potencial muy plano, tal que el campo

escalar φ ruede lentamente desde los valores grandes de V (φ) hasta un mı́nimo y

la inflación se detenga.

Un potencial V (φ) que cumpla las condiciones (29) y (30) es conocido como

potencial del tipo Slow-Roll [Fig. 4] y permite que durante el periodo inflacionario,

el factor de escala a(t) evolucione de manera exponencial [4] tal como se muestra

a continuación:

a(t) = ainiexp

(
∫ t

tini

Hinfdt

)

, (31)

donde aini es el parámetro de expansión para un tiempo tini y Hinf es el parámetro

de Hubble durante inflación. La forma del potencial V (φ) mantiene su amplitud

casi constante para un intervalo en el que ocurre la expansión acelerada.

La inflación del tipo Slow-Roll se puede expresar mediante los siguientes dos

parámetros:

ǫ =
d

dt

(

1

H

)

= − Ḣ

H2
, (32)

ηφ = ǫ − φ̈0

Hinf φ̇0

. (33)

Haciendo que ǫ < 1 se obtiene inflación, mientras que si ǫ << 1 y |ηφ| << 1 se

cumplen las condiciones de Slow-Roll [22] descritas en las ecuaciones (29) y (30).

Un potencial de este tipo hace que los resultados observacionales concuerden

con los calculados anaĺıticamente por el modelo cosmológico ΛCDM (Constante

Cosmológica con Materia Oscura Fŕıa) [18].
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Figura 4: Ejemplo de potencial V (φ) para que la inflación sea del tipo Slow-Roll

4.7. Acople mı́nimo y no mı́nimo a la gravedad

A partir de una acción S es posible encontrar las ecuaciones de movimien-

to para una métrica espacio-temporal preestablecida y el tensor de momentum-

enerǵıa para el contenido energético existente dentro del espacio-tiempo caracte-

rizado por dicha métrica. Para ello se aplica el principio de acción estacionaria.

La acción Einstein-Hilbert [11] mostrada a continuación, se diferencia de (4)

en la omisión de la constante cosmológica cuyo significado f́ısico aún es desco-

nocido. A través de esta acción (escrita en unidades naturales) se obtienen las

ecuaciones de campo de Einstein, base fundamental de la relatividad general.

S =
R

16π
+ Lm. (34)

Se diferencian dos términos:
R

16π
y Lm. El primero muestra el escalar de Ricci R

que da información acerca de la geométŕıa del espacio-tiempo. El segundo término

es el lagrangiano de materia que caracteriza el contenido energético.

De (34) se observa que la acción no posee términos que relacionen expĺıcita-

mente la geometŕıa del espacio-tiempo con el contenido energético existente. Este

hecho se conoce como acople mı́nimo a la gravedad y representa la relación entre

la gravedad y el contenido energético.

La relatividad general postula que la existencia de un campo gravitacional

modifica la distribución del contenido energético y éste a su vez altera la curvatura

espacio-temporal, lo cual se puede deducir de la igualdad en las ecuaciones de

campo de Einstein mostradas en (5).
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Se habla de acople no mı́nimo a la gravedad cuando la acción mediante

la cual se calculan las ecuaciones de campo contiene términos que expĺıcitamente

relacionan la curvatura espacio-temporal con el contenido energético. En este caso

no es posible obtener una igualdad entre términos geométricos y energéticos debido

al término de acople.

Para el caso del presente estudio se busca generar inflación mediante un

campo vectorial masivo o de corto alcance Aµ. La acción propuesta (descrita en el

siguiente caṕıtulo) contiene un término
1

12
RAµAµ

el cual relaciona directamente

la curvatura espacio-temporal R (especificamente R es el escalar de curvatura)

con el campo vectorial Aµ, que representa el contenido energético para este caso

particular. Aplicando el principio de acción estacionaria no se llega a las ecuaciónes

de campo de Einstein ya que el término de acople descrito impide separar variables

energéticas y geométricas.

5. Inflación vectorial

Existe una razón fundamental para elegir un campo vectorial como mecanis-

mo generador de inflación y es que si bien los modelos de expansión acelerada que

son aceptados por la comunidad cient́ıfica son los que utilizan campos escalares

fundamentales, éstos no han podido ser observados hasta la fecha. Para el caso

de los campos vectoriales se tiene mucha base observacional [19] (por ejemplo la

RCF) razón para tomarlos como campos fundamentales de la inflación primordial.

A partir de la acción propuesta en las Refs. [8, 9], se buscarán reproducir

los resultados obtenidos por la inflación con campos escalares fundamentales del

tipo slow roll, reemplazando φ por un campo vectorial fundamental Aν masivo o

de corto alcalce. El término Fαβ es función de las derivadas covariantes del campo

vectorial. Se muestra a continuación la acción mencionada:

S =

∫

dx4
√
−g

[

R

16π
− 1

4
FαβF αβ

+
1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

]

. (35)

La acción mostrada va a ser la materia prima del trabajo de grado propuesto,

mediante la cual se van a calcular las condiciones de slow roll vectorial. Se pueden

diferenciar facilmente tres términos:
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1. Geométrico :
R

16π
.

2. Contenido energético :
1

4
FαβF αβ

y
1

2
m2AαAα.

3. Acople no mı́nimo a la gravedad :
R
12

AαAα.

El tercér término es la clave para que, mediante un campo vectorial funda-

mental, se puedan obtener las condiciones de slow roll. La razón de este efecto tiene

relación directa con la forma del escalar de curvatura R para un espaciotiempo

espacialmente plano de Friedmann o en expansión.

Aplicando el principio de acción estacionaria se calcularán las ecuaciones

de movimiento para el campo Aν , y aśı mismo Zµν que si bien ya no representa

el tensor de momentum-enerǵıa debido a que la acción incluye el término de

acoplamiento no mı́nimo a la gravedad, se utilizará para calcular las condiciones

de slow roll para el campo vectorial.

Finalmente se analizarán las restricciones que deben imponerse a los campos

vectoriales para lograr el régimen de slow roll a traves de tres campos vectoriales

ortogonales entre śı.

Es importante observar que la forma que toma la ecuación (28), para el

caso de campos vectoriales, va a ser muy importante al momento de comparar

los resultados obtenidos del estudio sobre inflación vectorial. Si la forma de la

ecuación de continuidad para el caso vectorial y escalar se mantiene invariante,

esto será un buen indicio acerca de la validez del campo vectorial como generador

de la inflación primordial del tipo Slow-Roll.

Este trabajo de investigación busca explicar y defender la propuesta de

generar inflación a través de campos vectoriales. Una dificultad inherente al uso de

este tipo de motores de expansión espaciotemporal es la generación de direcciones

preferenciales causantes de anisotroṕıa en la distribución del contenido energético

[8, 17].

Como defensa principal para proponer como motor de inflación el uso de

campos vectoriales, se tienen en cuenta tres aspectos importantes:

Los campos vectoriales han sido observados en la naturaleza y puede ra-

zonablemente suponerse que uno o varios campos vectoriales fundamentales

pudieron desencadenar el proceso inflacionario.
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Modelando el mecanismo inflacionario a través de 3 campos vectoriales or-

togonales entre śı es posible obtener homogeneidad e isotroṕıa en la dis-

tribución del contenido energético.

El acoplamiento no mı́nimo a la gravedad incluido en la acción mostrada

en (35) permite que la inflación vectorial propuesta sea del tipo Slow-Roll y

de este modo el proceso de inflación dure lo suficiente para que el universo

alcance a expandirse lo suficiente y de este modo se logren solucionar los

problemas de cosmoloǵıa estandar.

Figura 5: Ilustración que muestra el papel que desempeñan los campos vectoriales ~
A en el

proceso inflacionario

Se observa en la figura 5 que los campos vectoriales generan la expansión

de manera simultanea en las 3 direcciones ortogonales entre śı, impidiendo la

generación de anisotroṕıas en la distribución del contenido energético.

En las siguientes secciones se desarrollarán cálculos a fin de obtener resulta-

dos que corroboren la posibilidad propuesta de generar inflación del tipo Slow-Roll

a partir de campos vectoriales fundamentales y solucionar con ellos los problemas

de la cosmoloǵıa estandar, espećıficamente de horizonte y planitud.

5.1. Cálculo de las ecuaciones de movimiento

A partir de la acción propuesta en [8] y mostrada en la ec.(35) se aplica el

principio de acción estacionaria con extremos fijos para calcular las ecuaciones

de evolución que regirán el comportamiento y evolución del campo vectorial Aµ

durante el periodo inflacionario propuesto en este caso.
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Partiendo de (35) se aplica el principio variacional respecto a Aµ y se ob-

tienen las ecuaciones de movimiento
4
:

(

m2 − R

6

)

Aµ +
1√−g

∂

∂xγ

(
√−gFγµ) = 0. (36)

Se observa un término Fγµ = ∂γAµ−∂µAγ . Con las ecuaciones de movimiento

se calcularán ciertas condiciones iniciales y además las ecuaciones de evolución de

las componentes del campo vectorial durante el periodo inflacionario.

5.2. Ecuaciones de evolución del campo vectorial

El modelo inflacionario se propone dentro de un espaciotiempo plano (K=0)

del tipo F.L.R.W. cuya métrica para coordenadas cartersianas se muestra a con-

tinuación:

gµν =









1 0 0 0

0 −a2
0 0

0 0 −a2
0

0 0 0 −a2









. (37)

Aplicando la métrica a las ecuaciones de movimiento (36) se encuentran las

siguientes expresiones:
5

− 1

a2
∇2A0 +

(

m2 − R

6

)

A0 +
1

a2
∂iȦi = 0. (38)

Äi +
ȧ

a
Ȧi −

1

a2
∆Ai +

(

m2 − R

6

)

Ai − ∂iȦ0 −
ȧ

a
∂iA0 +

1

a2
∂i (∂kAk) = 0. (39)

Una condición fundamental para utilizar un campo vectorial como motor genera-

dor de la inflación primordial es que reproduzca las caracteŕısticas favorables de

un campo escalar, principalmente de la homogeneidad e isotroṕıa. Haciendo que

el campo sea altamente homogéneo por medio de ∂iAβ = 0 se obtiene de la ec.(38)

(

m2 − R

6

)

A0 = 0, (40)

4
El cálculo completo de las ecuaciones de movimiento se muestra en el Apéndice B

5
Para detalles en los cálculos ver Apéndice C
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y por lo tanto:

A0 = 0. (41)

Este resultado impone una condición inicial para la parte temporal del campo

vectorial. Se introduce una nueva variable Bk =
Ai

a
que representa el campo

vectorial f́ısico, escalado por la expansión espaciotemporal del universo.

A través de la ec.(41) y haciendo uso de la condición A0 = 0 se obtiene una

ecuación diferencial que representa la evolución del campo vectorial generador de

inflación
6

y se muestra a continuación:

B̈k + 3HḂk + m2Bk = 0. (42)

Esta ecuación es muy similar a la ec. (28) que representa la evolución tempo-

ral de un campo escalar, planteada en el apartado de inflación mediante campos

escalares. En este momento se puede hacer la similitud entre los términos que

componen ambas ecuaciones:

B̈k → φ̈

3HḂk → 3Hφ̇

m2Bk → V ′
(φ)

(43)

Es de notar que el caso escalar solo representa una ecuación mientras que

para el caso vectorial son tres, una por cada dirección espacial ortogonal ya que la

componente temporal se anula al aplicar la condición inicial A0 = 0. Se requiere

que las tres componentes evolucionen de la misma forma para no generar direc-

ciones preferenciales; de este modo no se viola homogeneidad ni isotroṕıa, lo que es

un requisito fundamental de cualquier modelo inflacionario, recordando los pilares

observacionales de la cosmoloǵıa que se resumen en el principio cosmológico.

Es importante destacar la similitud que tienen las ecuaciones (28) y (42) con

la ecuación de un oscilador armónico amortiguado. Esta relación se puede realizar

siempre que el potencial V (B) generado por el campo vectorial es proporcional

a B2

k , y asi al calcular la derivada de V (B) se obtiene el último término de la

ecuación (42) en términos de Bk a la primera potencia [8].

Observando los coeficientes 3H y m2
de la ecuación descrita es fácil ver

6
Para ver los detalles del cálculo remitirse al Apéndice D
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que para H >> m el comportamiento del campo vectorial va a ser una respuesta

sobreamortiguada o de variación lenta, mientras que para el caso H ≈ m se obtiene

un comportamiento oscilatorio propio del comportamiento subamortiguado.

El sobreamortiguamiento y subamortiguamiento pueden relacionarse direc-

tamente con la velocidad de expansión del campo vectorial B. Para el caso de un

oscilador con términos de amortiguamiento, el coeficiente de Ḃk es proporcional

a la fricción, en otras palabras es el factor que se opone a la expansión espacial

del campo. Asi mismo el coeficiente de Bk da información acerca de la enerǵıa

cinética que contiene el campo vectorial
7

.

Es aśı que para el caso sobreamortiguado Bk está restringido a expandirse,

es decir se mantiene casi estático. Para el caso subamortiguado las restricciones se

eliminan y el campo puede evolucionar espacialmente sin importar que el término

de fricción siga teniendo valor.

Partiendo de la similitud funcional entre las ecuaciones (28) y (42) se puede

hacer la siguiente observación: Un campo vectorial puede ser motor de la inflación

primordial generadora de la expansión del espaciotiempo.

5.3. Cálculo del tensor Z
µν

Aplicando el principio de acción estacionaria con extremos fijos a la acción

mostrada en la ec.(35) respecto a la métrica gµν es posible obtener el tensor Zµν
8

que tendrá caracteŕısticas similares a las del tensor de momentum-enerǵıa canónico

Tµν :

Tµν = − 1

8πG

[

Rµν −
1

2
gµνR

]

. (44)

Zµν = − 1

8πG

[

Rµν −
1

2
gµνR

]

. (45)

El tensor Zµ
ν mantiene la misma forma de T µ

ν , sin embargo la parte derecha de

ambas definiciones no es equivalente, razón por la cual no podemos definirlo como

el tensor de momentum-enerǵıa del modelo inflacionario propuesto.

7
hay que recordar que el término m

2
Bk proviene para el oscilador armónico, de la fuerza

restauradora del movimiento.

8
Para ver el cálculo de Zµν a partir de la acción propuesta remitirse al apéndice E
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Para obtener el tensor de momentum-enerǵıa es necesario aplicar su defini-

ción formal
9

mostrada a continuación:

Tµν =
−2√−g

δ(
√−gLM)

δgµν
. (46)

La parte derecha de Zµν fue calculada en el apéndice E y se muestra a continuación:

Zµν =
1

4
FαβF αβgµν −

1

2

(

m2 − R

6

)

AαAαgµν

−1

6
(Rµν + ∇µ∇ν − gµν2) AαAα

−gβλFβµFλν +

(

m2 − R

6

)

AµAν

. (47)

La ecuación (44) determina la igualdad preexistente entre el contenido energético

y la geometŕıa del espaciotiempo y es una relación causa-efecto en la que el campo

gravitacional es generado y perturbado por la distribución del contenido energé-

tico. Este hecho es una consecuencia del Acople Mı́nimo a la Gravedad lo cual

indica que la acción generadora de Tµν no posee productos entre términos que

representen geometŕıa y contenido energético.

A continuación se presenta la forma matricial de tensor momentum-enerǵıa

en coordenadas cartesianas:

T µ
ν =









ρ 0 0 0

0 −P 0 0

0 0 −P 0

0 0 0 −P









. (48)

El tensor es diagonal y su componente temporal representa la densidad de e-

nerǵıa mientras que las componentes espaciales son iguales representando isotroṕıa

en la presión ejercida por el fluido cósmico modelado y propuesto por Weyl en

[12].

La ecuación (47) muestra el tensor Zµ
ν que contiene términos que dependen

del campo vectorial, de las derivadas del campo vectorial, del tensor de Ricci

(geometŕıa) y de productos cruzados entre ellos. Éstos productos cruzados entre

geometŕıa y contenido energético son consecuencia del Acople no Mńimo a la
Gravedad. La relación causa-efecto entre campos gravitacionales generados por

9
Proveniente de [5, 10]
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contenido energético tendrá un nuevo origen: los términos cruzados presentes en

la acción propuesta (35) para campos vectoriales.

Aunque se encuentre cierta similitud entre los tensores Tµν y Zµν , este último

no puede ser llamado tensor de Momentum-Enerǵıa pues no cumple la ecuación de

conservación mostrada en (10); sin embargo para el objetivo buscado a traves de

este desarrollo teórico de expansión vectorial acelerada, se aplicará la cosmoloǵıa

estandar de Tµν y campos escalares a la contraparte Zµν con campos vectoriales.

A continuación se pueden observar las marcadas diferencias entre ambos tensores:

T 0

0
= ρ → Z0

0
= κ. (49)

T i
j = −Pδi

j → Z i
j = −Qδi

j . (50)

Para el caso del tensor de momentum-enerǵıa las cantidades ρ y P son res-

pectivamente densidad de enerǵıa y presión isótropa en el caso particular de estar

modelando el universo como un fluido perfecto. En el caso de κ y Q esta claro que,

aunque las expresiones ya no representen las anteriores cantidades fundamentales,

su forma funcional se mantiene y con ellas se posibilita el cálculo del parámetro

de Hubble H y el número de efolds N obtenido al final de inflación vectorial.

A partir de las sustiticiones realizadas para el modelo inflacionario propues-

to, mostradas en (49,50), se debe encontrar las condiciones necesarias para repre-

sentar el tensor Zµ
ν de forma diagonal, de manera que se mantenga la estructura

funcional entre este tensor y T µ
ν .

Zµ
ν =









κ 0 0 0

0 −Q 0 0

0 0 −Q 0

0 0 0 −Q









. (51)

Estas condiciones las provee el conjunto de campos vectoriales que se van a

utilizar como generadores del proceso inflacionario y se mostrarán en posteriores

caṕıtulos del presente trabajo. Una importante observación en este punto es que,

logrando que Zµ
ν tenga la forma mostrada en (51), se obtendrá isotroṕıa en la

presión, condición necesaria para que inflación evolucione espacialmente de la

misma forma.
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Recordando que el campo vectorial es homogéneo, tal como se muestra en la

ec.(41), se concluye que sus derivadas espaciales son cero. Modelando el universo

a partir de la métrica F.L.R.W. para un espaciotiempo plano se calculará Z00 y

Zij en las siguientes secciones.

5.4. Definición de Z0

0
para tres campos vectoriales

De la expresión obtenida para Zµ
ν se calcula su componente temporal mostra-

da a continuación
10

:

Z0

0
=

1

2

(

Ḃk
2

+ m2B2

k

)

, (52)

la cual está definida solo para un campo vectorial fundamental homogéneo, sin

embargo es evidente que utilizar un solo campo vectorial como motor del mecanis-

mo de inflación generaŕıa una dirección preferencial en la que el universo tendeŕıa

a expandirse, impidiendo reproducir los resultados de homogeneidad e isotroṕıa,

caracteŕıstica favorable que provee la inflación clásica a través de campos escalares.

De las expresiones para el tensor Zµ
ν para un solo campo vectorial ~B es

posible generalizar para tres campos vectoriales. Para esta generalización debe

tenerse en cuenta las siguientes condiciones

Los tres campos deben ser ortogonales entre śı.

La magnitud de los tres campos debe ser la misma, tal que al encender

el motor inflacionario no existan direcciones de expansión preferenciales,

generadoras de anisotroṕıa.

La ortogonalidad de los tres campos vectoriales se caracteriza mediante la

siguiente expresión:

ΣiB
a
i · Bb

i = | ~B|2δa
b , (53)

donde se define a o B que son los identificadores de cada uno de los tres campos

vectoriales fundamentales propuestos. Es posible relacionar a los tres campos vec-

toriales Bk con la base ortogonal del espacio tridimensional que están generando

por medio de la expansión. Los superindices a y b sirven para diferenciar pro-

ductos cruzados entre los tres campos y aśı obtener siempre como producto la

magnitud del campo elevada al cuadrado, con lo cual se mantiene la condición

que los campos son de igual magnitud.

10
Los detalles del cálculo de Z

0

0
se muestran en el apéndice F

34



Es posible obtener una segunda condición que corrobore la ortogonalidad e

igualdad en magnitud de los campos vectoriales. A partir de la ec.(53) se realizan

los siguientes cálculos:

ΣiB
a
i Bb

i = | ~B|2δa
b . (54)

ΣiB
a
i Bb

i B
a
j = | ~B|2δa

b B
a
j . (55)

Σi

(

ΣaB
a
i Ba

j

)

Bb
i = | ~B|2δa

b B
a
j . (56)

Σi

(

ΣaB
a
i Ba

j

)

Bb
i = | ~B|2Bb

j . (57)

Σi

(

ΣaB
a
i Ba

j

)

Bb
i = | ~B|2δi

jB
b
i . (58)

ΣaB
a
i Ba

j = | ~B|2δi
j . (59)

Mediante la última expresión obtenida se concluye que para el mismo campo

vectorial Ba
se pueden sumar los productos cruzados entre las componentes y el

resultado corrobora la condición de igualdad en magnitud para los tres campos.

Volviendo a la definicion de Z0

0
(ver ec.(52)) hay dependencia del campo

vectorial Bk y de sus derivadas Ḃk. De las condiciones anteriores se concluye que

la magnitud de los tres campos es igual. Ahora se intentará hacer lo mismo con

sus derivadas temporales. Derivando la ec.(53) :

Σi
∂

∂t

(

Ba
i Bb

i

)

= 2| ~B|| ~̇B|δa
b . (60)

se obtiene el siguiente resultado:

Σi

[(

Ba
i

∂Bb
i

∂t

)

+

(

∂Ba
i

∂t
Bb

i

)]

= 2| ~B|| ~̇B|δa
b . (61)

Si aplica el δa
b a ambos lados de la igualdad se obtiene:

2Σi

(

Ba
i

∂Ba
i

∂t

)

= 2| ~B|| ~̇B| (62)

De la expresión anterior se obtiene el siguiente conjunto de igualdades:

Σi

(

B1

i

∂B1
i

∂t

)

= Σi

(

B2

i

∂B2
i

∂t

)

= Σi

(

B3

i

∂B3
i

∂t

)

= | ~B|| ~̇B| (63)

lo cual muestra que la cantidad anterior ~B · ~̇B es un invariante para cualquier

dirección que tomen los campos vectoriales. Se requiere el cálculo previo de
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Σa(Ḃi)
a
(Ḃj)

a
. De la condición mostrada en la ec.(59) se deriva a ambos lados

de la igualdad:

Σa

(

Ḃa
i Ba

j + Ḃa
j B

a
i

)

= 2| ~B|| ~̇B|δi
j, (64)

se aplica nuevamente derivación a ambos lados:

Σa

(

B̈a
i B

a
j + B̈a

j Ba
i + 2Ḃa

j Ḃ
a
i

)

= 2| ~̇B|2δi
j + 2| ~B|| ~̈B|δi

j, (65)

y ya que existen segundas derivadas temporales de Bk a ambos lados de la ecuación

es necesario encontrar una expresión para reemplazarla y dejar todo en términos

de primeras derivadas del campo y del campo mismo. Despejando B̈k de la ec.

(42) se obtiene:

B̈k = −3HḂk − m2Bk, (66)

que se reemplazará en la ecuación (65) aśı:

Σa

[(

−3HḂi
a − m2Ba

i

)

Ba
j +

(

−3HḂj
a − m2Ba

j

)

Ba
i + 2Ḃa

j Ḃ
a
i

]

=

2| ~̇B|2δi
j + 2| ~B|

(

−3HḂk − m2Bk

)

δi
j,

(67)

teniendo en cuenta que B2

k representa | ~B|2 y reordenando términos se obtiene:

−3HΣa

[

Ḃi
a
Ba

j + Ḃj
a
Ba

i

]

− 2m2
ΣaB

a
i Ba

j + 2ΣaḂa
i Ḃ

a
j =

[

2Ḃk
2 − 6HBkḂk − 2m2B2

k

]

δi
j.

(68)

Utilizando las ecs. (59) y (64) para simplificar nuevamente la expresión anterior

se obtiene:

−3H
(

2BkḂkδ
i
j

)

− 2m2B2

k + 2ΣaḂa
i Ḃa

j =

[

2Ḃk
2 − 6HBkḂk − 2m2B2

k

]

δi
j , (69)

de modo tal que al cancelar términos semejantes, la expresión se reduce a:

ΣaḂa
i Ḃa

j = Ḃk
2

δi
j . (70)

Con el resultado anterior es posible calcular la parte de Z0

0
que depende de Ḃ para

el caso de tres campos ortogonales entre śı:

1

2
ΣaḂk

2

=
1

2
ΣaḂkḂk =

1

2
Ḃk

2

δi
i =

3

2
Ḃk

2

. (71)

La magnitud de (Ba
k)

2
es igual para los tres campos,por ello la suma genera el

término 3B2

k y aplicando el resultado anterior en la expresión de Z0

0
se obtiene:

Z0

0
=

3

2

(

Ḃk
2

+ m2B2

k

)

= κ. (72)
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En las expresión anterior no se muestra el carácter vectorial de Bk, solo se tiene en

cuenta la magnitud del campo y de su derivada. Conociendo el valor de la compo-

nente netamente temporal de Zµ
ν y de la comparación mostrada en (49) se deduce

el valor de κ. Es importante observar que Z0

0
= κ es una definición necesaria

para que el tensor Zµ
ν se aproxime a la forma funcional de T µ

ν en su componente

netamente temporal. El significado f́ısico de κ se analizará en caṕıtulos posteriores.

5.5. Definición de Z i

j

para tres campos vectoriales

Utilizando nuevamente la definición de Zµ
ν para calcular sus componentes

espaciales, se obtiene la siguiente expresión
11

:

Z i
j =

[

−5

6

(

Ḃk
2 − m2B2

k

)

− HḂkBk −
1

3

(

Ḣ + 3H2

)

B2

k

]

δi
j+

ḂiḂj + H
(

ḂiBj + BiḂj

)

+ (Ḣ + 3H2 − m2
)BiBj .

(73)

No se calcularon las componentes afuera de la diagonal pues el tensor Zµ
ν es

análogo a T µ
ν , es decir, su forma funcional es idéntica, como se puede observar en

las matrices (48) y (51).

Ahora se calculará Z i
j debido a los tres campos vectoriales de igual magnitud

y ortogonales entre si. De la ec.(73) reescribirmos Z i
j realizando la suma Σa para

los campos y para sus derivadas y al tiempo aplicando las condiciones de la ec.

(59,63) generando la siguiente ecuación:

Z i
j = Σa

[

−5

6
(Ḃk

2

)
aδi

j + (Ḃi)
a
(Ḃj)

a

]

+

[

Σa
5

6
m2

(B2

k)
a − m2B2

k

]

δi
j

+

[

(

Ḣ + 3H2

)

B2

k −
1

3
Σa

(

Ḣ + 3H2

)

(B2

k)
a − ΣaH(Bk)

a
(Ḃk)

a
+ 2HBkḂk

]

δi
j.

(74)

aplicando ahora la igualdad mostrada en la ec. (70) y desarrollando las sumatorias

se obtiene:

Z i
j = −15

6
Ḃk

2

δi
j + Σa(Ḃi)

a
(Ḃj)

a
+

[

15

6
m2B2

k − m2B2

k

]

δi
j

+

[

(

Ḣ + 3H2

)

B2

k −
3

3

(

Ḣ + 3H2

)

B2

k − 3HBkḂk + 2HBkḂk

]

δi
j ,

(75)

11
Los detalles del cálculo de Z

i
j se muestran en el apéndice G
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y simplificando la expresión anterior se obtiene:

Z i
j =

(

−3

2
Ḃk

2 − HBkḂk +
3

2
m2B2

k

)

δi
j . (76)

donde se demuestra que la parte espacial del tensor Zµ
ν no es diagonal para un

solo campo vectorial, pero si para tres campos ortogonales entre śı. Este hecho

junto con el cálculo de Z0

0
permiten expresar este tensor mencionado de la forma

mostrada en (51).

5.6. Ecuación de evolución para el parámetro κ

Si el Universo que podemos observar es homogeneo e isótropo, en esta región

se cumple el principio cosmológico [3, 5], base experimental de la cosmoloǵıa

estandar. Para una región del universo que cumpla este principio, el cuadrado

del parámetro de Hubble
12

se muestra en la ec.(12). Esta ecuación se conoce

como ecuación de Friedmman y permite caracterizar la expansión del universo,

explicando las observaciones realizadas por Edwin Hubble sobre las velocidades

de recesión de las galaxias
13

.

Partiendo de la ecuación de Friedmman y aplicando algunas sustituciones

algebraicas provenientes de las componentes espaciales del tensor de Ricci se ob-

tiene la ecuación de continuidad para la densidad de enerǵıa ρ14
mostrada en

la ec.(15) la cual demuestra que la cantidad de contenido energético no cambia

durante el proceso de expansión del Universo, partiendo desde su origen.

Para el caso de un campo escalar que sirve como motor inflacionario, las ex-

presiones obtenidas para presión isótropa y densidad de enerǵıa permiten obtener

la ecuación de evolución del campo escalar (ver ec. 28) a través de la ecuación de

continudad para la densidad de enerǵıa, mostrada en la ec.(15).

Aplicando la condicion de ortogonalidad para los tres campos vectoriales,

cuyas magnitudes son iguales entre śı, y además recordando que los campos son

espacialmente homogéneos, es posible afirmar que la expansión generada debe

ser isótropa y homogenea, ya que cada campo expande el espaciotiempo en su

propia dirección, lo cual genera una simetŕıa esférica en el proceso (ver fig.5) y

12
La definición del parámetro de hubble en terminos del factor de escala es igual a

ä

a

13
Mas información sobre las observaciones de Hubble se puede encontrar en la referencia [14]

14
Los detalles del cálculo de la ecuación de continuidad están descritos en el apéndice A
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esto impide la aparición de direcciones preferenciales para la distribución espacial

del contenido energético.

Con base en la condición de isotroṕıa y homogeneidad, demostrada previa-

mente a partir de argumentos f́ısicos y lógicos, es posible generar una ecuación de

continuidad para el parámetro análogo a la densidad de enerǵıa κ, haciendo un

paralelo entre los términos que componen a T µ
ν y Zµ

ν , ya que ambos son diagonales:

ρ → κ

P → Q

Aplicando las comparaciones mostradas y partiendo de la ecuación de continuidad

para ρ mencionada (15) se genera una nueva ley de conservación, descrita mediante

la siguiente ecuación:

κ̇ + 3H (κ + Q) = 0. (77)

Podemos afirmar que κ es un parámetro análogo a la densidad de enerǵıa y que

Q es un parámetro análogo a la presión isótropa del fluido cósmico [12]. κ no es

la densidad de enerǵıa ya que no se conserva, para que κ se conserve, el tensor Zµ
ν

de cual proviene debe cumplir un principio de conservación análogo al que cumple

el tensor de momentum-enerǵıa y que se muestra en la ec.(10).

5.7. Cálculo del parámetro Q

Considerando que el motor inflacionario propuesto se compone de tres cam-

pos vectoriales ortogonales entre si con igual magnitud, se concluye que la ex-

pansión generada por ellos debe ser isótropa y homogenea, razón por la cual la

presión ejercida por los campos debe ser isótropa igualmente.

Recordando que tanto el tensor Momentum-Enerǵıa T µ
ν como el tensor análo-

go Zµ
ν son diagonales y que sus componentes están descritas matricialmente en

las ecs.(48) y (51) se concluye que la parte espacial Z i
j debe ser proporcional a δi

j

lo cual se demostró en la ec.(76).

Asi pues con las condiciones impuestas a los campos vectoriales es posible

continuar con el cálculo de Z i
j partiendo de la definición de la ecuación (77) análoga

a la ecuación de continuidad para la densidad de enerǵıa mostrada en la ec.(15).
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Esta ecuación determina la evolución temporal del parámetro κ calculado para el

modelo inflacionario.

Partiendo de la ec.(77) y reemplazando la definición de κ obtenida para tres

campos vectoriales ortogonales entre śı y mostrada en (72) se obtiene la siguiente

expresión:

∂

∂t

[

3

2

(

Ḃk
2

+ m2B2

k

)

]

+ 3H

[

3

2

(

Ḃk
2

+ m2B2

k

)

+ Q

]

= 0, (78)

continuando con el cálculo y desarrollando las respectivas derivaciones, la anterior

expresión cambia a:

3ḂkB̈k + 3BkḂkm
2
+

9

2
H ˙B2

k +
9

2
HB2

km
2

= −3HQ, (79)

en este punto es necesario obtener una expresión para B̈k. Se utiliza para ello la

ec.(42) que representa la evolución de cada uno de los campos vectoriales involu-

crados en el proceso inflacionario:

B̈k = −3HḂk − m2Bk, (80)

la anterior expresión se reemplaza en la ec.(79) y el resultado representará el térmi-

no Q análogo a la presión isótropa ejercida por el motor inflacionario propuesto:

Q =
3

2

(

Ḃk
2 − m2Bk

)

. (81)

Aplicando las definiciones de Q y κ (ver ecs. 72 y 81) en la ecuación de continuidad

propuesta en (77) se obtiene de nuevo la ecuación de evolución temporal para los

campos vectoriales que se proponen como motor de inflación, lo cual demuestra

que estos parámetros son análogos a la densidad de enerǵıa y la presión isótropa

respectivamente para el modelo propuesto inflacionario propuesto. Esto no quiere

decir que f́ısicamente representen las mismas cantidades, solo que su forma fun-

cional y papel en las ecuaciones de caracterización del modelo inflacionario es

equivalente.

5.8. Cálculo del parámetro de Hubble durante el periodo

inflacionario propuesto

Para un espaciotiempo modelado por la métrica F.L.R.W. en un Universo

plano, es válida la siguiente expresión para el cálculo del parámetro de Hubble en
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el periodo inflacionario [13]:

H2
=

ρ

3m2
p

. (82)

Esta expresión es solo una simplificación de la ec.(12) para el caso de un espacio

plano K = 0, además haciendo que el aporte al parámetro debido a la constante

cosmológica Λ sea muy pequeño para la época inflacionaria. Estas suposiciones se

basan en dos hechos remarcables:

El espaciotiempo en épocas primordiales (inflación, nucleośıntesis, genera-

ción de la RCF) lućıa muy plano, lo cual se deduce de la ecuación (35) para

épocas dominadas por radiación y/o materia [4, 5].

La contribución a la expansión del universo
15

debida a Λ es apreciable para

la época actual, mientras que para la época de inflación y hasta el desacople

del baño de fotones era principalmente debida a la radiación o contenido

energético con velocidades relativistas [5].

Para el caso de inflación vectorial se redefine el parámetro de Hubble en

términos de κ y se obtiene la siguiente expresión (manteniendo la forma funcional

de H):

H2
=

κ

3m2
p

. (83)

Aplicando la expresión calculada para κ en un apartado anterior se reescribe el

parámetro aśı:

H2
=

3

2

Ḃk
2

+ m2B2

k

3m2
p

. (84)

Simplificando la expresión se obtiene:

H2
=

1

2m2
p

(

Ḃk
2

+ m2B2

k

)

. (85)

La masa de planck puede ser expresada por su equivalente en términos de la

constante de gravitación de Newton aśı:

m2

p =
1

8πG
. (86)

Reemplazando el equivalente de la masa de planck en la expresión encontrada

para H :

H2
= 4π

(

Ḃk
2

+ m2B2

k

)

, (87)

15
Contribución medida a través de la evolución del parametro de escala a(t)
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La expresión (87) muestra el parámetro de Hubble encontrado para el peŕıodo

inflacionario generado por campos vectoriales en unidades naturales.

5.9. Inflación del tipo Slow-Roll con 3 campos vectoriales

De la sección de inflación mediante campos escalares, expuesta en el marco

teórico, el parámetro ǫ << 1 (ver ref. [5]) es una de las condiciones para que el

campo escalar genere un régimen slow roll durante el cual la magnitud del campo

es casi invariante.

En esta sección se determinarán las condiciones que debe cumplir el conjunto

de campos vectoriales generadores de inflación para que se cumplan condiciones

de Slow-Roll.

Citando nuevamente la definición de epsilon ǫ como parámetro que define

si durante inflación existe o no peŕıodo en el que los campos vectoriales funda-

mentales vaŕıen muy lentamente (Slow-Roll), es decir, rodando lentamente por la

pendiente que describa el potencial generador de los mismos, se procederá a cal-

cular el valor que toma ǫ con las condiciones impuestas por el modelo inflacionario

vectorial propuesto:

ǫ = − Ḣ

H2
. (88)

La expresión anterior se puede reescribir reemplazando la expresión encontrada

del parámetro de Hubble en el peŕıodo inflacionario (ver eq. 87) mediante campos

vectoriales:

ǫ = −
∂

∂t

[

4π
(

Ḃk
2

+ m2B2

k

)]

4π
(

Ḃk
2

+ m2B2

k

) , (89)

lo cual, después de simplificar conduce a:

ǫ = −
4πḂk

(

B̈k + m2Bk

)

(

4π
(

Ḃk
2

+ m2B2

k

))

3/2
. (90)

De las condiciones de Slow-Roll encontradas en la sección de inflación escalar

especificadas en las ecs.(29) y (30) es posible hacer una generalización de las

mismas para el caso vectorial (ver ref. [8]) y se muestran en la siguiente tabla.
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Inflación Escalar Inflación Vectorial

φ̇2 << V (φ) Ḃk
2

<< m2B2

k

φ̈ << 3Hφ̇ B̈k << 3HḂk

Cuadro 1: Condiciones de Slow-Roll

Aplicando las condiciones de Slow-Roll vectorial mostradas en la tabla an-

terior para la expresión de ǫ se obtiene:

ǫ = − 4πḂkm
2Bk

(4πm2B2

k)
3/2

. (91)

De la ecuación de evolución para Bk descrita en la ec.(42) es posible aplicar

las condiciones de Slow-Roll vectorial de la tabla nuevamente para obtener la

siguiente expresión:

Ḃk = −
(

m2Bk

3H

)

, (92)

la cual se aplica en la ec.(90) para obtener:

ǫ = − 4πm2Bkm
2Bk

3H (4πm2B2

k)
3/2

. (93)

Aplicando la condición ǫ << 1 a la expresión anterior se obtiene el siguiente

resultado:

B2

k >>
1

12π
, (94)

y reescribiendo este resultado en términos de la masa de planck reducida mp :

Bk >>

√

2

3
mp, (95)

La expresión anterior es la condición que deben cumplir la magnitud de los tres

campos vectoriales simultaneamente para que la inflación sea del tipo Slow-Roll.

La razón para que sea tan deseable que el modelo inflacionario sea de este tipo

es lograr consistencia con los resultados observacionales, espećıficamente los rela-

cionados con el origen de las estructuras a gran escalas que se caracterizan medi-

ante el ı́ndice espectral nk
16

.

16
Para mas información relacionada con el ı́ndice espectral remitirse a [20]
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Inflación sólo permite explicar el origen de las estructuras a gran escala con

base en la preexistencia de anisotroṕıas en la distribución del contenido energé-

tico. Para mas detalles respecto al mecanismo de formación y evolucion de las

mencionadas estructuras ver refs.[3, 4, 5, 15, 17].

5.10. Número de e-folds obtenidos con inflación vectorial

El número de efolds llamado tambien monto de inflación
17

es una medida

que determina qué tanto se ha expandido el espaciotiempo debido al mecanismo

de inflación estudiado. En esta sección se realizará el cálculo de la cantidad de

efolds que se logran obtener mediante inflación vectorial a través de tres campos

ortogonales entre śı.

Partiendo de la definición del parámetro de Hubble en términos del factor

de escala a(t):

H =
ȧ

a
, (96)

es posible reescribirla aśı:

∫ tf

ti

Hdt = Ln

(

af

ai

)

. (97)

Es posible escribir dt en términos de la derivada de la magnitud del campo vec-

torial Bk:

dt =
dB

Ḃ
. (98)

La expresión anterior relaciona un diferencial dt con diferenciales de la magnitud

del campo vectorial ~B. De este modo se cumple la igualdad B =
√

B2

k. Se calcula

la derivada de la magnitud del campo vectorial aśı:

Ḃ =
d

dt

(

√

B2

k

)

=
BkḂk

2
√

B2

k

. (99)

Reemplazando Ḃk por la expresión encontrada en la ec.(92) que muestra una

derivación respecto al tiempo pero solo de la componente k-esima de cualquiera

de los tres campos vectoriales ~B se obtiene la siguiente expresión:

Ḃ = −
√

B2

km
2

3H
. (100)

17
Mas información en la sección Monto de Inflación, expuesta en el marco teórico
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De este modo la ec.(97) se reescribe asi:

∫ Bf

Bi

3H2
dB

√

B2

km
2

= Ln

(

af

ai

)

. (101)

Aplicando la expresión obtenida del parámetro de Hubble en la ec.(87) se obtiene:

N =

∫ Bi

Bf

3

(

4π
(

Ḃk
2

+ m2B2

k

)) dB
√

B2

km
2
. (102)

Empleando las condiciones de Slow-Roll mostradas en el cuadro (1) se aplica

Ḃk
2

<< m2Bk a la anterior expresión para obtener:

N =

∫ Bi

Bf

3
(

4πm2B2

k

) dB
√

B2

km
2
. (103)

Simplificando la expresión anterior se obtiene:

N = 12π

∫ Bi

Bf

√

B2

kdB = 12π

∫ Bi

Bf

BdB, (104)

se observa que la integral para la expresión anterior es trivial y se muestra el

resultado a continuacion:

N = 6π
(

B2

i − B2

f

)

. (105)

El resultado mostrado en la ec(105) se puede reducir si se aplica la condición de

la ec.(95) la cual debe cumplir la magnitud de Bk para permanecer en el régimen

de Slow-Roll. Se deduce que para que exista el regimen inflacionario propuesto las

magnitudes del campo vectorial deben cumplir la siguiente condición:

Bf << Bi. (106)

De este modo el monto de inflación cambia al valor descrito a continuación:

N = 6πB2

i . (107)

Determinando N es posible cuantificar la expansión generada por los tres campos

vectoriales ortogonales entre śı.

5.11. Solución a problemas de la cosmoloǵıa estandar

Conociendo el monto de inflación en términos de la magnitud inicial de

uno de los tres campos vectoriales es posible encontrar un valor espećıfico para
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dicha magnitud aplicando la condición N ≥ 62 e-folds tal que se solucionen los

problemas de horizonte y planitud [5, 17]. A continuación se muestran los cálculos

para obtener el valor del campo:

N = 6πB2

i ≥ 62, (108)

lo cual, cambiando de unidades naturales a convencionales (G 6= 1) conduce a:

Bi ≥
√

62

6πG
, (109)

y reescribiendo la expresión anterior en términos de la masa de planck:

Bi ≥
√

248

3
mp ≈ 9,1mp. (110)

El valor encontrado en la expresión anterior es la magnitud mı́nima que cada

uno de los tres campos vectoriales que debe cumplir para que el mecanismo de

expansión acelerada solucione los problemas de la cosmoloǵıa estandar.

Es importante notar que la condición encontrada en esta sección mantiene

el modelo de inflación vectorial propuesto en el régimen de Slow-Roll tal como

puede confirmarse al aplicar la ec.(95).

5.12. Potencial generador de inflación vectorial

La inflación del tipo Slow-Roll impone condiciones a la forma de evolución

de los campos vectoriales. Partiendo de la ecuación de evolución para un cam-

po escalar, mostrada en (28) se puede obtener la forma del potencial generador

integrando respecto al campo el término V ′
(φ).

Para el caso vectorial, el término que depende del campo (no de sus

derivadas) según la expresión (42) es igual a m2Bk. Integrando este término res-

pecto al campo vectorial Bk se obtiene la forma del potencial generador de los

campos vectoriales fundamentales. Se muestran a continuación el cálculo del po-

tencial:

V (Bk) =

∫

m2BkdBk =
1

2
m2B2

k. (111)

La figura (6) muestra el potencial generador del campo vectorial. Observando la

forma como evoluciona el potencial para distintos valores del campo es necesario

que la magnitud de ~B al inicio de inflación sea mayor que la final para que el
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Figura 6: Potencial generador del campo vectorial ~
B

campo ruede o se deslice lentamente por la pendiente del potencial V (Bk). El

requisito de rodamiento lento lo impone la condición ǫ << 1 que es propia del

régimen de Slow-Roll [5, 17].

Cuando el campo ha rodado suficientemente abajo de la curva y su velocidad

de cambio ha aumentado considerablemente (Ḃk
2 ≈ m2Bk) el peŕıodo inflacionario

termina y el campo entra en un régimen oscilatorio, en el que su magnitud aumenta

y disminuye acercándose cada vez más a ~B = 0.

Una observación respecto a la última afirmación: si los tres campos vectoria-

les fundamentales decaen a otras part́ıculas tiempo despues de haber terminado el

periodo inflacionario, lo cual se traduce en hacer el potencial generador del campo

~B ≈ 0, es posible que el acoplamiento no mı́nimo a la gravedad desaparezca y a

partir de ese instante la gravedad sea de Einstein, en la que el contenido energético

es la única causa de la curvatura espaciotemporal [10, 16].

6. Conclusiones

1. La ley de Hubble, los experimentos de Penzias y Wilson que han evoluciona-

do a los proyectos COBE, WMAP y PLANCK (cada uno con su respectivo

satélite en órbita) son la base experimental para defender la validez del prin-

cipio cosmológico y para creer que el universo observable se originó a partir

de una región espacial de tamaño mucho menor, lo cual indica que la edad

del universo debe ser finita. Todo estos hechos los aborda y explica la teoŕıa

del Big-Bang cuyo pilar observacional es el principio cosmológico.
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2. El mecanismo de inflación es un proceso f́ısico que permite explicar la evolu-

ción del contenido energético de la región correspondiente al universo ob-

servable para nosotros hoy en dia. Aun cuando su duración puede ser ı́nfima

con una cota mı́nima de 10
−35s su efecto es dramático ya que aumenta la dis-

tancia coordenada entre dos puntos inicialmente separados d0 por un factor

mı́nimo de 8,438 × 10
26d0 (ver referencias [4, 5]).

3. Es muy importante tener presente que el proceso inflacionario solo es apli-

cable a grandes escalas, significando que a escalas del sistema solar y del

planeta tierra, esta expansión es imperceptible. Si el universo se estuviese ex-

pandiendo en todas las escalas espaciales, no habŕıa forma de detectar dicha

expansión pues alteraŕıa incluso los sistemas de medición que se diseñaran

para detectarla.

4. En la comunidad cient́ıfica se han hecho muchos estudios y propuestas sobre

modelos de inflación para expandir el espaciotiempo y generar estructuras

a gran escala. El mecanismo mas estudiado es utilizar un campo escalar

fundamental que expanda el espaciotiempo de forma omnidireccional, con-

servando la dos caracteŕısticas mas deseables para un motor inflacionario:

homogeneidad e isotroṕıa.

5. Una limitante importante para defender propuestas inflacionarias basadas

en el uso de campos escalares fundamentales es la no observación de ese

tipo de campos en la naturaleza. Una alternativa a la propuesta escalar es

arrancar el motor inflacionario con campos vectoriales fundamentales. Estos

campos son comunes en el universo, como ejemplo está el campo vectorial

asociado al fotón o a los bosones W+, W− y Z0.

6. El motor inflacionario vectorial genera una dificultad natural: la anisotroṕıa

inherente a la dirección en la que evoluciona el campo vectorial fundamental,

impidiendo que se cumpla el principio cosmológico. Esta dificultad, como se

mostró en el actual trabajo de grado, puede eliminarse si se toman tres

campos vectoriales de igual magnitud y ortogonales entre śı, de modo que

el proceso de expansión espaciotemporal ocurra de la misma forma en todas

las direcciones, haciendo el mismo papel que un campo escalar fundamental.

7. Aplicando el principio de acción estacionaria a la acción propuesta con el

término de acoplamiento no mı́nimo a la gravedad se obtiene una ecuación

de evolución temporal para los campos vectoriales, cuya forma funcional es

idéntica a la obtenida por el mismo procedimiento para un campo escalar.

Este hecho indica que es posible generar expansión acelerada de manera

isótropa y homogenea, encendiendo cualquiera de los motores inflacionarios,

tanto el escalar como el vectorial.
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8. Es necesario que inflación vectorial solucione los problemas de la cosmoloǵıa

estandar para considerar el modelo como una opción viable, espećıficamente

hablando el problema de horizonte y de planitud. Una forma para determinar

si el modelo inflacionario soluciona estos problemas es a través de la medida

de e-folds que se conoce como monto de inflación. La cota mı́nima para

solucionar estos problemas es 62 e-folds de inflacion y esto se asegura para el

modelo inflacionario propuesto si cada campo vectorial tiene una magnitud

inicial bien definida de aproximadamente 9 veces la masa de planck.

9. Entre los modelos inflacionarios, los que mas aceptación han tenido entre

la comunidad cient́ıfica son los de tipo Slow-Roll en donde el campo rueda

lentamente a lo largo de la pendiente impuesta por el potencial que lo genera.

Son los modelos más aceptados porque este tipo de mecanismos permiten

obtener al final del peŕıodo inflacionario las condiciones necesarias para que

siga evolucionando el universo observable hacia las estructuras a gran escala

que observamos hoy en dia. El modelo de inflación propuesto logra cumplir

las condiciones de Slow-Roll, lo cual se comprueba a través del parámetro ǫ
que cumple la condición ǫ << 1.

10. El hecho de aplicar tres campos vectoriales ortogonales entre śı hace que

el tensor Zµ
ν , proveniente de aplicar el principio de acción estacionaria en

la acción propuesta, se pueda reescribir de forma diagonal. Es aśı como las

cantidades κ y Q hacen el papel de la densidad de enerǵıa y a la presión

isótropa para el modelo inflacionario propuesto, las cuales mantienen simili-

tudes funcionales con las mismas cantidades obtenidas mediante el modelo

inflacionario escalar.
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Apéndices

A. Obtención de la ecuacion de continuidad

para la densidad de enerǵıa ρ

Partiendo de la ecuación de Friedmann mostrada en (12), se deriva a ambos

lados respecto al tiempo y se obtiene:

2HḢ =
ρ̇

3m2
p

+
2Kȧ

a3
. (112)

Derivando el parámetro de Hubble respecto al tiempo :

Ḣ =
ä

a
− H2, (113)

y reemplazando en la primera ecuación se obtiene:

2H

(

ä

a
− H2

)

=
ρ̇

3m2
p

+
2KH

a2
, (114)

lo cual, simplificando conduce a:

ä

a
= H2

+
ρ̇

6m2
p

+
K

a2
. (115)

En dos dimensiones es posible definir la curvatura de una superficie con un valor

escalar en cada punto. Al subir el número de dimensiones la curvatura no se puede

caracterizar por un valor, por lo tanto es necesaria una cantidad tensorial. Para

representar la curvatura del espacio tridimensional se utiliza el tensor de Ricci y

para el caso tetradimensional existe el tensor de Riemman.

Partiendo de la definición del tensor de Ricci [21] :

Rσν = Rρ
σρν = ∂ρΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
ρσ + Γ

ρ
ρλΓ

λ
νσ − Γ

ρ
νλΓ

λ
ρσ, (116)

y de los śımbolos de Cristoffel para la métrica F.L.R.W en un espaciotiempo plano

(K=0) [5]:

Γ
0

ij = aȧδi
j , (117)

Γ
i
0j =

ȧ

a
δi
j , (118)
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el cálculo del escalar de Ricci Rµν se simplifica ya que la métrica F.L.R.W. es

diagonal, por lo que el Ricci será diagonal también. Las componentes del tensor

mencionado serán entonces:

R00 = 3
ä

a
(119)

R11 = −
(

aä + 2ȧ2
)

, (120)

R22 = −
(

aä + 2ȧ2
)

, (121)

R33 = −
(

aä + 2ȧ2
)

. (122)

Calculando la traza del tensor momentum-enerǵıa para un espaciotiempo plano

(ver 6):

T = T µ
µ = (ρ + P )UµUµ − Pgµ

µ = ρ − 3P. (123)

Reescribiendo las ecuaciones de campo de Einstein (ver 5) en términos de la traza

del tensor M-E se obtiene:

Rµν = −8πG

(

Tµν −
1

2
Tgµν

)

+ Λgµν . (124)

Se calcula R0

0
a partir de la expresión anterior:

R0

0
= 3

ä

a
= −8πG

1

2
(ρ + 3P ) + Λ. (125)

Reemplazando el término
ä

a
que se obtiene de la ecuación anterior, y aplicando

ésta en la ec.(115) resulta:

−8πG
1

2
(ρ + 3P ) + Λ = 3H2

+
ρ̇

2m2
p

+
3K

a2
. (126)

El término H2
se reemplaza a partir de la ecuación de Friedmann en la expresión

anterior para obtener:

−8πG
1

2
(ρ + 3P ) + Λ = 3

(

ρ̇

3m2
p

− K

a2
+

Λ

3

)

. (127)

Reduciendo términos semejantes la igualdad anterior se convierte en:

ρ̇

6m2
pH

= −ρ + P

2m2
p

. (128)

La anterior expresión se puede reescribir y generar la ecuación de continuidad

para la densidad de enerǵıa mostrada en la ecuación (15).
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B. Cálculo de las ecuaciones de movimiento

Partiendo de la acción (35) se aplica el principio de acción estacionaria con

extremos fijos δS = 0 respecto al campo vectorial Aµ para calcular las ecuaciones

de movimiento del campo propuesto como generador de inflación.

Se aplica el cálculo variacional respecto a Aµ en la acción con términos de

acoplamiento no minimo:

δS =

∫

dx4
∂

∂Aµ

[√−gR

16π
− 1

4
FασF ασ√−g +

1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

√−g

]

δAµ+

∫

dx4
∂

∂(∂νAµ)

[√−gR

16π
− 1

4
FασF ασ

√
−g +

1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

√
−g

]

δ(∂νAµ) = 0

.

(129)

De aqúı se separan las operaciones en dos partes: la primera va a ser aplicar el

principio variacional para los términos que dependen directamente de Aµ y luego

aplicar el principio variacional para los términos que dependen de las derivadas de

Aµ. Sabiendo que δAµ y δ(∂νAµ) son variaciones arbitrarias del valor campo y de

su derivada, es requerido que los integrandos de (F) se igualen a cero para cumplir

δS = 0. Se muestra a continuación la igualación a cero del primer integrando de

(F) que depende únicamente de las derivadas de Aµ:

− ∂

∂Aµ

[√−gR

16π

]

− 1

4

∂

∂Aµ

[

FασF ασ√−g
]

+
1

2

∂

∂Aµ

[(

m2 − R

6

)

AαAα

√−g

]

= 0.

(130)

De la expresión anterior es fácil ver que R
√−g es un término geométrico que no

depende de Aµ, asi como (m2
+

R
6
) tampoco es función del campo. Por otra parte

Fασ depende de las derivadas de Aµ expĺıcitamente
18

. Al aplicar la derivada

parcial estos términos se eliminan quedando sólo derivadas directas del campo

como se muestra a continuación:

1

2

(

m2 − R

6

)√
−g

∂

∂Aµ
[AαAα] = 0. (131)

Se aplica la derivada parcial sobre el invariante AαAα:

1

2

(

m2 − R

6

)√
−g

[

∂Aα

∂Aµ
Aα

+
∂Aα

∂Aµ
Aα

]

= 0. (132)

18
Hay que recordar que Fγµ = ∂γAµ −∂µAγ , aśı que sólo intervendrá en el cálculo variacional

de las derivadas del campo vectorial.
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Aplicando la relación
∂Aν

∂Aµ

= δµ
ν en la expresión anterior y recordando que Aα

=

gασAσ quedará:

1

2

(

m2 − R

6

)√−g

[

δµ
αAα

+ Aα
∂

∂Aµ

(gασAσ)

]

= 0. (133)

Se utilizan de nuevo las propiedades de δν
µ y la expresión se modificará de nuevo:

1

2

(

m2 − R

6

)√−g [Aµ + Aσδµ
σ ] =

(

m2 − R

6

)√−gAµ = 0. (134)

Ésta expresión será la generada por variaciones del campo vectorial Aµ. Ahora se

igualará a cero el segundo integrando de la expresión (F) el cual representa las

variaciones de las derivadas del campo ya que en este caso δ(∂νAµ) es de nuevo

un valor arbitrario.

∂

∂(∂νAµ)

[√−gR

16π
− 1

4
FασF ασ√−g +

1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

√−g

]

= 0. (135)

En este caso los términos
√−gR y

(

m2 − R
6

)

no dependen de las derivadas del

campo vectorial aśı que no van a intervenir en este cálculo.

−1

4

∂

∂(∂νAµ)
[FασF ασ

√
−g] = 0. (136)

Se expresan los tensores F µ
ν de manera covariante utilizando propiedades de la

métrica:

−1

4

√
−g

∂

∂(∂νAµ)

[

FασgαβgσγFβγ

]

= 0. (137)

Se distribuye la derivación parcial entre los dos términos dependientes de las

derivadas del campo:

−1

4
gαβgσγ√−g

[

∂(Fβγ)

∂(∂νAµ)
Fασ +

∂(Fασ)

∂(∂νAµ)
Fβγ

]

= 0. (138)

Reemplazando Fβγ = ∂βAγ − ∂γAβ y Fασ = ∂αAσ − ∂σAγ en la expresión anterior

se obtiene:

−1

4
gαβgσγ√−g

{[

∂(∂βAγ)

∂(∂νAµ)
− ∂(∂γAβ)

∂(∂νAµ)

]

Fασ +

[

∂(∂αAσ)

∂(∂νAµ)
− ∂(∂σAα)

∂(∂νAµ)

]

Fβγ

}

= 0,

(139)

en este caso se aplica la definición
∂(∂αAβ)

∂(∂γAǫ)
= δγ

αδǫ
β lo cual permite simplificar las

derivadas parciales de la expresión anterior a productos de delta de kronecker:

−1

4
gαβgσγ

√
−g

{[

δν
βδµ

γ − δν
γδµ

β

]

Fασ + [δν
αδµ

σ − δν
σδµ

α] Fβγ

}

= 0, (140)

53



a continuación se realizan productos entre las métricas y los factores delta kro-

necker:

−1

4

√
−g

{[

gα
ν gσ

µ − gσ
ν gα

µ

]

Fασ +
[

gβ
ν gγ

µ − gγ
νgβ

µ

]

Fβγ

}

= 0, (141)

pero por definición una métrica mixta equivale a un delta dirac gα
β = δα

β

−1

4

√
−g

{[

δα
ν δσ

µ − δσ
ν δα

µ

]

Fασ +
[

δβ
ν δγ

µ − δγ
ν δβ

µ

]

Fβγ

}

= 0, (142)

Ahora se aplican los productos δµ
ν a los tensores Fαβ :

−1

4

√
−g {[Fνµ − Fαβ] + [Fνµ − Fαβ ]} = 0, (143)

recordando que Fαβ es un tensor antisimétrico, es posible aplicar esta propiedad

y obtener la siguiente expresión:

−1

4

√−g [2Fνµ + 2Fνµ] = −
√−gFνµ. (144)

Utilizando las expresiones obtenidas en (134) y (144) es posible redefinir el cálculo

de la acción estacionaria δS = 0.

δS =

∫

dx4
√−g

[(

m2 − R

6

)

AµδAµ − Fνµδ(∂νAµ)

]

= 0. (145)

El término δ(∂νAµ) puede reescribirse como ∂ν(δAµ) pues la variación se aplica sólo

respecto al campo vectorial Aµ, mientras que ∂ν es aplicable sólo a las coordenadas

xν del campo. Por otra parte es importante recordar que:

∂ν

[√
−gFνµδAµ

]

= δAµ∂ν

[√
−gFνµ

]

+ ∂ν (δAµ)
√
−gFνµ. (146)

Utilizando este resultado en la expresión (145) se obtienen dos términos, uno de

los cuales es una derivada total:

δS =

∫

dx4

[(

m2 − R

6

)

Aµ

√
−gδAµ + δAµ∂ν

(√
−gFνµ

)

]

−
∫

dx4∂ν

(√
−gFνµδAµ

)

= 0

. (147)

En la ec.(147) se muestra la variación de la acción en dos términos y uno de ellos

es una derivada total. Teniendo en cuenta que la integral se realiza respecto a la

región R, es posible aplicar el teorema de la divergencia asi:

∫

R

dx4
[

∂ν

(√−gFνµδAµ

)]

=

∫

∂R

dσr

(√−gFνµδAµ

)

. (148)
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La segunda integral mostrada en (148) se evalua en la superficie ∂R que rodea la

región R. Teniendo en cuenta que para todo el cálculo realizado se está aplicando

el principio de acción estacionaria con extremos fijos, la variación del campo Aµ

y de xν para este ĺımite se anula y aśı mismo la integral de superficie.

El cálculo de δS se simplifica aplicando los resultados anteriores y aśı se

obtiene la siguiente expresión:

δS =

∫

dx4

[(

m2 − R

6

)

Aµ

√
−g + ∂ν

(√
−gFνµ

)

]

δAµ = 0. (149)

Recordando que δAµ es un valor arbitrario, el integrando de (149) es igual a cero

y asi se obtienen las ecuaciones de movimiento que rigen la evolución del campo

vectorial. A continuación se muestran tales ecuaciones:

(

m2 − R

6

)

Aµ +
1√−g

∂

∂xν

(√
−gFνµ

)

= 0. (150)

C. Obtención de relaciones a partir de ecua-

ciones de movimiento de Ak

El determinante para la métrica plana con expansión isótropa (ver F) se

calcula a continuación:

√−g =

√

−(− 1

a6
) = a3. (151)

Partimos de la ecuación (150) escrita de forma contravariante:

(

m2 − R

6

)

Aµ
+

1√−g

∂

∂xν

(√−gF νµ
)

= 0. (152)

y reemplazamos el determinante g por el valor encontrado en la ec. (151):

(

m2 − R

6

)

Aµ
+

1

a3

∂

∂xν

(

a3F νµ
)

= 0. (153)

reescribiendo Aµ
y F νµ

de forma covariante se obtiene:

(

m2 − R

6

)

gµσAσ +
1

a3

∂

∂xν

(

a3gναgµβFαβ

)

= 0. (154)
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C.1. Cálculo para µ = 0

Haciendo el sub́ındice µ = 0 en la expresión (154):

(

m2 − R

6

)

g0σAσ +
1

a3

∂

∂xν

(

a3gναg0βFαβ

)

= 0. (155)

Recordando que gαβ es diagonal y está definida en la expresión (F) se pueden

definir las siguientes condiciones útiles:

g00
= 1, (156)

gij
= − 1

a2
δij, (157)

g0β
= g00

+ g0i
= 1, (158)

gαβ
= g00

+ gij
= 1 − 1

a2
δij, (159)

donde se ha usado la notación de sub́ındices con letra griega que corren de 0 a 3

y con letra latina los sub́ındices espaciales que corren de 1 a 3. Continuando la

simplificación de la expresión (158) se desarrolla la derivación:

1

a3

(

∂a3

∂xν
gναg0βFαβ + a3

∂gνα

∂xν
g0βFαβ + a3gνα∂g0β

∂xν
Fαβ + a3gναg0β ∂Fαβ

∂xν

)

+

(

m2 − R

6

)

g00A0 = 0

. (160)

Para desarrollar el primer término de la expresión anterior se tiene en cuenta que

a no tiene componentes espaciales y su derivación será sólo temporal. Aśı mismo

las derivadas espaciales de la métrica gµν propuesta en (F) debe anularse pues sólo

dependen de a(t). Desarrollando las derivadas parciales y usando las condiciones

(156,157,158,159) se obtiene:

1

a3

(

3a2ȧg00g00F00 + a3
∂g00

∂x0
g00F00 + a3gνα∂g00

∂x0
Fα0 + a3gναg00

∂Fα0

∂xν

)

+

(

m2 − R

6

)

g00A0 = 0

, (161)

reemplazando los factores g00 = 1 y recordando la definición de Fαβ = ∂αAβ−∂βAα

la expresión se reduce a:

gνα∂Fα0

∂xν
+

(

m2 − R

6

)

A0 = 0, (162)
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utilizando propiedad de la métrica (ec. 159) :

gij ∂Fj0

∂xi
+ g00

∂F00

∂x0
+

(

m2 − R

6

)

A0 = 0, (163)

y de la definición de F00 se anula el término y se obtiene:

gij∂i (∂jA0 − ∂0Aj) +

(

m2 − R

6

)

A0 = 0, (164)

pero de la condición (157) se reduce la expresión a:

− 1

a2
∂i (∂iA0 − ∂0Ai) +

(

m2 − R

6

)

A0 = 0, (165)

y reescribiendo en términos de operadores de LaPlace:

− 1

a2
∇2A0 +

1

a2
∂iȦi +

(

m2 − R

6

)

A0 = 0, (166)

que corresponde con la expresión (38) que proviene directamente de aplicar condi-

ciones a las ecuaciones de movimiento.

C.2. Cálculo para µ = i

Haciendo el sub́ındice µ = i en la expresión (154):

(

m2 − R

6

)

giσAσ +
1

a3

∂

∂xν

(

a3gναgiβFαβ

)

= 0, (167)

se desarrolla la derivación teniendo en cuenta que a(t) no tiene derivadas espa-

ciales:

1

a3

(

∂a3

∂xν
gναgiβFαβ + a3

∂gνα

∂xν
giβFαβ + a3gνα∂giβ

∂xν
Fαβ + a3gναgiβ ∂Fαβ

∂xν

)

+

(

m2 − R

6

)

giσAσ = 0

. (168)

teniendo en cuenta que la parte espacial de la métrica depende de a(t), al desa-

rrollar las derivadas la expresión cambia por :

1

a3

(

3a2ȧg00giβF0β + a3∂0g
00giβF0β + a3gνα∂νg

iβFαβ + a3gναgiβ∂nuFαβ

)

+

(

m2 − R

6

)

giσAσ = 0

, (169)
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recordando que la métrica propuesta es diagonal, que ∂0g00 = 0 y que giβ
= gij

:

1

a3

(

3a2ȧg00gijF0j + a3gνα∂νg
ijFαj + a3gναgij∂νFαj

)

+

(

m2 − R

6

)

giσAσ = 0

, (170)

teniendo en cuenta que :

∂νg
iβ

= ∂νg
ij

+ ∂νg
00

=
2ȧ

a3
, (171)

reemplazando gij
por el resultado de la ec.(157) y el resultado anterior en la

expresión (170)

1

a3

[

−3ȧF0j + 2ȧg00F0j − agνα∂νFαj

]

−
(

m2 − R

6

)(

1

a2

)

Aj = 0. (172)

El término dependiente de la derivada de Fαj se desarrolla a continuación:

gνα∂νFαj = g00∂0F0j + gik∂iFkj. (173)

Aplicando la definición de Fαβ :

gνα∂νFαj = g00∂0 (∂0Aj − ∂jA0) + gik∂i (∂kAj − ∂jAk) . (174)

Recurriendo a las propiedades halladas en las ecs.(156,157):

gνα∂νFαj = ∂0 (∂0Aj − ∂jA0) −
1

a2
∂k (∂kAj − ∂jAk) . (175)

Aplicando las derivadas parciales a cada término se obtiene:

gνα∂νFαj = Äj − ∂jȦ0 −
1

a2

(

∇2Aj + ∂j∂kAk

)

. (176)

El resultado anterior se reemplaza en la ec. (172) junto con la definición de Fνµ y

se obtiene la siguiente expresión:

1

a3

{

−ȧ (∂0Aj − ∂jA0) − a

[

Äj − ∂jȦ0 −
1

a2

(

∇2Aj + ∂j∂kAk

)

]}

− 1

a2

(

m2 − R

6

)

Aj = 0

. (177)

Dividiendo todos los términos en −a2
y simplificando la expresión se llega a:

ȧ

a
Ȧj −

ȧ

a
∂jA0 + Äj − ∂jȦ0 −

1

a2

[

∇2Aj + ∂j∂kAk

]

+

(

m2 − R

6

)

Aj = 0. (178)

Aśı se han obtenido mediante los cálculos mostrados las ecs.(38,39) a partir de las

ecuaciones de movimiento de Aµ, las cuales van a ser utilizadas para encontrar

condiciones iniciales del campo vectorial propuesto como generador del mecanismo

de inflación.
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D. Obtención de las ecuaciones de evolución

para Bk

Utilizando las condiciones encontradas para el campo vectorial primordial Aµ

en la ec. (41) y aplicando la homogeneidad espacial del campo vectorial ∂iAν = 0,

la expresión (39) se modifica por:

ȧ

a
Ȧj + Äj = −

(

m2 − R

6

)

Aj . (179)

Para continuar los cálculos es necesaria la siguiente definición que representa el

campo vectorial f́ısico o escalado por la expansión del universo:

Bj =
Aj

a
. (180)

Derivando la expresión anterior se obtiene:

Ḃj =
Ȧja − ȧAj

a2
=

Ȧj

a
− Ajȧ

a2
. (181)

Derivando a su vez la expresión anterior :

B̈j =
Äj

a
− 2Ȧj ȧ

a2
− äAj

a2
+

2ȧ2Aj

a3
. (182)

Recordando la definición canónica del parámetro de Hubble en términos del factor

de escala a(t):

H =
ȧ

a
. (183)

Ahora se intentará escribir la expresión (42) en términos de las ecs. (180,181,182):

B̈j + 3HḂj =
Äj

a
− 2Ȧj ȧ

a2
− äAj

a2
+

2ȧ2Aj

a3
+ 3

ȧ

a

[

Ȧj

a
− ȧAj

a2

]

, (184)

Simplificando la expresión anterior:

B̈j + 3HḂj =

(

Äj

a
+

Ȧjȧ

a2

)

−
(

äAj

a2
+

ȧ2Aj

a3

)

. (185)

Aplicando la condición (179) en (185) se obtiene:

B̈j + 3HḂj = −m2Bj −
R

6
Bj +

(

H2
+

ä

a

)

Bj . (186)

59



Para la métrica plana propuesta (K=0) y mostrada en (F) se tiene el tensor de

Ricci mostrado a continuación
19

:

Rµν = 3
ä

a
δ00 −

(

aä + 2ȧ2
)

δij , (187)

cuya traza llamada también Escalar de Curvatura será:

R = 6

(

ä

a
+

(

ȧ

a

)2
)

. (188)

La definición encontrada para R se reemplaza en la ec.(186) para obtener :

B̈j + 3HḂj = −m2Bj −
R

6
Bj +

R

6
Bj, (189)

y aśı al simplificar se obtiene la ec.(42) que representa la evolución del campo

vectorial primordial Bk.

E. Obtención del tensor Zµν

La obtención del tensor Zµν se basa en aplicar el principio de acción esta-

cionaria con extremos fijos a la acción mostrada en (35) respecto a la métrica gµν .

La definición de δS se muestra a continuación:

δS =

∫

dx′4
√

−g′

[

R′

16π
− 1

4
F ′

αβF ′αβ
+

1

2

(

m2 − R′

6

)

A′αA′
α

]

−
∫

dx4
√
−g

[

R

16π
− 1

4
FαβF αβ

+
1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

]

= 0

, (190)

donde la comilla indica que se realizó una transformación de coordenadas:

xµ → x′
µ, (191)

x′
µ = xµ + δxµ, (192)

y el diferencial de volumen tetradimensional d4x se transforma del mismo modo:

d4x′
= J

(

x′

x

)

d4x, (193)

19
Para ver los cálculos exactos para Rµν para la métrica F.L.R.W en un espaciotiempo plano,

remitirse a las referencias [5, 10]
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asi el Jacobiano se define en términos de la transformación de coordenadas:

∂x′µ

∂xν
= δµ

ν + ∂νδx
µ, (194)

J

(

x′

x

)

= det

(

∂x′µ

∂xν

)

= 1 + ∂µδxµ, (195)

y el diferencial de volumen tetradimensional d4x toma la forma:

d4x′
= (1 + ∂µδx

µ
) d4x, (196)

asi la expresión (190) se modifica por:

δS =

∫

(1 + ∂µδxµ
) d4x

√

−g′

[

R′

16π
− 1

4
F ′

αβF ′αβ
+

1

2

(

m2 − R′

6

)

A′αA′
α

]

−
∫

dx4
√−g

[

R

16π
− 1

4
FαβF αβ

+
1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

]

= 0

.

(197)

definiendo las variaciones para los tensores involucrados aśı:

R′ − R = δR, (198)

F ′
αβ − Fαβ = δFαβ , (199)

A′
µ − Aµ = δAµ, (200)

F ′αβ − F αβ
= δF αβ, (201)

A′µ − Aµ
= δAµ, (202)

√

−g′ −√−g = δ
√−g, (203)

asi al reemplazar estas definiciones en la ec.(197) la expresión cambia por:

δS =

∫

d4x

[

1

16π
δ
(√

−gR
)

− 1

4
δ
(√

−gFαβF αβ
)

]

+

∫

d4x

[

1

2
m2δ

(√−gAαAα

)

− 1

12
δ
(√−gRAαAα

)

]

+

∫

d4x∂µδxµ

[

R′

16π
− 1

4
F ′

αβF ′αβ
+

1

2

(

m2 − R′

6

)

A′αA′
α

]

= 0

. (204)
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Aplicando el principio variacional respecto a la métrica
20

:

δS =

∫

d4x

[

1

16π

∂ (
√−gR)

∂gµν
− 1

4

∂
(√−gFαβF αβ

)

∂gµν

]

δgµν

∫

d4x

[

1

2
m2

∂ (
√−gAαAα)

∂gµν
− 1

12

∂ (
√−gRAαAα)

∂gµν

]

δgµν

+

∫

d4x∂µδxµ

[

R′

16π
− 1

4
F ′

αβF ′αβ
+

1

2

(

m2 − R′

6

)

A′αA′
α

]

= 0

. (205)

De igual modo se reemplazan los tensores primados R′
, F ′

αβ y A′
α por sus equiva-

lentes no primados a través de las expresiones (198,199,200,201,202,203):

δS =

∫

d4x

[

1

16π

∂ (
√−gR)

∂gµν
− 1

4

∂
(√−gFαβF αβ

)

∂gµν

]

δgµν

∫

d4x

[

1

2
m2

∂ (
√−gAαAα)

∂gµν
− 1

12

∂ (
√−gRAαAα)

∂gµν

]

δgµν

+

∫

d4x∂µδxµ

[

R

16π
− 1

4
FαβF αβ

+
1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

]

+

∫

d4x∂µδxµ

[

δR

16π
− 1

4
δFαβδF αβ

+
1

2

(

m2 − δR

6

)

δAαδAα

]

= 0

, (206)

donde se desprecian los productos entre variacionales y la expresión se reduce a:

δS =

∫

d4x

[

1

16π

∂ (
√−gR)

∂gµν
− 1

4

∂
(√−gFαβF αβ

)

∂gµν

]

δgµν

∫

d4x

[

1

2
m2

∂ (
√−gAαAα)

∂gµν
− 1

12

∂ (
√−gRAαAα)

∂gµν

]

δgµν

+

∫

d4x∂µδxµ

[

R

16π
− 1

4
FαβF αβ

+
1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

]

= 0

. (207)

20
No se realiza el cálculo variacional respecto al campo vectorial o a sus derivadas porque asi

se obtienen las ecuaciones de movimiento ya calculadas en el Apéndice B
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las derivadas se desarrollan y los términos se subdividen:

δS =

∫

d4x

[

1

16π
R

∂
√−g

∂gµν
+

1

16π

√
−g

∂R

∂gµν
− 1

4
FαβF αβ ∂

√−g

∂gµν
− 1

4

√
−g

∂
(

FαβF αβ
)

∂gµν

]

δgµν

+

∫

d4x

[

1

2
m2AαAα

∂
√−g

∂gµν
+

1

2
m2

√−g
∂ (AαAα)

∂gµν

]

δgµν

−
∫

d4x

[

1

12
AαAαR

∂
√−g

∂gµν
+

1

12
AαAα

√−g
∂R

∂gµν
+

1

12

√−gR
∂ (AαAα)

∂gµν

]

δgµν

+

∫

d4x

[

R

16π
− 1

4
FαβF αβ

+
1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

]

∂µδxµ
= 0

.

(208)

De la expresión anterior quedan dos integrandos fundamentales: uno dependiente

de δgµν
y otro dependiente de δxµ

. Ya que los variacionales son cantidades in-

finitesimales y arbitrarias, la única solución a la igualdad δS = 0 es hacer los

integrandos iguales a cero.

Igualando a cero el primer integrando es posible calcular Zµν de este modo

la ecuación que se debe resolver para calcularlo es la siguiente:

[

R

16π
− 1

4
FαβF αβ

+
1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

]

∂
√−g

∂gµν

+

[√−g

16π
− 1

12
AαAα

√
−g

]

∂R

∂gµν

−1

4

√−g
∂
(

FαβF αβ
)

∂gµν
+

1

2

√−g

(

m2 − R

6

)

∂ (AαAα)

∂gµν
= 0

. (209)

Para continuar con el cálculo de Zµν es necesario determinar el valor de cada

derivada mostrada en la expresión anterior. Se calculará el valor de
∂
√−g

∂gµν
uti-

lizando la siguiente identidad aplicable a matrices diagonalizables:

det
(

eA
)

= eTr(A), (210)

aśı el determinante de gµν mostrado a continuación:

g = det (gµν) , (211)

se reescribe asi:

g = det
(

eln(gµν)
)

= eTr(ln(gµν)), (212)

y al calcular el variacional a ambos lados de la igualdad:

δg = δeTr(ln(gµν)), (213)
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δg = eTr(ln(gµν))Tr

(

δgµν

gµν

)

, (214)

usando la definición del determinante de gµν calculada en (212):

δg = gTr

(

δgµν

gµν

)

(215)

pero la traza de un escalar es el escalar mismo asi pues:

δg = g
δgµν

gµν
. (216)

Sabiendo que gµν es una matriz cuadrada y diagonalizable para el caso estudiado

(F.L.R.W. plana), es posible reescribir la expresión anterior aśı:

δg = ggµνδgµν . (217)

Es posible reescribir esta expresión en términos de la variación del tensor con-

travariante recordando la siguiente propiedad de la métrica:

gµνg
µν

= 4. (218)

Al aplicar el variacional a ambos lados de la igualdad:

δ (gµνg
µν

) = gµνδgµν + gµνδg
µν

= δ (4) = 0, (219)

y asi se obtiene la siguiente identidad:

gµνδgµν = −gµνδg
µν , (220)

que aplicada en (217) resulta:

δg = −ggµνδg
µν . (221)

Al aplicar el variacional a
√−g se obtiene:

δ
√−g = − δg

2
√−g

=
gµνδgµν

2
√−g

√−g√−g
. (222)

Reemplazando el numerador de la expresión anterior por la obtenida en (221)

se calcula el valor de la derivada de
√−g respecto a la métrica contravariante,

aproximando el variacional al diferencial
21

:

δ
√−g

δgµν
=

∂
√−g

∂gµν
= −1

2

√−ggµν . (223)

21
Aproximación válida para pequeñas variaciones de la función argumento del operador

δ

δg

µν
.
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Se calculará la derivada del invariante AαAα
respecto a la métrica. Se reescribe el

invariante en términos de la metrica covariante asi:

∂ (AαAα
)

∂gµν
=

∂
(

AαgαβAβ

)

∂gµν
. (224)

El campo vectorial Aα no depende expĺıcitamente de la métrica aśı que se saca

del operador diferencial:

∂
(

AαgαβAβ

)

∂gµν
= AαAβ

∂
(

gαβ
)

∂gµν
. (225)

La derivada mostrada se reemplaza por dos delta kronecker, uno por cada par de

ı́ndices:

AαAβ
∂gαβ

∂gµν
= AαAβ

(

δα
µδβ

ν + δα
ν δβ

µ

)

. (226)

Aplicando los delta kronecker el resultado de la derivación se reduce a:

∂ (AαAα
)

∂gµν
= AµAν + AνAµ = 2AµAν . (227)

Se calculará la derivada de FαβF αβ
respecto a la métrica gµν

∂
(

FαβF αβ
)

∂gµν
=

∂
(

FαβgασgβλFσλ

)

∂gµν
, (228)

donde los términos F no dependen expĺıcitamente de la métrica, de manera que

pueden sacar de la derivación :

∂
(

FαβF αβ
)

∂gµν
= FαβFσλ

(

gβλδα
µδσ

ν + gασδβ
µδλ

ν

)

, (229)

aplicando los delta kronecker a cada término dependiente del tensor F :

∂
(

FαβF αβ
)

∂gµν
=

(

gβλFµβFνλ + gασFαµFσν

)

, (230)

y recordando la definición de Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα se aplica su propiedad de

antisimetŕıa además de la simetŕıa de gµν y se obtiene:

∂
(

FαβF αβ
)

∂gµν
=

(

gλβFβµFλν + gασFαµFσν

)

, (231)

Se redefinen ı́ndices mudos α → β y σ → λ y aśı se obtiene una expresión mas

compacta para la derivada del invariante FαβF αβ
respecto a la métrica :

∂
(

FαβF αβ
)

∂gµν
= 2

(

gβλFβµFλν

)

. (232)
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Finalmente se calculará la derivada
∂R

∂gµν
. Se parte de la ley de transformación

para un śımbolo de Cristoffel, entre dos sistemas coordenados (X1, ..., Xn) →
(X ′

1
, ..., X ′

n) sabiendo que estos no transforman como un tensor. La transformación

se define mediante:

∂

∂x′α
=

∂xβ

∂x′α

∂

∂xβ
, (233)

y se simplifica la escritura definiendo Xβ
α , X ′β

α y Xα
βγ aśı

Xβ
α =

∂xβ

∂x′α
, (234)

X ′β
α =

∂x′β

∂xα
, (235)

Xα
βγ =

∂2xα

∂x′β∂x′γ
, (236)

de este modo, al convertir un śımbolo de Cristoffel del sistema no primado al

primado:

Γ
ρ
µν = Γ

d
efX

′ρ
dX

e
µX

f
ν + X ′ρ

dX
d
µν . (237)

La diferencia entre dos Cristoffels, uno de ellos perturbado ligeramente (se indica

mediante el acento circumflejo) se define como:

Γ
ρ
µν − Γ̂

ρ
µν = Γ

d
efX

′ρ
dX

e
µXf

ν + X ′ρ
dX

d
µν − Γ̂

d
efX

′ρ
dX

e
µX

f
ν + X ′ρ

dX
d
µν , (238)

y esta resta elimina la parte de los Cristoffels que no transforma como tensor

permitiendo asi que Γ
ρ
µν − Γ̂

ρ
µν sea una cantidad tensorial.

Γ
ρ
µν − Γ̂

ρ
µν = δΓρ

µν , (239)

donde la resta se escribe como un variacional del śımbolo de Cristoffel, ya que

la diferencia entre los dos Cristoffels es infinitesimal. Demostrado que δΓρ
µν es

tensor es necesario que la derivada covariante de esta cantidad también transforme

como tensor (ver [10]). Se muestra a continuación la expresión para la derivación

covariante de δΓρ
µν :

δΓρ
µν;λ = δΓρ

µν,λ + Γ
ρ
σλδΓ

σ
µν − Γ

σ
νλδΓ

ρ
σµ − Γ

σ
µλδΓ

ρ
σν . (240)

Utilizando la definición del tensor de Riemman Rρ
σµν (ver [10, 16]) :

Rρ
σµν = Γ

ρ
νσ,µ − Γ

ρ
µσ,ν + Γ

ρ
µλΓ

λ
νσ − Γ

ρ
νλΓ

λ
µσ, (241)

y de este modo es posible escribir la variación del tensor de Riemman δRρ
σµν aśı:

δRρ
σµν = δΓρ

νσ,µ − δΓρ
µσ,ν + δΓρ

µλΓ
λ
νσ + Γ

ρ
µλδΓ

λ
νσ − δΓρ

νλΓ
λ
µσ − Γ

ρ
νλδΓ

λ
µσ, (242)
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ésta variación del tensor de Riemman puede reescribirse como una diferencia entre

dos derivadas covariantes de simbolos de Cristoffel. Se muestran a continuación

las dos derivadas:

δΓρ
νσ;µ = δΓρ

νσ,µ + Γ
ρ
λµδΓ

λ
νσ − Γ

λ
σµδΓρ

λν − Γ
λ
νµδΓρ

λσ, (243)

δΓρ
µσ;ν = δΓρ

µσ,ν + Γ
ρ
λνδΓ

λ
µσ − Γ

λ
σνδΓ

ρ
λµ − Γ

λ
µνδΓ

ρ
λσ. (244)

Restando las expresiones (243) y (244) se obtiene:

δRρ
σµν = δΓρ

νσ;µ − δΓρ
µσ;ν , (245)

y usando propiedades de simetŕıa entre los sub́ındices del Riemman y contrayendo

un ı́ndice (σ → ρ), el variacional del tensor de Riemman cambia por:

δRρ
µρν = δRµν = δΓρ

νµ;ρ − δΓρ
µρ;ν . (246)

Con el resultado anterior es posible calcular el variacional del escalar de curvatura:

R = Rµνg
µν , (247)

δR = Rµνδg
µν

+ δRµνg
µν , (248)

asi mismo es posible reemplazar en esta expresión δRµν por la ec.(246):

δR = Rµνδg
µν

+ gµν
[

δΓρ
νµ;ρ − δΓρ

µρ;ν

]

. (249)

Para calcular
δR

δgµν
es necesario que un término δgµν

pueda sacarse como factor

común del segundo término y aśı posteriormente aproximar el variacional al dife-

rencial para R y para gµν
. Para lograr esto se utiliza la definición de un śımbolo

de Cristoffel en términos de la métrica (ver [16]) que se muestra a continuación:

Γ
λ
µν =

1

2
gλa

(gaν,µ + gaµ,ν − gµν,a) . (250)

Habiendo mostrado que δΓλ
µν es una cantidad tensorial es posible definirla en

términos de la métrica aśı:

δΓλ
µν =

1

2
gλa

(δgaν,µ + δgaµ,ν − δgµν,a) , (251)

de modo que las derivadas covariantes de los śımbolos de Cristoffel mostrados en

las expresiones (243) y (244) pueden reescribirse del mismo modo:

δΓρ
νµ;ρ =

1

2
gρa

(δgaν,µρ + δgaµ,νρ − δgµν,aρ) , (252)
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δΓρ
µρ;ν =

1

2
gρa

(δgaµ,ρν + δgaρ,µν − δgµρ,aν) , (253)

y al realizar la resta entre ambos términos:

δΓρ
νµ;ρ − δΓρ

µρ;ν =
1

2
[gρaδgaν,µρ − gρaδgµν,aρ − gρaδgaρ,µν + gρaδgµρ,aν ] . (254)

Multiplicando la expresión anterior por gµν
y teniendo en cuenta los ı́ndices mudos

en la convencion tensorial es posible reducir la ec.(254) aśı :

gµν
[

δΓρ
νµ;ρ − δΓρ

µρ;ν

]

=
1

2
gρagµν

[2δgρµ,νa − 2δgµν,aρ] , (255)

El término derecho de la ec.(255) se desarrollará a continuación:

gρagµν∇ν∇aδgρµ − gρagµν∇a∇ρδgµν =

gρagµν∇ν∇a

(

gραgµβδgαβ
)

− gρagµνδgµν,aρ =

gρagµνgραgµβ∇ν∇aδg
αβ − gρagµν∇a∇ρ

(

gµαgνβδgαβ
)

=

δν
βδa

α∇ν∇aδg
αβ − δν

αgaρgνβ∇a∇ρδg
αβ

=

∇α∇βδg
αβ − gaρgαβ∇a∇ρδg

αβ
=

∇α∇βδgαβ − gαβ (gaρ∇a∇ρ) δgαβ
=

∇α∇βδgαβ − gαβ2δgαβ,

(256)

donde se ha aplicado la definición del operador de D
′
Alembert 2 = gaρ∇a∇ρ. El

resultado final puede modificarse α → µ y β → ν ya que estos son ı́ndices mudos

en la expresión. Este resultado para gµν
[

δΓρ
νµ;ρ − δΓρ

µρ;ν

]

se reemplaza en la ec.

(248) :

δR = Rµνδg
µν

+ (∇µ∇νδg
µν − gµν2δgµν

) gµν , (257)

y de este modo se factoriza δgµν
y es posible realizar el cálculo de:

δR

δgµν
=

∂R

∂gµν
= Rµν + (∇µ∇ν − gµν2) gµν , (258)

donde se aproxima el operador δ al operador ∂ siempre que las variaciones del

escalar de curvatura sean infinitesimales.

Habiendo obtenido las derivadas respecto a la métrica mostradas en las ecs.

(258,232,227,223) se puede continuar con el cálculo de Zµν que se habia inte-

rrumpido en la ec.(209). Se reemplazan estas derivadas en la expresión (209) y se
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obtiene:
[

R

16π
− 1

4
FαβF αβ

+
1

2

(

m2 − R

6

)

AαAα

](

−1

2

√
−ggµν

)

−
[

−
√−g

16π
+

1

12
AαAα

√
−g

]

(Rµν + (∇µ∇ν − gµν2))

−1

4

√−g
(

2
(

gβλFβµFλν

))

+
√−g

(

m2 − R

6

)

AµAν = 0

. (259)

se cancela el factor
√−g y se reagrupan términos:

1

8π

(

Rµν −
1

2
Rgµν

)

=
1

4
FαβF αβgµν −

1

2

(

m2 − R

6

)

AαAαgµν

−1

6
(Rµν + ∇µ∇ν − gµν2) AαAα − (∇µ∇ν − gµν2)

1

8π

−gβλFβµFλν +

(

m2 − R

6

)

AµAν

. (260)

de la expresión anterior se buscará encontrar la parte derecha de las ecuaciones

de campo de Einstein:

Zµν = − 1

8πG

(

Rµν −
1

2
Rgµν

)

, (261)

expresando a Zµν en unidades naturales con c = 1. Al aplicar las derivadas co-

variantes y el operador de D
′
Alembert a un valor constante se anula uno de los

términos de la expresión (260) y se obtiene la siguiente igualdad:

Zµν =
1

4
FαβF αβgµν −

1

2

(

m2 − R

6

)

AαAαgµν

−1

6
(Rµν + ∇µ∇ν − gµν2) AαAα

−gβλFβµFλν +

(

m2 − R

6

)

AµAν

. (262)

Reescribiendo Zµν como un tensor mixto resulta:

Zµ
ν =

1

4
FαβF αβδµ

ν − 1

2

(

m2 − R

6

)

AαAαδµ
ν

−1

6
(Rµ

ν + ∇µ∇ν − δµ
ν 2) AαAα

−F λµFλν +

(

m2 − R

6

)

AµAν

. (263)

Aśı despues de realizar la variación de la acción propuesta en (35) se obtiene la

expresión para el tensor Zµ
ν análogo a T µ

ν .
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F. Cálculo de Z0

0

Para la obtencion de Z0

0
se parte de la definición obtenida para Zµ

ν cambiando

los sub́ındices aśı:

Z0

0
=

1

4
FαβF αβδ0

0
− 1

2

(

m2 − R

6

)

AαAαδ0

0

+
1

6

(

δ0

0
2 −∇0∇0 − R0

0

)

AαAα − F λ0Fλ0 +

(

m2 − R

6

)

A0A0

. (264)

Aplicando la condición calculada en la ec.(41) es posible excluir términos de Fαβ

y AαAβ
que contengan A0

Z0

0
=

1

4

(

F00F
00

+ F0iF
0i

+ Fi0F
i0

+ FijF
ij
)

− 1

2

(

m2 − R

6

)

AiA
i

+
1

6

(

δ0

0
2 −∇0∇0 − R0

0

)

AiAi − F i0Fi0

. (265)

Aplicando la antisimetŕıa del tensor Fµν se simplifican términos dependientes aśı:

Z0

0
= −1

2

(

F0iF
0i
)

− 1

2

(

m2 − R

6

)

AiA
i
+

1

6

(

δ0

0
2 −∇0∇0 − R0

0

)

AiAi. (266)

De la definición de gµν se puede aplicar el hecho que g00
= 1 y que gij

= − 1

a2
δi
j

Z0

0
=

1

2a2
(F0iF0i) +

1

2

(

m2 − R

6

)

Ai
Ai

a2

−1

6

(

δ0

0
2 −∇0∇0 − R0

0

) Ai

a2
Ai

. (267)

Se aplica la definición de Fµν = ∂µAν − ∂νAµ a la expresión anterior y se obtiene:

Z0

0
=

1

2a2
Ȧi

2

+
1

2a2

(

m2 − R

6

)

A2

i

−1

6

(

δ0

0
2 −∇0∇0 − R0

0

) A2

i

a2

. (268)

En el Apéndice B se obtienen las ecuaciones de movimiento para el campo vectorial

Aµ a través de la aplicación del principio de acción estacionaria con extremos fijos.

La expresión (150) se modificaŕıa si el estudio se hubiese realizado para la

métrica de Minkowsky ya que en el segundo término
√−g = 1 apareciendo alĺı la
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definición 2 = ∂µ∂µ
= gµν∂µ∂ν , mostrando que esta ecuación es una expresión

particular del caso mas general del operador de D
′
Alembert para métricas no

euclideas.

El operador de D
′
Alembert llamado también operador de onda se define a

continuación:

2 =
1√−g

∂µ

(√−g∂µ
)

, (269)

el cual incluye el determinante de la métrica aplicada. Para el caso de Minkowsky

se reduce la expresión mostrada al operador de onda

2 = dt2 −∇2. (270)

Aplicando la definición del operador 2 para métricas diferentes a la de Minkowsky

en la ec.(268) se obtiene:

Z0

0
=

1

2

A2

i

a2
+

1

2

(

m2 − R

6

)

A2

i

a2
+

1

6
R0

0

A2

i

a2

−1

6

(

1√−g
∂µ

(√
−g∂µ

)

− g00∇0∇0

)

A2

i

a2

. (271)

El determinante de la métrica F.L.R.W mostrada en () equivale a g = det[gµν ] =

−a6
y al aplicarse en la expresión anterior :

Z0

0
=

1

2

Ȧi
2

a2
+

1

2

(

m2 − R

6

)

Ai
2

a2
+

1

6
R0

0

A2

i

a2

−1

6

[

1

a3

(

∂0

(

a3∂0

(

A2

i

a2

))

+ ∂i

(

a3∂i

(

A2

i

a2

)))

− ∂2

0

(

A2

i

a2

)]
, (272)

Teniendo en cuenta que la derivación ∂iAk = 0, que representa un campo vectorial

altamente homogeneo. Por otra parte ∂0∂
0

= g00∂0∂0 = ∂2

0
, también recordando

que el parámetro de escala es dependiente del tiempo, la expresión cambia asi:

Z0

0
=

1

2

Ȧi
2

a2
+

1

2

(

m2 − R

6

)

Ai
2

a2
+

1

6
R0

0

A2

i

a2
− 1

6

[

3a2ȧ
1

a3
∂0 + ∂2

0
− ∂2

0

]

A2

i

a2
, (273)

Simplificando la expresión se obtiene:

Z0

0
=

1

2

Ȧi
2

a2
+

1

2

(

m2 − R

6

)

Ai
2

a2
+

1

6
R0

0

A2

i

a2
− 1

2a2
H∂0A

2

i + H2
A2

i

a2
, (274)

Aplicando la definición del campo vectorial fundamental f́ısico Bk =
Ak

a
junto

con la derivada respecto al tiempo cósmico Ḃk =
Ak

a
−HBk la expresión anterior
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cambia por:

Z0

0
=

1

2

(

Ḃi + HBi

)2

+
1

2

(

m2 − R

6

)

B2

i +
1

6
R0

0
B2

i − H
(

Ḃi
2

+ HBi

)

Bi + H2B2

i .

(275)

Agrupando términos semejantes se obtiene:

Z0

0
=

1

2
Ḃi

2

+
1

2
H2B2

i +
1

2
m2B2

i −
1

6

(

1

2
R − R0

0

)

B2

i . (276)

Para la métrica F.L.R.W los términos geométricos correspondientes al escalar de

curvatura y al tensor de Ricci (R y Rµ
ν ) calculados a partir de las ecuaciones de

campo de Einstein y mostrados en el apéndice A, se muestran a continuación [10]:

R = 6

(

Ḣ + 2H2

)

, (277)

R0

0
= g00R00 = 3

ä

a
= 3(Ḣ + H2

), (278)

Ri
j = gikRkj =

1

a2

(

aä + 2a2
)

δi
j = (Ḣ + 3H2

)δi
j , (279)

de este modo la expresión (276) toma la forma:

Z0

0
=

1

2
Ḃi

2

+
1

2
m2B2

i . (280)

Aśı se obtiene la expresión para Z0

0
mostrada en (52), la cual es necesaria para

continuar con la argumentación del mecanismo de inflación tipo Slow-Roll.

G. Cálculo de Zi
j

Partiendo de la expresión (263) y realizando el cambio de ı́ndices (µ → i) y

(ν → j) la parte espacial del tensor Zµ
ν será:

Z ı


=

1

4
FαβF αβδi

j −
1

2

(

m2 − R

6

)

AαAαδi
j

−1

6

(

Ri
j + ∇i∇j − δi

j2
)

AαAα

−F λiFλj +

(

m2 − R

6

)

AiAj

, (281)
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al bajar ı́ndices a través de la métrica, recordando la condición del campo vectorial

A0 = 0, aplicando la definición del tensor Fµν y su propiedad antisimetŕıa:

Z i
j =

1

4
g00g00

(∂0A0 − ∂0A0) (∂0A0 − ∂0A0) δi
j +

1

4
gklg00

(∂lA0 − ∂0Al) (∂kA0 − ∂0Ak) δi
j

+
1

4
g00gkl

(∂0Al − ∂lA0) (∂0Ak − ∂kA0) δi
j +

1

4
gklgmn

(∂lAn − ∂nAl) (∂kAm − ∂mAk) δi
j

+
1

4
gmngkl

(∂nAl − ∂lAn) (∂mAk − ∂kAm) δi
j − gikg00

(∂kA0 − ∂0Ak) (∂jA0 − ∂0Aj)

+

(

m2 − R

6

)

AiAj −
1

2
m2AkA

kδi
j −

1

6

(

Ri
j −

1

2
δi
jR

)

AkA
k

+
1

6

(

δi
j2 −∇i∇j

)

AkA
k

.

(282)

Reemplazando valores de la métrica g00
= 1 y gij

= − 1

a2
δi
j y aplicando propiedad

de isotroṕıa del campo vectorial Ak mediante ∂iAk = 0 es posible simplificar la

expresión anterior y obtener:

Z i
j = −1

2

Ȧk
2

a2
δi
j +

1

a2
ȦiȦj −

(

m2 − R

6

)

AiAj

a2
− 1

2

A2

k

a2
δi
j

+
1

2a2
m2A2

kδ
i
j −

1

6

(

Ri
j −

1

2
δi
jR

)

A2

k

a2
+

1

6
δi
j2

A2

k

a2

. (283)

Reescribiendo en la expresión anterior el operador de D
′
Alambert para la métrica

F.L.R.W. se obtiene:

1√−g
∂µ

(√
−g∂µ

)

=
1

a3

[

3a2ȧ∂0 + a3∂2

0

]

, (284)

y aplicándola en (283):

Z i
j = −1

2

Ȧk
2

a2
δi
j +

1

a2
ȦiȦj −

(

m2 − R

6

)

AiAj

a2
− 1

2

A2

k

a2
δi
j

+
1

6

(

Ri
j −

1

2
δi
jR

)

A2

k

a2
− H

a2

(

AkȦk − A2

kH
2

)

δi
j +

1

2a2
m2A2

kδ
i
j

− 1

3a2

[

Ȧk
2

+ AkÄk − 4HAkȦk − A2Ḣ + 2A2

kH
2

]

δi
j

. (285)

Reagrupando términos se observa que la parte espacial de Zµ
ν se compone de una

parte diagonal que es la dependiente de δi
j y otra que se ubica en las componentes
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i 6= j:

Z i
j =

1

a2

[

−1

2
Ȧk

2 − 1

12
RA2

k − HAkȦk + H2A2

k +
1

2
m2A2

k

]

δi
j

− 1

3a2

(

Ȧk
2

+ AkÄk − 4HAkȦk − A2

kḢ + 2A2

kH
2

)

δi
j

+
1

6
Ri

j

A2

k

a2
+

1

a2
ȦiȦj −

(

m2 − R

6

)

AiAj

a2

. (286)

Dividiendo la parte espacial del tensor Zµ
ν en componentes diagonales y no diago-

nales se puede reescribir:

Z i
j = Z i

j
diagonal

+ Z i
j
no−diagonal

. (287)

La parte que no está en la diagonal de Z i
j se puede reescribir en términos del

campo vectorial f́ısico Bk =
Ak

a
asi:

1

a2
ȦiȦj −

(

m2 − R

6

)

AiAj

a2
= (Ḃi + HBi)(Ḃj + HBj) − m2BiBj +

R

6
BiBj ,

(288)

Aplicando la definición del escalar de curvatura para la métrica F.L.R.W. mostra-

da en (277) se obtiene

Z i
j
no−diagonal

= ḂiḂj + H(ḂiBj + BiḂj) + (Ḣ + 3H2 − m2
)BiBj . (289)

Se continua el cálculo de Z i
j
diagonal

aplicando las definiciones de R (ver ec. 277) y

Ri
j (ver ec. 279) y reescribiendo en términos del campo vectorial f́ısico Bk =

Ak

a
se obtiene:

Z i
j
diagonal

=

[

−5

6
Ḃk

2

+
5

6
m2B2

k − HBkḂk −
1

3
ḢB2

k − H2B2

k

]

δi
j . (290)

Aśı finalmente se obtiene la parte espacial del tensor Zµ
ν compuesto por una parte

diagonal y otra no diagonal aśı:

Z i
j =

[

−5

6
Ḃk

2

+
5

6
m2B2

k − HBkḂk −
1

3
ḢB2

k − H2B2

k

]

δi
j+

ḂiḂj + H(ḂiBj + BiḂj) + (Ḣ + 3H2 − m2
)BiBj

, (291)

que equivale a la expresión (73) necesaria para continuar la obtención de las

condiciones necesarias para generar inflación del tipo Slow-Roll.
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