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1. Resumen

TITULO: INFLACION VECTORIAL!
AUTOR: SiERRA ORDONEZ CARLOS ALBERTO 2

PALABRAS CLAVES: CosMOLOGIA, MECANISMO INFLACIONARIO
EXPANSION ACELERADA, BOSONES VECTORIALES
PRINCIPIO COSMOLOGICO

La cosmologia estudia el origen y evolucién del Universo hasta la formacion
de estructuras a gran escala, dejando el estudio de subestructuras tales como
cumulos galacticos, nebulosas, galaxias, estrellas, agujeros negros, etc. a otras
ramas de la ciencia, tales como la Astrofisica. A escalas cosmoldgicas el Universo
luce homogéneo e isétropo, aun cuando existan galaxias y espacio vacio. Uno de
los mecanismos de evolucién espaciotemporal del universo (no de creacién) es el
de inflacién propuesto por Alan Guth mediante el cual el universo se expandié a-
celeradamente en fracciones de segundo y permitié que el contenido energético
siguiera evolucionando hasta adquirir hoy en dia la estructura que podemos
observar. Los escenarios que muchos cientificos han propuesto, incluyendo a Guth,
se basan en un campo escalar primordial llamado inflatén mediante el cual se
inicia la inflacion primordial del universo y se heradan del campo caracteristicas
como homogeneidad e isotropia. En la naturaleza atin no se han podido observar
campos escalares fundamentales, y es ésta la principal motivacién para buscar
otra alternativa que genere inflacién siendo una de ellas los campos vectoriales. El
objetivo de este trabajo de grado es realizar un estudio sobre la inflacion del tipo
Slow-Roll utilizando campos vectoriales primordiales y asi obtener los resultados
asociados a la estadistica de estructuras a gran escala sobre homogeneidad e
isotropia, los cuales han sido confirmados experimentalmente y predichos por la
ley de Hubble, lo que conduce a su vez a resolver los problemas de la cosmologia
estandar.

I Proyecto de Grado
2 Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Director: Dr. Yeinzon Rodriguez



2. Abstract

TITLE: VECTORIAL INFLATION®
AUTOR: SIiERRA ORDONEZ CARLOS ALBERTO?

KEYWORDS: CoSMOLOGY, INFLATIONARY MECHANISM
ACELERATED EXPANSION, VECTORIALS BOSONS
COSMOLOGICAL PRINCIPLE

Cosmology studies the origin and evolution of the universe, until the
formation of the great scale structures, leaving the study of substructures such as
Galactic cumulus, nebulae, galaxies, stars, black holes, to another science branch-
es like Astrophysics. At cosmological scales the universe looks very isotropic and
homogeneous, although exist galaxies and empty space. One of the mechanisms
for the primordial evolution of the Universe is the Inflation proposed by Alan
Guth, that describes an Universe that had been expanded with acceleration
and lets that the energetic content continues its evolution until todays large
scale structure. The scenario that many scientist have proposed, including Guth,
are based in a fundamental scalar field that ignites the primordial inflationary
engine, maintaining the homogeneity and isotropy given by the nature of the
field. In nature those fields havent been seen yet and this is the principal cause
for searching another alternative, and one of them is the vector fields. The aim of
this work is to present a study that explains the Slow-Roll inflation using three
orthogonal vector fields that maintains in the new model the characteristics of
homogeneity and isotropy associated with the statistics of large scale structure
that have been confirmed experimentally and predicted by Hubble law, and that
conducts naturally to the solving of the cosmology standard problems.

I Degree Project
2 Science Faculty, School of Physics, Director: Dr. Yeinzon Rodriguez



3. Introduccion

La Cosmologia y la Astronomia son ciencias que tratan sobre el origen,
evolucion y destino del universo y al igual que las demads ciencias, basan sus
hipodtesis y teorias en la comprobacion mediante la observacion de los fenémenos
que intentan explicar. En el caso de la astronomia se cuenta con toda la radiacion
electromagnética proveniente de cada cuerpo celeste o fenémeno afuera del plane-
ta tierra, mientras que la cosmologia basa toda la construccion tedrica en la débil
radiacién cosmica de fondo que permite reconstruir la imagen del Universo primi-
tivo 380000 anos después de su origen. De las observaciones realizadas mediante
los satélites COBE [1] y WMAP [2] , especializados en la captura de esta radiacién
dentro de la banda de 21[cm] o espectro de microondas, se ha determinado su es-
pectro y caracteristicas principales. La conclusiéon mas extraordinaria obtenida de
la RCF (Radiacién Césmica de Fondo) es que el universo presenta homogeneidad
e isotropia a grandes escalas, es decir a escalas mayores a 100 Megaparsecs. Este
hecho se conoce como principio cosmolégico [3, 4, 5].

Uno de los aciertos tedricos que mas ha tenido acogida en la comunidad
cientifica es el mecanismo de inflacion primordial propuesto por Alan Guth en 1981
[6], que posteriormente fue modificado para ajustarse a las observaciones, el cual
permite explicar la formacién de las estructuras a grandes escalas, componentes
fundamentales del actual Universo observable.

En el estudio de la cosmologia estandar, la inflaciéon es un gran acierto inte-
lectual y hace uso de campos escalares para generar el mecanismo de expansion
acelerada. Sin embargo la existencia de campos escalares fundamentales en la
naturaleza es actualmente un tema de investigacion que concentra esfuerzos de
muchos centros de investigacion de fisica de particulas. Uno de los objetivos prin-
cipales del Gran Colisionador de Hadrones (LHC) [7] es el de encontrar campos
escalares fundamentales, tal como el bosén de Higgs. Desafortunadamente no hay
evidencia contundente hasta el dia de hoy que permita asegurar la existencia de
tales campos.

La inflacién generada por campos escalares permite explicar en un alto grado
la fenomenologia y compararla con la evidencia observacional, adquirida principal-
mente por los satélites que captan la RCF continuamente, ademés de dar solucién
a los problemas de la cosmologia estandar: problema de horizonte, de planitud y
reliquias no deseadas.

Es necesario que después de inflacion el Universo contintie evolucionando
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mediante el modelo de expansion desacelerada de Friedmann, ya que de otro
modo la nucleosintesis no tendria lugar, ni tampoco la parte del Universo que
se compone de materia barionica, razon por la cual la expansion acelerada debe
durar por lo menos t; = 107%%s [4].

En cosmologia los campos escalares son muy utilizados debido a las
propiedades de homogeneidad e isotropia que son la base fundamental del prin-
cipio cosmoldgico; sin embargo hay otra posibilidad para generar el mecanismo
de inflacion mencionado y mantener las tan atractivas caracteristicas ya men-
cionadas. La inflacién a través de campos vectoriales es la otra posibilidad [8]. Es
evidente que un campo vectorial no es homogéneo ni isétropo de forma simultédnea
pues es direccional, razén por la que no es muy utilizado por los cosmologos como
generador de inflacién, pero el uso de muchos de ellos aleatériamente orientados,
o sOlo 3 ortogonales entre si, permiten que se consiga la homogeneidad e isotropia
necesarias para que sean los campos candidatos de la inflacion primordial.

La razén més importante para elegir los campos vectoriales como genera-
dores de inflacién y no los escalares es que en la naturaleza se han observado los
campos vectoriales. El fotén, el gluén, los bosones W+, W~ y Z° son ejemplos y
es natural pensar que el campo primordial que genero la expansién sea también de
naturaleza vectorial. Este argumento se debilita cuando en la naturaleza se logren
observar bosones escalares fundamentales. Esta es la principal motivacién para
estudiar la inflacién vectorial propuesta por Ford [9] y posteriormente estudiada
por Mukhanov, Golovnev y Vanchurin [8].

4. Marco tedrico

A continuacién se hard un breve repaso de todas las tematicas necesarias
para comprender con mayor claridad el estudio que se va a realizar sobre inflacién
vectorial. La relatividad general y la cosmologia estandar son la base tedrica fun-
damental para tal propdsito. Importante definir a partir de este momento la sig-
natura con la que se va a trabajar a lo largo de todo el desarrollo del presente
proyecto de investigacion:

Signatura = (+, —, —, —) . (1)
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4.1. Apartes sobre Relatividad General

Es conocido que la relatividad especial integra el espacio y tiempo como
una sola entidad de cuatro dimensiones. La relatividad general explica los campos
gravitacionales como el efecto que el contenido energético experimenta a causa de
la curvatura del espaciotiempo. Podemos concluir que dicho contenido energético
se acelera debido a la existencia de un campo gravitacional cuyas lineas de campo
son llamadas geodésicas y se caracterizan mediante la siguiente ecuacion:

d o
d—zi\ + I, u'u” = 0. (2)

Esta ecuacién deriva la cuadrivelocidad u® con respecto a un pardmetro afin A
que puede ser el tiempo o cualquier otra variable independiente. I'j,, es llamado
Conexién o simbolo de Cristoffel [10], depende directamente de la métrica g, y
aparece en la ecuacién debido a que el espaciotiempo es curvo y a que existe un
campo gravitacional que genera dicha curvatura.

Los simbolos de Cristoffel son un elemento fundamental en la definicién
de la derivacion covariante, necesaria para poder escribir la fisica en forma ten-
sorial covariante y con ello hacerla invariante en cualquier sistema de referencia,
cumpliendo asi el principio de equivalencia propuesto por Einstein el cual se aplica
para cualquier ley fisica.

Existe ademds el tensor de Riemman R, * el cual caracteriza la curvatura
del espaciotiempo y esta definido a través de simbolos de Cristoffel, de forma tal
que en ausencia de curvatura su valor es cero, indicando que el espacio es plano
o del tipo Minkowsky. Contrayendo el tensor de Riemman se obtiene el tensor
de Ricci R, el cual va a ser fundamental para la formulacién de la relatividad
general de Einstein, junto con el tensor de Riemman.

La densidad del contenido energético (materia y energia) del Universo puede
describirse mediante p, pero en Relatividad General este término no cumple el
principio de covarianza general, de modo que es necesario describir dicho contenido
mediante otro elemento, el Tensor de Momentum-Energia [10]. Este se puede
escribir de manera covariante para cualquier sistema de referencia y caracteriza
todo lo que perturbe el campo gravitacional.

A partir del principio de accién estacionaria con extremos fijos es posible cal-
cular la forma del tensor de Momentum-FEnergia. Este tensor permite caracterizar

IPara ver la definicién formal del tensor de Ricci proveniente del tensor de curvatura, remitirse
a la referencia [10]
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el contenido energético (materia y energia). Para el caso de un campo escalar ¢ y
su respectivo lagrangiano L, el tensor se define por la siguiente expresion:

oL

O =————=0,0—0,L. 3
122 a (a#¢> ¢ Iz ( )

Normalmente es utilizado el tensor Momentum-Energia canénico 7, que se di-
ferencia de ©,, en que el primero es simétrico, y esta cualidad permite que este
tensor modele el contenido energético del Universo en el lado izquierdo de las ecua-
ciones de campo de Einstein. Dichas ecuaciones provienen de aplicar el principio
de accién estacionaria, tomando como materia prima la accion Einstein-Hilbert
(ver [11]) mostrada a continuacion :

R —2A

El término o = %. Para obtener las ecuaciones de campo de Einstein a partir
la accion propuesfa remitirse a la referencia [11]. El término R es el escalar de
curvatura o contraccién del tensor de Ricci. £,, es el lagrangiano de materia que
caracteriza el contenido energético del universo. A es la constante cosmoldgica
y representa la parte de la accion que genera una fuerza de repulsion la cual se
opone a la atraccién gravitatoria [3, 4, 5]. Haciendo variacién con respecto a la

meétrica g, se obtienen las ecuaciones de campo de Einstein:

1
R;w - QR.Q;W + Ag;w = _aTuu- (5)

Esta ecuacion, escrita en unidades del sistema internac condensa la informacion
de la geometria del Universo a un lado de la igualdad a traves del escalar y
tensor de Ricci, mientras que en el otro lado esta el tensor momentum-energia
que caracteriza el contenido energético del Universo. La igualdad entre ambos
términos indica que dicho contenido curva el espaciotiempo que lo contiene y al
mismo tiempo el campo gravitacional, efecto de la curvatura espaciotemporal,
modifica la distribucion del contenido energético.

4.2. Modelamiento del contenido energético del Universo
como un fluido perfecto

H. Weyl postuldé en 1923 que el Universo se comporta como un fluido o
sustrato y que las galaxias son sus particulas fundamentales [12]. Este postulado
exige que las geodésicas sélo se intercepten en un punto en el pasado (Big Bang)

13



y probablemente en el futuro (Big Crunch) de manera que cada galaxia posea una
sola velocidad, despreciando las velocidades relativas debidas a las interacciones
gravitacionales entre si. Las observaciones de un Universo en expansion se ajustan
al comportamiento descrito haciendo posible el modelamiento del sustrato como
un fluido perfecto.

A escalas cosmoldgicas y segun las observaciones realizadas podemos con-
cluir que el Universo es homogéneo e isétropo, y es posible modelar su contenido
energético mediante un Tensor de Momentum-Energia (M-E) para un fluido per-
fecto?:

Ty = (p+ Puyty — Py, (6)

en donde p y P son respectivamente la densidad de energia y la presion del fluido
cosmico, medidos en un marco de referencia comovil. De la definicién del tensor
M-E se deduce que éste contiene informacién fundamental sobre la energia y
momentum del fluido. Dado que el sistema de referencia es cémovil con el fluido,
la velocidad usual es igual a cero, mientras que la cuadrivelocidad u® = (1,0, 0, 0).
Despejando de la ecuacion (6) 7),, toma la siguiente forma:

T = p, (7)
T =0, (8)
TY = P&, (9)

La definicion de fluido perfecto exige que la presion que éste experimenta y ejerce
sea isétropa. De la ecuacién (7) se deduce que la componente T% equivale a la
densidad de energia. La ecuacién (8) define la densidad de momentum que en este
caso es igual a cero pues la velocidad usual (3D) del fluido respecto al sistema de
referencia es cero. La componente 7% mostrada en la ecuacién (9) es equivalente
al tensor de esfuerzos. Para grandes escalas (mas de 100 Mpcs) el tensor M-E
para un fluido perfecto es una aproximacién valida y caracteriza el contenido de
materia y energia.

Existe un principio de conservacién que involucra al tensor Momentum-
Energia :
wo_
7 =0. (10)

Recordando que el punto y coma representa la derivada covariante, esta ecuacion
es una forma de expresar el principio de conservacién del momentum-energia que
aplica para nuestro Universo, siempre que éste sea un sistema aislado y no haya
intercambio de energia entre él y otro sistema similar.

ZPara ver detalles de la aproximacién de fluido perfecto ver [5, 12]
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4.3. Meétrica de FLRW

El Universo es homogéneo e isétropo a grandes escalas. A escalas menores
a cien megaparsecs se observan inhomogeneidades tales como galaxias, nubes de
polvo y regiones semi-vacias. Una métrica que permita describir la distribucion
del contenido energético a grandes escalas, cumpliendo con el principio cosmologi-
co, es la de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) [13] y se muestra a
continuacion:

1 0 0 0
0 ==, 0 0

I =1 g kéﬂ —a’r? 0 (11)
0 0 0 —a?r?sin® 0

Esta métrica, escrita en coordenadas esféricas, se deduce de la ley de Hubble
V = Hd [14], uno de los pilares observacionales de la cosmologia estdndar para
asegurar el cumplimiento del principio cosmolégico (Homogeneidad e Isotropia),
la cual expresa la velocidad de recesion entre galaxias V' como una relacion lineal
dependiente de la distancia fisica que las separa d, agregando un parametro de
proporcionalidad H llamado parametro de Hubble, el cual varia con el tiempo.

La forma de construccién de esta métrica es a partir de una hiperesfera
4-dimensional, ubicando el Universo tridimensional que podemos experimentar
en su superficie. Las caracteristica de homogeneidad e isotropia se reproducen,
logrando que todo punto esté en continuo distanciamiento de los demés, tal como
sucede sobre la superficie de un globo mientras se esta inflando. Para mas detalles
en la obtencién de la métrica descrita remitirse a [4].

El término a(t) representa el factor de expansion de la hiperfesfera descrita,
mientras que (r,0,¢) representan la posicién angular de cualquier cuerpo celeste.
Particularmente la posicion de las galaxias se mantiene fija en determinada coorde-
nada, lo que cambia en el tiempo es su distancia de separacion. H es el pardmetro
de Hubble ya mencionado que se define en términos del factor de expansion H = g

Por ultimo se menciona el parametro K que determina la curvatura espacial.
Si K = 0 el Universo estd inmerso en un espaciotiempo plano (como una hoja
de papel extendida), si K = 1 el espaciotiempo es cerrado (finito pero sin limites
como un toroide, elipsoide, esfera o cualquier otra figura tridimensional cuyas
aristas se unan) y para K = —1 el espaciotiempo es abierto(carente de simil
tridimensional).
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4.4. Ecuaciones de evolucién cosmoloégica

A través de las ecuaciones de campo de Einstein y la métrica FLRW se
obtiene la ecuacién de Friedmann [3, 4, 5], la cual representa la evolucién del
Universo y permite determinar qué importancia y relevancia han tenido, tienen
y tendrén los tres elementos fundamentales en cosmologia: radiacion, materia y
constante cosmoldgica:

AN K
=22 12
3m2 3 a? (12)
Hay un valor para la densidad de energia p.., = 3H Qm]% que al ser reemplazado
en la ecuacion anterior reproduce K = 0. Observaciones realizadas mediante el
satélite WMAP indican que el universo es altamente plano [15].

Es usual definir una nueva funcién €2 = pﬁ e incluir en ella el efecto de la

c

constante cosmoldgica 2y = 3% Mediante esta nueva definicién se reescribe la
ecuacion de Friedmann asi:
Qtotal =Q+ QA7 (13>
K
Qtotal —1= m (14>

Las observaciones del WMAP + SN 4+ BAO dan un valor de Q;,;; = 0,9996 +
0,0150£0,001540,0130 (ver [15]) con lo cual se corrobora la planitud del Universo
a grandes escalas.

_1
8rGG

naturales. En términos energéticos M, = \/gmp = % = 1,22x10YGeV equivale
a la cota superior en la escala de energias, por encima de la cual deja de ser valida
la relatividad general. Para energias superiores es necesaria una teoria cuantica
para la gravedad que sirva como puente entre la relatividad general y la fisica
cudntica [3, 4, 5].

El término mf? es la masa reducida de Planck y equivale a en unidades

La masa de Planck M, es interpretada de manera andloga como la masa
contenida en una esfera cuyo radio es la longitud de Planck, la cual corresponde
a la distancia que un fotén recorre en el tiempo de Planck y es aproximadamente
1,61624 x 10-35m. Esta esfera representa el tamaifio del Universo cuando habia
transcurrido el tiempo de Planck ¢, = 5,39 x 10~*s. Cabe aclarar que la inflacién
primordial ocurre despues que el universo tenga ¢, segundos de existencia, dejando
los efectos cuanticos fuera del mecanismo que la genera [3, 4, 5].

Dividiendo el universo en subespacios cubicos de lado 100 Mpc se puede
apreciar la homogeneidad e isotropia del Universo sin olvidar que cada volumen
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se esta expandiendo a una tasa a(t). Aplicando leyes de termodindmicas al sub-
espacio y recordando el principio cosmologico que impide que dichas regiones in-
tercambien calor, se puede obtener una expresién para la ecuacién de continuidad
de la densidad de energia [3] y se muestra a continuacién:

p+3H(p+ P)=0. (15)

La obtencion de la ecuacion anterior se muestra en el apéndice A. A traves de esta
ecuacion se pueden concluir varios aspectos importantes del Universo temprano,
tales como que inicialmente la radiacién dominaba, posteriormente fue la materia
y finalmente la constante cosmoldgica. Cabe aclarar que la época dominada por
materia debe ser lo suficientemente larga para posibilitar la formacién y evolucion
de estructuras.

4.5. Problemas de la cosmologia estandar

Existen ciertas inconsistencias entre los planteamientos tedricos ofrecidos
por la cosmologia estandar y los resultados observacionales, que si bien explican
muchos fenémenos y da el estatus de teoria al Big Bang al explicar la homo-
geneidad e isotropia a grandes escalas, la expansion de Hubble, la abundancia de
elementos ligeros y la existencia de la RCF, genera ciertos problemas conocidos
como los problemas de la cosmologia estandar. A continuacion se explican dos
de ellos, los cuales se resuelven mediante la teoria inflacionaria explicada en la
siguiente seccion.

4.5.1. Problema de Horizonte

El problema de horizonte [5] es una discrepancia observacional entre los resul-
tados obtenidos para las anisotropias en la temperatura de la radiacién césmica de
fondo y los resultados predichos por modelos cosmologicos estandar de expansion
desacelerada®. Para explicar el problema es necesario hablar de ciertos conceptos.

El horizonte de particulas hoy en dia, que equivale a 2H, ', es simplemente
la distancia maxima desde la cual hoy en dia recibimos informacién en forma de
radiaciéon electromagnética. La distancia coordenada actualmente estd dada por

3Para mas informacién remitirse a la referencia [16]
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la siguiente expresion:

_ony
=
En la época de recombinacion, cuando se formaron los primeros atomos y se
genero la radiacion césmica de fondo, el valor de d. es el mismo ya que se esta a-
nalizando la misma region espacial, sin embargo la distancia fisica si varia a lo
largo del tiempo, aumentando a medida que el Universo se expande. En el periodo
de recombinacion el valor de esta distancia fisica llamada también regién corres-
pondiente al Universo observable actualmente es:

)\rec - a’recdc, (1 7)

mientras que el valor del horizonte de particulas en la época de recombinacion
equivale a:

de (16)

3
T 2
2H ! =2H" { 2 } : (18)

ree TT’@C

De forma que en recombinacién para la regién fisica correspondiente al Univer-
so observable llamado tambien horizonte Gptico [4] caben aproximadamente 10%
horizontes de particulas. Para detalles en el calculo del horizonte de particulas
mostrado remitirse a la referencias [4, 5.

Sabemos que el horizonte de particulas es el borde de la regién espacial desde
la cual podemos recibir informacién en forma de radiacién electromagnética. Una
region causalmente conectada es una subregion del horizonte de particulas dentro
de la cual se puede conocer informacion desde cualquier punto y en cualquier
punto. En otras palabras, es una regién dentro de la cual los fotones emitidos
desde un punto en el borde puede llegar al otro punto diametralmente opuesto
en un tiempo igual al que tardaron los fotones el llegar del borde del horizonte
de particulas a nosotros. El tamatio de esta zona es de %H ~1 lo que es igual a la
mitad del radio del horizonte de particulas.

En recombinacién para el horizonte éptico hay aproximadamente 10° re-
giones causalmente conectadas en su interior. Cada regién causalmente conectada
estd desconectada de las demés, de modo que las 10° regiones tienen caracteristi-
cas independientes entre si. Una de las caracteristicas propias de cada region
causalmente conectada es la temperatura, la cual debe necesariamente ser dife-
rente en cada zona ya que no hay conexion causal entre ellas. Todo esto sucede en
el momento que se genera la RCF de modo que la informaciéon proveniente desde
cada burbuja puede ser obtenida hoy en dia.

El problema de horizonte radica en que la diferencia de temperatura entre
cada region causalmente conectada hoy en dia es casi nula, con una leve anisotropia
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de §T/T = 107°. Un cambio en la direccién de observacién de la radiacién césmica
de fondo de 1,72° es suficiente para pasar de una regiéon causalmente conectada a
otra. Si estas regiones en realidad estaban desconectadas causalmente entre si, no
hay razoén fisica para que mantengan una temperatura casi igual.

Figura 1: Esquema explicativo del problema de horizonte

En la figura 1 se esquematiza el problema de horizonte. En a) el horizonte
éptico contiene 10° regiones espaciales causalmente conectadas y se genera la
RCF durante recombinacién. En b) se observa nuestro horizonte de particulas
hoy en dia expandido por el factor de escala a(t), el cual colinda con regiones
causalmente conectadas (circulos alrededor), las cuales se han expandido de igual
modo y han enviado fotones desde recombinacion formando un cono de recepcion
que no ha variado angularmente desde entonces. En ¢) se hace una ampliacién al
cono dibujado por la radiacién emitida desde cada una de las regiones causalmente
conectadas, indicando el dangulo # = 1,72°, necesario para que nuestra recepcion
de RCF cambie de una regién causalmente conectada a otra y por consiguiente se
detecte variacion en la temperatura.

4.5.2. Problema de Planitud

Interpretando la ecuacién (14) se deduce que si el Universo observable es
absoluta y espacialmente plano, |2 — 1| = 0 para cualquier tiempo dentro de la
evolucion del Universo. El término a se hace mas pequeno a medida que se va
hacia atras en el tiempo por definicion, ya que el factor de escala redimensiona el
volumen fisico del Universo.

Suponiendo que K # 0, el valor de €2 cambiard en el tiempo de la siguiente
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forma:
1

a?H?
Para la época dominada por radiacién H o a~* y para la época dominada por
materia H o a3. Se concluye que |Qiotar — 1] crece con a linealmente en el caso
de materia y cuadraticamente para el caso de radiacion.

|Qtotal —1 ‘ «

(19)

Si hoy en dia |Q — 1| &~ 0 con una aproximacién de 10* [15], al inicio de
recombinacion y generacion de la radiacion césmica de fondo este valor debié ser
mucho mas cercano a cero, del orden de 10732 aproximadamente.

El problema de planitud consiste en no tener un mecanismo que genere
los érdenes de magnitud para |2y — 1| requeridos, dejando solo la opcién de un
ajuste fino a las condiciones iniciales, pero esto no es fisicamente satisfactorio ni
consistente.

4.6. Mecanismo de Inflacion

El mecanismo de inflacién explica la expansién acelerada de una region del
universo a partir de la cual se formé el Universo observable. En la época de in-
flacién la gravedad tuvo que comportarse como una fuerza repulsiva que esparcio el
contenido energético, aumentando el tamano del espaciotiempo que lo contiene. La
fuerza repulsiva es concebida actualmente en el consenso cientifico como un tipo
de energia oscura cuya composicién es desconocida actualmente, pero los efectos

son analizados mediante la adicién de la constante cosmoldgica en la ecuaciéon
(12).

En la figura 2 se muestra la carencia de conexion causal entre el horizonte de
particulas y el horizonte 6ptico o Universo observable. Esto, como ya se indico en
las secciones anteriores, imposibilita que las 10* regiones causalmente conectadas
pudiesen termalizar y mantener todas una misma temperatura, tal como se ob-
serva actualmente.

La solucién a los problemas de cosmologia estandar se logra con el mecanismo
de inflacion mediante el cual se permite una conexion causal entre la regién fisica
correspondiente al Universo observable con el horizonte de particulas. Se observa
en la figura 3 que durante inflacién el valor del radio del horizonte de particulas
se mantiene aproximadamente constante en un valor H; '. Con esto se logra que
haya termalizacion entre todas las regiones causalmente conectadas y el problema
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Figura 2: Gréfica en la que se observa la evolucién temporal del horizonte de particulas(linea
azul) y del horizonte éptico (linea roja).

A 4

N\

H = Constante

Figura 3: Grafica en la que se observa la evolucién temporal del horizonte de particulas para
un valor de H constante durante inflacién

de horizonte queda solucionado.

En terminos cuantitativos podemos explicar el mecanismo de inflaciéon em-
pezando por la ecuacién de Friedmann. Tomando el caso para un espaciotiempo
plano (K = 0), y derivando respecto al tiempo la ecuacién (12) obtenemos la
siguiente ecuacion:

a + 3P
__p*3P 20

a 6m?2

Se observa que @ > 0 siempre que p+ 3P < 0. Esta es la condicién necesaria para

generar un periodo inflacionario, donde a representa la aceleracion del proceso de

expansion del espaciotiempo.

Durante el periodo inflacionario el parametro de Hubble H ~ constante .
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De la ecuacion (12) se concluye que p también debe mantener su valor constante
si el espaciotiempo es plano. Utilizando ahora la ecuacién (15) se calcula su valor
durante el periodo inflacionario:

p~—P. (21)

Asi bien, si durante el periodo inflacionario es requerido que el horizonte de
particulas se congele, también lo debe hacer la densidad de energia, indicando
que el contenido energético dentro del horizonte de particulas no debe cambiar,
al menos durante inflacion.

4.6.1. Monto de Inflacion

El monto de inflacién llamado también nimero de e-folds, es un valor que
cuantifica la cantidad de expansién que se logra en la época de inflacién y se
muestra a continuacion: a

N=I- (22)

Q;
donde a; es el valor del factor de escala al principio de inflacién y ay es el valor
del factor de escala al final de inflacion.

La ecuacién \; < H;l es la condicién que se debe cumplir para que con
inflacién se solucione el problema de horizonte. Realizando los cédlculos correspon-
dientes se puede calcular el valor que es aproximadamente N > 62 e-folds [5, 17].

Para solucionar el problema de planitud se debe calcular cudntos e-folds se
requieren. Primero se debe recordar de la ecuacién (14) que |2 — 1] es proporcional
a H? yaa® Eninflacion H es constante luego [2—1| o =5, y esto genera que [Q—1]
tenga valores muy pequenios para que la ecuacién (14) caracterice correctamente
la evoluciéon del Universo.

=ty (ﬁ>2 =2V < 0(107%2) (23)

|Q - 1|tz ar B ‘
Recordando el valor actual de |2 — 1] que se aproxima a cero con dos érdenes
de precisién y que para la época al final de inflacién (que sucede antes de la
recombinacién y la generacion de radiacién césmica de fondo) debe aproximarse
a cero con 32 érdenes de precision, se calcula de la Ec. (23) un valor de N = 40,
el cual es el limite inferior de e-folds necesario para solucionar el problema de
planitud. Esto demuestra que solucionando el problema de horizonte a través del
mecanismo de inflacion con N > 62 e-folds se solucionan ambos problemas de la
cosmologia estandar.
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4.6.2. Inflacion mediante campos escalares

En cosmologia se estudian los campos escalares ya que son los preferidos por
la comunidad cientifica para ser los generadores de inflacién (campo de inflatén).
La razon es sencilla: generan homogeneidad e isotropia estadistica y explican las
presiones negativas. Tales campos escalares fundamentales no han sido observados
en la naturaleza hasta el momento. El Lagrangiano que se muestra a continuaciéon
corresponde al de un campo escalar (ver [4, 5]):

L= %gwawaw ~ V(o). (24)

A través del lagrangiano mostrado es posible calcular la densidad de energia y
presién que el campo escalar genera, tomando como premisa que el Universo se
modela como un fluido perfecto, homogéneo e isétropo. V(¢) representa el poten-
cial generado por la existencia del campo escalar ¢. A continuacién se muestran
las ecuaciones para py P :

p=5#+ V(o). (25)
P= 38 - V(). (20)

Recordando que p + 3P < 0 es la condicién para generar inflacién, se pueden
tomar las ecuaciones (25) y (26) y reescribir la condicién en términos del campo
escalar asf:

¢ < V(). (27)

Ademas de las definiciones para p y P es posible reescribir la ecuacién de con-
tinuidad (15) tal como se muestra a continuacion:

b+3Hp+V'(¢) =0. (28)

Es facil encontrar una relacién entre la ecuacién (28) y la ecuacién para un os-
cilador arménico amortiguado, siempre que el término V’'(¢) sea un potencial
generalizado (H o /(V)), s6lo que en este caso la constante de amortiguamiento
es 3H.

Podemos concluir que para un campo escalar generador de inflacién, el térmi-
no 3H ¢ impone condiciones que afectaran este periodo. Un valor grande para el
término de friccién, el cual depende de H, siendo H proporcional a su vez a /p
(deducido de (12)) y p proporcional a V(¢) (deducido de (25)), conducirén a a la
siguiente expresion:

|6 << [3H|. (29)
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Asumiendo que ¢? representa la velocidad de variacién del campo escalar se im-
pone la restriccion:

%a’ﬁZ << V(¢), (30)

la cual es aplicable a los modelos inflacionarios mas populares. Se interpreta %ng
como la densidad de energia cinética, mientras que V(¢) hard el papel de la
densidad de energia potencial, ambos terminos relacionados con el campo escalar
generador de inflacién llamado Inflaton.

Las condiciones (29,30) generan un potencial muy plano, tal que el campo
escalar ¢ ruede lentamente desde los valores grandes de V(¢) hasta un minimo y
la inflacion se detenga.

Un potencial V(¢) que cumpla las condiciones (29) y (30) es conocido como
potencial del tipo Slow-Roll [Fig. 4] y permite que durante el periodo inflacionario,
el factor de escala a(t) evolucione de manera exponencial [4] tal como se muestra

a continuacion: .

a(t) = ajexp ( Hmfdt) , (31)

donde a;y; es el pardmetro de expansion para un tiempo t;,; y H;, s es el parametro
de Hubble durante inflacién. La forma del potencial V' (¢) mantiene su amplitud
casi constante para un intervalo en el que ocurre la expansion acelerada.

tini

La inflacion del tipo Slow-Roll se puede expresar mediante los siguientes dos

parametros: _
d (1 H
Po
Hinf¢0

Haciendo que € < 1 se obtiene inflacién, mientras que si € << 1y |ny| << 1 se
cumplen las condiciones de Slow-Roll [22] descritas en las ecuaciones (29) y (30).

Ny =€ — (33)

Un potencial de este tipo hace que los resultados observacionales concuerden
con los calculados analiticamente por el modelo cosmolégico ACDM (Constante
Cosmoldgica con Materia Oscura Fria) [18].
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Figura 4: Ejemplo de potencial V(¢) para que la inflacién sea del tipo Slow-Roll

4.7. Acople minimo y no minimo a la gravedad

A partir de una acciéon S es posible encontrar las ecuaciones de movimien-
to para una métrica espacio-temporal preestablecida y el tensor de momentum-
energia para el contenido energético existente dentro del espacio-tiempo caracte-
rizado por dicha métrica. Para ello se aplica el principio de accién estacionaria.

La accién Einstein-Hilbert [11] mostrada a continuacion, se diferencia de (4)
en la omision de la constante cosmoldgica cuyo significado fisico atin es desco-
nocido. A través de esta accién (escrita en unidades naturales) se obtienen las
ecuaciones de campo de Einstein, base fundamental de la relatividad general.

R
= . 4
S 167r+£m (34)

Se diferencian dos términos: % y L. El primero muestra el escalar de Ricci R

que da informacién acerca de la geométria del espacio-tiempo. El segundo término
es el lagrangiano de materia que caracteriza el contenido energético.

De (34) se observa que la accién no posee términos que relacionen explicita-
mente la geometria del espacio-tiempo con el contenido energético existente. Este
hecho se conoce como acople minimo a la gravedad y representa la relacién entre
la gravedad y el contenido energético.

La relatividad general postula que la existencia de un campo gravitacional
modifica la distribucion del contenido energético y éste a su vez altera la curvatura
espacio-temporal, lo cual se puede deducir de la igualdad en las ecuaciones de
campo de Einstein mostradas en (5).
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Se habla de acople no minimo a la gravedad cuando la accién mediante
la cual se calculan las ecuaciones de campo contiene términos que explicitamente
relacionan la curvatura espacio-temporal con el contenido energético. En este caso
no es posible obtener una igualdad entre términos geométricos y energéticos debido
al término de acople.

Para el caso del presente estudio se busca generar inflacion mediante un
campo vectorial masivo o de corto alcance A,. La accién propuesta (descrita en el
siguiente capitulo) contiene un término -5 RA,A* el cual relaciona directamente
la curvatura espacio-temporal R (especificamente R es el escalar de curvatura)
con el campo vectorial A,, que representa el contenido energético para este caso
particular. Aplicando el principio de accién estacionaria no se llega a las ecuaciones
de campo de Einstein ya que el término de acople descrito impide separar variables

energéticas y geométricas.

5. Inflacion vectorial

Existe una razon fundamental para elegir un campo vectorial como mecanis-
mo generador de inflacion y es que si bien los modelos de expansion acelerada que
son aceptados por la comunidad cientifica son los que utilizan campos escalares
fundamentales, éstos no han podido ser observados hasta la fecha. Para el caso
de los campos vectoriales se tiene mucha base observacional [19] (por ejemplo la
RCF) razén para tomarlos como campos fundamentales de la inflacién primordial.

A partir de la accién propuesta en las Refs. [8, 9], se buscardn reproducir
los resultados obtenidos por la inflacién con campos escalares fundamentales del
tipo slow roll, reemplazando ¢ por un campo vectorial fundamental A, masivo o
de corto alcalce. El término F,3 es funcién de las derivadas covariantes del campo
vectorial. Se muestra a continuacion la accion mencionada:

R 1 1 R
S = /dx4\/ —dg |:167T — ZFO‘BFQB + 5 (m2 — 6) AaAa:| . (35)

La accién mostrada va a ser la materia prima del trabajo de grado propuesto,
mediante la cual se van a calcular las condiciones de slow roll vectorial. Se pueden
diferenciar facilmente tres términos:
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1. Geométrico : %
T

2. Contenido energético : 1 F,gF* y im? A”A,.

3. Acople no minimo a la gravedad : 1—R2AaAa.

El tercér término es la clave para que, mediante un campo vectorial funda-
mental, se puedan obtener las condiciones de slow roll. La razon de este efecto tiene
relacion directa con la forma del escalar de curvatura R para un espaciotiempo
espacialmente plano de Friedmann o en expansion.

Aplicando el principio de accién estacionaria se calcularan las ecuaciones
de movimiento para el campo A,, y asi mismo Z,, que si bien ya no representa
el tensor de momentum-energia debido a que la accion incluye el término de
acoplamiento no minimo a la gravedad, se utilizara para calcular las condiciones
de slow roll para el campo vectorial.

Finalmente se analizaran las restricciones que deben imponerse a los campos
vectoriales para lograr el régimen de slow roll a traves de tres campos vectoriales
ortogonales entre si.

Es importante observar que la forma que toma la ecuacién (28), para el
caso de campos vectoriales, va a ser muy importante al momento de comparar
los resultados obtenidos del estudio sobre inflacién vectorial. Si la forma de la
ecuacion de continuidad para el caso vectorial y escalar se mantiene invariante,
esto serda un buen indicio acerca de la validez del campo vectorial como generador
de la inflacién primordial del tipo Slow-Roll.

Este trabajo de investigacion busca explicar y defender la propuesta de
generar inflacion a través de campos vectoriales. Una dificultad inherente al uso de
este tipo de motores de expansion espaciotemporal es la generacién de direcciones
preferenciales causantes de anisotropia en la distribucién del contenido energético
8, 17].

Como defensa principal para proponer como motor de inflacion el uso de

campos vectoriales, se tienen en cuenta tres aspectos importantes:

= [os campos vectoriales han sido observados en la naturaleza y puede ra-
zonablemente suponerse que uno o varios campos vectoriales fundamentales
pudieron desencadenar el proceso inflacionario.
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= Modelando el mecanismo inflacionario a través de 3 campos vectoriales or-
togonales entre si es posible obtener homogeneidad e isotropia en la dis-
tribucion del contenido energético.

= El acoplamiento no minimo a la gravedad incluido en la acciéon mostrada
en (35) permite que la inflacién vectorial propuesta sea del tipo Slow-Roll y
de este modo el proceso de inflacion dure lo suficiente para que el universo
alcance a expandirse lo suficiente y de este modo se logren solucionar los
problemas de cosmologia estandar.

Figura 5: Tlustracién que muestra el papel que desempefian los campos vectoriales A en el
proceso inflacionario

Se observa en la figura 5 que los campos vectoriales generan la expansion
de manera simultanea en las 3 direcciones ortogonales entre si, impidiendo la
generacion de anisotropias en la distribucion del contenido energético.

En las siguientes secciones se desarrollaran calculos a fin de obtener resulta-
dos que corroboren la posibilidad propuesta de generar inflacién del tipo Slow-Roll
a partir de campos vectoriales fundamentales y solucionar con ellos los problemas
de la cosmologia estandar, especificamente de horizonte y planitud.

5.1. Calculo de las ecuaciones de movimiento

A partir de la accién propuesta en [8] y mostrada en la ec.(35) se aplica el
principio de accion estacionaria con extremos fijos para calcular las ecuaciones
de evolucién que regirdn el comportamiento y evoluciéon del campo vectorial A,
durante el periodo inflacionario propuesto en este caso.
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Partiendo de (35) se aplica el principio variacional respecto a A, y se ob-
tienen las ecuaciones de movimiento 4

(1= 5 ) Ao+ T (V7T =0, (36)

Se observa un término F,, = d,A,—0,A,. Con las ecuaciones de movimiento
se calcularan ciertas condiciones iniciales y ademas las ecuaciones de evolucion de
las componentes del campo vectorial durante el periodo inflacionario.

5.2. Ecuaciones de evolucién del campo vectorial

El modelo inflacionario se propone dentro de un espaciotiempo plano (K=0)
del tipo F.L.R.W. cuya métrica para coordenadas cartersianas se muestra a con-
tinuacion:

1 0 0 0
0 —a®> 0 0

g/ﬂ/ = 0 0 _a2 0 (37>
0 0 0 —a?

Aplicando la métrica a las ecuaciones de movimiento (36) se encuentran las
siguientes expresiones:”

- —V2A0 1 (m - E) Ay + - a A = (38)

At %A - Laa <m2 - R) A= Ay — 040+ L0, (0A0) = 0. (39)

a a 6 a a?
Una condicién fundamental para utilizar un campo vectorial como motor genera-
dor de la inflacién primordial es que reproduzca las caracteristicas favorables de
un campo escalar, principalmente de la homogeneidad e isotropia. Haciendo que
el campo sea altamente homogéneo por medio de 9; A3 = 0 se obtiene de la ec.(38)

(m2 - %) Ay =0, (40)

4l célculo completo de las ecuaciones de movimiento se muestra en el Apéndice B
SPara detalles en los calculos ver Apéndice C

29



y por lo tanto:
Ag = 0. (41)

Este resultado impone una condicién inicial para la parte temporal del campo
vectorial. Se introduce una nueva variable By = % que representa el campo
vectorial fisico, escalado por la expansién espaciotemporal del universo.

A través de la ec.(41) y haciendo uso de la condiciéon Ay = 0 se obtiene una
ecuacion diferencial que representa la evolucién del campo vectorial generador de
inflacién © y se muestra a continuacion:

By + 3HBy, +m?*B, = 0. (42)

Esta ecuacién es muy similar a la ec. (28) que representa la evolucién tempo-
ral de un campo escalar, planteada en el apartado de inflacion mediante campos
escalares. En este momento se puede hacer la similitud entre los términos que
componen ambas ecuaciones:

By — ¢
3HB, — 3H¢ (43)
m*B, — V'(¢)

Es de notar que el caso escalar solo representa una ecuacion mientras que
para el caso vectorial son tres, una por cada direccion espacial ortogonal ya que la
componente temporal se anula al aplicar la condicién inicial Ag = 0. Se requiere
que las tres componentes evolucionen de la misma forma para no generar direc-
ciones preferenciales; de este modo no se viola homogeneidad ni isotropia, lo que es
un requisito fundamental de cualquier modelo inflacionario, recordando los pilares
observacionales de la cosmologia que se resumen en el principio cosmologico.

Es importante destacar la similitud que tienen las ecuaciones (28) y (42) con
la ecuacion de un oscilador armoénico amortiguado. Esta relacion se puede realizar
siempre que el potencial V(B) generado por el campo vectorial es proporcional
a BZ, y asi al calcular la derivada de V(B) se obtiene el tltimo término de la
ecuacion (42) en términos de By a la primera potencia [8].

Observando los coeficientes 3H y m? de la ecuacién descrita es facil ver

5Para ver los detalles del calculo remitirse al Apéndice D
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que para H >> m el comportamiento del campo vectorial va a ser una respuesta
sobreamortiguada o de variacion lenta, mientras que para el caso H &~ m se obtiene
un comportamiento oscilatorio propio del comportamiento subamortiguado.

El sobreamortiguamiento y subamortiguamiento pueden relacionarse direc-
tamente con la velocidad de expansion del campo vectorial B. Para el caso de un
oscilador con términos de amortiguamiento, el coeficiente de By es proporcional
a la friccion, en otras palabras es el factor que se opone a la expansion espacial
del campo. Asi mismo el coeficiente de Bj da informacién acerca de la energia
cinética que contiene el campo vectorial 7 .

Es asi que para el caso sobreamortiguado By esta restringido a expandirse,
es decir se mantiene casi estatico. Para el caso subamortiguado las restricciones se
eliminan y el campo puede evolucionar espacialmente sin importar que el término
de friccién siga teniendo valor.

Partiendo de la similitud funcional entre las ecuaciones (28) y (42) se puede
hacer la siguiente observacién: Un campo vectorial puede ser motor de la inflacién
primordial generadora de la expansion del espaciotiempo.

5.3. Calculo del tensor 7,

Aplicando el principio de accion estacionaria con extremos fijos a la accion
mostrada en la ec.(35) respecto a la métrica g, es posible obtener el tensor Z,,, ®
que tendra caracteristicas similares a las del tensor de momentum-energia canénico

T
Ty = ——— Ry — 2g. R (44)
W= g | T gl
1 1
o0 =~ o~ R .

El tensor Z! mantiene la misma forma de T*, sin embargo la parte derecha de
ambas definiciones no es equivalente, razén por la cual no podemos definirlo como
el tensor de momentum-energia del modelo inflacionario propuesto.

"hay que recordar que el término m?Bj proviene para el oscilador arménico, de la fuerza
restauradora del movimiento.
8Para ver el calculo de Z,, a partir de la accién propuesta remitirse al apéndice E
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Para obtener el tensor de momentum-energia es necesario aplicar su defini-
cién formal® mostrada a continuacién:

=2 0(v=gLw)
T = == (46)

La parte derecha de Z,,, fue calculada en el apéndice E y se muestra a continuacion:

1 1 R N
Z,uu - 1 aﬁF Bgm/ - 5 (m2 - g) AaA Guv
1
_6 (Ruu + vau - g,ul/D> AaAoz' (47>

R
—gﬁAFguF)\V + <m2 — g) AMAV

La ecuacion (44) determina la igualdad preexistente entre el contenido energético
y la geometria del espaciotiempo y es una relaciéon causa-efecto en la que el campo
gravitacional es generado y perturbado por la distribucién del contenido energé-
tico. Este hecho es una consecuencia del Acople Minimo a la Gravedad lo cual
indica que la accién generadora de T}, no posee productos entre términos que
representen geometria y contenido energético.

A continuacién se presenta la forma matricial de tensor momentum-energia
en coordenadas cartesianas:

p 0 0 0
0 -P 0 0

=10 o -p 0 (48)
0 0 0 =P

El tensor es diagonal y su componente temporal representa la densidad de e-
nergia mientras que las componentes espaciales son iguales representando isotropia

en la presion ejercida por el fluido cosmico modelado y propuesto por Weyl en
[12].

La ecuacion (47) muestra el tensor Z que contiene términos que dependen
del campo vectorial, de las derivadas del campo vectorial, del tensor de Ricci
(geometria) y de productos cruzados entre ellos. Estos productos cruzados entre
geometria y contenido energético son consecuencia del Acople no Mnimo a la
Gravedad. La relacién causa-efecto entre campos gravitacionales generados por

9Proveniente de [5, 10]
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contenido energético tendra un nuevo origen: los términos cruzados presentes en
la accién propuesta (35) para campos vectoriales.

Aunque se encuentre cierta similitud entre los tensores 1), y Z,,,, este iltimo
no puede ser llamado tensor de Momentum-Energia pues no cumple la ecuaciéon de
conservacion mostrada en (10); sin embargo para el objetivo buscado a traves de
este desarrollo tedrico de expansion vectorial acelerada, se aplicara la cosmologia
estandar de 7T}, y campos escalares a la contraparte Z,, con campos vectoriales.
A continuacion se pueden observar las marcadas diferencias entre ambos tensores:

10 =p— Z) = k. (49)

T, = —Pb; — Z; = Q0. (50)

J

Para el caso del tensor de momentum-energia las cantidades p y P son res-
pectivamente densidad de energia y presion isétropa en el caso particular de estar
modelando el universo como un fluido perfecto. En el caso de k y @) esta claro que,
aunque las expresiones ya no representen las anteriores cantidades fundamentales,
su forma funcional se mantiene y con ellas se posibilita el calculo del parametro
de Hubble H y el nimero de efolds N obtenido al final de inflacion vectorial.

A partir de las sustiticiones realizadas para el modelo inflacionario propues-
to, mostradas en (49,50), se debe encontrar las condiciones necesarias para repre-
sentar el tensor Z# de forma diagonal, de manera que se mantenga la estructura
funcional entre este tensor y T7/'.

o O O

(51)

|
oo O
QO

coc o=
|

o Ao Oo
QO

—Q

Estas condiciones las provee el conjunto de campos vectoriales que se van a
utilizar como generadores del proceso inflacionario y se mostraran en posteriores
capitulos del presente trabajo. Una importante observacién en este punto es que,
logrando que Z! tenga la forma mostrada en (51), se obtendra isotropia en la
presién, condicién necesaria para que inflacién evolucione espacialmente de la
misma forma.
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Recordando que el campo vectorial es homogéneo, tal como se muestra en la
ec.(41), se concluye que sus derivadas espaciales son cero. Modelando el universo
a partir de la métrica F.L.R.W. para un espaciotiempo plano se calculara Zy, y
Z;; en las siguientes secciones.

5.4. Definicién de Z{ para tres campos vectoriales

De la expresion obtenida para Z*# se calcula su componente temporal mostra-

da a continuacién .

0 __ 5 2 2 2

Zy == (B +m?B})., (52)
la cual estd definida solo para un campo vectorial fundamental homogéneo, sin
embargo es evidente que utilizar un solo campo vectorial como motor del mecanis-
mo de inflacién generaria una direccién preferencial en la que el universo tenderia
a expandirse, impidiendo reproducir los resultados de homogeneidad e isotropia,
caracteristica favorable que provee la inflacién clasica a través de campos escalares.

De las expresiones para el tensor Z! para un solo campo vectorial B es
posible generalizar para tres campos vectoriales. Para esta generalizacion debe
tenerse en cuenta las siguientes condiciones

= Los tres campos deben ser ortogonales entre si.

= La magnitud de los tres campos debe ser la misma, tal que al encender
el motor inflacionario no existan direcciones de expansién preferenciales,
generadoras de anisotropia.

La ortogonalidad de los tres campos vectoriales se caracteriza mediante la
siguiente expresion:
%iB - By = |BJ*d, (53)

donde se define a o B que son los identificadores de cada uno de los tres campos
vectoriales fundamentales propuestos. Es posible relacionar a los tres campos vec-
toriales By con la base ortogonal del espacio tridimensional que estan generando
por medio de la expansion. Los superindices a y b sirven para diferenciar pro-
ductos cruzados entre los tres campos y asi obtener siempre como producto la
magnitud del campo elevada al cuadrado, con lo cual se mantiene la condicién
que los campos son de igual magnitud.

10,05 detalles del cdlculo de Z{ se muestran en el apéndice F

34



Es posible obtener una segunda condicién que corrobore la ortogonalidad e
igualdad en magnitud de los campos vectoriales. A partir de la ec.(53) se realizan
los siguientes calculos:

> BB = | By (54)
B¢ BB} = |B|*6yBe. (55)
% (S.B¢BY) B! = |BI*6; BS. (56)
i (S.BB?) B! = |B]*B.. (57)
% (S.B¢BY) B! = |BI*SiBL. (58)
$B¢BY = |BJ*. (59)

Mediante la ultima expresion obtenida se concluye que para el mismo campo
vectorial B® se pueden sumar los productos cruzados entre las componentes y el
resultado corrobora la condicién de igualdad en magnitud para los tres campos.

Volviendo a la definicion de ZJ (ver ec.(52)) hay dependencia del campo
vectorial By, v de sus derivadas By. De las condiciones anteriores se concluye que
la magnitud de los tres campos es igual. Ahora se intentara hacer lo mismo con
sus derivadas temporales. Derivando la ec.(53) :

0
Zims (B¢BY) = 2|B||B|5“ (60)
se obtiene el siguiente resultado:
0B’ 0B -
> || BE —LB!)| =2|B||B|é. 61
(550 ) + (% et) | =218 (61)
Si aplica el 0; a ambos lados de la igualdad se obtiene:
0B} S5
o, (5 ) — ol (62)

De la expresion anterior se obtiene el siguiente conjunto de igualdades:

OB, OB2,; OB?; A
s (B0 ) = (%)~ o (%) < 1BIBL (9

lo cual muestra que la cantidad anterior B - B es un invariante para cualquier
direccion que tomen los campos vectoriales. Se requiere el calculo previo de
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Yo (B;)*(B,)*. De la condicién mostrada en la ec.(59) se deriva a ambos lados
de la igualdad:

S (BgB; + Bng) — 2|B||B|3, (64)

se aplica nuevamente derivacion a ambos lados:
S S o pa ) '_,2 i - 5 i
Yo (BeBy + BiB + 280 By ) = 2| B1%9) + 2| B]| B3], (65)

y ya que existen segundas derivadas temporales de By a ambos lados de la ecuacién
es necesario encontrar una expresion para reemplazarla y dejar todo en términos
de primeras derivadas del campo vy del campo mismo. Despejando By, de la ec.
(42) se obtiene:

B, = —3HB, — m*By, (66)
que se reemplazard en la ecuacién (65) asi:
S| (=3HB —m?BY) By + (=3HB," - m*By ) B + 2By By | =

L . . . (67)
2| B2 + 2| B <—3HBk . m2Bk> 5,

teniendo en cuenta que B} representa |B|* y reordenando términos se obtiene:

_3HY, [Bi“B; + Bj“Bg} — 2m®S, B B¢ + 2%, Be B = [QBkQ — 6HBB;, — 2m2B,ﬂ 5.
(68)

Utilizando las ecs. (59) y (64) para simplificar nuevamente la expresién anterior

se obtiene:

_3H <szBk5;1> — 2m? B2 + 25, BeBY = [QB,f — GHBBy — 2m2B,3} 5, (69)
de modo tal que al cancelar términos semejantes, la expresion se reduce a:

2,BeB2 = B, 6. (70)

Con el resultado anterior es posible calcular la parte de Z{ que depende de B para

el caso de tres campos ortogonales entre si:

1 2 1 . 1 .2, 3.2

—>.By = =%,ByB, = =B} 0! = =By, . 71
7 k 5 Kbk = 5Bk 0; = 5Dy (71)
La magnitud de (B{)? es igual para los tres campos,por ello la suma genera el

término 3B} y aplicando el resultado anterior en la expresiéon de Z{ se obtiene:

Z) = g (Bk2 + m2B£) = K. (72)
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En las expresion anterior no se muestra el caracter vectorial de By, solo se tiene en
cuenta la magnitud del campo y de su derivada. Conociendo el valor de la compo-
nente netamente temporal de Z* y de la comparacién mostrada en (49) se deduce
el valor de k. Es importante observar que Z) = r es una definicién necesaria
para que el tensor Z" se aproxime a la forma funcional de T en su componente
netamente temporal. El significado fisico de k se analizara en capitulos posteriores.

5.5. Definicién de Z;ﬁ para tres campos vectoriales

Utilizando nuevamente la definicion de Z! para calcular sus componentes
espaciales, se obtiene la siguiente expresién !

. 5 /. . 1 /. ,
Zi = l_é (B - m2B,§) — HByBy. — 3 (H + 3H2> Bg] 0+
(73)

BB; + H (BZ-BJ» + BZ-B]) + (H + 3H? — m?)B;B;.

No se calcularon las componentes afuera de la diagonal pues el tensor Z% es
analogo a T*, es decir, su forma funcional es idéntica, como se puede observar en
las matrices (48) y (51).

Ahora se calculara Zj debido a los tres campos vectoriales de igual magnitud
y ortogonales entre si. De la ec.(73) reescribirmos Z; realizando la suma 3, para
los campos y para sus derivadas y al tiempo aplicando las condiciones de la ec.
(59,63) generando la siguiente ecuacion:

2y =%, | <GBy 4 (BB | + sy - m B o

’ 1 ’ a a/ D \a > i
+ {(H + 3H2> B =%, (H + 3H2> (B2)® — X, H(B)"(By)" + 2HBkBk} .

(74)
aplicando ahora la igualdad mostrada en la ec. (70) y desarrollando las sumatorias
se obtiene:

i 15 52 S\alp \a 15 i
Zj = _EBk 5]' + ZQ(BZ) (B]> + {677123,% — m2B]3:| 5j

; (75)
+ [(H + 3H2) B - (H + 3H2> B2~ 3HBB; + QHBkBk] 5,

HTos detalles del célculo de Z; se muestran en el apéndice G
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y simplificando la expresion anterior se obtiene:

i 3 = 2 = 3 ’L
Z; = <—§Bk — HB.B. + imQB,z) 03 (76)
donde se demuestra que la parte espacial del tensor Z! no es diagonal para un
solo campo vectorial, pero si para tres campos ortogonales entre si. Este hecho
junto con el célculo de Z{ permiten expresar este tensor mencionado de la forma
mostrada en (51).

5.6. Ecuacién de evolucion para el parametro

Si el Universo que podemos observar es homogeneo e isétropo, en esta region
se cumple el principio cosmoldgico [3, 5], base experimental de la cosmologia
estandar. Para una region del universo que cumpla este principio, el cuadrado
del parametro de Hubble!? se muestra en la ec.(12). Esta ecuacién se conoce
como ecuacion de Friedmman y permite caracterizar la expansion del universo,
explicando las observaciones realizadas por Edwin Hubble sobre las velocidades

de recesion de las galaxias'®.

Partiendo de la ecuacion de Friedmman y aplicando algunas sustituciones
algebraicas provenientes de las componentes espaciales del tensor de Ricci se ob-
tiene la ecuacién de continuidad para la densidad de energia p'* mostrada en
la ec.(15) la cual demuestra que la cantidad de contenido energético no cambia
durante el proceso de expansién del Universo, partiendo desde su origen.

Para el caso de un campo escalar que sirve como motor inflacionario, las ex-
presiones obtenidas para presiéon isotropa y densidad de energia permiten obtener
la ecuacién de evolucion del campo escalar (ver ec. 28) a través de la ecuacion de
continudad para la densidad de energia, mostrada en la ec.(15).

Aplicando la condicion de ortogonalidad para los tres campos vectoriales,
cuyas magnitudes son iguales entre si, y ademas recordando que los campos son
espacialmente homogéneos, es posible afirmar que la expansién generada debe
ser isétropa y homogenea, ya que cada campo expande el espaciotiempo en su
propia direccién, lo cual genera una simetria esférica en el proceso (ver fig.5) y

L [ . . a
12La definicién del pardmetro de hubble en terminos del factor de escala es igual a —
a

13Mas informacién sobre las observaciones de Hubble se puede encontrar en la referencia [14]
T0s detalles del célculo de la ecuacién de continuidad estan descritos en el apéndice A
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esto impide la aparicién de direcciones preferenciales para la distribucién espacial
del contenido energético.

Con base en la condicién de isotropia y homogeneidad, demostrada previa-
mente a partir de argumentos fisicos y logicos, es posible generar una ecuacion de
continuidad para el pardametro analogo a la densidad de energia s, haciendo un
paralelo entre los términos que componen a T# y Z* | ya que ambos son diagonales:

" p— K

-P—>Q

Aplicando las comparaciones mostradas y partiendo de la ecuacion de continuidad
para p mencionada (15) se genera una nueva ley de conservacion, descrita mediante
la siguiente ecuacion:

i+ 3H (k+ Q) = 0. (77)

Podemos afirmar que s es un parametro andlogo a la densidad de energia y que
() es un parametro analogo a la presién isétropa del fluido césmico [12]. k no es
la densidad de energia ya que no se conserva, para que k se conserve, el tensor Z#
de cual proviene debe cumplir un principio de conservacion analogo al que cumple
el tensor de momentum-energia y que se muestra en la ec.(10).

5.7. Calculo del parametro Q

Considerando que el motor inflacionario propuesto se compone de tres cam-
pos vectoriales ortogonales entre si con igual magnitud, se concluye que la ex-
pansion generada por ellos debe ser isétropa y homogenea, razén por la cual la
presiéon ejercida por los campos debe ser isétropa igualmente.

Recordando que tanto el tensor Momentum-Energia T* como el tensor analo-
go Z# son diagonales y que sus componentes estan descritas matricialmente en
las ecs.(48) y (51) se concluye que la parte espacial Z! debe ser proporcional a o}
lo cual se demostré en la ec.(76).

Asi pues con las condiciones impuestas a los campos vectoriales es posible

continuar con el calculo de Zj partiendo de la definicién de la ecuacién (77) andloga
a la ecuacién de continuidad para la densidad de energia mostrada en la ec.(15).
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Esta ecuacién determina la evolucién temporal del parametro x calculado para el
modelo inflacionario.

Partiendo de la ec.(77) y reemplazando la definicién de x obtenida para tres
campos vectoriales ortogonales entre si y mostrada en (72) se obtiene la siguiente
expresion:

o 3/ 3 /.
|2 (B +m2B) | +3H |2 (B +m®B}) + Q| =0, (78)
ot |2 2

continuando con el calculo y desarrollando las respectivas derivaciones, la anterior
expresion cambia a:

- . 9 . 9
3By.By + 3B Bym” + 5HB,@ + 5HB,im2 = —3HQ, (79)
en este punto es necesario obtener una expresién para By, Se utiliza para ello la
ec.(42) que representa la evolucién de cada uno de los campos vectoriales involu-
crados en el proceso inflacionario:

By = —3HBj, — m*By, (80)

la anterior expresion se reemplaza en la ec.(79) y el resultado representard el térmi-
no () analogo a la presion isotropa ejercida por el motor inflacionario propuesto:

Q= g <B g m2Bk> . (81)

Aplicando las definiciones de @) y  (ver ecs. 72 y 81) en la ecuacién de continuidad
propuesta en (77) se obtiene de nuevo la ecuacién de evolucién temporal para los
campos vectoriales que se proponen como motor de inflacién, lo cual demuestra
que estos parametros son andlogos a la densidad de energia y la presion isétropa
respectivamente para el modelo propuesto inflacionario propuesto. Esto no quiere
decir que fisicamente representen las mismas cantidades, solo que su forma fun-
cional y papel en las ecuaciones de caracterizacién del modelo inflacionario es
equivalente.

5.8. Calculo del parametro de Hubble durante el periodo
inflacionario propuesto

Para un espaciotiempo modelado por la métrica F.L.R.W. en un Universo
plano, es vélida la siguiente expresion para el calculo del parametro de Hubble en
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el periodo inflacionario [13]:
2 P
H” = Sm2 (82)
Esta expresién es solo una simplificacién de la ec.(12) para el caso de un espacio
plano K = 0, ademas haciendo que el aporte al pardmetro debido a la constante
cosmoldgica A sea muy pequeno para la época inflacionaria. Estas suposiciones se

basan en dos hechos remarcables:

= El espaciotiempo en épocas primordiales (inflacién, nucleosintesis, genera-
ci6n de la RCF) lucia muy plano, lo cual se deduce de la ecuacién (35) para
épocas dominadas por radiacién y/o materia [4, 5].

= La contribucién a la expansién del universo'® debida a A es apreciable para
la época actual, mientras que para la época de inflacion y hasta el desacople
del bano de fotones era principalmente debida a la radiaciéon o contenido
energético con velocidades relativistas [5].

Para el caso de inflaciéon vectorial se redefine el parametro de Hubble en
términos de k y se obtiene la siguiente expresién (manteniendo la forma funcional
de H):

7 c—

3m?2

Aplicando la expresion calculada para x en un apartado anterior se reescribe el
parametro asi:

(83)

. §Bk2 + mZB,%

H? 84
2 3m?2 (84)
Simplificando la expresion se obtiene:
2 1 5 2 2 2
H :W<Bk +m Bk>. (85)
p

La masa de planck puede ser expresada por su equivalente en términos de la
constante de gravitacion de Newton asi:
1
2
m;, = —-.

P 8rG
Reemplazando el equivalente de la masa de planck en la expresion encontrada
para H:

(86)

H? — 4 (B',f + m2B,§) , (87)

15Contribucién medida a través de la evolucién del parametro de escala a(t)
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La expresién (87) muestra el parametro de Hubble encontrado para el periodo
inflacionario generado por campos vectoriales en unidades naturales.

5.9. Inflacion del tipo Slow-Roll con 3 campos vectoriales

De la seccion de inflacion mediante campos escalares, expuesta en el marco
tedrico, el pardmetro € << 1 (ver ref. [5]) es una de las condiciones para que el
campo escalar genere un régimen slow roll durante el cual la magnitud del campo
es casi invariante.

En esta seccion se determinaran las condiciones que debe cumplir el conjunto
de campos vectoriales generadores de inflacion para que se cumplan condiciones
de Slow-Roll.

Citando nuevamente la definicién de epsilon € como parametro que define
si durante inflacién existe o no periodo en el que los campos vectoriales funda-
mentales varien muy lentamente (Slow-Roll), es decir, rodando lentamente por la
pendiente que describa el potencial generador de los mismos, se procedera a cal-
cular el valor que toma € con las condiciones impuestas por el modelo inflacionario
vectorial propuesto:

H
~ 55
La expresion anterior se puede reescribir reemplazando la expresion encontrada
del pardmetro de Hubble en el periodo inflacionario (ver eq. 87) mediante campos
vectoriales:

(88)

€ =

5 o (5 o)
T (B +m2B) )

lo cual, después de simplificar conduce a:

47TBk <Bk + mQBk)
€= — - 577" (90)
(1 (3 o))

De las condiciones de Slow-Roll encontradas en la secciéon de inflacién escalar
especificadas en las ecs.(29) y (30) es posible hacer una generalizacion de las
mismas para el caso vectorial (ver ref. [8]) y se muestran en la siguiente tabla.
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Inflacién Escalar | Inflacion Vectorial
P << V(9) B, << m? B}
O << 3Ho By << 3H DBy,

Cuadro 1: Condiciones de Slow-Roll

Aplicando las condiciones de Slow-Roll vectorial mostradas en la tabla an-
terior para la expresion de € se obtiene:

¢ — 4ﬂBkaBk (91)
T o p2\3/2°
(4mm?B?) /

De la ecuacién de evolucién para By descrita en la ec.(42) es posible aplicar
las condiciones de Slow-Roll vectorial de la tabla nuevamente para obtener la

siguiente expresion:
. WIQB]C
By = — 92

la cual se aplica en la ec.(90) para obtener:

47rm2BkaBk

3H (4nm2B2)Y?

€ =

(93)

Aplicando la condicién € << 1 a la expresion anterior se obtiene el siguiente

resultado: .
B2 >> — 94
i 9n (94)

y reescribiendo este resultado en términos de la masa de planck reducida m,, :

2
By, >> \/;mp, (95)

La expresién anterior es la condicion que deben cumplir la magnitud de los tres
campos vectoriales simultaneamente para que la inflacion sea del tipo Slow-Roll.
La razon para que sea tan deseable que el modelo inflacionario sea de este tipo
es lograr consistencia con los resultados observacionales, especificamente los rela-
cionados con el origen de las estructuras a gran escalas que se caracterizan medi-
ante el indice espectral n;'S.

16Para mas informacién relacionada con el indice espectral remitirse a [20]
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Inflacién solo permite explicar el origen de las estructuras a gran escala con
base en la preexistencia de anisotropias en la distribucién del contenido energé-
tico. Para mas detalles respecto al mecanismo de formacion y evolucion de las
mencionadas estructuras ver refs.[3, 4, 5, 15, 17].

5.10. Numero de e-folds obtenidos con inflacion vectorial

El ntimero de efolds llamado tambien monto de inflacién'” es una medida

que determina qué tanto se ha expandido el espaciotiempo debido al mecanismo
de inflaciéon estudiado. En esta seccion se realizard el calculo de la cantidad de
efolds que se logran obtener mediante inflacion vectorial a través de tres campos
ortogonales entre si.

Partiendo de la definicién del parametro de Hubble en términos del factor
de escala a(t):

a
H= - 96
°, (96)
es posible reescribirla asi:

ty

Hdt = Ln (ﬂ) . (97)
t Qi

Es posible escribir dt en términos de la derivada de la magnitud del campo vec-
torial By:
dB
R
La expresion anterior relaciona un diferencial dt con diferenciales de la magnitud
del campo vectorial B. De este modo se cumple la igualdad B = /Bz. Se calcula
la derivada de la magnitud del campo vectorial asi:

Reemplazando By, por la expresién encontrada en la ec.(92) que muestra una
derivacion respecto al tiempo pero solo de la componente k-esima de cualquiera
de los tres campos vectoriales B se obtiene la siguiente expresion:

dt (98)

. BQ 2
B= —%35”’. (100)

"Mas informacién en la seccién Monto de Inflacién, expuesta en el marco teérico
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De este modo la ec.(97) se reescribe asi:

By dB
/ SH2— 2 —[n (ﬂ) . (101)
Bi \/ Bim? a;

Aplicando la expresién obtenida del pardametro de Hubble en la ec.(87) se obtiene:

B . dB
N = / 3 (47r <B ‘Lm2p?)) 22 102
; i) (102)

Empleando las condiciones de Slow-Roll mostradas en el cuadro (1) se aplica

) . .,
B, << myB,, a la anterior expresion para obtener:

B,
i dB
N=[ 3(rm?BY)——. (103)
By BZm?

Simplificando la expresion anterior se obtiene:

Bi Bi
N = 12#/ \/BZdB = 12#/ BdB, (104)
By By

se observa que la integral para la expresion anterior es trivial y se muestra el
resultado a continuacion:

N =6r (B? - B%). (105)

El resultado mostrado en la ec(105) se puede reducir si se aplica la condicién de
la ec.(95) la cual debe cumplir la magnitud de By para permanecer en el régimen
de Slow-Roll. Se deduce que para que exista el regimen inflacionario propuesto las
magnitudes del campo vectorial deben cumplir la siguiente condicion:

By << B;. (106)
De este modo el monto de inflaciéon cambia al valor descrito a continuacién:
N = 67TBZ-2 . (107)

Determinando N es posible cuantificar la expansion generada por los tres campos
vectoriales ortogonales entre si.

5.11. Solucién a problemas de la cosmologia estandar

Conociendo el monto de inflacién en términos de la magnitud inicial de
uno de los tres campos vectoriales es posible encontrar un valor especifico para
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dicha magnitud aplicando la condicién N > 62 e-folds tal que se solucionen los
problemas de horizonte y planitud [5, 17]. A continuacién se muestran los cdlculos
para obtener el valor del campo:

N = 67B? > 62, (108)
lo cual, cambiando de unidades naturales a convencionales (G # 1) conduce a:

62

Bi > 2L
—VorG

(109)

y reescribiendo la expresién anterior en términos de la masa de planck:

/248

El valor encontrado en la expresiéon anterior es la magnitud minima que cada
uno de los tres campos vectoriales que debe cumplir para que el mecanismo de
expansion acelerada solucione los problemas de la cosmologia estandar.

Es importante notar que la condicién encontrada en esta seccién mantiene
el modelo de inflaciéon vectorial propuesto en el régimen de Slow-Roll tal como
puede confirmarse al aplicar la ec.(95).

5.12. Potencial generador de inflacién vectorial

La inflacion del tipo Slow-Roll impone condiciones a la forma de evolucién
de los campos vectoriales. Partiendo de la ecuaciéon de evolucion para un cam-
po escalar, mostrada en (28) se puede obtener la forma del potencial generador
integrando respecto al campo el término V'(¢).

Para el caso vectorial, el término que depende del campo (no de sus
derivadas) segin la expresion (42) es igual a m?By. Integrando este término res-
pecto al campo vectorial By se obtiene la forma del potencial generador de los
campos vectoriales fundamentales. Se muestran a continuacién el célculo del po-
tencial:

1
V(By) = /m2BkdBk = 5mQBg. (111)

La figura (6) muestra el potencial generador del campo vectorial. Observando la
forma como evoluciona el potencial para distintos valores del campo es necesario
que la magnitud de B al inicio de inflacién sea mayor que la final para que el
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Figura 6: Potencial generador del campo vectorial B

campo ruede o se deslice lentamente por la pendiente del potencial V' (By). El
requisito de rodamiento lento lo impone la condicién € << 1 que es propia del
régimen de Slow-Roll [5, 17].

Cuando el campo ha rodado suficientemente abajo de la curva y su velocidad

. . 2 , . . .
de cambio ha aumentado considerablemente (Bj ~ msBy) el periodo inflacionario
termina y el campo entra en un régimen oscilatorio, en el que su magnitud aumenta
y disminuye acercandose cada vez mas a B = 0.

Una observacion respecto a la ultima afirmacion: si los tres campos vectoria-
les fundamentales decaen a otras particulas tiempo despues de haber terminado el
periodo inflacionario, lo cual se traduce en hacer el potencial generador del campo
B~ 0, es posible que el acoplamiento no minimo a la gravedad desaparezca y a
partir de ese instante la gravedad sea de Einstein, en la que el contenido energético
es la tnica causa de la curvatura espaciotemporal [10, 16].

6. Conclusiones

1. Laley de Hubble, los experimentos de Penzias y Wilson que han evoluciona-
do a los proyectos COBE, WMAP y PLANCK (cada uno con su respectivo
satélite en érbita) son la base experimental para defender la validez del prin-
cipio cosmolégico y para creer que el universo observable se origind a partir
de una region espacial de tamano mucho menor, lo cual indica que la edad
del universo debe ser finita. Todo estos hechos los aborda y explica la teoria
del Big-Bang cuyo pilar observacional es el principio cosmolégico.
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El mecanismo de inflacion es un proceso fisico que permite explicar la evolu-
cion del contenido energético de la region correspondiente al universo ob-
servable para nosotros hoy en dia. Aun cuando su duracién puede ser infima
con una cota minima de 1073%s su efecto es dramatico ya que aumenta la dis-
tancia coordenada entre dos puntos inicialmente separados dy por un factor
minimo de 8,438 x 10%5d, (ver referencias [4, 5).

Es muy importante tener presente que el proceso inflacionario solo es apli-
cable a grandes escalas, significando que a escalas del sistema solar y del
planeta tierra, esta expansion es imperceptible. Si el universo se estuviese ex-
pandiendo en todas las escalas espaciales, no habria forma de detectar dicha
expansion pues alteraria incluso los sistemas de medicién que se disenaran
para detectarla.

En la comunidad cientifica se han hecho muchos estudios y propuestas sobre
modelos de inflacion para expandir el espaciotiempo y generar estructuras
a gran escala. El mecanismo mas estudiado es utilizar un campo escalar
fundamental que expanda el espaciotiempo de forma omnidireccional, con-
servando la dos caracteristicas mas deseables para un motor inflacionario:
homogeneidad e isotropia.

Una limitante importante para defender propuestas inflacionarias basadas
en el uso de campos escalares fundamentales es la no observaciéon de ese
tipo de campos en la naturaleza. Una alternativa a la propuesta escalar es
arrancar el motor inflacionario con campos vectoriales fundamentales. Estos
campos son comunes en el universo, como ejemplo esta el campo vectorial
asociado al fotén o a los bosones W+, W —y Zj.

El motor inflacionario vectorial genera una dificultad natural: la anisotropia
inherente a la direccion en la que evoluciona el campo vectorial fundamental,
impidiendo que se cumpla el principio cosmoldgico. Esta dificultad, como se
mostré en el actual trabajo de grado, puede eliminarse si se toman tres
campos vectoriales de igual magnitud y ortogonales entre si, de modo que
el proceso de expansion espaciotemporal ocurra de la misma forma en todas
las direcciones, haciendo el mismo papel que un campo escalar fundamental.

Aplicando el principio de accién estacionaria a la accidén propuesta con el
término de acoplamiento no minimo a la gravedad se obtiene una ecuacién
de evolucién temporal para los campos vectoriales, cuya forma funcional es
idéntica a la obtenida por el mismo procedimiento para un campo escalar.
Este hecho indica que es posible generar expansion acelerada de manera
isotropa y homogenea, encendiendo cualquiera de los motores inflacionarios,
tanto el escalar como el vectorial.
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8.

10.

Es necesario que inflacion vectorial solucione los problemas de la cosmologia
estandar para considerar el modelo como una opcién viable, especificamente
hablando el problema de horizonte y de planitud. Una forma para determinar
si el modelo inflacionario soluciona estos problemas es a través de la medida
de e-folds que se conoce como monto de inflacion. La cota minima para
solucionar estos problemas es 62 e-folds de inflacion y esto se asegura para el
modelo inflacionario propuesto si cada campo vectorial tiene una magnitud
inicial bien definida de aproximadamente 9 veces la masa de planck.

Entre los modelos inflacionarios, los que mas aceptaciéon han tenido entre
la comunidad cientifica son los de tipo Slow-Roll en donde el campo rueda
lentamente a lo largo de la pendiente impuesta por el potencial que lo genera.
Son los modelos mas aceptados porque este tipo de mecanismos permiten
obtener al final del periodo inflacionario las condiciones necesarias para que
siga evolucionando el universo observable hacia las estructuras a gran escala
que observamos hoy en dia. El modelo de inflaciéon propuesto logra cumplir
las condiciones de Slow-Roll, lo cual se comprueba a través del parametro €
que cumple la condicién € << 1.

El hecho de aplicar tres campos vectoriales ortogonales entre si hace que
el tensor Z*#, proveniente de aplicar el principio de accién estacionaria en
la accion propuesta, se pueda reescribir de forma diagonal. Es asi como las
cantidades k y @ hacen el papel de la densidad de energia y a la presion
isétropa para el modelo inflacionario propuesto, las cuales mantienen simili-
tudes funcionales con las mismas cantidades obtenidas mediante el modelo
inflacionario escalar.
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Apéndices

A. Obtenciéon de la ecuacion de continuidad
para la densidad de energia p

Partiendo de la ecuacion de Friedmann mostrada en (12), se deriva a ambos
lados respecto al tiempo y se obtiene:

) 2Ka

2HH = m— 112
3m2 a? (112)
Derivando el parametro de Hubble respecto al tiempo :
a="2—m, (113)
a
y reemplazando en la primera ecuacion se obtiene:
a ) 2KH
2H <9 - H2> i (114)
a 3ms, a
lo cual, simplificando conduce a:
a P K
e & & ST T 115
a i 6m?2 i a? (115)

En dos dimensiones es posible definir la curvatura de una superficie con un valor
escalar en cada punto. Al subir el niimero de dimensiones la curvatura no se puede
caracterizar por un valor, por lo tanto es necesaria una cantidad tensorial. Para
representar la curvatura del espacio tridimensional se utiliza el tensor de Ricci y
para el caso tetradimensional existe el tensor de Riemman.

Partiendo de la definicién del tensor de Ricci [21] :

Ryy = RPop = 0,10, — 0,1, + rgArgg — 2T (116)

po

y de los simbolos de Cristoffel para la métrica F.L.R.W en un espaciotiempo plano
(K=0) [3]: o
I'; = aads, (117)
i a g
[y = 56 - (118)

VR
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el calculo del escalar de Ricci R, se simplifica ya que la métrica F.L.R.W. es
diagonal, por lo que el Ricci serd diagonal también. Las componentes del tensor
mencionado seran entonces:

Rop = 3% (119)
Ry = — (ai + 24%), (120)
Ray = — (ai + 24%) (121)
Rs3 = — (ai + 2a%) . (122)

Calculando la traza del tensor momentum-energia para un espaciotiempo plano
(ver 6):
T=T!=(p+ P)U"U,— Pgl; = p— 3P (123)

Reescribiendo las ecuaciones de campo de Einstein (ver 5) en términos de la traza
del tensor M-E se obtiene:

1
RMV = 871G (T;w - iTglU/) + Aglﬂ" (124)

Se calcula R) a partir de la expresién anterior:

. ,
R = 3% = —87G (p+3P) + A (125)

Reemplazando el término a que se obtiene de la ecuacién anterior, y aplicando
a
ésta en la ec.(115) resulta:
1 ) 3K
~8nG3 (p+3P)+ A=3H2+ L 4+ 2% (126)

2mg a?

El término H? se reemplaza a partir de la ecuacién de Friedmann en la expresién
anterior para obtener:

1 p K A
—87G = P)+A=3—"—=—-=+=). 12
87TG2(p—|—3 )+ 3(3m§ a2+3) (127)

Reduciendo términos semejantes la igualdad anterior se convierte en:

P p+ P
6m2H - 2m?2 ) (128)

La anterior expresién se puede reescribir y generar la ecuacion de continuidad
para la densidad de energia mostrada en la ecuacion (15).
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B. Calculo de las ecuaciones de movimiento

Partiendo de la accién (35) se aplica el principio de accién estacionaria con
extremos fijos 05 = 0 respecto al campo vectorial A, para calcular las ecuaciones
de movimiento del campo propuesto como generador de inflacion.

Se aplica el célculo variacional respecto a A, en la accién con términos de
acoplamiento no minimo:

5 = /dx4 0 [V 9l g peo =54 % (m2 - 5) AaAa\/_—g} (5A#+

oA, | 167 4 6
/dx‘la(afAM) HZR —iF S/ =g + - (m - 5) A"A \/—} 5(0,A,) =
(129)

De aqui se separan las operaciones en dos partes: la primera va a ser aplicar el
principio variacional para los términos que dependen directamente de A, y luego
aplicar el principio variacional para los términos que dependen de las derivadas de
A,,. Sabiendo que 04, y 6(9,A,) son variaciones arbitrarias del valor campo y de
su derivada, es requerido que los integrandos de (F) se igualen a cero para cumplir
0S5 = 0. Se muestra a continuacién la igualacién a cero del primer integrando de
(F) que depende tnicamente de las derivadas de A,,:

o ] 1t (o ) ] -
(130)

De la expresién anterior es facil ver que Ry/—g es un término geométrico que no
depende de A, asi como (m? + %) tampoco es funcién del campo. Por otra parte
F,, depende de las derivadas de A, explicitamente '®. Al aplicar la derivada
parcial estos términos se eliminan quedando solo derivadas directas del campo
como se muestra a continuacion:

% (mz _ %) \/_—gafl“ [A%A,] = 0. (131)

Se aplica la derivada parcial sobre el invariante A*A,:

1/, R 0Aq . 0A° ]
5 (m - 6) \V |:8A + aiAuAa = 0. (132)

¥Hay que recordar que F,, =04, —0,A,, asi que s6lo intervendra en el calculo variacional
de las derivadas del campo vectorial.
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0A, . :
Aplicando la relacion —— = ¢¥ en la expresion anterior y recordando que A* =

g*? A, quedara: g
1 s R o pa 0 | o B
5 (m 6) V- {6 A%+ A, “a, (g AU)} = 0. (133)

Se utilizan de nuevo las propiedades de 47 y la expresion se modificard de nuevo:

1 R
3 (m2 — g) V=glA,+ A%k = <m — —) V—gA, =0. (134)
Esta expresion sera la generada por variaciones del campo vectorial A,,. Ahora se
igualara a cero el segundo integrando de la expresion (F) el cual representa las
variaciones de las derivadas del campo ya que en este caso §(9,4,) es de nuevo
un valor arbitrario.

0 \/—gR 1 ac 1 ) E . _ B
a(éyAu){ Tor atectTVTITS (m 6>A AoV g] =0. (135)

En este caso los términos \/—gR vy (m2 — %) no dependen de las derivadas del

campo vectorial asi que no van a intervenir en este calculo.

19
10(0,A,)

Se expresan los tensores F¥ de manera covariante utilizando propiedades de la
métrica:

[FooF*\/=g] = 0. (136)

__\/_ (8 A ) [ aﬂgaﬁga’yFﬂ’Y] = 0. (137)

Se distribuye la derivacién parcial entre los dos términos dependientes de las
derivadas del campo:

ey ), Sl <o sy

Reemplazando Fp, = 0sA, — 0,Ag y Fe = 0 As — 0, A, en la expresion anterior
se obtiene:

U s o [[0054,)  0(0,A5) NDuAy)  0(0,A0) B
3" ”Hawfm a@AS]F‘“ {awu) a@An}Fﬂ”}‘o’
(139)

0(0aAp)
9(0; Ac)
derivadas parciales de la expresién anterior a productos de delta de kronecker:

en este caso se aplica la definicion = 0205 lo cual permite simplificar las

1 14 v v 14
—79°797 V=g { (050 — 804] Fag + (6205 — 07051 Fy } = 0, (140)
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a continuacién se realizan productos entre las métricas y los factores delta kro-
necker:

1
—vV=91lolal — 99u] Foo + 909 — 909] Fin} =0, (141)

pero por definicién una métrica mixta equivale a un delta dirac g§ = 43

]‘ « SO o S
-1V {[6265 — 6702 Fup + [0207 — 6760] s, } = 0, (142)

Ahora se aplican los productos ¢/ a los tensores Fiz :

VI {[Fo— Fag) + [Fo— Fagl} =0, (143)

recordando que [,z es un tensor antisimétrico, es posible aplicar esta propiedad
y obtener la siguiente expresion:

1
_ZV_g [2Fy,u,+2Fyu] - _\/_gFuu' (144)

Utilizando las expresiones obtenidas en (134) y (144) es posible redefinir el calculo
de la accién estacionaria 9.5 = 0.

55 = /dx4\/—_g Km2 i

- g) A,SA, — F,,6(0,A,)| = 0. (145)

El término §(0, A,,) puede reescribirse como 0, (dA,,) pues la variacién se aplica sélo
respecto al campo vectorial A,,, mientras que 0, es aplicable sélo a las coordenadas
x, del campo. Por otra parte es importante recordar que:

8, [V=9F.u0A,] = 64,0, [V=9F..] + 0, (6A,) /=g F . (146)

Utilizando este resultado en la expresién (145) se obtienen dos términos, uno de
los cuales es una derivada total:

R
0S8 = /da:4 [(m2 — E) A/ —g0A, +6A,0, (\/—gFl,“)

: (147)
— / dz'0, (vV—9F,.0A,) =0

En la ec.(147) se muestra la variacién de la accién en dos términos y uno de ellos
es una derivada total. Teniendo en cuenta que la integral se realiza respecto a la
region R, es posible aplicar el teorema de la divergencia asi:

/R de* [0, (v—gFudA,)] = / do, (v/—gF,5A,). (148)

OR
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La segunda integral mostrada en (148) se evalua en la superficie OR que rodea la
region R. Teniendo en cuenta que para todo el calculo realizado se estd aplicando
el principio de accién estacionaria con extremos fijos, la variacion del campo A,
y de x, para este limite se anula y asi mismo la integral de superficie.

El calculo de 6S se simplifica aplicando los resultados anteriores y asi se
obtiene la siguiente expresion:

5S:/dx4 Km — —) AN=g+0,(V=gF,.)| 64, =0. (149)

Recordando que 6A,, es un valor arbitrario, el integrando de (149) es igual a cero
y asi se obtienen las ecuaciones de movimiento que rigen la evoluciéon del campo
vectorial. A continuacién se muestran tales ecuaciones:

<m2 — R) A+ \/1_88 (V=9F,.) =0. (150)

C. Obtencion de relaciones a partir de ecua-
ciones de movimiento de A;

El determinante para la métrica plana con expansion isétropa (ver F) se

calcula a continuacion:
/ 1

Partimos de la ecuacién (150) escrita de forma contravariante:

<m — 5) \}aa (vV—gF™) =0. (152)

y reemplazamos el determinante g por el valor encontrado en la ec. (151):

<m2 — g) ary 2 (a®F) = 0. (153)

ad Oxv

reescribiendo A* y F"* de forma covariante se obtiene:

<m2 — ?) L aa (a3g”ag“5Fag) = 0. (154)
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C.1. Calculo para =20

Haciendo el subindice o = 0 en la expresién (154):

R 1 9
(m2 - €> g A, + — (a?’g”o‘goﬁFaﬁ) =0. (155)

ad Oxv

Recordando que ¢g®( es diagonal y estd definida en la expresién (F) se pueden
definir las siguientes condiciones tutiles:

=1 (156)
ij [y
g = =, (157)
9 =g " +g" =1, (158)
. 1 ..
gaﬁ _ 900 _'_gm —1_ ﬁam, (159)

donde se ha usado la notacién de subindices con letra griega que corren de 0 a 3
y con letra latina los subindices espaciales que corren de 1 a 3. Continuando la
simplificacién de la expresién (158) se desarrolla la derivacion:

va g%’ oF,
g(m] af a3gua J B I af a39uo¢90ﬁ xl,ﬁ)
%] (160)

Ox
+ (m2 — %) g% A, =0

1 (0a® 0 dyg
I e 7o ﬂF 3
a3 (83:”9 g Fapt 0 Oz

Para desarrollar el primer término de la expresién anterior se tiene en cuenta que
a no tiene componentes espaciales y su derivacion sera sélo temporal. Asi mismo
las derivadas espaciales de la métrica g, propuesta en (F) debe anularse pues sélo
dependen de a(t). Desarrollando las derivadas parciales y usando las condiciones
(156,157,158,159) se obtiene:

1

— OOF00 + aggyaagoo 3 va oanaO)
a

oxY a0 T 4799 ox”

R
+ (m2 — E) g4, =0

. 9q%
(3a2agOOgOOFOO P agxo g

,  (161)

reemplazando los factores goo = 1 y recordando la definicién de Fi,3 = 0, Ag—03 A,
la expresion se reduce a:

OF, R
g (9x”0 + (m2 — E) Ay =0, (162)
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utilizando propiedad de la métrica (ec. 159) :

- O0F5 0Fo R
VL= 4 g% 2—— ) A =0 163
g e s (- | A=0, (163)
y de la definicién de Fjy, se anula el término y se obtiene:
, R
g”c?i (@Ao — 80Aj) + (m2 — g) Ao = 0, (164)
pero de la condicién (157) se reduce la expresion a:
1 , R
a

y reescribiendo en términos de operadores de LaPlace:
1 _, 1. . , R

que corresponde con la expresion (38) que proviene directamente de aplicar condi-
ciones a las ecuaciones de movimiento.

C.2. Calculo para =1

Haciendo el subindice u = i en la expresion (154):

RY , 1 0 ,
2 i 3 va i3 _
—_ — AU - Fa - O’ 167

<m 6>g +a33x”(ag g 5) (167)
se desarrolla la derivacién teniendo en cuenta que a(t) no tiene derivadas espa-
ciales:

1 [/0a® - 19)
( g”o‘gzﬂFaﬁ—i-a‘g g

- " v 3 va i OF, ap
a® \ Or” or”

- 0
gZﬁFa,ﬁ'-Fa?’gmaiy Faﬂ+a g g W)
. (168)

R\
+ (m2 - g) g7A, =0

teniendo en cuenta que la parte espacial de la métrica depende de a(t), al desa-
rrollar las derivadas la expresién cambia por :

1 ) . . . .
E <3a2agoogzﬁF0ﬁ + QBaogoogzﬁFoﬁ + a39ua VglﬁFaB + a3guo¢gzﬁanuFaﬁ)

. (169
—i—(mQ—%)gi"AU:O ( )
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recordando que la métrica propuesta es diagonal, que dygeo = 0 y que ¢*? = ¢¥ :

1 . ij va ij va 1]
E (3a2a9009 jFOj + a3g vy jFaj + a3g g jauFaj)

170)
R\ . ) (
+ (m2 - —) g7A, =0
6
teniendo en cuenta que :
. . 2a
Oug™ = 0,9" + 0,9 = 5. (171)

reemplazando ¢ por el resultado de la ec.(157) y el resultado anterior en la
expresion (170)

% [—3aFy; + 2a9™ Fo; — ag”“0,F.;] — <m2 — g) (é) A; =0. (172)
El término dependiente de la derivada de F,,; se desarrolla a continuacion:
9”0, F.; = g™ 00 Fy; + g0, Fy;. (173)
Aplicando la definicién de Fz:
9"*0,Faj = g0 (00 A; — 0;Ag) + g% 0; (O A; — 0;Ay) . (174)

Recurriendo a las propiedades halladas en las ecs.(156,157):
1
g”a&,Faj = @0 (8014]' — 8jA0) — ggk (8}€AJ - a]Ak) . (175)
Aplicando las derivadas parciales a cada término se obtiene:
. . 1
g”a&,Faj = Aj — 8jA0 — ? (V2Aj + @]8]€Ak) . (176)

El resultado anterior se reemplaza en la ec. (172) junto con la definicién de F,, y
se obtiene la siguiente expresion:

1 ) .. . 1
{—CL (80Aj - 3jA0) —a Aj - 8]-140 - ? (VQAJ' + 8]8kAk):| }

1/, R '

Dividiendo todos los términos en —a? y simplificando la expresion se llega a:

a . G . . 1

a?

a3

(177)

[V2A; + 0,00 Ax] + (m2 — %) A;=0. (178)

Asi se han obtenido mediante los calculos mostrados las ecs.(38,39) a partir de las
ecuaciones de movimiento de A, las cuales van a ser utilizadas para encontrar
condiciones iniciales del campo vectorial propuesto como generador del mecanismo
de inflacion.
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D. Obtenciéon de las ecuaciones de evoluciéon
para B

Utilizando las condiciones encontradas para el campo vectorial primordial A4,
en la ec. (41) y aplicando la homogeneidad espacial del campo vectorial 0;A, = 0,
la expresion (39) se modifica por:

gAj +A;=— (m2 - 5) Aj. (179)

Para continuar los calculos es necesaria la siguiente definicion que representa el
campo vectorial fisico o escalado por la expansion del universo:

B =~ (180)

Derivando la expresion anterior se obtiene:

. Aja — CLA] ‘j jd
Bi=——m— = = (181)
Derivando a su vez la expresion anterior :
. A 24,0 d4A;  23A,
R R L N ) (182)

a a? a? a3

Recordando la definicién canénica del pardametro de Hubble en términos del factor
de escala a(t):

H =

Q|2

. (183)

~—

Ahora se intentara escribir la expresién (42) en términos de las ecs. (180,181,182):

Bj+3HBj:%—2f§d—d£j+2aj;4j+3§ %_c‘% , (184)
Simplificando la expresion anterior:
B; +3HB, = <flj+’?) - (d;“r ai?j). (185)
Aplicando la condicién (179) en (185) se obtiene:
B; +3HB; = —m*’B; — ?Bj + (H2 + g) B;. (186)
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Para la métrica plana propuesta (K=0) y mostrada en (F) se tiene el tensor de

Ricci mostrado a continuacién':

R = 3%500 — (aii + 24%) 65, (187)

cuya traza llamada también Escalar de Curvatura sera:

R=6 <§+ (%)2> (188)

La definicién encontrada para R se reemplaza en la ec.(186) para obtener :

. ) R R
Bj+3HB; = —m’B; — Bt 5B (189)
y asi al simplificar se obtiene la ec.(42) que representa la evolucién del campo

vectorial primordial Bj,.

E. Obtencién del tensor 7,

La obtencién del tensor 7, se basa en aplicar el principio de accién esta-
cionaria con extremos fijos a la accién mostrada en (35) respecto a la métrica g,,,.
La definicion de 0S5 se muestra a continuacion:

14/ R 1 / o3 1 2 I loe A1
s

R 1 1 R ’ (190)

— [ da*/=g | —— — ~F3F*" + = 2 ) AA, | =

/x g{mw T +2(m 6) “] !
donde la comilla indica que se realizé una transformacién de coordenadas:

T, — T, (191)
T, =1, + 0z, (192)

y el diferencial de volumen tetradimensional d*x se transforma del mismo modo:

/
da' = J (‘Z) d'z, (193)

9Para ver los célculos exactos para R, para la métrica F.L.R.W en un espaciotiempo plano,
remitirse a las referencias [5, 10]
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asi el Jacobiano se define en términos de la transformacién de coordenadas:

ox'*
_ gn p
o M+ 9,0zt (194)
x ox'™
- ) = =1 H 1
J(m) det(@x”) + 0,02", (195)

y el diferencial de volumen tetradimensional d*z toma la forma:
d'z’ = (1 + 9,62") d'x, (196)

asi la expresion (190) se modifica por:

R 1 1 R
_ wy g4 o I nl4 1o - 2 la A1
05 /(1 + 0,62") d*x\/—g [167? 4FaﬁF + 5 (m ry ) A Aa]
R 1 1 R
. 4 = af - 2 " a —
/dx V=g {16% 4FWF + 5 (m 6) A Aa} 0
(197)

definiendo las variaciones para los tensores involucrados asi:

R — R =R, (198)
Flg— Fop = 0F g, (199)
Al — A, =064, (200)
Frob — pof = §pef, (201)
Al — AF = § AP, (202)
V=g — /=g =0v=g, (203)

asi al reemplazar estas definiciones en la ec.(197) la expresién cambia por:
1 1
s = [t lwé (V=9R) - 15 (V—gFagFaﬁ)]
s
1 1
+/d4x {2m2(5(«/—gAaAa) - md(\/—gRA“Aa)]. (204)

R 1 1 R
4 1 I 0l 1o - 2 la A1 |
+/d x0,0x {16# 4Fa@F + 5 (m 5 ) A Aa} 0
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Aplicando el principio variacional respecto a la métrica?’:

V- 0 (/—gF.gF°
5Sz/d4x L O(V=gl) _1O(V=gFurl ) | ;.
16w Ogmv 4 gt
/d4$ 1 20(V—gA"As) 1 0(y—gRAA,) e (205)
2 dgh 12 dgh
R 1 1 R
4 m R 2l raf - 2 I AT |
+/d 20,0 {16% 1 ot + 5 (m 5 ) A Aa} 0

De igual modo se reemplazan los tensores primados R', F|5 y A, por sus equiva-
lentes no primados a través de las expresiones (198,199,200,201,202,203):

e 0 (/=gFasF0
58_/d4x 1 @( gR) _1 ( 9¥ap ) 5g,u11
16w dgw 4 g
/d4fL' 1m28(\/ _gA AO!) o ia(\/ _gRA Aa) 5g,uu
2 89“” 12 89“” (206)
R 1 1 R
4 Wl v = af - 2 v e
+/d 0,0z {167r 1 ap " + 5 (m 6) A Aa}
R 1 1 OR
! ml—— = B (m?— =) 0A%A,| =
+/d 0,0 [167r 46Faﬁ5F + 5 (m 5 )(5 ) a} 0

donde se desprecian los productos entre variacionales y la expresion se reduce a:

\/ — 0 (/—=gF.sF*8
160 Og* 4 gt
/d4.1' 1m26(\/ _gAaAOc> - ia(\/ _gRAaAOé) (59“1/, (207)
2 gt 12 g™
R 1 1 R
100,00 | — TFF 4 (m? = ) 404, ] =0
—i—/d 20,0 [167? 1 Fos +2 (m 6) }

20No se realiza el calculo variacional respecto al campo vectorial o a sus derivadas porque asi
se obtienen las ecuaciones de movimiento ya calculadas en el Apéndice B
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las derivadas se desarrollan y los términos se subdividen:

- 4 1 8\/ 8R _l aﬁa\/_g_l — 8(FaﬁFa6)-
55_/dx[167r g +1 VI g gt 8g“” VI g
L g2 A% |
2 agHv

2a _
- [ grearan i
L

o oY=y OR 1, 0(A°A,)
/d [12’“1 g T 1o AV 950w T VIR

16 4 2

(/& [R fﬁ@FW+1<m-—§>m%}@@wzo

(208)
De la expresion anterior quedan dos integrandos fundamentales: uno dependiente
de dg" v otro dependiente de dz*. Ya que los variacionales son cantidades in-
finitesimales y arbitrarias, la tnica solucién a la igualdad S = 0 es hacer los
integrandos iguales a cero.

Igualando a cero el primer integrando es posible calcular 7, de este modo
la ecuacién que se debe resolver para calcularlo es la siguiente:

R 1 1 R o/—g
Rl pap 1 2 R o| 9V—9
167 ﬂ%F'H(m 6)%A}®W

4—[1553-—-—- A,V/_E} Ok (200)

16 ag™”

0 (Fapl”) 1 s R 9(A%An)
__\/_ Dg +§\/—_g(m _E)W

Para continuar con el calculo de Z,, es necesario determinar el valor de cada

N

derivada mostrada en la expresion anterior. Se calculara el valor de Do uti-

=0

lizando la siguiente identidad aplicable a matrices diagonalizables:

det (e) = ™™, (210)
asf el determinante de g,, mostrado a continuacion:
g = det (gu) (211)
se reescribe asi:
g = det ( In( g“”)) = Trlinlgw)), (212)

y al calcular el variacional a ambos lados de la igualdad:

g = selrin(gw) (213)

Y
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0Gyuw

Guv
usando la definicién del determinante de g, calculada en (212):
0Gpuw
0g =gTr (i> (215)
Guv

pero la traza de un escalar es el escalar mismo asi pues:
(216)

Sabiendo que g, es una matriz cuadrada y diagonalizable para el caso estudiado
(F.L.R.W. plana), es posible reescribir la expresién anterior asi:

09 = 99" g (217)

Es posible reescribir esta expresion en términos de la variacion del tensor con-
travariante recordando la siguiente propiedad de la métrica:

G 9" =4 (218)
Al aplicar el variacional a ambos lados de la igualdad:
5 (guwd") = 9" 0gum + gudg"™ =6 (4) =0, (219)
y asi se obtiene la siguiente identidad:
9" 69w = —guo9", (220)
que aplicada en (217) resulta:
09 = —99u0g"". (221)

Al aplicar el variacional a \/—g se obtiene:

) Y RYES
oy—g=—-"9 9 99wvV_I (222)
2V=9  2V/=9 V-9
Reemplazando el numerador de la expresién anterior por la obtenida en (221)

se calcula el valor de la derivada de \/—g respecto a la métrica contravariante,
aproximando el variacional al diferencial ?!:

5y=g /=g 1
ogrr - gt PR (223)

. . . - o . o
21 Aproximacién vélida para pequenas variaciones de la funcién argumento del operador o
g
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Se calculara la derivada del invariante A, A® respecto a la métrica. Se reescribe el
invariante en términos de la metrica covariante asi:
D (AAY) 0 (Aago‘ﬁAﬁ)

T (224)

El campo vectorial A, no depende explicitamente de la métrica asi que se saca
del operador diferencial:

0 (Aag*PA d (g*?
0(Aeg4s) _ 4 000™) (225)
agMV aglﬂ/
La derivada mostrada se reemplaza por dos delta kronecker, uno por cada par de
indices:
2,257 Ay (5057 + 5207 226
aﬁaglw_ aﬁ(uu+ult)‘ ( )
Aplicando los delta kronecker el resultado de la derivacion se reduce a:
0 (A A
% = AMAI/ —|— AI/A/,L - QANAV' (227)

Se calculard la derivada de F,3F*? respecto a la métrica g,

O (FapFP) 9 (Fapg® g™ Fy»)
S = o~ : (228)

donde los términos F' no dependen explicitamente de la métrica, de manera que
pueden sacar de la derivacion :

O (F,sF8
% = FaﬂFa)\ (gﬁ)\(szé(sg + gaadﬁdi\) : (229)
aplicando los delta kronecker a cada término dependiente del tensor F':
O (F,zF? .
% = (97 FupFor + 9" FuuFon) (230)

y recordando la definicién de F,g = 0,43 — 0sA, se aplica su propiedad de
antisimetria ademads de la simetria de g,, y se obtiene:

0 FaﬁFaﬁ ao
(aguv) = (0" FauFn + 9% FopFov) (231)

Se redefinen indices mudos &« — 3y 0 — Ay asi se obtiene una expresiéon mas
compacta para la derivada del invariante F,5F®” respecto a la métrica :

O (FagF™?)

dgw = 2 (¢ FuFy) - (232)
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Finalmente se calculard la derivada

e Se parte de la ley de transformacion

para un simbolo de Cristoffel, entre dos sistemas coordenados (Xi,...,X,) —
sabiendo que estos no transforman como un tensor. La transformacién

X1, ..., X)) sabiend t transf t La transf

se define mediante:

0 ox" 0
= 233
or'*  Ox'* 9P’ (233)
y se simplifica la escritura definiendo X7, X/ y XG, ast
O
X =—— 234
(0% aw/a ) ( )
oz’
X" = 235
@ 8.770[ ) ( )
o Dz
Xﬁ’y - or'Bor’ (236)

de este modo, al convertir un simbolo de Cristoffel del sistema no primado al
primado:
e, =TL XXX+ X'0X1,. (237)

j2%

La diferencia entre dos Cristoffels, uno de ellos perturbado ligeramente (se indica
mediante el acento circumflejo) se define como:

re, —Ie, =T XXX+ XX, T4 XX X] + XX4 (238)
y esta resta elimina la parte de los Cristoffels que no transforma como tensor
permitiendo asi que ['f, — T'/ sea una cantidad tensorial.

e, —T0, =T (239)

p

donde la resta se escribe como un variacional del simbolo de Cristoffel, ya que
la diferencia entre los dos Cristoffels es infinitesimal. Demostrado que oI, es
tensor es necesario que la derivada covariante de esta cantidad también transforme
como tensor (ver [10]). Se muestra a continuacién la expresion para la derivacién
covariante de 017 :

5Ffw;)\ = 5FZW\ + Fg)\(FFZV —I7\ory, — 7,017, (240)
Utilizando la definicién del tensor de Riemman %, (ver [10, 16]) :
Rpffl“’ = Fgo,p, - Ffw,y + FZ)\FIéO' - PZ)\Fi\Mﬂ (241)

y de este modo es posible escribir la variacion del tensor de Riemman 0R/ , asi:

SR sy = 1%, — 810, + 80, + I,01%, — 60,14, — 4,01, (242

Vo, po,v noo
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ésta variacion del tensor de Riemman puede reescribirse como una diferencia entre
dos derivadas covariantes de simbolos de Cristoffel. Se muestran a continuacién
las dos derivadas:

0Ty, = oI,  + Fg’uéfﬁo_ — Fguargy — Fﬁﬂél“ﬁo_, (243)
o0, =o0r0, , + ng(srga — ngargu — rfwar’;g. (244)

Restando las expresiones (243) y (244) se obtiene:

SRy, = 6T%  — oT”

vo;u pos)

(245)

y usando propiedades de simetria entre los subindices del Riemman y contrayendo
un indice (0 — p), el variacional del tensor de Riemman cambia por:

OR?,, = 0R,, = 0T, — 6% (246)

VP ppiv-

Con el resultado anterior es posible calcular el variacional del escalar de curvatura:

R = R,,9"", (247)
OR = R,,09" + 0R,, 9", (248)

asi mismo es posible reemplazar en esta expresién dR,,, por la ec.(246):
OR = R,,09" + g" [oT0,., — oI, ] . (249)

oR ) . 5
Para calcular o € Decesario que un término dg*” pueda sacarse como factor
g
comun del segundo término y asi posteriormente aproximar el variacional al dife-
rencial para R y para g"”. Para lograr esto se utiliza la definicién de un simbolo

de Cristoffel en términos de la métrica (ver [16]) que se muestra a continuacién:

1 a
F});,I/ = 59)\ (gazz,u + Jap,y — g,uu,a) . (250)

Habiendo mostrado que oI’ fw es una cantidad tensorial es posible definirla en
términos de la métrica asi:

1
51—‘21/ == 5g)\(l (69(1”7“ + 59@#71/ - 59/“,701) 5 (251)

de modo que las derivadas covariantes de los simbolos de Cristoffel mostrados en
las expresiones (243) y (244) pueden reescribirse del mismo modo:

1 a
6F1€u;p = §gp (5gau,p,p + 5ga,u,,1/p - 6g,uu,ap) ) (252)
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1 a
5Fpr;1/ = égp (5ga,u,pu + 6gap,,uzz - 6g,up,au) ) (253)

y al realizar la resta entre ambos términos:

1
0Ly .y = 01 = 2 [970Gavo — 97 0Gyap — 97*0Gap,w + 9”0 Gupav] - (254)

Multiplicando la expresién anterior por g y teniendo en cuenta los indices mudos
en la convencion tensorial es posible reducir la ec.(254) asf :

1
g [5Fp — 0Ty, } - igpag;w [259pu,va - 25911”»&/7] ) (255)

vis;p ppsv
El término derecho de la ec.(255) se desarrollard a continuacién:

99"V, N oGy — 979"V aV 09, =

9" 9"V, Vo (9509u509°") — 9°* 9" 6 Gyuap =

99" 99091V V009" — 4" 9NV oV (9agusdg™’) =
8508,V ubg™ — 6497 9,5V oV 109" = (256)

VaVsdg™ = g79a5VaV,09%" =

VaV569*” = gas (9°°VaV,) 69" =

VaV30g™ — gag0g™,

donde se ha aplicado la definicién del operador de D’Alembert O = ¢**V,V,. El
resultado final puede modificarse « — p y 3 — v ya que estos son indices mudos

en la expresion. Este resultado para g*” [(5F Diip — M‘ZW] se reemplaza en la ec.
(248) :
0R = Ryu,09" + (V,, V69" — g,,06g") g, (257)

y de este modo se factoriza dg"” v es posible realizar el calculo de:

SR OR
59!“’ B 89#”

= By + (ViuVy = g 8) ", (258)

donde se aproxima el operador § al operador 0 siempre que las variaciones del
escalar de curvatura sean infinitesimales.

Habiendo obtenido las derivadas respecto a la métrica mostradas en las ecs.

(258,232,227,223) se puede continuar con el célculo de Z,, que se habia inte-
rrumpido en la ec.(209). Se reemplazan estas derivadas en la expresion (209) y se
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obtiene:

R 1 1 R 1
e a3 - 2 v « T
[1671‘ 4Fa5F + 5 (m 6) AaA :| ( 9 V gg,uu)
/= 1
- [_Wﬂg + EAQA%/——g] (R + (VuVy — g,0)). (259)

1 R
—Z\/—g (2 (gw‘FguFAV)) ++v—g (m2 — g) AA, =0

se cancela el factor \/—g y se reagrupan términos:

1 1 1 1 R .
g (R,uu - §Rguu) = ZFaﬁF Bg,uu - 5 <m2 - E) AaA Guv
1 1
_6 (R/UJ + vuvu - guVD) AaAoc - (vuvu - g,ul/D) g (260)

R
_gﬁAFﬂuF)\V + (m2 - g) A[I,Al/

de la expresion anterior se buscara encontrar la parte derecha de las ecuaciones
de campo de Einstein:

1 1
Ly = ——— L, — = s 261
% rCy (RH 2R9u> (6)

expresando a Z,, en unidades naturales con ¢ = 1. Al aplicar las derivadas co-
variantes y el operador de D’Alembert a un valor constante se anula uno de los
términos de la expresién (260) y se obtiene la siguiente igualdad:

1 1 R
ZHV = ZFOéﬁFaﬁguV — 5 (m2 — g) AaAag'uV
1
—5 (R + V.V, —g,,0) A%A,. (262)

R
—gﬁAFﬁuF)\y + (m2 — g) A“AV

Reescribiendo Z,,, como un tensor mixto resulta:

1 1
ZH = ~FoalF*Psk — ~ (m2 — 5) A AYSH
4 2 6
1
~5 (RE 4 VHV, — §H0) A%A,,. (263)

—FME,, + (m2 — %) AF A,

Asi despues de realizar la variacién de la accién propuesta en (35) se obtiene la
expresion para el tensor Z* andlogo a T*.
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F. Calculo de Z

Para la obtencion de Z{ se parte de la definicién obtenida para Z* cambiando
los subindices asi:

1 . 1 R .
(264)
1 R
+5 (600 — VOV — RY) A%A, — FYFyo + (m2 — E) A% A,

Aplicando la condicién calculada en la ec.(41) es posible excluir términos de Fiz
y A, AP que contengan A

1 . . . 1 R .
7y = 1 (FooF® + Fo F” + FoF + F; F7) — 5 (m2 - 6) A A
(265)

1 , .
+5 (600 — V'V — RY) A'A; — FPF

Aplicando la antisimetria del tensor F),, se simplifican términos dependientes asi:

1 , 1 R o1 ,
Z) = -3 (Fo F) — 3 (m2 — 5) AA ¢ (600 — VOV — RY) A"4;.  (266)
. e, : 00 iJ ]' )
De la definicién de g, se puede aplicar el hecho que g™ = 1y que g = _@53‘
1 1 R A;
¢ ' ) “ (267)
~5 (600 — V'V, — RY) a_;Ai

Se aplica la definicién de F},, = 0, A, — 0, A, a la expresion anterior y se obtiene:

1 . 1 R
Z(()):iAf—i—i m2—— AZQ
2a? 2a? 6
. 2 (268)

0 0 0\ “1i
~6 ((50D - V'Vy — RO) =2
En el Apéndice B se obtienen las ecuaciones de movimiento para el campo vectorial
A, através de la aplicacién del principio de accién estacionaria con extremos fijos.

La expresién (150) se modificaria si el estudio se hubiese realizado para la
métrica de Minkowsky ya que en el segundo término \/—¢g = 1 apareciendo alli la
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definicion O = 9,0" = g,v0,0,, mostrando que esta ecuaciéon es una expresion
particular del caso mas general del operador de D’Alembert para métricas no
euclideas.

El operador de D'Alembert llamado también operador de onda se define a
continuacion:

0— %a# (V=50"). (269)

el cual incluye el determinante de la métrica aplicada. Para el caso de Minkowsky
se reduce la expresion mostrada al operador de onda

=dt* — V2 (270)

Aplicando la definicién del operador O para métricas diferentes a la de Minkowsky
en la ec.(268) se obtiene:

142 1 R\ A2 1 A
70 Z 4~ 2_ )&y _l
0792 z(m 6) 6

a2
. (271)
9, (V=50") — 4"V V0 ) 4

El determinante de la métrica F.L.R.W mostrada en () equivale a g = det|g,,| =
—a® y al aplicarse en la expresiéon anterior :

c 2
ZO 1 2 )

B oS (8]

Teniendo en cuenta que la derivacién 0; Ax, = 0, que representa un campo vectorial
altamente homogeneo. Por otra parte 9y0° = ¢*°9ydy = 93, también recordando
que el pardmetro de escala es dependiente del tiempo, la expresion cambia asi:

(272)

Zy =

1A4° 1/ , R\ A2 JAZ 1
a2+602 6

1 A?
2. 2 2| £
5 22 + 5 m 5 R {Sa aa380 + 0 80} 2 (273)

Simplificando la expresion se obtiene:

L2
14,7 1 R\ A” A1 A?
Zy= -t = [(m? == —RO———HGAZ H**L, 274
0 2a2+2(m 6)@2 6 "a? 2a? 0 a? 274)

A
Aplicando la definiciéon del campo vectorial fundamental fisico B, = Zh junto
a

con la derivada respecto al tiempo césmico B, = — — H By, la expresién anterior
a
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cambia por:

1. 2 1 1 .
2= (Bi + HBZ-) +5 (m2 - E) B2+ -RVB?>—H (Bf + HBz-> B, + H2B?.

6 6
(275)
Agrupando términos semejantes se obtiene:
1.2 1 1 1/1
Z0=_-B; +-H’B*4+ -m*B> -~ (=R - R} ) B~ 276
0 9 + 9 7 + 2m 7 6 \2 0 % ( )

Para la métrica F.L.R.W los términos geométricos correspondientes al escalar de
curvatura y al tensor de Ricci (R y RY) calculados a partir de las ecuaciones de
campo de Einstein y mostrados en el apéndice A, se muestran a continuacién [10]:

R=6(H+20?), (277)
RS = g™ Ry = 3% = 3(H + H?), (278)
R, = g"Ry; = % (aii + 2a%) 65 = (H + 3H?)5!, (279)
de este modo la expresién (276) toma la forma:
70 = %Bﬁ + %mZBf. (280)

Asi se obtiene la expresién para Z mostrada en (52), la cual es necesaria para
continuar con la argumentacion del mecanismo de inflacién tipo Slow-Roll.

G. Caélculo de Z}

Partiendo de la expresién (263) y realizando el cambio de indices (u — @) y
(v — j) la parte espacial del tensor Z* sera:

1 1 af St 1 R a sl
Z = as 5(5].—5 (m2—6>AaA 0%
1 % 7 7 [

) R )
_F)‘ZF)\]' + (m2 o ) AZA]'
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al bajar indices a través de la métrica, recordando la condicién del campo vectorial
Ap = 0, aplicando la definicién del tensor F),, y su propiedad antisimetria:

) 1 )
Z]z = OO OO (8 AO — 80A0> (80140 — 80A0) (5z + gklgoo (@AO — 80A1> (8kA0 — 80Ak) 5;

17

4

49
1 ) )
+ <m — %) ATA; — émQA Ak52 — 5 (R’ — —(VR) AR A* + 6 (5}1] — V’Vj) A A*
(282)
. 1 .
Reemplazando valores de la métrica g% = 1y g = —— 05 y aplicando propiedad

de isotropia del campo vectorial A, mediante J;A, = 0 es posible simplificar la
expresion anterior y obtener:

14 1. . AA 1AZ
25:—5—]355 Mﬂ"(’”z‘%) el L
" - :2 1 C‘AQ. (283)
I 2A26z__ RZ——(SlR _+ 51
2a? J a2

Reescribiendo en la expresion anterior el operador de D’ Alambert para la métrica
F.L.R.W. se obtiene:

\/_ O (vV=g0") = [3a ado + a*d;) (284)

y aplicdndola en (283):

A 2
A _EA_’“(;Z AA (m _ E) Ady lﬂgl

J 2 a? 6 a? 2a?

2

1 o\ An H - i1 ; 9285
5 (R- - —5 R) — = (Ads — AZH?) 0} + m? AL (285)
—@ [Ak Y ALA, — AHALA, — AH + 2A2H2] 5i

Reagrupando términos se observa que la parte espacial de Z" se compone de una
parte diagonal que es la dependiente de (5;3 y otra que se ubica en las componentes
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1 ,
+- googkl (Do A; — 01Ao) (Do Ay, — O Ao) 5Z + gklgmn (O An — On A1) (OrAm — O Ak) 5;

+1 mngkl (9 A, — 9 Ay) (amAk_akAm)(si, 9% g% (8 Ay — Dy A) (8jA0—8oAj>.



o1 1.2 1 : 1 Z.
C L (A2 4 AGA, - AHAA, — A2 4+ 24202) 5 (286)
32 \“k Kk KAk k k 't
1AL 1 , R\ AA;
+6Rj§+¥AiAj_<m _E> 2

Dividiendo la parte espacial del tensor Z# en componentes diagonales y no diago-
nales se puede reescribir:

ZZ _ Z]Z:diagonal + Zzinofdiagonal' (287)

j j
La parte que no estd en la diagonal de Z} se puede reescribir en términos del

e Ap .
campo vectorial fisico By = — asi:
a

—AZA] — (m2 — g) i - (Bz -+ HBZ)(BJ + HB]) — sziBj + %BZ‘BJ',

a? a?
(288)
Aplicando la definicién del escalar de curvatura para la métrica F.L.R.W. mostra-
da en (277) se obtiene

Z;no—diagonal = BZBJ -+ H(BZB] + BZBJ> + (H + 3H2 - m2)BzB] (289)
Se continua el calculo de Zjdiagonal aplicando las definiciones de R (ver ec. 277) y
R’ (ver ec. 279) y reescribiendo en términos del campo vectorial fisico By, = =
a
se obtiene:
zitornt _ | Op2 02 p BB, - LB - 12D 5 290
; —_6k+6m k— HBeBe = 3Dy = k| 9% (290)

Asi finalmente se obtiene la parte espacial del tensor Z# compuesto por una parte
diagonal y otra no diagonal asi:

, . ) 1. .
Zi= {_ZBJ n Zm?Bg ~ HBBy — HB} - H2B,§] 5it

BiB; + H(B;B; + B;B;) + (H + 3H* — m*)B; B,

, (291)

que equivale a la expresién (73) necesaria para continuar la obtencién de las
condiciones necesarias para generar inflacion del tipo Slow-Roll.
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