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RESUMEN

TITULO: ANALISIS TEORICO Y NUMERICO DE SISTEMAS DIFERENCIALES DE TIPO KLAUS-
MEIER DESCRIBIENDO LA INTERACCION Y AUTOORGANIZACION DE ESPECIES VEGETALES
i

AUTOR: IVAN MORENO VILLAMIL

PALABRAS CLAVE: MODELOS TIPO KLAUSMEIER, DIFUSION CRUZADA, PATRONES DE TU-
RING, SOLUCIONES GLOBALES, ELEMENTOS FINITOS.

DESCRIPCION:

Este trabajo esta dedicado al andlisis teérico y numérico de dos sistemas acoplados de Ecuaciones
Diferenciales Parciales no lineales parabdlicas que describen la evolucion de especies vegetales su-
jetas a una fuente hidrica, cuando las especies se encuentran en ambientes aridos. El primer modelo
describe la interaccion entre una especie de plantas y el agua del suelo, y el segundo modelo incor-
pora la dindmica de competicion multiespecies. En lo que respecta al analisis teérico, se demuestra
la existencia, unicidad y regularidad de soluciones globales en una clase amplia de datos iniciales,
para el primer sistema (agua-planta). En lo que respecta al andlisis numérico de ambos modelos,
se estudian esquemas de tipo mixto, usando los métodos de elementos finitos para la aproximacion
espacial y diferencias finitas para la aproximacién temporal. Por un lado, el esquema para el modelo
agua-planta se basa en un sistema equivalente que incorpora una nueva variable, la cual permite tra-
tar el término de difusién cruzada presente en la ecuacion de densidad de agua. Para este esquema
se prueban algunas propiedades cualitativas tales como su buen planteamiento, la no negatividad
de las variables discretas, algunas estimaciones uniformes y érdenes éptimos de convergencia hacia
soluciones regulares. Por otro lado, para el modelo multiespecies, se disefia un esquema basado en
las variables originales del sistema, y se prueba su buen planteamiento y la no negatividad de las
variables discretas. Finalmente, para ambos esquemas numéricos, se realizan algunas simulaciones

que permiten validar su buen comportamiento.

Tesis de maestria

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Diego Armando Rueda Gémez, Ph.D en Ma-
tematicas. Codirector: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D en Matematicas
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ABSTRACT

TITLE: THEORETICAL AND NUMERICAL ANALYSIS OF KLAUSMEIER-TYPE DIFFERENTIAL SYS-
TEMS DESCRIBING THE INTERACTION AND SELF-ORGANIZATION OF PLANT SPECIES []

AUTHOR: IVAN MORENO VILLAMIL

KEYWORDS: KLAUSMEIER-TYPE MODELS, CROSS-DIFFUSION, TURING PATTERNS, GLOBAL
SOLUTIONS, FINITE ELEMENTS.

DESCRIPTION:

This work is devoted to the theoretical and numerical analysis of two coupled systems of non-linear
parabolic Partial Differential Equations that describe the evolution of plant species subject to a water
source, when the species are found in arid environments. The first model describes the interaction
between a plant species and soil water, and the second model incorporates the dynamics of multis-
pecies competition. Regarding the theoretical analysis, the existence, uniqueness and regularity of
global solutions in a large class of initial data are demonstrated for the first system (water-plant). Re-
garding the numerical analysis of both models, mixed type schemes are studied, using finite element
methods for the spatial approximation and finite difference for the temporal approximation. On the
one hand, the numerical scheme for the water-plant model is based on an equivalent system incor-
porating a new variable, which allows treating the cross-diffusion term present in the water density
equation. For this scheme, some qualitative properties are proved such as its well-posedness, the
non-negativity of the discrete variables, some uniform estimates and optimal orders of convergence
towards regular solutions. On the other hand, for the multispecies model, a numerical scheme is de-
signed based on the original variables of the system, and its well-posedness and the non-negativity of
the discrete variables are proved. Finally, for both numerical schemes, some simulations are carried

out to validate their good behaviour.

Master Thesis

Faculty of Sciences. School of Physics. Director: Diego Armando Rueda Gomez, Ph.D in Mathe-
matics. Codirector: Elder Jesus Villamizar Roa, Ph.D in Mathematics
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INTRODUCCION

La exploracidon de la dinamica subyacente responsable de la formacidén de patrones
en la naturaleza tiene gran importancia dentro del campo de la investigacion en eco-
logia. En particular, un area de estudio interesante en este contexto se centra en el
surgimiento de patrones de vegetacién en regiones aridas y semiaridas, producto
de la competencia de especies vegetales por un suministro limitado de agua. Estos
arreglos espaciales en la vegetacién muestran configuraciones recurrentes y distin-
tas, tanto en su distribucion espacial como en su evolucion temporal. Dentro de la
vegetacion se pueden manifestar diversos patrones que van desde un mosaico irre-
gularﬂ marcado por una fase de alta cobertura y una fase de baja cobertura (con
suelo expuesto), hasta patrones regulares como rayas, manchas, espacios y anillos

il

(ver P

' M.R.AGUIAR y O.E. SALA. “Patch structure, dynamics and implications for the functioning of arid
ecosystems”. En: Trends Ecol Evol 7 (1999), pags. 273-277.

2 S.IAMS K. GOWDA Y. CHEN y M. SILBER. “Assessing the robustness of spatial pattern sequen-
ces in a dryland vegetation model”. En: Proc. R. Soc. A 472 (2016).

3 PC. DE RUITER M. RIETKERK S. DEKKER y J. VAN DE KOPPEL. “Self-organized patchi-
ness and catastrophic shifts in ecosystems”. En: Environmental Science, Biology 305 (2004),
pags. 1926-1929.

4 C.M. ELLIOT y H. GARCKE. “Regular pattern formation in real ecosystems”. En: Trends Ecology
Evolution 23 (2008), pags. 169-175.

5 C. A. KLAUSMEIER. “Regular and irregular patterns in semiarid vegetation”. En: Science 284
(1999), pags. 1826-1828.

6 etal F. BORGOGNO. “Mathematical models of vegetation pattern formation in ecohydrology”. En:
Reviews of Geophysics 47 (2009), pags. 1-36.



Un modelo base para el estudio de la dinamica de un determinado tipo de plan-
tas en tierras secas (regiones aridas o semiaridas) fue propuesto por Klausmeier en
1999 . En ecologia espacial, el modelo Klausmeier es un sistema de reaccion difu-
sion de dos componentes con adveccién que describe la interaccion dinamica entre
la biomasa vegetal y el agua disponible en un ecosistema semiarido en un terreno
espacial inclinado, y esta dado por el siguiente sistema de Ecuaciones Diferenciales
Parciales (EDP):

Htw:vg—;”l—f—R—wbz—w,
(1)
b = Ab + wh? — igh,

donde w(x,t) y b(x,t) son las densidades de agua y biomasa vegetal por unidad de
area, respectivamente, con (x,t) € Qx (0, T), siendo 2 un dominio de R?¢ (d = 1,2, 3).
En hay tres parametros: R denota la entrada de agua o tasa de lluvia, po mide
las pérdidas de plantas, y v es la rapidez a la que el agua fluye cuesta abajo. Ade-
mas, el termino no lineal wb? representa la absorcion de agua por parte de la planta,

implicando a su vez su crecimiento y desarrollo.

Tomando como base este modelo, se han realizado multiples estudios que proponen
que la aparicién de patrones de vegetacion en regiones semiaridas se debe a intrin-
cados circuitos de retroalimentacidn entre la biomasa y los recursos hidricos. Estas
interacciones han llevado al desarrollo de varios modelos matematicos destinados
a comprender los mecanismos fundamentales detras de la formacién de patrones.
Ademas, estos modelos pueden ofrecer informacion importante para comprender

las transformaciones de los ecosistemas, incluida la desertificacién y sus efectos
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ambientales

ilml 5

Para analizar la formacion de patrones de vegetacion en las zonas aridas y se-

miaridas, en m los autores propusieron el siguiente modelo de EDP para describir la

interaccion entre una especie de planta (arbustos o arboles) y un recurso (agua) en

un terreno plano:

.

\

Ow = DypyAw + R — Awb —w en Q x (0,7),
Ob = Dy Ab + wb — ppb — b en Q) x (0,7,

1+ |b| (2)
Ow=0,b=0 sobre 02 x (0,7,

w(x,0) = wy(x) >0, b(x,0)=0by(x) >0 enqQ,

donde v denota el vector normal exterior unitario a la frontera del dominio €, la

cual se denota por 0f2. De nuevo, en las incégnitas w y b representan, respec-

tivamente, las densidades de agua y vegetacién. Los parametros involucrados son

constantes positivas relacionadas con las propiedades fisicas y la interaccién entre

el agua y las especies vegetales; especificamente, D,, y D, representan los coefi-

cientes de difusion de agua y biomasa respectivamente, R indica el aporte de agua

7 W. WANG X. WANG y G. ZHANG. “Vegetation pattern formation of a water-biomass model”. En:
Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation 42 (2017), pags. 571-584.

8 H.LAVEE N. SHNERB P.SARAH y S. SOLOMON. “Reactive glass and vegetation patterns”. En:
Physical Review Letters 90 (2003), pags. 038-101.

9 M. SHACHAK J. VON HARDENBERG E. MERON e Y. ZARMI. “Diversity of vegetation patterns
and desertification”. En: Physical Review 87 (2001).

10 G. ZHANG C. LEIl y J. ZHOU. “Pattern formation of a biomass-water reaction-diffusion model”.
En: Applied Mathematics Letters 123 (2022).

" A. MANOR y N. M. SHNERB. “Dynamical failure of Turing patterns”. En: Europhysics Letters 74
(2006), 837—843.
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o la tasa de lluvia, A cuantifica el consumo de agua por las plantas y o denota la
tasa de mortalidad de la vegetacion. Ademas, —u1b/(1 + |b|) es un coeficiente de
degradacién modificado para la densidad de la vegetacion con el fin de capturar
la “retroalimentacién de infiltracién” entre la planta y el agua subterranea (ver E)
Como se sefala en ] este fenémeno biologico de “retroalimentacion de infiltracion”
muestra la capacidad de las plantas de aflojar gradualmente el suelo, lo que favo-
rece la infiltracion del agua dentro de la mancha vegetal. Por lo tanto, una mayor
densidad de biomasa vegetal conduce a una mayor infiltracion, lo que disminuye las

tasas de mortalidad de los arbustos debido al mayor contenido de agua en el suelo.

En B los autores proponen una variacién bidimensional del modelo (2), incluyendo
un mecanismo de difusion cruzada en la densidad del agua, es decir, reemplazando
el término de autodifusién del agua por D,A(w — £b), donde 5 > 0 representa un
coeficiente de difusion constante inducido hidraulicamente por las raices en la zona

vadosa [P} EI modelo viene dado por el siguiente sistema paraboélico acoplado:

(

0w = Dy A(w — pb) + R — Awb —w en Q x (0,7),
Ob = Dy Ab + wb — ppb — fnb en Q) x (0,7,
1+ 0] (3)
Ow =0,b=0 sobre 9Q2 x (0,7),
w(x,0) = wy(x) >0, b(x,0)=by(x) >0 enQ.

\

En lo que respecta al modelo (3), en [] los autores analizan las condiciones de la
inestabilidad inducida por la difusion y la inestabilidad inducida por la difusion cruza-

da, de un estado estacionario homogéneo y uniforme. Los autores también mues-

2 Z.JIN Q. LIU y B. LI. “Numerical investigation of spatial pattern in a vegetation model with feed-
back function”. En: Journal of Theoretical Biology 254 (2008), pags. 350-360.
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tran que una velocidad de difusién rapida del agua o una alta difusividad hidraulica
debido a la succidn de las raices pueden impulsar la inestabilidad del estado esta-
cionario homogéneo. Mas alla del andlisis de inestabilidad inducida por difusién, no
se conocen resultados relativos al buen planteamiento ni al andlisis numérico para
el sistema (3).

Por otra parte, en Hse propone un modelo de vegetacion tipo Klausmeier que incor-
pora una interaccion multiespecies. Especificamente, se considera un modelo para
dos plantas en el mismo medio describiendo la competencia interespecifica directa

de las dos especies, el cual estd dado por el siguente sistema de EDP:

(

Oyuy = Auy + wuy (ug + Hug) — Byug — Suqug en Q) x (0,7,

Oyus = DAuy + Guwug (uy + Hug) — Boug en Q x (0,7),

Ow =dAw+ A —w — w (uy + ug) (ug + Hus) en Q2 x (0,7), (4)
Opty = Oyus = Opw =0 sobre 92 x (0,7),
[u1(x,0), ua(x, 0), w(x, 0)] = [u10(x), uzo(x), wo(x)]  en €,

\

donde A, By, Ba, d, D, G, Hy S son parametros positivos. Las constantes A, B, y Bs
representan las tasas de precipitacién y mortalidad de las plantas, respectivamente.
Las constantes G, H, D y d describen las diferencias en las tasas de conversion
de agua a biomasa de las especies de plantas, los efectos sobre la capacidad de
infiltracion del suelo y los coeficientes de difusion, respectivamente. En el analisis
del modelo (4) se puede asumir, por ejemplo, que u; es una especie herbacea y per-

mitir que u, varie entre otra especie de pasto y un tipo de vegetacion lefiosa. Este

3 L. EINGENTLER y J. A. SHERRAT. “Metastability as a Coexistence Mechanism in a Model for
Dryland Vegetation Patterns”. En: Society for Mathematical Biology 81 (2019), pags. 2290-2322.
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modelo permite entender como se da la coexistencia de ambas especies a medida

que varia la cantidad de agua.

Para el modelo multiespecies se han realizado algunos trabajos recientes .
Desde la perspectiva del analisis teorico, en {4 se estudia la metaestabilidad como
un mecanismo de coexistencia en el modelo (4) (en dominios 1D); especificamente,
se prueba que la coexistencia no es una solucién estable del sistema, pero tanto los
estados espacialmente uniformes como los patrones de coexistencia ocurren como
estados metaestables: un equilibrio inestable espacialmente uniforme y un patron
estable de una sola especie que es inestable a la introduccion de un competidor.
Ademas, los autores establecen dos mecanismos que causan la ocurrencia de solu-
ciones metaestables. Desde la perspectiva del analisis numérico, en @se estudiaron
esquemas de aproximacion numérica (en dominios 1D) utilizando métodos de dife-
rencias finitas no estandar, construidos aprovechando propiedades de la solucién
conocidas a priori, tales como la positividad y el comportamiento oscilante en el
espacio. Sin embargo, hasta donde conocemos, el analisis tedrico y numérico en
dominios bidimensionales y tridimensionales del modelo (4) no han sido previamen-

te estudiados.

Teniendo en cuenta lo anterior, el objetivo de este trabajo se centra principalmente
en el analisis te6rico y numérico del modelo en O C R4, d < 3. Ademas, se
analizan algunas propiedades cualitativas desde el punto de vista del andlisis nu-
mérico para el modelo multiespecies (4). La novedad de este trabajo se resume en

tres aspectos. Primero, se analiza la existencia de soluciones blandas globales en

4 G. PAGANO D. CONTE y B. PATERNOSTER. “Nonstandard finite differences numerical methods
for a vegetation reaction—diffusion model”. En: Journal of Computational and Applied Mathematics
419 (2023), pags. 2290-2322.
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el tiempo para el problema de Cauchy (3), considerando una clase amplia de datos
iniciales, incluyendo datos no continuos, es decir, se consideran datos iniciales en
espacios L*(2). La inclusion del mecanismo de difusién cruzada en el sistema
impide obtener informacién a priori que permita establecer cualquier resultado de la
existencia de una solucién débil (positiva); ademas, el sistema (3) no posee relacidon
de escala alguna, lo que hace que este sistema sea mas complicado que problemas
relacionados tales como la ecuacién de calor semilineal con no linealidades poliné-
micas de tipo «”[[T9 7] o incluso varios modelos de quimiotaxis[®] Sin embargo, para
el sistema (3) se logran obtener normas adecuadas a partir de las cuales, a pesar
de no tener una relacién de escala, se consigue probar la existencia de soluciones
blandas globales en el tiempo, que en realidad pueden ser soluciones clasicas para

t>0.

Habiendo obtenido un resultado de existencia global, el segundo objetivo de este
trabajo es proponer un esquema numérico completamente discreto, basado en una
discretizacion de Euler semi-implicita en el tiempo y una discretizacion de elementos
finitos (con "mass lumping") en el espacio, para aproximar las soluciones del modelo

continuo (3). La principal dificultad para desarrollar el andlisis numérico del sistema

S L. C. F. FERREIRA Yy E. J. VILLAMIZAR-ROA. “Self-similar solutions, uniqueness and long-time
asymptotic behavior for semilinear heat equations”. En: Differential Integral Equations 12 (2006),
pags. 1349-1370.

6 L. C.F. FERREIRAY E. J. VILLAMIZAR-ROA. “On the stability problem for the Boussinesq equa-
tions in weak-LP spaces”. En: Commun. Pure App. Anal. 3 (2010), pags. 667-684.

7 L. C. F FERREIRA y E. J. VILLAMIZAR-ROA. “On the heat equation with concave-convex
nonlinearity and initial data in weak-L? spaces”. En: Commun. Pure App. Anal. 6 (2011),
pags. 1715-1732.

8 | C.F. FERREIRAy E. J. VILLAMIZAR-ROA. “Global existence for an attraction-repulsion che-
motaxis fluid model with logistic source”. En: Discrete and Continuous Dynamical Systems - B 2
(2019), pags. 423-447.
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proviene del término de difusién cruzada Ab, ya que no esta claro cémo con-
trolar este término de acoplamiento y realizar un analisis de tasas de convergencia
Optimas en un esquema de elementos finitos basado en la formulacién variacional
clasica. Entonces, para superar esta dificultad, se usa una estrategia inductiva para
manejar el término de difusidén cruzada, tratando con un sistema equivalente des-
pués de introducir la variable auxiliar & = Vb (ver sistema mas adelante). Esta
idea permite proponer un esquema numérico que esta bien planteado y preserva la
no negatividad de la variable discreta de la biomasa vegetal. Ademas, se prueban
otras propiedades cualitativas del esquema, incluidas algunas estimaciones unifor-
mes requeridas en el analisis de convergencia, estimaciones de error dptimas y
la convergencia hacia soluciones regulares. Finalmente, se presentan algunos ex-
perimentos numéricos con el fin de verificar el buen comportamiento del esquema
numeérico incluyendo la captura de la formacién de patrones de Turing, asi como va-
lidar el orden de convergencia en las estimaciones de error obtenidas en el analisis

teodrico.

El tercer objetivo de este trabajo se enfoca en definir un esquema numérico para
el modelo de vegetacion multiespecies definido en preservando algunas propie-
dades cualitativas tales como la buena colocacién y la positividad de las variables
discretas. Asi mismo, se presentan algunas simulaciones donde se evidencia la for-

macion de patrones y el buen comportamiento del esquema.

El documento esté organizado de la siguiente manera: En el Capitulo [1] se ana-
liza la existencia de solucién global para el modelo continuo en el marco de los
espacios de Lebesgue. Se establecen algunas estimaciones de decaimiento del se-
migrupo de calor con condiciones de frontera de tipo Neumann, se define la clase de

espacios funcionales para los datos iniciales y las soluciones globales, y se prueba

16



la existencia de soluciones blandas globales mediante sucesiones contractivas de

Banach.

En el Capitulo [2, se propone un esquema numérico basado en el método de los
elementos finitos que permite aproximar las soluciones del modelo (3). Para este
esquema numérico se prueban algunas propiedades, incluyendo la buena postura,
la positividad y algunas estimaciones uniformes para las soluciones discretas, ade-
mas se desarrolla el analisis de convergencia, demostrando tasas de convergencia
optimas. Finalmente, se realizan algunas simulaciones numéricas que evidencian
resultados consistentes con los obtenidos en el analisis tedrico, referentes a la cap-
tura de la formacién de patrones de Turing, y la validacién numérica de las estima-

ciones de error obtenidas.

En el Capitulo [3| se propone un esquema numérico para el modelo de vegetacion
multiespecies (d), y se demuestra la buena postura del esquema vy la positividad de
las variables discretas. Ademas, se llevan a cabo simulaciones numéricas que evi-

dencian la captura de la formacién de patrones de vegetacion.

Estos resultados son nuevos y se encuentran plasmados en el manuscrito [Ilvan
Moreno-Villamil, Diego A. Rueda-Gémez y Elder J. Villamizar-Roa, On a cross-
diffusion model in ecohydrology: theory and numerics, manuscrito, 2023 (someti-
do)] y en el Capitulo del libro [lvan Moreno-Villamil, Diego A. Rueda-Gémez y Elder
J. Villamizar-Roa, On the theoretical and numerical analysis of a vegetation model
with cross-diffusion, Capitulo del libro: Analysis and PDE in Latin America - ICMAM
2022 Latin America, Springer, 2024]. Hasta donde sabemos, estos trabajos son los

primeros dedicados al andlisis teérico y numérico para el modelo (3).
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1. ANALISIS TEORICO DEL MODELO AGUA-PLANTA

El objetivo de este capitulo es demostrar la existencia de soluciones globales para
el modelo en el marco de los espacios de Lebesgue. Para esto, se establecen
algunas estimaciones de decaimiento del semigrupo de calor con condiciones de
contorno de tipo Neumann, se define la clase de espacios funcionales para los datos
iniciales, y se demuestra la existencia de soluciones blandas globales como el limite
de sucesiones contractivas en un espacio de Banach. Este resultado de existencia

es reciente y esta plasmado en |9y

1.1. PRELIMINARES

Se consideran los espacios estandar de Sobolev y Lebesgue W™»(Q2) y LP(2), con
sus respectivas normas || - ||y Yy || - |»- En particular, se denota W*?2(Q) = H*(Q).
El producto interno en el espacio L*(02) estara representado por (-, -). Los espacios
correspondientes de funciones con valores vectoriales se denotaran por W#2((2),
LP(Q2), CF(Q?), y asi sucesivamente. Para un espacio de Banach X, se denota por
LP(0,7T;X), 1 <p < oo, el espacio de funciones integrables de Bochner definidas en
el intervalo [0, 7 con valores en X, dotado de la norma habitual || - ||.»(x). También
se considera el espacio C([0, T]; X') de funciones continuas de [0, 7| con valores en
X, con norma || - ||¢(x); ¥ €l operador laplaciano A, con dominio D(A,) = {u €

W2r(Q) : dyulsq = 0}. Entonces, se sabe que A, genera un semigrupo analitico

9 D. A. RUEDA-GOMEZ |. MORENO-VILLAMIL y E. J. VILLAMIZAR-ROA. “On a cross-diffusion
model in ecohydrology: theory and numerics”. En: Manuscrito (2024).

20 D, A. RUEDA-GOMEZ |. MORENO-VILLAMIL y E. J. VILLAMIZAR-ROA. On the theoretical and

numerical analysis of a vegetation model with cross-diffusion. Analysis y PDE in Latin America -
ICMAM 2022 Latin America, Springer, 2024.
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uniformemente acotado {¢'*r},>, de clase C;, en L? (ver Capitulo 3 de E[) el llamado
semigrupo de calor de Neumann (si no hay ambigledad, simplemente se denotara

por {e'2},>0). Denotando por z = R — w, el sistema (3) se reescribe como

7

Oz = Dy(Az + BAD) — 2+ A(R — 2)b en Q x (0,7),

p1b
0tb = DyAb+ (R — o — 2)b — en 2 x (0,7T),
S EaT S
Opz=0,b=0 sobre 02 x (0,7T),

2(x,0) = R — wo(x) = 20(x), b(x,0) =by(x) >0 en Q.

\

Usando el principio de Duhamel se obtiene la siguiente formulacién integral asociada

al sistema (5), donde por simplicidad en la escritura, se asume D,, = D, = 1:

¢

2(x,t) = e tetPzy + / e~ EDe=DA(BAL + A(R — 2)b)(7)dr,
0

(6)

t
b(x,t) = elfimro)tetip, _/ p(B—ho)(t=7) ,(t=7)A <zb+ fi1b )(T)dT
0 1+ 0]

Las soluciones del sistema (6) se llaman soluciones blandas. Se probara la existen-
cia de soluciones blandas mediante un enfoque iterativo que proporciona una suce-
sién de Cauchy que converge a la solucién. Sin embargo, para tratar con el sistema
integral (6), se necesitan algunas propiedades de decaimiento en tiempo del semi-
grupo de calor de Neumann. Dado que se esté tratando con un problema de frontera
con condiciones de frontera sin flujo, en el caso del semigrupo de calor con condi-
ciones de frontera de tipo Neumann se requieren estimaciones mas precisas que en
el caso del semigrupo de calor con condicidn de frontera de tipo Dirichlet (ver Lemas
y mas adelante). Algunas de estas estimaciones requieren la condicion de

media cero, lo que conlleva algunas dificultades a la hora de abordar la formulacién

21 A. LUNARDI. Analytic Semigroups and Optimal Regularity in Parabolic Problems. Birkh&u-
ser/Springer Basel AG, Basel, 1995.
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integral en (6). Para superar este obstaculo, siguiendo las ideas de , se empleara
el espacio cociente L?/ ~ de clases de equivalencia de funciones en espacios L?
cuya diferencia es una constante; y luego, se considerara el semigrupo de calor de
Neumann sobre L”/ ~ y se usardn sus propiedades de decaimiento temporal. Es
bien conocido que si 2 es un dominio acotado de R, la funcién de Green G(x,t; ¢, 7)
asociada a la ecuacién de calor con condicion de frontera de Neumann se puede
expresar mediante una expansion de funciones propias. Considere el problema de

valores propios
—AV = \Ven Q,

0,¥ = 0 sobre 09.

Los valores propios son no negativos, y cero es un valor propio al que corresponde
la funcién propia constante. Denotando por {\;};-, la sucesion creciente de valores

propios y {¥;}.°, las funciones propias ortonormales, se tiene que (verE[)
Gx ty, 1) = Z U, (x) W (y)e M7,
=0

En la notacion de semigrupos, se cumple que e'®w = Jo G(x,t;y,0)w(y)dy.

Lema 1.1 E Sea {¢!*}

p1 = inf{\; : i € N}. Entonces, existen constantes positivas C,, Cs, y C5 tales que

~o €l semigrupo de calor en 2 con condicién de Neumann y

1. Paral < ¢ < p < oo se cumple

[e2w]],, < Cot™ 2GR e Pt ||l (7)

para todot >0 yw € LY(Q) que satisfacen [, w = 0.

22 X. MORA. “Semilinear parabolic problems define semiflows on C* spaces”. En: Transactions of
the American Mathematical Society 278 (1983), pags. 21-55.
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2. Paral < ¢ <p < oo secumple

[Veru]|,, < Cot™ 260 " 2em 0t Ju]| (8)

paratodot >0 yw e LI(Q).

3. Paral<qg<p<xo0l<qg<p<oosecumple
2V - wl|,, < Cot 20" |wl,, (9)

paratodot > 0y w € Cr(Q). Por lo tanto, para todo t > 0 el operador
e!AV- se extiende Unicamente desde L()) a LP(Q) con norma acotada por

0325—%(%—%)—%@*/01{ Aqui V- denota el operador de divergencia.

Para 1 < p < oo, se considera el conjunto L”/ ~ de todas las clases de equivalencia
[f] de funciones f € LP(Q2) cuya diferencia es una constante, es decir, si f € L*(Q),
entonces g € [f] si, y solo si, f — g es una constante. El conjunto L?/ ~ dotado
de la suma y el producto escalar definidos respectivamente por [f] + [g] = [f + ¢]
y a[f] = [af], a € R, define un espacio vectorial. Ademas, el producto en L?/ ~
se define por [f][g] = [(f — f)(g — g)] , donde [ = ﬁfﬂf yg= |§12—|fgg. Mas aun,
L?/ ~ es un espacio de Banach con la norma

| [f] I e/~ := mf{|| f + c||l» : c €s una constante}.

Para f € L?(Q) fijo, el mapeo ¢ — ¢+ f es continuo desde R a LP({2). Por lo tanto,
observando que la norma || - ||, define una funcién continua en L*(£2), se obtiene
que para cada [f] € L?/ ~ existe f* € [f] tal que ||f*|lq = || [f] |¢/~- Ademas, para
w € LP/ ~, se cumple que e'*[w] = [e!®w]; entonces, el semigrupo de calor ¢~ se
puede extender naturalmente a L?/ ~ definiendo ¢'?[w] = [e!*w] para w € LP/ ~ .

El siguiente lema proporciona una propiedad de decaimiento en tiempo de 2 de
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LP/ ~en L1/ ~.

Lema 1.2 [[§ Sea {2}

Entonces, paral < q < p < oo existe una constante positiva C = C(£2,p,q) > 0 tal

~o €l semigrupo de calor en (2 con condicion de Neumann.

que

_del_ 1y _
e[l o < CE2TP e 0] o (10)
para todo [w] € LI/ ~ .

Ahora se definen los espacios funcionales donde se analizara el sistema integral (6).

Parad <r < ooy 0 < T < o0, se define el espacio de Banach X de datos iniciales

por
x ‘:{HZOL[b@u € (%) ~) x (L2 =)+ sup 374 |[Vetz|, <°°}’ )
o<t<T
con la norma [[1zo] [boll Ly = lllzoll, + 1], donde
llzo]llz, = Nizolll e + sup 1375 [|[ Vet .
o<t<T
leol Lz, =l e -

Parad < p,r < o0y d/2 < q < o0, se considera el espacio de Banach Y definido

por

Y = {[[s], ] : = € L2(0,T); 1), 1" %ib € BC(0,T); 1), 154 Vb € BC(0,T); 1)}
(12)

dotado de la norma

11 Wy == W=y, + 116y,
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donde
121l = supTlHZ(t)]HLoo/~,

_d 1_d
10]lly, = sup 72 [[[b()]l| oy + sup 273 [[V(H)]]| ..
0<t<T

De ahora en adelante, se denotaran las funciones en L? y sus clases de equivalencia
en L”/ ~ de la misma manera, es decir, se escribira [z,b] € Y en lugar de [[z], [b]] €

Y . Ahora, se establece con precision la nocién de solucion blanda para el modelo

(3)-

Definicidon 1.1 Sea [z0,b] € X. Una solucién blanda para el problema de valor
inicial (3) es un par [z,b] € Y que satisface el sistema integral (6), donde cada

ecuacion debe entenderse en el sentido de clases de equivalencia.

1.2. EXISTENCIA DE SOLUCION

Teorema 1.1 Suponga que d < min{r,2q} y g > ; — . Sea0 < T < oo arbitrario
Y [20,b0) € X. Existen 61,9, > 0 tal que si ||[z0,bo]l|x < 01 ¥ pu(1 + B+ AR) < 0,
entonces el problema (5) tiene una dnica solucion blanda [z,b] en una bola cerrada
adecuadaenY . SiQ es de clase C**, k > 0, y 2, by € C*"(Q), entonces la solucién
blanda es clasica, es decir, z,b € C([0,T]; C**(2)) y 9,z,0:b € C([0,T]; CO*()).
Ademas, siby > 0 en c.t.p. en Q, entonces b > 0, y también, si 5 =0 y wy > 0 en

c.t.p. en Q, entonces la solucién w de (3) no es negativa.

Demostracion del Teorema 1.1l

Primero se estimara cada término en el sistema integral (6) en la norma del espacio

Y . Del Lema[1.2] se obtiene

_thA

20| e < Cllz0ll oo (13)

le

donde C' no depende de ¢. Por otro lado, por las condiciones impuestas sobre p,r y
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d, se tiene que § — ;- > 0,1 — 5. > 0; asf, de los Lemas1.1|y|1.2 se deduce

<

/t e DA (BAD + N(R — 2)b)(7)dT
0

LOO

+ / t e~ (= =DAN(R — 2)b)(7)

LOO

t
/ e~ DA (BY - Vb (T)dT
0

LOO

t t
d_ 1 _d
SCB/(??—T)’ZT ZHVbHerTﬂLCA/(t—T) 2 (| Rl oo + 12l zo0 )bl ad
0 0

t
<0 ( swp rEIVHO ) [ (¢t

o<r<T

d

t
—i—C’)\( sup 7' 2qu )| e (R+ sup |z(7 )HLOO)/(t—T)_QdQT_H%dT
0

o<r<T

1 d
< 2 2r ‘7b , —
=CF (oiEETT | e ) ( 2r’ 2 + 2r)

d d
—i—C’)\( sup 7' 2qu )| e (R—i— sup [2(7 )||L°°)B(1—2—q 2—> (14)

o<r<T

donde C' = C(d,q,r) > 0y B(-,-) denota la funcién beta. Usando y (14), se

concluye que existe C' = C(d, q,r) > 0 tal que

HZHy1 <C (||ZO||)(1 + (6 + AR) ||b||y2 + A ||Z||y1 ||b||y2) . (15)
Ahora se obtendran estimaciones para la variable b. Del Lema({.2] se deduce que
[eFErotetAbg| Ly < C'méax{1, e(R_"O)T}t_H% 6ol faz- (16)

Por otro lado, de las condiciones impuestas sobre d, ¢,r, se cumple que 1 > 2%1 y
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>

N

$ > 4(2 — 1), Asi, se obtiene
q T

t
/ e(t—T)(R—uo)e(t—T)A<2b+ pab >d7
0 1+ |b|

La

1
")

d

t
< Cmis{1, ey [y 8D (Hzmum "
0

) 1)l dr

LOO

< Cméx{1, ctF-H0T) ( sup 7 Hb(T)HLq>

o<r<T
t d
—14+ 4
)Q/TT T
L 0

< Cmix{1, (BT ( sup 7 ||b<¢>||m)

o<r<T

M1
11 9] (7)

. ( sup (7= + sup
o<r<T o<r<T

(7

1+ 0|

9 ( sup [[2(7)llz= + sup )tT (17)
LOO

o<r<T o<r<T

y

t
Hv/ e(t—T)(R—uo)e(t—T)A(Zb+ pub )dT
0

L

t
SC’méX{l,e(R_“O)T}/ (t—7)73 >—§(|yz(r)||m+u1 (1) )||b<T>HLq dr
0

L+

< O méx {1, 0Ty ( sup Tlinb(f)nm)

o<r<T

1
i

X ( sup |[|z(7)[z + pu1_sup
0<r<T 0<7<T

< Cmix{, BTy ( sup 7% [[b(r)] o
0<r<T

X ( sup |[|z(7)[r= + pu1_sup
0<r<T 0<r<T

(18)

Las constantes C' > 0 en y son independientes de 7. Usando (16), (17),
y teniendo en cuenta que sup t2 =3 Vembo\

0<t<T

;. < 00, se concluye la existencia
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de C = C(d,q,r) > 0 tal que

[0y, < Cméx{1, e =T} (|lbo| ., + pa 6]y, + 121, 1Blly,)- (19)

Seguidamente, se probara la existencia de solucién blanda global como limite del

siguiente esquema iterativo:

;

\

20— eteth g ) — (Bt
t

2D = () / e~ TR (BAVRTD 4 N(R — 2™ (r)dr,  (20)
0

t
p(k)
(k1) _ p(1) _ (R—p0)(t—7) (t—T)A( (k) p (k) H1 )
b b /Oe e 2b +1—|—|b(’f)| (1)dr.

Observe que, aplicando las estimaciones y a (20), se tiene

1D®+ |y, < Cméx{1, T} ([1boly, + 6™ [y, + 1Pl [06P]13,) . (21)

125V, < C (I2oll, + (8 + ARDE DLy, + A=® 1y, [69]]3,)
< C ([l20llx, + (8 + AR)C méx{1, T} ([1bo]| y, + pra [0 [y, + 121, [6F]3,))

+ OA=® 3, 169,

< C (llzollag + (8 + AR)C méx{L, e} by |,

+ (B + AR)C méx{1, e T 60|,

+ Cmax{A, (6 + AR)C méx{1, e T3, [[6]],. (22)

Sea a; = ||[z®,b®]|ly, k = 1,2, ..., ap = ||[20, bo] || x. Entonces, de (22) se deduce que

g1 < Co + Chay, + 62(1%,

donde las constantes C; (i = 0, 1, 2) estan dadas por
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Co = Cag méx{1, e+ (3 4 AR) max{1, eF=r)T}},

C1 = (14 8+ AR)C méx{1, eB-#)T,

Cy = Cmax{\, eE+T (8 + AR)C max{1, e FroT}},

Por lo tanto, si €y < 1y 4C,Cs < (1 — C1)?, la sucesion a;, = [|[z®),b®)]]|,, esta

uniformemente acotada y

(1-Cy) = /(1 C1)? — 4CoC

(k) pk)
AR < =
||[ ]HY 20,

—m < — (23)
26,

A continuacién, se probard una cota para la diferencia [z — z(®) p+1) — p*)],

Para la segunda componente se tiene que

plk+1) _ p(k)

— t (R—p0) (t=7) o (t=7)A ((,(k=1) p(k—1) (k) ) pk—1) p(k) ;
o ’ <(Z o )+”1(1+|b<'f—1>|_1+|b<k>|)>(7> .

de lo cual, siguiendo (19), y (23), se llega a

1D+ — by, < CelfmroT (J[oE1 3, 2570 — 2@y, 4[5 — 60, |20 5,)
+ b = by,

< Cm + ) [[2%) — 2570, b8 — 60 (24)
Para acotar 2+ — 2(*) note que

LU (k)

t
= / eI BABFY — pF) L AR(BF) — p=1)) — ;R)pR) 4 k=1 p=1)) (1) 7,
0
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Entonces, siguiendo y (22), junto con se obtiene que

125 =2y < Cpn (B + AR) max{1, e #OT oM — b)),
+Cméx{\, (8 + AR)C max{1, e BT} (25)

x(12% = 2D 3 6%y, + (125Dl [16® = 65V, ).

De (23), y se llega a
H[Z(k"'_l) i Z(k), b(k+1) i b(k)]HY S é(m + ,Ul) H[Z(k) — Z(k_l)’ b(k) — b(k_l)H|Y7 (26)

donde C' = C(1 + (8 + AR) méx{1, eF=1)T} 4 max{\, (8 + AR)C méx{1, eF=#)T1}),
Reduciendo los datos (si es necesario), podemos tomar m, i tales que m + u; < é
y se concluye que la sucesion [z® bk € N, es una sucesién de Cauchy en Y.
Por lo tanto, el limite [z, 4] es la Unica solucién blanda en la bola cerrada {[z,b] €
Y : ||[z,b]|ly, < m}. La regularidad de la solucion blanda se obtiene mediante el
uso de regularidad parabdlica (ver Teoremas 10.22 y 10.23 en E[) e inmersiones de
Sobolev. Finalmente, multiplicando la segunda ecuacion en (3) por b = min{0, b}, e
integrando por partes, se encuentra que

Ld

S - Ol + 170 O+ wll- @+ [ L2 dx = [ wo-(0)ix

1+ 1b(2)]

de lo cual se deduce que
d 2 2
2 10-(Ollz2 < [lw(®)][z=[1- () IZ-.

Luego, usando la desigualdad de Gronwall y el hecho de que b, > 0 en c.t.p. en €,

2 E. FEIREISL y A. NOVOTNY. Singular limits in thermodynamics of viscous fluids. Advances in
Mathematical Fluid Mechanics. Birkhauser Verlag, 2009.
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de la ultima desigualdad se concluye que ||b_(t)||;2 = 0, es decir, b > 0 en c.t.p. en

Q2. La prueba de la no negatividad de w = R — z es analoga.
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2. ANALISIS NUMERICO DEL MODELO AGUA-PLANTA

En este capitulo, se presentaran los resultados obtenidos desde el punto de vis-
ta del analisis numérico para el modelo de vegetacion agua-planta definido en (3);
especificamente se propone un esquema numérico que permite aproximar las so-
luciones del sistema. Para este esquema se introduce una nueva variable dada por
el gradiente de la densidad de vegetacion, permitiendo tratar el término de difusién
cruzada presente en la ecuacion de densidad de agua. Se prueban algunas pro-
piedades cualitativas tales como el buen planteamiento y la no negatividad de las
variables discretas. Asi mismo, se realiza un andlisis de error para el esquema de
aproximacion numérica definido, y se realizan algunas simulaciones para validar el
buen comportamiento del esquema y los resultados teéricos obtenidos. Estos resul-

tados son nuevos y se encuentran plasmados en [y B9

2.1. FORMULACION DEBIL EQUIVALENTE

Dado que uno de los objetivos principales de este trabajo es abordar el anadlisis
numérico del sistema (3), se observa una dificultad al lidiar con el término no lineal
de difusién cruzada —SAb, en la ecuacién de densidad de agua (3),. De hecho,
no esta claro cémo realizar un analisis de érdenes éptimos de convergencia en un
esquema de elementos finitos basado en la formulacion variacional clasica. Asi, para
superar esta dificultad, se introduce una variable auxiliar dada por el gradiente de la

densidad de biomasa, o = Vb, lo cual permite obtener la siguiente formulacién débil
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equivalente para las variables w, o y b:

.

(Oyw, w) + D(Vw, Vw) = D, f(o, V) + (R, w) — AM(wb, w) — (w,w),
(Oyo,0)+Dy(V -0,V -0)+Dy(rot o, 10t &)+ o0, &)

= (Vub.o) + (wo.0) - (T @7)

(01b,F) + Dy(Vb, V) = ([t]+5,8) — io(b,B) — i (%‘b, b) ,

\

para todo w € H'(Q),6 € HL(Q) y b € H'(Q), donde la ecuacion (27), se obtiene
aplicando el operador gradiente de la ecuacion (3),, y el espacio H. (Q2) se define

de la siguiente manera:
H,(Q):={veH(Q):v-v=0sobre 00},
con la norma (ver %, Corolario 3.5):
lo |z = llollz: + [rota||Z. + [V - ol Vo € Hy (). (28)

2.2. ESQUEMA NUMERICO

En esta seccién, se construye y se analiza un esquema numérico para aproximar
las soluciones débiles del modelo matematico que describe la interaccion entre la
vegetacion y el agua del suelo en ambientes aridos (3). Con este fin, para la discre-
tizacién temporal, se asume una particion de [0; 7] con paso del tiempo At = T'/N,
donde (t,, = nAt)"=}’. Para la discretizacién del espacio, se considera una familia de

triangulaciones cuasiuniformes de Q,{7,},.,, formadas por simplices K (tridngulos

24 C. AMROUCHE y N. E. H SELOULA. “LP-theory for vector potentials and Sobolev’s inequalities
for vector fields: application to the Stokes equations with pressure boundary conditions”. En:
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences 23 (2013), pags. 37-92.
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diam(K)

Figura 1. diam(K) y p(K) para un triangulo en K en R

2D y tetraedos en 3D) con angulos interiores menores o iguales que 7 /2 (triangu-

laciones no obtusas), tales que 2 = Ugcr, K, donde h = Igné;; hy, siendo hy el
€'/n

diametro de K. Recordemos que una triangulacion {7,},., de € es llamada cuasi-

uniforme, si existen constantes positivas C, Cy, tales que para cada K € {7 }n>0,
Cih < p(K) 'y didm(K) < Cyh,

donde p(K) es el diametro del mayor circulo inscrito en Ky diam(K) es el didmetro
del menor circulo que contiene a K (ver ], pag. 107). La condicion de que la trian-
gulacion sea cuasiuniforme se requiere para el uso de desigualdades inversas (ver

(33)). Se consideran los siguientes espacios de elementos finitos para [w, o, b]:

25 S. R. BRENNER. The mathematical theory of finite element methods Vol. 15. Springer Science
Business Media, 2007.
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X, ={weC(Q): wl, Py VK € T} C H'(Q),

X,={0€C(Q): ol €P, VK € T,} CHL(®),

X, ={beC(Q): bl P, VK € T,} C H'(Q),
conr > 1, donde en general P, denota el conjunto de todos los polinomios de grado
menor o igual que r. Ademas, se denota el conjunto de todos los nodos de 7, por
Ni = {a;},c, ¥ las funciones base estandar para &,, y & por {gpaj}jej.
2.2.1. Operadores de interpolacion.  Se consideran los siguientes operadores

de interpolacion
Ry : HY(Q) = Xy, Ro:HLQ) = X,, Ry:HY(Q) — X,

tales que, paratodo w € H'(2), 0 € HL(Q) y b € H'(Q), Ryw € Xy, Roo € Xy ¥

Ryb € X, satisfacen

D, (V(Ryw —w),Vw) + (R,w —w,w) = 0,
Dy (V- (Roo —0),V-7)+ D, (1t0t (Reo — o) ,rot ) + o (Reo —o,0) =0,

Dy (V (Ryb —b) ,Vb) + pio (Ryb — b,b) =0,
(29)

para todo w € X,, & € X, y b € X,. No es dificil ver que los operadores de in-
terpolacion estan bien definidos como consecuencia del Teorema de Lax-Milgram.
En efecto, por ejemplo para el operador de interpolacién R,,, considerando la forma
bilineal
a: X, xX, >R
[w, @] = (w,w) + (Vw, Vi),

se tiene que a(-,-) es continua y coerciva. Ademas, dado w € H'(Q), el funcional
fuw : X, — R definido por f,(w) = (w,w) + (Vw, Vw) pertenece a (X,,)". Por lo tanto,
el Teorema de Lax-Milgram implica que existe un unico elemento en X,,, denotado

por R,w, tal que a (R,w,w) = f,(w), para todo w € X,. Ademas, se cumplen los
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siguientes errores de interpolacion (ver [&):

lw = Ruwllz + hllw -~ Rowllg < Chulle, Y e HX(Q),
lo ~Roollyz + hllo — Rool g < CH |l e, Vo€ HFHQ),  (30)
16— Robll e + 16— Robll s < Ch bl e, Vb e H2(Q),

y las siguientes propiedades de estabilidad
[[Rww, Roo, Robll| 1 < |[[w, &, 0] 7, (31)

|[Ru0, Roer, Riblllgs < Cllle, o, bl (32)

La desigualdad se puede deducir de (29). Por ejemplo, tomando w = R, w en
(29), se obtiene

(VR,w, VR ,yw) + (Ryw, Ryw) — (Vw, VR ,w) — (w, Ryw) = 0.
Aplicando la desigualdad de Hoélder se sigue que

IRwwllzn < [Vl [VRywl 2 + [lw] 2 [ Ruw] 2

< Cllwlla [Ruww]lar,

de lo cual se concluye que

[Ruwl g < [wlla-

De forma anéloga se deducen las desigualdades para las variables o y b. La des-
igualdad (32), por ejemplo de la variable w, se puede obtener de (30), usando la

desigualdad inversa

|lwh ||y < CR7P |Jwy|| 4 para todo wy, € &y, (33)
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con p = 2/3 (en el caso 2D) y p = 1 (en el caso 3D), y comparando R, con un
interpolador de promedios de tipo Clement o Scott-Zhang (que son estables en la
norma del espacio W) (ver By P9 ). Nuevamente, de manera similar, se deducen

las desigualdades para las variables w, o y b.

Se denota el operador de interpolacién nodal por I, : C(Q2) — X, (para la variable

general z = w, b), el cual se define como

In(m(x)) = Y m(a;) ga,(%).

jedJ

Se introduce el semi-producto interno en C'(£2), conocido en la literatura como mass
lumping (que es un producto interno en X,) y su semi-norma inducida (norma en

X.), de la siguiente manera:

(my, mo)" = / In(mymy) dx = Zml (a;) m2 (a;7) @a, (x)dx, (34)
Q@ jed
|m|n, =/ (m,m)".

La condicién de que X, y X, son generados por elementos finitos P; y el uso del
operador mass lumping (definido en (34)), son necesarios para obtener una formu-
lacion discreta adecuada para las variables discretas [wy, by,], con el fin de garantizar
la propiedad de no negatividad para las soluciones discretas. Ademas, se introdu-
ce el operador de proyeccion Q" : L*(Q) — X, (para la variable general z = w, b)

definido, para cada = € L*(), por

(Qz,2)" = (2,2), VZe€ X.. (35)

26 E.SULly D. F. MAYERS. An introduction to numerical analysis. Cambridge university press, 2003.
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Observacion 2.1 En X, y &, las normas |- |, y ||- || .= son uniformemente equivalen-
tes con respecto a h (ver . Ademas, la siguiente propiedad es valida para todos
my,my € X, (0 X,) (ver PB):

[(ma,ma)" = (m1,ma)| < CR2|mal g |z . (36)

2.2.2. Definicion del esquema numérico.  Teniendo en cuenta la formulacién
débil definida en (27), se considera el siguiente esquema numérico de primer orden

en el tiempo, lineal y desacoplado:
= Inicializacion: Sea [w), o), %] = [Q" wy, Reoo, QIbo] € X,y X Xy X X

= [Paso 1] Dado el vector [w} ™', o} 7! b} € X, x X, x A, encontrar wl! € X,,

resolviendo, para todo w € X,

(6w, )"+ Dy (Vwy, Vo) + (wi, )" = (R, @) — Mw)b} @)+ D, B(a)t, V).

(37)

= [Paso 2] Dado [w}, b} '] € X, x X, encontrar b} € X, resolviendo, para todo
l_) € X,

_ _ _ o oo A\"
(505" + DT V) + a5 = (i) = (D) - (@9
h

27 X. FENG R. BECKER y A. PROHL. “Finite element approximations of the Ericksen-Leslie
model for nematic liquid crystal flow”. En: SIAM Journal on Numerical Analysis 46 (2008),
pags. 1704-1731.

28 J. W. BARRET y J. F. BLOWEY. “Finite element approximation of a nonlinear cross-diffusion
population model”. En: Numerische Mathematik 98 (2004), pags. 195-221.
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= [Paso 3] Dado [w}, o} ', bl € X, x X, x X, encontrar o} € X, resolviendo,

paratodo o € X,

(0i0},0) + Dy(V-0},V - 7)+ Dy(rot oy, rot &) + po(oyy, o)

= n_n—1 = o ~
= (Vi) + (v} o) — o (o) (39)

n n—1
ap — ay

donde, en general, se denota d;a) = —Ar

y a; = méx{a,0} > 0.

Observacion 2.2 Observe que siwy, by > 0, entonces w}, ) > 0. De hecho, de @)
se tiene que

(w?L?w)h - (szoaw)h - (U)O,QD), Vw € Xun

y luego, tomando w = I;,([w?]_) € X, donde [w)] = min{w},0} <0, se llega a

!AMKWmVMX=@thﬁ}DSQ

lo que implica que I,([w)]_) = 0, y por lo tanto, w) > 0. Procediendo de mane-
ra analoga, tenemos que b > 0. El signo de o) no sera relevante en el andlisis

posterior.

2.2.3. Positividad y buen planteamiento.  En esta subseccién, se demuestra la
buena postura del esquema numérico definido en (37)-(39), asi como la propiedad
de no negatividad para las soluciones bioldgicas discretas wj' y b}. Especificamente,
se prueba que la solucion b} de es no negativa; mientras que esta propiedad
solo es valida para la solucion wj de enelcaso 5 = 0. En el caso general 5 # 0,
la no negatividad de wj' no esté clara. De ahora en adelante, se usara la notacion

a_ =min{a,0} <0.
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Lema 2.1 (Positividad de 07). Sea (b7!),.cn la sucesion definida por el esquema (38).

Sib;~! >0, entonces b} > 0.

Demostracion: Tomando b = I,,([b}]_) € &, en (38), se tiene

(0:b7, In([bR] )" + Dy (Vb VIn([b]-)) + po (b, Ln([07]-))" (40)
n h
~ Qo 1) = (s IR )

Observe que, teniendo en cuenta la definicién de (-, -)" (dada en (34)) el operador de
interpolacion nodal I,,, usando el hecho de que b} = I,,([b}]+) + In([b}]-), [w}]+ > 0,

y teniendo en cuenta que b} ' > 0y (1,(b))? < I,(b*) para todo b € C(L2), se obtiene:

6t TR = 57 [ IO = 7 [ T R x> (07
(@1)

ot -0 = o [ IR > a7 (42)
([wi]s b=t (b)) <0, (43)

y . )
i (%gz_l,fhabm)) = [ 1 (fﬁ%) dx < 0. (44)

Ademas, utilizando la Proposicion 2.5 de ¥ (aqui, es necesario utilizar que &, es
generado por elementos finitos P; y la triangulacion espacial constituida por simpli-
ces con angulos interiores no obtusos), se deduce que (VI,([b}]+), VI,([by]-)) > 0,
y entonces

Dy(Vby, VIn([bh]-)) = Dol[VIu([07]-) 1172 (45)

2 F GUILLEN-GONZALEZy J. V. GUTIERREZ-SANTACREU. “From a cell model with active motion
to a Hele-Shaw-like system: a numerical approach”. En: Numerische Mathematik 143 (2019),
pags. 107-137.
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Por lo tanto, de (40)-(45), se llega a

(é n Mo) 11a([Bh] )72 + Dol VIn([B3]-)[I72 < 0,

lo que implica que [b}}]- = 0, y por tanto, b > 0.

O

Lema 2.2 (Buena postura del esquema (37)-(39)). Dado [w; ', b}, o7 ] € &, x

X, x X, existe una unica [w}!, b}, o7l] € X,, x X, x X, solucion del esquema (37)-(39).

Demostracion: Teniendo en cuenta que (37)-(39) son sistemas algebraicos lineales,
basta con demostrar la unicidad. Primero, dado [w} ', 67!, o} 7] € X, x X, X X,
suponga que wy ,wy, € X, son dos posibles soluciones de (37); entonces, w; =
wy | — wy, , satisface

1

E(wg,u‘))h + Dy(Vw), Vo) + (wi, w)" = =\ i, o), Yo € X, (46)

de lo cual, tomando w = wj}' en (46) y usando la observacion 2.1 se cumple

1 n n n— n

(5 +1) Dokl + Dl Vs = 201 (i) <.

lo que implica que wy; = wj,. Similarmente, dado [w}, b ~'] € X, x X, si b}, by, €

A&}, son dos soluciones de (38), entonces definiendo by = by, — by ,, de se obtiene
1

(B3, B)" + Dy (T3, V) + o (b, )" = o (

bh

h
—n b)), VbeE A,
14! > ’

_ h
de lo cual, tomando b = b} y usando el hecho de que 1, (Hb;_l, (b;;)2> > 0, se
h

concluye que b}, = b".. Finalmente, dado [w?, o7, b7] € Xy x Xy x Xy, Sio? |, 07, €
h,1 h,2 hs%h h h1) Y h2
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X son dos soluciones de (39), entonces o}, = o} | — o}, , resuelve

1 n
E(UZ, o)+ Dy(V-0,,V-0)+ (rotoy,rota) + uo(oy,,6) = —u <(1—Z—ZZ)2’ 6') :

paratodo & € X,, ytomando & = o} y usando el hecho de que (# (aﬁ)2> >0,

se deduce que o} = 0.

Lema 2.3 (Positividad de v} en el caso 3 = 0). Asuma 3 =0en y sea (w),en

la sucesion definida por el esquema (37). Siw;~',b;~' > 0, entonces wy > 0.

Demostracién: Tomando w = I,,([w}]-) € X, en (37), se obtiene

(ewy, In([wh]-)" + D (Vwy, VIn([w}]-))

+FAwhby ™ In(fwp]-)" + (wi, In([wp] )" = (R, In(fwy]-))-

Luego, usando el hecho de que R, A\, w; ', b}~" > 0y procediendo analogamente
como en -(45), se deduce que wj > 0.

2.3. ESTIMACIONES UNIFORMES

En esta seccién, se obtienen estimaciones uniformes débiles y fuertes (indepen-
dientes de los parametros discretos [At, h|) para cualquier solucién del esquema
(B7)-(@9), las cuales se requieren para probar 6rdenes 6ptimos de convergencia.
Especificamente, se requiere demostrar que b}, w; estan uniformemente acotadas
en [=°(HY) N 2(WLS) y §,br, 5wi estdn acotadas en 1?(H') (ver estimaciones (95),
y mas adelante). Para ello se plantea la siguiente hipdtesis inductiva (cu-

ya validez sera verificada al final del analisis de convergencia): existe una constante
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K > 0, independiente de n, tal que
oy e < K, ¥Yn>1. (47)

Ademas, se introduce el operador (para una variable general z € X,) A7 : H'(Q) —
X, definido por
(Ajz,2) = (V2,VZ)+ (2,2), VzZe A, (48)

el cual satisface (ver % Lema 3.1)

||ZhHW1,6 < C||Azzh”Lz, Vz, € X,. (49)
Primero, se prueba el siguiente resultado preliminar en el que se obtienen estima-
ciones débiles para b} y wj.

Lema 2.4 (Estimaciones débiles uniformes para w) y b}). Asuma la hipdtesis
inductiva (47). Si [wy,b}] es cualquier solucion de (37)-(38), entonces [w}:, ;| estd

uniformemente acotada en (I°°(L*) N I2(H"))%.

Demostracion: Tomando w = wj' en (37), usando las desigualdades de Holder y

Young, y teniendo en cuenta la Observacion se tiene

SOllwhllze + 110wkl + Dol Verlze + lwpllze + MO (wh)?)" (50)

— n 1 n Dw n n—
= (R,w}) + DuB(oy ", Vup) < Sllwplfs + Z2IVwlie + CDLA s 7 + C.

Asi, teniendo en cuenta (47), definiendo ~,, := min{D,,, 1} y multiplicando por

30 M. A. RODRIGUEZ-BELLIDO F. GUILLEN-GONZALEZ y D. A. RUEDA-GOMEZ. “Study of a
chemo-repulsion model with quadratic production. Part II: analysis of an unconditionally energy-
stable fully discrete scheme”. En: Comput. Math. Appl 80 (2020), pags. 636-652.
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2At, se obtiene

w72 — lwp |72 + Atve||wplin < ALC,

de lo cual, sumando desde n = 1 hasta n = r se concluye que w; esta acotada en
[=°(L*) N {*(H'). De manera anéloga, tomando b = b} en (38), se deduce

5OllORIIZz + 0B 1172 + Dol VORI + pollBr 72

1 T h n 77— 7
+ < sz_17 (bh>2) = ([wy]+by, Lo,

de donde, usando la desigualdad de interpolacion (en 3D) [[ull.s < Cllull¥s|ullts

para todo u € H*(R2), y definiendo v, := min{ Dy, 1o}, se llega a

1 At n n— n
SOOI + - Nbi 5 + o llbillin < lllwilelleal0n e 0h 1o (51)

Vo i Vo i C o n
< Zloplzn + =2 1or I + —lop 17 lwi]l 22
2 4 ’}/b

Luego, multiplicando por At, sumando desde n = 1 hasta n = r, teniendo en
cuenta que w} esta acotada en [*~°(L?) y aplicando el Lema de Gronwall discreto, se
concluye que b} esté acotada en [*(L?) N I*(H').

O]

Ahora, se puede demostrar que b} esta acotada en norma [*°(H') N [>(W15); este

es el contenido del siguiente lema.

Lema 2.5 (Estimaciones fuertes uniformes para b})). Si b es cualquier solucion

de (38), entonces se cumplen las siguientes estimaciones uniformes

bR ll3 + AL abirl7. < C, Yn>1, (52)
m=1
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At Z 15 [351.6 < C, Vn > 1, (53)
m=1

donde la constante C' > 0 es independiente de n y [At, h].

Demostracion: Tomando b = §,b} € X, en (38), usando que < 1y recor-

143!
dando que v, = min{ Dy, 110}, Se deduce que

Aty

1051172 + < 0ullO7 I + —5 = 10Dh 17 < MlewpLlloa 187 e l0uz ez + pia 03112 160ty 22

< Sl6ebh 122 + ClIBRIZ + Cllwp 716~ IZs,

(54)

DN | —

y entonces, multiplicando por At, sumando desde n = 1 hasta n = r, teniendo
en cuenta que [b}, wy] estd acotada en [*(L?) x [?(H"'), y aplicando el Lema de Gron-
wall discreto, se deduce (52). Por otro lado, reescribiendo usando el operador
Ab (ver aplicado a la variable b), se obtiene

(3D, B)" + Dy(Ajb, b) = ([wils b~ b) — po (b, b)"

o2\ S
o (=B £ D). Vbe X,
Ml(l—l—bzl > + Dy (b, b) b

1
——— < 1,sellegaa

de lo cual, tomando b = A%b? € X, usando que T
h

n Db n n n n n—
Dy Aibill7e < SN ARB N7 + Cllobg 17 + ClIbEN + CllwplZallbh~ 17 (85)

Luego, multiplicando por 2At, sumando desde n = 1 hasta n = r, y usando el

Lema[2.4]y las estimaciones y (52), se concluye (53).
U

En segundo lugar, se prueba una estimacion débil adicional para o}, que es nece-

saria para demostrar estimaciones fuertes para wy.
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Lema 2.6 (Estimacion débil adicional para o}). Si o} es cualquier solucion de

(39), entonces o’} esta uniformemente acotada en I*(H").

Demostracion: Tomando & = o} en (39), se tiene

1 At . 1 .
01z + 510+l -+ (e (o)
< IVuRloalgls gl + o sl sl

fyb n C n n C n n—
< gllahllﬁp + —IVwpllZ=llbhl7s + —llwpllisllon 7. (56)
Vo Yo

Luego, multiplicando por At, sumando desde n = 1 hasta n = r, aplicando el
Lema de Gronwall discreto y teniendo en cuenta el Lema[2.4]y la estimacion (52),

se concluye la prueba.

O

Lema 2.7 (Estimaciones fuertes uniformes para w;}}). Siw; es cualquier solucion

de (37), entonces se cumplen las siguientes estimaciones

lwill3 + ALY lldawy'|72 < C, Yn> 1. (57)
m=1
At U)Z1 2 16 < O, Vn > 1, (58)
w
m=1

donde la constante C > 0 es independiente de n y [At, h.

Demostracion: Tomando w = §,w} € X, en (37), usando la Observacion , proce-

diendo andlogamente como en y recordando que v, = min{D,,, 1}, se obtiene
Aty

e

2
1 n n n— n—
< Sldwwpllze + Cllwpllze 107 1z + ClIVeR 7 + C,

n Yw n
l6whlIZ2 + <-Sellwpllz +
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lo cual implica que
LT Yo s n " - e
sllonilze + S-oullwplin < Cllwgllzalon [y + ClIVeR Mz +C. (59)

Por lo tanto, multiplicando por 2At, sumando desde n = 1 hasta n = r y usando

y los Lemas 2.412.6] se concluye (57). Por otro lado, reescribiendo usando
el operador Ay (ver (48), aplicado a la variable w), se obtiene para todo w € X,,,

(ewps, )" + Dy (Ajwy, @) =(R, @) = Nwpby ™", @)" + Dy (o™, V)

_\h _
- (wzaw) + Dw(wzaw)’
de lo cual, tomando w = A¥w} € X, se llega a
h *h

w, n Dw w, n n n
D || AR wi||7> < THAhwh”%Q + Cl|6wp]|7> + Cllwpll7 (60)

+ Cllwpl 2oy s + Cllog 7 + C.

Entonces, multiplicando por 2At, sumando desde n = 1 hasta n = r, y usando

los Lemas y las estimaciones y (57), se deduce (58).
0

Queda por obtener las acotaciones para 6,07 y 6wy en [*(H'). Para eso, se probara

el siguiente resultado preliminar correspondiente a una cota para d;07 en [%(L?).

Lema 2.8 (Estimaciones fuertes uniformes para 0}'). Si o} es cualquier solucion

de (39), entonces la siguiente estimacion se tiene
lohllin + ALY ool <€ Va1, (61)
m=1

donde la constante C' > 0 es independiente de n y [At, h].
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Demostracion: Tomando & = 6,07 en (39), y usando la norma equivalente definida
en (28), se obtiene

1AL
2
< [Vwpllez 0| 100\ 22 + llwp | pslloh ™ [ slloeay ||z + lohllzz 100 | 2

1803132+ 0|kl + =6l

A

1 n n 7 n n— n
SI0ahllze + CIVrlzllbh s + CllwpllZsllo ™ 7e + Clloqllzz,  (62)

luego, multiplicando por At y sumando desde n = 1 hastan = r, y usando los Lemas

2.7) se concluye (61).
]

Finalmente, terminamos esta seccién demostrando que 6,5}, §;w; estan acotados en

I>(H"), lo cual se establece en el siguiente resultado.

Lema 2.9 Sea [w},b}] cualquier solucion de (37)-(38). Existe una constante C' > 0

tal que si At < C, entonces se cumple la siguiente estimacion

1[0awh, 60311172 + At Y [Gwi, 6077 < C. Yn> 1, (63)

m=1

donde C > 0 es independiente de n y [At, h].

Demostracion: Denotando por @+t = !y 5! = 6,67+, y calculando la deri-
vada discreta en el tiempo de y (38), se deduce que @} *!y b7+! satisfacen

(6,0 ) '+ Doy (V™ Vo) 4+-(wp ™ @) = =A@y by +wpby, w)"+ D, B(6,;07, Vi),

(64)
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(031, 0)" + Dy(VEL, Vb) + pro (b, b)"

bt b — b — by ) '
(1+0 (1 +b}) ’
" ~ ~ h
b2+1 + bzilb;zwl — beZ 7 (65)
(1+or A+ 7 ’

n n n] In 1. :u
= (8u[wp o) + [wi] by, b) — Klt (

= (8[wp ] 0p + [thgZa b) — i (

para todo [@,b] € X, x X,. Tomando [w,b] = [@,b}*] € X, x &, en (64)-(65),
usando las desigualdades de Hélder y Young, teniendo en cuenta que [w}],, b} > 0

y

h__ <1 paratodo n > 0, se obtiene
14 by

—5t|| W e A 0w e+ IR I+ AR (@37))"

IN

||wh,||Loo||b”HL2||wZ“||L2 + Dol 00y |2l Vi 2

. c. . ~ CD? 32
|| +1HH1+,7_Hwh||%°°|’bh||%2+ -

w w

| /\

6o llZ2,  (66)

1.~ At ~ 1+t ~ "
_5 bn—H 2 i 5 bn+1 2 + bn+1 2 4 h 7 bn+1 2
SO e NS s+l s (g R

~ h
brb}
— (5. [T b 4 bn bn+1 h”h prtl
( t[ h ]+ h [wh]+ )+IM1 <<1+b21>(1 _i_bz)’ h )

IN

||bZ||L4||@ZH||L4||,5"+1||L2 + ||wZHL°°||ZZ||L2||,571+1||L2 + Ml||f5”||L2||,5n+1||L2

| /\

~n C n T ; T
H W A R 0 2 + Hb e+ — (HwhHLoo + )bl (67)
g T

w

Sumando y (67), multiplicando la expresién resultante por 2A¢, sumando desde
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m = 1 hasta m = n y usando que b} estd acotada en [*(H'), se llega a

n
3+ B 122+ A3 (@ 1 + ol 150 ) < Nk, B

m=1

00 Y (I e+ 2 + W BB s + W 2 ) + CAtlT s

m=1

(68)

Finalmente, necesitamos ver que |[@}, bj][|2. < C. De hecho, de (37)-(38), para todo

[w,b] € X, x X, se tiene que

(w0}, )" + AtD,(Vwi, Vo) +Dy(Vwl, Vo) + At(w,, w)" (69)

+(wy, )" = (R, @) = Mwyby, ©)" + DyB(ay, Vi),

(b} B)" + AtDy(Vbi, Vb) + Dy(VE, Vb) + Atpo(b), b)" (70)

_ _ pl \"
085 = (ol t6) — o (72575)

Entonces, considerando el operador general definido en (48) (aplicado a las varia-
bles w y b), se puede reescribir y como

(@h, ©)" + AtDy(ViTy, Vo) +Dy (A wh, @) — Dy (wy, @) + At(@), ©)" (71)

+(w), )" = (R, @) — Mwpb?, w)" + D,p(al), V),

(bL . 0)" + ALD,(Vb:, Vb) + Dy (A2, b) — Dy(b), b) (72)
~ _ _ plo \"
+u0(Atb}z+b27b)h = ([will]'i‘b?mb) — 1 —h07b )
1+5)

para todo [w,b] € X, x X,. Tomando [w,b] = [@},b}] € X, x X, en y
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respectivamente, y usando los Lemas 2.5, [2.7]y[2.8] se llega a

lwallze < CUlwhllZe + 1A WhIIZ + lwallF 03170 + loblli +1) < Ko,
(73)

10117 < CAIBRIZ: + 1ARBANZ2 + lwn 10115 + [103]172) < K.

Entonces, si 1 — CAt > 0, usando en y teniendo en cuenta nuevamente los
Lemas 2.7|y [2.8}, del Lema discreto de Gronwall se concluye (63).

2.4. ESTIMACIONES DE ERROR

En esta seccidn, el objetivo es obtener estimaciones de error éptimas para cual-
quier solucién [w}, o7, b7] del esquema (37)-(39) con respecto a una solucién su-
ficientemente regular [w,o,b] de (27). En este caso, para la aproximacién de la
condicioén inicial del esquema (37)-(39) y asumiendo una regularidad suficiente pa-
ra los datos iniciales wy, by (ver segunda parte del Teorema [1.1), consideraremos
[w?, B9] = [I,wo, Inbo]. Tenga en cuenta que, a partir de la definicion del operador de
interpolaciéon nodal 7, tenemos que si wy, by > 0 entonces w}, b > 0, y se cumple

la siguiente propiedad de interpolacién conocida
||lU() — [hw0||L2 + h||w0 — IthHHl S Ch2||w0||Hz (74)

Denotando los errores en el tiempo t = ¢, por el = w" —w}, el = o™ — o) Yy e} =

b" — by donde, en general, z" denota el valor de la solucion exacta = en el momento
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t., s sencillo deducir que [e", e, e7] satisface, para todo [w,a,b] € X, x X, X X},

(515637 U_)> + Dw(veg7 Vw) + (GZH w) = (7—37 'U_)) + <5twf?7 w)h - (5twlTLL7 U_))
- )\(wn(bn - bn_l)> @D) - )‘(e?vbz_la ’LD) - )\(wneg—17 YI)) + (wZ’ w)h - (wZa ’LTJ)

+ Mwpby ™t @) — Awpby ™ w) + Dy B((a" — o™t + et V), (75)

(0celk, )+ Dy(V - €,V - &) + Dy(rot e, rot &) + uole,, o) = (170, 0)

+(Verbl, a) + (Vuw'ey, a) + (w" (o™ —a™ 1), ) (76)
n n—1 — n n—1 =\ a" _ UZ =
Heba o)+ (e 0) — i (e~ )

(drep,b) + Dy(Vey, Vb) + puo(ey, b) = (737, b) + (3:by; + pobly, )" — (8:bj; + paob}, b)

+ ([ (" = 0"71),b) + (([w"]+ — [wh]e)b ™" 0) + ([w"] e ™, D) (77)
o \" oo b -
b) — b)— = b
““(Hbz—l’ ) ’“<1+bz—1’ ) “1<1+bn 1)

donde, en general, se usa la notacion 7" := §,z" — (0,2)". Ademas, se prueba el

siguiente resultado preliminar:

Lema 2.10 Sea [w},b}] € X, x X, cualquier solucion de (37)-(38); entonces las

siguientes estimaciones son validas

by )" = (b w)] < OBl B ool (78)
B A (B A T

R L _ _n < n 7

'(wab) <1+b’;1’b)‘—0h 05l 16 ol Bl (79)

donde C > 0 es independiente de [h, At,n].
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Demostracion: Utilizando la Proposicién 2.2 de 9, se obtiene

[(wibyy ™ w)" = (whby ™, w)] < JJwpby™ 0 — Ly (wybh ™ w)]| 1)

< 37 bt — Ity ) o [ 1

KeTh

<C Y BV (wiby ') || oo )/ 1. (80)

K€77L K

Usando que Vuw?, Vbi~! y Vw son constantes en cada K € T, se tiene que

IV2(whbh ™ ) | Loy < 2] Vwh Vb | e i) + 2] Vb~ Vb | o s

+ 2|y VB V| e
y por lo tanto, de se llega a

(b, @) — (wpbt ™, @)] < Cllll ey 3 HE / V[V

KeThn

O e 3 / Vg [Vi] + Cluflle S HE / i Val

KeTh KeTh
< Ch™ V2| Loy 2 Vwil L2 b 2107w
+ Clloy lwre@ [ Vwp | 2 [ V]| 20
+ Ch™ ' 2 {lwp || ooy IV ] L2y M2 [0 lws oy, (81)

lo que implica (78). La prueba de se sigue de manera anéloga.
0J

Ahora, se descomponen los errores totales en el tiempo inicial (n = 0) de la siguiente
manera

ed = (wo — Thwo) + (Ipwe — wo) = 92, + 5?0 = 02,, (82)

w

ey = (by — Inbo) + (Inbo — bYy) := 0y + & =6, (83)
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¢ = (00 = Re00) + (Reog — a7) =g + & = g, (84)

y, paran > 1,

en = (w" — Ryw") + (Rpw" —wy) := 00, + &, (85)
er = (0" —Ro0")+ (Roo" —0o}) =00 + &L, (86)
ey = (0" — Rpb™) + (Ryd" — byy) := 0 + &7, (87)

donde los operadores de interpolacién R.,, R, Yy R, se definieron en (29); entonces

se puede probar el siguiente resultado:

Teorema 2.1 Sea [w}, o, b!] cualquier solucién del esquema (37)-(39) y [w, o, b
una solucién suficientemente regular de (27). Existe una constante C' > 0 tal que si

AtC < % entonces se cumple la siguiente estimacion para los errores discretos
€0, €5 & iz + 1165, &5 & M2y < C(T) (AL + 12 + B, (88)

donde la constante C' > 0 es independiente de n y [At, h).

Demostracion: Usando (85)-(87) en (75)-(77), tomando [w,a,b] = [¢", &2, &7, te-
niendo en cuenta la definicién de los operadores R, R, ¥ R, dada en (29), y

agrupando convenientemente, se tiene (recuerde que 7, = min{D,,1} y 7 =
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min{Db7 MO})

%&H&Hia + %H(Std},ué +yull€allEn + A / Oy (E)? dx = (7, 60) — (8, €3)
+ M wpbh €)= Nwpbh ™ €0) + (dawp, €5)" — (Siwp, €5) + (w), €5)"
— (W, &) = Mw" (B = b"71), 60) = AObr T €)= Aw" 5”)
= Mw"§ ™€) + DuB((0" — ") + (0571 + €71, VE,) = ka,

(89)

1 At
FOlEaNZe + 1051172 + el lan = (75,65) — (685, £5) + (B V03, €5)

+ (0RVEL, 65) + (Vw"by, &) + (Vw"e, &)

(0" o), € + (o™ &) + <e"a"*1,£z>+<w”egfl,£z>

Crn

e &)~ (g — e ) = Z (90)

1 n ZXt n n n n n n n n
5@”51) 122 + 7“516513 122 + Wl & in = (700 — 803, &) + (6:bj + pobly, &))"
— (6:by; + pobyy, &) + ([w"] 4 (0" = 0" 1), &) + (([w"] 4 — [wil4)br ', &)

by "
+ (w6871 + (w107 &) + (#,g{])
by b
— (anp&) (an—anl, ) ZJ (91)

Usando las desigualdades de Hélder y Young y (30), se controlan algunos términos

en el lado derecho de de la siguiente manera

. CAt
< Jellealin + =

n (7 n tn
I < —Hf i+ — it I / 10w () I Eaydt,  (92)
tn—1
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Ch*

I < [IE51 2 |(Z = Ru)dw"|| 2 < %IKSII?{I + Mlléwnllﬁp
. Cht [t
Tellaln 4 [ ool (99
—1
13
I < Ml s lénles (o™ = 0" oz + 16 Moz + 165 122)
k=9
HIE MO 22105 s + DuwBlle™ — " Hlzz + DuBllEg |2 + DuwBll05 |1 2)
oo L e e CDLB | e
< 16||§ i+ —— 5 —— "2 (I0" = 0" T + 116 172 + A" ) + ——— &5 1z
OAz n— n D%v/Bz n n— T n—
+7_h4Hb sl 7 + (lo” = o™ |72 + h*" o 1H?p+1)- (94)
Ademas, usando y (78), se obtiene
8
> Ik < ORIl (18cwq | + Nwpllis + Mllwp [l [0 lwo)
k=3
n Ch’4 2 n—1
< 16||£ 7 + 5 ——(llowwp Ty + Nyl + N [lwp 1 105~ y6)- (95)

Ahora, procediendo de manera analoga, se acota el lado derecho en de la

siguiente manera: usando y (30), se tiene que

Ko ke < 21l + S [ (a0l + L 1000l a9
tn—1
Ky + Ky < I lwnsll€allm 19202 + W lo 19 €n 2l s (97)

Yo i en Yw || ¢n Ch4 n— n n— n
< §||5a||3{1+z||€ ||H1+7”b el 172 + _b”bh Iz llEaze,
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11
Y K< IVl l€alloo (165122 + 16 1122) + e usllo™ — ol zall€ s
1=5

HIE e llo™ Hlza(llenllze + 105 122) + llwpllza (165 122 + 1105 ]]22)) (98)

gl!éa!\?{ﬂr%HVw s (15 12 + Ao H?{z)Jr%Hw [Zslle™ — o 12

O n— n n C n n— r n—
+%HU HZs(lenlze + ht{lw HipH%HwhHiB(H&a Nz + B2 o).

1
(1+0m)2 <ly TET ORI AE < 1, se obtiene

_ 05 + & o o 200 + (0p)% — 20" — (0")*
K12 - lul ((1 + bz)Q?fo’) Hl (0- (1 _|_ bn)?( + bn)Q 75‘7

Ademas, teniendo en cuenta que

Vo en n Cﬂ r n C n n
< g lI&G Iz + mllE Iz + " LR o s+ " o7 (1€ 172 + RHI6" [172)

+?1||0' 26 116" + bRllZs (€5 172 + A 16" [[772)- (99)

De manera similar, se acotan los términos J; en de la siguiente manera: Usando
las desigualdades de Hélder y Young, (30), (36), (79) y teniendo en cuenta que

1 )
1 < 1, se tiene
Y avmare S

— <
1+ by

Vo | eny(2 c [ 2 ht 2
5= 21 + 5 [ | A0y + 00O 4t (100)

Jot s+ s+ Jy < Chzllfﬁl!m(H@b"IIHl 10 ez + pallO Nz 105 lwes) — (101)
C ! T T T n—
||€b||H1 +7(|l5tb Wl + 10511 + 1R 107 (re)
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7
> e < N s (e s (6™ = gz + 116 e + 165 112))
k=4

1 s (105 s (1€ e + 16820122))

Vb en ¢ n n n— n— n—
< g I& Ml + ~lw 75 (0™ = b 1Z2 + 1165 172 + A0 [F2)

c n— n n
+ %th Nz (I€RNZ2 + R w1 72), (102)

on + gn (bn—l _ bn—l) + (bn—l _ bn)
J — _ b b 7 n) . (bn h 7 n
10 M1 (1"‘521 & H1 (1+b")(1—|—b271) b

’yb n n C 2
< g I&lE + &z + %h“Hb 72 (103)

C 7 n— n— n n—
+ %Ilb 7 (16~ 172 + AHIO" 7 32 + (10" = 0" 1Z2).
Por otro lado, se tiene la siguiente estimacion clasica

ALY =" o =017 < CAD[0ub, 0uo] (722 +C(AD? || [01b, Do ]|[72(12)-
n=1
(104)

Entonces, usando (92)-(104) en (89)-(91), sumando las expresiones resultantes,
multiplicando por At, sumando desde k£ = 1 hasta k£ = n, teniendo en cuenta que

b~ > 0, usando los Lemas 2.5 [2.7]y[2.9] y recordando que [¢0, &0, €3] = [0,0,0], se
llega a

& Ealllze + Aty (%II&ZII?p + &7 + %H&’i\l%) < Ci((A)* + (At))
k=1

+C (A + 0V + Caae Yy e 67 6 I + Cutl[En, & €5117--(105)
k=1

Por lo tanto, si At es lo suficientemente pequefio como para que 5 — C4At > 0,
aplicando el Lema de Gronwall discreto a (105), se concluye (88).
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Como consecuencia del Teorema [2.1]y (30), se tiene el siguiente resultado:

Corolario 2.1 Bajo las hipdtesis del Teorema(2.1| las siguientes estimaciones para

los errores totales son validas
len, e enlllie(r2) < C(At +méx{h® h"*'}),
e €5 enllliq < C(AL+miax{h, h'}).

2.5. SIMULACIONES NUMERICAS

En esta seccion, se presentan algunos experimentos numéricos con el fin de ilus-
trar el buen comportamiento del esquema definido en (37)-(39), asi como validar
algunos resultados tedricos presentados en las secciones anteriores. Se muestran
dos experimentos numéricos: en el primer experimento se verifica que el esquema
propuesto en (37)-(39) proporciona una buena aproximacién de la evolucién de la
vegetacién en ambientes aridos, en los que es evidente la formacién de patrones de
Turing; vy, en el segundo experimento, se valida numéricamente el orden de conver-
gencia probado en las estimaciones de error. Se consideran los espacios X, X, Yy
A, generados por elementos finitos P; continuos. Todos los resultados numéricos se

obtuvieron utilizando el software Freefem++.

Experimento 1. Dinamica y formacion de patrones de vegetacién: Para ilustrar la di-

namica de la formacién de patrones de vegetacidén en un ecosistema éarido, se con-
sider6 el dominio rectangular Q@ = (0,100) x (0,100) C R?, y los siguientes datos

iniciales (simulando una regién semiarida)

R—\/R? — 42
B L6y bolay) =

2 R— \/R? — 4y

wo(x,y) =
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donde ¢&; (i = 1,2) son términos pequenos de perturbacion aleatoria. Se tomaron los
parametros D, = 10, D, = 0.2, R = 14, o = 5, 11 = 5.2y A = 0.2. Ademas, se
consideraron los pardmetros discretos At = 0.001 y ~ = 1/100. A continuacion se
muestra el comportamiento del esquema agua-planta definido en (37)-(39) tomando

los resultados de las simulaciones para los tiempos ¢ = 0, 5, 10.

D] AR Ty I
iy A {E }:/l.
(AR R (. AR /
(a) Condicion inicial para la (b) Transicion de formacion (c) Formacién de patrones
biomasaent =0 de patrones de biomasa en de biomasaent =10
t=25

Figura 2. Comportamiento de la densidad de vegetacion discreta b}, considerando

B =0.

En la Figura [2 se muestra la evolucién temporal de la dindmica de la vegetacion,
evidenciando la formacién de franjas de vegetacidén en el ecosistema en el caso
en que la difusion no es inducida por las raices en la zona vadosa. La zona ma-
rrdn corresponde a la zona arida, mientras que la verde corresponde a la zona con

vegetacion.

En la Figura[3|se muestra la formacién de patrones de Turing en forma de parches de
vegetacion distribuidos a lo largo del respectivo dominio, inducidos por la difusividad

hidraulica debida a la succidén de agua por las raices.

Experimento 2 (Tasas de convergencia): El objetivo de este experimento es validar

numéricamente las tasas de convergencia obtenidas teéricamente. En este experi-
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(a) Condicion inicial para la (b) Transicion de formacién (c) Formacién de patrones
biomasaent =0 de patrones de biomasa en de biomasaent =10

t=2>5

Figura 3. Comportamiento de la densidad de vegetacion discreta b}, considerando
B = 0.04.

mento se considerd 2 = (0,1) x (0, 1), y la siguiente solucién exacta:
w = e '((cos(2mz) + cos(2my) +3), b= e *(cos(2rx) + sin(2wy) — 2wy + 9),

o = Vb= 2ne ! [—sin(2nz), cos(2my) — 1],

y todos los parametros en (37)-(39) se tomaron iguales a 1. Note que d,w = 9,b =0
sobre 0). Ademas, se consider6 una particion uniforme con k + 1 nodos en cada
direccién (ejes = e y). En las Tablas [TH2] se muestran los resultados numéricos rela-
cionados con las tasas de convergencia en el espacio, para un paso de tiempo fijo
At =1 x 10~* y con respecto al tiempo final 7" = 1. Se obtuvieron tasas de conver-
gencia 6ptimas en el espacio, es decir, de segundo orden para los errores totales
e’ y er en la norma [>°(L?), y de primer orden para la norma [?(H'), lo que esta de

acuerdo con el analisis teorico realizado.
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kxk [ [lw(t,) — wili=z | Orden [ w(t,) — williz) | Orden
15 x 15 | 2.743478 x 102 - 5.011149 x 10T -
20 x 20 | 1.553825 x 10~2 | 1.9762 | 3.752221 x 10~ T | 1.0057
25 x 25 | 9.961345 x 102 | 1.9924 | 2.999719 x 10~ © | 1.0031
30 x 30 | 6.912759 x 10~° | 2.0038 | 2.498925 x 10T | 1.0018
35x35 | 5.068188 x 103 | 2.0135 | 2.141543 x 10~ [ 1.0012

Tabla 1. Tasas de convergencia en espacio para w.
kxk ||b(tn) — bZHlOC(LQ) Orden ||b(t") — bZHP(Hl) Orden

15 x 15 | 2.099720 x 10~2 - 4.975529 x 101 -

20 x 20 | 1.184016 x 102 | 1.9914 | 3.737976 x 10~ 1 | 0.9941

25 x 25 | 7.555810 x 10~° | 2.0130 | 2.992805 x 10~ | 0.9964

30 x 30 | 5.217789 x 10~2 | 2.0307 | 2.495130 x 10-* | 0.9975

35 x 35 | 3.805950 x 10~° | 2.0468 | 2.139278 x 10~ | 0.9982

Tabla 2. Tasas de convergencia en espacio para b.

Por otro lado, algunos resultados numéricos de las tasas de convergencia en el tiem-
po se muestran en las Tablas para h = 1/600 (es decir, m = 600 nodos en el
espacio en cada direccion), con respecto al tiempo final 7' = 1. Se obtiene conver-

gencia de primer orden en el tiempo para todas las variables en las normas (°°(L?)

y [?(H"), lo cual concuerda con el analisis teérico realizado.

At [w(tn) — wplliee(r2) | Orden [ Jw(tn) — w2y | Orden
2.777T778 x 102 1.001050 x 10~ T - 1.577906 x 10~ T -
2.380952 x 1072 | 8.681876 x 102 | 0.9237 | 1.360717 x 10-* | 0.9607
2.083333 x 1072 | 7.667032 x 10~2 | 0.9309 | 1.196670 x 10~ | 0.9621
1.851852 x 102 6.863963 x 10~2 0.9394 | 1.068422 x 10~ | 0.9624
1.666667 x 10~2 | 6.212799 x 10~2 | 0.9460 | 9.654419 x 10~2 | 0.9620

Tabla 3. Tasas de convergencia en tiempo para w.
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At Ib(t,) — b’zHloo(lﬂ) Orden | ||b(t,) — bZle(Hl) Orden
2.777778 x 1072 | 1.381839 x 107! - 1.344131 x 10~ T -
2.380952 x 1072 | 1.195990 x 10~' | 0.9370 | 1.162386 x 10~! | 0.9424
2.083333 x 1072 | 1.054264 x 10~ T | 0.9446 | 1.024592 x 10~T | 0.9449
1.851852 x 1072 | 9.426013 x 10~2 | 0.9505 | 9.165691 x 10~2 | 0.9459
1.666667 x 10~2 | 8.523453 x 10~2 | 0.9553 | 8.296489 x 10~2 | 0.9457
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3. APROXIMACION NUMERICA DEL MODELO DE VEGETACION
MULTIESPECIES

En este capitulo, se propone y se analiza un esquema numérico para aproximar las
soluciones débiles del modelo (4), donde interactian dos especies de plantas en
un ecosistema arido. Se plantea un esquema numérico basado en el método de los
elementos finitos, para el cual se analiza su buen planteamiento, y la no negatividad
de las variables discretas correspondientes a la densidad de agua y las densidades
de biomasa vegetal. Ademas, se presentan simulaciones numéricas que evidencian

el buen comportamiento del esquema y la formacién de patrones de Turing.

3.1. ESQUEMA NUMERICO

Para definir el esquema numérico usando el método de los elementos finitos, se

considera la siguiente formulacién débil del modelo (4):

(8tu1, 1_61>+(VU1, Vﬂl)—i-Bl(ul, ﬂl) = (wul(ul + HUQ), Z_Ll) — S(u1u2, Z_Ll),
(5’tu2, ﬂg>+D(VU2, Vﬂ2)+BQ(U2, 77/2) :G(wu2(u1 + HU2), ﬂg), (1 06)
(Oyw,w) + d(Vw, V) + (w, w) = (A, w) — (w(uy + u2)(u1 + Hus), ),

para todo [y, us, w] € HY(Q) x H'(Q) x H'(2). La discretizacién temporal y espacial
se asume como en el esquema (37)-(39); pero en este caso, definimos los espacios

Xy, Xuy Y X, para las variables uy p,, usj, Y wy, COMO:

Xy ={w € C(Q): w|, €Py VK € T} C H(Q),
X, = {u € C(Q) : wo|, € Py VK € T} C H'(Q),
X, ={weC(Q): wgeP, VK € T} C H'().
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Observacion 3.1 Al igual que en el esquema (37)-(39), /a definicién de los anterio-
res espacios es mediante polinomios lineales en cada elemento, y el uso del ope-
rador mass lumping en el esquema (107)-(109), serdn necesarios para obtener una
formulacion adecuada con el fin de demostrar la no negatividad de las soluciones

discretas (ver Lema|[3.1).

3.1.1. Definicion del esquema numérico.  Teniendo en cuenta la formulacion
débil (106) y la definicion del operador Q" dada en (35) (en este caso, para la variable
general z = uy, us, w), S€ considera el siguiente esquema numérico de primer orden
en el tiempo, lineal y desacoplado:

= Inicializacion: Sea [uf ), u) ;,, w)] = [Qf w10, QL Uz0, Qlhwo] € Xy X Xy X Xy

= [Paso 1] Dado [u} ', u} !, wy '] € X, x X, x X,, encontrar v, € X,, resol-

viendo, para todo u; € X,,,

(Geul p, wn)" + (Vul'y, Vig) + B (uf ), u1)" (107)

= (wh ™y () + Hugy), i) = Sugugy' m)"

» [Paso 2] Dado [u?’h,u’;;l,wﬁ_l] € Xy, x Xy, X &, encontrar uy, € X,, resol-

viendo, para todo u, € X,,,

(¢t s 2)" + D(Vuy,, Vi) + Ba(usyy, )" = Glwy "y (ug, + Hujyb), o).
(108)

= [Paso 3] Dado [uf,, u3 , wy ' € X, x X, x X, encontrar w}! € X,, resolviendo,

para todo w € X,

(G, ©)" +d(Vu, Vo) + (], @) = (A, ) — (w (4}, + )+ ), )"
(109)
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El esquema numérico definido en (107)-(109) esta bien puesto y preserva la positi-

vidad de todas las variables. Este es el contenido de los siguientes lemas.

Lema 3.1 (Positividad para u},, uy, y wp). Sea ([uf,,us,, wp]), _, /a sucesion
definida por el esquema (107)-(109). Si u})", uy,', wp~™' > 0, entonces uf,, u3,,

wy > 0.
Demostracion: Tomando u;, = I,,([u},]-) € X, en (107), se tiene que

(Ot p In ([ 1)) + (Vi VIn([ug ] -)) + Bu(uf p, ([ ] -)" (110)

= (wy~ 1u?h1(u1h +HU )[h<[u7ll,h]*)) S(“m“m 7Ih([u1h] ))h

A partir de la definicion del operador de interpolacién nodal 7, el semiproducto in-
terno (-,-)" (dado en (34)), usando el hecho que u{;,' > 0y (I)(u1))* < I,(uf) para

todo u; € C(Q), se obtiene que

(Gt T[] ) = Alt [t ix = 57 [ ) i

> AtH["<[ ] (111)

Ademas, recordando que u?, = I,([uf,]+) + In([u},]-), y usando la Proposicion 2.5
dese deduce que (VI ([uf,]+), VIn([ut,]-)) > 0,y por lo tanto,

(Vaiy, VIn([uf)] ) > IV In([uf 1] )17 (112)
Entonces, usando el hecho de que w;, ™", u3 ", By, H,S > 0, se tiene

By(uf , In([u}]-))" = By /Q ([} p]-))dx > B[l In([uf p]-)lI72 (113)

(wh ™ty (uyy, + Hugy'), In([uf)-)) <0, (114)
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S(U1hu2h 7Ih([u1h = _S/Ih U2h U1, 7) ) <0. (115)

Por lo tanto, de (110)-(115), se llega a

1
(2 + ) Il s + IV I8 <o

lo que implica que [uf},]- = 0,y por tanto, u}, > 0. Tomando, 1y = I,([u},]-) € X,
en ), desarollando de manera analoga como en (110)-(115) y teniendo en cuen-
ta G( h lughl(u?,h +HU§,;1)a]h([U721,h]—)) < 0 (puesto que U?,haughlvwh ' By, G, H >
0), se concluye que u3, > 0. Finalmente, tomando w = I,([w},]-) € &,, en se

tiene que

(wpy, In([wh] )" + d(Vawy, VI([wy]-)) + (wh, I([wy]-)" (116)

= (A, In([wp]-)) = (wp(u ), +ug) (uiy, + Hug,,), In(fwy]-)".

Note que, (wy, I ([wf] )" = [ In(([wf]-)?)dx > ||I,([w}]-)]2.. Asi, similar a lo ar-
gumentado en (111)-(112), usando el hecho que A, H, d, ut ,, uy , wy' >0y

(wy (uyy, + us p,) (U, + Hug ), In([wp]-)"

= [ I+ )+ Hug) (o) F)x >
de (116) se sigue que
1
(5 +1) Ik + AV Rl <o

lo cual implica que w; > 0.

O

Lema 3.2 (Buena postura del esquema (107)-(109)). Dado [uf,', uj,' wi™'] €
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Xy X Xy X Xy, €XISte una unica [u'f ,, uy j,, wi] € Xy, X Xy, x Xy, SOlUCiON del esquema

(107)-(109).

Demostracion: Dado que (107)-(T09) son esquemas lineales, para mostrar que
existe una unica solucion [uf ,, uy ,, wp] € X,, x X, x X,, de (107)-(109), es suficien-
te probar la unicidad. Se probara inicialmente la unicidad para u7,. Considerando
[uy ' usy wh ] € Xy, x X, X X, suponga que existen uf, ,,uf,, € X,, dos posi-
bles soluciones de (107). Denotando por uf, = uf, , — uf,,, y tomando la diferencia
entre las dos ecuaciones resultantes de satisfechas por uy, ,, y uj,, respecti-

vamente, se obtiene

1
E(ufh,al)h + (Vuly, Vi) + By (uf ), u)" = =S(usy ufy, )", Vg € Xy, (117)

de lo cual, tomando u, = u7,, en (117) y usando la observacion , se deduce que

1 n n n— n
(2 + ) bl + IVl = (' () <0,

lo que implica que uy, , = ul,,. De manera analoga, conociendo la existencia y
unicidad de un uj, € &,,, se muestra la unicidad de u3, € &, solucion de (108).
En efecto, si u3, , y u3,, son dos posibles soluciones de (108), tomando uy, =

uy, 5, — uy, ), S tiene que uy , satisface

1
A—t(u;h,ﬂg)h + D(Vuy,, Vig) + Bg(u;ﬁh,ag)h =0, Yy € &,,, (118)

luego, tomando u, = u3,, en (118), se obtiene que
1 n 2 n 2
g T P2 ) luzpllze + D[ Vug, 7. =0,

concluyendo asi que uj,, = 0;luego, uj, , = u, ,. Finalmente, dado [uf,, u} ,, w; '] €
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Xy X Xy X Xy, st wi,, y wy,, son dos posibles soluciones de (109), tomando wj; =

wy, —wy,, se tiene que wy satisface

1

E(wz, w)h + d(Vwy, Vo) + (wy, w)h (119)

= —(wp (uy, +uyp,)(uf ), + Husg ), w)", YV € X,.

Tomando w = wy, en (119) y teniendo en cuenta que ((u} ,+u5 ) (uf ,+Hus ), (wi)?*)"

> 0, se concluye que wY, = wy,.

3.2. SIMULACIONES NUMERICAS

En esta seccion, se verifica que el esquema definido en (107)-(109) que describe
la interaccién multiespecies, presenta una buena aproximacion del desarrollo y la
evolucion de la vegetacion. Se consideran los espacios &,,, X,, y X, generados
por elementos finitos P; continuos. Todos los resultados numeéricos se obtuvieron
utilizando el software Freefem++.

Para ilustrar la dinamica de la formacién de patrones en el modelo de vegetacion
multiespecies, se considerd el dominio rectangular 2 = (0,200) x (0,200) C R?, y los

siguientes datos iniciales (simulando una regién semidarida):

A— /A2 —4B? A—\/A? —4B2

2 2

uo(x,y) = +&,  ux(r,y) = + &2,

+ &3,

wO(xv y) = 2Iu0
A— /A2 —4B?
donde ¢; (i = 1,2,3) son términos pequefios de perturbacion aleatoria. Se tomaron
los parametros D = 0.802, d = 500, A = 1.5, H = 0.802, G = 0.802, By = 0.3611,

By = 045y S = 0.0002. Ademas, se consideraron los parametros discretos At =
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0.01 y h = 1/100. A continuacién se muestra el comportamiento del esquema de
vegetacidon multiespecies (107)-(109) tomando los resultados de las simulaciones

para los tiempos ¢ = 0,1, 5. En las Figuras[4]y 5 se muestra la evolucién temporal de

) Condicion inicial para la ) Transicion de formacion ) Formacion de patrones
blomasa ent=0 de patrones de biomasa en de biomasaent=5
t=1

Figura 4. Comportamiento de la densidad de vegetacion discreta u ,.

) Condici6n inicial para la ) Transicion de formacion ) Formacion de patrones
blomasa ent=0 de patrones de biomasa en de biomasaent=5
t=1

Figura 5. Comportamiento de la densidad de vegetacion discreta us .

la dindmica de la vegetacién multiespecies, evidenciando la formacion de patrones
de Turing en forma de parches de vegetacién en el ecosistema. Se observa un
estado de estabilidad para ambas especies en el que coexisten, ya sea en una

configuracién estampada o uniformemente en el espacio.
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4. CONCLUSIONES

A partir de los resultados obtenidos en el presente trabajo, se tienen las siguientes

conclusiones:

= Se realiz6 un estudio tedrico y numeérico de sistemas de EDP acoplados no
lineales que describen la evolucidén de especies vegetales sujetas a una fuente

hidrica, en ambientes aridos.

= Se analiz6 la existencia de soluciones blandas globales en el tiempo para el
modelo agua-planta (3), considerando una clase de datos iniciales, en espacios
LP(Q).

= Se diseid un esquema completamente discreto para la aproximacion de las
soluciones del modelo agua-planta (3), usando los métodos de diferencias fini-
tas en tiempo y elementos finitos en espacio, considerando un sistema de EDP
equivalente. Se probé el buen planteamiento del esquema numérico, la positi-
vidad de las variables discretas, y algunas estimaciones uniformes, en normas
débiles y fuertes, para las variables discretas (independientes de los parame-
tros discretos). Asi mismo, se realiz6 el correspondiente analisis de convergen-
cia hacia soluciones regulares del problema continuo bajo estudio, probando

estimaciones de error éptimas en tiempo y en espacio.

= Se disend un esquema completamente discreto para la aproximacion de las
soluciones del modelo multiespecies (4), usando también los métodos de di-
ferencias finitas en tiempo y elementos finitos en espacio. Se probd el buen
planteamiento del esquema numérico y la positividad de las variables discre-

tas.

m Se presentaron los resultados de tres experimentos numéricos realizados para
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validar el buen comportamiento de los esquemas numéricos estudiados, los
cuales incluyen la captura de la formacién de patrones de Turing y la validacion

numérica de érdenes de convergencia.
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