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RESUMEN

TITULO: CONTINUOS DEBILMENTE UNICOHERENTES"
AUTOR: MAYER YULIAN PALACIOS ARENAS™

PALABRAS CLAVES : Continuo, continuo unicoherente, hereditariamente unicoherente, dé-
bilmente unicoherente, hereditariamente débilmente unicoherente.

DESCRIPCION:

La teoria de continuos estudia los espacios métricos, compactos, conexos y no vacios llama-
dos continuos; el estudio de los continuos, se concentra en identificar propiedades importantes
en ellos, un ejemplo es la unicoherencia débil en continuos. Un continuo es débilmente uni-
coherente, si al ver el espacio como la unién de dos subcontinuos, cuya interseccion tiene
interior no vacio, se tiene que la interseccién de los dos subcontinuos es conexa. Un arco y
una 2-celda son continuos débilmente unicoherentes, mientras una curva cerrada simple no
lo es.

Este trabajo se desarrolla de la siguiente manera: el primero consiste en la revisién de concep-
tos generales de topologia y teoria de continuos, ademas de las herramientas basicas para
la construccidén de continuos como la interseccién anidada de continuos y limites inversos de
continuos; finalmente, se revisa algunas propiedades de continuos irreducibles, indescompo-
nibles, unicoherentes y s-conexos.

El segundo capitulo profundiza sobre los continuos débilmente unicoherentes y hereditaria-
mentes débilmente unicoherentes, se muestran ejemplos y propiedades; asi mismo, se vera
su relacion con la unicoherencia y la unicoherencia hereditaria respectivamente.
Posteriormente, en el tercer capitulo se estudia las funciones monétonas, casimonétonas,
cuasimonétonas, fuertemente libremente descomponibles y libremente descomponibles y se
muestran las relaciones entre dichas funciones. Dado que las funciones continuas y abiertas
no preservan unicoherencia débil, se estudia la imagen de continuos débilmente unicoheren-
tes a través de las funciones definidas en el Tercer Capitulo y se muestra cuales de estas
funciones preservan unicoherencia débil. Ademas, se estudia la relacién entre las funciones
fuertemente libremente descomponibles y las funciones casimonoétonas, cuando el dominio
es un continuo que satisface ciertas propiedades.

* . . . ..
Trabajo de investigaciéon
“Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas.
Director: PhD. Javier Enrique Camargo Garcia.



ABSTRACT
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TITLE: WEAKLY UNICOHERENT CONTINUA
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AUTHOR: MAYER YULIAN PALACIOS ARENAS

KEYWORDS: Continuum, unicoherent continuum, hereditarily unicoherent, weakly unicohe-
rent, hereditarily weakly unicoherent.

DESCRIPTION:

The continuum theory study the spaces nonempty compacts, connected and metric named
continuum; the study of the continua, is concentrated to identify important properties, how uni-
coherence weakly at continuum. A continuum is called weakly unicoherent, if the space see it
how the union of two subcontinua such that intersection of the two subcontinua have nonem-
pty interior, then intersection of the two subcontinua is connected. An arc and an 2-cell are
continuum weakly unicoherents, while simple closed curve isn't it.

This monograph is developed of the following way: on the first some topological general and of
theory continuum concepts are reviewed, also the construction of continuum are shown via the
nested intersection on continua and inverse limits of continua; finally, in this chapter we review
some properties of continua irreducible, indescomposable, unicoherents and s-connected.
On the second chapter explores over the weakly unicoherent continua and hereditarily weakly
unicoherent, we introducing some examples and properties; also we will see your relationship
with the unicoherence and unicoherence hereditary.

Subsequently, on the third chapter, we study almost monotone function, quasi-monotone fun-
ction, strongly freely decomposable function y freely decomposable function and some rela-
tionships between these kinds of functions. Since that the weakly unicoherence isn’t preserved
by functions continuous and opens, we study the images of weakly unicoherent continua th-
rough the functions defined in Chapter 3 and it is shown which of those functions preserve
weakly unicoherent continuum. Also, we study the relationship between strongly freely decom-
posable function and almost monotone function, when the domain is a continuum that satisfies
certain properties.

*okok
Research work

“*Faculty of Sciences. School of Mathematics.

Director: PhD. Javier Enrique Camargo Garcia.



INTRODUCCION

Un continuo es un espacio metrizable, compacto y conexo diferente del vacio. En
topologia, particularmente en teorfa de continuos, es importante definir y estudiar
propiedades topologicas de manera local o global, que nos permitan describir,
clasificar o caracterizar espacios. En el desarrollo historico de la topologia se
han definido muchas propiedades que nos permiten describir espacios de manera
diferente pero equivalentes.

En 1926, el profesor K. Kuratowski define unicoherencia de la siguiente manera:
un espacio topologico conexo X se dice unicoherente, siempre que para cualesquie-
ra dos conexos cerrados Ay B de X, tales que X = AU B, se tiene que AN B es
conexo. Naturalmente, la recta real o cualquier intervalo son ejemplos de espacios
unicoherentes. Particularmente, en teoria de continuos, el arco [0, 1], un producto
[0,1]%, donde « es a lo mas numerable, o cualquier arbol, son ejemplos de con-
tinuos unicoherentes. Intuitivamente, la unicoherencia se asocia a identificar un
“hueco” en el espacio. La circunferencia unitaria en el plano complejo C denota-
da por S, o el toro S* x S! son ejemplos de continuos no unicoherentes donde
podemos imaginar y aceptar la existencia de tal “hueco”. Desde la definicién de
Kuratowski, existen muchos trabajos de investigacion relacionados con este con-
cepto. Por ejemplo, investigadores con incuestionable influencia en el desarrollo
de las matematicas como K. Borsuk, S. Eilenberg, A. H. Stone, o Kuratowski,
usaron en sus trabajos la unicoherencia. En [3|, K. Borsuk introdujo su teoria de
formas donde estudié y asoci6 el uso de funciones continuas en la circunferencia
S1 con la unicoherencia en continuos, y fue ampliamente desarrollado por S. Ei-
lenberg en sus trabajos [10] y [11]. Por otro lado A. H. Stone, en [29], se dedico a
estudiar las propiedades de los espacios unicoherentes y localmente conexos. Pos-
teriormente los autores en [13| ampliaron los estudios de unicoherencia realizados
por Eilenberg y Stone.

Por otra parte, G. R. Gordh y C. B. Hughes en [14], introdujeron las funcio-
nes libremente descomponibles y fuertemente libremente descomponibles para
estudiar la invarianza de la conexidad local en limites inversos, propiedad que
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satisfacen las funciones monotonas. Posteriormente en [5], se amplia el estudio de
estas clases de funciones. Entre las propiedades presentadas por G. R. Gorth y C.
B. Hughes esté, que cada funcién fuertemente libremente descomponible de un
continuo unicoherente sobre un localmente conexo es monétona. En [5, Teorema
4.2|, los autores establecen que toda funcion fuertemente libremente descomponi-
ble definida en un continuo unicoherente es casimonétona. Con esta afirmacion,
es natural tratar de caracterizar la siguiente familia de continuos:

F = {X continuo : Toda funcion f: X — Y fuertemente

libremente descomponible es casimonétonat.

Note que todo continuo unicoherente esta en F, por [5, Teorema 4.2]. En [6], se
define la nocién de unicoherencia débil de la siguiente manera: Un continuo X se
dice débilmente unicoherente si para cualesquiera subcontinuos A y B de X tales
que X = AUB y Intx(AN B) # 0 se tiene que AN B es conexo. Claramente
todo continuo unicoherente es débilmente unicoherente. Esta nociéon se introduce
como una condicién natural que debe cumplir un continuo para estar en la familia
F. Un resultado interesante presentado en [6] es que todo continuo irreducible es
débilmente unicoherente. Asi, la familia F contiene a los continuos unicoherentes
e irreducibles, clases de espacios ampliamente estudiadas en teoria de continuos.
Sin embargo, existen continuos que no son débilmente unicoherentes y estan en
la familia F (ver |6, Ejemplo 5.3, pag. 6]).

Este trabajo se desarrolla de la siguiente manera: en el primer capitulo revisa-
mos algunos conceptos generales de topologia general y teoria de continuos. Se
mostrardn mecanismos para construir continuos como: la intersecciéon anidada
de continuos, limites inversos de continuos y el espacio descomposicion. Luego
procedemos a estudiar teoria de grafos y poliedros los cuales serdn importan-
tes para resultados de nuestro trabajo; continuando se estudiaran los continuos
irreducibles, indescomponibles, unicoherentes y s-conexos, las cuales son espacios
ampliamente estudiados en teoria de continuos.

El segundo capitulo profundiza sobre variedad de ejemplos y propiedades de los
continuos débilmente unicoherentes y hereditariamentes débilmente unicoheren-
tes. Asi mismo se vera su relacion con la unicoherencia y la unicoherencia here-
ditaria, respectivamente. Ademas, se estudiara el comportamiento de la unicohe-
rencia débil en productos, limites inversos y espacio adjunto de continuos. En el
transcurso del capitulo se plantearan algunas preguntas abiertas.

En el tercer capitulo se estudia las funciones entre continuos: monétonas, casimo-
nétonas, cuasimonotonas, fuertemente libremente descomponibles y libremente
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descomponibles; y se muestran las relaciones entre dichas clases. Posteriormente
se estudiaré el comportamiento de la unicoherencia débil en funciones continuas,
particularmente en estas clases de funciones. Para concluir este capitulo se estudia
detalladamente la familia F y se establece un resultado que generaliza el conti-
nuo [6, Ejemplo 5.3, pag. 6] que se encuentra en la familia F y no es débilmente
unicoherente.

12



1. PRELIMINARES

En este capitulo presentamos conceptos basicos de topologia general y teoria
de continuos que usamos en el estudio de continuos débilmente unicoherentes.
En primera instancia, después de la definicién de continuo y mostrar algunos
ejemplos, vemos algunos resultados importantes que usamos constantemente re-
lacionados con: conexidad local, conexidad en pequeno y puntos y conjuntos de
corte. También introducimos las técnicas de intersecciéon anidada de continuos y
los limites inversos, como mecanismos para generar o construir continuos a partir
de una familia de continuos dada. Finalmente, definimos los continuos unicohe-
rentes, mostramos algunos ejemplos y presentamos propiedades de esta clase de
continuos.

Dado X un espacio métrico y K C X, en el desarrollo de este trabajo notaremos
por Intx(K) al interior del conjunto K con respecto al espacio X; Clx(K), la
cerradura del conjunto K con respecto al espacio X y Fry(K), la frontera del
conjunto K con respecto al espacio X. B(x;€) denota la bola abierta con centro
en el punto x y radio e.

1.1. CONTINUOS

Este trabajo lo desarrollamos en espacios topologicos con propiedades especiales
que llamamos continuos y los definimos a continuacion.

Definicion 1.1.1. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y dife-
rente del vacio. Un subcontinuo es un continuo contenido en algin espacio métrico.

Diremos que un continuo K es un subcontinuo propio de un continuo X si K C X
y K # X. Ademés llamaremos continuos no degenerados aquellos continuos que
tienen mas de un punto. Algunos ejemplos en R? se muestran a continuacion.
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Ejemplo 1.1.2.

1. Un arco es un continuo. Un arco es cualquier espacio homeomorfo al inter-
valo [0, 1]. Ademaés, si @ es un arco y h: [0,1] — « es un homemorfismo,
entonces h(0) y h(1) son los puntos extremos de «.

2. Sea A = {(:E,sen (%)) cx € (0,1]} y W = Clg2(A). Como f: (0,1 —
[—1,1] definida por f(t) = sen (%) es continua, A es conexo y por tanto,
W es un continuo. El continuo W se conoce como la curva senoidal del
topdlogo.

3. Una curva cerrada simple es un continuo. Una curva cerra simple es un
espacio homeomorfo a la circunferencia unitaria S* = {(z,y) € R?: 2% +

y? =1}

4. Sea X = Clgz ({(z,sen (1)) : 2 € (0,1]}) U ({0} x [-1, =2]) U ([0, sen(1)] x

T

{=2}) U ({1} x [-2,sen(1)]). Note que X es un continuo y se conoce como
circulo de Varsovia.

5. Un triodo simple es un continuo homeomorfo a la letra "T" o al subespacio
de R?,

(0,1] x {0} x {0}) U ({0} x [0,1] x {0}) U ({0} > {0} x [0,1]).

Un triodo simple es un continuo.

Los continuos enunciados en el Ejemplo 1.1.2 los representamos en la Figura 1.1.

— i O

Figura 1.1: Continuos en el plano

El siguiente continuo serd de gran importancia en nuestro trabajo.
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Ejemplo 1.1.3. Sean X; y X, continuos homeomorfos a la curva senoidal del
topologo definidos de la siguiente forma:

X, = Clp ({ (:B,sen G)) .z e (0,1]}),
X, = Clg ({ <:E,sen (9:1)) x€ [—2,—1)}).

Definimos g: {(07 _1)7 (07 1)} - {(_17 _1)7 (_17 1)}7 por 9(07 _1) = (_17 _1) y
g(0,1) = (—1,1) y tomamos el espacio adjunto X = X; U, X.

Observe que {(0,—1),(0,1)} es un subconjunto cerrado de X; y g es una fun-
cion continua. De esta manera por [24, Teorema 3.20, pag. 43| se tiene que el
espacio adjunto X es un continuo. La Figura 1.2 nos muestra la representacion
homeomorfa de este espacio adjunto.

O

Figura 1.2: Espacio adjunto

Definicion 1.1.4. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Decimos que X es
localmente conexo en x, si para cualquier abierto U de X tal que x € U existe un
abierto conexo V de X tal que z € V' C U. Ademas diremos que X es localmente
conezo, si X es localmente conexo en todo punto de X.

En el Ejemplo 1.1.2 el arco, el triodo y la curva cerrada simple son continuos
localmente conexos. Sin embargo, la curva senoidal del topologo definida, en el
Ejemplo 1.1.2 no es localmente conexo, pues podemos ver que para cada punto en
{0} x [—1, 1], existen vecindades que no contienen un abierto conexo. De forma
analoga se tiene que el circulo de Varsovia no es localmente conexo. Con este
ejemplo vemos que la conexidad no implica la conexidad local.

Definiciéon 1.1.5. Sean X un espacio topologico y x € X. Decimos que X es
conexo en pequeno en x, si para cualquier abierto U de z, existe un subconjunto
conexo V' tal que V C U y z € Intx(V). Ademés diremos que X es conezxo en
pequeno, si X es conexo en pequeno en todo punto de X.

15



De la Definicion 1.1.4 si X es localmente conexo en un punto x entonces X es
conexo en pequeno en x. Sin embargo, estas dos nociones no son equivalentes
puntualmente (véase |34, Ejemplo 27.15, pag. 201]).

El siguiente teorema muestra que de manera global la conexidad local y la cone-
xidad en pequeno son equivalentes, este resultado puede ser encontrado en [34,
Teorema 27.16].

Teorema 1.1.6. Un espacio topoldgico es localmente conexo si y s6lo si es conexo
en pequeno.

Los siguientes teoremas nos seran de gran utilidad, para probar algunas propie-
dades que preservan los continuos con relacién a sus subcontinuos.

Teorema 1.1.7. Sea X un espacio topoldgico conexo y A un subconjunto cerrado
y conexo de X. Si X \ A=UUV, donde U y V son abiertos disjuntos, entonces
AUU y AUV son cerrados y conexos de X.

Demostracion. Sean U y V abiertos disjuntos, tales que X \ A = U U V. Como
UNV =1, se tiene que X \ (AUV) = U, y asi es abierto, o equivalentemente
AUV es cerrado de X. Analogamente A U U es cerrado en X. Asi, debemos
probar que AUU y AUV son conexos. Supongamos que AUU = K U L, donde
K y L son dos cerrados disjuntos de X. Dado que A es conexo debe suceder que
A C K 6 AC L. Sin pérdida de generalidad, tomemos A C K. Luego L C U
y por tanto LN Clxy(K UV) = . Ademas X = LU (K UV), contradiciendo la

conexidad de X. De manera analoga demostramos que A UV es conexo. O

El siguiente resultado es conocida como una version el Teorema de golpes en la
frontera, y sera de gran ayuda para otros teoremas.

Teorema 1.1.8. Sean X un continuo y U un abierto no vacio y propio de X. Si
K es una componente de Cly (U), entonces K N Frx (U) # 0.

Demostracion. Sean U abierto propio de X diferente del vacio y K una compo-
nente de Clyx (U). Supongamos que K NFrx(U) = 0. Notese que K y Fryx(U) son
cerrados de Clx (U), tales que no existe un conexo que intersecte simultaneamente
a Ky Frx(U). Por |24, Teorema 5.2, pag. 72| existen X; y X5 cerrados disjuntos
de Clx(U), tales que K C Xj, Frx(U) C X5 y Clx(U) = X; U X,. Tomemos
X3 = XoU(X\U) y observe que X3 es cerrado no vacioen X y X = X; UXj3. Fi-
nalmente, X; N X3 = Clx(U)N(X\U) = Frx(U) y como X; N X, = (), obtenemos
que X; N X3 = (), contradiciendo la conexidad de X. O

Proposicion 1.1.9. Sean X = Y U Z, donde Y y Z son continuos, tales que
Y NZ ={a,b} y E un subcontinuo de X. Si ENY es disconexo, entonces ENY
tiene exactamente dos componentes y cada una intersecta a {a, b} y ademas, ENZ
€s conexo.
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Demostracion. Si (ENY) N (Y \ {a,b}) = 0, entonces ENY = {a,b} que
claramente tiene dos componentes y cada una intersecta a {a,b}. Sean z € (E' N
Y)N (Y \{a,b}) y L la componente de E \ {a,b}, tal que z € L. Por el Teorema
1.1.8, Clx(L)N{a, b} # 0. Ademéas, como L C (Y \{a,b})U(Z\{a,b}) y LN(Y"\
{a,b}) # 0, tenemos que L C Y\ {a,b} y Clx(L) C YNE. Asi, cada componente
de Y N E intersecta a {a,b} y concluimos que si £ NY es disconexo, entonces
ENY tiene exactamente dos componentes y cada una intersecta a {a, b}. Ahora si
ENZ es disconexo, entonces con el argumento anterior, £ N Z tiene exactamente
dos componentes donde cada una intersecta a {a, b}; esta aseveracion facilmente
contradice la conexidad de E. Con esto concluimos la prueba la proposicion. [

Como consecuencias de la Proposicion 1.1.9 tenemos lo siguiente:

Corolario 1.1.10. Sean X = Y U Z, donde Y y Z son continuos, tales que
Y NZ ={a,b} y E un subcontinuo de X. Si E es un subcontinuo de X tal que
|EN{a,b}| =1, entonces ENY y EN Z son continuos.

1.2. CONSTRUCCION DE CONTINUOS

Existen diferentes técnicas para construir espacios topolégicos a partir de un
espacio o una familia de espacios dada. Los productos y cocientes son natural-
mente las herramientas mas empleadas para este fin. Particularmente, en teoria
de continuos sabemos que si definimos una particién semicontinua superiormente
el espacio cociente es nuevamente un continuo, y que un producto a lo més nu-
merable de continuos es un continuo (ver [24]). En esté seccién mostramos otras
herramientas muy conocidas que permiten construir continuos.

1.2.1. Interseccién anidada

Es bien conocido que la intersecciéon encajada de espacios métricos compactos es
nuevamente compacto. En esta subseccion vemos que este resultado se mantiene
en continuos. Este resultado se conoce como la técnica de intersecciones anidadas
para construir continuos.

Proposicion 1.2.1. Sea {X,,}>2; una sucesion de espacios compactos métricos,
tales que X,,.1 C X,, paracadan e Ny X = ﬂzozl X,. Si U es un abierto de X;
tal que X C U, entonces existe N tal que X,, C U para todon > N.

Demostracion. Supongamos que para cada n € N existe x,, € X,, \ U. Observe
que X; \ U es cerrado, ya que X,, C X; y U es abierto de X;. Asi, obtenemos
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X; \ U compacto y por lo tanto, existe una subsucesion (x,, )5, de (z,)52,, tal
que z,, — , para algin x € X; \U. Como X; C X,,,, para todo j > ny, entonces
Tn, € X,, para cada ¢ > k. Ademas X, es cerrado, por lo tanto x € X, ; para
cualquier k£ € N. No es dificil ver que (7, X, = [rey Xn,- Asi, 2 € X C U, lo

cual es una contradiccion. O

Teorema 1.2.2. Sea {X,}°°, una sucesion de continuos, tales que X, 11 C X,
para cada n € N. Si X = (2, X,,, entonces X es un continuo.

Demostracion. Supongamos que X es disconexo. Luego existen A y B abiertos
disjuntos no vacios, tales que X = AU B. Como X; es un espacio normal existen
abiertos disjuntos U y V, tales que AC Uy B C V. Sea W = U UV, entonces
por la Proposicion 1.2.1 X,, C W, para algin n € N. De la aseveracion anterior
obtenemos que X,, = (X,,NU)U (X, NV). Como Ay B son no vacios y X C X,
se tiene que X, NU # 0y X,, NV # ) lo que contradice la conexidad de X,,. [

En el Ejemplo 1.4.3 utilizamos el Teorema 1.2.2 para argumentar la existencia de
un continuo indescomponible.

1.2.2. Limite inverso

Los limites inversos son un subespacio muy particular del espacio producto, que
mantiene propiedades de los espacios factor.

Definicién 1.2.3. Sean {X,,}°° | una sucesion de continuos y f"': X, ., — X,
funcién continua, llamada funcion de ligadura, para cada n € N. Decimos que la
doble sucesion {X,,, f7T1}2°, es una sucesion inversa de continuos.

Sea {X,,, f71}°° | una sucesion inversa de continuos. Entonces el limite inverso de
{ X, fi 11721 denotado por m{ X, '} 0 Xoo, es un subconjunto del producto

cartesiano [[°7 | X,,, el cual esta definido como

Xoo = {(xn)neN € H Xn: f;+1(zn+1) = Tp, para cada n € N} .

neN

Como X, es un subespacio de [], .y Xn, la topologia de X esta dada por la
topologia relativa por X, donde [], .y X, esta dotada de la topologfa producto
(véase [34, Definicion 6.1, pag, 41]). Es decir, los abiertos basicos son de la forma
[MNeey 7,1 (Un, )] N Xoo, donde Uy, es un abierto de Xy, y 7y, es la proyeccion de
[I,en Xn en X, para cada k € {1,...,1}.

Las funciones proyeccién en el producto cartesiano, son herramientas importantes
para relacionar el espacio producto con sus factores. Con el fin de relacionar
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el limite inverso con cada factor, usamos las proyecciones restringidas al limite
inverso. De esta manera definimos f,,: X, — X, tal que f, = m,|x.., para cada

n € N. Ademas, definimos ;" = f/*'o fiP o ..o f_ o 1 para cualquier

1 < n. En capitulos posteriores seré de gran importancia la siguiente observacion.

Observacién 1.2.4. Sea {X,,, f7™1}°° | una sucesion inversa de continuos con
limite inverso X,.. Aunque las funciones m,, son sobreyectivas, las proyecciones
fm no necesariamente son sobreyectivas. Sin embargo, si todas las funciones de li-
gadura son sobreyectivas, entonces las proyecciones son sobreyectivas y viceversa.
Note que, para cadan € N, f""o f,.1 = f,; es decir, el diagrama

fn+1

Xppre——X

N A
Xn

es conmutativo.

En el Teorema 1.2.6, probaremos que el limite inverso de una sucesiéon inversa
de continuos es un continuo. Para poder realizar la prueba del teorema sera de
utilidad el siguiente lema.

Lema 1.2.5. Sea {X,,, f""'}°°  una sucesién inversa de continuos. Para cada
1 € N, definimos:

QuXo, 1Y) = { ()2 7 (nsr) = i, para todo 1 < i}
Entonces:
L. Qi1 (X, MY C Qi(X,,, f71), para todo i € N.
2. Qi(X,, f**1) es homeomorfo a 11, 1 Xn, para todo i € N.
3. Xoo = N2 Qi( X, fi7).

Demostracion. Probemos (1). Sea (x,)3%; € Qiv1(X,, fM™1) y por tanto, x, =
Y (z,11), para todo n < i+ 1. Asi, z,, = f"(z,,1), para todo n < i, es decir

(Tn)o2y € Qi( X, fi).
Para probar (2). Para i € N definimos

pit Qi( X, f1) — H Xn,s

n=1+1
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por p;((2,)521) = (2,)5%,41, para todo (2,)52; € Q:(X,, fit!). Para ver la con-
tinuidad de p;, note que 7, o p; = m,, para cada n < i+ 1 y como las proyecciones
son continuas, p; es continua. Definimos

Pi H Xn%Qi(Xn>f:LL+l)a

n=i+1

por ©i(Tip1, Tiva, ) = (FITHwi1), ooy [ (@i11), Tiga, -..)- No es dificil ver que ¢
es continua para cada i, y ademas que p; o ¢; = id, @; o p; = id. De la anterior
afirmacion y |9, Teorema 12.3, pag. 89|, p; es un homeomorfismo.

Por ultimo probemos (3). Tomemos (z,)32, € X. Entonces ()5, € [0~ Xy,
donde z,, = f"*(z,41), para cada n € N. En particular z,, = f"*!(z,1), para
todo n < 4, donde i € N. Por lo tanto, ()%, € Qi(X,, f*), para cual-
quier i € N. De lo anterior tenemos que ()72, € (oo, Qi(X,, f2T), v asi
Xoo CN2, Qi( Xy, fot1). Inversamente, si (2,)52, € (oo Qi( Xy, fi1), entonces
(1,)22, € Qi(X,,, f*), para cada i. Para cadam € N x,,, = f™(z,,.1), ya que
(20)52 € Quu(Xon, [2T). As, (2,)52, € Xoo y concluimos que (oo, Qi( X, f211) C
Xoo- 0

Del anélisis del lema anterior, se puede concluir que todo limite inverso como
una intersecciéon anidada de continuos. Asi garantizar que el limite inverso de
continuos es un continuo es inmediato del Teorema 1.2.2.

Teorema 1.2.6. Sea {X,,, f7T1}°° | una sucesion inversa de continuos. Si X, es
un continuo, para cada n € N, entonces X, es un continuo.

La siguiente proposiciéon muestran una base para el espacio limite inverso. Esta
forma de ver los abiertos del limite inverso, sera de vital importancia para pro-
bar que la unicoherencia débil se preserva bajo limites inversos con funciones de
ligadura sobreyectivas.

Proposicion 1.2.7. Sea {X,,, f"*1}2%, una sucesiéon inversa de continuos con
limite inverso X.,. Para cada n € N, sea

B, = {f,(U,): U, es abierto de X,,}.
Si B =J,~, B,, entonces B es una base para la topologia de X .

Demostracion. Dado que X, es un subespacio de la topologia producto, un
abierto basico de X, es de la forma ﬂ;?:l o) '(U,,), donde U, es abierto pa-
ra X,;, para cada j € {1,...,k}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
np =max{n;: i =1,....k} y sea U = ﬂ?zl(fﬁf)_l(Unj). Entonces U es un abier-
tode X, v
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k
(ff’?f)_l(Unj)> = ((fal o (Fi5) ) (Uny),

donde (f,' o (fix)™")(Un,) = (fi* © fu,) " (Un,) = f. (Uy,), por lo tanto

O

Terminaremos esta secciéon enunciando unas proposiciones que usaremos mas ade-
lante.

Proposicion 1.2.8. Sea {X,,, f771}°, una sucesion inversa de continuos, cuyo
limite inverso es X.. Si A es un subconjunto cerrado de X, entonces la doble
sucesion { fn(A), 2 f,.1(4) 122, es una sucesion inversa con funciones de ligadura
sobreyectivas y

Mg fu(A), £ g Jota = A = N Xee.

[T

En consecuencia de la Proposicién 1.2.8 tenemos:

Proposicion 1.2.9. Sea {X,,, f"™1}°° una sucesiéon de continuos, cuyo limite
inverso es X,. Si A y B son dos subconjuntos cerrados de X, C = AN By
Cpn = fu(A) N fu(B), para cada n € N, entonces

C = @{Cnv f:+1|0n+1}$zo:1‘

Demostracion. Sea (1,)52, € @{Cn,fg+1|cn+l}§:1. Como z,, € C, = f,(A) N
fn(B) para cada n € N, se tiene que (x,)%, € @n{f“/l),f"“

n

fasr (D) a1
v (xn)pe, € @{fn(B),fg+1|fn+1(3)};°:1. Por la Proposicion 1.2.8 tenemos que
()2, € Ay (x,)02, € B; es decir, (x,)22, € C. Lo anterior implica que
@{Cm fg+1|cn+l};o=1 cC.

Sea y = (yn)p2, € C. Como C = AN B, tenemos que vy, € fo(A) y yn €
fn(B), para cada n € N. Es decir, y, € C,, para todo n € N y dado que C' =
i {C, f+]c,.,, 152, se obtiene que y € fm{Cy, f7+1]c, 132, De lo anterior
concluimos que C' € m{C,,, i e 352 O

Proposicion 1.2.10. Sea {X,,, f7™11°, una sucesion de continuos, con limite

inverso Xo. Si (nx)52; es una sucesion creciente de naturales entonces X, es
? ng+1100

homemorfo a lim{X,,,, fi* }72,.
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1.3. CONTINUOS IRREDUCIBLES

El arco satisface la caracteristica especial que no existe un subcontinuo propio
que contenga sus valores extremos. Estd aseveracion nos da idea de la familia
de continuos que definiremos a continuaciéon. En esta seccion definimos conti-
nuos irreducibles, mostramos algunos ejemplos y estudiamos algunas propiedades
importantes.

Definicion 1.3.1. Sean X un continuo y () C X. Diremos que X es irreducible
en @ si para cualquier subcontinuo K de X, tal que @) C K, se tiene que K = X.
Asi, llamaremos a X irreducible si es irreducible entre algtin par de sus puntos.

Ejemplo 1.3.2. Algunos ejemplos sencillos de continuos irreducibles son:

1. Un arco a es irreducible. Si f: [0,1] — « es un homeomorfismo, entonces
a es irreducible entre f(0) y f(1).

2. W = Clge {(m,sen (%)) sz € (0, 1]}, la curva senoidal del topdlogo, ver
1.1.2 (3), es irreducible entre (1,sen(1)) y cualquier punto en {0} x [—1,1].

Los siguientes teoremas son complementarios para el desarrollo de nuestro traba-
jo, los cuales fueron tomados en [34].

Teorema 1.3.3. Sea X un continuo irreducible entre a y b. Si A es un subcontinuo
propio de X tal que a € A, entonces X \ A es conexo.

Demostracion. Supongamos que X \ A es disconexo. Existen abiertos no vacios
disjuntos U y V de X, tales que X \ A = U UV. Notese que b € X \ A4, ya que A
es propio, luego b € U 6 b € V. Sin pérdida de generalidad tomemos b € U y por
el Teorema 1.1.7, obtenemos U U A conexo. Como {a,b} C U U A, y el espacio
es irreducible tenemos que X = U U A. Lo afirmado anteriormente garantiza que
V =, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto X \ A es conexo. O

Un argumento similar muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.3.4. Sea X un continuo irreducible entre a y b. Si A y B son sub-
continuos propios de X tales que a € Ay b € B, entonces X \ (AU B) es conexo.

Ahora tomaremos el conjunto definido por Janiszewski y Kuratowski llamado
composante, que serd de ayuda en resultados posteriores.
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Definicion 1.3.5. Sea X un continuo no degenerado y a € X. La composante
de a en X, que denotaremos por k(a), esta dada por:

k(a) = U{K: a € Ky K es un subcontinuo propio de X}

Si Y es un subcontinuo de X, tal que a € Y, denotaremos a la composante de a
en Y por k(a,Y).

Ejemplo 1.3.6. Veamos las composantes de los siguientes continuos:

1. Si X =10,1], las composantes de a en X son: (0) = [0,1), x(1) = (0,1] y
k(a) = [0,1], cuando a € (0, 1).

2. Si X = 5! entonces, k(a) = S', para todo a € S.

3. Consideremos el continuo W = Clg2 {(1’, sen (%)) sz € (0, 1]}, la curva se-

noidal del topologo, definida en el Ejemplo 1.1.2 (2), donde J = {0} x[—1, 1].
Tenemos que:

a) Sia € J, entonces k(a) = X \ {(1,sen(1)};
b) Sice {(z,sen(2)): z € (0,1)}, entonces k(c) = X y
¢) k((1,sen(1))) = {(z,sen (2)) : z € (0,1]}.

De la definicion todas las composantes son conexas. Pero como se pudo ver en el
Ejemplo 1.3.6 no todas son compactas.

1.4. CONTINUOS INDESCOMPONIBLES

En esta seccion definimos los continuos indescomponibles y mostraremos algunos
ejemplos y propiedades.

Definiciéon 1.4.1. Un continuo X es descomponible si existen A y B subcontinuos
propios de X tales que X = AU B. Si un continuo X no es descomponible
se dice que X es indescomponible. Si cada subcontinuo de un continuo X es
indescomponible se dice que X es hereditartamente indescomponzible.

Naturalmente, todo conjunto degenerado es indescomponible. A continuacion
mostramos un ejemplo de un continuo no degenerado indescomponible en R? uti-
lizando el teorema de intersecciones anidadas de continuos (ver Teorema 1.2.2).
La construccion se encuentra en [24, 1.10, pag. 7|. Veamos algunas definiciones
previas, que nos permitiran construir el ejemplo.
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Definicién 1.4.2. Sean X un continuo y C = {43, Ay, ..., A, } una coleccion de
subconjuntos de X. Diremos que C es una cadena simple de = a y, a través de z,
si:

1. AinA;#0siysolosi|i —j] <1,
2. xeA;siysolosii=1;
3. ye€ A, siysolosii=n;
4. z € A; para algin 1.
Los elementos de C son llamados eslabones de cadena.

Ejemplo 1.4.3. Existe un continuo no degenerado indescomponible en el plano.

!
YN
(IESD

Y
mon.;ms

Figura 1.3: Continuo indescomponible en el plano
Sean a, b y c tres puntos distintos de R2. Existe una cadena simple C, en el plano
para cada n € N, tal que cada eslabon es un disco con diametro menor que 27"

que satisface las siguientes propiedades:

1. Para cada n € N, C3,,,1 va de a hacia ¢, pasando por b, Cs,ova de b hacia
¢, pasando por a y Cs,.3 va de a hacia b, pasando por c.
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2. UCp C UCh1.

Consideremos X = [)_, (UC,), el cual es un continuo por Teorema 1.2.2. Probe-
mos que X es indescomponible. Sea L un subcontinuo de X, tal que {a,c} C L
y supongamos que X \ L # (). Sea x € X \ L, entonces existe 6 > 0 tal que
By(z;0) N'L = (. Como el didmetro de los eslabones de las cadenas tiende a
cero, tenemos que existe ng € N, tal que un eslabon de Cs,, 41 estd contenido
en By(x;0). Tomemos Cspyi1 = {E1, Ea, ..., Ej}. Como Cs,y11 €s una cadena de
aacy{ac} C L, tenemos que E,. C By(x;0), para algin r € {2,3,...,1 — 1}.
Notemos que L C (U E;) U (Ul_, ., E;), donde (U2} E;) N (U, ., E;) = 0. Esto
contradice la conexidad de L. Por lo tanto, si {a,c} C L para algin subcontinuo
L de X, entonces L = X. De la misma forma podemos probar que si {a,b} C L o
{b,c} C L, entonces L = X. Sean A y B subcontinuos de X tales que X = AUB.

Como a,b,c € X, [{a,b,c} N Al >20 |[{a,b,c}NB| >2. Asi;, A=Xo0oB=X
por lo anterior. Asi concluimos que X es indescomponible.

1.5. ARBOLES Y POLIEDROS

Las siguientes definiciones a cerca de teoria de grafos, complejos simpliciales y
poliedros pueden ser encontradas en [2| y [19]. Las siguientes definiciones seran
de importancia para un resultado posterior.

Definiciéon 1.5.1. Un grafo G se define como un par (V,E), donde V' es un
conjunto no vacio cuyos elementos son denominados vértices o nodos y A es un
subconjunto de pares no ordenados de vértices que reciben el nombre de aristas
o arcos. Un subgrafo G* es un par (V*, A*), tal que V* C V y A* C A.

Si V. = {vy,...,v,}, entonces los elementos de A son representados de la forma
[v;,v;], donde ¢ # j. Dos vertices v;,v; se dicen adyacentes si [v;,v;] € A. Un
grafo G = (V, A) se dice finito si |V| < co. A continuacién definimos camino en
un grafo.

Definicion 1.5.2. Sea G = (V, A) un grafo. Un camino en el grafo G es una
sucesion g, @y, V1, ..., Un—1, Ay, Uy, donde v; € V' 'y a; = [vj_1,v;] € A, para todo
1,].

Definicion 1.5.3. Sea G = (V, E') un grafo. Decimos que G es un grafo conexo,
si cada par de vértices estan conectados por un camino.

En la Figura 1.4 se puede observar un grafo, tal que tiene dos subgrafos conexos, y
ademaés un subgrafo tiene finitos vértices, mientras el otro tiene infinitos vértices.
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Figura 1.4: Grafos

Las siguientes definiciones seran ttiles para identificar curvas cerradas simples en
grafos.

Definiciéon 1.5.4. Sean G un grafo y vy, aq, vy, ..., Up_1, @y, v, un camino en G. Se
dice que es un camino cerrado si vg = v,. En caso contrario se denomina camino
abierto que conecta vy con v,.

Definicién 1.5.5. Sean G un grafo y v, ay, v1, ..., Vy_1, Gy, U, un camino en G.
Se dice que tal camino es un ciclo, cuando todos los vértices que aparecen son
distintos salvo vy = v,,.

En el grafo de la Figura 1.4 se puede observar que una componente del grafo tiene
una cantidad infinita de ciclos. Mientras la otra componente tiene dos ciclos.

Definiciéon 1.5.6. Sea G un grafo. Se dice que G es un drbol, si es un grafo conexo
y no contiene ciclos.

En la Figura 1.5, se pueden observar 4 arboles de 6 vértices.

Figura 1.5: Arboles
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Definicion 1.5.7. Diremos que r + 1 puntos zy, ..., z,, € R™ son afinmente inde-
pendientes, si el conjunto {x; — zg, ..., x, — 2o} es linealmente independiente.

Definicion 1.5.8. Sea {xy,...,z,} un subconjunto afinmente independiente en
R™. El r-simplejo generado por {xy, ..., z, }, denotado por [z, ..., x,] es el subes-
pacio en R™:

[zo, .oy Ty = {Zijj: Vjie{0,..,r},e;€[0,1]y Zgj — 1} )
j=0 §=0

El conjunto {zg,...,z,} es llamado el conjunto de los wvertices del r—simplejo
[z, ..., x,]. Cada s-simplejo generado por s + 1 puntos de {xy, ...,z } es llamado
una s-cara de [zg, ..., ).

Observacion 1.5.9. Todo 0—simplejo es un punto, 1—simplejo es un segmento
y 2—simplejo es una dos celda y un 3—simplejo es un tetraedro (ver Figua 1.6).

AL

Figura 1.6: Simplejos de dimension 0, 1, 2 y 3

Definiciéon 1.5.10. Un complejo simplicial K es una coleccion finita de simplejos
en R”, tal que:

1. Cada cara del simplejo K, también pertenece a K.

2. La interseccion de dos simplejos es una cara de ambos simplejos.

PN =

No complejo simplicial Complejo simplicial

Figura 1.7: Complejos simpliciales

27



Definicién 1.5.11. Un poliedro en R™ es la unién de los simplejos de un complejo
simplicial.

Definiciéon 1.5.12. Sean X un compacto y U = {Uj,...,U,} una coleccion fi-
nita de subconjuntos de X. El nervio de U, denotado por N (U) es el complejo
simplicial definido a continuacién:

1. Para cada U; se le asocia un punto e; en R", donde e; = (0, ..., 1,...,0) (el
niamero 1 aparece en la coordenada j-ésima). Cada vértice de los complejos

son {eq, ..., e, }.

2. Para cada subfamilia {U,,,...,U,,} de U, tal que ﬂle Un, # 0, nosotros
consideramos el simplejo donde los vértices son los puntos {e,,, ..., €n, }.

Entonces N (U) consiste en todos los posibles simplejos.

Nosotros denotamos por N*(U) el poliedro asociado a N (U). De la definicion de
nervio, obtenemos que el poliedro del nervio de un continuo es conexo.

1.6. UNICOHERENCIA Y S-CONEXIDAD DE CONTINUOS

En esta seccién definiremos y daremos ejemplos de continuos unicoherentes y
s-conexos, ademas veremos que todo continuo s-conexo es unicoherente.

Definicién 1.6.1. Un continuo X es unicoherente, si para cualesquier par de
subcontinuos A y B de X, tales que X = AU B, se tiene que AN B es conexo.
Diremos que X es hereditariamente unicoherente si cada subcontinuo de X es
unicoherente.

Claramente de la definicién tenemos que todo continuo indescomponible es uni-
coherente. A continuaciéon mostraremos otros continuos unicoherentes y no uni-
coherentes.

Ejemplo 1.6.2.

1. El arco es unicoherente. Notese que sin pérdida de generalidad, podemos
decir que los subcontinuos propios A y B de [0, 1], tales que [0,1] = AU B,
son de la forma A = [0,a] y B = [b,1], donde 0 < b < a < 1. Entonces
AN B = [b,a] el cual es conexo y por tanto el arco es unicoherente. X es
hereditariamente unicoherente, ya que todo subcontinuo no degenerado es
un arco.
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2. La curva cerrada simple no es unicoherente. Sea A = {e: 0 < 0 < 7} y
B ={e": m <6 <2r}. Obtenemos S' = AUBy AN B = {1,¢"}, el cual

es disconexo.

3. La curva del topologo W definido en el Ejemplo 1.1.2 es unicoherente. Del
Ejemplo 1.3.2 la curva del topologo es irreducible entre (1,sen(1)) y cual-
quier punto de {0} x [—1,1]. Asi los subcontinuos propios A y B tales que
W = AU B, son de la forma A = CIR2{(x,sen(%)) < <s< 1} y
B = {(x,sen (%)) O<t<z < 1}, donde t < s. Entonces se obtiene que
ANB= {(x, sen (%)) t<x < s}, el cual es conexo. No es dificil ver que

W es hereditariamente unicoherente.

En 1983 Marsh en [22] introdujo el concepto de s-conexidad, el cual ha sido una
herramienta para probar teoremas relacionados con la propiedad del punto fijo.
Este concepto sera de utilidad para garantizar que el cono de cualquier continuo
es unicoherente. Iniciaremos con unas definiciones atribuidas a Marsh [22].

Definicién 1.6.3. Sean X un espacio conexo y A, B subconjuntos cerrados,
disjuntos de X. Un subconjunto cerrado F' de X corta débilmente a X entre A
y B, si para cualquier subcontinuo C' de X tal que CNA# 0y CNB#D, se
tiene que C'N F # ().

Definicién 1.6.4. Sean X un continuo y A, B subconjuntos cerrados, disjuntos
de X. El continuo X es s-conero entre A y B, si para cualquier subconjunto
cerrado F' de X, que corta débilmente a X entre A y B, existe una componente
K de F que corta débilmente a X entre A y B. El continuo X es s-conexo si para

cualquier par de subcontinuos A y B de X, se tiene que X es s-conexo entre Ay
B.

Marsh en [22] garantiza la siguiente relacion entre la s-conexidad y la unicohe-
rencia en continuos.

Teorema 1.6.5. Si un continuo X es s-conexo, entonces X es unicoherente.

La prueba del siguientes resultado se encuentra en [30, Teorema 3.3, pag. 31|. El
cual Marsh garantiza la s-conexidad del cono de cualquier continuo.

Teorema 1.6.6. Para cualquier continuo X, se tiene que el Cono(X) es s-conexo.
De los Teoremas 1.6.5 y 1.6.6 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 1.6.7. Para cualquier continuo X, se tiene que el Cono(X) es uni-
coherente.
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Definimos ahora lo que es una dendrita, estos continuos son importantes en este
trabajo, puesto que resultan ser hereditariamente unicoherentes.

Definiciéon 1.6.8. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no tiene
curvas cerradas simples.

Los arboles con finitos vértices, son claros ejemplos de dendritas. Note que los
continuos hereditariamente indescomponibles son continuos hereditariamente uni-
coherentes, pero no son locamente conexos. De lo anterior tenemos que no todo
continuo hereditariamente unicoherente es una dendrita. El siguiente resultado
caracteriza las dendritas con los continuos hereditariamente unicoherentes, la
prueba se encuentra en [24].

Teorema 1.6.9. Sea X un continuo localmente conexo. X es hereditariamente
unicoherente si y s6lo si es una dendrita.
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2. CONTINUOS DEBILMENTE UNICOHERENTES

G. R. Gordh y C. B. Hughes en [14], introdujeron las funciones libremente des-
componibles y fuertemente libremente descomponibles para estudiar la invarianza
de la conexidad local en limites inversos, propiedad que satisfacen las funciones
mondtonas. Posteriormente en [5] los autores establecen que toda funcion fuerte-
mente libremente descomponible definida en un continuo unicoherente es casimo-
nétona. Con esta afirmacion, es natural tratar de caracterizar la siguiente familia
de continuos F. Se dice que X € F si para todo continuo Y y toda funcion
f: X — Y fuertemente libremente descomponible es casimondtona.

Note que todo continuo unicoherente estéa en F, por [5, Teorema 4.2, pag. 894|.
En [6], se introduce la nocién de unicoherencia débil como una condicién natural
que debe cumplir un continuo para estar en la familia F. Esta nociéon extiente
la familia de continuos F, ya que todo continuo unicoherentes es débilmente uni-
coherente.

Este capitulo esta dedicado al estudio de la unicoherencia débil en continuos, que
es el objetivo central del trabajo. Se desarrollara de la siguiente manera: prime-
ro se definird continuo débilmente unicoherente, posteriormente se estableceréan
relaciones entre los continuos unicoherentes e irreducibles con los continuos dé-
bilmente unicoherentes. Seguidamente definiremos y estudiaremos los continuos
hereditariamente débilmente unicoherentes y por tultimo, estudiaremos el com-
portamiento de la unicoherencia débil en el producto, limites inversos y espacio
cociente.

2.1. DEFINICIONES, RELACIONES Y EJEMPLOS

En esta seccidon definiremos continuo débilmente unicoherente, mostraremos al-
gunos ejemplos y estudiamos algunas propiedades importantes.

Definiciéon 2.1.1. Sea X un continuo. Diremos que X es débilmente unicoherente
si para cualesquier par de subcontinuos A y B de X, tales que X = AUB y
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Intx (AN B) # (), se tiene que AN B es conexo.

Es claro que todo continuo unicoherente es débilmente unicoherente; por lo tanto:
[0, 1], la curva senoidal del topdlogo y los continuos indescomponibles son débil-
mente unicoherentes. Ademés, en el Corolario 1.6.7 se garantiza que el cono de
cualquier continuo es unicoherente y por ende débilmente unicoherente.

Ejemplo 2.1.2. El circulo de Varsovia no es débilmente unicoherente.

El circulo de Varsovia lo denotaremos por X, y se define en el Ejemplo 1.1.2.
Veamos que no es débilmente unicoherente. Sean A la uniéon curva del topologo
con el arco {0} x [—1,—2] y B = {0} x [—-1, =2]U]0, 1] x { =2} U{1} x [-2,sen(1)].
Notese que X = AUB y AN B = ({0} x [-1,—-2]) U {(1,sen(1))}. Es claro que
tiene interior no vacio y es disconexo (ver Figura 2.1.). De lo anterior, el circulo
de Varsovia no es débilmente unicoherente.

A >

B

Figura 2.1: Circulo de Varsovia

La siguiente proposicién nos permitiréd concluir que la unicoherencia débil es un
invariante topolégico.

Proposicion 2.1.3. Sean X y Y continuos. Si X es débilmente unicoherente y
X es homeomorfo a Y, entonces Y es débilmente unicoherente.

Demostracion. Sean A 'y B subcontinuos de Y, tales que Y = AU B y Inty (AN
B) # (). Veamos que AN B es conexo. Como X y Y son homeomorfos, existe un
homeomorfismo h: X — Y. Por ser h~' un funcién continua, se tiene que h™'(A)
y h™1(B) son subcontinuos de X y ademas X = h™!'(A) U h~!(B). Por otro lado
Intx (A~ (A)Nh™1(B)) # 0, dado que h~ ' (Int x (ANB)) C h~(A)Nh~!(B). Siendo
X débilmente unicoherente, podemos concluir que h~'(A) N h~'(B) es conexo.
Finalmente, utilizando sobreyectividad de h obtenemos que h(h™'(A)NR™Y(B)) =
h(h~'(ANB)) = AN B y por continuidad garantizamos que AN B es conexo. [

Sean X un continuo y K un subcontinuo propio de X. Diremos que K es un
subcontinuo terminal de X, si para cada subcontinuo G de X, tal que GNK # (),
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se tiene que G C K o K C G. Por ejemplo {0} x [—1,1] es un subcontinuo
terminal de la curva senoidal del topologo (ver 2 del Ejemplo 1.1.2). Los conti-
nuos con subcontinuos terminales nos permitiran construir continuos débilmente
unicoherentes que no son unicoherentes. Primero consideremos el siguiente lema.

Lema 2.1.4. Sean X un continuo y K un subcontinuo de X. Si K es un sub-
continuo terminal de X, entonces Intx (K) = 0.

Demostracion. Probemos el contrareciproco. Supongamos que Intx(K) # 0y
veamos que K no es un subcontinuo terminal. Como Intx (K) # 0 y K es cerrado
existen z € K y r > 0, tal que Clx(B(x;r)) C K. Seay € X \ K y L la compo-
nente de X \ (B(x;r)), tal que y € L. Por el Teorema 1.1.8 LN Clx(B(x;r)) # 0,
lo cual implica que LN K # (). Como L C (X \ B(z;7r)) y X \ B(x;r) es cerra-
do, obtenemos que Clx (L) C X \ B(x;r). La anterior aseveracion garantiza que
Clx (L) es un subcontinuo de X, que intersecta a K y K ¢ Clx(L). Notese que
Clx(L) € K, puesto que y € L\ K. De esta manera llegamos a que K no es un
subcontinuo terminal. O

Teorema 2.1.5. Sea Z = X UY donde X y Y son continuos unicoherentes. Si
existen subcontinuos terminales X; C X y Y; C Y, tales que X NY = X; NYj,
entonces Z es débilmente unicoherente.

Demostracion. Para probar el teorema usaremos la siguientes afirmaciones:

Afirmacioén 2.1.6. Si E es un subcontinuo de Z, tal que £ N X es disconexo,
entonces para toda componente L de E N X, se tiene que L N (X; NY7) # 0.
Ademas, si Y] C FE, entonces £ NY es un continuo. (Obtenemos un resultado
equivalente si £ NY es disconexo y de igual manera si X; C E.)

Si ENX C X;NY}, entonces ya tenemos el resultado. Ahora tomemos un z € E\Y
y L la componente de E'\ 'Y, tal que z € L. Por el Teorema 1.1.8 Clz(L)NY # (.
Como E N X es cerrado y L € EN X, obtenemos que Clz(L) = L. Dicho lo
anterior obtenemos que L es una componente de ENX tal que EN(X;NY7) # 0.
Esto quiere decir que todas las componentes de £ N X, intersectan a X; y Y;.
Ahora si Y] C E, entonces el argumento anterior asegura que todas las compo-
nentes de £ NY intersecan a Y7, lo cual indicaria que £ NY es conexo. De esta
manera terminamos la prueba de la Afirmacién 2.1.6.

De la Afirmacion 2.1.6 y usando la unicoherencia de los continuos, obtenemos
como consecuencia la siguiente afirmacion.

Afirmacion 2.1.7. Si A y B son subcontinuos de Z, tales que Z = AUB y
X; € AN B, entonces (AN B)N X, es conexo. (Tenemos un resultado equivalente
siYiCANB.)
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Continuando con la prueba del teorema, supongamos que existen continuos A
y B de Z, tales que Z = AU B y AN B disconexo. Para terminar la prueba,
basta demostrar que Intz(A N B) = (). Para lograr tal objetivo se realizardn por
casos. Veamos primero para AN B C X 6 AN B C Y. Lo haremos cuando
AN B C X, la prueba del otro caso es analoga. Para este caso obtenemos que
Y CA\Bo6Y C B\ A. Sin pérdida de generalidad tomemos Y C A\ B. Como
Y; C A, entonces tenemos que AN X # (). Por la Afirmacion 2.1.6, todas las
componentes de A N X intersecan a X;. Dado que X; es un continuo terminal
de X, tenemos que ANX C X; 6 X; C AN X. Veamos que X; C AN X no se
puede dar. Si X; € AN X, por la Afirmacion 2.1.6 AN X es conexo y tendriamos
que X = BU(ANX), donde ANB = (AN X)N B es disconexo. Lo anterior
contradice la unicoherencia de X, por lo tanto concluimos que AN X C X;. La
anterior aseveracion garantiza que ANB C X y por el Lema 2.1.4 tendré interior
vacio.

Veamos cuando (ANB)N(X\Y) # 0y (ANB)N (Y \ X) # 0. Por la Afirmacion
2.1.6 tenemos que todas las componentes de ANX y BNX intersectan a X;. Como
X1 es un continuo terminal de X podria suceder que AN X C X; 6 X; CANX
yBNX CX; 6 Xy CBNX. Observe que el anterior argumento garantiza que
(ANB)NX C X; 6 X1 C (ANB)NX y también (ANB)NY C Y, 6Y; C (ANB)NY.
Veamos que X; € AN B, no se puede dar. Por la Afirmaciéon 2.1.7 se asegura que
(AN B)N X es conexo. Observe que si Y1 € AN B, de nuevo por la Afirmacion
2.1.7 (ANB)NY es conexo y ademas X;NY; C [(ANB)NX)N((ANB)NY]. Lo
cual indicaria que AN B es conexo. De lo anterior tenemos que (ANB)NY C Y7,
lo cual implica que ANY C Y; 6 BNY C Y;. Supongamos sin pérdida de
generalidad que ANY C Y;. Como Y; es un continuo terminal, ANY C Yj,
BNY1 #0y (ANY)U(BNY) =Y, entonces obtenemos que Y C B. Lo anterior
garantiza que (AN B)NY = ANY y asi obtenemos por la Afirmacion 2.1.6,
todas las componentes de A NY intersectan a X;. De la aseveraciéon anterior,
X1 C(ANB)y (AN B)NX es conexo, obtenemos como resultado AN B conexo.
Lo anterior contradice nuevamente nuestra suposicion; por lo tanto, debe suceder
que (AN B)N X C X;. Analogamente probamos que (AN B)NY C Y}, lo cual
afirma que AN B C X; UY;. Lo concluido anteriormente y por el Lema 2.1.4
garantiza lo requerido, es decir, Intz(A N B) = (. O

Note que en el Teorema 2.1.5 si X; MY es disconexo, obtenemos claramente que 2
no es unicoherente. Esté observacion junto con el teorema nos permite construir
continuos débilmente unicoherentes que no seran unicoherentes.

Ejemplo 2.1.8. Existe un continuo débilmente unicoherente, que no es unicohe-
rente.
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Claramente el Ejemplo 1.1.3 cumple las hipotésis del Teorema 2.1.5, por lo tanto

es débilmente unicoherente. Si se toman las dos espacios homeomorfos a las curvas

del topologo como los subcontinuos A y B, respectivamente. Se tiene claramente
que la union es X y la intereseccion de Ay Bes {{(0,1),(—1,1)},{(0,-1),(—=1,—1)}},
el cual es disconexo (véase Figura 2.2), esto prueba que X no es unicoherente.

(@)

Figura 2.2: No unicoherencia de X = X; U, X5

Anteriormente se mencion6é que todo continuo unicoherente es débilmente uni-
coherente, pero en el Ejemplo 2.1.8, tenemos que existe continuos débilmente
unicoherentes que no son unicoherentes. La aseveracion anterior implica que el
conjunto de los continuos unicoherentes esta contenida propiamente en el conjun-
to de los continuos débilmente unicohentes. Los profesores Camargo y Villanueva
prueban en [6] que la unicoherencia y la unicoherencia débil son equivalentes en
continuos localmente conexos.

Teorema 2.1.9. Sea X un continuo débilmente unicoherente. Si X es localmente
conexo, entonces X es unicoherente.

Demostracion. Supongamos que existen A y B subcontinuos de X, tales que
X = AUBy ANB es disconexo. Sean L una componente de ANBy p € (ANB)\L.
Como X es localmente conexo, existe una vecindad K de p cerrada y conexa, tal
que KNL=1(. Comope ANBNK tenemos que C = AUK yD =BUK
son subcontinuos de X. Claramente X = C U D y Intx(C N D) # ), ya que
K CCnND. Nétese que CND =(ANB)UK = LU[((ANB)\ L)UK], donde L
y [(AN B)\ L]U K son cerrados disjuntos. La afirmado anteriormente garantiza
que C'N D es disconexo y por lo tanto X no es débilmente unicoherente. O

Por el Ejemplo 1.6.2 y Teorema 2.1.9, es clara la siguiente afirmacion.
Ejemplo 2.1.10. Cualquier curva cerrada simple no es débilmente unicoherente.

Notese que por |24, Teorema 8.23, pag. 132|, cualquier continuo localmente conexo
es arcoconexo; sin embargo, el circulo de Varsovia es un continuo arcoconexo que
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no es localmente conexo. Con el fin de debilitar la hipdtesis de conexidad local
en el Teorema 2.1.9 nos preguntamos lo siguiente:

Pregunta 2.1.11. ;Si X es un continuo débilmente unicoherente y arcoconexo,
entonces X es unicoherente?

Definicién 2.1.12. Un continuo X se dice aposindético si para cualesquiera p y
q en X, existe un subcontinuo L de X, tal que p € L° y q ¢ L. Ademas, diremos
que X es mutuamente aposindético si para cualesquiera par de puntos p y ¢ de
X, existen subcontinuos L y K de X, talesque pe L°, qe K°y LN K = ().

De la definicién todo continuo mutuamente aposindético es aposindético. Ade-
més, de la Definiciéon 1.1.4 obtenemos que todo continuo localmente conexo es
mutuamente aposindético; asi el arco y la curva cerrada simple son ejemplos de
continuos mutuamente aposindéticos y aposindéticos. De esta forma proponemos
la siguiente pregunta:

Pregunta 2.1.13. ;Si X es un continuo débilmente unicoherente y aposindético,
entonces X es unicoherente?

Veamos el siguiente ejemplo relacionado a la aposindesis.

Ejemplo 2.1.14. Cyl(X) = X x [0, 1], donde X es el continuo del Ejemplo 1.1.3.

Figura 2.3: No unicoherencia del continuo aposindético

Por [19, Corolario 3.3.9, pag. 191] el producto de continuos es aposindético, por
lo tanto, Cyl(X) es un continuo aposindético. Veamos que Cyl(X) no es uni-
coherente. Sean A = Cyl(q(X;)) y B = Cyl(¢(X2)), donde ¢ es la funciéon co-
ciente del espacio X; U X5 a X en el Ejemplo 1.1.3. Claramente son continuos y
ANB=S5,US, donde S, = Cyl({¢((0,—1))}) y S, = Cyl({¢((0,1))}). Observe
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que S, y Sp son dos cerrados disjuntos.

Pensamos que el continuo definido en el Ejemplo 2.1.14 da respuesta negativa a
la Pregunta 2.1.13. Sin embargo, no hemos podido dar respuesta a lo siguiente:

Pregunta 2.1.15. ;El continuo del Ejemplo 2.1.14 es débilmente unicoherente?

El continuo del Ejemplo 2.1.14 no es mutuamente aposindético; asi, nos plantea-
mos lo siguiente:

Pregunta 2.1.16. ;Si X es un continuo débilmente unicoherente y mutuamente
aposindético, entonces X es unicoherente?

El siguiente resultado muestra otra clase de subcontinuos que se encuentran en
el conjunto de los continuos débilmente unicoherentes. La prueba la tomamos de

16].

Teorema 2.1.17. Sea X un continuo. Si X es irreducible, entonces X es débil-
mente unicoherente.

Demostracion. Sean Ay B subcontinuos de X tales que X = AUB y Intx(AN
B) # (). Sean a y b los puntos de irreducibilidad de X y veamos que A N B es
conexo. Notese que si {a,b} € A o {a,b} C B, entonces X = Ao X = By asi
AN B seria conexo. Supongamos que a € A\ By b€ B\ A. Por Teorema 1.3.3,
tenemos que X \ Ay X \ B son conexos, pero X \A=B\ Ay X\ B=A\B,
por lo tanto A\ By B\ A son conexos. Observe que:

X\ (Clx(A\ B)UCIx(B\ A)) = Intx (X \ [(A\ B)U(B\ A))] = Intx (AN B).

Como {a,b}N(ANB) =0, {a,b} C Clx(A\B)UClx(B\A). Dado que X\ [Clyx(A\
B) U (Clx(B\ A)] es no vacio obtenemos que Clx(A\ B)NClx(B\ A) = 0. Asi,
Intx (AN B) es conexo por el Teorema 1.3.4. Asi, obtenemos que Clx (Intx (ANB))
es un continuo y Clx (Intx(ANB)) € ANDB, ya que AN DB es cerrado. Supongamos
que existe una componente L de ANB, tal que LNClx (Intx(ANB)) = (). Entonces
L C (Clx(A\ B)UClx(B\ A)), es decir, L C Clx(A\ B) 6 L C Clx(B\ A),
por la conexidad de L. Tomemos sin pérdida de generalidad que L C Clx(A\ B).
Como
X =[Clx(A\ B)UClx(Intx(AN B))]UClx(B\ A)

y Clx(A\ B)NClx(B\ A) = ), se obtiene Clx(Int x(ANB))NClx(B\ A) # 0. Lo
anterior implica que Clx(B\ A) N (AN B) # (). Asi, no existe ningin conexo que
interseque a Clx(B\ A)N(ANDB) y L. De la aseveracion anterior y el |24, Teorema
5.2, pag. 72| existen cerrados disjuntos E y F' tales que AN B = F U F, donde
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LCEyClx(B\A)N(ANB) CF. Por lo tanto, B=(ANB)UClx(B\ A) =
EU(FUCIx(B\ A)), donde EN (FUCIx(B\A) = ENClx(B\ A). Si
p € ENClx(B\ A), entonces p e ANBype Clx(B\ A). Por lo tanto, ha de
ser que p € F, lo que contradice que ENF = (). Obtenemos ENCly(B\ A) = 0,
contradiciendo la conexidad de B. Asi, concluimos que cada componente de ANB
interseca a Clx(Intx(A N B)), lo que implica que AN B = Clx(Intx(A N B)),
equivalentemente A N B es conexo. O

Como se vio anteriormente los continuos irreducibles y unicoherentes son débil-
mente unicoherentes. Pero estas dos clases de continuos son diferentes. Por ejem-
plo, cualquier triodo simple es un continuo unicoherente y no es irreducible, por
otro lado no es dificil probar que el continuo X del Ejemplo 2.1.8 es irreducible
en {(—2,sen(1))} v {(1,sen(1))} y no es unicoherente. El Teorema 2.1.17, junto
con la siguiente caracterizacion, nos permite asegurar la existencia de un conti-
nuo débilmente unicoherente que no es unicoherente. La prueba de la siguiente
proposicion la tomamos de [6].

Proposicion 2.1.18. Sea X un continuo débilmente unicoherente. Entonces,
X no es unicoherente si y so6lo si existen subcontinuos A y B de X, tales que
X = AU B, AN B es disconexo y si L es un subcontinuo tal que Intx (L) # 0 y
LN (AN B) #0, entonces L intersecta cada componente de AN B.

Demostracion. Supongamos que X no es unicoherente; es decir, existen subconti-
nuos Ay B de X, tales que X = AUB y AN B es disconexo. Sea L un subcontinuo
de X, tal que Intx(L) # 0y LN (AN B) # (. Por Teorema 1.1.7, tenemos que
LUA vy LU B son subcontinuos de X, tales que X = (LU A) U (L U B). Se
garantiza Intx ((LUA)N(LUB)) # (), dado que L C (LUA)N(LUB). Como X
es débilmente unicoherente, obtenemos (L U A) N (L U B) conexo. Sin embargo,
(LUA)N(LUB)=LU(AN B), lo cual garantizamos que L debe intersecar a
cada componente de AN B.

Reciprocamente, si existen A y B subcontinuos de X tales que X = AUB y
AN B es disconexo, entonces X no es unicoherente. O

A continuacién introducimos una familia de continuos débilmente unicoherentes.
Antes definimos algunos conceptos.

Definicion 2.1.19. Sean X un continuo, C = {44, A,, ..., A,,} una coleccion de
subconjuntos de X y L, K subconjuntos de X. Diremos que C es una cadena de
L a K, si:

1. AinA; #0siysolosi|i—j] <1;

2. L C A;siysolosii=1;
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3. K C A;siysolosii=n.

Teorema 2.1.20. Sea X un continuo de tal manera que existe una coleccion de
subcontinuos U = {My, My, ..., M, }, tal que X =J_ M, y X'\ (U?:O,i;él MZ) +
0, para todo I € {1,...,n}. Si dim(N*(U)) = 1 y X es débilmente unicoherente,
entonces N*(U) es un arbol.

Demostracién. Supongamos que N*(U) no es un arbol y probemos que X no
es débilmente unicoherente. Observe que N*(U) es conexo, por lo tanto ha de
tener un ciclo. Si n = 2, tenemos que M; N M; # () para cada i # j. Como
dim(N*(U)) = 1, My N My N My = (). Tomamos A = My U My, B= M; UM,y
asf obtenemos X = AU B, con Intx(A N B) # 0, ya que My C AN B. Por otro
lado AN B = My U (MyN M), el cual es disconexo, pues Mo N M; N My = (). Esto
implicaria que X no es débilmente unicoherente.

Sin > 2, existe un ciclo €y, Any, €nyy s €np_ys Anyy €n, €1 N (U), puesto que N*(U)
no es un arbol (ver Definiciones 1.5.6 y 1.5.5). Por las Definiciones 1.5.5, 1.5.8
y 1.5.12, existe una subcoleccion V = {M,,, M,,, ..., M, _,}, tal que ey, es el
respectivo vertice en R", al que se le asocia al subcontinuo M, , para todo
j€{0,...,7r—1} y ademas, a,, = [en, ,, €n,] son los caminos o los 1—simplejos ge-
nerados por los dos vertices respectivos, para todo t € {1,...,7}, donde e, = e,,.

Sean A; = M,,UM,, y B; = U:__ll M,,,. Definamos:

W = {N eU\V: existe una cadena simple en U \ {M,,,} de N a B}, y
W = U\NVUW).

Sean A = Ay U[U{N: N € W*}]y B = B U[U{N: N € W}|. Probemos las
siguientes afirmaciones:

1. X=AUB.
Sea x € X y observe que (UNeu\(VUW) N) U(Uney M) U (UyewN) = X,
puesto que U es una cubierta de X. Si z € (UNeu\(VUW) N) U (Uwyew N)
tenemos que x € AUB, puesto que (UNEM\(VUW) N) U(Unxew N) € (AUB).

De forma similar tenemos cuando z € (Uyep N), ya que (Uyey N) =
(A1 U B;) C (AU B); de esta manera concluimos que X = AU B.

La veracidad de esta afirmacion se da, dado que M,,, € (41N By) C (ANB)

y X\ (U?:o ity MZ-), es un abierto no vacio contenido en M, .
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3. AN B es disconexo
Note que:

ANB = (AAUU{N: NeW'})N(BLU[UWN: N eW}|)=ANDBy,

r—1 r—1
ANB, = (M, UM,)nN (U Mm) = M,, U (U(Mno N Mni)>
i=1

1=2

Donde M, y U;:;(Mno NM,,) son cerrados disjuntos, pues M; NM;NM;, =
(), para cualquier tres naturales diferentes 7,5 y k, lo cual sucede porque
dim(N*(U)) = 1. Esto prueba que AN B es disconexo.

De las anteriores afirmaciones, obtenemos que X no es débilmente unicoherente.

O
El reciproco del Teorema 2.1.20 no se cumple. Observemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1.21. Existe un continuo X, tales que existen subcontinuos My, My
y Ms, que satisfacen que X = M; U My U M3, X \ (U?ZO’Z.# M,) # (), para todo
1€ {1,2,3}, N*({My, My, M3}) es un arbol y X no es débilmente unicoherente.

Por |24, Teoremas 11.15, 11.17, pag. 203] tenemos que los continuos indescomponi-
bles no degenerados tienen una cantidad no numerable de composantes disjuntas.
Asi, podemos garantizar un continuo X = M; U M, U M3, donde My, My, M3 son
continuos indescomponibles, tales que M; N My = {ay,as}, My N Mz = {by, by},
M, mMg =0 y Ii(al, MQ) % K(GQ, Mg), con by € H(CLl, Mg) y Ii(bQ, Mg)ﬂ{al, a2} =
(). Por definicion X = M;UM,UMj y para dos elementos i, j diferentes en {1, 2,3},
X\ (M;UM;) # 0. Claramente el N*({ My, My, M3}) es un arbol. Para ver que X
no es débilmente unicoherente, tomamos A = M; U Clx (k(ay, M2)) UM; y B =
M;UMyUClx (k(bg, M3)). Ay B son subcontinuos de X, tales que Inty ANB # (),
puesto que M; C (AN B). Note que AN B = (M; U Clx(k(a1))) U Clx((k(b2)),

es la union de dos cerrados disjuntos, por lo tanto es disconexo.

2.2. UNICOHERENCIA DEBIL HEREDITARIA

En [7] se establece que un continuo hereditariamente unicoherente y aposindético
es una dendrita. El estudio de la aposindesis en los continuos unicoherentes han
sido estudiadas entre varios matematicos, como Bennet y Owens en [1] y [28],
respectivamente. De est4 manera definimos lo que es un continuo hereditariamente
débilmente unicoherente y nos adentramos en el estudio de sus propiedades y
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relaciones con la unicoherencia hereditaria. En esta secciéon demostraremos que la
unicoherencia hereditaria difiere de la unicoherencia débil hereditaria, se mostrara
que todo continuo hereditariamente débilmene unicoherente y aposindético es
hereditariamente unicoherente, particularmente es una dendrita.

Definiciéon 2.2.1. Un continuo es hereditariamente débilmente unicoherente, si
cualquier subcontinuo es débilmente unicoherente.

Claramente ser hereditariamente unicoherente implica ser hereditaria débilmente
unicoherente; sin embargo, la relaciéon reciproca no se tiene. A continuacioén ve-
remos como construir un continuo hereditariamente débilmente unicoherente que
no es hereditariamente unicoherente.

Proposicion 2.2.2. Sean X; y X, dos continuos, tales que X; N Xy = {a,b} y
a # b. Si X7y X, son hereditariamente indescomponibles, entonces Z = X;UX5 es
hereditariamente débilmente unicoherente y no es hereditariamente unicoherente.

Demostracion. Sea K un subcontinuo de Z y probemos que K es débilmente
unicoherente. Si pasa que K C X; 6 K C X5, entonces K es indescomponible, y
por lo tanto débilmente unicoherente. Tomemos ahora cuando K N (X; \ X3) # 0
y KN (X3\ X1) # 0. Definamos K; = KN X y Ky = KNY. Por la Proposicion
1.1.9 tenemos que alguno de los dos K7 o K tiene a lo més dos componentes y el
otro resulta ser conexo. Analicemos primero cuando K; y K5 son conexos; de ser
asi K y K3 son continuos indescomponibles. Luego por [17, Teoremas 5, 7, pag.
212] K es irreducible y por el Teorema 2.1.17, sera débilmente unicoherente. Para
concluir la prueba veamos que K es unicoherente cuando K; ¢ K5 es disconexo.
Realizaremos unicamente cuando K; es diconexo. Por la Proposicion 1.1.9 K,
tiene dos componentes Ly y Lo, tales que a € Ly, b € Ly y ademés K5 es cone-
xo0. Observe que K, L1 y Ly son indescomponibles, por lo tanto unicoherentes.
Aplicando |27, Teorema 6.3, pag. 857| se obtiene que (KU L) U Ly = K es uni-
coherente. De lo afirmado anteriormente concluimos que X es hereditariamente
débilmente unicoherente.

Veamos que Z no es unicoherente. Note que Z = X; U X5, donde X, X5 son
subcontinuos de Z y X; N Xy = {a,b}. Por lo tanto Z no es hereditariamente
unicoherente. O

Tenemos que todo continuo hereditariamente unicoherente es hereditariamente
débilmente unicoherente, pero todo continuo débilmente unicoherente no es here-
ditariamente unicoherente (véase Proposicion 2.2.2). El siguiente lema nos permi-
tirda concluir que la unicoherencia hereditaria y la unicoherencia débil hereditaria
son equivalentes en continuos aposindéticos. La demostracion de este lema fue
basada en los resultados y demostraciones de Bennet en [1].
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Lema 2.2.3. Sea X un continuo hereditariamente débilmente unicoherente. Si
X es aposindético, entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Para probar que X es localmente conexo, basta ver que X es
conexo en pequeno por el Teorema 1.1.6. Sean p € X y U un abierto de X con
p € U. Como X es aposindético, para cada y € X \ U existe un subcontinuo V,
de X tal que p € Intx(V,) y Intx(V}) €V, € X \ {y}. Entonces tenemos que la
familia {X \ V,: y € X\ U} es una cubierta abierta de X \ U, por la compacidad
de X \ U existe una subcubierta finita {X \ Vi, X \ Vo,..., X \ V,,} de X \ U,

equivalentemente
n
pE ﬂ Int X m
i=1 i=1

Para finalizar la prueba, veamos que [;_, V; es conexo aplicando induccién sobre
n.

1. Si n = 1 se tiene inmediatamente; veamos para n = 2. Como p € V; N V5,
se tiene que Vi U V5 es conexo, por lo tanto un continuo. Ademas V7, V5 son
subcontinuos de V3 UV;, con p € Int(V;) NInt(V5), es decir Int(V; NV3) # .
Como X es hereditariamente débilmente unicoherente tenemos que Vi NV,
es conexo.

2. Supongamos que ﬂle V; es conexo y probemos que ﬂf:ll V; es conexo. Co-
mo p € ﬂfjfvi se tiene que (ﬂle V,) U Vi41 es conexo, por lo tanto
un continuo. Ademas ﬂ].ll Vi, Viy1 son subcontinuos de (ﬂle V,) U Vigq
con p € (! Intx(V;). Dicho lo anterior y dado que ([ Intx(V;) =
Int x (ﬂkH VZ), obtenemos que Inty (ﬂkH V) # (). Como X es heredi-

k1
tariamente débilmente unicoherente (), *1'V;, sera conexo.
Por el principio de induccién matematica se concluye que (i, Vi es conexo. O

Teorema 2.2.4. Todo continuo hereditariamente débilmente unicoherente y apo-
sindético es hereditariamente unicoherente.

Demostracion. Sea K un subcontinuo débilmente unicoherente de X y supon-
gamos que no es unicoherente. Es decir existen subcontinuos A y B, tales que
K = AUB y AN B es disconexo. Sean L una componente de AN By p ¢ L.
Por Lema 2.2.3, X es localmente conexo; entonces existe un continuo con interior
no vacio N, tal que p € Ny LN N = (. Defino T = KUN,C = AUN y
D = BUN, los cuales son continuos. Note que T'=CUD y Intp(CN D) # 0, ya
que K C CND. Sin embargo CND = (AN B)UN es disconexo, ya que L sera
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una componente de C'N D que no intersecta a N. Asi X no es hereditariamente
débilmente unicoherente. Por lo tanto K ha de ser unicoherente. O

El siguiente corolario es inmediato del Lema 2.2.3 y los Teoremas 1.6.9 y 2.2.4.

Corolario 2.2.5. Todo continuo hereditariamente débilmente unicoherente y
aposindético es una dendrita.

2.3. PRODUCTO Y LIMITES INVERSOS

En esta seccion estudiaremos la unicoherencia débil y la unicoherencia débil he-
reditaria en productos y limites inversos de continuos. Particularmente, mostra-
remos que el producto de continuos débilmente unicoherentes no es débilmente
unicoherente y demostraremos que el limite inverso de continuos débilmente uni-
coherentes o hereditariamente débilmente unicoherentes es débilmente unicohe-
rente o hereditariamente débilmente unicoherente, respectivamente.

En [13, Ejemplo 5.5, pag. 48] muestran la existencia de un continuo unicoherente
X tal que X? = X x X no es unicoherente. A continuacién veremos que este
producto tampoco es débilmente unicoherente.

Ejemplo 2.3.1. Existe un continuo débilmente unicoherente X, tal que X2 no
es débilmente unicoherente.

Figura 2.4: Producto de débilmentes unicoherentes

En [13] los profesores A. Garcia y A. Illanes toma el continuo unicoherente X
definido en el plano complejo por X = S'U R, donde R = {(1+ e %)e: § > 0}
(ver Figura 2.4). Notese que X es débilmente unicoherente.

En [13, ejemplo 5.5, pag. 48] toman A, B, H y K en X? definidos de la siguiente
manera:
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. . 6, — 0
(r1e™ rye®?) € X2 L ! ZJ es par};
T

. . 6, — 0
(11" rye®?) € X2 L L ZJ es impar};
7

0, — 6,
T
01 — 02
T

(rlewl , r2ei62) e X?:

oy
I
— — =

es entero par} ;

K = {(rlewl, roei®?) € X2 es entero impar} :

donde |f] es el mayor entero menor 6 igual a 6 y se demostro que:

donde Clyz2(A), Clyz(B) son subcontinuos de X? y H, K son cerrados disjun-
tos. Notese que (R x R)N(HUK) # 0 y R x R es abierto, conexo y lo-
calmente conexo, ya que R es abierto, conexo y localmente conexo. Sea p =
(14+e%)e?, (14e~0+™)ei0+7)) para algtin @ > 0. Tenemos que p € X2\ H y apli-
cando la conexidad local de R x R y la normalidad de X2, garantizamos que existe
una vecindad D de p cerrada y conexa, tal que p € Intx2(D)y D C X?\ H. Tome-
mos E = Cly2(A)UD y F = Clx2(B)UD, los cuales son subcontinuos de X?, tales
que X? = EUF y Intx2(D) C Intx2(E N F). Del argumento anterior resulta que
Intx2(ENF) # 0y ademas ENF = (Clx2(A)UD)N(Clx2(B)UD) = (HUD)UK,
donde H U D y K son dos cerrados disjuntos. De la aseveraciéon anterior resulta
que X? no es débilmente unicoherente.

En [13, Teorema 5.1, pag. 47| se encuentra que el producto finito de espacios lo-
calmente conexos unicoherentes es unicoherente. Recordemos que por el Teorema
2.1.9 la unicoherencia y la unicoherencia débil son equivalentes en espacios local-
mente conexos. De esta manera tenemos que el producto de continuos débilmente
unicoherentes y localmente conexos es débilmente unicoherente, particularmente
unicoherentes.

En [26, Teorema 2.12, pag. 37|, se encuentra que el limite inverso con funciones
de ligadura sobreyectivas de continuos unicoherentes, es unicoherente. De manera
analoga establecemos que la unicoherencia débil se preserva bajo limites inver-
sos con las mismas condiciones, pero modificando los espacios por débilmente
unicoherentes, como mostramos en el siguiente resultado.
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Proposicion 2.3.2. Sea {X,,, f"™}°°, una sucesién inversa de continuos, tal
que f"1: X, — X, es sobreyectiva, para cada n € N. Si X,, es débilmente
unicoherente para cada n € N, entonces X, es débilmente unicoherente.

Demostracion. Sean A y B dos subcontinuos de X, tales que Xo,. = AUB y
Intyx_ (AN B) # (). Por Proposicion 1.2.7 existe U, C X}, abierto, no vacio, para
algtin k € N, tal que f, '(Uy) € ANB. Asf, Uy, C fr(ANB) y dado que fr,(ANB) C
fe(A)N fi(B) sucede que Uy, C Intx, (fi(A)N fu(B)) y Intx, (fr(A)N fr(B)) # 0.
Por la Observacion 1.2.4 X, = fi(A) U fi(B) y dado que X} es débilmente
unicoherente, fi(A) N fr(B) es conexo.

Veamos que f,,(A)Nf,(B) es conexo para todon > k. Dado que las funciones de li-
gadura son sobreyectivas, tenemos que las funciones proyeccién son sobreyectivas,
por la Observacion 1.2.4. Por lo tanto, X,, = f,(A)U f,.(B), para cada n € N. Ya
que fi: X, — X} es continua, existe un abierto U,, C X,,, tal que f*(U,,) C U.
Sea z € f74(U,), entonces f,(z) € U, y asi z € f,_'(Uy), puesto que fi(z) =
f(fa(2) ¥ f2(fa(2)) € Ug. De lo anterior sucede que f,1(U,) C f, '(Uy), para
cadan > k. Como f, ' (U,) € ANB, tenemos que f;(U,) € ANB y de esta mane-
ra obtenemos que Intx, (f,(A)Nf.(B)) # 0, para cada n > k. De las aseveraciones
anteriores y dado que X,, es débilmente unicoherente se obtiene f,(A) N f.(B)
conexo, para cada n > k. Luego {f.(4)N fn(B)af§+1|fn+1(A)mfn+1(B)}Zozkﬂ es
una sucesion inversa de continuos. Por el Teorema 1.2.6 y la Proposiciéon 1.2.9
su limite inverso es un continuo y lm {fu(A) N fu(B), fr fn+1(A)nfn+1(B)}ZO:1 =
AN B. Ademas, lim {fu(A) N fu(B), fr fn+1(A)ﬂfn+1(B)}ZO:k+1 es homeomorfo a
i {£u(4) 01 £u(B), f1

an(A)nan(B)}ZO:l por la Proposicion 1.2.10. De esta
manera obtenemos A N B conexo. O

Para finalizar demostraremos que el limite inverso de continuos hereditariamente
débilmente unicoherentes es hereditariamente débilmente unicoherente.

Corolario 2.3.3. Sea {X,,, f~™1}°°  una sucesion inversa de continuos, tal que
e X, — X, es sobreyectiva, para cada n € N. Si X,, es hereditariamente
débilmente unicoherente para cada n € N, entonces X, es hereditariamente
débilmente unicoherente.

Demostracion. Sea K un subcontinuo de X, y veamos que K es débilmente
unicoherente. Como las proyecciones son continuas, tenemos que f,(K) es un
subcontinuo de X,,, para cada n € N y ademés es débilmente unicoherente. Ob-
tenemos { f,(K), fit|;, +1(K)}ZO:1 una sucesion inversa de continuos débilmente
unicoherentes, con funciones de ligadura sobreyectivas, la cual tiene como limite
inverso K, por la Proposicion 1.2.8. Asi, por la Proposicion 2.3.2 concluimos que

K es débilmente unicoherente. O
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2.4. ESPACIO COCIENTE

En esté seccion estudiaremos el comportamiento del espacio cociente de continuos
débilmente unicoherentes, que intuitivamente consiste en pegar continuos débil-
mente unicoherentes por cerrados o particularmente por continuos. Este espacio
adjunto se puede ver como la union de dos continuos, cuya intersecciéon es cerra-
da. En [27] Pierce establece que la unién de dos continuos unicoherentes, cuya
intersecciéon es un continuo, no basta para que el espacio sea unicoherente, para
tal objetivo define:

X, = {rew: —2§7’§—1—6_6,0§9<ﬂ'},
X, = {rew: —l—el<r<—-1—¢?9¢ >},
Y, = {T6i9:1—|—6_0§7”§2,0§9<7'r},

Y, = {rew:1+e_6§7°§1—|—e”_6,927r}.

Pierce en [27, Conjetura 6.4, pag. 866] toma los continuos X = X; U X, U Sty
Y =Y, UY,US?! (ver Figura 2.5).

Figura 2.5: Uni6én de continuos unicoherentes

Pierce menciona que son continuos unicoherentes, por ende débilmente unicohe-
rentes, cuya interseccion es un continuo que no es localmente conexo y su uniéon
es un anillo, que claramente no es débilmente unicoherente.
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Pierce demuestra que la uniéon de continuos unicoherentes, cuya interseccion es un
continuo localmente conexo es unicoherente. El siguiente ejemplo garantiza que
el teorema de Pierce modificando las hipotésis de unicoherentes por débilmente
unicoherentes, no es suficiente para que el continuo resultante sea débilmente
unicoherente.

Ejemplo 2.4.1. Existen continuos X y Y disjuntos, débilmente unicoherentes y
una funciéon f: A — Y continua, donde A es un continuo localmente conexo de
X, tal que X Uy Y no es débilmente unicoherente.

Sean X el continuo débilmente unicoherente del 1.1.3 y a un arco, tomamos
q: X1 U Xy — X la funcién cociente respectiva y h: [0,1] — o un homeomorfis-
mo. Defino f: {a} — {h(0)} por f(a) = h(0), donde a = ¢(0,1) y por ultimo
tomamos el espacio cociente Z = X Uy a. Note que el continuo satisface la hi-
potésis requeridas y veamos que no es débilmente unicoherente. Tomamos los
continuos A como el continuo homeomorfo curva del top6logo junto con el arco
y B el otro continuo homeomorfo a la curva del topélogo junto con el arco como
muestra la Figura 2.6.

([ )

Figura 2.6: No unicoherencia débil del espacio adjunto

Claramente Z = AUB y AN B es el arco con el punto w = {¢(—1,0)}. Lo
afirmado anteriormente garantiza que Z no es débilmente unicoherente.

Del Teorema 2.1.17 tenemos que todo continuo irreducible es débilmente uni-
coherente. Sin embargo, Z = a Uy X es irreducible en {q(—2,sen(1))}, {1} y
{q(1,sen(1))} y no es débilmente unicoherente. Asi, obtenemos que no todo irre-
ducible en un conjunto finito con cardinalidad mayor a 2 es débilmente unicohe-
rente.

Dado lo ocurrido con el Ejemplo 2.4.1, en la siguiente proposicion modificamos
las hipotésis, de tal manera que se obtenga como conclusiéon un continuo débil-
mente unicoherente. El resultado nos permitird ampliar la familia de continuos
débilmente unicoherentes.
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Proposicion 2.4.2. Sea X =Y U Z un continuo, tal que Y y Z son continuos
que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Y y Z son débilmente unicoherentes;

2. Y NZ={p}, para algin p € X;

3. X es localmente conexo en p.
Entonces X es débilmente unicoherente

Demostracion. Sean A 'y B subcontinuos de X, tales que X = AUB. Supongamos
que AN B no es conexo. Sea L una componente de A N B, tal que p € L. Sin
pérdida de generalidad, supngamos que L C Y\ Z. Por el Teorema 1.1.7, ANY y
BNY son continuos. Sean A’ = ANY y B'=BNY.EsclaroqueY = AUB'y
L es una componente de A’ N B’, tal que p € L. Consideremos los dos siguientes
casos:

1. pe ANB’. Como X es localmente conexo en p, entonces existe una vecindad
K conexa y cerrada de p en X, tal que LNK = (). Por el Teorema 1.1.7 KNY
es conexo. Asi definimos C = AUK'y D =B UK’ donde K’ =KNY.
Asi tenemos que Y = CUD y Inty (CN D) # 0, ya que Inty (K”) es no vacio
y esté contenido en C'N D. Note que L es una componente de C'N D, puesto
que K'N L = (). Por lo tanto, C'N D es disconexo y asi Y no es débilmente
unicoherente.

2. p¢€ AN B'. En este caso Inty (A’ N B’") = 0.

Finalmente, notese que sip € A'N B’, entonces A CY o BCY. Luego ANB =
A'NB"y Intx(AN B) = 0. De lo anterior, X es débilmente unicoherente. O

De la Definiciéon 2.1.1 y el Teorema 2.1.17, la familia de continuos unicoherentes
e irreducibles estan contenidos en la familia de continuos débilmente unicohe-
rentes. Sin embargo, el ejemplo a continuacién garantiza que existen continuos
débilmente unicoherentes que no son unicoherentes y tampoco son irreducibles.

Ejemplo 2.4.3. Existe un continuo débilmente unicoherente que no es unicohe-
rente ni irreducible.

Tomemos el continuo X del Ejemplo 1.1.3, el cual es débilmente unicoherente y
no unicoherente. Sean ¢: X; U Xy — X, la respectiva funcién cociente, o un arco
y h:[0,1] = « un homeomorfismo. Sea p un punto de conexidad local en X que
difiere de ¢(—1,sen(—1)) y ¢(1,sen(1)). Definimos f: {p} — {h(0)} y tomamos
Z = a Uy X. La Figura 2.7 representa nuestro espacio cociente Z.
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Figura 2.7: Continuo débilmente unicoherente, no unicoherente, ni irreducible

De la Proposicion 2.4.2, Z es débilmente unicoherente. No es dificil ver que Z no
es unicoherente, ni irreducible.
Buscando fortalecer la Proposicion 2.4.2 nos planteamos lo siguiente.

Pregunta 2.4.4. Sea X =Y U Z un continuo, tales que Y y Z son continuos
débilmente unicoherentes y Y N Z es un continuo. ;Si X es localmente conexo en
cada punto de Y N Z, entonces X es débilmente unicoherente?
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3. FUNCIONES

En topologia general se definen las funciones continuas como una herramienta na-
tural para relacionar espacios topolégicos. Ademas, con el fin de preservar alguna
propiedad que no se mantiene inicamente con la continuidad, se introducen fun-
ciones continuas con propiedades adicionales, como: funciones abiertas, cerradas
y homeomorfismos. Por ejemplo, la imagen continua de un continuo débilmen-
te unicoherente no es necesariamente débilmente unicoherente. Basta tomar la
funcion de f: [0,1] — S', definida por f(t) = €?™* para cada t € [0, 1]. De esté
manera, nos adentramos en el estudio de la invarianza de los continuos débilmente
unicoherentes en algunos tipos de funciones continuas.

Por otro lado, en [6], los autores establecen que toda funciéon fuertemente libre-
mente descomponible definida en un continuo débilmente unicoherente es casimo-
nétona. Con esta afirmacion, es natural tratar de caracterizar la siguiente familia
de continuos:

F = {X continuo : Toda funcién f: X — Y fuertemente

libremente descomponible es casimonétonat.

La unicoherencia débil es una condiciéon suficiente para estar en la familia F,
como veremos en el Teorema 3.2.8. Sin embargo, esta condicién no es necesaria,
puesto que en [6, Ejemplo 5.3, pag. 6] los autores construyen un ejemplo de un
continuo que no es débilmente unicoherente y esta en la familia F. Buscando
ampliar la familia de continuos que estén en F, en el Teorema 3.2.11 logramos
introducir una colecciéon de continuos en F, que contiene al continuo definido en
el Ejemplo 5.3.

En este capitulo definiremos las funciones monoétonas, casimondtonas, cuasimo-
noétonas, libremente descomponibles y fuertemente libremente descomponibles.
Estudiaremos relaciones entre estas clases de funciones y mostraremos algunos
ejemplos cuando una implicacién no se cumpla. Estudiaremos la invarianza de
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continuos débilmente unicoherentes en estas clases de funciones y mostraremos
condiciones y ejemplos para que un continuo esté en la familia F.

3.1. DEFINICIONES, RELACIONES Y EJEMPLOS

A continuaciéon definimos las funciones monétonas, casimonotonas, cuasimonoto-
nas, libremente descomponibles y fuertemente libremente descomponibles, mos-
tramos algunos ejemplos y algunas relaciones entre estas funciones.

Definiciéon 3.1.1. Sea f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva, definida
entre continuos. Diremos que f es mondtona, si para cada subcontinuo K de Y,
f7YK) es un subcontinuo de X.

A continuacién definimos una clase de funciones continuas que contienen a las
funciones mondtonas.

Definicion 3.1.2. Sea f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva, definida
entre continuos. Diremos que f es casimondtona, si para cada subcontinuo K de
Y, tal que Inty (K) # 0, f~*(K) es subcontinuo de X.

De las Definiciones 3.1.1 y 3.1.2 es inmediato verificar que toda funcién ménotona
es casimonotona. Sin embargo, reciproco no es verdadero, el ejemplo puede ser
encontrado en [5].

Definiciéon 3.1.3. Sea f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva, definida
entre continuos. Diremos que f es cuasimondtona, si para cualquier subconti-
nuo con interior no vacio K de Y, f~!(K) tiene a lo mas un nimero finito de
componentes y si D es una componente de f~!(K), tenemos que f(D) = K.

De la Definiciéon 3.1.2 y 3.1.3 toda funcién casimondtona es cuasimonétona; por lo
tanto, las funciones monétonas son cuasimonétonas. A continuacién mostraremos
un ejemplo donde la implicaciéon reciproca no es vélida.

Ejemplo 3.1.4. Existe una funcién cuasimonétona que no es casimonétona.

Tomemos X = [—1,1], Y = [0,1] y la funcion f: X — Y, dada por f(x) = |z|.
No es dificil ver que f no es casimondétona. Note que la imagen inversa de un
subcontinuo de Y tiene a lo mas dos componentes.

Las funciones fuertemente libremente descomponibles fueron introducidas por G.

Gordh y C. Hughes en [14]. Algunas propiedades de estas clases de funciones se
pueden encontrar en [21].
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Definicion 3.1.5. Sea f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva, definida
entre continuos. Decimos que f es libremente descomponible, siempre que Y =
CUD, donde C'y D son subcontinuos propios de Y, existen A y B subcontinuos de
X, tales que X = AUB, AC f~Y(C)y B C f~Y(D). Siademas, f~1(C)y f~1(D)

son subcontinuos de X diremos que f es fuertemente libremente descomponible.

De la definicién anterior tenemos que toda funcién fuertemente libremente des-
componible es libremente descomponible. Con el siguiente ejemplo mostramos que
el reciproco de esta afirmacion es falsa. Este ejemplo es tomado de [5, Ejemplo
2.1, pag. 892].

Ejemplo 3.1.6. Sean X el cono de Cantor, Y = X/ {(%,O), (%,0)} yf: X =Y

la funcion cociente.

Sean T = {(z,y) € X: 0<z <1} y W = {(z,y) € X: $ <2z <1}. Es claro
que si tomamos C' = f(T) y D = f(W), se tiene que Y = CUD y f~}(C) =
TU{(30)} vy fF(D) = WuU{(3,0)} (véase Figura 3.1). Esto muestra que
la funcién cociente f no es fuertemente libremente descomponible. No es dificil
aceptar que f es libremente descomponible. Una prueba formal resulta dificil de
escribir por la cantidad de subcontinuos con interior no vacio que tiene Y.

X Y

<

Figura 3.1: Funcién no fuertemente libremente descomponible

A continuacion veremos la relaciéon que existe entre las funciones casimondtonas
y las funciones fuertementes libremente descomponibles.

Proposicion 3.1.7. Sea f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva, defini-
da entre continuos. Si f es casimonoétona entonces f es fuertemente libremente
descomponible.

Demostracion. Sean Ay B subcontinuos propios de Y, tales que Y = AUB. Note
que Y\ By Y \ A son abiertos no vacios contenidos en A y B, respectivamente.
Como f es casimonétona entonces f~1(A) y f~(B) son conexos. O

Ejemplo 3.1.8. Existe una funcién fuertemente libremente descomponible que
no es casimonoétona.
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Sea f: S' — [—1,1] la funcién definida por f((x,y)) = z. La funcién f resulta ser
fuertemende libremente descomponible y no casimono6tona, puesto que la imagen
inversa de un arco de [—1, 1] que no contenga a —1, 1, resulta ser disconexa.

El siguiente diagrama ilustra algunas relaciones entre las funciones. Denotaremos
las funciones fuertemente libremente descomponibles y libremente descomponi-

bles por F.L.D y L.D, respectivamente.
Cuasimonotona

Diagrama 3.1

3.2. UNICOHERENCIA DEBIL EN FUNCIONES

En esta seccién estudiamos las funciones continuas entre continuos que preser-
van unicoherencia débil. A continuacién veremos un ejemplo de una funcién que
garantiza que no todas las funciones abiertas preservan unicoherencia débil. El
ejemplo fue tomado de [26] en relacion a la funcion abierta en unicoherentes.

Ejemplo 3.2.1. Existe una funcién abierta que no preserva unicoherencia débil.

Tomemos el continuo X = S'US; US, UC, donde S; = {(1 + Glﬁ) el 9> O},

Sy = {(2 _ ﬁ) e 0> ()} y C={2":0¢ [0,27]} (ver Figura 3.2).

Figura 3.2: Tlustracion del continuo del Ejemplo 3.2.1

El continuo X es irreducible entre p y ¢, donde p € S' y ¢ € C. Asi, del Teorema
2.1.17 se tiene que X es débilmente unicoherente. Ahora tomamos f: X — S?
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la proyeccion radial, dada por f(z) = ﬁ Tenemos una funcién abierta de X en

S'. Por lo tanto, las funciones abiertas no preservan unicoherencia débil.

Veamos ahora qué sucede con la unicoherencia débil en las funciones definidas en
la Seccion 5.1. El siguiente lema seré tutil para garantizar que las funciones cua-
simondtonas preservan continuos débilmente unicoherentes. La prueba del Lema
puede ser encontrada en [32].

Lema 3.2.2. Sea X un espacio topologico conexo. Si Aj, As, ..., A, son sub-
conjuntos cerrados y conexos de X, tales que X = |J;_; A;, entonces existe [,
1 <1<n, tal que J}, it A, es conexo.

Demostracion. Supongamos que By = (J;, A; no es conexo, de lo contrario da-
mos por terminada la prueba. Como B; no es conexo, entonces existen C; y Dy
cerrados disjuntos no vacios de X, tales que By = C; U D;.

Veamos que C7 U A; es conexo. Supongamos que ocurre lo contrario, es decir,
existen cerrados disjuntos no vacios E'y F', tales que A; UC} = FUF. Como A;
es conexo, se tiene que A; C E 6 A; C F. Sin pérdida de generalidad tomemos
A; CE,asi F C Cy. Porlo tanto X = (FUC)UF y (FEUC)) NF =0, lo que
contradice la conexidad de X. De lo anterior concluimos que A; U C] es conexo.

Sea Ag, C E; y consideremos By = (Uf;;l A,-) U (U?:kﬁl Ai). Si B, es conexo

terminamos la prueba. Supongamos que B es conexo, entonces existen cerrados,
disjuntos no vacios Cy y Dy de X, tales que By = Cy U Dy. Como C; U A; es
conexo, entonces C; U Ay € Cy 6 C1 U A; € Dy, Tomemos Cy UA; C Oy y
analogamente como mostramos que A; U C es conexo, tenemos que A, U Cy es
conexo. De lo anterior A; U Cy C Ag, U Cy. Siguiendo con este procedimiento,
llegamos a que A; U C; C Ag, UC; C A, UCs. Repitiendo el procedimiento
anterior y suponiendo que los B; no son conexos, concluimos en un nimero finito

de pasos D; = Ay, y por ultimo tenemos que B = <Uf’:_11 AZ-) U (U?:kﬁl Ai) es

conexo, para algun k; € {1,...,n}. O

La demostracion del siguiente teorema fue basada en los resultados de A. Wallace
en [32] en relacion a la unicoherencia en funciones cuasimonotonas.

Teorema 3.2.3. Sea f: X — Y una funciéon cuasimonétona. Si X es débilmente
unicoherente, entonces Y es débilmente unicoherente.

Demostracion. Sean Ay B subcontinuos de Y, tales que Y = AU B y Inty (AN
B) #0.Si A=Y o B =Y ya se tiene lo requerido. Supongamos que A y
B son subcontinuos propios de Y. Dado que f es una funcién sobreyectiva, se
tiene que X = f~'(A) U f~1(B). Como Inty(A), Inty(B) son no vacios y f es
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cuasimonotona, tenemos que f~'(A) = UL, Ni y f(B) = UjL, M;, donde
N;, M; son componentes de f~'(A) y f~!(B), respectivamente, f(N;) = Ay
f(M;) = B, para cadai € {1,....n} y j € {1,...,m}. Sin pérdida de generalidad,
tomemos D = (|J_, N;) U <U;.‘:2 Mj>, siendo E' = N; el subcontinuo adecuado
que deja a D conexo, por el Lema 3.2.2. Observe que D y E son subcontinuos de
X tales que X = DUE.

Veamos que DNE = f~'(ANB) o equivalentemente f(DNE) = ANB. Tomemos
y € f(DNE), por lo tanto existe z € D N E, tal que f(x) = y. Como f(F) =
A, tenemos que y € A. Note que N; " N; = (), para cada i # 1l y x € N1 N

((U?:2 N;) U (UT’ZI MZ>) Asi, existe k € N, tal que z € My, por lo tanto y € B,
puesto que f(My) = B. Asi y € AN B. Ahora tomemos y € AN B y probemos
que y € f(DNE). Como f(E) = A, existe z € F, tal que f(z) = y y ademaés
x € (U;nzl MZ) Luego existe k € {1,...,m}, tal que x € Mj. De lo anterior

obtenemos que x € D N E, lo cual implica que y € f(D N E). En conclusion
obtenemos AN B = f(DNE).

Veamos ahora que Intx(D N E) # (. Supongamos que que Inty (DN E) = 0, es
decir B(z;e) N (X\(D N E)) # 0, para cada x € DN E y e > 0. Por hipotésis,
existen y € AN By r >0 tal que B(y;r) C AN B. De lo anterior tenemos que
existe g € C'N D, tal que f(xg) = y, ya que f(DNE) = AN B. Asi, existe
T, € B (20;2)\(D N E), para cada n € N. Por lo mencionado anteriormente
(n)5, es una sucesion en X\(D N E), tal que =, — 7. De estd manera se
obtiene que (f(x,))22, es una sucesion en Y'\(A N B). Pero f(z,) - f(xg), ya
que B(f(xo);r)N{f(z,): n € N} =0, lo cual sucede por que B(f(x¢);r) C ANB.
La anterior afirmacién contradice la continuidad de f. Por lo tanto, concluimos
que Intx (DN E) # 0.

Como X es débilmente unicoherente y X = DU FE, con D, E subcontinuos de X
tales que Intx (D N E) # () se tiene que DN E es conexo y asi ANB = f(DNE)
también es conexo. O

El siguiente resultado es inmediato del Teorema 3.2.3.

Corolario 3.2.4. Sea f: X — Y una funcién mondtona o casimondtona. Si X
es débilmente unicoherente, entonces Y es débilmente unicoherente.

En el Corolario 1.6.7 se garantizo que el Cono(X), donde X es un continuo es
unicoherente y por lo tanto débilmente unicoherente. Ademas no es dificil probar
que la funcion cociente f: Cono(X) — Sus(X) es mondtona y por el Corolario
3.2.4 tenemos que la suspension de todo continuo es débilmente unicoherente.
El siguiente ejemplo muestra que las funciones libremente descomponibles no
siempre preservan la unicoherencia débil.
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Ejemplo 3.2.5. Existe una funcion libremente descomponible que no preserva
la unicoherencia débil.

Tomemos la funciéon f: X — Y libremente descomponible del Ejemplo 3.1.6. En
[20, Figura 4, pag. 319] se menciona que el cono de Cantor es unicoherente y asi
el continuo X es débilmente unicoherente. Por otro lado, no es dificil ver que Y
no es débilmente unicoherente.

El siguiente resultado tomado de [6], indica que las funciones fuertemente libre-
mente descomponibles preservan la unicoherencia débil.

Teorema 3.2.6. Sea f: X — Y una funcién fuertemente libremente descompo-
nible. Si X es débilmente unicoherente, entonces Y es débilmente unicoherente.

Demostracion. Sean A y B subcontinuos de Y tales que Y = AN By Inty (AN
B) # (. Si alguno de los subcontinuos es Y entonces ya se tiene el resultado.
Por lo tanto, supongamos que A y B son subcontinuos propios de Y. Como
f es fuertemente libremente descomponible, tenemos que f~!(A) y f~}(B) son
subcontinuos de X, tales que X = f~1(A) U f~1(B) y ademéas Intx(f~'(A4) N
f7Y(B)) # 0. De lo anterior y dado que X es débilmente unicoherente obtenemos
que f~H(A)N f7Y(B) es conexo. Como f(f~H(A)N f~B))=f(f"(ANB)) =

AN By f es continua obtenemos que AN B es conexo. O

Definicion 3.2.7. Sea F una familia de continuos definida por:
F={X:¥YyVf: X =Y FLD, se tiene que f es casimondtona}.

En |23, Pregunta 4.3.4| se plantea {Si todo continuo irreducible esta en F7 El
siguiente resultado ha sido tomado de [6], que responde parcialmente la pregunta

de [23].
Teorema 3.2.8. Si X es un continuo débilmente unicoherente entonces X € F.

Demostracion. Sea f: X — Y una funciéon fuertemente libremente descomponi-
ble. Veamos que f es casimonétona. Tomemos K un subcontinuo de Y con interior
no vacio. Si K =Y, entonces ya tenemos el resultado, por lo tanto, tomemos K
un subcontinuo propio de Y. Si Y\ K es conexo, claramente Cly (Y'\ K) es un sub-
continuo propiode Yy Y = K UCly (Y \ K). Como f es fuertemente libremente
descomponible tenemos que f~!(K) es conexo. Supongamos que Y\ K es discone-
X0, es decir, existen cerrados disjuntos no vacios A y B, tales que Y\ K = AUB.
Por el Teorema 1.1.7 K U Ay K U B son conexos. Asi K UA y K U B son sub-
contnuos de Y, ya que son conexos y cerrados. Ademas Y = (KUA)U(KUB) y
dado que f es fuertemente libremente descomponible se obtiene que f~(K U A)
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y f7H (K UB) son subcontinuos de X. Observe que X = f~1(KUA)Uf~'(KUB)
yIntx (fHKUA)NFHKUB)) =Intx(f}(K)) # 0. De lo anterior y dado que
X es débilmente unicoherente, se cumple que f~!(K) es conexo. Asi concluimos
que X € F. O

El siguiente corolario es inmediato, ya que todo continuo unicoherente o irredu-
cible es débilmente unicoherente.

Corolario 3.2.9. Si X es unicoherente o irreducible entonces X € F.

En 1948 F. B Jones introdujo la funcion 7 en [16], como herramienta para el
estudio de la aposindesis en continuos.

Definicion 3.2.10. Sea X un espacio métrico compacto. Se define:
T:P(X)— P(X)
como
T(A)={re X: VK € ((X), x € Intx(K), se tiene que K N A # 0},
donde C(X) es el espacio de todos los subcontinuos de X.

En la curva del topoélogo, para todo cerrado A C {(x,sen (%)) sz € (0, 1]} se
tiene que T (A) = A. Sin embargo, T ({z}) = {0} x [-1,1], si z € {0} x [-1,1]
(ver Ejemplo 1.1.2). Para estudiar ejemplos y propiedades relacionadas con la
funcion 7 de Jones, recomendamos consultar [19].

En [6, Ejemplo 5.3| los autores construyen un continuo que no es débilmente
unicoherente y esté en la familia F. Este ejemplo amplia la familia de continuos
que estan en la familia F. Basado en las propiedades del continuo |6, Ejemplo
5.3], se establece condiciones sobre un continuo para estar en la familia F.

Teorema 3.2.11. Sea X = X; U X5 un continuo, tal que X; y X5 son continuos,
X1 N Xy ={x1, 22} y para cada i € {1,2} se satisface:

1. X, es unicoherente;
2. X;\ {z;} es disconexo;

3. Existe C; componente de X; \ {z;}, tal que Clx(C;) = C; U {x;} v Clx(C})

es irreducible entre z1 y wo;
4. Clx(C;) € T({zs}).

Entonces X € F.
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Demostracion. Empezaremos nuestra prueba con una afirmacion que es conse-
cuencia de la Proposicion 1.1.9 en el Teorema 3.2.11:

Afirmacion 3.2.12. Si E es un subcontinuo de X tal que C; C FE, entonces
E N X; es un continuo, para i € {1,2}.

Probemos dos afirmaciones adicionales.

Afirmacion 3.2.13. Si L es un continuo de X7, entonces LNClx(C}) es conexo.
(Tenemos una conclusion equivalente si L es un continuo de X5)

Claramente se tiene la conclusion si L N Clx(Cy) = . Supongamos que L N
Clx(Cy) # 0 y que L N Clx(Cy) es disconexo. Asi existen cerrados, no vacios,
disjuntos U y V, tales que L N Clx(C;) = UUV. Observe que L ¢ Clx(C}), por
lo tanto L N (X \ Clx(Cy)) # 0. Dado que L es conexo, se tiene que x; € L; sin
pérdida de generalidad supongamos que z; € U. De esta manera L = ((L N (X5 \
Cy))UU)UV,donde (LN (X;\ Cp))UU) y V son cerrados disjuntos, lo cual
contradice la conexidad de L.

Afirmacién 3.2.14. Si X = F U F, donde E y F son subcontinuos de X y
(E\ F)NCy # 0, entonces existe un subcontinuo L de E N Clx(C}) tal que
x1 € L. (Tenemos una conclusion equivalente si (E'\ F) N Cy # (.)

Sea z € (E\ F) N Cy. Por la Proposicion 1.1.9, E N X, tiene a lo mas dos
componentes, digamos £ N X; = L; U Ly. Sin pérdida de generalidad, tomemos
z € Ly. Si z = x1, se tiene lo requerido, por lo tanto supongamos z # z;. Co-
mo X = (ENX)UFNX)UXey 2z ¢ (FNXy) ULy U Xy, es claro que
z € Intx(Ly). Como z € Cy C T ({z1}), 1 € L. Por la Afirmacion 3.2.13 tene-
mos que L = L; N Clx(C}) es un conexo de Clx(C4) y como L C E N Clx(CY)
tenemos que L es un subcontinuo en E N Cly(CY), tal que z; € L. Con esto
concluimos la prueba de la Afirmacion 3.2.14.

La prueba del Teorema 3.2.11 la realizaremos en varios pasos:

Paso 1: Si A y B son subcontinuos de X, tales que X = AUB y AN B es disco-
nezo, entonces AN B tiene exactamente dos componentes y cada una intersecta

a {1, xs}.

Sea K una componente de AN B. Notese que para concluir la prueba del Paso 1,
solamente debemos ver que K N {xy,xs} # 0. Supongamos que K N {xy,x2} = 0.
De esto, K C X; o K C X5. Realizaremos unicamente el caso cuando K C Xj;
K C X, es analogo.

Supongamos primero que K C X; \ Clx(C}). Observe que si z; ¢ A, tenemos
que A N X; es conexo; pues podria suceder que A C X; \ {71,722}, 0 25 € A
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(ver Corolario 1.1.10). Asi, AN X; es un continuo contenido en X; \ {z1}. Como
C1 es una componente de X7 \ {z1} vy (AN X)) N (Xy\ Clx(C)) # 0, tenemos
que ANX; € X;\Cly(Ch) y A=ANX;. Como X = AUB, C; C B; de
esto, AN X; y BN X; son continuos (ver Afirmacion 3.2.12), tales que X; =
(ANX)HU(BNX))y (ANnX;)N(BNX;)=AnN B disconexo, contradiciendo
la unicoherencia de X;. Asi, ;1 € A. De la misma forma tenemos que xz; € B.
Definamos D = (ANX;)UClx(Cy)y E = (BNX;)UClx(C}). Por la Proposicion
1.1.9, D y F son subcontinuos de X; tales que X; = DU E. Como K es una
componente de AN B, K C X; y K NClx(C;) = 0, tenemos que K es una
componente de C'N D; contradecimos nuevamente la unicoherencia de X;. Asi,
K C (. Probemos que Clx(Cy) € A o Clx(Cy) € B. Note que si AN X es
disconexo, por la Proposicion 1.1.9, sucede que AN Xy = L1 U Ly donde Ly y Ly
son continuos disjuntos, tales que z1 € Ly y @9 € Ly. Sean My = L; N Clx(CY) y
My = Ly N Clx(CY). Por la Afirmacion 3.2.13, M; y M; son conexos, disjuntos, y
ademas ANCly(C) = My U M,, tales que x1 € My y x5 € M,. Como Clx(Ch) es
irreducible V' = Clx(Cy) \ (M; U M,) es conexo (ver Teorema 1.3.4), y V C B\ A.
Por la Afirmacion 3.2.14 y dado que V es conexo contenido en B, existe una
subcontinuo L de B N Clx(Cy), tal que V- C L y x; € L. Notese que como
Clx(Cy) = My UV UMy y My N My =0, Clx (V)N My # 0. Asi, LN My # 0
y, como Clx(C}) es irreducible entre x; y xo, 1 € L'y o € My, tenemos que
Clx(Cy) = LU M,. Veamos ahora que My C B. Supongamos que existe z €
M, \ B. Por la Afirmacion 3.2.14, existe un subcontinuo R de A N Clx(C}), tal
que {1, 2} C R. Pero esto contradice que ANCly(Cy) = My UMy, MyN My = 0,
RNM, # 0y RN M, # (. De lo anterior My C By Clx(C;) C B. De forma
similar concluimos que Clx(C;) C A, si BN X; es disconexo.

Supongamos ahora que AN X; y BN X; son conexos. Entonces, por la Afirmacion
3.2.13, S = ANClx(Cy) y T = BN Clx(Cy) son conexos. Si {z1,22} C S o
{z1,29} C T, por la irreducibilidad de Clx(C}), tenemos que Cly(C;) C A o
Clx(C7) € B como queremos. Asi, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que z7 € S\ Ty xy € T\S. Asi, existe z € (T\S)NC; C (B\ A)nCh.
Luego, por la Afirmacion 3.2.14, existe un subcontinuo L de BN Clx(CY) tal que
x1 € L, contradiciendo que z; ¢ T. De lo anterior, concluimos que Clx(C;) C A
(6] Clx(Cl) g B.

Finalmente, supongamos que Clx(Cy) C A. Con las Proposicion 1.1.9 y la Afir-
macion 3.2.14, tenemos que B N Clx(C}) tiene a lo mas dos componentes, donde
cada una de las cuales tiene a los puntos de irreducibilidad z; y z5. Una de estas
componentes debe contener a K, contradiciendo que K N {z1, 22} = (). Con esto
cada componente de A N B debe intersectar a {x1, 25} y por tanto, AN B tiene
exactamente dos componentes y cada una intersecta a {x,z2}. Concluimos la
prueba del Paso 1.
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Sea f: X — Y una funcién fuertemente libremente descomponible y ) un sub-
continuo de Y, tal que Inty (Q) # 0. Probemos que f~1(Q) es conexo, para con-
cluir que f es casimonétona y X € F. Observe que si Y \ ) es conexo, entonces
Y = QUCly(Q) y como f es fuertemente libremente descomponible, f~1(Q) es
conexo como queremos. Asi, supongamos que Y \ ) es disconexo. De estd manera
existen dos cerrados disjuntos, tales que Y\ Q@ = U UV y por el Teorema 1.1.7,
tenemos que Q U U y Q UV son continuos. Podemos asegurar lo siguiente:

L. f‘l(U) N (V) =

LUUQ)y f7(VUQ) son subcontinuos de X y X = f~1{({UUQ) U
(VUQ).
X

Q) =fu)NfH(VUQ).

Supongamos que f_l(Q) es disconexo; por 2, 3 y el Paso 1, f71(Q) tiene dos
componentes, digamos L; y Ly, tales que z; € Ly y 23 € Ly. Como f~HU U
() es un conexo que contiene a x; y o, por la Proposicion 1.1.9, tenemos que
YU UQ)N X, es conexo o f~H(U U Q) N Xy es conexo. Supongamos que
YU U Q)N X, es conexo. Sea W = f~HU U Q) N X;. Por la Afirmacion
3.2.13, W N Clx(C4) es un continuo. Como Clx(Cy) es irreducible entre z1 y o,
y {x1,22} € W N Clx(Cy), tenemos que Clx(Cy) = W N Clx(C) y por tanto,
Clx(Cl) Q W Q f_l(U U Q) Notese que (Clx(Cl) N Ll) U (Clx(cl) N Lg) =
FHQ)NClx(Cy), donde Clx (Cy)NLy y Clx(Cy)N Ly son continuos que contienen
a x1 y T, respectivamente. Asi, Clx(Cy) \ ((Clx(Cy) N Ly) U (Clx(Cy) N La)) es
no vacio, conexo por el Teorema 1.3.3, y

Clx(C1) \ ((Clx(C1) N Ly) U (Clx(Cy) N Ly)) € f~H(U).

Como f~YU) N f~(V) = 0, podemos asegurar que C; ¢ f~1(V U Q) y por
tanto, f~1(V U Q) N X; no puede ser conexo. Ademés, por la Proposu:lon 1.1.9,
YV UQ)N X, es conexo y el mismo argumento del pardgrafo anterior muestra

que Clx(CQ) Q f‘l(V U Q)

Paso 2: U y V son conezos.

Supongamos que U = U; U Us, donde U; y U, son abiertos no vacios y disjuntos.
Observe que Y \ @ = U; U (U U V). De lo anterior, tenemos que Cly(Cy) C
[ Vvu@) € AV UQUUD), luego Clx(Ch) € f~HULUQ) y Clx(Ch) \
((Cle(C1) N L1) U (Clx (Ch) N Lo)) € f=H(Th).

Ademas Y \ Q = Uy U (U; UV), de estd manera concluimos que Clx(Cy) C
f_l(Ug U Q) y Clx(Cl) \ ((Clx(cl) N Ll) U (Clx(ol) N Lg)) f ( ) Lo cual
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contradice que f~H(U;)N f~1(Uz) = 0. Andlogamente probamos que V es conexo.
Con esto terminamos la prueba del Paso 2.

Paso 3: f~}(Clx(U)) N f~1(Clx(V)) # 0.

Como U es conexo, Y = Clx(U)U (VUQ) y f es fuertemente libremente des-
componible, tenemos que f~'(Cly(U)) es un continuo. De la misma manera,
f71(Clx(V)) es también un continuo. Como Clx (C})\ ((Clx(Cy)NLy )U(Clx (Cy)N
Ly)) C f7HU), fF~HClx(U)) N (Cy \ (f1 (V' UQ))) # 0. Asi, por la Afirmacion
3.2.14, 71 € f~1(Clx(U)). De la misma forma mostramos que x5 € f~1(Clx(V)).
Notese que X = f~HQ)USfH(Clx (U))Uf1(Clx(V)). Ademés, f~1(Q) = LiULs,
donde L; y L, son continuos, 1 € L1 y @3 € Ly. Sean M = L, U f~}(Clx(U))
vy N = Ly U f7}(Clx(V)) continuos tales que X = M U N. Como xy ¢ M,
(N\ M)NCy # 0. Asi, por la Afirmacion 3.2.14, x; € N. Como z; ¢ Lo,
z1 € fH(Clx(V)) y f~HClx(U)) N f~1(Clx(V)) # 0. Concluimos la prueba del
Paso 3.

Finalmente, por el Paso 3 Clx(U)NClx (V) # 0. Asi, Y = QU(Clx (U)UClx(V)),
donde Clx (U)UClx (V) es un continuo. Como f~!(Q) es disconexo, contradecimos

que f es fuertemente libremente descomponible. Asi, f es casimonétonay X € F.
]

Un abanico armdnico es un espacio homeomorfo a Fiy = {t(1,1/n) € R* : t € [0, 1]
y n € N} U ([0,1] x {0}). Note que el cono sobre el compacto {1:n € N} U {0}
es un abanico armoénico. El siguiente resultado es inmediato del Teorema 3.2.11
y puede ser encontrado en [6].

Corolario 3.2.15. Sean F; y F, abanicos armoénicos, tales que F; N F, = (). Sea
h;: Fy — F; un homeomorfismo, para i € {1,2}, F; = U;io v;e;; tales que:

1. v = hi(U),
2. e;o=h((1,0)) y
3. e; = hi((1, %)), para cada i € {1,2}.

Sea qg: {Ul, 610} — {’02, 620} definida por g(Ul) =€y ¥y g(elo) = V9.
Si X = Iy Uy Fy, entonces X € F.
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4. CONCLUSIONES

Entre los resultados que obtuvimos en este trabajo destacamos los siguientes:

1. En el Teorema 2.1.5 se us6 los continuos unicoherentes, con subcontinuos
terminales, como mecanismo de construcciéon de continuos débilmente uni-
coherentes que no son unicoherentes. Este resultado fue probado durante la
investigacion.

Los profesores Camargo y Villanueva en [6] determinaron que la unicoheren-
cia y unicoherencia débil son equivalentes en espacios localmente conexos
(ver Teorema 2.1.9). Con el fin de debilitar la hipotésis de conexidad lo-
cal, dado que todo espacio localmente conexo es arcoconexo, aposindético
y mutuamente aposindético, se tienen las siguientes preguntas que fueron
abordadas, pero contintan abiertas.

= ;Si X es un continuo débilmente unicoherente y arcoconexo, entonces
X es unicoherente?

= ;Si X es un continuo débilmente unicoherente y aposindético, entonces
X es unicoherente?

= ;Si X es un continuo débilmente unicoherente y mutuamente aposin-
dético, entonces X es unicoherente?

2. En la Seccién 2.2 se definié y trabajo alrededor de la unicoherencia débil
hereditaria, donde todos los resultados asociados a este concepto fueron
producidos en esta investigacion.

3. Se estudio la preservacion de continuos débilmente unicoherentes bajo unio-
nes. Se us6 algunos ejemplos ya conocidos y se plantearon nuevos ejemplos
donde esta propiedad no se preserva bajo ciertas condiciones ya conoci-
das en la unicoherencia. En la Proposicion 2.4.2 se planted y probd que la
unién preserva unicoherencia débil bajo ciertas condiciones. Sin embargo, se
requiere un ampliar el resultado; asi, tenemos la siguiente pregunta abierta:
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= Sea X = Y UZ un continuo, tales que Y y Z son continuos débilmente
unicoherentes y Y N Z es un continuo. ;Si X es localmente conexo en
cada punto de Y N Z, entonces X es débilmente unicoherente?

4. En el Teorema 3.2.11 se generaliza el Ejemplo 5.3 de [6], y lo més signifi-
cativo es que se prueba que el continuo definido en este Teorema esta en la

familia F.
El autor espera que este trabajo sirva como una herramienta para la comunidad

matematica en la investigacion de continuos débilmente unicoherentes, tal como
se ha hecho con los continuos unicoherentes.
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