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Resumen

Titulo: Sobre extensiones radicales simples y el teorema de Abel.
Autor: Edson Jair Suarez Porras [ ]
Palabras Clave: Grupo soluble, grupo Galois, soluble por radicales.

Descripcion: Un problema asociado al Algebra y especialmente a las ecuaciones de grado n, es la bisqueda de sus
raices que, consiste en encontrar valores tal que al evaluarlos en dicha ecuacién, da como resultado cero; y mds atn,
como obtener una férmula para encontrar todas sus raices. Si tal formula existe, se dice que la ecuacién se puede

resolver por radicales.

Este trabajo se caracteriza por estudiar las ecuaciones de grado n > 5 y demostrar que dichas ecuaciones no tienen
solucién por radicales. En las primeras secciones se habla de grupos solubles y se recuerdan algunos resultados sobre
grupos y cuerpos. Se estudian las extensiones radicales simples y los cuerpos intermedios que existen entre el cuerpo
y su extension radical. Se relaciona el grado de dichas extensiones intermedias con los divisores del grado de la exten-

sion radical, a través del estudio de polinomios irreducibles en la extensién radical.

En las dltimas secciones se enuncian y se demostraran resultados sobre extensiones radicales y sobre el grupo Galois
de una ecuacién general de grado n. Lo cual facilita la demostracion del Teorema de Abel que nos dice: "La ecuacién

general de grado n no puede resolverse mediante radicales paran > 5".

Tesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en Ciencias.
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Abstract

Title: Over simple radcial extensions and Abel’s theorem
Author: Edson Jair Sudrez Porras
Keywords: Solvable group, Galois group, solved by radicals.

Description: A problem related with the Algebra and particularly equations of degree n, is the search for its roots,
which consists of finding values such that when evaluating them in said equation, as a result zero, and even more, how

to get a formula to find all roots. If that formula exists, then the equation can be solved by radicals.

In this dissertation is going to be studied the equations of degree n > 5 and show that these equations have no solution
by radicals. In the first sections, we will talk about soluble groups and recall some results about groups and fields. Are
studied the simple radical extensions and the intermediate fields that exists between the field and its radical extension.
The degree of these intermediate extensions is related to the divisors of the degree of the radical extension, as a result

of the study of irreducible polynomials in radical extension.

In the last sections, will be enunciated and demostrated results on radical extensions and Galois group of a general
equation of degree n which will facilitate the proof of Abel’s Theorem thah tells us:"the general equation of degree n

cannot be solved by radicals for n > 5".

Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctor en Ciencias.
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Introduccion
A lo largo de los afios, uno de los estudios mas importantes e interesantes sobre polinomios ha
sido el estudio de sus raices; dicho problema consiste en encontrar los puntos tal que su evalua-
cién en el polinomio es igual a cero. En particular, se conocen férmulas para encontrar las raices
de polinomios (ecuaciones) de grado 1,2,3 e incluso 4. Estas férmulas se llaman soluciones por
radicales de la ecuacidn. Pero, ;qué pasa para los polinomios cuyo grado es mayor que 4? ;Qué
sabemos de ellos? Podemos decir que de estos polinomios conocemos muchas propiedades gracias
a dos jévenes matematicos: Niels Henrik Abel (5 de agosto de 1802 - 6 de abril de 1829) y Evariste

Galois (25 de octubre de 1811 - 31 de mayo de 1832).

En el intento de encontrar estas soluciones por radicales, Gauss encontré la solucién de la
ecuacion ciclotémica x” — 1 =0, donde m € N. Ademds, mostré que todo polinomio con coeficien-
tes reales es el producto de factores de grado uno y dos, de donde se deriva el teorema fundamental

del 4lgebra.

Abel envié una carta a Gauss, en la cual decia que podia demostrar la imposibilidad de
resolver por radicales el caso general de la ecuacién de grado cinco, aunque no le hizo mucho

caso. Abel publicé en 1824 un panfleto titulado "Mémoire sur les équations algébriques"ﬂ donde

' Memoria sobre las ecuaciones algebraicas.



EXTENSIONES RADICALES SIMPLES Y EL TEOREMA DE ABEL 7

demostraba que resolver el caso general de la ecuacion de grado cinco por radicales era imposible.

Por otro lado, Evariste Galois encontré una forma de determinar cuales ecuaciones de cual-
quier grado pueden resolverse por radicales, creando asi el teorema de Galois:

Una ecuacion es resoluble por radicales si, y solo si, su grupo de Galois es resoluble.

Dando paso asi a la creacion de la teoria de grupos.
1. Grupos
En este capitulo enunciaremos definiciones y resultados sobre los grupos. A menos que se diga
lo contrario la operacién de grupo va a ser por concatenacion, es decir, la notacién multiplicativa.

Podemos ver (Lezama, |[2019b) y (John and Sons), [1975)).

Definicion 1.1. Dado n entero positivo, denotamos por S, el conjunto formado por todas las
aplicaciones biyectivas del conjunto I, = {1,2,3,....n} en si mismo, entonces S, es un grupo con
respecto a la composicion.

Para el caso de n = 3, tenemos que:

$3=1(133):(133),(331).(273),(237).(3%3)

Definicion 1.2. Sea 6 un elemento de S,,. Se dice que & es un ciclo de longitud m, (1 <m <n), si

existen ay,ay, ...,a, elementos diferentes de I, tales que:
1. o(a)) =ar,0(a) =a3,...,0(am—1) = am, 0 (ay) = a.

2. o(x)=xparax¢{ay,ay,....,an}.
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Se denota a o por:

o= (ajay---ap) = (@az---apay) = (azas---apajaz) = -+ = (apa1az - - - am—1 ).

Definicion 1.3. Para n > 2, los ciclos de longitud 2 de S,, se conocen como transposiciones y se

denotan por o, indicando que 6 (i) = j, o(j) =iy o(x) =x donde x # i, j.

Las transposiciones juegan un papel importante en la estructura de S, en efecto tenemos el

siguiente resultado.

Teorema 1.4. Cada permutacion de S,, es representable como un producto finito de transposicio-

nes. En particular, S, es generadoﬂ por las transposiciones.

Observacion. La representacion de una permutacion como producto de transposiciones no es iini-

ca:

1 23 45
= (12435) = (51)(31)(41)(21) = (12)(52)(32)(42).

2 45 31

Definicion 1.5. Sea G un grupo y sea X un subconjunto de G, el subgrupo generado por X se

denota por (X) y a X se le llama un conjunto de generadores de (X), donde

(X):{xllc‘*m*xﬁ" |xi €X, k,’EZ,lSiSn}

2 ver Definicién 2.6
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Definicion 1.6. Sea G un grupo cualquiera. Se dice que G es ciclico, si existe un elemento a en G

tal que {(a) = G.
Ejemplo 1.7. Z es un grupo ciclico y en general todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Definicion 1.8. Sea G un grupo cualquiera y sean a,b elementos de G. Se denomina conmutador

de los elementos a 'y b al elemento (a,b) de G definido por

(a,b) :=a ‘b 'ab.

Se llama conmutador de G o subgrupo derivado de G al subgrupo generado por los conmutadores

y se denota por G' o también por (G,G):

G =(G,G):={(a,b) |ac G, beq).

En general si LM C G no vacios. Se denomina el conmutador mutuo, o conmutante de L y M, al
subgrupo

(L,M) := {(a,b) |a €L, beM).

Ejemplo 1.9. Si G es un grupo abeliano, tenemos:

(a,b) = a ‘b lab=atab ™ 'b=ee= e, asi G' = (e).

Definicion 1.10. Sea G un grupo y H # & un subconjunto de G. Se dice que H es un subgrupo de
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G si H bajo la operacion x tiene estructura de grupo. en tal caso se escribe H < G.
Definicion 1.11. Sea G un grupo

1. Si H < G. Se dice que H es un subgrupo normal de G, lo cual denotamos por H 1 G, si H

cumple la siguiente condicion:

Vxe G, VYheH:x 'hxeH.

2. Si H < G. Sea =' la relacion de G definida por:

a='bealbeH

(de forma equivalente a=b < ab~' € H)

Y es fdcil probar que esta relacion, es una relacion de equivalencia.
Sea G/H el conjunto de clases de equivalencia determinadas por la relacion =. Entonces

definimos el producto de clases de G/H por:

aHbH := abH, Va,b € G

G/H adquiere estructura de grupo. G/H se denomina el grupo cociente de G por H.

Definicion 1.12. Una cadena de un grupo G es una sucesion finita totalmente ordenada de sub-

grupos de G comenzando en {e} y terminando en G:

{e}=Ho<HI < <H,=G. M
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» La cadena (1) se dice subnormal si H; A H; 1, para cada 0 <i<n—1.
» La cadena (1) se dice normal si H; < G, para 0 <i < n.

» Se dice que un subgrupo H de un grupo G es subnormal en G, si H es miembro de una

cadena subnormal de G.

» Si (1) es una cadena subnormal, los cocientes H; 1 /H;, 0 <i<n— 1, se denominan seccio-

nes de la cadena subnormal (1).

Ejemplo 1.13.

1. 0<6Z<3Z<7Zy0<457 <157 <37 < Z son cadenas de 7 con secciones

67,/0 2 7, 37,/67. = T, 7.)37 = Tz;

457./0 =2 7, 157./A57 = 73, 32/ 157, = 75 7./37. = 73
2. Definamos el grupo de los cuaterniones como:

Og = <a,b | at = l,b2 :az,bab_1 :a_1>

Og = {l,a,az,a3,b,ab,a2b,a3b}

Entonces 1 < <a2> <(b) <Qg; 1< <a2> <{a) < Qg 1< <a2> < (ab) < Qg son cadenas
normales de Qg con secciones isomorfas a Z;. Note que en Qg toda cadena es normal ya

que todos los subgrupos son normales.

Proposicion 1.14. Sea G un grupo y sean L,M < G. Entonces:
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1. (L,M) QG. En particular G' 1 G.

2. Si G' <K < G entonces K < G. Ademds, G/G' es un grupo abeliano 'y G’ estd contenido en

cada subgrupo normal K de G tal que G /K sea abeliano.
Demostracion.

1. Cada elemento z de (L,M) es de la forma z = z;---z, donde cada z;, | <i<kesdela
forma (a,b) o (a,b)”! cona € Ly b € M. Sea x un elemento cualquiera de G. Entonces
Z*=x"lazx=z{---Z}. Pero
(a,b)* = (a*,b*)ya* € L, b* € M, ya que
(a,b) = (a='b~ab)* = (a= ") (b~ " Ya'b* = (a¥)~ (b") @b = (a*,b").

Y ademas, ((a,b)~1)* = ((a,b)*)~! = (a*,b*) !, pues
((a,b)"1)* = ((a b~ ab) 1) = (b~ 'a"'ba)* = (b")"'(a*) " 'bYa", y
((a,6)) " = (@)1 (#)a'p?) = (%) (a") " b,

Se obtiene entonces que z* € (L,M), es decir, (L,M) < G.

2. Sea K tal que G’ < K < G. Tomando x € G y a un elemento cualquiera de K. Entonces
(x_'ax)a_] € G' <K, asi x lax € K, es decir, K < G. Sean x,y € G. Entonces, x 'y~ 1%y =
m =, es decir, xy = yx y asi G/G’ es abeliano.

Sea ahora K < G tal que G/K es abeliano. Eligiendo z = z; ---z; un elemento cualquiera

de G'. Cada z; es de la forma (a,b) = a~'b~'ab o de la forma (a,b) ™! = b~'a~'ab, donde

a,b € G. Consideremos la clase de a~'b~'ab en el cociente G/K: a~'b~lab =a'b~'ab =

e, 0seaque (a~'b~'ab)~! € K. De lo anterior se desprende que z € K y en total G’ < K.
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El siguiente teorema trata sobre algunas propiedades de las cadenas [I] cuando tenemos un

grupo cualquiera G.

Teorema 1.15. Sea G un grupo. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) G posee una cadena subnormal con secciones abelianas.

ii) La cadena de conmutadores

G2G6G1262--26Gp2--, 2)

del grupo G se estabiliza en {e} después de un niimero finito de pasos, donde

Gy = (Gy_1,Gy1), k>1; Gy :=G.

iii) G posee una cadena normal con secciones abelianas.

Demostracion. i) = ii) :
Suponga que

{e}=Hy<H < -<H,=G

es una cadena subnormal de G con secciones abelianas. Puesto que H,_; <Gy G/H,_ es abeliano
entonces de acuerdo con la Proposicion [1.14, G’ < H,_;. Supdéngase inductivamente que Gy <
H, i, 1 <k <n.Denuevo, como H, ;| <H, vy H, y/H, i1 es abeliano entonces, (H, )’ <

H,_j_1,pero G, < (H,_¢)’, luego G4 < H,_k_;. Asi por induccién, G, < H,_, = {e} y entonces
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G, ={e}.

ii) = iii) :

Note que G < G y G| = (G,G), asi por la Proposicion G; < G, ahora como G; < Gy
G, = (G1,G)), entonces G, < G, realizando el mismo proceso obtenemos que paracada 1 <k <n
Gy 1G.

i) =) :

Es evidente. u

Definicion 1.16. Un grupo G se dice que es soluble si satisface una y por tanto todas las condi-

ciones del Teorema

Definicion 1.17. Para n > 2, sea

A, :={0 €S, | oes producto de un niimero par de transposiciones } .

A, se denomina el grupo alternante o grupo de permutaciones pares.

Ejemplo 1.18.
i) Todo grupo abeliano es soluble. Por tanto el concepto de solubilidad tiene entonces interés para
los grupos no abelianos.

ii) S3 es soluble: pues para S3 podemos construir la siguiente cadena subnormal

{6} S]A?) S] S37
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con secciones S3/As y Asz/{e} abelianas

iii) Sy es soluble: pues podemos construir la siguiente cadena subnormal

{e}ﬁVﬁA4S]S47

con secciones Sy /A4, As/V,V /{e} abelianas.
Donde

vV ={(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)} C A4.
es el grupo de Klein, también llamado 4—grupo de Klein.

Corolario 1.19. El grupo S, no es soluble, para n > 5.

Demostracion. En primer lugar vamos a probar que cuando n > 5, Gy para k = 1,2,..., contiene
cada 3—ciclo de §,,.

Primero veremos que si N distinto del neutro, es un subgrupo normal del S,,, entonces N’ también
debe contener cada 3—ciclo. Supongamos a = (1,2,3), b= (1,4,5) estan en N (dado que paran # 4
el tinico subgrupo normal propio de S, es A, el cual contiene los 3-ciclos); entonces a~'b~'ab =
(3,2,1)(5,4,1)(1,2,3)(1,4,5) = (1,4,2), como conmutador de elementos de N debe estar en N'.
Ya que N es un subgrupo normal de S,, para cualquier 6 € S,,, 6! (1,4,2)0 también debe estar
en N'. Eligiendo a 0 € S, tal que (1) =iy, 6(4) =i y 6(2) = i3, donde iy, i3, i3 son cualquieras
3 enteros distintos en el rango de 1 a n; entonces 6~ '(1,4,2)0 = (i1,iz,i3) esta en N'. Asi N’

contiene todos los 3—ciclos.
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Tomando N = G, que es claramente normal en G y contiene todos los 3—ciclos, obtenemos que G’
contiene todos los 3—ciclos; dado que G’ es normal en G, G, contiene todos los 3—ciclos; ya que
G» es normal en G, G3 contiene todos los 3—ciclos. continuando este proceso obtenemos que Gy
contiene todos los 3—ciclos para k arbitrario.

Como ya vimos que Gy contiene todos los 3—ciclos en S, para cada k. Por lo tanto, Gy, # {e} para

cualquier k, es decir, la cadena nunca se estabiliza, entonces S, para n > 5 no es soluble. |

2. Sobre extensiones de cuerpos
El estudio de los cuerpos es importante debido a que son el ambiente en donde tomaremos
los coeficientes de los polinomios. Podemos ver (Lezama, [2019a) y (Roman, 2005).
2.1. Extensiones de cuerpos

Definicion 2.1. Sean L y F cuerpos:

» Se dice que L es una extension de I, si [F es un subcuerpo de L, esto es F C L, esto lo indi-

caremos con el siguiente diagrama:

» Sea IL una extension de F. Se denomina grado de la extension a la dimension de 1L consi-
derado como espacio vectorial sobre F y se denota por [L : F] := dimp(L). La extension se

dice finita si su grado es finito.
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» Sea L una extension de F y sea o € L. La adjuncion F (o) se conoce como extension simple

de B, se dice que a es un elemento generador de la extension F().
La siguiente proposicion caracteriza los elementos de F(a).

Proposicion 2.2. Sea L una extension del cuerpo F y sea o € L. Entonces

F(a) = {% | p(3), 4(x) € Fix, q(ar) # o}.

Definicion 2.3. Sean F un cuerpo y f(x) € F[x] un polinomio de grado n > 1. Una extension K de
IF es llamada un cuerpo de descomposicion de f(x) respecto a F si:
i) f(x) se descompone completamente en n factores lineales en K|x].

ii) No existe subcuerpo propio de K para el cual se cumple i).

Ejemplo 2.4. El cuerpo de descomposicion de f(x) = x> —2 € Q[x] es Q(v/2). Note que en
Q(V2)[x] tenemos que f(x) = (x —\/2)(x +/2) y ademds como [Q(v/2) : Q] = 2, no existen
cuerpos K tales que Q K ¢ Q(v2).

2.2. Extensiones radicales simples
En esta seccion hablaremos sobre extension radical simple y los cuerpos intermedios entre
esta y el cuerpo base y ademds estableceremos algunas propiedades de los polinomios irreducibles

en estos cuerpos. Podemos ver (Conrad, 2010).

Definicion 2.5. Una extension de cuerpos L/K es llamada radical simple si . = K(a) donde

o =aparaalginn>1yacK*.
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Ejemplo 2.6. Algunos ejemplos de radicales simples de Q son: Q(\/2), Q(v/2). En general

Q(V/2) conn > 1.

Observacion. Una raiz de la ecuacion X" — a se denotard por \/a, asi una extension radical
simple de K es de la forma K(/a), pero la notacion /a en cuerpos es ambigua (a pesar de esto,
usaremos esta notacion dejando en claro de que raiz estamos hablando); dado que, diferentes

raices n-ésimas de a pueden generar diferentes extensiones de K.

Ejemplo 2.7. En C las tres raices de la ecuacion x> —8 son 2, 2w y 2w?, donde w es una raiz
cubica de la unidad no trivial. La extension Q(2w) = Q(w) = Q(2/w) tiene grado 2 sobre Q.

Note que w* = 1/wywes raizde (x> —1)/(x—1) =x> +x+ 1.

1+v5)’
5 .

Ejemplo 2.8. En el cuerpo Q(\/g) el niimero 2 ++/5 es un cubo, ya que: 2++/5 = (

Ast el polinomio x> — (2 +/5) se puede factorizar sobre Q(+/5) como:

B —24+V5) = <x—1+Tﬁ> <x2+1+Tﬁx+ 3+T\g>

donde el segundo factor de la derecha de la ecuacion es irreducible sobre Q(\/g) ya que es

irreducible sobre el cuerpo mas grande R. Si \3/ 2+ \/§ representa a (1 + \/5) /2, entonces

Q (i/z+¢§> —Q((1+V5)/2) = Q(V5),

por otro lado si ¥ 2+ \/3 es una raiz del factor cuadrdtico de X - 2+ \/5), es decir es una

raiz de <x2 + 1JFT‘B)H— 3+T\6>, entonces la extension Q( /2 ++/5 ) es una extension cuadrdtica (el
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grado es 2) de Q(\/§ ), ya que este polinomio seria el monico irreducible.

Sea a € K vamos a centrarnos en el grado [K(1/a) : K] y relaciones de irreducibilidad para

x" — a para cualquier valor n € N, y los cuerpos intermedios entre K y K(/a).

Teorema 2.9. El grado [K({/a) : K] es a lo sumo n, y es n, si'y solo si, X" — a es irreducible sobre

K, en cuyo caso en el cuerpo K({/a) salvo isomorfismos es independiente de la eleccion de \/a.

Demostracion. Como +/a es raiz de x" — a, que esta en K[x] el polinomio minimo de /a bajo K
tiene como maximo grado n y por tanto [K({/a) : K] <n

=) Si [K(/a) : K] = n entonces el polinomio minimo de /a sobre K tiene grado n por lo que
debe ser X" — a ya que es un polinomio ménico de grado n en K[x] con /a como una raiz.

<) Supongamos que X" —a es irreducible sobre K. Entonces {/a tiene un polinomio minimo x" —a
sobre KK, por lo tanto [K(/a) : K] = grad(x" — 1) = n.

cuando x" — a es irreducible sobre K, el cuerpo K({/a) es isomorfo a K[x]/(x" — a), usando la eva-

luacién en /a y por lo tanto, bajo isomorfismo del cuerpo K({/a) es independiente de la eleccién
de V/a. |

Ejemplo 2.10. El polinomio x> —2 es irreducible sobre Q y los cuerpos Q(v/2), Q(v/2w) y
Q(v2w?) son isomorfos entre si, donde /2 es la raiz ciibica real de 2 (o cualquier raiz ciibi-
ca de 2 en caracteristica cero) y w es una raiz cubica no trivial de la unidad. Esto no es cierto si

reemplazamos Q por R, ya que x> — 2 tiene una raiz en R.

Deseamos saber de que forma podemos ver las raices del polinomio x* — a en un cuerpo de

descomposicion. Para esto, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.11. Las raices de x" — a en un cuerpo de descomposicion sobre K, son de la forma

{\Va donde § es una raiz n-ésima de la unidad en K.

Demostracion. Sea o = {/a una raiz fija de X" —a sobre K. Si f es otra raiz en el cuerpo de
descomposicién de x* — a sobre K, entonces f" =a = o, asi (B/a)" =1.Sea { =/ € K,
entonces B =Ca=CVay "= (B/a)"=1.Y yaque {" =1y § € K, entonces ({/a)" =

{"a=a, asi {/aesraiz de x" —a en K. [

Para polinomios de grado mayor a 3 la falta de raices no necesariamente implica irreduci-
bilidad. Por ejemplo (x*> — 1)(x* —2) en Q[x]. El polinomio x” — a, siendo p un nimero primo, es
un contraegjemplo; para estos polinomios la falta de raiz es equivalente a irreducibilidad. Esto es

consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 2.12. Para un cuerpo arbitrario K y un niimero primo p y a € K*, el polinomio xP — a

es irreducible en K[x], si 'y solo si no tiene raices en K.

Demostracion.

=) Claramente si x” — a es irreducible en K[x] entonces no tiene raices en K (ya que si existe un
b € K raiz de x” — a, entonces x —a = f(x)(x — b), donde f(x) € K|x], pero esto contradice que
xP — a se irreducible).

<) Para mostrar en este sentido, mostraremos la contra positiva: Si x” — a es reducible en K]x]
entonces tiene una raiz en K. Escribamos x” —a = g(x)h(x) en K[x], donde m = grad(g) satisface
1 <m < p—1. Como x” —a es ménico los coeficientes principales de g y & se multiplican por 1,

por lo que podemos asumir que g es monico y asi 4 es ménico. Sea L un cuerpo de descomposicion
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de x? —a sobre Ky o¢ = {/a una raiz de x” — a en LL. Las otras raices en L son {a donde {” =1

(Por Teorema 2.11)), entonces en L[x].

—a=@x-Ga)x—Ga)---(x—Epa)

donde § =1 (posiblemente §; = §; con i # j). Por factorizacién tnica en Lx] (recordando que
como LL es un cuerpo entonces LL[x] es un dominio de ideales principales y por lo tanto un dominio
de factorizacion unica), cada factor ménico de x” —a en L[x] es producto de algunos (x — {;x) por

lo tanto:

§(¥) = (x— Gy @) (x— £ 0) -+ (x— &, @) 3

Para algunas raices p-ésimas de la unidad §; ,;, ..., §;,. Ahora veamos los términos cons-

tantes en (3). Sea ¢ = g(0), entonces

¢=(=1)"(Gi G- G )™ @

Ya que g(x) € K[x], ¢ € K no nulo, ya que g(0)#(0) = 0” —a = —a. Por lo tanto ¢ € K*. Queremos
reemplazar @’ con o, y haremos elevando ™ a una potencia adicional para hacer que el exponente
de o sea congruente a 1 mod p, es decir, que si y es el exponente de & entonces, p divideay— 1.

Como pesprimoy 1 <m < p—1,my p son primos relativos: podemos escribir mt + pr = 1 con
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t,r € Z. Elevando en (4) a la potencia ¢ para hacer el exponente de o igual a mt = 1 — pr:
= (=1)"(G &, i) ™

= (1" (GG G e

mt i &
= (D" Gl Gl oy

= (™G G G o

Asi

ar(_l)mtct = (Cl] CZZ T Cim)[a € K*
y el lado de la derecha tiene la forma { o, donde {? = 1 entonces K tienen unaraizenx” —a. W

Observacion. Para un primo impar p y cualquier cuerpo K, la irreducibilidad de x? — a sobre K
implica la irreducibilidad de xP" —a con r > 1, lo cual no es evidente. Y esto no es cierto cuando
p =2, pues la irreducibilidad de x* — a implica la irreducibilidad de x* — a para todo r > 2
(lo cual de nuevo no es evidente), pero la irreducibilidad de x> — a no necesariamente implica
la irreducibilidad de x* — a. Por ejemplo x> +4 es irreducible en Q[x] pero G rda=x 4=

(x? +2x+2)(x*> —2x+2) no lo es.

Cuando tenemos que un polinomio es irreducible sobre un cuerpo, a partir de este pode-
mos encontrar otros polinomios y encontrar una relacion con los grados, lo cual se enuncia en el

siguiente teorema.
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Teorema 2.13. Sea K un cuerpo, a € K* y asuma que xX"* — a es irreducible sobre K. Si d|n entonces
x4 — a es irreducible sobre K. Equivalentemente, si [K({/a) : K] = n para alguna raiz n-ésima de

a sobre K entonces para todo d|n tenemos que [K(/a) : K| = d para cada raiz d-ésima de a.

Demostracién. Probaremos que la irreducibilidad de x” — a implica la irreducibilidad de x? — a de
dos maneras: trabajando con polinomios, y trabajando con extensiones de cuerpos.
POLINOMIOS: Asumamos x? — a reducible sobre KK, entonces x? —a = g(x)h(x) donde

"/d en esta ecuacion, obtenemos: X" —a = g(x"/4)h(x"/4)

0 < grad(g(x)) < d. Reemplazando x con x
donde grad(g(x"/?)) = Zgrad(g) < 5d = n'y claramente grad (x/4) > 0 entonces, x" — a es redu-
cible, lo cual es una contradiccion, con lo cual x¢ — a es irreducible.

EXTENSIONES DE CUERPO: Sea {/a una raiz n-ésima de a sobre K, entonces [K(/a) : K] =n
por Teorema [2.9] Definamos /a = /a"/?. Esto es una raiz de x — a ya que </a® = (y/a"/*)? =

W/d" = a. Para probar que x“

— a es irreducible sobre K probaremos que [K(/a) : K] = d usando
la eleccién de /a.

En la torre K C K(/a) C K(/a) , tenemos que [K(a) : K] <dy [K(/a) : K(/a)] < n/d por

Teorema como /a es raiz de x* —a € K[x] y {/a es raiz de x/¢ — {/a € K(¢/a)|x]. Tenemos:
[K(Va) : K] = [K(V/a) : K(Va)][K(Va) : K]

Y nuestra hipétesis de irreducibilidad implica que [K({/a) : K| = n, por lo que nuestros limites
superiores n/d y d para los factores de la derecha deben ser iguales, es decir, n/d y d respectiva-

mente, debido a que n = gd. En particular [K({/a) : K] = d entonces x¢ — a es irreducible sobre
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K (tiene una raiz con grado d sobre K). [

Un calculo importante que en la demostracion del teorema anterior y que se usard mas ade-

. . . d .
lante es el siguiente: Si d|n entonces K({/a) contiene a K(/a), pues /a = \"/E"/ . Ademds como
{/a es una raiz de x? — a, podemos ver que la raiz esta bien definida, pero note que /a no es

cualquier raiz d-ésima de a, ya que depende de la eleccién de /a.

Cuando el polinomio es de la forma x” —a, con p = mn donde m y n son primos relativos

se puede saber si dicho polinomio es irreducible o no. Mds exactamente.

Teorema 2.14. Para enteros positivos m 'y n primos relativos, x™ — a es irreducible sobre K, si y

solo si, X" —a y x" — a son irreducibles sobre K. Equivalentemente, si m y n son primos relativos

entonces [K( %a) : K] = mn, siy solo si, [K(¥/a) : K]=my [K(/a) : K] =n.

Demostracion.

=) La irreducibilidad de x™" — a implica la irreducibilidad de X" — a y x" — a gracias al Teorema
<) Para demostrar el reciproco trabajaremos con las raices del polinomio. Es conveniente selec-
cionar las raices m-ésimas, n-ésimas y mn-ésimas de a de una manera multiplicativamente conve-
niente: Una raiz fija "{/a de ™ — a sobre K y definamos {/a := "/a" y {/a := "/a". Entonces

{/a es raiz de x™ — a 'y {/a raiz de X" — a, entonces asi tenemos el siguiente diagrama:
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/\
\/

(En el diagrama, los valores n,m,< m,< n representan el grado de la extension). Los valores
del grado del cuerpo inferior provienen de x” —a y x" — a los cuales son irreducibles sobre K,
y los limites superiores del cuerpo superior provienen de "/a raiz de x" — {/a € K({/a)[x] y
" — a € K(/a)[x]. Sea d = [K( %a) : K], entonces leyendo el diagrama de cuerpo a lo largo de
izquierda a derecha tenemos d < mn. Ademas d es divisible por m y n ya que los grados de cuerpo
son multiplicativos en torres. Como m y n son primos relativos tenemos que m|d, n|d entonces
mn|d, asi mn < d. Por lo tanto d = mn, entonces x™" — a es el polinomio minimal de "{/a sobre K

y asi es irreducible sobre K. |
Como consecuencia del Teorema [2.14] se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.15. Para un entero N > 1 con factorizacion prima p3' - -- p,e(", el polinomio xN — a es

. . ) . ¢ . .
irreducible sobre K, si y solo si, cada xPi — a es irreducible sobre K.

Demostracion. Usando Teorema con la factorizacién N = p{' (p5? - p;*¥) para ver la irredu-
s . . s el 2. pk

cibilidad de x" — a sobre K es equivalente a la irreducibilidad de x”1 —a y xP2 Pk —a sobre K,y

entonces, por induccion sobre el nimero de diferentes potencias primas en el grado, la irreducibi-

lidad de xP2" 7" — a sobre K es equivalente a la irreducibilidad de P —a parai=1,....k. 1
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Ejemplo 2.16. La irreducibilidad de x°° — a sobre K es equivalente a la irreducibilidad de x* — a,

x° —ayx’ —a sobre K, debido al Corolario anterior, y dado que 90 =2 -32-5.

Observacion. Por la Observacion2.2]y el Teorema si N es impar entonces la irreducibilidad
de xN — a es equivalente a la irreducibilidad de xPi — a sobre K cuando p; recorre los factores
primos de N (note que la multiplicidad e; no importa), y por el Teorema 2.12] esto implica que

xPi — a no tiene raices en K para cada p;.

Ejemplo 2.17. La irreducibilidad de f(x) = x* — a sobre K es equivalente a que f(x) no tiene

raices cubicas o quintas en K, es decir, /a, /a ¢ K.

. .2 . £ - n/d p
Para cualquier eleccién de una raiz n-ésima de a, v/a y un divisor d|n, /a := {/d /4 es raiz

de x? — a en K({/a) entonces tenemos el siguiente diagrama:

K(/a)

Lo natural en este punto es preguntarse si cada cuerpo entre K y K(/a) es de la forma K(/a)
para algin d divisor de n.
Para este caso lo mas sencillo es estudiar cuando x” — a es irreducible sobre K (y por lo tanto x4 —a

también es irreducible sobre K, por el Teorema [2.13), luego [K(/a) : K] = d. La pregunta es:
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(K(/a) es la unica extensién de K de grado d dentro de K({/a)? Para comprobar esto, podemos

ver el Ejemplo 2.19

Teorema 2.18. (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein) Sea R un dominio entero y sea f(x) =

ap+ayx+---+aux" € R[x]. Si existe un primo p € R que satisfaga:

plai para 0 <i<n, ptan, p*tao,

entonces f(x) es irreducible.

Ejemplo 2.19. Sea K = Q y el cuerpo Q(v/—1). Si a = v/—1, entonces a* + 1 = 0. Al hacer el
cambio de x por x+ 1, del Teorema2.18| concluimos que x* + 1 es irreducible sobre Q. Ademds
como

[Q(v/—1) : Q] = 4, cualquier cuerpo estrictamente entre Q y Q(v/—1) es cuadrdtico sobre Q.

Claramente uno de estos es Q(\/—1), pero no es el uinico. Veamos el siguiente diagrama de cuerpo

(latice de subgrupos de Q(+/—1)):

Si a* = —1 entonces (a4 1/a)? = =2, asi Q(v/—1) contiene Q(\/2) y Q(v/=2). Ademds, nin-
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guno de los cuerpos Q(i), Q(v/2) y Q(v/=2) son el mismo, por lo tanto tenemos 3 (y de hecho

solo son esas 3) extensiones cuadradas de Q en Q({‘/ —1).

En este ejemplo, la razén por la cual hay més cuerpos intermedios entre Q y Q(v/—1)
que solo Q(v/—1) es que en Q(v/—1) hay 4 raices de la unidad que no estén en Q. Por lo tanto,
obtenemos el siguiente teorema que muestra que no obtenemos tales cuerpos inesperados si todas

las raices n-é€simas de la unidad en el cuerpo superior estan en el cuerpo base.

Teorema 2.20. Sea K un cuerpo, a € K* y asuma que x* — a es irreducible sobre K. Si todas las

raices n-ésimas de la unidad en K({/a) estdn en K, entonces para cada d|n el vinico cuerpo entre

K y K({/a) de grado d sobre K es K(&/a), cuando {/a := (W/a)"/?.

Demostracion. Cada cuerpo entre K y K({/a) tienen un grado sobre K que divide a n. Para d|n
supongamos que L es cuerpo con K C L C K(y/a) y [L : K] = d. Para probar que L. = K(/a) es
suficiente probar que /a € L ya que esto nos daria que K(/a) C L y sabemos que K(+/a) tiene

grado d sobre K, asi tendriamos la contenencia L. C K(/a)

K(v/a)

n/d
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Sea f(x) el polinomio minimo de /a sobre L, entonces f(x)|(x" —a) y grad(f) =n/d.
Podemos escribir cualquier otra raiz de f(x) como {/a para alguna raiz n-ésima de la unidad §
(Teorema [2.11)). En el cuerpo de descomposicién de x" — a sobre K, la factorizacién de f(x) es
[Tic;(x — §i/a) para algunas raices n-ésimas de la unidad &;. El término constante de f(x) esta en

L, entonces ([Tie; &) /@ € L. Por lo tanto ([Tie; &) v/a"? € K({/a), entonces [Tic; & € K({/a).

Las tnicas raices n-ésimas de la unidad en K({/a) estdn, por hipétesis, en K, entonces [[;c; & €

K C L. Por lo tanto /@"/? = ¢/a estaen L. |

Veamos un ejemplo donde no todas las raices n-ésimas de la unidad en K({/a) estdn en K,

pero la conclusion del Teorema es verdadera.

Ejemplo 2.21. Tomando K = Q(i), a =2 y n = 8: se puede demostrar que [Q(i,~/2) : Q(i)] =8 y
los tinicos cuerpos entre Q(i) y Q(i,v/2) son Q(i,/2) cuando d = 1,2,4,8, mientras 1—\}2’ es una

octava raiz de la unidad en Q(i,~/2) que no estd en Q(i).

2.3. Extensiones radicales y solubles

En esta dltima seccién se hablard sobre extensiones de Galois y el grupo Galois de un
polinomio para finalmente poder enunciar el Teorema de Abel que nos dice: "La ecuacion general
de grado n no puede resolverse mediante radicales para n > 5". Podemos ver (Dummit and Foote,

2004).
Definicion 2.22. Sea K/F. Decimos que

n o € Kes algebraico sobre F si es raiz de un polinomio no nulo de F|x].
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» K es algebraica, si cada o € K es algebraico sobre IF.

Definicion 2.23. Una extension K de un cuerpo F se dice de Galois si satisface las siguientes
condiciones:

i) K es una extension algebraica de F.

ii) Si p(x) € Flx] es irreducible y tiene al menos una raiz en K, entonces p(x) se descompone

completamente en K|x] en factores lineales.

Definicion 2.24. Sea K una extension de Galois de F. El conjunto

Gal(K/F) :={¢ € Aut(K) | ¢(a) = a, para cada a € F}

es un subgrupo de Aut(K) y se denomina el grupo de Galois de K sobre .

Recuerde que: Una funcion ¢ : K — K es llamada automorfismo de K si para todos a,b € K,
= ¢(a+b)=9¢(a)+ o)
= ¢(ab) = ¢(a)p(b), y,
= @ es biyectivo.

Como es usual Aut(K) denota el conjunto de todos los automorfismos de K.

Proposicion 2.25. Si K es una extension finita, normal y separable de F, entonces |Gal(K/F)| =

[K : F]. Ver Cuadernos De Algebra-Cuerpos pdgina 84.

Definicion 2.26. Sean F un cuerpo, f(x) € Flx] un polinomio de grado n > 1y K el cuerpo de

descomposicion de f(x), el grupo Galois Gal(K/F) se conoce como el grupo de Galois de f(x).
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Ejemplo 2.27. Calculemos el grupo Galois de f(x) = x> +x+1 € Z|x].

Paso 1. El cuerpo de descomposicion de f(x) es K =Zy(at), con oo :=% € Z[x]/ (f(x)), y ademds,
[K:F] =3, conF =2Z,.

Paso 2. |Gal(K/F)| = [K: F] = 3, orden del grupo Galois.

Paso 3. Gal(K/F) = Zs, donde solo existe un grupo de orden 3.

Paso 4. {0} y Z3, son los uinicos subgrupos de Gal(K/IF).

Paso 5. Los subgrupos normales de Gal(K/F), son {0} y Z3.

Paso 6. Asi, los subcuerpos intermedios (normales) F CIL C K: 1L =Z;,Z> ().

Definicion 2.28. La extension K/ se dice que es ciclica si es de Galois con un grupo de Galois

ciclico.
Veamos ahora en cuales casos las extensiones pueden ser ciclicas.

Proposicion 2.29. Sea F un cuerpo tal que su caracteristica no divide a n que contiene las raices
n-ésimas de la unidad. Entonces la extension F({/a) para a € F es ciclica sobre F cuyo grado

divide a n.

Demostracion. La extension K = F({/a) es Galois sobre F si F contiene las raices n—ésimas de la
unidad ya que es un cuerpo de descomposicién para x" — a. Para cualquier o € Gal(K/F), o({/a)

es otra raiz de este polinomio, por lo tanto ¢ ({/a) = {s+/a para alguna raiz n-ésima de la unidad

Lo
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Esto da un mapa

Gal(K/F) = 5)

o+—Cs
Donde u,, denota el grupo de las raices n-ésimas de la unidad. Ya que [F contiene a u,, cada

raiz n-ésima de la unidad se fija por cada elemento de Gal(K/F). Por lo tanto

o1(v/a) =0({Va)
={t0v/a
= CTCGWZ CGCT%

que muestra que {s; = {5 ; entonces el mapa (5 es un homomorfismo. El Kernel consiste preci-
samente en los automorfismos que fijan a v/, es decir la identidad. Dado que (5] es un homomor-
fismo y su Kernel es la identidad, obtenemos una inyeccién del Gal(K/F) en el grupo ciclico u,
de orden n. Es decir que Gal(K/F) es isomorfo a un subgrupo H de [, y como W, es ciclico y de

grado n, H es ciclico cuyo grado divido a n. Por tanto K es ciclico con grado que dividean. N
Definicion 2.30.

1. Un elemento o € K puede ser expresado por radicales o resolverse en términos de radicales
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si o se puede obtener por una sucesion de extensiones radicales simples

F=KoCcK;C---CK;CKiy1C---CKs=K (6)
donde K1 = K;( %/a;) para algunos a; € K;,i=0,1,...,s— 1. Aqui %y/a; denotan las raices
del polinomio X' — a;. En este caso K, se llama extension radical de F.

2. Un polinomio f(x) € F[x] es soluble por radicales si todas sus raices pueden ser expresadas

por radicales.

Ejemplo 2.31. Sea

o= —1+\/ﬁ+\/2(17—\/ﬁ)+2\/17+3\/ﬁ—\/2(17—\/ﬁ)—2\/2(17+\/ﬁ).

Entonces  es expresado por radicales.

En efecto tomando
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Ko=Q

K; =Ko(vag)  ap=17

Ky = K (y/a) a; =2(17—17)
Ky =Ko(vVa)  ax=2(17+V17)

K4:K3(\/a_3) a3:17+3\/ﬁ—\/2(17—\/ﬁ)—2\/2(17+\/1—7),

donde cada una de estas extensiones es una extension radical.

Definicion 2.32. Sean x|, x,, ...,x, indeterminadas. Las funciones simétricas elementales s1,s7, ...

son definidas por:

S =x1t+x+-+x,

§2 = X1X2 +X1X3 + - +X2X3 +X0Xg + -+ Xp—1Xp

Sp = X1X2 " Xp

Teorema 2.33. El polinomio general

K= X e (—1)"sy,

sobre el cuerpo F(sy,s2,...,5,) es separable con grupo Galois S,,.

34
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Podemos observar la demostracion de este teorema en Abstract algebra pagina 609.

Recordando de la secciéon 2.1 que un grupo finito G es soluble si existe una cadena de subgru-
pos

(e} =G, <Gy 1< <Gy <Gi<--<Gy=G (7)

con G;/Gj; abeliano, i =0,1,...,s— 1.
Definicion 2.34. Sea F un cuerpo:

1. Dada una extension E/F, entonces la extension mas pequeiia de F que contiene a E y que

es una extension de Galois de I es llamada la clausura Galois.

2. SiKyL son subcuerpos de F. La compuesta KL de K y IL es el subcuerpo de F mas pequeiio
que contiene a K y L.

Por tanto si a € KL, existen ni,ny € N, {k;}L |, {ki}2, CKy {l;}it,, {l/}2, CLtal:

i=1 i=1

. Z;'l1kili
Ty /7!
L= kit

Observacion. Suponga que tenemos 2 extensiones radicales: F =Fy CF; C--- CF), yF=Go C
Gy C - C Gy, tal que Fiyy = Fi( '{/LT,) para algiin a; € F; y lo mismo para G;. Podemos asumir
que g = p.

Entonces la compuesta de G, y F,, es de nuevo extension radical. Ya que como G| = Go( “by),

by € Go =F =TFy. Asi, tenemos que H; =T (/bo) =Fo( ¢/ao)( /bo), y podemos ver que H, es
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extension radical, y F; C Hy, G; C Hy, de hecho, H es la compuesta de F1 y Gy. Similarmente,
ya que ai,by € Hy, tenemos que Hy = H,; ( y/ar)( Y/b1), y de nuevo Hy es extension radical, y la
compuesta de Fr y G;. Realizando el mismo proceso obtendremos que H,, es extension radical y es
la compuesta de F), y G ,. Por lo tanto la compuesta de extensiones radicales es de nuevo extension

radical.

Note que la clausura de Galois siempre existe debido a que si tenemos f(x) € F[x] irredu-
cible con k raices (..., §, entonces la extensién E[{], .., ] es Galois, por tanto es la clausura

Galois de IF.

Proposicion 2.35. Sean K| y K, extensiones Galois de un cuerpo F. Entonces
i)La interseccion K| N K, es Galois sobre F.

ii) La composicion KK, es Galois sobre F. El grupo Galois es isomorfo a el subgrupo

H= {(677)|G|K10K2 = T‘Ksz}

de producto directo Gal(K /F) x Gal(K;/F) que consiste en los elementos cuyas restricciones a

la interseccion K| NIK, son iguales.

Demostracion.

Suponga que f(x) es un polinomio irreducible sobre [F[x] con raiz & en K; NKjy. Ya que @ € K;
y K /F es Galois, todas las raices de f(x) estdn en K. Similarmente todas las raices estdn el K,

por lo tanto todas las raices de f(x) estdn en K; NK,. Se sigue facilmente que K; NK; es Galois.
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Si K es el cuerpo de descomposicion del polinomio separable f](x) y K, es el cuerpo de descom-
posicion del polinomio separable f>(x) entonces la compuesta es el cuerpo de descomposicién para
la parte libre de cuadrados del polinomio fj(x)f>(x) (un polinomio f € K[x] es libre de cuadrados
si 'y solo sf, b* { f para cada polinomio b € K[x] de grado positivo), por lo tanto es Galois sobre F.

El mapa

¢ : Gal(K K, /F) — Gal(K, /F) x Gal(K /F)

o — (0lk,,0lk,)

Es claramente un homomorfismo. El kernel consiste en los elementos ¢ que son triviales en los
Ky y K, por lo tanto triviales en la compuesta, asi el mapa es inyectivo. La imagen esta en el

subgrupo H, asi

(6’K1)’K10K2 = OK,nK, = (G‘Kz)‘KlﬂKz'

El orden de H puede ser calculado observando que para cada 6 € Gal (K| /IF) existen |Gal (K, /KN

Kj)| elementos 7 € Gal(K;/F) cuya restriccién de K| NK; es o|g,nk,. Por lo tanto

[H| = |Gal (K, /F)| - [Gal (K2/K1 NKy)|

|Gal(Ky /)|

= |Gal(K+1 /F)| gaminim)

Podemos ver que los ordenes de H y Gal (KK, /IF) son entonces ambos iguales a

[Kl . ]F] [Kz . IF]

[KiK; : F] = [KiNKs : F]

Por lo tanto la imagen de ¢ es precisamente H. [
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Lema 2.36. Si o esta contenida en una extension radical K como en (6)), entonces a esta contenida

en una extension radical que es Galois sobre F 'y donde cada extension K, /K; es ciclica.

Demostracion. Sea L la clausura Galois de K sobre F. Para cualquier ¢ € Gal(LL/F) tenemos la

cadena de subcuerpos

F=0KyCoK;C---CoK;CoK;y | C---CoK;=0K

donde oK, /0K; es de nuevo una extension radical simple (ya que es generado por el elemento
o %/a;, que es una raiz de la ecuacion x" — 6(a;) sobre 6(K;)). Recordando de la Observacién
que la compuesta de dos extensiones radicales es de nuevo una extensién radical (si K’ es
otra extension radical con subcuerpos K/, primero tomamos la compuesta de K con los cuerpos
Ko,Kj,...,K;, luego la compuesta de estos cuerpos con K, etc. para que cada extension indivi-
dual en este proceso sea extension radical simple). Se sigue que la compuesta de todos cuerpos
conjugados 6(K) para o € Gal(IL/FF) es de nuevo extension radical. Ya que este cuerpo es preci-
samente L, podemos ver que « esta contenido en la extension radical Galois.

Ahora vamos a unir a [F las raices n;-ésimas de la unidad para todas las raices {/a; de la extension
radical simple en la extension radical Galois K /IF, obteniendo el cuerpo F/, y entonces formamos

la compuesta de [’ con la extension radical:
FCF =FKyCFK;C---CFK;,CFK;; C--- CFK;=FK

El cuerpo F'K es una extensiéon Galois de F ya que es compuesta por dos extensiones Galois.

La extension de F a F/ = F'Kq se le puede dar una cadena de subcuerpos con cada extension
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individual ciclica (esto es verdad para cualquier extension abeliana, recordando que una extension
[F/K es abeliana si es Galois y su grupo Galois es abeliano). Cada extension F'K; | /F'K; es una
extension radical simple y ahora nosotros tenemos la raices apropiadas de la unidad en el cuerpo
base, cada una de estas extensiones individuales de F’ a F'K es ciclica por la Proposicién [2.29
Por lo tanto F'K/F es una extension radical que es Galois sobre F con extensiones intermedias

ciclicas. [ |

Definicién 2.37. Sea K/F con grupo Galois Gal(K/F). Si H es un sugrupo de Gal(K/IF), el cuer-

po fijo de K se define:

Ky ={a €K | o(a) =apara cada c € H} .

Proposicion 2.38. Suponga que K/F es una extension Galois y F'/F es cualquier extension. En-

tonces KF' /" es una extension Galois, con grupo Galois

Gal(KF' /F') = Gal(K/K N

isomorfico a un subgrupo de Gal(K/F).

Demostracion. Si K/F es Galois, entonces K es el cuerpo de descomposicién para algtin poli-
nomio separable f(x) € F[x]. Asi KF'/F’ es el cuerpo de descomposicién de f(x) visto como un
polinomio en F’[x], por lo tanto esta extensién es Galois. Ya que K/FF es Galois, cada monomor-

fismo de K fijando FF es un automorfismo de K, entonces el mapa
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¢ : Gal(KF'/F') — Gal(K/F)

o — 0|k

definido restringiendo un automorfismo o a el subcuerpo K esta bien definido. Es claramente un

homomorfismo, con kernel
Kerp = {0 € Gal(KF'/F') | o|x = 1}

Ya que un elemento en Gal (KF’' /') es trivial en F’, los elementos en el kernel son triviales en K
y en I/, por lo tanto en su compuesta, asi el kernel consiste solo en el automorfismo identidad. Por
lo tanto @ es inyectiva.

Sea H la imagen de ¢ en Gal(K/F) y sea Ky el correspondiente cuerpo fijo de K contenido en
F. Ya que cada elemento en H fija F/, Ky contiene KNF’. Por otro lado, la compuesta KyF’
esta fijada por Gal (KF'/F’) (ningtin o € Gal(KF'/F’) fija F y actia sobre Ky C K a través de
su restriccién o|g € H, que fijo Ky por definicién). Por el teorema fundamental de la teoria de
Galois (ver Abstract algebra capitulo 14) esto prueba que Ky’ = I/, asi que Ky C F’, que da la
inclusion inversa Ky C KNTF'. Por lo tanto Ky = KN, y de nuevo por el teorema fundamental,

H = Gal(K/KNTF). u

Ahora podemos saber cuando un polinomio se puede o no resolver por radicales, informa-

cién contendida en el siguiente teorema.

Teorema 2.39. El polinomio f(x) puede resolverse mediante radicales, si y solo si, su grupo de

Galois es un grupo soluble.
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Demostracion.
=) Cada raiz de f(x) esta contenida en una extensién como en el Lema El compuesto L de
la extension es de nuevo del mismo tipo segun la Proposicion Sea G; los subgrupos corres-

pondientes a los subcuerpos K;,i =0,...,5s — 1. Como

Gal(KH_l/K,'):Gi/GH_I i=0,...,S—1

se deduce que el grupo Galois G = Gal(L/F) es un grupo solucionable. El cuerpo L contiene el
cuerpo de descomposicion de f(x), asi el grupo Galois de f(x) es un grupo cociente del grupo
soluble G, por lo tanto es soluble.

<) Sea K el cuerpo de descomposicion de f(x). Tomando los cuerpos fijos de las subgrupos en la

cadena (/) para G da una cadena

FZKQCK]C"'CK,‘CK,'_HC'“CKS:K

donde K;;;/K;,i =0,...,5s — 1 es una extensién ciclica de grado n;. Sea F({,) el cuerpo ciclo-
tomico sobre [F de todas las raices de la unidad de orden n;,i =0,...,5s — 1 y forme los cuerpos
compuestos K = F'K; obtenemos una sucesién de extensiones

FCF =FKyCFK;C---CFK; CFKi; C---CFK;,=FK

La extension F'K;. 1 /F'KK; es ciclico con grado que divide a n;,i =0,...,s — 1 (Por Proposicién
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2.38). Dado que ahora tenemos las raices apropiadas de la unidad en los cuerpos base, cada una
de estas extensiones ciclicas es una extension radical simple por Proposicion Por lo tanto,
cada una de estas raices de f(x) esta contenida en una extension raiz F'K entonces f(x) puede

resolverse mediante radicales. |
Del Teorema [2.39| se tiene lo siguiente.

Corolario 2.40. (Teorema de Abel)

La ecuacion general de grado n no puede resolverse mediante radicales para n > 5.

Demostracion. Paran > 5 el grupo S, no es soluble como vimos el el capitulo 2.1. El Corolario

se demuestra inmediatamente por Teorema y Teorema [

Este corolario muestra que no existe una formula general que involucre radicales andlogos a
la formula cuadratica para polinomios de grado 2 para las raices de un polinomio de grado 5. Para
dar un ejemplo de un polinomio especifico sobre Q de grado 5 cuyas raices no pueden expresarse
en términos de radicales debemos mostrar un polinomio de grado 5 con coeficientes racionales que

no tienen a S5(0 As, que tampoco es soluble) como grupo de Galois.

Ejemplo 2.41. Considere el polinomio f(x) = x* — 6x+3 € Q[x]. Nos podemos ayudar también

con la grdfica de la funcion, para ello podemos verla a continuacion:
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Figura 1.

Funciény = x° — 6x +3.

Nota. Esta imagen representa la grdfica del polinomio con el cual vamos a trabajar.

43
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Este polinomio es irreducible ya que es Eisenstein en 3. El cuerpo de descomposicion K
para este polinomio, por lo tanto tiene un grado divisible por 5, ya que al unir una raiz de f(x) a
Q genera una extension de grado 5. El grupo G de Galois es, por lo tanto, un subgrupo de Ss de
orden divisible por 5. Los tinicos elementos de orden 5 de S5 son 5-ciclos, entonces G contiene los
5-ciclos.
Como f(—2)=—17,f(0) =3, f(1) = =2y f(2) = 23 podemos ver que f(x) tiene una raiz en
cada uno de los intervalos (—2,0),(0,1) y (1,2). Por el teorema del valor medio, si hubiera 4
raices reales entonces la derivada f'(x) = 5x* — 6 tendria al menos 3 ceros reales, lo cual no es

asi (podemos ver la grdfica).
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Figura 2.

Funcion y = 5x* — 6.

Nota. Esta imagen representa la grdfica de la derivada del polinomio x> — 6x+ 3.

Por lo tanto estas son las inicas raices reales (esto también se sigue fdcilmente por la regla
de signos de Descartes). Por el teorema fundamental del dlgebra f(x) tiene 5 raices en C. Por
lo tanto f(x) tiene 2 raices complejas que no son reales. Sea T el automorfismo de conjugacion
compleja en C. Dado que los coeficientes de f(x) son reales, las 2 raices complejas deben inter-

cambiarse por T(ya que no son fijas, no son reales). Por lo tanto, la restriccion de la conjugacion
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compleja a K fija 3 de las raices de f(x) y intercambia las otras 2. Como un elemento de G, T/K
es una transposicion.

Ahora es un ejercicio sencillo mostrar que cualquier 5-ciclos junto con cualquier transposicion
genera todo Ss. Se deduce que G = Ss, por lo que las raices de x° — 6x+3 no se pueden expresar

por radicales.

Por el Teorema [2.39] cualquier polinomio de grado < 4 puede resolverse por radicales ,
ya que S, es un grupo soluble para estos n. Para n = 2 esta es solo la formula cuadrética familiar.
Para n = 3 la formula es conocida como Formula de Cardano (nombre por Geronimo Cardano
(1501-1576)) y la formula para n = 4 puede ser reducida a esta. Las formulas son validas para
cualquier cuerpo I de caracteristica = 2,3, que son las caracteristicas que dividen los ordenes de
los posibles grupos de Galois(que son los subgrupos S3 y S4).

3. Conclusiones

Todos los objetivos del trabajo de grado se llevaron acabo de la siguiente manera:

= En el Capitulo 1, demostramos que para n < 5 el grupo S, no es soluble.

= En la Seccidn 2.1, estudiamos resultados sobre extensiones radicales y el cuerpo de descom-

posicién de un polinomio.

= En la Seccién 2.2, definimos lo que es una extension simple y demostramos resultados sobre

estas extensiones, sobre las raices de ecuaciones y sus relaciones.

= Finalmente en la Seccion 2.3 definimos el grupo Galois, enunciamos la ecuacién general

de grado n, para la cual su grupo Galois es S, y enunciamos el teorema que nos relaciona
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cuando un polinomio se puede resolver por radicales con su grupo Galois, para finalmente

demostrar el Teorema de Abel.
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