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RESUMEN
TITULO: Aspectos de la cohomologia de De Rham *
AUTOR: Néstor Enrique Jaraba Rivas **
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DESCRIPCION:

Este trabajo tiene interés en el célculo de los grupos de cohomologia de De Rham de una
variedad, usando las relaciones que existen entre los grupos de cohomologia de una variedad y los
grupos de dos subconjuntos abiertos que la cubran, denominado como teorema de Mayer-Vietoris,
asi como, la invarianza de los grupos de cohomologia bajo homotopias. Las variedades estudiadas
son la n-esfera, el n-toro y el n-espacio real proyectivo.

Se abarca la teoria de funciones diferenciables definidas sobre una variedad suave M que
asocian a cada punto p un k-tensor alternante covariante sobre (7, M )*, estas funciones reciben el
nombre de k-formas y el conjunto de formas diferenciables se denota como Q2*(M ). La nocioén de
derivada se puede extender a las k-formas a partir del concepto de derivada exterior, determinada
como el unico operador d : Q*(M) — Q*(M) lineal tal que d> = 0 y dada una 0-forma f se tiene
que df es el diferencial de f. Decimos que una k-forma « es cerrada si dow = 0 y exacta si existe v
una (k — 1)-forma tal que dv = a.

A partir de las definiciones se tiene que toda k-forma exacta es cerrada, lo cual motiva a
preguntarse si se cumple el reciproco de la anterior proposicion, ante la negativa de esta pregunta
se motiva a definir los siguientes espacios, para cada entero k, el k-ésimo grupo de cohomologia

de De Rham es,
_ {k-formas cerradas}
~ {k-formas exactas}

Hap(M)
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DESCRIPTION:

This work has been centred mainly in the computation of De Rham cohomology groups of
a manifold, main tools developed are, a result about the relations between cohomology groups of
manifold and groups of two open subsets whose union is whole manifold, it is known as Mayer-
Vietoris theorem, and other tool is the invariance of cohomology groups for homotopic spaces.
Manifolds studied are n-sphere, n-torus and n-projective real space.

Firstly, we study the theory of differential functions defined over smooth manifold M that
each point p € M is related to a covariant alternate k-tensor on (7, M )*, these functions are called
k-forms and the set of differentiable forms is denoted by Q*(M). The concept of derivative can
be generalized to k-forms from the new concept of exterior derivative that it is the unique lineal
operator d : Q*(M) — Q*(M) such that d* = 0 and given a 0-form f, we have df is the differential
of f. We say that a k-form « is closed if dov = 0 and exact if there exists a (k — 1)-form v such that
dv = a.

From previous definitions we have that all exact k-form is closed, then we could ask if the
reciprocal is true and the answer is false, then we define the following objects for each k integer

called k-th de Rham cohomology group,

_ {closed k-forms}
~ {exact k-forms}

Hp(M)
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Introduccion

Las formas diferenciales son funciones multilineales antisimétricas. Sea w una forma de
grado r, definida sobre un subconjunto abierto de R", estas funciones son expresiones de la forma
> Giyiy..i, Az dx;,...dx; donde los coeficientes a son funciones diferenciables y los diferenciales
dx son simbolos que relacionan las coordenadas x;. Entre sus aplicaciones, permiten representar
problemas en fisica como el trabajo realizado por mover un objeto a través de una curva en un
campo de fuerza o el flujo de un campo vectorial a través de una superficie (Samelson, 2001).

Las formas diferenciales permiten generalizar expresiones de la forma Pdz 4+ Qdy o Ady A
dz + Bdz A dx 4+ Cdx A dy, y son cominmente conocidas en el contexto de las integrales ya que
proporcionan un enfoque para definir el integrando sobre curvas, superficies, solidos y variedades.
No obstante, estos objetos ademas de tener una nocion de integracion, a su vez existe una nocion de
derivacion, llamada operacion derivada exterior, donde al aplicar este operador sobre una k-forma,
esta es convertida en una (k + 1)-forma, su principal propiedad es que al aplicar el operador sobre
una O-forma, el resultado coincide con el diferencial.

Otra de las propiedades de la derivada exterior es que al aplicar este operador dos veces
siempre resulta en la forma nula. Aquellas formas cuya derivada exterior es cero se denominan
formas cerradas. Si w es una forma de grado r y existe una forma « de grado » — 1 que cumple
da = w, entonces w es denominada una forma exacta. A partir de estas definiciones se cumple que
toda forma exacta es una forma cerrada, por lo cual, surge la pregunta si su reciproco se cumple,
sin embargo, no todas las formas cerradas son exactas, asi, la cohomologia de De Rham surge a
partir de este hecho. Dado r un nimero entero se define el grupo de cohomologia de grado » como
el conjunto cociente de formas cerradas entre formas exactas. Estos objetos resultan ser espacios
vectoriales y relacionan una propiedad topologica de la variedad llamada agujeros, la dimension de
estos grupos permite medir el tamafno de estos agujeros de dimension r.

Este trabajo tiene como propdsito estudiar las funciones denominadas formas diferenciales,
el operador derivada exterior y a partir de estos, poder definir los grupos de cohomologia de una

variedad. No obstante, tiene especial interés en como calcular estos grupos de cohomologia, para



ello se estudian algunas propiedades sobre variedades, y se introducen herramientas para encontrar
la dimension de estos espacios. Este trabajo analiza los grupos de cohomologia de ciertas variedades
como esferas, toros y espacios reales proyectivos.

Las principales herramientas usadas para el calculo de estos grupos de cohomologia son, el
teorema de Mayer-Vietoris una herramienta fundamental en topologia algebraica que relaciona los
grupos de cohomologia de la variedad y los grupos de dos subconjuntos abiertos que la cubran, es-
te teorema relaciona los grupos de cohomologia de estos conjuntos a través de sucesiones exactas.
Por otro lado, el teorema de invarianza bajo homotopias de la cohomologia de De Rham, establece
que los grupos de cohomologia de dos variedades homotopicamente equivalentes resultan ser di-
feomorfos, permitiendo a partir de la construccion de homotopias entre variedades relacionar los
grupos de cohomologia de una variedad con otra.

Los grupos de cohomologia estan intrinsecamente relacionados a las propiedades topologi-
cas de la variedad, el grupo de cohomologia de grado 0 relaciona el nimero de componentes conexas
de la variedad. El grupo de cohomologia de grado 1 guarda una relacion con el primer grupo funda-
mental de la variedad. El teorema de Hurewicz permite relacionar los grupos de cohomologia con
los grupos de homotopia. Por ultimo, los grupos de cohomologia permiten la construccion de inva-
riantes topoldgicos tales como los nimeros de Betti o la caracteristica de Euler, estos invariantes
establecen condiciones para determinar si dos variedades no son difeomorfas o homotdpicamente
equivalentes, esto al comparar sus grupos de cohomologia (Hatcher, 2002).

Este documento esta organizado de forma que cada capitulo relaciona al anterior, el primer
capitulo introduce los conceptos de variedad suave, aplicaciones suaves entre variedades, el espacio
tangente de una variedad y el diferencial de una aplicacion suave. El segundo capitulo, abarca la
definicion de campos sobre variedades y el flujo de un campo vectorial. El tercer capitulo, introduce
los conceptos de tensores alternantes, formas diferenciales, derivada exterior y derivada de Lie
para formas diferenciales. El cuarto capitulo, explora el concepto de homotopia entre variedades
y se expone la existencia de un operador que permitird relacionar los grupos de cohomologia de

variedades homotopicamente equivalentes. El quinto capitulo, introduce la definicion de sucesion
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exacta y algunas propiedades, que permite relacionar los grupos de cohomologia de la variedad con
los grupos de subconjuntos abiertos. El ultimo capitulo, se definen los grupos de cohomologia de
De Rham, se presentan el teorema de invarianza bajo homotopias de los grupos de cohomologia y el
teorema de Mayer-Vietoris, este documento culmina con el computo de los grupos de cohomologia

de De Rham de los espacios euclidianos, n-esferas, n-toros y n-espacios reales proyectivos.
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Variedades Suaves
Variedades

Las variedades son espacios que lucen localmente como espacios euclidianos, decimos que
una variedad es suave cuando tiene la estructura suficiente para usar conceptos basicos del calculo
(Warner, 1983).

Definicion 1. Una variedad topologica M de dimension m es un espacio topologico que es
segundo numerable, Hausdorff y para cada punto existe una vecindad abierta que es homeomorfa
a un subconjunto abierto de R™ (Warner, 1983).

Definicion 2. Un atlas A sobre M es una coleccion de parejas (U,, ¢, ) donde U, es un
subconjunto abierto de M y ¢, : U, — 17& es un homeomorfismo desde U, a un subconjunto

abierto [/ja de R™, que satisface
» YU =M

n 0095 03(Ua NUs) = 0a(Us N Ug) es C en el sentido usual del calculo, para
cada (Ua, ¢a), (Us, pg) € A.

(Warner, 1983)

Definicion 3. Una estructura diferenciable F sobre M esun atlas que es maximal i.e. si . A
es un atlas tal que 7 C A entonces F = A (Warner, 1983).

Definicion 4. Una variedad suave es una pareja (M, F) donde M es una variedad topolo-
gica 'y F es un atlas maximal sobre M (Warner, 1983).

Observacion. Ténganse en cuenta las siguientes apreciaciones,
» Una m-variedad suave M denota que M es una variedad suave de dimension n.

» Las parejas (U, ) son llamadas cartas de M y U se denomina dominio de coordenadas

y @ es llamada funcion de coordenadas.

= Dadas dos cartas (U, ) y (V, 1), decimos que estas son compatibles si po1p~' y1pop™!

son funciones C*°.
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» La aplicacion ¢ o 1)~! es llamada cambio de coordenadas de 1) a .

Ejemplo 1. (espacio euclidiano) Para cada entero no negativo n, el espacio euclidiano R"
es una variedad suave de dimension n a partir del atlas A = {(R", 1gn)}.

Su estructura diferencial es el conjunto
F={(U,¢):pop.'yp,op *son C™ paracada p, € A}

F es launica estructura diferenciable que contiene a A y es llamada estructura diferencial estandar
del espacio euclidiano.

Demostracion. A continuacion, veamos que R" es una n-variedad suave.

1. R™ es un espacio topoldgico Hausdorft y segundo numerable.

2. Para cada punto en R" existe una vecindad abierta que lo contiene, de forma trivial esta es

homeomorfa a si misma. Por lo tanto, R™ es una n-variedad topologica.

3. Veamos que F es una estructura diferencial para M. Como A es un atlas sobre M y consta
de una sola carta, esta resulta compatible consigo misma. Por tanto, A C F, sabemos que
Uaea Ua = My Uyea Ua € Uger Up,no obstante, s » Us C M puesto que los dominios

de coordenadas son subconjuntos abiertos de M, por lo tanto, | J perUp =M.

4. Sean (U,v)y (V, ¢) cartas en F, tenemos que si (U, 1) o (V, ¢) pertenece a A, por la forma
en que se definid el conjunto, se tiene que estas dos cartas son compatibles, por otro lado, si
ninguna carta pertenece a A, se cumple que o ¢! = o7 toTo0¢ I conT € A, porla

definicion de F se tiene que ¢ o 771 y 7 0 ¢! son C*°, por lo tanto, 1) o ¢! lo es.

Observacion. Una variedad topoldgica puede tener diferente atlas maximal, considere M =
R y como atlas A = {(R, z®)}, notese que esta carta no es compatible con (R, 1g), por lo tanto,
generan dos atlas maximal diferentes.

Ejemplo 2. (esferas) Para cada entero no negativo n > 2, el espacio topologico

Sl = {z eR": ||z]| =1}



13

es conocido como (n-1)-esfera y es una variedad suave de dimensioén n — 1.
Seann = (0,...,1) y 5 = (0, ..., —1) puntos en S"~! denominados norte y sur de la (n-1)-
esfera.

Definimos U = S" '\ {n}, 7 : Uz — R™"! como,

al\l) = g eees
14 1—2z, 1—=z,

Us =S 1\ {5} y vz : Us = R"! como,

s\T) = ey
7 1+a, 1+,

Asi, A = {(Uzs, va), (Us, p3)} es un atlas para S"! y la estructura diferencial que contiene

este atlas es llamada estructura diferencial estandar de la (n-1)-esfera.
Ejemplo 3. (productos de variedades) Dados (M, F1) y (M, F2) variedades suaves de
dimensioén m, y mq respectivamente, el espacio topolégico M = M; x M, es una variedad de

dimension m, + mo junto a la estructura diferencial
F={UxV,px¢): (U € Fry(V,0) € Fao}

A partir de este hecho, se tiene que las siguientes variedades topologicas son variedades

suaves,
= (n-toro) T" = T" ! x S* con T! = S! i.e n copias de S*.
» (cilindro) S* x R.

Ejemplo 4. (subconjuntos abiertos) Dado U C M abierto con (M, F),) variedad suave de

dimension m, entonces U es una variedad suave de dimension m con el atlas maximal

JF = {(Uoé N U7 (pa|UaﬂU) : (UQ,QOQ) € ]:M}

De este hecho concluimos que el grupo lineal general Gl(n,R) es una variedad suave de

dimension n?, puesto que GI(n, R) es un subconjunto abierto de R™.
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Ejemplo 5. (espacios reales proyectivos) Sea R = R"+! \ {0}, definimos la siguiente
relacion de equivalencia x ~ y si x = Ay para algin A € R\ {0}.

n+1
R /'~ €ste conjunto es conocido como espacio real

Consideramos el conjunto RP" =
proyectivo de dimensién n, a partir de la funcion 7 : R%™ — RP™ definida por 7(x) = [2], se tiene
que, RP" es un espacio topologico con la topologia cociente a partir de 7.

Paracadai = 1,...,n + 1, consideramos los abiertos U; = {7 (z) : # € R yx; #£ 0}y

las funciones coordenadas

T T, Ty
Soi[x17"'7xn+1] = Ty ey Ty ey T

~

Se entiende por el simbolo * que se excluye la coordenada i-¢sima. Asi, el atlas A = {(U;, @)yt
define una estructura diferencial sobre RP", haciendo que sea una variedad suave de dimension n.
Funciones y Aplicaciones diferenciables

Definicion 5. Sea M una m-variedad suave, una funcién f : M — R sobre una variedad
es suave o diferenciable si para cada punto p € M existe una carta (U, p) talquep e Uy fop ! :
®(U) — R es C* en el sentido usual del calculo (Warner, 1983).

Observacion. Sea M una m-variedad, el conjunto de todas las funciones suaves es denotado
como C*°(M).

Definicion 6. Una aplicacion F' : M — N entre variedades es suave 0 diferenciable si para
cada punto p € M existen una carta (U, p) en M y una carta (V,¢))en Nconp € Uy F(p) € V
tal que F'(U) C Vywo fopt:pU)— (V) es diferenciable en el sentido usual del calculo
(Warner, 1983).

Observacion. Las palabras funcion suave se reserva para funciones de una variedad suave
M en R,y aplicaciones suaves para funciones de una variedad suave )M en otra variedad suave V.

Teorema 1. Toda aplicacion suave es continua.

Teorema 2. Sean M, N y P variedades suaves, entonces

= Toda funcién f : M — N o f : M — R que sea constante es suave.

» La funcién identidad Id,; : M — M es suave.
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» Si U C M abierto y variedad, entonces la inclusion ¢ : U — M es suave.

»m Sean ' : M — Ny(G : N — P aplicaciones suaves, entonces G o F' : M — P es

suave.

Teorema 3. Sean M, ..., M, y N variedades suaves, se define la proyeccion 7; : M; X
... X M, — M; de la forma usual.

Una aplicacion F' : N — M; x ... x M} es suave si y solo si para cada ¢ se tiene que
F,=moF : N — M, es suave.

Definicion 7. Sean M y N variedades suaves, un difeomorfismo F : M — N es una
aplicacion suave que es biyectiva y cuya inversa es suave.

Teorema 4. A continuacion, algunas propiedades de los difeomorfismos.

» La composicion de difeomorfismos es un difeomorfismo.

» Dados {F;}"_, difeomorfismos, la funcion producto F x ... x F,, es un difeomorfismo.
» Un difeomorfismo es un homeomorfismo y una aplicacion abierta.

» Dado F': M — N un difeomorfismo y U C M abierto, se tiene que F|y : U — F(U)

es un difeomorfismo.

Teorema 5. Sean M y N variedades suaves conexas de dimension m y n respectivamente
y F': M — N un difeomorfismo, entonces m = n.
Espacio Tangente, Fibrado Tangente y Cotangente

Definicion 8. Una derivacion D en p es una funcion R-lineal,
D:C*M)—R

que satisface,
D(fg) = f(p)D(g9) + 9(p)D(f)

para cualesquiera f, g € C*°(M) (Lee, 2012).
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Definicion 9. El conjunto T, M de todas las derivaciones en p sobre C> (M) es denominado
el espacio tangente de M en p y sus elementos son llamados vectores tangentes.

Teorema 6. Sea M una variedad conexa, p € M y m la dimension de M. Entonces, la
dimension de T),M es m.

Teorema 7. Sea M una variedad suave,p € M,v € T,My f,g € C°(M), se tiene que

= Si f es constante, entonces v(f) = 0.

= Si f(p) = g(p) = 0 entonces v(fg) = 0.

Definicién 10. Sean M una m-variedad suave, un punto p € M y (U, ) una carta tal que
p € U,paracadai = 1, ..., m, definimos ¢, : M — R como ; = 2% o o donde z* : R™ — R est
definida como la proyeccion en la i-ésima coordenada i.e. z +— z;.

Asi, se define el vector tangente a%i|p € T,M como,

0
i

0

(f)

p

(fop™)

»(p)

donde % son la derivadas parciales en el sentido del calculo, estos vectores son llamados vectores
coordenadas en p (Lee, 2012).
Teorema 8. Sean M una m-variedad suave, p € M y (U, ) una carta tal que p € M,

entonces
= el conjunto de vectores {32-|,}; es una base para T, M.
7

= Dado v € T,,M, se tiene que,

= 0
v = ZU(%) .
i=1 !

p

Definicion 11. El fibrado tangente de una m-variedad suave M se define como,

T(M)= | | T,M

peEM



17

y el fibrado cotangente se define como,

(M) = | | (T,M)"

pEM
donde (T,M)* = {f : T,M — R : f es lineal} conocido como el dual topolégico.
Diferencial de una aplicacion suave
Definicion 12. Sean F' : M — N una aplicacion suave y para cada p € M, se define el

diferencial de F' en p,

dF, : T,M — Tpp) N

tal que v € T,M y g € C°(V') donde V' es una vecindad alrededor de F'(p),

dF,(v)(g) = v(go F)

(Lee, 2012)
Teorema 9. El diferencial de una aplicacion suave en un punto, satisface las siguientes

propiedades,
» dF, : T,M — Tp,)N es lineal.
» d(GoF),=dGppyodF,paraFF: M — Ny G : N — P aplicaciones suaves.
» d(Idy), = Idp, .

= Si F': M — N esun difeomorfismo, entonces dF), : T,M — T, N es unisomorfismo

y (de)_l = d<F_1)F(p)'

Observacion. el conjunto 1M = (T,,M)* es llamado espacio cotangente'y los elementos
w € T; M son llamados vectores cotangentes.
Definicion 13. Una curva suave en M es una aplicacion o : (a,b) — M suave y dado

to € (a,b) se define el vector tangente a la curva en ty como,

d
O'I(to) = dO’tO (a

) E To’(tO)M

to
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Observacion. Sean M es una m-variedad suave 'y f : M — R suave,siv € T,My
f(p) = to, se tiene que,

0

d(0) = v(f)

to

Asi, df, puede pensarse como un elemento de 777 M,

Definicion 14. Se definen las proyecciones sobre el fibrado tangente y cotangente,
» 7:T(M)— M, comon(v) =psiveT,M.
» 7" T*(M) — M, como 7*(w) = psiw € T; M.

Estas proyecciones son naturales y permiten identificar el punto asociado a un vector del fibrado
tangente o cotangente respectivamente.
Definicion 15. Sea )M una m-variedad suave, considere una carta (U, ¢), definimos las

siguientes aplicaciones, $ : 71 (U) — R?™ definida como,

v = (21(m(V)), ooy T (7w (v)), dx1 (), ..., T (V)

0
p) v T (% p))

Teorema 10. Los conjuntos T'(M) y T*(M) son variedades suaves de dimension 2m, te-

y ¢* 1 ()71 (U) — R*™ definida como

T = (1 (7™(7)), ooy T (77 (7)), T (81561

niendo en cuenta que,

= El conjunto {¢~Y(W) : W C R?™ abierto, (U, p) € Fy} forma una base para una

topologia en T'(M) y lo vuelve una variedad topologica. Analogamente, para el conjunto 77 (M).

= El atlas estandar para T'(M) es el conjunto { (¢~ (U), @) : (U, ¢) € Far}. Andlogamen-

te, para el conjunto 7*(M).
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Definicion 16. Dada una aplicacion suave F' : M — N, el diferencial global de F' es una
funcion,

dF : T(M) — T(N)

definida como dF(p,v) = dF,(v) para cualquier v € T,,M.
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Campos sobre variedades
Campos de vectores
Definicion 17. Un campo vectorial suave X sobre un conjunto abierto U en M es una
aplicacion suave X : U — T'(M) tal que m o X = Idy (Lee, 2012).
Ejemplo 1. (campo vectorial de coordenadas) Si (U, ¢) es una carta en M entonces la asig-

nacion,
0

8% p

p =

determina un campo vectorial sobre U, llamado campo vectorial de i-ésima coordenada y denotado

0
por oz, "

Ejemplo 2. (campo vectorial de Euler) Un campo vectorial I en R™ cuyo valor en x € R"”
es,

Vo=21 35—

D, x—k...—}—mn—

es llamado campo vectorial de Euler.

Observacion. Si X es un campo vectorial sobre U y p € U entonces X (p) se denota como
X, y es un elemento de 7,M. Si f € C*(U) entonces X (f) es una funcion sobre U cuyo valor en
pes X,(f).
Flujo de un campo vectorial

Definicion 18. Se define el flujo global sobre M, como una funcionde 6 : R x M — M
que satisface que, para cualesquierat,s € R, 0(¢,0(s,p)) = 0(t + s,p) y 6(0,p) = p (Lee, 2012).

Definicion 19. Dado un flujo global sobre M, se define un campo vectorial V' sobre M
como V;, = 0, (0) llamado generador infinitesimal de 0.

Teorema 11. Sea V un campo vectorial sobre una m-variedad M. Existe un tnico flujo
suave maximal cuyo generador infinitesimal es V.

Observacion. A partir de un campo vectorial V/, por el teorema anterior, vemos que existe
un flujo asociado a este, es llamado flujo a partir de V , ademas, si el flujo es global, se dice que V'

es un campo vectorial completo.
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Ejemplo 1. El flujo de V = £ en R? es la aplicacion ¢ : R x R? — R? dada por,

i(z,y) = (x+t,y)

Paracadat € R\ {0}, ¢ traslado el plano a la derecha o a la izquierda en una distancia de |¢|.

Ejemplo 2. El flujo de X = a:a% — y& eslaaplicacién 6 : R x R? — R? dada por,
Oi(z,y) = (rcost — ysint, xsint + y cost)

Para cadat € R, 6, rota el plano alrededor del origen con angulo ¢.
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Formas Diferenciales
Las formas diferenciales constituyen un marco de trabajo para generalizar diversos con-
ceptos del calculo en varias variables como el producto vectorial, el rotacional, la divergencia y el
determinante del Jacobiano. En este trabajo resultan esenciales para definir los grupos de cohomo-
logia de De Rham (Lee, 2012).
Tensores alternantes
Definicion 20. Sean V1, ..., V). espacios vectoriales, se define el producto tensorial de los

espacios Vi, ..., Vi como,
Viw.V,= {Z ;U1 @ ... ® vy, : sumas formales finitas}
donde v; € V;, a;; € R tal que cumplen las siguientes propiedades,
VR ..U ® .0 = ® ... QU; @ ... @ V)

MR @+ )R .. QUu=00..00,8 .00 +1® ...V, @ ... Qv

(Dummit, 2004).
Observacion. SiV es un espacio vectorial de dimension ny {ey, ..., €, } es una base, enton-
ces el conjunto,

{ei ® ...®e;, 1 1 <y, ...,ip <n}

esunabaseparal ® ... ® V.
————

k-veces
Teorema 12. Sean V1, ..., V) espacios vectoriales de dimension finita, se cumple que,

Vi®..@ Ve L(W,..., Vi;R)

Definicion 21. SeaV espacio vectorial de dimension finita, decimosque v € V*®...Q@ V*

es un tensor alternante si,
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para cualesquiera vy, ..., v € V con i # j. El espacio de las tensores alternantes es denotado por
Ar(V*), por convencion Ag(V*) =Ry Ay (V*) = V™.

Definicion 22. Seanv € V'@ . @V yw € V*®..® V", a partir de estos ele-
— ——

k-veces l-veces
mentos podemos definir un elemento en V* ® ... ® V*, como v ® w(ey, .., €k, €xi1, -y Epp1) =
—_——

(k+1)-veces
U(ela ) ek)w<€k+17 ) €k+l)'

Definicion 23. Seanv € A (V*) y w € A(V*) se define el producto cufia o exterior A

como,
(kD1 >
VAW = o ] ;(sgna)(v@vw)
oESK
donde S}, es el grupo simétrico de k elementos y (v @ w)? (vy, ..., V) = U @ W(Vo(1), ---, Vo(k)) Para

cualesquiera vy, ..., v, € V.
Formas diferenciales

Definicion 24. Sea M una m-variedad suave, se define el k-fibrado exterior sobre M como,

AG(M) = || AT M)
pEM

(Lee, 2012).

Observacion. Sobre A} (M) podemos definir la proyeccion 7 a M de forma natural, donde
a cada k-tensor alternate se le asigna un punto en M. A partir de esta, se puede dotar a este espacio
de una topologia y una estructura diferenciable que lo vuelve una variedad suave de dimension
(1.

Definicion 25. Una aplicacion w de M a Aj (M) suave tal que mow = Idy, es una k-forma
suave sobre M (Lee, 2012).

Observacion. Q¥ (M) denota el conjunto de todas las k-formas suaves sobre M. Ademas,
resulta util identificar Q°(M) como C>*(M).

Observacion. Si f € C*(M), el diferencial df es una aplicacion suave de T'(M) a R,
que resulta ser lineal en cada espacio tangente, asi, el diferencial de f puede ser considerado una

I-forma df : M — Aj(M), no obstante, es llamada la derivada exterior de la O-forma f.
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Definicién 26. Sea F' : N — M una funcion suave y w € QF(M), se define el pullback de

w bajo I’ como la forma diferencial F*w : N — A} (), definida por

FH(w)(p) = w(E(p)(dEy(vr), ..., dFp(v))

donde v; € T,N.
Observacion. Recordemos que {% | }i<m es una base para 7,,M, a partir de estos vectores
podemos definir en 77 M una base,

1 m
{dz,, ... dx)'}

donde dx; (%b) es 1sii = jyO0sii# j.Estas funciones se extienden de manera lineal a todo
el espacio 7, M. Como A, (1T M) = T M, a partir del producto exterior podemos definir una base
para Ay (T; M),

(d(lf;l VANPYRVAN dl’;’)k)7;1<m<ik

Por lo tanto, para cada k-forma definida en M se puede escribir localmente como,
i i
w(p) = E Wiy <...<ip (D)d)) Ao N dk
11 <...<ip
Asi, decimos que w es suave, siwj, <. <i, : U — R es suave para cada lista de indices, esta notacion
de indices se puede simplificar al considerar I = (iy, is, ..., i), de esta manera se puede representar

la anterior ecuacién como,

wp) = wip)da

I

Ejemplo 1. Considere M = R?, una 0-forma es una funcién w : R? — R.
Una 1-forma es una funcion w : R? — A}(R?), para cada punto (z,y) € R?, se tiene que w(z,y) —
fam (s v) tal que fr ) € T, ) R?y (u,v) € T(p )R Sea w(z,y) = 2yda(py) + (2 + Y)dY(2y),
asi, w(1,2) = 2dz + 3dy. Si (u,v) € T(19R?, entonces w(1,2)(u,v) = 2dz(u, v) + 3dy(u,v) =
2u + 3v.
Una 2-forma es una funciéon w : R* — A3(R?). Dado 1 € Ay(T;;R?), se tiene que 1) = mydx A dy.

Seaw(z,y) = xy*dr Ady, entonces dado (1,2) € R?, entonces w(1,2) = 1-22dz Ady = 4dx Ady.
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Siv,w € T,R?, entonces w(1,2)(v,w) = 4dz A dy(v, w) = 4(viws — w1vs).
Derivada exterior
Definicion 27. Sea U C R" abierto, si w = Z' wrdx! es una k-forma, definimos la

derivada exterior dw como la (k + 1)-forma,

d(zlwfdxl) = Z/dW] A dx!

Teorema 13. Se tienen las siguientes propiedades de la derivada exterior en subconjuntos

abiertos de R",

d es lineal sobre R.

» Siwy v son k-forma y [-forma respectivamente, entonces

dwAv) =doAv+ (—1)Fw Adv

dod=0

Si F': U — V es una funcion suave y w una k-forma, entonces

F*(dw) = d(F*w)
donde F™ fue introducido en la definicion 26.

Observacion. A partir de la definicion de derivada exterior en conjuntos abiertos de R”,
podemos construir el operador derivada exterior para variedades suave de manera local, para cada
punto a partir de sus coordenadas locales.

Teorema 14. Existe una tnica aplicacion d : QF(M) — Q¥ (M) llamada derivada exte-

rior tal que,
» d es lineal sobre R

s i’ =0



» Siwy v son k-forma y [-forma respectivamente, entonces
dwAv) =doAv+ (—=1)fw Adv

= Paracada f € C°(M) = Q°(M), df es el diferencial de f.

Ejemplo 1. Sea M = R?, considere w una 1-forma descrita por,

w = Pdz + Qdy + Rdz

la derivada exterior de w es,

dw = dP A dz +dQ A dy + dR A dz

= (9_de a—de+a—sz A dx
oy 0z

( dr +—d —I——de)/\dy

0
(—d + a—Rd + g—Rdz) ANdz
oP
= a—dy/\dx—l—a—dz/\d:c
+8—de Ady + 8—de A dy
ox 0z
—l—@d ANdz + %dy Adz
ox dy

_(0Q P OR 0P OR  0Q

>dy/\dz
z

Definicion 28. Sea w una k-forma sobre M y X un campo vectorial sobre M, para cada

dy

punto p, se define
X wp)(wy, ..oy wi—1) = wp(Xp, we, .y We—1)

como una (k — 1)-forma en M y recibe el nombre de producto interior.

26
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Derivada de Lie para formas diferenciales
Definicion 29. Sean M una variedad suave, X un campo vectorial suave sobre M y 6 el

flujo de X. Sea w una k-forma sobre M. Se define la derivada de Lie de w con respecto a X como,

d(0,)* _
(Lxw)p, = i (6;w), = lim ( t)p(wf?t(p)) Wp

dt|,_, t—0 t

Teorema 15. Sean M una variedad suave, X un campo vectorial suave sobre M, se tiene

que,
» Lxf = X(f) para cualquier f € C>(M).
» Ly(wWAv)=Lx(w)Av+wA Lx(v).

Teorema 16. Sea )M una variedad y X un campo vectorial. 6 es el flujo de X . Para cualquier

k-forma w y cualquier (%o, p) en el dominio de 6, se tiene que,

d

Sl 1), = 6, (Lxw),

t=to

Demostracion. Veamos que,

d

(HZ‘W)p = (on (LXW))p

t=to

Primero, reescribimos la definicion del lado izquierdo

d

dt

d(0;)w(0:(p))

t=to

. d
('gtw)P = It

t=to

reescribimos la definicion del lado derecho,

(67, (Lxw))p = d(01y),(Lxw) (01 (p))

Asi, realizamos un cambio de variable t = s + ¢,

CL a0 0.0) = | e, Oui )

t=to s=0
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Como 0 es el flujo de X, se tiene que 0,4, = 0, 0 0y, asi 03,, = 0; 03,

a
ds

d

d(95+t0);w(68+t0 (p)) = E

d(GtO)Zd(@ZtO (p)w(eseto (p))

s=0

s=0

d *
Como los operadores -y d(f;,); conmutan, tenemos que

d

* * * d
% d(eto)pd(es)eto(p)w<030to (p)) = d(eto)

P ds

40,5 (081 (1)

s=0 s=0

Por definicion de derivada de Lie, obtenemos

d
d(eto )p %

d(0s)5,, (W (001, (D)) = d(Or, ), (Lxw) (61 ()

s=0
De esta forma obtenemos el resultado deseado.

Teorema 17. Sea M una variedad suave, V un campo vectorial sobre M, w € QF(M),
entonces,

Ly(w) = Vi(dw) + d(V aw)

Demostracion. Veremos que se tiene para toda k-forma, realizando induccion sobre el grado
de la forma. Para el grado 0, vemos que V 1 dw = dw(V') por definicion, luego dw(V) = V(w) =
Lyw, por otro lado, d(V sw) = d(0) = 0. Asi,

Ly (w) =V i(dw) + d(V w)

cuando w es una 0-forma. Veamos que se tiene para grado k, suponga que se cumple para los grados
menores que k que Ly (a) = Vi(da) + d(V ).

Sea w una k-forma, esta se puede expresar como » ., wydz™ A... Adz', notese que wydz™ A
o ANdz't = dx' A wpdx® A ... A dzt*, si denominamos u = 2 y b = wydx™ A ... A dx' vemos
que wrdx™ A ... Adx’* = du A b, por lo tanto, w es una suma de elementos de la forma du A b, asf,
bastaria mostrar que se cumple para du A by obtendremos que la igualdad se cumple para w.

Por una parte, Ly (du/Ab) = LyduAb+duA Ly b, esto es d(Vu) Ab+dun (Vo db+d(V 5b))
por lo tanto,

Ly(du Ab) = d(Vu) Ab+du A (Vadb+ d(V b))



Por otra parte, veamos que es V i d(du A b) + d(V s (du A b)), por definicion de d obtenemos,
Va(d(du) Ab+ (—=1)'du A db) + d(V 1 (du AD))
Como d(du) = 0, se tiene,
Vi(OADb—duAdb)+dVi(dunbd))
Aplicando la definicion de 4 obtenemos,
Vi(—=duAdb)+d((Vidu) ANb+ (=1)'du A (V1b)))
Como V_du =V (u)
Vi(=duNdb)+d(V(u) Ab—du A (V.b)))
Se aplica la definicion del operador _,
(=Vidu) Adb+ (=1)'(=du) A (Vidb) +d(V(u) Ab—duA (Vb))
Reescribimos
—V(u) Adb+du A (Vidb) +d(V(u) ANb—dun (Vib)))
Se aplica la definicion del operador d,
—V(u) ANdb+ du A (V db)
+d(V(u)) Ab+ (=1)°V(u) Adb + d(—du) A (V1b) + (—=1)°du A d(V 1 b)
Como d(—du) = 0y V(u) A db aparece en negativo y positivo, la ecuacion se convierte en,

du N (Vidb) +d(V(u)) Ab+ duNd(V.b)

Esto es,

d(V(u)) Ab+du A (Vadb+d(Vb))

29
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Que esigual a Ly (duAb), demostrando que Ly (duAb) = V ad(duNb)+d(V s (duAb)), por tanto,
se tiene para cada k-forma definida como w;dz™ A ... A dx™, como w = Y, widz™ A ... Adx™, se
cumple la propiedad para cada sumando, ademads, los operadores 1 y d son lineales, entonces para

w también se cumple.
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Homotopia
Nociones sobre homotopia
Definicion 30. Sean X y Y espacios topoldgicos, f, g funciones continuas, una homotopia

de f a g es una funcion continua h : X x [0, 1] — Y tal que,

h(z,0) = f(x)

Wz, 1) = g(x)

Si existe h, decimos que f y g son homotopas (Lee, 2012).

Definicion 31. Sea f : X — Y, se dice que f es una equivalencia de homotopia si existe
una funciéon g : Y — X talque fo g ~y Idy y go f ~y Idy donde ~p simboliza la relacion de
ser homotopas. Cuando existen f y g se dice que X e Y son equivalentes homotdpicamente. (Lee,
2012)

Teorema 18. Sea [ un intervalo abierto, M una variedad, se tiene que M x [ ~y M.

Demostracion. Para ello, consideramos tg € [, FF: M - M x1yG: M xI — M
definidas por,

F(z) = (x,ty) G(z,t)==x

Noétese que G o F' = 1d,,, por otro lado, F' o G = (z,t), definimos H : M x I x [0,1] = M x I
como,

H(xz,t,s) = (z,(1 — s)t + sto)
Notese que H(z,t,0) = (z,t) = ldys y H(z,t,1) = (x,ty) = F o G, como H es continua, se
tiene que F' o G ~g Idy/« 1, luego, se tiene que M x [ ~yz M
Existencia de operador de homotopia

Definicion 32. Definimos ¢, : M — M x R como,

it(p) = (p; 1)

Teorema 19. Sea M una variedad suave, existe una familia de aplicaciones suaves hy :
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QF(M x R) — QF1(M) tal que,
hit1(dw) + d(hgw) = 1w — igw

paraw € QF(M x R). Ver definicion 26 para hallar expresion de i y 47

Demostracion. Definimos X un campo vectorial sobre M x R como,

0
(@)= 0. 53]

En efecto X es un campo vectorial, teniendo en cuenta que estamos representando los elementos
de T{s)(M x R) como elementos en T, M x T,R.
Dada w € QF(M x [0,1]), definimos,

1
hkw:/ iy (Xow)dt
0

Esto es, paracadap € M, (hyw), fo iy (X Jw),dt y el integrando es una funcion de ¢ con valores
en el espacio vectorial Ay, (T M).

Tenemos que d(hyw) = fo (17 (X Jw))dt ya que en coordenadas locales observamos que
es posible intercambiar el signo de la integral y la derivada.

Ahora, veamos la ecuacion general
1 1
hit1(dw) + d(hyw) = / iy (X dw)dt + d(/ iy (X ow)dt)
0 0

La ecuacion anterior surge de sustituir los elementos hy1(dw) y d(hgw) por su definicion como
integral
1 1
hit1(dw) + d(hyw) = / iy (X odw)dt + / d(iy(Xow))dt
0 0

Se sustituye d(hyw) = [ d(i; (X sw))dt,

1 1
hit1(dw) + d(hyw) = / iy (X odw)dt + / iyd(Xow)dt
0 0



En el segundo sumando es posible intercambiar los operadores i} y d,

1

his1(dw) + d(hgw) = / (17 (X odw) +iyd(Xow))dt
0
Se agrupo la integral
1
his1(dw) + d(hgw) = / iy (Xodw+ d(Xow))dt

0

En la anterior linea, se usa el hecho de que ¢; es lineal,
1
hiy1(dw) + d(hpw) = / iy (Lxw)dt
0

Por el teorema 17, es posible reemplazar X 1 dw + d(X Jw) por Lxw.

Dado (p,v) € M x R, podemos describir el flujo de X en M,

0:RxMxR—=>MxR

0(u,p,v) = (p,v + u)
Notese que,
1y = 0, 019
Asi, por la ecuacion anterior
iy (Lxw) = (67 (Lxw))
Luego, por el teorema 16,

Z()(Ht (LXCU)) = ZQ( % (esw))
s=t
Intercambiamos los operadores 7, y d%,
ZO(%(QS(’U)) = gzo(ésw)

Como ig(z) = (z,s) = (x,s+0) = 0(s,2,0) = 0(s,ip(x)) = 05 0 ip(x)

d ., . d, .
%ZO(QS(’U) = %(st)

33



Sustituimos,

th(dw) + d(hkw) = /l

d

ds

s=t

(

-
Tow

)dt

(iw)lp = ijw — dgw

34
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Sucesiones exactas
Nociones sobre sucesiones exactas
Definicién 33. Una sucesion exacta de espacios de vectoriales { A;, d;} es una coleccion de

funciones entre espacios vectoriales que se relacionan de la siguiente forma,

S 5
= Ay B A B A —

que satisfacen que,

Im 5i71 = Ker (Sl

(Dummit, 2004).
Teorema 20. Sea {A;, 51-}?201 una sucesion exacta de espacios vectoriales, tales que n € N,

n>2y A= A,.1 =0, entonces,

n

> (1) 7'dim 4; = 0.

i=1
Demostracion. Considere { A;, 6; }74' una sucesion exacta de espacios vectoriales, tales que

neN,n>2y Ay = A,1 =0, tenemos que,

> (1) "'dimA; = > (~1)""'[dimKerd; + dimIm ;]
=1 =1

Recordemos que Imd;_; = Kerd; parai =1,....n,

> (1) '[dimKer; + dimIm4;) = > (1) [dimIm6;_; + dimIm ;]

i=1 i=1
Reorganizamos el sumatorio,

n

> (=17 'dimImd; + Y (—1)" " dimImé;
=1

i=1
n—1 n
Z(—l)i dimImd; + Z(—l)"’1 dimImd;
=0 i=1

(1)) (1) dimImd; + Y (—1)"" dimIm,
2 i=1



36

Se eliminan los términos (dimIm ;) parai = 1,...,n — 1, resultando en,
dimIm &y + (—1)""" dimIm,

Como &y : 0 — Ay, : A, — 0, ambas imagenes son el espacio trivial, por lo tanto,

> (~1)"'dim A; = dimImd, + (—1)"~" dimIm 4, = 0.

=1



Cohomologia de De Rham

Formas cerradas y exactas
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Definicion 34. Sean M una variedad suave y o € QF(M), decimos que « es cerrada, si

do = 0 (Lee, 2012).

Definicion 35. Sean M una variedad suave y a € Q%(M), decimos que « es exacta, si

existe w € QF~1(M) tal que dw = o (Lee, 2012).

Definicién 36. Sea M una variedad suave y sea k un entero, d : QF(M) — QFFL(M) es

un operador lineal. Definimos los siguientes espacios,

» ZM(M) =ker(d : QK (M) — QFFL(M)), llamado espacio de formas cerradas.

s B5(M) =Im(d: Q*1(M) — Q¥(M)), llamado espacio de formas exactas.

(Lee, 2012).

Definicion 37. Sea M una variedad suave y k un entero, se define el e/ grupo de cohomo-

logia de De Rham de grado k como,

Invarianza bajo homotopias

Teorema 21. Suponga que M y N son variedades suaves, F, G : M — N son aplicaciones

suaves homotopas, entonces F*, G* : HY,(N) — HX,(M) son iguales.

Demostracion. Queremos ver que F* = G*. Como existe H

homotopia entre F'y GG, se cumple

H(z,0)=F(z) H(x,1)=G(2)

No obstante, vemos que

F(x) = H(io(x)) G = H(ix(x))

Esto es,

F:Hoio G:Hoil

: M x [0,1] — N una
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1; se describe en la definicion 32, asi,
* <\ k <k *
F*=(Hoiy)" =ijoH

G"=(Hoi) =ijoH"

Si i = 4] entonces

Fr=ijoH" =ijoH" =G~
Veamos que i, = ¢. Por el teorema 19,
hit1(dw) + d(hpw) = ijw — ijw
Si w es cerrada, entonces,
hit1(dw) + d(hxw) = h(0) + d(hgw)

Luego, sobre el grupo de cohomologia de De Rham,

[d(hyw)] = [0]
Entonces,
iw] — dplw] = [ifw — igw] = [d(hyw)]
Por lo tanto,
iy[w] — dglw] = [0]

Esto es,
i lw] = iglw]
Asi, F'y GG inducen la misma aplicacion sobre los grupos de cohomologia.
Teorema 22. Sean M y N variedades homotopicamente equivalentes, entonces HY, (M) =

Hp(N).

Demostracion. Como M y N son homotopicamente equivalentes, existen F': M — Ny
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G : N — M tal que,
FoG=Idy GoF =Idy

Por el teorema 21,

Asi, F** es un isomorfismo de HY,(N) a HE,(M).
Observacion. Sea I un intervalo abierto, M una variedad, se tiene que M x I ~y M.

Para ello, consideramos to € [, FF: M — M x [ yG : M x I — M definidas por,
F(I’):({L‘7t0) G({Ejt):l'

Notese que G o ' = 1d,y, por otro lado, F' o G = (z,t), definimos H : M x I x [0,1] = M x I
como,
H(xz,t,s) = (z,(1 — s)t + sto)

Notese que H(z,t,0) = (z,t) = Idyxsy H(z,t,1) = (z,ty) = F o G, como H es continua, se
tiene que F' o G ~p Idy/« 7, luego, se tiene que M x [ ~y M
Teorema de Mayer-Vietoris

Teorema 23. (Mayer-Vietoris) Sean M una m-variedad suave, U, V' abiertos de M cuya
unioén sea M, para cada s entero, existe una aplicacion lineal 6 : H,(UNV) — HE' (M) tal que

la siguiente sucesion es exacta.
5. 1rs k@l 1rs s g s 5. 1ys k* @l
S H (M) S H3p(U) @ Hip(V) ' = Hip(UNV) S HEY (M) S

donde,? : UNV — U, :UNV =V k:U — M,l : V — M representan las inclusiones,
las aplicaciones de la sucesion se definen como,
E* @ l*(w) = (Kw, l*w)

i — jM(w) = T*w — jfw
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Computos

Teorema 24. Si M es una variedad conexa, entonces HJ,(M) = R.

Demostracion. Sea [o] € Hl,(M), sin perdida de generalidad, suponemos que o € Q°(M)
es el representante de la clase de equivalencia [«], como « es cerrada, tenemos que da = 0, recor-
demos que a : M — AG(M), tal que m o o = Idys, ademds Ag(1, M) = R

Ay(M) = | | Ao(TpM) = | | R
peM pEM
por lo tanto, o puede ser pensada como una funcién suave @ : M — R, como da := day M es
una variedad conexa, podemos aplicar resultados sobre aplicaciones diferenciables, como da = 0,
se tiene que @ : M — R debe ser constante, por lo tanto, a lo es, como Q~(M) = {0}, vemos

que,
_ Ker(d: Q°(M) — Q'(M)) {a:«aesconstante}
T Im(d: Q- Y(M) — QM) {0} B

Hap(M) R

Grupos de cohomologia del espacio euclidiano
Ejemplo 1.
i R Sik=0
Hgg (R") =
0 otro caso

Debido a que R™ es conexo, a partir del teorema 24 se concluye que HJ,(R") = R.

Considere f : R — R"™ definida como,

flx) =0

y i : {0} — R™ la inclusién del cero en R™, asi, f o i = Idygy, es decir, f o i es homoétopa a Idgy
trivialmente.

Sea h : R™ x [0, 1] — R definida por,
h(z,t) = (1 —t)x

Asi, h(0,2) = Idgn y h(1,2) = 0 =i o f(z), por lo tanto, i o f es homotopa a Idg~, a partir del
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teorema 22 y el hecho de que R™ es homoétopa a un punto, se concluye que HY,(R") = 0 para
k> 0.
Grupos de cohomologia del circulo
Ejemplo 2.
Hgp(S') =R Hgp(S') =R

Demostracién. A continuacion, revisamos los grupos de cohomologia de De Rham de S*,
para calcular HJ,(S"'), tengamos en cuenta el teorema 24, S es conexo, entonces Hi,(S!) = R.
SeanU = {e" :t € (£,2)}yV ={e" : t € (—m,m)}, tenemos que UUV =Sty UNV

es difeomorfo a la union disyunta de dos intervalos de la forma (a,b).

»U

»UnNnv

A partir del teorema 23, tenemos la siguiente sucesion exacta,

0— HgR(Sl) - Hc(l)R(U) D HdOR(V> - HgR(U nv)— H;R(Sl> — HcllR(U) D HC}R(V)

Como U y V son difeomorfos a intervalos abiertos, podemos reemplazar los grupos de

cohomologia,

0 — HYp(S") — Hyp(I) ® Hyp(J) — Hp(UNV) — Hp(SY) — Hyp(1) & Hyg(J)
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Donde I y J representan intervalos abiertos.

Teniendo en cuenta que,
Hip(U) © Hyp(V) = Hyp(I) ® Hip(J) =0®0=0

Obtenemos,

0— HgR<Sl) - HC(J)R(U) D Hc(l)R(v) - Hc(l)R<U nv) — HéR(Sl) —0

Sustituimos los espacios ya conocidos,
0-R—-RAR— H)R(IUJ)— Hija(S") — 0

Teniendo en cuenta que, U N'V = [ L J, podemos decir que, H),(UNV) = HIL(I) &

HY,(J), entonces

0>R—-ROAER—-ROR — Hip(S') — 0
Teniendo en cuenta el teorema 20,
dimR — dimR @ R + dimR @ R — dim H},(S') = 0

Despejando dim H},(S'), obtenemos que dim H,(S') = 1. Se concluye que H}5(S*) = R.
Grupos de cohomologia de la esfera

Ejemplo 3.

HgR(SZ) =R H;R(S2) =0 HgR(SQ) =R

Demostracion. El caso k = 0 se obtiene a partir del hecho de que S? es conexo.
Sean U = S*\ {n}yV =8?\ {s} talque n = (0,0,1) y s = (0,0, —1).

A partir del teorema 23, tenemos que la sucesion exacta tiene esta forma,

0=-R—=-ROER =R — Hip(S*) — Hip(U)® Hig(V) = Hin(UNV) = Hix(S*) =0
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A partir de la construccion de S? se tiene que, U y V son difeomorfos a R?, por otro lado,
se puede mostrar que U N V' es homotdpicamente equivalente a S* al contraer los meridianos de la

esfera a un punto, por lo tanto,

0 >R—-ROR =R = H(S*) =0 =R — H2,(S?*) —= 0

De esta sucesion exacta, se puede extraer la siguiente sucesion exacta,

0—=R— Hip(S*) =0

Por el teorema 20,

dimR — dim H2,(S?) = 0 — dim H2,(S?) = 1

Lo que implica que, H2,(S?) = R.

Asi, la sucesion exacta inicial queda como,
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0>R—-ROR—-R— Hjp(S -0—=>R—-R—0

Por el teorema 20,

dimR — dimR ® R + dimR — dim H}(S*) + dim 0 — dimR + dimR = 0

Esto es,

1-24+1—dimHp(S*) +0—-1+1=0

Lo que implica que, H},(S*) = 0.
Grupos de cohomologia de la n-esfera
Ejemplo 4.
R Sik=0,n
Hgp(S") =
0 otro caso
Demostracion. Para demostrar este resultado, realizamos induccion sobre la dimension de
S".
La base inductiva se tiene por los casos anteriores.

Suponemos que se cumple para todos los enteros menores o igualesan — 1,

i ) R Sik=0,n-1
HdR(Sni ) =

0 otro caso
Veamos para n,
El caso k = 0 corresponde a la conexidad de la variedad S™.
A continuacion, consideremos los siguientes conjuntos y propiedades.
Sean U =S"\ {n}yV =8"\{s}talquen = (0,...,0,1)ys = (0,...,0,—1),asi, Uy V'
son difeomorfos a R".

UNV =8"\{n,s}, y es difeomorfo a R" \ {0}, donde 0 € R™.
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Veamos que R" \ {0} ~x S"!. Consideramos r : R™ \ {0} — S"~! definida como
r(z) = & y lainclusion i : "1 — R\ {0}.
Tenemos que 7 o i : S*~! — S~ ! es Idg»—1 por lo tanto, trivialmente son homdtopas.
Por otro lado, ior(z) = 727> consideramos / : R" \ {0} x[0,1] — R™\ {0} definida como,
h(z,t) = to + (1 — t)—

]

Se tiene que, h(z,0) = ior(x)y h(z,1) = 2 = Idgn\ (0}, concluyendo que i o r ~ g Idgn\ (o).

Para & = 1, observamos lo siguiente,
0 — Hap(S") = Hap(U) @ Hap(V) — Hip(UNV) = Hyp(S") = Hip(U) @ Hip(V)
Al sustituir los espacios ya conocidos,
0R—-ROR— R — Hp(S") =0

Por lo tanto, H},(S™) = 0.

Para 1 < k < n, consideramos la sucesion exacta,
Hyz ' (U) ® Hyp' (V) = Hyz (UNV) = Hip(S") = Hip(U) © Hip(V)
Como R" \ {0} ~y S™™!, reemplazamos en la sucesion,
0— HEHS™Y) — HEL(S™) — 0
Por hipotesis inductiva, tenemos
0—0— Hip(S") =0

Lo que concluye que H5,(S") =0

Para n, observamos que,

Hyp ' (U) & Hyg'(V) = Hyg (UNV) = Hip(S") = Hip(U) & Hip(V)
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0— HIZHS"™) = HJp(S") = 0

Por hipotesis inductiva, tenemos
0—=R— HjR(S") =0

Lo que concluye que H},(S™) = R.
Asi, concluimos que si tiene para todo entero, a partir de induccion.
Grupos de cohomologia del toro

Ejemplo 5. Para el 2-toro, queremos ver que sus grupos de cohomologia son,
Hyp(T?) =R Hgp(T?) =R*  Hgp(T") =R

Inicialmente, definimos los siguientes subconjuntos en S*,

—

(a,b) = {(cos(nt), sin(nt)) € R* : t € (a,b)}

— —

Consideramos los abiertos U = S' x (=3,3) y V =SS! x (3, %), los cuales se representan

en la siguiente figura.
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A continuacion, analizamos la sucesion exacta generada por T?, U y V descrita en el teo-

rema 23,

0 — Hap(T?) = Hap(U) © Hap(V) — Hap(UNV) — Hp(T?)
— Hijp(U)® Hip(V) — Hip(UNV) — Hip(T?) — 0
A partir del teorema 18,
U~pS'x(0,1) ~y St
V ~p St (0,1) ~pg St
UNV ~pS'x (0,1)uS' x (0,1) ~5 S'US!

~p significa equivalentes bajo difeomorfismos y ~y significa equivalentes bajo homotopia.

Asi, sustituimos en la sucesion,

0 — HYp(T?) — Hyp(S") ® Hyp(S') — Hyp(S'USY) — Hygp(T?)
- HC%R(SI) D HéR(Sl) - HéR(Sl L Sl) - HgR(Tz) —0

Recordemos que, H5,(S' USY) = HEL(SY) @ HEL(SY),
0 — Hyp(T?) — Hap(S") ® Hap(S') — Hyp(S') @ Hyp(S') — Hap(T?)

— Hip(S") @ Hip(S') — Hip(SY) ® Hip(S') — Hgp(T?) — 0

Sustituimos los espacios ya conocidos,
2 2 1 2
0—=R—R*— R*— H;p(T*)

—R* - R* - Hip(T?) — 0
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Ahora, trataremos de ver cual es la dimension de H2,(T?). Como es exacta, se tiene que,
Hip(U) @ Hip(V) == Hip(UNV) 2 Hip(T%) = 0

0 es sobreyectiva, esto es,

Imd = Hip(T?)
Como es una aplicacion lineal, se tiene
H3o(T?) = Hj,(UNV)/Kerd
Como para § no conocemos su expresion, reescribimos el espacio en funcion de i* — 5%,
H3p(T?) = Hyp(UNV)/Imi* — j*

Se tiene que Hin(U) ® Hjp(V) 2 R*y Hio(UNV) = Hjp(X) ® Hip(Y) 2 R? donde X y YV

son las componentes conexas de U NV, por definicion de ¢* — j*,

i*—j*

(w,v) —= ("w — 7*V)|uav
Como Hyp(UNV) = Hyp(X) & Hip(Y),
i'w—jv e ((("w = §V)|x, (("'w = §V)]y)

Se tiene que los elementos de H,(U) @ Hjn(V) se envian a Hjp(X) & Hjp(Y) de la siguiente

forma,

(w,v) — ((("w = 5"V |x, ((Fw = jV)|y)
Si ((i*w — j*v)|x, (*w — j*v)|y) = 0, implica que w = v en los espacios X e Y, esto esw = v en
U N V. Por lo tanto, dim Ker¢* — j* = 1, asi, se tiene que dimIm+* — 5* = 1, luego,

Hip(T?) =R

Obtenemos que,

0—R— R* = R? — H,(T?)
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SRESRESR—0

Aplicamos el Teorema 20, obteniendo que,
dimR — dim R? 4+ dim R? — dim H,(T?)

+dimR? — dimR? + dimR = 0

Despejando obtenemos

Hgp(T?) = R*
Grupos de cohomologia del 3-toro
Ejemplo 6. Para el 3-toro, se tiene que,
Hyp(T?) =R Hyp(T°) = R®  Hp(T°) =R®  Hp(T°) =R

Consideramos los abiertos U = T? x (—2,2)y V = T? x (4, ). Por consiguiente, tenemos que

o~

UNnV =T2?x (}L,%)UTQ X (%,%).
A continuacion, analizamos la sucesion exacta generada por T2, U y V descrita en el teo-

rema 23,

0 — HYp(T?) — Hyp(U) & Hyp(V) = Hgp(UNV) — Hyp(T?)
- H;R(U) D HéR(V) - HéR<U nv) — HC%R(TB)
— Hio(U) @ Hip(V) — Hip(UNV) — Hi(T?*) — 0

A partir del teorema 18,

Uv’\JHT2
V ~y T?

UmVNHTQUP]IQ
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Asi, sustituimos en la sucesion,
0 = Hyp(T?) = Hyp(T?) @ Hip(T?) = Hyp(T? UT?) — Hyp(T?)

— Hyp(T?) @& Hyp(T?) — Hyp(T? UT?) — Hyp(T?)
- H§R<T2) D HgR(TQ) - H§R<T2 L TQ) - H3R<T3) —0

Recordemos que, HY,(T? UT?) = H,(T?) @ HEL(T?),
0 — Hap(T%) = Hap(T?) ® Hyp(T?) — Hyp(T?) @ Hyp(T?) — Hyp(T%)

— Hap(T?) & Hyp(T?) — Hyp(T?) © Hyp(T?) — Hp(T?)
— Hip(T?) @ Hip(T?) — Hip(T?) © Hip(T?) — Hyp(T?) — 0
Sustituimos los espacios ya conocidos,
0 R—-RAER>RAOR = H (T
- R*OR? » RZ@ R?* — Hi,(T?)
—+ROER->RAR = Hi(T*) =0

Ahora, trataremos de ver cual es la dimension de Hj,(T?),
ReR B ReR S HL(T & R2aR? 5 R0 R?
Donde fs, f3, f1, f5 son las aplicaciones del teorema 23. Tengamos en cuenta que,
dim H,(T?) = dim Im f; + dim Ker f,
Como dimIm f3 = Ker f4

dim H}(T?) = dimIm f, + dim Im f;
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Como dimIm f3 = dimR & R — dim Ker f3,
dim H},(T?) = dimIm f, + dimR & R — dim Ker f3
Como dimIm f; = Ker f5
dim H},(T?) = dimKer f5 + dimR @ R — dimIm f,

Como H)R(U)® HIR(V) 2 RORy HI(UNV) 2 HY(X) @ HiR(Y) 2 R® R, donde X y

Y son las componentes conexas de U NV,

(w,v) EEN (T"w — V) |lunv

Como Hyp(UNV) = Hyp(X) & Hyp(Y),
i'w—jv e ((('w = jV)x, (("'w = jv)ly)

Se tiene que los elementos de HY,(U) @ HYn(V) se envian a Hi,(X) & HI,(Y') de la siguiente

forma,
(w,v) — ((("w = 5"V |x, ((Fw = jV)|y)
Si ((i*w — j*v)|x, (*w — j*v)|y) = 0, implica que w = v en los espacios X e Y, esto esw = v en
U N V. Por lo tanto, dim Ker f; = 1, asi, se tiene que dimIm f; = 1.
Como Hlp(U) & HIp(V) 2 RZ@ Ry Hin(UNV) = Hi(X) ® Hip(Y) = R? @ R?,

donde X y Y son las componentes conexas de U NV,

'w = jv e (((F'w = jv)|x, ((Fw = 5V)ly)

Se tiene que los elementos de H},(U) @ H}n(V) se envian a Hip(X) & Hip(Y') de la siguiente

forma,
(w,v) — ((("w = j"v)|x, (i'w — j*V)|y)

Si ((*w — 7*V)|x, (i*w — j*v)|y) = 0, implica que w = v en los espacios X e Y, esto esw = v en
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U N V. Por lo tanto, dim Ker f; = 2.

Obtenemos que,
dim H}(T?) = dimKer f; + dimR © R — dimIm f;
dim H (T3 =2+2-1—1
dim H},(T?) =3
Para H?,(T?), analizamos la siguiente sucesion exacta,
R2aR? L R2aR2 S 02,13 L ReR SRR
Vemos que es equivalente a,
R2oR2 L R2aR* S 02T L ReR L RaR

Asi,

dim H3,(T?) = dimIm fs + dimIm f5

Como dimR? @ R? = dim Im f5 + dim Ker fs,
dim H,(T?) = dimIm fs + dim R* ® R? — dim Ker f;

dim H3,(T?) = dimKer f; + dimR? @ R* — dim Ker f;

Como Hi,(U)® Hip(V) X RORy Hi,(UNV) = Hip(X)® Hiz(Y) 2 R® R, donde X y

Y son las componentes conexas de U NV,

(@,0) & i*w — v +— (0 = jV)|x, ('w = 5*V)ly)
De esto se sigue que dim Ker f; = 1. Obtenemos que,

dim H3,(T?) = dimKer f; + dimR? @ R? — dim Ker f;

dim H:(T*) =1+4—2
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dim H3,(T?) =3
Para el grupo de cohomologia H3,(T?), consideramos la siguiente sucesion exacta,

ReR L ReR L H2,(T?) 20

dim H3,(T?) = dim Im fy + dim Ker fo

Tenemos que dim Im fq = 0,

dim H3,(T?) = dimKer f,
dim H3,(T?) = dimIm fg
dim H3,(T?) = dimR @ R — dim Ker f3
dim H3,(T?) = dimR @ R — dimIm f;
dim H3,(T?) = dimR ® R — dimR @ R + dim Ker f;
dim H3,(T?) = 1

Grupos de cohomologia del n-toro

Ejemplo 7. Para el n-toro, se tiene que,
HEL(T) = R ()

donde (Z) corresponde a las combinaciones de n en £ (coeficiente binomial). Para este resultado
aplicaremos induccién sobre n, la base inductiva fueron los ejemplos anteriores, y como hipotesis

inductiva, afirmamos que,

Consideramos los abiertos U = T" ! x (—=2,3) y V' = T"! x (4, I). Por consiguiente, tenemos

— —

que UNV =T x (3, 3)uT! x (5, 1).

A continuacidn, analizamos la sucesion exacta generada por T”, U y V' descrita en el teo-
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rema 23,
0 — HIR(T") — HIp(U) @ H)R(V) — HI,(UNV) — Hip(T") — ...

o= HE (U © HER(V) — HER(UNV) — HER(T™) — ..
o= HIZH (U)o HZ (V) = HiZH(UNV) — Hjp(T") — 0

Notese que,

Un~g Tt
Vo~p T
UNV ~g Tyt
Asi, sustituimos en la sucesion,
0 — H)p(T") = Hop(T" ) & HYp(T" ) — Hip(T" ' UT" 1) — Hjp(T") — ...
o= HE (TN @ HEL(T™Y) — HY(T" U T — HE5R(T™) — ..
o= HIZH T Y @ HjpH(T" = 1) — Hip (T uT™ ) — Hjp(T") — 0
Recordemos que, HE, (T LT 1) = HEL(T"Y) @ HEL(TY),
0 — Hyp(T") — Hyp(T"™') @ Hp(T"™) — Hap(T"™1) ® Hgp(T") — Hip(T") — ...
e = HEp (T Y @ HER (T — HER(T" ') @ HEp(T" 1) — HEL(T™) — ...
o= HIZN(T Y @ Hip YT ) — Hjp (T Y @ Hip (T 1) — Hjp(T) — 0
Sustituimos los espacios ya conocidos,
"o

0-R— R eRT) 5 RO o RUT) 5 HL(T") - ..

RO erROY) S RO o RO S gE(T) -

LSRG g rG) S rGID g rGID Ho(T™) = 0
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Ahora, trataremos de ver cual es la dimension de H%,(T™) para 0 < k < n, analizamos la siguiente

sucesion exacta,

n—1 n n—1 n—1 n—1
k k k

RGID o rGZD L RGID o RGZD 9 HEL(T?) 2 R o RO L ROV g ROWY
donde f, g, h, g son las funciones del teorema 23. Tengamos en cuenta que,
Imf=Kerg Img=Kerh Imh=Kergq

dim HY,(T") = dimIm h + dim Ker h
dim HY,(T™) = dimIm g 4 dim Ker ¢
dim H}(T") = dim RGZD @ REZ) — dimIm f +dimKerg
Observacion. Como Hip(U NV) = Hip(X) @ Hip(Y) = RU:) @ R(SY), donde X y
Y son las componentes conexas de U N V/, existe la siguiente equivalencia,

i'w = v e ((('w = jv)|x, (("w = 7V)ly)

Para @ : H5,(U) ® H,(V) — Hi,(U NV) que envia ®(w, v) = i*w — j*v, se puede reescribir
como,

(w,v) = ((I'w = j"V)|x. ("0 = FV)ly)
Esto es, ®(a,b) = (a — b, a—b) como una aplicacion lineal entre espacios vectoriales reales. Como
Hip(U) @ Hsp (V) 2 RUT) @ RO, se tiene que dim Ker @ = dim{(a,b) € R(">) g R("S) -
(a—b,a—0b)=0} = ("").

A partir de la observacion,
dim Ho(T") = dimRG2) @ RGZD — dimIm £ + dimKerg
n—1 n—1 n—1
im H%,(T") = 2 —
am ™) =271 ) = (1)« ()

dim HY,(T") = <Z: D + (n . 1)
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Por propiedad del coeficiente binomial (7~)) + (".') = (}), tenemos que

dim H*.(T") = (Z)
Para el grupo de cohomologia Hj(T™), consideramos la siguiente sucesion exacta,
RGD o rGID L rGID o RGID 2 H (T 2 0
Se tiene que,
dim H},(T") = dimIm h + dimKer h

Tenemos que dimIm A = 0,

dim H},(T") = dimKer h
dim H},(T") = dimIm g
. . (nfl) (n—l) .
dim H},(T") = dimR'\»-/ @ R\»-) — dimKer g
dim H7(T") = dimRG-) @ ROGZD — dimm £
n—1 n—1 n—1
dim H},(T") =2 — =
im Hip(T") (n—l) (n—l) <n—1>

Luego, por propiedades del coeficiente binomial () = (1) = ... = ("_}) = (), obtenemos

dim H7,(T") = (”)
n
Con esto se concluye para n. Por induccion fuerte, tenemos el resultado para todo n.
Grupos de cohomologia del plano real proyectivo

Ejemplo 8. Para RPP?, se tiene que,
HI(RP*) =R His(RP*) =0 His(RP?) =0

Definimos el conjunto S = {[z,y, 2] € RP? : z = 0} y el punto p = [0, 0, 1], asi, conside-
raremos los siguientes conjuntos,

U=RP*\ S
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V =RP*\ {p}

Luego, notamos que p ¢ S, es decir, p € U, por lo tanto, U UV = RP?. También afirmamos que

U ~p R?, para ello consideramos,

f:U—R
F[xo, x1, 25]) = (%;%)

Six ~ y entonces © = Ay, asi,
. o TI1 . )\Z‘O )\.Tl .
o= (20 - (22 = s
Por lo tanto, f esta bien definida.
Ty I Yo N
7)) = ==, =)=(==
) = ri) = (22.2) = (2. 2)

X
= x0=kyo 1=k k:y_Q
2

f es inyectiva.

= (o, 21, 22) = (kyo, kvr, ky2) =z ~y

f es sobreyectiva. Para cada x = (xg, z1) definimos b = (||z||zo, ||x||x1, ||z||), asi,

) (Hxl\mo’ quam) _

f es un difeomorfismo ya que esta definida a partir de cocientes.

Afirmamos que V' ~p RP!, definiendo
g:V — RP!

9([xo, 21, 22]) = [0, 1]

Es claro que g esta bien definida, que es inyectiva y sobreyectiva. Veamos que no existe x € V' tal
que g(z) = 0. Si g(x) = 0 entonces [xg, z1, x2] = [0, 0, z5], luego, [0,0, 5] ~ p, pero p ¢ V, por
lo tanto, g es una funcidn que envia elementos de V' a RP!, por su definicion como proyeccion y

funcion cociente, podemos afirmar que es un difeomorfismo.
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UNV =U\{p}, luego, f(U \ {p}) = R?\ {0}, por lo tanto, U NV ~p S’.

Asi, consideramos la sucesion exacta del Teorema 23,
0 = Hop(RP?) — Hyp(U) ® Hop(V) — Hgp(UNV) — Hyp(RP?)

— Hip(U) @ Hip(V) = HiQ(UNV) = H2,(RP?) — 0

Reemplazamos los espacios conocidos,
0 — Hyp(RP?) = Hgp(R?) ® Hyp(RP') — Hgp(S') — Hyp(RP?)

— Hip(R?) © Hyp(RP') — Hyp(S') — Hip(RP?) — 0

Bajo el hecho de que RP! ~p St
0 — H)z(RP?) » ROR — R — Hjp(RP?)

—0®OR = R — Hip(RP?) — 0

Para hallar la dim H,(RP?) analizamos la siguiente sucesion exacta de espacios vectoriales,
HO(U) & HIp(V) L HYp(U 0 V) S Hip(RP?) 5 Hip(U) & Hip(V) = Hig(UNV)
Por el teorema de dimension en espacios vectoriales, afirmamos que
dim H},(RP?) = dimKer h + dimIm h
Como la sucesion es exacta, Kerh = Imgy Ker/ =Imh
dim H}(RP?) = dimIm g + dim Ker!

Por el teorema de dimension de espacios vectoriales dimImg = dim H),(RP?) — dimKerg y
Kerg =1Im f

dim Hj,(RP?) = dim H},(U N V) — dimIm f + dim Ker!
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Como HI,(UNV) = HI,(S'), tenemos que dim H),(UNV) =1
dim Hj,(RP?) = 1 — dimIm f + dim Ker!

Recordemos que f : HYp(U)® H% (V) — HY,(UNV) esta definida como f(@, b) = (a — b)|yav,
bajo el hecho de que dim HY,(U) & H3p(V) = 2y dimH,(U N'V) = 1 se concluye que
dimIm f =1

dim H;,(RP?) = 1 — 1 + dim Ker!

Porotrolado ! : H}p(U)® H (V) — Hip(UNV) esté definida como [(@, b) = (a — b)|yry, bajo
el hecho de que dim Hj,(U) @ Hj,(V) = 1y dim H),(UNV) = 1 se concluye que dimKer/ = 0

dim H}(RP?) =1—-1+0=0

Como RIP? es conexo, a partir del teorema 24 se sigue que HY,(RP?) = R.

Concluimos a partir del teorema 20 que Hj,(RP?) = H2.(RP?).
+ - + A 1 2\ + - o4 2 2
—1—=2—=1—=dimH;(RP?) -1 — 1 — dim H;z(RP*) =0

Por lo tanto, H3,(RP?) = (.
Grupos de cohomologia del espacio real proyectivo

Ejemplo 9. Para RP3, se tiene que,
H(RP?) =R HJo(RP*) =0 Hiz(RP?) =0 Hj,(RP?)=R

Definimos el conjunto S = {[z,y,z,w] € RP? : w = 0} y el punto p = [0, 0,0, 1], asi,

consideraremos los siguientes conjuntos,
U=RP\S

V =RP*\ {p}

Luego, notamos que p ¢ S, es decir, p € U, por lo tanto, U UV = RP3.
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A partir del teorema 23, analizamos la siguiente sucesion exacta,
0 — Hyp(RP?) — Hyp(U) @ Hip(V) — Hgp(UNV) — Hp(RP?)
— Hyp(U) @ Hyp(V) = Hip(UNV) — Hip(RP?)
— Hiz(U) @ Hiz(V) — Hip(UNV) — Hip(RP?) — 0

Considerando que U es difeomorfo a R3, V difeomorfo a RPP?, ademés, U NV es equivalente a S?

homotopicamente. Podemos reescribir la sucesion anterior.
0 — Hap(RP®) — Hyp(R®) © Hop(RP?) — Hyp(S?) — Hyp(RP?)
— Hyp(R®) ® Hyp(RP?) — Hyp(S?) — Hip(RP?)
— Hip(R%) & Hip(RP?) — Hip(S?) — Hop(RP?) — 0
Reemplazando los espacios ya conocidos,
0— Hi(RP?) = R®R — R — Hj,(RP?)

—=0@®0— 0— H:(RP?)
- 080 — R — H3(RP?) — 0

Como RP? es una variedad conexa, por el teorema 24 se sigue que HY,(RP3) = R.
0-R—-RO®R— R — Hj,(RP?

—=0@0— 0— H:(RP?)
- 080 — R — Hi(RP?) — 0

A partir de la sucesion exacta anterior podemos extraer las siguientes sucesiones exactas,
0-R—-RER = R — Hip(RP*) -0 (6.1)

0 — Hip(RP?) — 0 (6.2)
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0 — R — Hi(RP?) — 0 (6.3)

Teniendo en cuenta el teorema 20 podemos concluir a partir de la ecuacion 6.1
LHRSROR B R = Hip(RPY) =0
se sigue que H},(RP?) = (), de la ecuacion 6.2,
5 H2(RP?) = 0
se sigue que H375(RP?) = 0y de la ecuacion 6.3,
LR S HEL(RP?) =0

concluyendo que Hj,(RP?) = R.
Observacién. Se observa que Hip(RP?) estd determinado por el grupo H2,(RP?), como

se aprecia en la siguiente sucesion,
— Hip(R®) @ HjR(RPZ) — Hip(S%) — Hip(RP?) — 0

Puesto que Hi,(R?) = 0y H3,(S*) = R. Por lo tanto, al considerar RP", junto al hecho de
que Hjz'(R™) =2 0y Hj-'(S*!) & R, esperamos que la sucesion relacionada con RP" tenga la
forma,

— HizH(R™) @ Hyg "(RP™™Y) — HiZH(S"™Y) — Hi(RP™) — 0

Esto es,

— 00 Hiz"(RP"™Y) - R — HL(RP") — 0
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Grupos de cohomologia del n-espacio real proyectivo

Ejemplo 10. Para RP", se tiene que,

(

R Sik=0

Hijp(RP") = { R Sik =nyn esimpar

0 Otro caso
\

Demostraremos que se tiene por induccion sobre 7, la base inductiva se tiene respecto a los
ejemplos anteriores. Suponemos que se cumple para n — 1, veamos que se tiene para n.
jemp P q plep q p

Definimos el conjunto S = {[zg, x1, ..., x,] € RP" : 2, = 0} y el punto p = [0, ..., 0, 1],

asi, consideraremos los siguientes conjuntos,
U=RP"\ S

V =RP"\ {p}

Luego, notamos que V' es un conjunto abierto y p ¢ S puesto que p,, # 0, es decir, p € U, por lo
tanto, U UV = RP". Como S* = {(xo, ..., ,,) € R"™ : 2, = 0} es un conjunto cerrado en R" ",
bajo la aplicacion cociente 7 : R"*1 — RP", tenemos que S = 7(S*), esto es S es un conjunto
cerrado en RPP", por lo tanto, U es un conjunto abierto.

Consideramos la sucesion exacta del Teorema 23,
0 — Hip(RP") — HIz(U) @ Hip(V) — Hip(UNV) — Hjp(RP") — ...

o= Hyg'(U) © Hijp(V) = Hip (UNV) = Hip(RP") — ...
= Hpp W (U)o Hi (V) — Hpg '(UNV) — Hip(RP™) — 0
Considerando que U es difeomorfo a R" bajo la funcion f : U — R™ definida por f([xo, ..., z,]) =

(32, ..., £%), se sigue que

Ty’

Hyp(U) = Hip(R")

V es difeomorfo a RP"~!, bajo la aplicacion g : V' — RP"! definida por g([xo, ..., z,|) =



63
[z0, ..., xn_1], SE Sigue que
Hgp(V) = Hip(RP")

UNV =U\{p},asi, U NV es difeomorfo a R” \ {0}, que es homotopicamente equivalente a

S, de esto se sigue que

Hyp(UNV) 2 Hyp(S"™)
Sustituimos los espacios en la sucesion exacta,
0 — HIR(RP") — HI(R™) @ Hip(RP* 1) — HIL(S™ 1) — Hjp(RP") — ...
o = HYZHR™) @ HiR(RP™Y) — HEL(S™Y) — HER(RP™) — ..
o= HIZHR™) @ HIZH(RPYY) — HIZH(S™Y) — HIR(RP™) — 0

Obtenemos,

0— HJp(RP") = ROR — R — Hjp(RP") — 0 0...
o = HEYRP™Y) - 000 — 0 — Hip(RP?) — ..
o = HIZHRP™) — 00 Hip'(RP) — HIZHS" ) — Hjp(RP™) — 0

Como RP™ es conexo, por el teorema 24 se sigue que HJ,(RP™) = R.

Al extraer la sucesion exacta,

0>R—-R®R— R — H;p(RP") =0

vemos que,

LHRSRAR SR = HIL(RPY) =0

Esto es Hj,(RP") =20

Sil < k < n — 1 entonces,

o= HEYR™) @ HESHRPYY) — HESL(S™) — HEL(RP™) — .
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es igual a,

=000 —=0— HiR(RP") — 03 0...

Por lo tanto, H%,(RP™) = 0.

Si n es par, entonces,
o= HIZPR™) @ HIZA(RPY) — HIRAH(S" Y — HIRH(RPY) —

— HIZN(R™) @ HIG (RPY) — HIZY(S) = Hip(RP™) — 0

es igual a,

=060 —0— Hi (RP") —
— 0@ Hj7'(RP"™) = R — Hip(RP") — 0

Usando la hipétesis inductiva, como n es par, n — 1 es impar, se sigue que Hj;,' (RP" 1) &~ R
= 0®0—=0— HjZ'(RP") - 0B R — R — HJR(RP") -0

Entonces, H)j' (RP") = H.(RP"). Analizamos las aplicaciones de la sucesion exacta
HiZ2(U) e Hig2(V) 5 Hig2(UnV) & Hig (RP) & Hig' (U)e Hig (V) - Hig (UnV)
Por el teorema de dimension de espacios vectoriales

dim H}};' (RP") = dim Ker h + dimIm &
Como Imh =KerlyImg = Kerh

dim H}},' (RP") = dim Im g + dim Ker!
Como dim H};*(U N V) = dimIm g + dimKer g

dim H};'(RP") = dim H)}>*(U N V) — dim Ker g + dim Ker!
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Como Im f = Kerg
dim H};'(RP") = dim H)};*(S"") — dim Im f + dim Ker!
Esto es
dim H};'(RP") = 0 — 0 + Ker!

Recordemos que [ : H)j'(U) @ Hin' (V) — Hiz'(UNV) esta definida por I(a, b) = (a—b)|yny,
como H;'(U) 22 0, se sigue que l(a,b) = —b|yny, es decir, I(a,b) = 0siy solo si b = 0, por lo
tanto, Ker/ = {0}.

dim H}j;;' (RP") = 0

Ademas,

dim H},(RP") =0
Si n es impar, analizamos la sucesion pero teniendo en cuenta que n — 1 es par y por la hipotesis
inductiva H}, ' (RP"!) es el espacio trivial.

o= HIZA(RY) @ HI2(RPYY) — HIZ2(S™Y) — HIZHRP™) —

— HiZ (R") & Hjp "(RP* ) — HiR ' (S™') — Hjp(RP") — 0

Obtenemos

= 080—0— Hi (RP") —
— 080 —R— Hj(RP") -0

A partir del teorema 20, se concluye que H)j,'(RP") = 0y H75(RP?) = R.
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Conclusion

En este estudio de la cohomologia de De Rham se evidencié como las herramientas del
analisis y la topologia convergen para describir de forma estructurada las propiedades intrinsecas
de una variedad suave. A través del desarrollo de la teoria de sucesiones exactas, el teorema de
Mayer-Vietoris y los teoremas que relacionan la teoria homotopia con la cohomologia de De Rham,
se establecid un marco teodrico para el calculo de invariantes topologicos.

La aplicacion de estas herramientas a variedades como el espacio euclidiano, n-esferas,
n-toros y espacios proyectivos permitié comprobar que la cohomologia de De Rham ofrece una
via natural para capturar propiedades topoldgicas mediante el analisis de formas diferenciales, asi

como, mostrar métodos practicos para la determinacion de los grupos de cohomologia.



67

Bibliografia
Dummit, D. S. & Foote, R. M. (2004). Abstract algebra. John Wiley & Sons.

Hatcher, A. (2002). Algebraic topology. Cambridge: Cambridge University Press.

Lee, J. (2012). Introduction to smooth manifolds. Springer.

Samelson, H. (2001). Differential Forms, the Early Days; or the Stories of Deahna’s Theorem and

of Volterra’s Theorem. American Mathematical Monthly, 108(6), 522.

Warner, F. W. (1983). Foundations of differentiable manifolds and Lie groups. Springer.



	Introducción
	Variedades Suaves
	Variedades
	Funciones y Aplicaciones diferenciables
	Espacio Tangente, Fibrado Tangente y Cotangente
	Diferencial de una aplicación suave

	Campos sobre variedades
	Campos de vectores
	Flujo de un campo vectorial

	Formas Diferenciales
	Tensores alternantes
	Formas diferenciales
	Derivada exterior
	Derivada de Lie para formas diferenciales

	Homotopía
	Nociones sobre homotopía
	Existencia de operador de homotopía

	Sucesiones exactas
	Nociones sobre sucesiones exactas

	Cohomología de De Rham
	Formas cerradas y exactas
	Invarianza bajo homotopías
	Teorema de Mayer-Vietoris
	Cómputos
	Grupos de cohomología del espacio euclidiano
	Grupos de cohomología del círculo
	Grupos de cohomología de la esfera
	Grupos de cohomología de la n-esfera
	Grupos de cohomología del toro
	Grupos de cohomología del 3-toro
	Grupos de cohomología del n-toro
	Grupos de cohomología del plano real proyectivo
	Grupos de cohomología del espacio real proyectivo
	Grupos de cohomología del n-espacio real proyectivo


	Conclusión
	Referencias Bibliográficas

