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RESUMEN

TITULO: ANILLOS DE GRUPOS TORCIDOS ARTINIANOS.!
AUTOR: JERSON ENRIQUE PEREZ CARRILLO 2

PALABRAS CLAVE: MODULOS; RADICAL DE JACOBSON; MODULOS AR-
TINITANOS; ANILLOS ARTINIANOS; ANILLOS DE GRUPOS TORCIDOS.

DESCRIPCION:

Sean R un anillo con unidad, G un grupo y 6 un homomorfismo de grupos de G a
Aut(R), donde el conjunto Aut(R) es el grupo de automorfismos de R. Con estos
objetos definiremos su anillo de grupo torcido asociado R %9 G y demostraremos el
Teorema de J. K. Park, el cual dice que el anillo R %9 G es artiniano si y solo si R
es artiniano y G es finito. Para su demostracion sera muy importante el Teorema de

Connell, ya que la demostracion se basard en aplicarlo repetidas veces.

En el primer capitulo veremos el Lema de Zorn y mostraremos el porque nos resulta
util, luego introduciremos el concepto de maodulo y estudiaremos sus propiedades bdsi-
cas ya que este concepto es la base de los demads capitulos. En el sequndo capitulo nos
centraremos en algunas propiedades estructurales de los anillos y los mddulos, como lo
son la simplicidad y semisimplicidad en modulos, estas propiedades nos permitiran una
facilidad al momento de estudiar los modulos, también los anillos primitivos y semipri-
mitivos, y por ultimo la propiedad que mds nos interesa la cual es la condicion de cadena
descendente o condicion de Artin. En el tercer capitulo damos paso a la construccion
de los anillos de grupos torcidos, luego nos centraremos en probar propiedades de estos
objetos relacionadas a la propiedad de ser artiniano, principalmente dos versiones del
Teorema de J. K. Park con mas hipdtesis y usandolos concluiremos con la demostracion
del Teorema de J. K. Park.

ITrabajo de grado
2Facultad de Ciencias. Escuela de Matemaéticas. Director: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia
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ABSTRACT

TITLE: ARTINIANS SKEW GROUP RINGS .2
AUTHOR: JERSON ENRIQUE PEREZ CARRILLO *

KEYWORDS: MODULES; JACOBSON RADICAL; ARTINIAN MODULES; AR-
TINIAN RINGS; SKEW GROUP RINGS.

DESCRIPTION: Let R be a ring with identity, G a group and 6 a homomorphism
from G to Aut(R), being Aut(R) the group of automorphism of R. With this objects
we define skew group ring associated R xg G and we prove the J. K. Park’s Theorem,
which says that the skew group ring R x¢ G 1s artinian if and only if R is artinian and
G is finite. For the proof the Connell’s Theorem is very important, since the proof is
based on the application of this repeatedly.

In the first chapter we see the Zorn’s lemma and we indicate because it is very useful,
next we introduce the concept of module and their basics properties, since this concept
is fundamental for the other chapters. In the second chapter we focus in any structural
properties of the rings and modules, for instance the simplicity and semisimplicity in
modules, this properties will allow us to study the modules more easily, also the pri-
mitives and semiprimitives rings, and finally the property that most interesting us, the
descending chain condition or Artin’s condition. In the third chapter introduce to the
construction of the skew group rings, then we focus on proof the properties of those
objects related to the property of being artinian, mainly two versions of the J. K. Park’s

Theorem with more hypothesis and using them we conclude with the demonstration of
the J. K. Park’s Theorem.

3Bachelor Thesis
4Facultad de Ciencias. Escuela de Matemaéticas. Director: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia
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INTRODUCCION

Los productos cruzados son otro lugar de encuentro para la teoria de anillos y grupos.
Histéricamente surgieron en el estudio de algebras de divisiéon de dimensién finita y
algebras simples centrales. Recientemente, estan estrechamente relacionados con el es-
tudio de algebras de grupos infinitos, anillos de grupos graduados y la teoria de Galois

de anillos no conmutativos.

Nosotros trataremos un tipo especial de producto cruzado, los anillos de grupos torci-
dos, los cuales son una generalizacién de los anillos de grupo. La definicién de anillo de
grupo esta inspirada en el anillo de los cuaternios de Hamilton, esta definicién aparece
por primera vez en un escrito de Cayley. Mas tarde el tema gana mucha importancia
por si solo luego de la inclusién de preguntas relacionadas con anillos de grupos torcidos
en la famosa lista de problemas de I. Kaplansky. Otro hecho importante para estimular
esta drea de estudio fue el trabajo de I. G. Conell®, asociado a preguntas anillo-tedricas
acerca de los anillos de grupos, entre estas preguntas se encuentra la siguiente:

., Cuando un anillo de grupo es artiniano? La cual fue resuelta en su mismo trabajo.

En el contexto de los anillos de grupos torcidos, esta pregunta fue planteada por J.
W. Fisher en el articulo®, y fue resuelta por J. K. Park en el articulo’. Nuestro tra-
bajo consistira en estudiar la soluciéon propuesta por J. K. Park para este interesante

problema.

SCONNELL, Ian G. On the group ring. Canad. J. Math, 1963, vol. 15, no 49, p. 650-685.

SFISHER, Joe W.; MONTGOMERY, Susan. Semiprime skew group rings. Journal of Algebra, 1978,
vol. 52, no 1, p. 241-247.

"PARK, Jae Keol. Artinian skew group rings. Proceedings of the American Mathematical Society,
1979, vol. 75, no 1, p. 1-7.



Capitulo

PRELIMINARES

1.1 EL LEMA DE ZORN

El lema de Zorn es un principio matematico muy importante ya que este nos permite
obtener resultados muy importantes que sin la validez de este no serian posibles, como
por ejemplo la existencia de bases en cualquier espacio vectorial y la existencia de idea-

les maximales en anillos con 1.

Antes de enunciar el lema de Zorn necesitamos unas definiciones previas.

Definicién 1.1.1. Una relacion < sobre un conjunto P se dice que es una relacion

de orden si se cumplen las tres siguientes propiedades

1. Reflexividad: Para todo x € P, se tiene que x =< x.

2. Antisimetria: Dados x,y € P, si se cumple que v <y y y = x, entonces se tiene

que T = 1.
3. Transitividad: Dados x,y,z € P, si se cumple que v < y y y =X z, entonces se

tiene que * X z.

Una relacion de orden < sobre un conjunto P se denotard por el par (P, <) y diremos

que P estd parcialmente ordenado.



Definicién 1.1.2. Sea (P, X) un conjunto parcialmente ordenado, un subconjunto
C de P se dice que estd totalmente ordenado si dados cualesquiera x,y € C se tiene

quer Yy oy X x.

Definicién 1.1.3. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado.
Un elemento s € P es llamado cota superior de C' si v < s, para todo x € C. Un
elemento m € P es llamado maximal si el inico elemento x € P tal que m < x es

T =1m.

Con estas definiciones ya podemos enunciar el lema de Zorn.

LEMA DE ZORN
Todo subconjunto parcialmente ordenado no vacio en el que todo subconjunto total-

mente ordenado tiene una cota superior, contiene un elemento maximal.

Ahora veamos dos ejemplos de aplicacién del lema de Zorn, los cuales usaremos mas
adelante.

Proposicion 1.1.1. Sea R un anillo con 1r y sea I ideal de R. Entonces existe un

1deal maximal de R que contiene a I.

Demostracion. Sea A ={J C R | Jesidealde R, I CJy J#R }, Aesun conjunto

parcialmente ordenado con la relacién de contenencia.

1. A#0, yaque I € A.

2. Sea F' = {I,};es una familia de elementos de A, tal que F' es totalmente ordenado,

veamos que F' tiene una cota superior.

Sea S = UjeJ I;, veamos que S es cota superior de F.

Es claro que 0 € S. Sean z,y € S y r € R, entonces existen i,j € J tales que
x € I; y —y € I;, como F' es totalmente ordenado, podemos decir sin perdida
de generalidad que I; C I;, por lo tanto z, —y € I;, como I; es ideal, entonces
x —ry € I;, asf tenemos que x —ry € S. Con esto se tiene que S es ideal de R,
y como 1 ¢ I;, para todo j € J, entonces 1 € S, es decir que S # R. También se
tiene que I C S.
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En resumen tenemos que S € A, y como I; C S, para todo ¢ € J, tenemos que S
es cota superior de F'. Luego por el Lema de Zorn, A tiene un elemento maximal,

el cual es un ideal maximal de R.

]

Proposicién 1.1.2. Sea K un campo y sea V un K-espacio vectorial. Entonces existe

B CV una base de V.

Demostracion. Consideremos a S C V' un conjunto linealmente independiente, y vea-
mos que existe una base B de V tal que contiene a S.

Para ello definamos T = {A C V| S C Ay A es linealmente independiente}. Sea
F = {A;}ie; una familia de elementos de T, tal que F' es totalmente ordenado y sea

A = J;e; Ai. Veamos que A es cota superior de F.

Es claro que A; C A, para todo 7 € I, por lo tanto solo falta demostrar que A € T.
Como A; C S, para todo ¢ € I, entonces A C S. Ahora falta ver que A es linealmente
independiente. Si A no fuera linealmente independiente existiria {vy, ...,v,} C A el cual
es linealmente dependiente, pero como F es totalmente ordenado existe ig € I tal que
{v1, ..., v} C A;,, lo cual implicaria que A;, no es linealmente independiente pero esto
es contradictorio ya que A;, € T

Tenemos que T satisface las hipdtesis del lema de Zorn, concluyendo que T posee un
elemento maximal B. Para terminar veamos que B es una base de V. Como B € T
se tiene que B es linealmente independinte y S C B. Falta ver que V' = Gen(B). Si
V # Gen(B), existe v € V tal que v € Gen(B) y por lo tanto B U {v} es linealmente
independiente y S C BU {v}, entonces BU {v} € T, lo cual contradice la maximalidad
de B. m

1.2 MODULOS

El concepto de médulo es una generalizacion del de espacio vectorial, en el cual los
escalares no se restringen a un campo sino que se permite que constituyan tan solo un
anillo. El uso de los modulos fue usado por primera vez por la gran matematica Emmy

Noether quien demostrd el gran potencial de esta estructura.
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Definicién 1.2.1. Sea R un anillo. Un R-mdédulo a la izquierda es un grupo abe-

liano (M, +) junto con una operacion

RxM — M

(r,m) — rm’

tal que para todo r,s € R,x,y € M se tiene:

w (rs)z =r(sx).
» (r+4s)r=rz+ sx.

» r(z+y) =re+ry.

Nota

= Si ademas R tiene elemento identidad 1z, exigimos que para todo x € M, 1gpx =

x. En este caso decimos que M es un R-médulo unitario.

= Un R-médulo a la derecha se define de forma andloga, solo que el anillo actia por
la derecha, es decir se tiene una multiplicacién por escalar de la forma M x R —
M.

= De ahora en adelante no distingueremos entre R-mddulo a izquierda o a dere-
cha, a menos que sea muy necesario, sino que cuando hablemos de R-médulo se

entetendera que es un R-modulo a izquierda.

= Cuando M se pueda ver como modulo sobre distintos anillos escribiremos r M

para evitar confusiones.

Ejemplo 1.2.1. Sea R un anillo, entonces podemos ver a R como un R-maddulo con

el producto del anillo.

Ejemplo 1.2.2. Si F es un cuerpo, entonces un F-moddulo es lo mismo que un espacio

vectorial sobre IF.
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Ejemplo 1.2.3. Sea G un grupo abeliano, entonces podemos ver a G como un Z-maodu-

lo, definiendo la accion como sigue:

ZxG — G
0 stn=20
(n,g) —— ng :{g+g+...+g stn >0
—9g—g—..—g sin<0

Ejemplo 1.2.4. Sea R un anillo, el conjunto de matrices de orden n con entradas en

R es un R-moddulo, con la suma usual de matrices y multiplicacion dada por:

Dado un anillo R podemos definir su anillo opuesto que lo denotaremos por R, es
decir, el anillo definido sobre el mismo conjunto, usando la misma suma de R y con

multiplicacion definida por a.b = ba, donde ba denota la multiplicaciéon de by a en R.

El anillo opuesto es importante ya que nos permitira definir médulos a derecha a partir

de modulos a izquierda, obteniendo la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.1. Sea R un anillo y M un R-mddulo a izquierda. Entonces M es

un R°P-mdodulo a derecha.

Definicién 1.2.2. Sea R un anillo y M un R-mddulo. Un subconjunto N de M es
llamado un submodulo de M, si N es un subgrupo de M vy si para todo n € N y
r € R, se tiene que rn € N.

Nota

» Los submédulos triviales de un médulo M son {0} y M.

= Un submédulo no trivial de M es llamado submédulo propio de M.

13



= El médulo M es llamado simple si sus tnicos submoédulos son los triviales.

Ejemplo 1.2.5. Sea R un anillo, si consideramos a R como R-mddulo a izquierda,

entonces sus submaodulos son precisamente sus ideales a la izquierda.

Ejemplo 1.2.6. Sea R un anillo y n € N. Consideremos a M,(R), las matrices de
orden n sobre R, como un R-mddulo. Si I es un ideal de R entonces M,(I) es un
R-submddulo de M, (R).

Ejemplo 1.2.7. Sea R un anillo y M un R-mdédulo. St I es un ideal a izquierda de

R, entonces el conjunto
IM:{ Zaimi|a¢61ymiEM}
finita
es un submddulo de M.

En efecto, dados v € R yx = > a;m; € IM, entonces rx = r(d ., aym;) =
Z?:l(mi)mi, y ya que I es un ideal a izquierda de R, se tiene que ra; € I, para todo

i€{l,...,n}, conlo cual rx € IM, de esta forma se tiene que IM es un R-submodulo
de M.

Definicién 1.2.3. Sea R un anillo y M un R-modulo.

» Se define el anulador de M, como ann(M) ={r € R | rm =0, para todo m €

» Se dice que M es un mddulo fiel si ann(M) = {0}.

Se puede verificar que el ann(M) es un ideal bilateral de R. Ademés si I < R, podemos

conisderar a M como un R/I-médulo, definiendo el producto
(x + I)m = xm, para todoxz € Ry m € M.
Notemos que con esta definicién, los R/I-submddulos de M coinciden con los R-

submédulos. En particular, se sigue que M es un R /ann(M)-médulo fiel.

14



1.3 HOMOMORFISMOS DE MODULOS

De la misma forma que en los grupos y los anillos, se definen funciones entre médulos
que respeten sus operaciones, estos seran los homomorfismos de moédulos. Para estos

también se cumplen los Teoremas de Isomorfismos analogos a los de grupos y anillos.

Definicién 1.3.1. Sean M un R-mdédulo y N un submodulo de M. Entonces una
funcion f: M — N es un homomorfismo de R-maodulos si para todos m,n € M

yr € R, se cumple

= f(m+mn)=f(m)+ f(n).
= f(rn) =rf(n).

Ejemplo 1.3.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo F, entonces decir que
T:V — W es una transformacion lineal equivale a decir que T es un homomorfismo

de F-modulos.

Ejemplo 1.3.2. Sean G y H grupos abelianos, dado que todo grupo abeliano es un
Z-mdodulo, entonces decir que f : G — H es un homomorfismo de grupos equivale a

decir que f es un homomorfismo de Z-mddulos.

Definicién 1.3.2. Sean M y N dos R-mddulos. Entonces un homomorfismo de R-
modulos f: M — N es llamado

= monomorfismo si f es inyectivo, o equivalentemente a que ker(f) = {0}.
= epimorfismo si f es sobreyectivo.

= isomorfismo si f es biyectivo, en este caso escribimos M = N y se dice que M

es isomorfo a N.

1.4 MODULO COCIENTE

Sea N un submédulo del R-médulo M. Como en el caso de los anillos, sobre el grupo

cociente aditivo M /N podemos definir una multiplicacién que dé a M/N estructura de

15



R-modulo.

Definicién 1.4.1. Sean R un anillo, M un R-modulo y N un submdédulo de M. En

M defina la siguiente relacion de equivalencia:
m~mn sty solo sim—n & N.
La clase de equivalencia de m € M es
m={neM|m—-neN}=m+N.

De lo anterior podemos definir el mddulo cociente M/N = {m | m € M}, que resulta

ser un R-modulo con la operacion

Rx M/N —s MJN
(r,m) —  Tm

Ejemplo 1.4.1. Sea M un R-moddulo y N un submddulo de M. La funcion

. M — MJN
m — m+N

es un epimorfismo de R-mddulos, llamado el epimorfismo candnico.

Dado que todo R-mddulo M es un grupo abeliano, es natural pensar que los Teoremas
de Isomorfismo andlogos para médulos sean validos. La demostracion de los mismos
siguen las pruebas de los respectivos para grupos haciendo necesario demostrar que los

homomorfismos involucrados cumplen la segunda condicién en la Definicién 1.4.1.

TEOREMAS DE ISOMORFISMO

1. Sea f: M — N un homomorfismo de R-mdédulos, entonces

fi Mlker(f) — Im(f)
m+ ker(f) —  f(m)

es un isomorfismo, en particular, si f es un epimorfismo M /ker(f) = N.
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2. Sea M un R-médulo, N y L submédulos de M, entonces N + L es submédulo de
My
(N+L)/N=L/(NNL).

3. Sea L C N C M una cadena de R-submédulos. Entonces N/L es submddulo de
M/Ly
(M/L)/(N/L) = M/N.

1.5 PRODUCTOS Y SUMAS DIRECTAS DE MODULOS

Sea { M)} e una familia de R-mdédulos. Entonces el producto directo de esa familia es

el conjunto

L1 M = {(m)sen | ma € My}
AeA

el cual es un R-mdédulo con adiciéon dada por:

(ma)rea + (M))aen = (M +m))rea

y la multiplicacién definida como sigue:

R X [Lea My — Tlaea Ma
(7, (ma)rea)  — (rma)aea

Ahora veamos lo que es la suma directa de una familia de R-mddulos.

Sea { M) }rea una familia de R-médulos. La suma directa de esta familia, es el subcon-
junto de [],., My, dado por

@M/\ = {(m)rea | mx # Opr,, para un numero finito de A}
AeA

Veamos que @, M) es un R-submédulo de [],_, M.

Sean (m)xen, (na)aea € @, cn My r € R, entonces definamos los siguientes conjuntos

A={\eN:my#0},
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B:{)\EAZHA#O},
C={NeA:my+rny#0}.

Sabemos que A y B son finitos, veamos que C' es finito. En efecto, sea A € A — (AU B),
entonces my = ny = 0, y por lo tanto m, + rn, = 0, es decir que A € C. Con esto
tenemos que A — (AU B) C A — C, y entonces C C AU B, luego como AU B es finito
se concluye que C es finito, esto significa que (my)xea + 7(na)ren € Bycp Ma, lo que
demuestra que @,., My es un R-submodulo de [T, M.

Veamos el caso en que todos los elementos de una familia de submodulos estan todos
contenidos en un mismo maédulo, a esta la llamaremos suma interna y su definicién sera

un poco distinta.

Sea { M)} ea una familia de R-submdédulos de M. Entonces el conjunto
ZMA = {Zm,\ | my € M), con my = 0 para casi todo A € A}
AEA AEA

es un submodulo de M.

Decimos que ), M) es directa, si para todo 3 € A, se tiene que Mg N ZB;H\EA My =
{0}. En este caso escribimos @,., My, y a cada M), para todo A € A, se le llamara

sumando directo de M.

Ejemplo 1.5.1. Los tinicos sumandos directos de Z como Z-mddulo son {0} y Z. En
efecto st mZ y nZ son submodulos de Z, tales que Z. = mZ & nZ, entonces como

mn € mZ NnZ = {0}, se tiene que m =0 o n = 0.

Ejemplo 1.5.2. Sea R un anillo y e un idempotente de R, esto es e? = e, entonces
R =eR @ (1 —e)R, es decir, eR y (1 — )R son sumandos directos de R.

Proposicién 1.5.1. Sea R un anillo, y considemorolo como un R-mddulo. Sea { M)} xen

una familia de ideales de R. Entonces son equivalentes:

18



1. Y \ea My es directa.
2. 81 ) yexma =0, conmy € My, entonces my = 0 para todo A € A.

8. S0 Y e A = D yep MA, conmy,my € My, entonces my = my, para todo X € A.

Demostracion. 1. = 2. Como ) ,_,my = 0, fijando Ay € A, tenemos que my, =
Z/\#O(—m,\), entonces my, € My, N Z/\#\O M,, y ya que la suma es directa entonces

my, = 0.

3 / / !/
2. = 3. 51 ) cn A = D _yep M, CcOn My, mly € My, entonces ), (my —m)) = 0, con

my —m), € M), luego por 2) se tiene que my = m/,.

3. = 1.8eam € MyN Zk#/\ M., como m € Zk# M., se tiene que m = Zk# my, con
my € My, también m = ZjeAm;, conmj=msij=Aymj;=0sij# A Porlo tanto
m+ i amy =043, my, luego por 3. se tiene que m = 0.

]

Proposicion 1.5.2. Sea R un anillo con 1g, el cual consideraremos como un R-
modulo. Sea {A;};_, una familia de ideales a izquierda de R. St A;A; = {0}, coni # j,
yR=>"A, entonces R = P;_, A.

Demostracion. Supongamos que ) .., a; = 0, para a; € A;. Entonces dado x € A;, se
tiene que ) . .;a; = Y ..;ra; = 0, y como xa; € A;A; = {0}, para i # j, por lo
tanto za; = 0, para todo z € A;. Como 1g € R se tiene que 1x = >7  ¢;, por lo
tanto a; = a;1g = >, aje; = 0, luego por la Proposicién 1.5.1 se tiene que Y. ; A;
es directa.

]
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Capitulo

PROPIEDADES ESTRUCTURALES DE
L.OS ANILLOS Y LOS MODULOS

2.1 EL RADICAL DE JACOBSON

Definicién 2.1.1. Sea R un anillo. El radical de Jacobson de R, denotado por

J(R), es la interseccion de todos los ideales maximales a izquierda de R.

Ejemplo 2.1.1. Tomemos a R = Z, entonces J(Z) = {0}. Esto es por que todos
los ideales mazimales de 7 son de la forma pZ, con p siendo primo, por lo tanto si

n € J(R), se tiene que p|n, para todo p primo, lo cual solo sucede si n = 0.

Ejemplo 2.1.2. Sea n € N, entonces J(Zon) = 2Z9n. Esto es porque el inico ideal
maximal de Zon es 27on.

Proposicion 2.1.1. Sea R un anillo con 1x yr € R. Entonces las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

1. re J(R).
2. 1g — ar tiene inverso para todo a € R.

3. rM = {0} para todo R-médulo M a izquierda simple.
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Demostracion. Veamos que 1. = 2. Supongamos que r € J(R) y a € R. Entonces
ar € M, para todo ideal maximal a izquierda M de R, y como 1x & M, se tiene
que 1gx — ar € M para todo ideal maximal a izquierda, con lo cual se concluye que
R(1g —ar) ¢ M, para todo ideal maximal a izquierda de R, entonces por Proposicién

1.1.2 se tiene que R(1g — ar) = R, lo que significa que 1z — ar es invertible.

Lo siguiente es ver 2. = 3. Supongamos ahora que 1z — ar es invertible para todo
a € R. Sea M un R-médulo a izquierda simple. Supongamos que rm # 0 para algin
m € M. Consideremos el submodulo R(rm), como M es simple, entonces R(rm) = {0}
o R(rm) = M, pero como 0 # rm € R(rm), entonces R(rm) = M, y por lo tanto
m = a(rm) para algin a € R, y entonces (1g — ar)m = 0, lo cual es contradictorio ya

que 1z — ar es invertible. De lo anterior se sigue que rM = {0}.

Para terminar, veamos que 3. = 1. Supongamos que rM = {0}, para todo R-médulo
a izquierda simple M. Sea L un ideal maximal a izquierda de R. Entonces, R/L es un
R-médulo a izquierda simple. Por lo tanto r(R/L) = {0}, como R tiene 1z, entonces
r + L = L, esto significa que r € L. Con lo anterior se deduce que r € J(R).

O

Usando la Proposicion 2.1.1 podemos dar otro ejemplo de célculo del radical de Jacob-

son de otros anillos.

Ejemplo 2.1.3. Sea K un cuerpo, entonces J(K|x]) = {0}. Supongamos que exis-
te p(x) # 0 tal que p(x) € J(K[z]), entonces por la Proposicion 2.1.1 se tiene que

1 — xp(z) es invertible, lo cual es contradictorio ya que su grado es > 1.

Proposicién 2.1.2. Sea R un anillo tal que J(R) = {0}. Entonces todo ideal minimal

a izquierda es un sumando directo de R como R-maodulo a izquierda.

Demostracion. Sea I # {0} un ideal minimal a izquierda. Como J(R) = {0}, entonces
debe existir M ideal maximal tal que I ¢ M. Como I N M C I, entonces I N M =
I'oINnM={0}, pero I ¢ M, por lo tanto I N M = {0}.

Ahora como M C I+ M, entonces M = I+ M o I+M =R, pero I ¢ M, por lo tanto
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I+ M=R,yasiR=1& M.
O

El siguiente resultado muestra que existe una correspondencia entre los ideales de R/

y los ideales de R que comtienen a I.

Proposicion 2.1.3. Sean R un anillo e I ideal de R. Entonces

1. Si M esideal de R y I C M, entonces M/ es ideal de R/I.

2. Si M' es un ideal de R/I, entonces existe M ideal de R tal que I C M y
M = M/I.

Corolario 2.1.1. Sean R un anillo e I ideal de R. Entonces

1. Si M es ideal maximal de R y I C M, entonces M/I es ideal mazimal de R/I.

2. St M’ es un ideal mazximal de R /I, entonces existe M ideal mazimal de R tal que
ICMyM =M/I.

Proposicion 2.1.4. Sean R un anillo y ¢ : R — R un isomorfismo de anillos,
entonces ¢ deja fijo a J(R), es decir que ¢(J(R)) = J(R).

Demostracion. Sea y € ¢(J(R)), entonces existe x € J(R) tal que y = ¢(x). Si M es
un ideal maximal a izquierda de R, entonces por Corolario 2.1.1, se tiene que ¢~ (M)
es un ideal maximal a izquierda, por lo tanto z € ¢~ (M), es decir que y = ¢(z) € M,
por lo tanto y € J(R). Lo que demuestra que ¢(J(R)) C J(R).

Por otro lado, como ¢! es también un isomorfismo de anillos, entonces por el resultado
anterior, se tiene que ¢~ (J(R)) C J(R), y aplicando ¢, tenemos que J(R) C ¢(J(R)).

]

2.2 ANILLOS PRIMITIVOS Y SEMIPRIMITIVOS

Definicién 2.2.1. Un anillo R es primitivo si existe un R-maddulo M que es fiel y

simple.
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Ejemplo 2.2.1. Todo anillo simple con 1 es primitivo.

Ejemplo 2.2.2. Sea R un anillo y M un R-mddulo a izquierda simple, entonces

R/ann(M) es un anillo a izquierda primitivo.

En efecto, consideremos a M como un R/ann(M)-mddulo con producto por escalar

dado por

x: Rj/ann(M)x M — M
(r +ann(M),m) — rm

Primero veamos que esta operacion estd bien definida.

Supongamos que r + ann(M) = s + ann(M), entonces r — s € ann(M), por lo tanto
(r—s)m =0, para todo m € M, y asi rm = sm, para todo m € M. Con lo cual queda
demostrado que la operacion estd bien definida.

Ahora veamos que M es fiel como R /ann(M )-mddulo, es decir que ann (g jann(an M )={0}.
Sea r + ann(M) € ann(R/ann(M)), entonces (r + ann(M)) x m = rm = 0, para todo
m € M, por lo tanto r € ann(M), y asi r + ann(M) = 0.

Por como estd definida la operacion se tiene que los submodulos de M como R /ann(M)-
modulo son exactamente los submodulos de M como R-mddulo, y dado M es simple
como R-mddulo, entonces M es simple como R /ann(M)-mddulo, es decir, R /ann(M)

es primitivo.

Ejemplo 2.2.3. Sea K un campo, entonces el anillo de endomorfismos Endz(K) es un

anillo a izquierda primitivo .

En efecto, considere a K como un Endy(K)-mddulo con la suma en K y multiplicacion

por escalar dada por

Endz(K) x K — K
(f k) — f(k)

Veamos que K es fiel y simple como Endz(K)-mddulo. Sea f € ann(gna,xK), esto
significa que f(k) =0, para todo k € K, por lo tanto ann(gna,x)K) = {0}. Ahora sea
N un submddulo de K como Endy(K)-mddulo, veamos que N es un ideal de K. Sea

ne N y k€K, considere el siguiente homomomorfismo de grupos
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f: K — K
t — tk

Como [ € Endz(K) y k € K, entonces por ser N un submddulo de K, se tiene que
f(n) =nk € N. Porlo tanto N es ideal de K, y como K es campo, se tiene que N = {0}
o N =K. Demostrando que K como Endz(K)-mddulo es simple.

Definicién 2.2.2. Un anillo R es primo, si dados I y J ideales de R tales que
IJ = {0}, entonces I = {0} o J = {0}.

Proposicion 2.2.1. Sea R un anillo. Si R es primitivo, entonces R es primo.

Demostracion. Como R es primitivo, existe un R-méodulo M, tal que M es fiel y simple.
Sean I y J ideales de R, tales que I.J = {0}, veamos que I = {0} o J = {0}. Conside-
remos el conjunto JM, el cual es un submodulo de M, pero como M es simple entonces
JM = {0} o JM = M.
Si JM = {0} entonces J C ann(M) = {0} ya que M es fiel, entonces J = {0}.
Ahora si JM = M, entonces IM = I(JM) = (IJ)M = {0} M = {0}, y se tiene que
I C ann(M) = {0}, con lo cual concluimos que I = {0}.

[

Definicién 2.2.3. Un anillo R es semaprimaitivo si su radical de Jacobson es el ideal

cero.
Ejemplo 2.2.4. Todo anillo con 1z que sea semisimple es semiprimitivo.

Ejemplo 2.2.5. Dado un cuerpo K se tiene que K[z] es semiprimitivo. Esto se debe al
Ejemplo 2.1.3.

Ejemplo 2.2.6. El anillo Z es semiprimitivo, esto es porque sus ideales mazimales
son de la forma pZ, con p primo, entonces J(Z) = [\, primoPZ; lo cual implica que
J(Z) ={0}.

Proposicion 2.2.2. Sea R un anillo con 1. St R es primitivo, entonces R es semi-

primaitivo.
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Demostracion. Como R es primitivo, entonces existe un R-modulo N tal que N es fiel
y simple. Ya que N es fiel, entonces ann(N) = {0}, y por la Proposicién 2.1.1, se tiene
que J(R) = yssimpre ann(M) = {0}, por lo tanto R es semiprimitivo.

]

Proposicién 2.2.3. Sea R un anillo. Entonces R/J(R) es semiprimitivo.

Demostracion. Veamos que J(R/J(R)) = {0}. Sea z € J(R/J(R)), esto significa que

x € M', para todo M’ ideal maximal de R/J(R), como x = m+ J(R) con m € R, por

el Corolario 2.1.1, se tiene que m € M, para todo M ideal maximal de R, es decir que

m € J(R), con lo cual tenemos que = = 0.

En conclusién tenemos que J(R/J(R)) = {0}, lo que significa que R/J(R) es semiprimitivo.

]

2.3 MODULOS Y ANILLOS SEMISIMPLES

Definicién 2.3.1. Un R-mddulo M es semisimple si todo submdodulo de M es un

sumando directo.

Ejemplo 2.3.1. Todo espacio vectorial es semisimple. En efecto, dado V' un espacio

vectorial sobre un cuerpo K, considere a B una base de V', entonces V. = @,.5(b),

donde (b) = {kb : k € K}.

Proposicién 2.3.1. Sea N # {0} un submddulo de un mddulo semisimple M. Entonces

N es semisimple y este contiene un submddulo simple.

Demostracion. Primero veamos que N es semisimple. Sea S un submédulo de N. En-
tonces S es también un submédulo de M, por lo tanto existe S’ submédulo de M tal
que M = S @ S’. Ahora mostremos que N = S @ (S’ N N). En efecto, es claro que
SN(S"NN)c SnS = {0}. Por otro lado, dado n € N, entonces n = = + y con
xe S, yeS. Comoy =n—x € N, entonces y € N NS, con esto tenemos que
n €S+ (NNS), como queriamos.

Ahora veamos que N contiene un submaodulo simple. Sea z € N, x # 0, y consideremos

la familia de submédulos de N que no contienen a z, F = {L < N : x ¢ L}, ordenada
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por la inclusién. Esta familia es no vacia, ya que {0} € F. Ahora bien dada cualquier
cadena C' C F , el elemento |J, . A es una cota superior de C'y asi del Lema de Zorn,
F tiene un elemento maximal N;. Dado que N es semisimple existe un submdédulo No
tal que N = N; @& N,. Veamos que N, es simple.
Si N, no es simple, este contiene un submédulo propio Wy asi existe W' tal que Ny =
WeW'. Podemos notar que N = Ny@W &W' y por lo tanto Ny = (N;+W)N(N,+W').
Como x & Ny, entonces x € Ny + W o x & Ny + W’ lo que contradice la maximalidad
de N;.

[

Teorema 2.3.1. Sea M un R-mddulo. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes.

1. M es semisimple.
2. M es la suma directa de submodulos simples.

3. M es la suma (no necesariamente directa) de submddulos simples.

Demostracion. 1.=2. Sea L = {N C M | N es un submdédulo simple}, y a partir de
este definamos F = {W C M | W = @, N, J € L}. Por la Proposicién 2.3.1 se
tiene que F # 0.

Podemos definir en F una relacion de orden de la siguiente manera:

Dados @ e N, @ ney N € F, decimos que @y N < Py, N, siysolosi I CJ.

Es facil verificar que (F, <) satisface las condiciones del Lema de Zorn, por lo tanto exis-
te un elemento maximal My en F, el cual puede ser escrito en la forma My = @y, N,
con N simple. Veamos que My = M. Supongamos que M, # M, por hipotesis, existe
un submoédulo N de M tal que M = My & N. Por la Proposicion 2.3.1, N contiene un

submodulo simple S. Pero entonces My C My®.S, contradiciendo la maximalidad de M.

2.=3. Es evidente.

3.=1. Supongamos que M = > ._. M, donde cada M;, i € I, es simple. Sea N un

iel
submoédulo propio de M. Veamos que N es un sumando directo. Si N = M; para algin
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1 € I, ya tendriamos lo pedido. Entonces supongamos que N # M;, para todo i € I.

Consideremos la familia:

J = {ZMi | Jc, (ZMZ) NN = {0}} .
icJ icJ

Como M; es simple, si se tiene que N N M; # {0} entonces M; C N. Dado que N # M,
debe existir un submédulo M; tal que N N M; = {0} y asi J es no vacio. Se puede
comprobar que J con la inclusién satisface las hipotesis del Lema de Zorn, por lo

tanto existe un elemento maximal My en J, visto como My = Y M;. Dado que

(2 ics, Mi) N N = {0}, solo falta demostrar que M = My + N.

i€Jp

Si para todo i € I se tiene que M; C My+ N, entonces M = >

lo tanto M = My + N, que es lo que necesitamos.

M; C My+ N,y por

el

Supongamos, por contradiccion, que existe un indice iy tal que M;, ¢ My + N, Como
M,, es simple, se tiene que M;, N (My+ N) = {0}. Entonces (M;, " M)+ N = {0}, lo
cual significa que (M;, N M) € J, contradiciendo la maximalidad de M.

O

Definicién 2.3.2. Un anillo R es semisimple st R como R-mddulo es semisimple.

Proposicién 2.3.2. Sea R un anillo y {M;};cr una familia de R-médulos semisimples,

entonces M = @,.; M; es un R-mddulo semisimple.

Demostracion. Como cada M; es semisimple entonces M; = @keji N;, donde Ny es
un R-submodulo simple de M;, para todo k € J;. Ahora definamos para cada i € [ y

cada k € J; el conjunto
Lik:{(mj)je] | mzeszmJZOSZj?éZ} .

Es claro que L;; = Ny, y por lo tanto L;; es un R-submoédulo simple de M. También se
puede ver que M = P,.; D, g, Lik, es decir que M es la suma directa de R-submédulos
simples, y asi queda demostrado que M es semisimple.

m

Proposicion 2.3.3. Sea R un anillo, M y N dos R-mdédulos, y f : M — N un

epimorfismo de R-mdodulos. Si M es semisimple, entonces N es semisimple.
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Demostracion. Sea L un submodulo de N, veamos que L es un sumando directo de V.
Consideremos el submédulo f~!(L) de M, como M es semisimple, existe 7' submédulo
de M tal que M = f~Y(L)®T. Ahora veamos que N = L@ f(T'). Primero verifiquemos
que N = L+ f(T). Sean € N, como f es sobreyectiva, existe m € M tal que f(m) = n,
entonces m = a+b,cona € f~H(L) ybe T, como f es un homomorfismo, se tiene que
n= f(m)= f(a)+f(b),ycomo f(a) € Ly f(b) € f(T), se tiene que n € L+ f(T), y asf
tenemos que N = L+ f(7T'). Ahora falta ver que LN f(T") = {0}. Sea x € LN f(T"), como
x € f(T), existe t € T tal que x = f(t), también como x € L, se tiene que t € f~1(L),
por lo tanto t € f~(L) NT = {0}, es decir que ¢t = 0, y entonces = = f(t) = f(0) = 0.

]

Teorema 2.3.2. Sea R un anillo. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Todo R-mddulo es semisimple a izquierda.
2. R es semisimple a izquierda.

3. R es la suma directa de ideales minimales a izquierda.

Demostracion. 1. = 2. Como todo R-moédulo es semisimple a izquierda en especial

viendo a R como R-modulo se tiene que R es semisimple a izquierda.

2. = 3. Como R como R-médulo es semisimple entonces por 1. = 2. del Teorema
2.3.1, se tiene que R es suma directa de R-submoddulos simples de R los cuales son

ideales minimales de R.

3. = 1. Sea M un R-médulo, y definamos F' = @, ., Rm (suma directa externa),
como Rm = R, para todo m € M, como R-mddulos, se tiene que Rm es semisim-
ple, para todo m € M, y por la por la Proposicion 2.3.2 se puede concluir que F' es

semisimple. Ahora definamos

b F — M

(TmM)men — ZmeMrmm’

¢ es un epimorfismo de R-médulos, y como F' es semisimple por Proposicién la 2.3.3

se tiene que M es semisimple.
O
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Proposicion 2.3.4. Sea R un anillo con 1x. Entonces, R es semisimple si y solo si

R es suma directa de un numero finito de ideales minimales a izquierda.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.2, se tiene que R es suma directa de ideales mini-
males a izquierda. Entonces R = @,.; Ri, siendo R; ideal minimal a izquierda de R,
para todo i € I.

Para completar la prueba solo falta ver que existen un nimero finito de indices {iy, ..., i, } C
I, tales que R = @ _, Ri,.

Como R tiene 1g, entonces 1z € €P._; R, por lo tanto existen {iq,...,i,} C Iy

iel
Ty € Riy,.oe7iy, € Ry, tales que 1g = > p_, 1y, entonces dado r € R, se tiene que

n n
r=rlg=r E T, = E T,
k=1 k=1

y va que cada R,;, es un ideal a izquierda, entonces rr;, € R;,, y por lo tanto r €
D, R, es decir que R = P;_, R;,.
O

Proposicién 2.3.5. Sea R = @;_, A; la descomposicion de un anillo semisimple como

suma directa de ideales simples. Entonces

1. Si I es un ideal bilateral de R, entonces este puede ser escrito de la forma I =
D, A, con1<i;<..<i<s.

2. SiR =@,_, B; es otra descomposicion de R en suma directa de ideales simples,
entonces s = r, y después de un reordenamiento de los indices, A; = B; para todo
ie{l,..,r}.

Demostracion. 1. Sea I un ideal de R, entonces como R = @;_, A4;, se tiene que

S

I=nI) .

=1

En efecto, dado x € I, como R tiene 1, entonces 1z = a; +---+ay, con a; € A;,
para todo ¢ € {1, ..., s}, por lo tanto x = xlg = xa; + - -+ + zas, como I es un
ideal bilateral, entonces za; € A; NI, y asi x € @;_,(4;N1).
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Por otro lado, A; NI es ideal de R ya que I y A; son ideales, también como
A;N I C A;y A; es un ideal minimal, se tiene que A; NI = {0} 0o A, NI = A;

entonces considere 1 < i; < ... < i; < s los indices tales que A; NI = A;, por lo

t
=4, .
k=1

. Supongamos que s < r. Por 1., cada B; por ser ideal puede ser escrito de esta

n;
Bi = @Atu )
Jj=1

conn; <syl<ty<..<ty, <s paratodoiec {1,...,r}.

tanto

forma

Como la suma es directa, entonces B; N B; = {0}, para todo i # j, es decir

(1) () -

y dado que A; # {0} por ser simple, se tiene que para todo p € {1,...n;} y
ke {]., ...,nj}, Atip 7é Atjk‘
Con lo anterior se deduce que ny + --- +ng < r, y como n; > 1, para todo

i€{l,..,s}, entonces s < ny +---+ngy por lo tanto s < r, con lo cual r = s.

Ahora, ya que r = s, se debe tener que n; = 1, para todo i € {1, ..., s}, lo que

implica que para todo i € {1, ..., s}, existe j € {1,...,r}, tal que B; = A;.

]

Proposiciéon 2.3.6. Sea R un anillo con 1x. Entonces, R es semisimple a izquierda

sty solo si todo ideal a izquierda de R es de la forma L = Re, donde e € R es

tdempotente.

Demostracion. =) Sea L un ideal a izquierda de R. Entonces como R es semisimple,

existe L' ideal a izquierda de R tal que R = L & L. Como R tiene 1z, entonces

lg =ax+y,conx € Lyy e L. Entonces v = xlg = 22+ 2y, luego xy = v — 22> € L,y

como L' es ideal a izquierda de R, entonces zy € L', por lo tanto x — 2> € LN L', y ya

que la suma es directa, entonces x — 22 = 0, es decir que z = 22 es idempotente. Ahora

veamos que R = Lz. Es claro que Lx C R. Sea a € R, entonces a = alg = ax + ay,

luego ay = a — ax € L, y ya que L' es ideal a izquierda de R, ay € R, por lo tanto
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a—ax € LNL ={0},yasia=ax € Lx.

<) Sea L un ideal a izquierda de R. Veamos que L es un sumando directo de R. Por
hipétesis existe e € R idempotente, tal que L = Re. Sea L' = R(1 — e). veamos que
R =L® L. Seax € R, entonces x = we + x(1 — e), por lo tanto x € L + L', asi
R = L+ L'. Ahora falta ver que LN L' = {0}. Seaz € LN L', luego z = re = s(1 —e),
para algunos r,s € R, entonces re + se = s, como e es idempotente se tiene que
re+ se = se, y asi x =re = 0.

m

Proposicion 2.3.7. Sea R un anillo semisimple. Sean L un ideal minimal a izquierda
de R y M un R-mddulo simple. Entonces, LM # {0} si y solo si L ~ M como
R-mdodulos; en este caso LM = M.

Demostracion. =) Como LM # {0}, entonces existen x € L y m € M tales que
xm # 0, lo que implica que Lm # {0}. Sabemos que Lm es un submédulo de M el cual

es simple, entonces tenemos que Lm = M = LM . Ahora considere la siguiente funcién

f: L — M

r — Im

Es claro que f es un epimorfismo de mdédulos. Veamos que ker(f) = {0}. Como
Lm # {0}, entonces ker(f) # L, y como L es un ideal minimal a izquierda enton-
ces se tiene que ker(f) = {0}. Por lo tanto L ~ M.

<) Como L ~ M como R-mébdulos, existe un isomorfismo de R-médulos f: L — M.
También R es semisimple, luego por la Proposicion 2.3.6, existe e € R idempotente tal
que L = Re. Vamos a ver que LM # {0}. Sea my = f(e). Como f es un homomorfismo
de R-médulos, entonces f(re) = rf(e) = rmg para todo r € R, esto implica que
mg # 0, ya que si mg = 0, entonces f(L) = {0} = M, lo cual es contradictorio. Como
se tiene que my = f(e) = f(e*) = ef(e) = emg y como my # 0 entonces emy # 0, es
decir que LM # {0}.

L]

Proposicion 2.3.8. Sea R un anillo semisimple con 1r, con descomposicion en ideales
.. . . t , . . .
minimales a izquierda R = @,_, Li;. Entonces todo R-mddulo simple a izquierda es

1somorfo a uno de los L; de la descomposicion.
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Demostracion. Sea M un R-médulo simple a izquierda. Entonces como RM # {0}
es un submodulo de M el cual es simple, entonces RM = M. Se tiene que RM =
@'_, LiM, y asi existe un indice j tal que L;M # {0}, y por la Proposicién 2.3.7 se
tiene que L; ~ M.

[

Proposicién 2.3.9. Sea R un anillo semisimple con 1. Si L es un ideal minimal a
izquierda de R, entonces la suma de todos los ideales a izquierda de R isomorfos a L

es un ideal bilateral de R.

Demostracion. Sea A =), _, J. Se tiene que A es ideal a izquierda de R, ya que es
suma de ideales a izquierda de R. Ahora falta ver que A es ideal a derecha de R. Como
R es semisimple, entonces R = @2:1 L;, donde cada L; es un ideal minimal a izquierda
de R. Entonces AR =3",_, JR=3",., 3| JL;. Pero como cada L; es minimal, se
tiene que JL; = {0} o JL; = L;. Si JL; = L;, entonces JL; # {0} y por la Proposicién
2.3.7 se tiene que J =~ L;, luego por la definicién de A, se tiene que L; C A. De lo
anterior se tiene que JL; C A, para todo i € {1,...,t}, por lo tanto AR C A y asi A es
un ideal bilateral de R.

]

Proposicién 2.3.10. Sean R un anillo semisimple e I un ideal bilateral de R, tal que
L C I es un ideal minimal a izquierda de R. Entonces I contiene todos los ideales a

izquierda de R isomorfos a L.

Demostracion. Sea J un ideal a izquierda de R tal que J ~ L. Veamos que J C I.
Como J ~ L entonces por la Proposicién 2.3.7 se tiene que J = LJ, como L C Iy I es
un ideal bilateral de R, entonces J =LJ CIJ C I.

]

Proposicion 2.3.11. Sean R un anillo semisimple con 1z y L un ideal a izquierda
minimal de R. Sea B la suma de todos los ideales de R isomorfos a L. Entonces, B es

un ideal bilateral minimal de R.

Demostracion. Por la Proposicién 2.3.9 se tiene que B es un ideal bilateral de R.
Veamos que B es un ideal minimal de R. Sea B; un ideal bilateral de R tal que B; C B
y sea L; un ideal un ideal minimal a izquierda de R tal que Ly C B;. Si Ly % L,
entonces por la Proposiciéon 2.3.7 se tiene que L;J = {0}, para todo J ~ L. Por lo
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tanto 1B =) ,.; L1J = {0}, y como L; C B, esto implica que L1L; = {0}. Pero
esto no puede pasar ya que por la Proposicion 2.3.6 existe e € L; idempotente tal que
L1 = Re. Por lo tanto L, ~ L, entonces por la Proposicion 2.3.10 se tiene que J C By,
para todo J ~ L, por tanto B = >, , J C By. Es decir que B = B;. Quedando
demostrado que B es un ideal bilateral minimal de R.

m

Teorema 2.3.3. Sea R un anillo semisimple con lg. Entonces R = @;_, A;, siendo

A; un ideal bilateral minimal de R, para todo i € {1,...,s}.

Demostracion. Como R es semisimple con 1g, entonces R = @;_, (L ®Lio®- - -D Ly, ),
donde cada L;;, es un ideal a izquierda minimal, también L;; &~ L, y Lij % Liy sii # k.

Definamos los siguientes ideales de R
A; ={Jideal de R| J ~ L;1 }, para todo i € {1,...,s}.

Por la Proposicién 2.3.11 sabemos que cada A; es un ideal minimal bilateral. Veamos
que R = @;_, A;. Como Lj; + Lip + -+ + Li, € A;, entonces R = > 7 (Lit + Lio +
o+ Ly,) C >0 A; Por lo tanto R = ;| A;. Veamos ahora que esta suma es
directa. Para ello veamos que A;A; = {0}, para todo i # j. Sea [ >~ Ly y J =~ L,
entonces I % J, luego por la Proposicién 2.3.7 se tiene que IJ = {0}. Por lo tanto
AiAj =D, ZJ:le IJ = {0}, para todo ¢ # j. Entonces por la Proposicién 1.5.1
se tiene que R = @;_, A;.

]

2.4 MODULOS Y ANILLOS ARTINIANOS

Definicién 2.4.1. Sea R un anillo y M un R-mddulo a la izquierda. El modulo M
es llamado un modulo artiniano por la izquierda si sus submodulos satisfacen la
condicion de cadena descendente, es decir dada una familia de submddulos {M,}en
tales que My 2 My O ... O M, 2 ..., existe m € N tal que M,, = My,;,, para todo
p € N.

Ejemplo 2.4.1. Todo mdédulo finito es artiniano.
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Ejemplo 2.4.2. Todo espacio vectorial de dimension finita es artiniano. En efec-
to, sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Veamos que V es artiniano. Sea
Wi 2 Wy D ... O W, D ... una cadena de subespacios de V', entonces como V es
de dimension finita se tiene la siguiente sucesion de enteros positivos, dim(Wy) >
dim(Wsy) > ... > dim(W,,) > ..., la cual debe estacionar, es decir existe n € N, tal que
dim(W,,) = dim(W,,), para todo p € N, y como W,, D W,1,,, entonces se tiene que
W, = Wy4p, para todo p € N.

Ejemplo 2.4.3. Consideremos el grupo de los nimeros p-ddicos, definido como Q, =
{# [meZykeNU{0}}, con la suma usual de nimeros reales, y consideremos a
Qp/Z como un Z-mdédulo. Entonces Q,/Z es un Z-mddulo artiniano.

En efecto, los Z-submddulos de Q,/Z son exactamente de la forma <# +7Z), con k €
NU{0}. Por lo tanto una cadena de Z-submdodulos de Q,/Z seria de la forma

1 1
Q,/Z 2 <E+Z> 2 (E+Z> 2 ..

Se puede probar que ki > ko > k3 > ..., es decir se obtiene una sucesion decreciente de
enteros positivos, por lo tanto debe existir m € NU {0}, tal que k,, = kpyr, para todo

r € N, y de esta manera se tiene que

(o Z) =

phkm

+ Z), para todo r € N.

pkm+r

Definicién 2.4.2. Un anillo R es llamado artiniano por la izquierda si R como

R-mddulo a izquierda es artiniano.

Ejemplo 2.4.4. Todo anillo de division es artiniano.

Ejemplo 2.4.5. El anillo de los enteros Z no es artiniano. Considere la siguiente

cadena de ideales de Z, la cual no es estacionaria
2)D2H D23 D...D2" D ..

Ejemplo 2.4.6. Sea K un cuerpo, entonces el anillo Klz|/{(zx") es artiniano.
FEsto se debe a que K[z]/(x") se puede ver como un K-espacio vectorial, con las operacio-
nes de suma y producto por escalar usuales, este es un K-espacio vectorial de dimension

finita, también se puede ver que los ideales de K[z]|/{x™) son subespacios de Kz]/{x™)
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como K-espacio vectorial, y por el Ejemplo 2.4.2 se tiene que K[z]/(x") es un anillo

artiniano.

Proposicién 2.4.1. Sea ¢ : M — N un epimorfismo de R-modulos. St M es arti-

niano, entonces N también es artiniano.

Demostracion. Sea {I,},en una familia de R-submédulos de N, tales que I, DO I,

para todo n < m.

Veamos que esta cadena descendente de submoddulos es estacionaria.
Por la Proposicién 2.1.3, se tiene que ¢~!([,) es un R-submédulo de M, para todo
n € N,y ademas

¢ (I,) C ¢ (L), para todo n < m,

es decir que la familia {¢~'(I,)}nen es una cadena descendente de submédulos de M,

entonces por ser M un anillo artiniano, exsite m € N tal que
¢ (In) = ¢ (Imip) para todo p € N,

entonces como ¢ es sobreyectiva, tenemos que I,,, = I,,,4,, para todo p € N, es decir
que {I, }nen es un cadena descendente de submédulos que estaciona.

De lo anterior se deduce que N es un médulo artiniano.

]

Corolario 2.4.1. Sea ¢ : R — S un epimorfismo de anillos. Si R es artiniano, en-

tonces S también es artiniano.

La demostracion del Corolario 2.4.1 es andloga a la de la Proposicién 2.4.1.

Teorema 2.4.1. Sea M un R-mddulo y N un submodulo de M. Entonces, M es

artiniano si y solo si N y M/N son artinianos.

Demostracion. <)Sea S; 2 Sy 2 ... 2 S, D ... una cadena descendente de submdédu-
los de M. Ahora consideremos el epimorfismo canénico f : M — M/N, entonces
f(S1) 2 f(S2) 2 ... 2 f(Sn) 2 ..., y ya que M/N es artiniano entonces existe m € N
tal que f(Sm) = f(Sm+p), para todo p € N.

También tenemos que ST NN D S NN D ...D S NN D .. ycomo N es artiniano,
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entonces existe [ € N tal que S; NN = S;., N N, para todo p € N.
Sea r =méx{m, [}, entonces f(S,) = f(Si4p) ¥y Sy NN = S+, N N, para todo p € N.

De la igualdad f(S,) = f(S,4+p), para todo p € N, se tiene que

FTHAS) = FHf (Srap))

y como f7H(f(S,)) = S,+N, paratodon € N, tenemos que S,+N = S,,,+ N, entonces
(S + N)N S, = (Sy4p + N) N S,. También se puede ver que (S, + N)N S, =S, para
todo n € N, por lo tanto

Sy = (Sr4p + N)N S, = (SrpNS,) +(NNS,).
Como S,4, C S,, obtenemos que S,4, N S, = S,4,, entonces
Sy = Srp +(NNS,).

Ahora, como sabemos que S, NN = S,;, N N, para todo p € N, tenemos que
Sy = Srp+ (NN Sy4p) y como (S, + N)NS, =S, para todo n € N, concluimos que

Sy = Sp4p, para todo p € N. lo que implica que M es artiniano.

=) N es artiniano ya que que todos los submédulos de N son también submédulos de
M.
Veamos ahora que M /N es artiniano. Consideremos el epimorfismo canénico f : M —
M /N. Entonces por la Proposicién 2.4.1 se tiene que M /N es artiniano.

O

Proposicion 2.4.2. Sean M un R-modulo, N y L submddulos de M tales que M =

N+ L. St N y L son artinianos, entonces M es artiniano.

Demostracion. Consideremos el médulo cociente M/L = (N + L)/L, entonces por el
Teorema de Isomorfismo se tiene que M/L = N/(N N L). Como N es artiniano por el
Teorema 2.4.1 se tiene que N/(N N L) es artiniano, es decir que M/L es artiniano y
como L es artiniano entonces por el Teorema 2.4.1 se tiene que M es artiniano.

O

36



Corolario 2.4.2. Sean R un anillo, N y L dos R-maédulos. Si N y L son artinianos,

entonces M = N @ L es artiniano.

Demostracion. Sean N' = N@ {0} y L' = {0} & L, es claro que N’ y L' son submdédulos
de M tales que M = N' @ L', y ademéds como N' = N y L' = L, tenemos que N’ y L’
son artinianos, luego por la Proposicion 2.4.2 se tiene que M es artiniano.

[]

Proposicion 2.4.3. Sea R un anillo artiniano. Entonces todo ideal de R contiene un

ideal minimal.

Demostracion. Sea I ideal de R y supongamos que todos los ideales que estan conte-
nidos en I no son minimales. Sea I, ideal de R tal que Iy C I, como Iy no es minimal,

existe [; ideal de R tal que

II#I(), Il#{O}e]HCI

Ahora como I; tampoco es minimal debe existir I, ideal de R tal que
IL# L, I, #{0}el, CI.
Siguiendo este proceso encontramos una familia {1, },en de ideales no nulos tales que
I, Cl,el,#I,, para todo n > m.

Es decir, encontramos una cadena descendente de ideales que no es estacionaria, lo cual
es contradictorio ya que R es artiniano. Por lo tanto debe existir un ideal minimal
contenido en [.

m

Proposiciéon 2.4.4. St R es un anillo artiniano y semiprimitivo, entonces R es un

anillo semisimple.

Demostracion. Como R es artiniano, entonces por la Proposicién 2.4.3 existe {0} # I;
ideal minimal de R y por la Proposicion 2.1.2 se tiene que R = I; Ky, con K, ideal de R,
si Ky = {0}, tendriamos el resultado.

Si Ky # {0}, por ser R artiniano tenemos que existe Iy C K; tal que I5 es un ideal
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minimal, y por la Proposicién 2.1.2; tenemos que R = I, @ K, con K ideal de R, con
lo cual K; =L@ (K1 NKy), y asi

R:[1@12@<K10K2)

Si K1 N Ky = {0} terminariamos la prueba. Sino como K; N K3 es un ideal de R,
entonces existe I3 C K7 N Ky ideal minimal, y entonces R = I3 ® K3, con K3 ideal de
R. Por lo tanto K1 N Ky = I3 & (K, N Ky N K3), y tenemos que

szl@lg@fg@(KlﬂKngg)

Supongamos que podemos seguir este proceso infinitamente, entonces obtenemos las

familias de ideales {1, }nen v { Ky }nen, tales que

n

L CK,yR=EP Lo (K.

i=1 i=1
Llamemos T, = ﬂyzl K, entonces se tiene que Ty 215, O ... DT, O ..., y ya que R es
artiniano existe m € N, tal que T, = T},4p, lo que implica que I,,,+1 = {0}, lo cual es
contradictorio. Lo que implica que no podiamos seguir ese procedimiento infinitamente,
es decir existe n € N tal que T, = {0}, y porlotanto R=1, & [ & --- & I,,.

m

Proposicion 2.4.5. Si R es un anillo artiniano y primitivo, entonces R es un anillo

simple.

Demostracion. Como R es primitivo, por la Proposicién 2.2.2, tenemos que R es se-
miprimitivo, de esta manera tenemos que R es un anillo artiniano y semiprimitivo,
entonces por la Proposicion 2.4.4, se tiene que R = @?:1 I;, con I; siendo un ideal
bilateral simple de R, para todo j € {1,...,n}.

Por otra parte, por la Proposicién 2.2.1, se tiene que R es un anillo primo. Ahora, como

I; es ideal bilateral de R, para todo i € {1,...,n}, entonces
L1; C I, para todo i € {1,...,n}

y ya que I es simple, entonces I1I; = {0} o I1I; = I;. Si suponemos que I1I; = {0},

entonces por ser R un anillo primo, se tiene que Iy = {0} o I; = {0}, lo cual no es
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posible ya que {0} no es simple, y asi podemos concluir que
I 1I; = I para todo i € {1,...,n}.

También I11; C I;, y usando el mismo argumento anterior, se demuestra que
I 1; = I; para todo i € {1,...,n}

y por lo tanto I} = I;, para todo i € {1,...,n}.

Teniendo esto, veamos que n = 1. Si n > 2, entonces I; N I = {0}, por ser sumandos
directos, pero como I; = I, entonces se tendria que I, = {0}, lo cual es contradictorio,
con lo cual concluimos que n = 1, y por lo tanto R = I es simple.

[]
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Capitulo

ANILLOS DE GRUPOS TORCIDOS

3.1 DEFINICION

Definicién 3.1.1. Una accién de un grupo (G,x) sobre un conjunto X es una
aplicacion ¢ : G x X — X que cumple:

» Para todo x € X, ¢(e,x) = x donde e es el elemento neutro del grupo.

» Para todo x € X, g,h € G, ¢(g*h,x) = ¢(g,0(h,x)).

Nota

= De la Definiciéon 3.1.1 podemos construir un homomorfismo de grupos 0 : G —
Sx, donde Sy = {f : X — X ; f es biyectiva} es un grupo con la composicién

de funciones, definido de la siguiente manera:

0: G — Sy
g — bO,: X — X

T — ¢g,x)

= Si en la Definiciéon 3.1.1 consideramos a X como un anillo, pedimos que para
todo g € G, la funcién 6, sea un homomorfismo de anillos, en este caso ¢ sera
llamada accién de un grupo sobre un anillo. Se sigue de la definicién que
6, € Aut(X), para todo g € G.
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Definicién 3.1.2. Sea R un anillo con 1z, G un grupo y 0 : G — Aut(R) un homo-
morfismo de grupos. El anillo de grupo torcido asociado a el anillo R, el grupo G
y el homonorfismo 6 es R %9 G = @QGG

componente a componente y multiplicacion dada de la siguiente manera:

(Z Tg5g> (Z Sh5h> = (Z Tgeg(sh)59h>a donde 8, = 0(g).

gelG heG g9,heG

Ré,, donde los 6, son simbolos, con adicion

Ejemplo 3.1.1. Sea R un anillo con 1, entonces podemos ver a R como un anillo de

R’

grupo torcido de la siguiente manera: R = R %9 G, donde G = {e} y 0(e) = Ig.

Ejemplo 3.1.2. Sean R = C, G = Zy y 0 : Zy — Aut(C) tal que 6(0) = Ic y 0(1) = I¢.
Entonces el anillo de grupo torcido asociado es C xg Zo = Cog+ Cdy, con adicion com-
ponente a componente y multiplicacion dada de la siguiente manera:

(ad5 + boy)(cdg + dot) = (ac + bd)dg + (ad + be)dr.

Proposicién 3.1.1. Sean R un anillo con 1z, G un grupo y 0 : G — Aut(R) un

homomorfismo de grupos. Entonces R xg G es un anillo con unidad.

Demostracion. Es facil ver que R xy G' con la suma definida es un grupo abeliano.

Veamos que R *g G es asociativo. Sean x,y, z € R *g G, podemos escribir

Tr = Zpgfsw Y= ZQhéha y 2= erk(sk

geCG heG keG

Entonces

x(yz) = (ZPg%) (Z Qh9h(7’k)5hk> = > s (anbn(r))Sgnn-

geG h,keG g,h.keG

Como para todo g,h € G, 0, es un homomorfismo de anillos para todo g € G, y

04, = 04 0 0}, entonces

w(y2) = D 0f(a)0g(On(ri)dnn = D DoBa(a1)0n(r)0gnr.

g,hkeG g,h.keG
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Por otro lado

(ry)z = (Z Pgly(an) gh) <Z 7“k5k> = Z Pg0q(an)0gn (%) Oghe-

g,heG geG g,h,keG

Con lo cual tenemos que z(yz) = (zy)z.
Es facil verificar que el elemento 1zJ, es la unidad en R %y GG, donde e es el elemento

neutro en G. n

Los anillos de grupos torcidos son una generalizaciéon de los anillos de grupo.

Sean R un anillo y G un grupo. Consideremos la funcion
0: G — Aut(R)

g — Ir

Entonces R %y G es un anillo de grupo torcido, este es conocido como anillo de grupo

y se denota como R[G].

3.2 EL TEOREMA DE J. K. PARK

Todas las definiciones y proposiciones dadas en los capitulos anteriores fueron para lo-

grar entender la demostracion del Teorema de J. K. Park, el cual vamos a enunciar.

Teorema (J. K. Park) Sea R un anillo y ¢ un homomorfismo de grupos de G a
Aut(R). Entonces, R %y G es artiniano a la izquierda si y solo si R es artiniano a la

izquierda y G es finito.

Por ahora vamos a demostrar solo una de las implicaciones.

Demostracion. <) Primero veamos que R *¢ G como R-médulo con multiplicacién por

escalar dada por

R xR *g G — R *g G
(r, deG rgdg) — deG I'T40g
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es un R-maddulo artiniano.

Para esto, consideremos a Rd,, para todo g € G, como un R-médulo con multiplicacién

por escalar dada por
R xRo, — R,

(r,804) +— (r8)d,

Es claro que Rd, = R como R-modulos, y ya que por hipdtesis R es artiniano entonces
R, es artiniano, para todo g € G. Por el Corolario 2.4.2 se tiene que R *y G como

R-moédulo es artiniano, ya que G es finito.

Ahora veamos que R *¢ G es artiniano. Sea Iy O I, O ... D I, D ... una cadena
descendente de ideales de R #¢ G. Veamos que [, es un R-submoddulo de R %y G, para

todon e N.Sear e Ry > o704 € I,, entonces

geG
ergég = (T5e)(z r¢0g)
geG geqG

y va que [, es ideal de R %y G se tiene que

(7“(56)(2 rg0g) € In

geqG

y asi demostramos que I, es un R-submoédulo de R x4 G. Por lo tanto I; 2 I, D ... D
I, O ... es una cadena de descendente R-submodulos de R ¢ GG, la cual estaciona ya
que R %9 G es un R-moédulo artiniano, demostrando que R %y G es artiniano.

[]

Para la otra parte de la demostracion necesitaremos mas teoria sobre los anillos de
grupos torcidos, en especifico las que tratan la propiedad de ser artiniano, por lo tanto

retomaremos la demostracion hasta la Proposicion 3.2.5.

Uno de los primeros resultados que debemos tener en cuenta es el Teorema de 1. G.
Connell, el cual es la version del Teorema de J. K. Park para anillos de grupos ordina-
rios, aunque este se puede obtener como corolario del Teorema de J. K. Park en realidad

necesitamos usarlo para su demostracion. La demostracion del Teoema de Connell se
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encuentra en su libro!. Su demostracién no la vamos ver en este texto ya que es muy

extensa.

Teorema (I. G. Connell) Sea R un anillo y G un grupo. Entonces, R|G] es artiniano

a la izquierda si y solo si R es artiniano a la izquierda y G es finito.

La importancia del Teorema de Connell radica en que dado un anillo de grupo torcido
R *¢ G, podemos definir el subanillo de R fijado por la accion de @, el cual esta dado por
RYG) = {a € R | b,(a) = a, para todo g € G}, y se tiene que RV x, G = R D[G],
donde o, = 0,|ro), y haciendo esto en algunos casos podremos aplicar el Teorema de

Connell.

Proposicion 3.2.1. Sean S un anillo con 1g y R un subanillo de S con 1gx = 1g. St
R es un R-sumando directo a izquierda de S, entonces para todo I ideal a derecha de
R,ISNR=1.

Demostracion. Sea I ideal a izquierda de R, como R es un R-sumando directo a iz-
quierda de S, existe un R-submodulo 7 de S tal que S =R B T.

Veamos ahora que IS NR = I. Es claro que I C IS N'R, solo faltaria demostrar que
ISNRCI.

Sea r € IS NR, entonces

x:Zz’ksk, coniy €[y s, €8

y como S = R & T, tenemos que s = r + ly, luego x = > ix(ry + tx) v asi tenemos
que £ — > igry = > igtg. Como T es un R-sumando directo de S entonces > ixly € T

y como x — Y i1, € R, tenemos que
J,’—Z'i;ﬂ“k € RQT,

por lo tanto x — > ixry = 0, ya que la suma es directa, ahora como I es ideal a derecha
de R, > ixry € I, con lo cual tenemos que = € 1.
O

LCONNELL, Ian G. On the group ring. Canad. J. Math, 1963, vol. 15, no 49, p. 650-685.
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La Proposicién 3.2.1 nos permitira obtener una serie de propiedades importantes sobre
los anillos de grupos torcidos, como por ejemplo la Proposicién 3.2.2 y 3.2.3, las cuales

seran claves en la demostraciéon del Teorema de J. K. Park.

Corolario 3.2.1. Sea R anillo con 1, G un grupo y 0 : G — Aut(R) un homomor-
fismo de grupos. Si H es un subgrupo de G, entonces para todo I ideal a derecha de
R xg|,, H se tiene que I(R 9 G) N R *q,, H=1.

Demostracion. Sea T = {> 1,0, € R*g G | r, =0si g € H}, es claro que R %y G =
(Rx*g, H)® T, y como lg.,c = 1R*9\HH7 por la Proposicién 2.1 tenemos el resultado.
[

Las dos siguientes proposiciones son muy importantes ya que veremos como en los ani-
llos de grupos torcidos se mantiene la propiedad de ser artiniano restringiendo su grupo

a un subgrupo o su anillo a un subanillo.

Proposiciéon 3.2.2. Si el anillo de grupo torcido R+¢G es artiniano a derecha, entonces

también lo es R *g|,, H, para todo subgrupo H de G.

Demostracion. Sea {Ip,}men una familia de ideales a derecha de R *g|,, H tales que

L, 21,2..21,D.., entonces por el corolario anterior tenemos que
I,(R %9 G) N R g, H = I,,, para todo n € N.

Ahora, para cada n € N, definimos J,, = I,(R *¢ G), es facil ver que J, es ideal a
derecha de R %9 G, y ademéas J; D J, 2 ... D J, D ....
Como R *x¢g G es artiniano a derecha, tenemos que existe m € N, tal que J, =

Jm+p, Para todo, p € N, por lo tanto
I VR *g); H = Jyqp V'R *g), H para todo p € N.

es decir I, = Iy, para todo p € N, con lo cual podemos concluir que R *g|,, H es
artiniano a derecha.

]

Corolario 3.2.2. Si el anillo de grupo torcido R %9 G es artiniano a derecha, entonces

R es artiniano a derecha.
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Demostracion. Tome H = {e}, y por la Proposicién 3.2.2 se tiene que R, es artiniano,
y ya que Rd. = R, entonces por la Proposicion 2.4.1 se tiene que R es artiniano.
m

Definicién 3.2.1. Sea R un anillo, G un grupo y 0 : G — Aut(R) un homomorfismo
de grupos. Sea B un subanillo de R. Decimos que B es invariante bajo la accion de
0(G) si se cumple que 0,(B) = B, para todo g € G.

Proposicién 3.2.3. Sea R un anillo con 1z y 0 : G — Aut(R) un homomorfismo de
grupos. Sea B un subanillo de R con 1gp = 1g tal que B es invariante bajo la accion
de 0(G). Si B es un B-sumando directo a izquierda de R, entonces, para todo ideal a
derecha I de Bx, G, se tiene que [(R+9G)NBx,G = I, donde o es el homomorfismo
de grupos o : G — Aut(B) inducido por 6.

Demostracion. Como B es un B-sumando directo a izquierda de R, existe C' un B-
modulo tal que R = B & C.
Definamos

T = {chég : ¢g € C para todo g € G}.

geG
T es un B *, G-médulo, y ya que R = B @ C, se tiene que R %9 G = (B %, G) & T,
luego por la Proposicién 3.2.1 se concluye lo deseado.
O

Corolario 3.2.3. Sea R un anillo con 1z y 0 : G — Aut(R) un homomorfismo de
grupos. Sea B un subanillo de R con 1g = 1x tal que B es invariante bajo la accion de
0(G). Si B es un B-sumando directo a izquierda de R, entonces, si R ¢ G es artiniano

a derecha, también lo es B x, G.

Demostracion. Es similar a la de la Proposicién 3.2.2; aplicando la Proposicion 3.2.3.
O

Ahora enunciaremos las dos Proposiciones mas importantes, que son versiones del Teo-
rema de J. K. Park pero con mas hipdtesis, con estas proposiciones ya demostradas el

Teorema de J. K. Park serd muy sencillo de demostrar.
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Lema 4.1. Sea R un anillo simple con 1z, G un grupo y 0 : G — Aut(R) un homo-
morfismo de grupos. Entonces el centro de R es un campo e invariante bajo la accién

de 0(G).

Demostracion. Sea F' el centro de R, para ver que F' es campo solo falta demostrar la
existencia de inversos. Sea 0 # = € F, consideremos el ideal Rz, como R es simple,
entonces Rz = {0} o Rz = R, como = # 0, se tiene que Rz = R, lo cual implica que
x tiene inverso, el cual también estd en el centro de R.
Ahora veamos que F' es invariante bajo la accién de 6(G). Sea g € Gy y € 6,(F), en-
tonces existe z € F tal que y = 0,(z). Veamos que y € F. Sea r € R, como 0, es sobre-
yectiva, existe s € R, tal que r = 6,(s). Entonces tenemos que ry = 0,(s)0(x) = 0,(sx),
y como z € F se tiene que sx = xs, y asi ry = y(xs) = 0,(x)0,(s) = yr. Demostrando
que 0,(F) C F. Para la otra contenencia, podemos deducir de la contenencia anterior
que f,-1(F) C F, y por lo tanto F' = §,(0,-1(F)) C 0,(F).

O

Proposicién 3.2.4. Sea R un anillo primitivo, G un grupo, y sea 6 : G — Aut(R) un

homomorfismo de grupos. Si R x¢ G es artiniano a la izquierda, entonces G es finito.

Demostracion. Como R %y G es artiniano a la izquierda, entonces R es artiniano a
izquierda, por lo tanto R es artiniano a la izquierda y primitivo, por la Proposiciéon
2.4.5 tenemos que R es simple. Luego el centro F' es un campo y es invariante bajo la

accién de 0(G), entonces F x, G es artiniano a la izquierda por el Corolario 3.2.3.

Ahorasea F7(%) = {a € F| 0,(a) = a para todo g € G}. Entonces F*(@xG = F7(@[G],
y por el Corolario 3.2.3 es un anillo artiniano a la izquierda, luego por el Teorema de

Conell, obtenemos que G es finito.
O

Proposicién 3.2.5. Sea R un anillo semiprimitivo, G un grupo, y sea 0 : G — Aut(R)

un homomorfismo de grupos. Si R*9G es artiniano a la izquierda, entonces G es finito.

Demostracion. Como R %y GG es artiniano a la izquierda, entonces por el Corolario
3.2.2 se tiene que R es artiniano a la izquierda. Como R es artiniano a la izquierda y
semiprimitivo, por la Proposicion 2.4.4 se tiene que R es un anillo semisimple.

Sea R = R1BR2®- - -®R,, la descomposicion de R en ideales simples y sea H = ker ().
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Como R #¢ G es artiniano a la izquierda, entonces R *g|,, H = R[H] es artiniano a la
izquierda por la Proposicion 3.2.2. Luego por el Teorema de Connell se tiene que H es
finito.

Ahora probaremos que G es finito. Para ello es suficiente ver que §(G) es finito, ya que
G/H = 6(G). Como R es semisimple, entonces R = R1 ® Ry @ - -+ B R, v aplicando

0 se tiene que

R =04(R1) ®04(R2) ®---D0y(Ry), para todo g € G,
pero por la Proposicién 2.3.5, la descomposicién en ideales es tnica, por lo tanto 6,
permuta a los ideales R;.

Definamos

H; ={0, € 0(G) : 0,(R;) = R1}, para todo ¢ € {1, ...,n}.

Veamos que si 0, € H;, entonces H; = H,0,.

Sea 0, € H;, consideremos hg™!, y veamos que 6,1 € Hy. En efecto, 0;,-1(R1) =
05(0,-1(R1)), y como b, € H;, entonces 0,-1(R1) = R, y asi Oyg-1(R1) = 05(R;) = R1.
Con lo cual tenemos que 05,1 € Hy, y ya que 0, = 0,51 0 0,, se tiene que 0, € H,0,,

y por lo tanto hemos demostrado que H; C H,0,,.

Ahora sea 0, € H,0,, entonces existe 8, € Hy tal que 8, = 05y o 0, por lo tanto
‘gh(Rz> - Hh/(Qg(RZ)) - Qh/ (Rl) - Rl,

es decir que 0, € R,;, y as{ podemos concluir que H; = H,0,.

También debido a que 6, permuta los ideales R;, para todo g € G, se tiene que

0(G) = Hi, y que Hin H; =0, sii # j.

i=1
Para concluir que G es finito, veamos que H; es finito.
Por las Proposiciones 3.2.2 y 3.2.3 se tiene que R, * H; es artiniano a izquierda, y
como R4 es un ideal simple, por la Proposicién 3.2.4 se tiene que H; es finito. Entonces

también se tiene que H; es finito, para todo i € {1,...,n}, por lo tanto 0(G) es finito.

Concluyendo que G es finito. O]
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Con este ultimo resultado podremos realizar la otra implicacién del Teorema de J. K.
Park.

Teorema (J. K. Park) Sea R un anillo y # un homomorfismo de grupos de G a
Aut(R). Entonces, R %y G es artiniano a la izquierda si y solo si R es artiniano a la

izquierda y GG es finito.

Demostracion. =) Por el Corolario 3.2.2 se tiene que R es un anillo artiniano a la
izquierda.

Sea J(R) el radical de Jacobson de R. Entonces 6 induce un homomorfismo de grupos
o:G— Aut(R/J(R)), ya que J(R) es invariante bajo la accién de #. Ahora sea

p:RxgG—R/J(R)*, G .

Definida de la siguiente manera

¢<Z rg(sg) = (rg+ J(R))S,.

geG geG

Como ¢ es un epimorfismo de anillos, y como R %G es artiniano a la izquierda, entonces
R/J(R) %, G es artiniano a la izquierda por la Proposicién 2.4.1.
Por la Proposicién 2.2.3 se tiene que R/J(R) es semiprimitivo, entonces por la Propo-
sicién 3.2.5, se tiene que G es finito.

O

Hemos visto lo corta y aparentemente sencilla demostracién de la segunda implicacion
del Teorema de J. K. Park, pero en realidad el verdadero reto era demostrar la Pro-
posicion 3.2.5, ya que esta es la que nos permite tal facilidad porque la demostracion
solo se basa en la construccién de R/J(R) *, G y su aplicacién. Con esto concluye mi
trabajo, que consitio en una expansién de una parte del trabajo de J. K. Park en su

articulo?.

2PARK, Jae Keol. Artinian skew group rings. Proceedings of the American Mathematical Society,
1979, vol. 75, no 1, p. 1-7.
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