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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO MATEMATICO DE UN MODELO DE CRECIMIENTO DE CANCER PROSTATICO CON
QUIMIOTERAPIA Y TERAPIA ANTIANGIOGENICA.'

AUTOR: JUAN DIEGO RIOS COLMENARES?

PALABRAS CLAVE: CANCER DE PROSTATA, MODELO DE CAMPO DE FASE, QUIMIOTERAPIA,
TERAPIA ANTIANGIOGENICA, METODO DE ELEMENTOS FINITOS, CRECIMIENTO TUMORAL,
DINAMICA DE NUTRIENTES, COMPORTAMIENTO ASINTOTICO, SIMULACION NUMERICA,
ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

DESCRIPCION:

Esta tesis presenta un estudio matematico y numérico de un modelo de crecimiento del cancer de préstata
que incorpora quimioterapia y terapia antiangiogénica. El modelo se basa en un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales (EDPs) que describen la dindmica tumoral mediante un enfoque de campo de fase, la
concentracion de nutrientes y la produccion del antigeno prostatico especifico (PSA). Se emplea el método
de elementos finitos (MEF) para discretizar el sistema, garantizando su buen planteamiento y preservando
propiedades clave como positividad, principios del maximo y estimaciones de energia. El andlisis numérico
demuestra la existencia, unicidad y comportamiento asintético de las soluciones numéricas, mostrando
convergencia hacia estados estacionarios bajo ciertas condiciones. Las simulaciones numéricas ilustran la
progresion del tumor en distintos escenarios bioldgicos y terapéuticos, incluyendo variaciones en la difusion
de nutrientes, tasas de invasion tumoral y eficacia del tratamiento. Los resultados destacan la capacidad
del modelo para capturar dinamicas tumorales complejas y el potencial de las terapias combinadas en el
control del crecimiento canceroso.

' Trabajo de grado.

2 Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Diego Armando Rueda Gémez, Doctor en

Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: MATHEMATICAL STUDY OF A MODEL FOR PROSTATE CANCER GROWTH WITH
CHEMOTHERAPY AND ANTIANGIOGENIC THERAPY.3

AUTHOR: JUAN DIEGO RIOS COLMENARES*

KEYWORDS: PROSTATE CANCER, PHASE-FIELD MODEL, CHEMOTHERAPY, ANTIANGIOGENIC
THERAPY, FINITE ELEMENT METHOD, TUMOR GROWTH, NUTRIENT DYNAMICS, ASYMPTOTIC
BEHAVIOR, NUMERICAL SIMULATION, PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS.

DESCRIPTION:

This thesis presents a mathematical and numerical study of a prostate cancer growth model incorporating
chemotherapy and antiangiogenic therapy. The model is based on a system of partial differential
equations (PDEs) that describe tumor dynamics through a phase-field approach, nutrient concentration,
and prostate-specific antigen (PSA) production. A finite element method (FEM) is employed to discretize the
system, ensuring well-posedness and preserving key properties such as positivity, maximum principles, and
energy estimates. Theoretical analysis demonstrates the existence, uniqueness, and asymptotic behavior of
numerical solutions, showing convergence to steady states under certain conditions. Numerical simulations
illustrate tumor progression under different biological and therapeutic scenarios, including variations in
nutrient diffusion, tumor invasion rates, and treatment efficacy. The results highlight the model’s ability to
capture complex tumor dynamics and the potential of combined therapies in controlling cancer growth.

3 Bachelor’s thesis.

4 Faculty of Sciences. School of Mathematics. Supervisor: Diego Armando Rueda Gémez, PhD in

Mathematics.



Introduccion

El cancer de préstata (PCa por sus siglas en inglés) es uno de los tipos de cancer mas frecuente;
especificamente, es el segundo tipo de cancer mas comun en el género masculino a nivel mundial segun la
Organizacién Mundial de la Salud (ver °). En la mayoria de los casos, el PCa es un adenocarcinoma, que es
una forma de cancer que comienza a crecer en el tejido epitelial de la prostata, y su crecimiento y evolucion
dependen de diversos factores entre los que se encuentran algunas alteraciones genéticas que lo inician y
las condiciones microambientales del tumor. Asi mismo, un proceso clave en el crecimiento tumoral es la
angiogénesis inducida por el tumor, que consiste en el crecimiento de nuevos vasos sanguineos a partir de
los preexistentes mediante senales quimicas producidas por el tumor.

Podria decirse que, la mejor manera de combatir el cancer de prdstata es mediante la prevencion y
la realizacién de examenes regulares para lograr una pronta deteccion, los cuales principalmente son
examenes rectales periédicos (DRESs) y pruebas de antigeno prostatico especifico (PSA por sus siglas en
inglés). El PSA es una proteina producida por la prostata que aumenta su concentracion en el caso del
PCa. Cuando un paciente es diagnosticado con PCa, se le prescribe usualmente terapia de privacion de
androgenos o quimioterapia basada en drogas citotdxicas, las cuales obstruyen el crecimiento del tumor,
inhibiendo la proliferacion celular y promoviendo la muerte de células tumorales.

Actualmente se esta investigando la terapia antiangiogénica para PCa, que consiste en realizar una
accion antitumoral mediante la inhibicién de la vascularizacion del tumor e impidiendo que se le aporten
los nutrientes necesarios para su crecimiento y desarrollo (para mas informacion, se puede consultar ©).
Estudios preliminares como los realizados en 7, 8, dan evidencia de la falta de efectividad de esta técnica
por si sola, pero cuando es combinada con otras como la quimioterapia, ha llegado a producir resultados
como los reportados en °, a saber, una disminucion del 50 % en el PSA en un 75 % de los pacientes.

5 Tania Biswas y Elisabetta Rocca. «<Long time dynamics of a phase-field model of prostate cancer
growth with chemotherapy and antiangiogenic therapy effects». En: Discrete and Continuous Dynamical
Systems - B 27.5 (2022), pags. 2455-2469. DOI: 10.3934/dcdsb. 2021140

6 José L. Mauriz et al. «Tratamiento antiangiogénico del cancer». En: Cirugia Espafiola 78.1 (2005),
pags. 3-11. DOI: https://doi.org/10.1016/S0009-739X (05)70877-0

7 E. Antonarakis y M. Carducci. «Targeting angiogenesis for the treatment of prostate cancer». En: Expert
Opinion on Therapeutic Targets 16.4 (2012), pags. 365-376. DOI: 10.1517/14728222.2012.668887

8  Deborah Mukherii et al. <Angiogenesis and anti-angiogenic therapy in prostate cancer». En: Critical
Reviews in Oncology/Hematology 87.2 (2013), pags. 122-131. DOI: https://doi.org/10.1016/j.
critrevonc.2013.01.002

9 Joel Picus et al. <A phase 2 study of estramustine, docetaxel, and bevacizumab in men with
castrate-resistant prostate cancer». En: Cancer 117.3 (2011), pags. 526-533. DOI: https://doi.org/
10.1002/cncr.25421
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Ahora bien, desde el punto de vista matematico, el modelado y la simulacién computacional del cancer han
demostrado ser prometedores para ampliar la comprensién de estas patologias, asi como para pronosticar
el crecimiento de tumores y los resultados de algunos tratamientos (ver '°, 1", 12 y referencias citadas en
ellos). En este contexto, varios estudios se han centrado en estudiar los efectos de la quimioterapia sobre
los tumores a través de modelos matematicos y simulaciones computacionales (ver, por ejemplo, 3, 14, 19),
De manera especifica, en lo que respecta al cancer de prostata, se propone un modelo matematico'® que
consiste en un sistema de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) para modelar la dinamica del cancer
prostatico en presencia de quimioterapia y terapia antiangiogénica. En la deducciéon del modelo, se usa
el método de campo de fase para describir el crecimiento del tumor, el cual se asume que es impulsado
por un nutriente genérico siguiendo la dinamica de reaccién-difusion; asi mismo, una ecuacion adicional
acopla el campo de fase tumoral con la produccion de PSA.

Teniendo en cuenta lo anterior, este trabajo tendra como punto de partida la referencia ', y se enfocara en

0 E.A.B.F. Lima et al. «Selection and validation of predictive models of radiation effects on tumor growth

based on noninvasive imaging data». En: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering
327 (2017). Advances in Computational Mechanics and Scientific Computation—the Cutting Edge,
pags. 277-305. DOI: https://doi.org/10.1016/j.cma.2017.08.009

Guillermo Lorenzo et al. «Computer simulations suggest that prostate enlargement due to benign
prostatic hyperplasia mechanically impedes prostate cancer growth». En: Proceedings of the National
Academy of Sciences 116.4 (2019), pags. 1152-1161. DOI: 10.1073/pnas. 1815735116. eprint: https:
//www.pnas.org/doi/pdf/10.1073/pnas.1815735116

H. L. Rocha et al. «A hybrid three-scale model of tumor growth». En: Mathematical Models and Methods
in Applied Sciences 28.01 (2018), pags. 61-93. DOI: 10 . 1142 /50218202518500021. eprint: https :
//doi.org/10.1142/50218202518500021

Sébastien Benzekry y Philip Hahnfeldt. «<Maximum tolerated dose versus metronomic scheduling in the
treatment of metastatic cancers». En: Journal of Theoretical Biology 335 (2013), pags. 235-244. DOI:
https://doi.org/10.1016/j.jtbi.2013.06.036

M.U. Bogdanska et al. <A mathematical model of low grade gliomas treated with temozolomide and its
therapeutical implications». En: Mathematical Biosciences 288 (2017), pags. 1-13. DOI: https://doi.
org/10.1016/j.mbs.2017.02.003

Jill A. Gallaher et al. «Spatial Heterogeneity and Evolutionary Dynamics Modulate Time to Recurrence
in Continuous and Adaptive Cancer Therapies». En: Cancer Research 78.8 (abr. de 2018),
pags. 2127-2139. DOI: 10 . 1158/0008- 5472 . CAN - 17 - 2649. eprint: https : //aacrjournals . org/
cancerres/article-pdf/78/8/2127/2777885/2127 .pdf

Pierluigi Colli et al. «<Mathematical analysis and simulation study of a phase-field model of prostate
cancer growth with chemotherapy and antiangiogenic therapy effects». En: Mathematical Models and
Methods in Applied Sciences 30.07 (2020), pags. 1253-1295. DOI: 10.1142/S0218202520500220
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el estudio numérico (basado en el método de los Elementos Finitos (EF)) del siguiente sistema de EDP:

(bt - )‘A(b + 2¢(1 - ¢)f(¢7aa U) = 0)
Ot — UAU + YhO + (r)/c - "}/}L)O'Qé = Sh + (Sc - Sh)¢ - 3¢7 (1)
pt — DAp + ypp = ap + (e — an)9,

en Qr :=Q x (0,7T), donde 2 es un dominio acotado de R™ (n = 2, 3), con frontera 0.

En (1), las incégnitas son ¢, o y p, que denotan la funcién de campo de fase (la cual, teniendo en cuenta
sus dos fases, representa la coexistencia de los tejidos tumorales (¢ ~ 1) y sanos (¢ ~ 0)), la concentracién
de un nutriente genérico y la concentracion de PSA, respectivamente. Asi mismo, A\, > 0 son constantes
de difusion de las células tumorales y el nutriente. Las constantes positivas v, v., Si ¥ S. representan
las tasas de absorcién y suministro de nutrientes en el tejido sano y canceroso. Finalmente, D > 0 es la
constante de difusion del antigeno prostatico, v, > 0 es la tasa de decaimiento del PSA, y los parametros
positivos ay, y a. denotan las tasas de produccion de PSA en el tejido sano y canceroso, respectivamente.

En relacién con las funciones en (1), f(¢, o, u) describe los efectos de movilidad del tumor y de la terapia
citotoxica, u(t) representa el efecto inhibidor en el tumor de una droga citotéxica, mientras que s(t)
representa los efectos de la terapia antiangiogénica. Especificamente, estan dadas de la siguiente manera:

f(@,0,u) = M [1—2¢ —3(m(0) — mesu)],

t—Te g

U(t) = Z ﬁcdce_ e H(t - TC,’L))
i=1

Na =Ty

s(t) = Badae™ o H(t—Tuy).
=1

La funcién m(o) y las constantes que aparecen en (2) tienen el siguiente significado biolégico:

. M > 0 es la mobilidad del tumor, m,.; €s una constante positiva que escala la tasa neta de
proliferacion y m(o) representa la taza de proliferacion tumoral definida como

A _
m(o) = Myes (p—;— + Cr(p — A) arctan <U Ul)) ,

Oy
donde:

= p y A son parametros adimensionales que representan, respectivamente, los indices de
proliferacién y apoptosis de las células tumorales.

= Las constantes o, y o, son, respectivamente, un valor de referencia y un valor limite para la
concentracion de nutrientes. Cuando la concentracién de nutrientes es menor que oy, €l tejido
sano es energéticamente mas favorable que el tejido tumoral, y viceversa.

II. En la funcién u(t), n. es el nimero de ciclos de quimioterapia, 5. mide el efecto del tratamiento
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citotoxico por unidad de dosis de droga (d.), T¢,; son los tiempos de droga suministrada, 7. es la vida
media de la droga y H es la funcién escaldn unitario.

[ll. De manera similar al item anterior, n, es el nimero de ciclos de terapia antiangiogénica, 3, mide
el efecto del tratamiento antiangiogénico por unidad de dosis de droga (d,), T, ; son los tiempos de
droga suministrada y 7, es la vida media de la droga.

El estudio numérico que se desarrollard en este trabajo, aunque en principio se aplica para las funciones
explicitas u y s dadas en (2), en realidad sigue siendo valido para funciones mas generales satisfaciendo

u>0, ueL®Qr), s>0 y se&L®Qr). (3)

De hecho, en los resultados registrados en los Capitulos 2 y 3, no se usara la expresion explicita dada en
(2) para u y s, sino las hipétesis dadas en (3).

El sistema (1) se complementa con las siguientes condiciones iniciales y de frontera:

on  On
¢(0) = d)()v 0(0) = 00, p(o) = Po, en Q.

{¢>o, 99 _ 9P _ o sobre Sy = (0,T) x 0, @

Desde el punto de vista tedrico, en '8, se probd la existencia y unicidad de solucidn débil del sistema (1)-(4),
satisfaciendo las siguientes estimaciones puntuales y de energia:

= Si (¢, 00,p0] € L?(Q) x L?(Q) x L*(Q) con 0 < ¢g(x) < 1 c.t.p. z € Q, entonces
0<¢(t,z) <1 ctp. (t,z) € Qr. (5)

m Si[og,po] € L™(2) x L>®(Q), entonces [o,p] € L= (Qr) x L>®(Qr). Ademas, si og(x) > 0, po(z) >0
cltp.zeQ,ys(t,z) <S.ctp. (t,z) € Qr, entonces

o(t,z) >0, p(t,x)>0 ctp. (t,z)€Qr. (6)
» Si (¢, 00,p0) € HLH(Q) x HY(Q) x H(Q), la solucién satisface la siguiente estimacion de energia

I#llxo + llollx + lIplx < C(IgollF ) +loolizn @ +lpollE @ +lulZa e 812 @r 1) 7)

donde
Xo :=WH2(0,T; L*(Q)) n C([0,T]; Hy () N L*(0,T; H*(Q)),
X :=W*h(0,T; L*()) N C([0,T]; H'(2)) N L*(0,T; H*(1)).
Adicionalmente, en °, se probd un resultado relativo al comportamiento asintético del modelo (1)-(4). En
particular, se demostrd que si A > C(ae, Qn, Vp, Yhs Yer Shs Ses || flloos IS]loos |00l ), €XiSten constantes

B8,C > 0 tales que
lo(t)llL2(o) + lo(t) — oocllz2(@) + IP(t) — Poollz2(@) < Ce "1, (8)
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lo cual, en particular, implica que

lim (l|¢(t)HL2(Q) +lo(t) = ooollz2() + llp(t) —pooHL2(sz)) =0, (9)

t—o0

donde [0, pso] €S solucién fuerte del siguiente problema estacionario relacionado con (1)-(4) (para ¢, =
0):
—NAC + Voo = Sr €N Q,

—DAposc + YpPoc = an €N €1, (10)
00 apoo

—_— = = Q.

o 9 0 sobre 9

Partiendo de los resultados teéricos probados en 5.6, este trabajo se centra en tres aspectos, los cuales
constituyen las principales contribuciones de este proyecto:

= En primer lugar, el planteamiento de un esquema numérico basado en el método de los Elementos
Finitos para aproximar la solucién débil del modelo (1)-(4), garantizando su buen planteamiento y
verificando (a nivel discreto) las estimaciones (5)-(7).

= En segundo lugar, el estudio del comportamiento asintotico de las soluciones del esquema numeérico
planteado, obteniendo estimaciones analogas a (8)-(9) a nivel discreto.

= Finalmente, la implementacion computacional del esquema mediante software especializado, y la
realizacion de simulaciones numéricas.

Para abordar los aspectos anteriormente mencionados, el presente trabajo se organiza de la siguiente
manera: En el Capitulo 1 se recopilan conceptos fundamentales y resultados clave empleados a lo largo de
este trabajo. Se incluye un repaso de espacios funcionales, desigualdades clasicas y teoremas de andlisis
funcional, junto con definiciones y herramientas esenciales para el posterior analisis numérico.

En el Capitulo 2, se plantea un esquema numérico de tipo mixto, usando los métodos de Diferencias
Finitas para la aproximacion temporal y Elementos Finitos para la aproximacion espacial, para aproximar la
solucion del sistema (1)-(4). Se demuestran propiedades fundamentales del esquema, incluyendo su buen
planteamiento y la obtencién de estimaciones discretas equivalentes a las establecidas para la solucion
exacta en (5)-(6).

En el Capitulo 3 se realiza el estudio de una ley de energia discreta asociada al esquema numérico,
equivalente a la propiedad (7) que verifica la solucion exacta. Ademas, se analiza el comportamiento
asintético de la solucién del esquema numérico cuando el nimero de estapas de tiempo va a infinito,
probando propiedades anélogas a (8)-(9).

En el Capitulo 4 se presentan los resultados de algunos experimentos numéricos realizados, con el objetivo

de observar la dinamica tumoral frente a la variacion de distintos parametros, al igual que los distintos
efectos de las terapias citotdxica y antiangiogénica.

12



1. Preliminares

En este capitulo, se llevara a cabo una revisién detallada de los conceptos y resultados fundamentales
necesarios para el desarrollo del trabajo. En primer lugar, se realizara una revisién rapida de algunos
operadores diferenciales clasicos que seran usados frecuentemente; en segundo lugar, se presentaran
algunos espacios de funciones, destacando principalmente los espacios de Lebesgue, Sobolev y Bochner.
En tercer lugar, se realizara un repaso de algunos conceptos y definiciones del area de Analisis Funcional
que seran de mucha utilidad en las demostraciones de los capitulos posteriores; y finalmente, se
presentaran algunas definiciones y teoremas que seran requeridos en el estudio numérico.

1.1. Notacion

En el desarrollo de este trabajo, Q2 denotara un dominio acotado de R"™ (para n = 2,3), esto es, un
conjunto no vacio, abierto y conexo cuya frontera sera denotada por 9€2. Un punto de R™ es escrito como
z = (z1,%2,...,3,) ¥ SU norma euclidiana viene dada por ||z|z- = (X1, ?)1/2. El producto interno de
dos vectores z,y en R™ es dado por (z,y)rn = Y i\ Ti¥i-

Si o = (a1,009,...,a,,) €S Una n-upla de enteros no negativos «;, se dice que « es un multi-indice de
longitud || :== a1 + ag + - - - + a,. Para z € R™ y « un multi-indice, se define z® como z* := z{* 52 - - - x0.
Similarmente, si D; = 9/0x;, entonces D* definido como

ole

D® = D' Dg? - D = 1.1
v " Qxroxy? - ann (1.1)

denota el operador diferencial de orden |«|. Note que D000y = 4,

El simbolo V representara el operador gradiente, que es definido como:

0 0
v Dl <81;17-..7a'1:'n/> .
)

Asi, para una funcion escalar f, V f representa el vector con i-ésima componente % De la misma forma,
A representara el operador Laplaciano, que es definido como:

A =: Z;a—mg,

. .z F 2
esto es, si f es una funcion escalar, entonces Af = >"" | %

conjugado; en el caso 1 < p < oo, p’ viene dado por la relacion

. Paral < p < oo, p’ denotara su exponente



y sip = 1 entonces p’ = oo, 0 Si p = co entonces p’ = 1.

En general, para un espacio normado X se denota su norma como || - ||x- Si X es un espacio de Hilbert,
denotaremos su producto interno como (-, ) x. (salvo el caso de L?(Q2) que sera denotado por (-,-)), y para
el producto dual entre X’ (dual de X)y X, se usara (-, -)x’ x-

1.2. Espacios de Funciones

Se comenzara definiendo los espacios de Lebesgue. Para p € R,1 < p < oo, el espacio de Banach L?(Q)
es definido como

P (Q) = {u : Q — R" : u es medible y / lu(z)|Pde < oo} ,
Q

con norma || - || .» definida por

lull e = ( / U(x)|pd$>;

En el caso p = 2, el espacio L?(Q2) es un espacio de Hilbert con producto interno

(u,v) := (u,v)p2 = / u(z)v(x)de,

Q

con norma definida por |ju/|.> = (u,u)2. Se muestra facilmente que si p > ¢, el espacio LP(Q) C LI(Q). Asi
mismo, el espacio L>°(Q2) es definido como

L¥(Q) :={u: Q= R": uesmedibley |u(z)| < Cc.t.p.en N},

con norma definida por

lull = = sup ess|u(z)]-
zeQ
Para 1 < p < oo, el espacio dual de L?(f2), denotado por (L*(9))’, es dado por
’ 1 1
(LP(Q)) = L9(2),donde — + — = 1.
p q
Ahora, con el objetivo de definir los espacios de Sobolev, se recordara el concepto de derivada débil.

Definicion 1.2.1. (Derivada débil) Suponga que u, v € L}, (Q) y a es un multi-indice. Diremos que v es la

«a-ésima derivada débil de u, lo cual sera denotado por D*u = v, Si
/ uDpdx = (—1)°! / vodr, Vo € O ().
Q Q
Parak € NypcRcon 1 < p < oo, los espacios de Sobolev W#»(Q) son definidos por
WHhP(Q) ;= {v e LP(Q) | D* € LP(Q) paratodo 0 < |a| <k},
donde D“ es el operador definido en (1.1). El espacio de Sobolev W*?(Q2) es un espacio de Banach con
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la norma

lollwes = > 1D%I%. | p<oo,
lee|<k

lv|lswe.c = max (sup ess Dau(ac)|) , p=00.
|a|<k €N

En el caso p = 2, se denotara W*2(Q2) := H*(Q), el cual es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u,v) gre = Z (D%u, D%) = Z /QD“u(x)D“v(x)dx,

lal<k lal<k

y cuya norma es definida por ||v||gm = (u, u)%{m. Asi mismo, el espacio Hj*(2) es definido como la clausura
de C5°(Q2) en la norma de H™((2). En particular, el espacio de Sobolev H!(Q) es definido por

H'Y(Q) = {u € L*(Q) tal que g;t

S LQ(Q), v, € {1, ..,n}}a

donde é% es la derivada débil de u; mientras que el espacio H{} (Q2) es caracterizado por
Hi(Q) ={uc H Q) :u =0 sobre 9Q}.
Para terminar esta seccion, se presenta la definicién de los espacios de Bochner.

Definicion 1.2.2. (Espacios de Bochner) Sea X un espacio de Banach y a, b tales que — < a < b <
+o00. Paral < a < 400, diremos que f € L%(a,b; X) si: f es medible y

o

b
Il Lo ap:x) = (/ |f(t)%dt> < +o00.

En el caso o = +o0,
[ fllLos(ap:x) = sup ess||f(t)]|x.

t€la,b

1.3. Definiciones y resultados de Analisis funcional

En esta seccién, se citaran algunas definiciones y resultados del area de Analisis Funcional que seran
utilizados en el desarrollo de los capitulos posteriores. Se comenzara enunciando las siguientes tres
desigualdades que seran usadas frecuentemente, y sus respectivas demostraciones se encuentran en '.

' Haim Brezis. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations. 1st. Springer, 2011
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Teorema 1.3.1. (Desigualdad de Young) Sean a,b,p,q numeros reales positivos tales que 1% + % = 1.
Entonces se verifica la siguiente desigualdad

p q

ab < “ + b—

D q
Teorema 1.3.2. (Desigualdad de Holder Generalizada) Sea Q2 un dominio acotado de R" y las funciones
fi € LP(Q) parai = 1,2,...,k, con p;,p > 1y satisfaciendo ; = - + _- + ...+ _-. Entonces, para
f=fifo- fe_1fr € LP(Q) se tiene

[ lle < WFull o [f2llpon - - 1fkll oo -

Teorema 1.3.3. (Desigualdad de Poincaré) Sea Q un dominio acotado de R"™. Entonces existe una
constante C' (dependiente de |(1|) tal que

lullLe < C||VullLz Yue Hol(Q)

A continuacion, se presenta el concepto de inmersién continua de un espacio de Banach en otro, el cual
sera necesario para enunciar el teorema de las inmersiones de Sobolev (tomado de 2), teorema que sera
usado frecuentemente en la obtencién de algunas estimaciones.

Definicion 1.3.4. (Inmersidn continua) Sean X y Y espacios de Banach con normas | - ||x y || - llv
respectivamente, tales que X C Y. Diremos que X esta inmerso continuamente enY, y lo denotaremos
por X — Y, si el operador inclusion es continuo, es decir, si existe una constante C > 0 tal que

lzlly < Cllzllx, VaeX.

Teorema 1.3.5. (Teorema de las inmersiones de Sobolev) Sea Q2 un dominio de R, p > 1y k > 0. Si
kp < n entonces
WHhP(Q) — L™(Q),

para todo r € [p, n’j’,’fp} Si kp < n, y para todo r € [p,o00) si kp = n. En particular, existen constantes

C1,Cy > 0 que dependen tnicamente de k,p,r y n tales que, para todo u € W*?(Q),

np
n—kp

lullor < Collullwr» paratodor € [p,o0), sikp=n.

lullr < Ci||ul|lww» paratodor e {p, ] , Sikp < n,

Finalmente, si kp > n, cada u € W"P(Q) es igual en c.tp. en Q a una unica funcién en C'(), con
0 <1< k-1 ylasiguiente desigualdad se tiene

[ullcr < esllullwrs.

2 G.P Galdi. An Introduction to the Mathematical Theory of the Navier-Stokes Equations. 2nd. Springer,

2011
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A lo largo de este documento, se usaran repetidamente las siguientes desigualdades de Sobolev en
dominios tridimensionales, que son consecuencia directa del Teorema 1.3.5:

ol < Cllollar,

[ollze < Cllol g2

Por otra parte, los siguientes teoremas seran utilizado para estudiar el buen planteamiento del esquema
numeéerico.

Teorema 1.3.6. (Teorema de Lax-Milgram)' Sea H un espacio de Hilberty a: H x H — R un operador
bilineal continuo y coercivo, esto es, existen constantes o, 8 > 0 tales que

la(u,v)| < a||lu||lgllv||g, paratodowu,v e H,

a(u,u) > Bllul|}, paratodou € H.

Entonces, para cada g € H' existe un unico elemento u € H tales que
a(u,v) = (g,v), paratodov € H.

Teorema 1.3.7. (Punto fijo de Leray-Schauder) Sea X un espacio de Banach, o € (0,1] y F : X —» X
una aplicacion continua y compacta tal que, para cada x € X con x = oF(x), se tiene que ||z||x < C con
C > 0 independiente de «.. Entonces, F admite al menos un punto fijo.

1.4. Resultados relativos al analisis numérico

Para las definiciones y los resultados que se enunciaran en esta seccion, se asume {7, },~o siendo una
familia de triangulaciones de 2 formadas por simplices K no-obtusos (triangulos en 2D y tetraedros en 3D
con todos los angulos interiores menores o iguales que 7 /2), tales que

a=J K,

KeTh

donde, h = méxkeT;, hic, cOn hx siendo el didametro de K. Se denota también por N, = {a;}icr al
conjunto de todos los nodos de 75, y se considera el siguiente espacio de elementos finitos lineales a
trozos asociados a 7p:

Ny = {nn €C%Q) : mp|yc € P1(K), VK €T},

denotando su base de Lagrange por {¢. }acn;, ; @si como su subespacio:
Ny = {nj, € Ny, : n;, = 0 sobre 9Q}.

De aqui en adelante en esta seccion, Z;, denotara cualquiera de los dos espacios Nj, 0 N}.
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Definiciéon 1.4.1. (Mallado cuasiuniforme)® Se dice que una familia de triangulaciones {T;}n>0 €S
cuasiuniforme, si existen constantes positivas Cy,Cy > 0 tales que para todo K € Ty, se tiene que

Cih < p(K) y diam(K) < Csh,

donde p(K) es el diametro del mayor circulo inscrito en K y diam(K) es el diametro del menor circulo que
contiene a KC (ver Figura 1.1).

diam(K)

Figura 1.1: diam(K) y p(K) para un triangulo K en R2.
Ademas, se considera el operador de interpolacién nodal r;, : C(Q) — Z;, definido por

rp(n) = Z n(a)p., Vne C(Q),
aE-’\/h

a partir del cual se define el siguiente producto interno discreto (conocido en la literatura como

Mass-Lumping):

(nh,ﬁh)h = / Th (nh ~ﬁh) dr = Z nh(a)ﬁh(a)/ ©a dx, Nnp,np € Zp, (12)
Q

(lEN;L Q

el cual induce la norma discreta ||ng ||, = v/ (nh, nr ), definida sobre Zj,.

El siguiente resultado, tomado de 4, establece que, en Zj,, la norma definida anteriomente es equivalente
con la norma del espacio L?(2).

3 L. Ridgway Scott Susanne C. Brenner. The Mathematical Theory of Finite Element Methods. 3rd.
Springer, 2011

4 Roland Becker, Xiaobing Feng y Andreas Prohl. «Finite Element Approximations of the Ericksen—Leslie
Model for Nematic Liquid Crystal Flow». En: SIAM Journal on Numerical Analysis 46.4 (2008),
pags. 1704-1731. DOI: 10.1137/07068254X
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Lema 1.4.2. En Zy, las normas || - || y || - |2() SOn equivalentes, es decir, existen constantes Cy,Cs > 0
(independientes de h) tales que
Cillullrz() < llulln < Collul[z2().-

Tomando en cuenta el operador definido en (1.2), se introduce el operador proyeccion Q;, : L3(Q) — Z,
definido por
(Qn(m),m)" = (m,m), Vm € Z,. (1.3)

El operador @, definido en (1.3) sera usado para definir la inicializacion del esquema numérico en el
Capitulo 2, garantizando que los datos iniciales para el esquema conserven las mismas cotas puntuales
(positividad y principio del maximo) requeridas para las condiciones iniciales del problema continuo (1)-(4).
Asi mismo, las siguientes proposiciones seran usadas para probar algunas estimaciones puntuales para la
solucion del esquema numérico.

Proposicién 1.4.3. ® Sean b,b € N,. Sib +# b, entonces la siguiente estimacioén para las funciones base
asociadas ab y b se tiene
Voy - Vep <0 c.t.p. en. (1.4)

Proposicion 1.4.4. 6 Siu € C(Q), entonces
(rn(u))® < ra(u?).

Finalmente, con el objetivo de obtener algunas estimaciones para las soluciones discretas en normas
fuertes en el Capitulo 3, se consideraran los siguientes operadores (7):

AhiNh — Nh

w = Apw,

Ap:N? — N?

zZ = Ahz,

J. V. Gutiérrez-Santacreu F. Guillén-Gonzalez. «From a cell model with active motion to a Hele—Shaw-like
system: a numerical approach». En: Numerische Mathematik 143 (2019), pags. 107-137. DOI: 10.1007/
s00211-019-01053-7

Francisco Guillén-Gonzalez, Maria Angeles Rodriguez-Bellido y Diego Armando Rueda-Gémez.
Unconditionally energy stable fully discrete schemes for a chemo-repulsion model. 2018. arXiv: 1807 .
01118 [math.NA]

F. Guillén-Gonzalez, M. A. Rodriguez-Bellido y D. A. Rueda-Gomez. Study of a chemo-repulsion model
with quadratic production. Part II: Analysis of an unconditional energy-stable fully discrete scheme. 2020.
arXiv: 1803.02391 [math.NA]
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donde A,w € N, y Apz € N} resuelven, respectivamente,

(Apw, )" = (Vw, Vi) + (w, @), Vi € Ny,

(Apz,2)" = (Vz,Vz), Vzie NY,

y para los cuales, se tienen las siguientes estimaciones

HwHWl,G < CHAthLz, Yw € Ny,

lzllwie < C||Anz| L2, Vze€ NP.
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2. Analisis numeérico

Este capitulo tiene como objetivo plantear y analizar un esquema numérico para aproximar las soluciones
del modelo (1)-(4). Se demostrara el buen planteamiento del esquema, y se probara que la solucién discreta
satisface las mismas estimaciones puntuales que verifica la solucién exacta (ver (5)-(6)).

2.1. Esquema numeérico

Con el objetivo de obtener el esquema de aproximacion numérica asociado al sistema (1)-(4), se realizan
las siguientes consideraciones:

(@)

Sea 0 < T < +o0. Se considera la particién uniforme en tiempo

K-1

(O7T} = U (t7rutm+1]7

m=0
con t,, = mAt,donde K € Ny At = % es el paso en tiempo. Sea Q2 C R? o R3 un dominio acotado
con una frontera poligonal o poliédrica Lipschitz-continua.

Sea {75 }r>0 una familia cuasiuniforme de triangulaciones de 2 formadas por simplices X no-obtusos
(triangulos en 2D y tetraedros en 3D con todos los angulos interiores menores o iguales que 7/2),

tales que
Q= J K,
KeTh

donde, h = méxieT, hic, CON hx siendo el diametro de K. Se denota también por N}, = {a;}c;s al
conjunto de todos los nodos de 7},.

Para aproximar al espacio H'((2), se considera el espacio de elementos finitos lineales a trozos
asociado a 7p:
Nh:{nheC(ﬁ):nh|K€P1(K), V’CE’EL}

y su base de Lagrange sera denotada por {¢, }aen, - Asi mismo, para aproximar H{ (€2) se usara

Ny = {ny € Ny, : nj, = 0 sobre 90} .

Teniendo en cuenta esto, se plantea el siguiente esquema de primer orden en tiempo, no lineal, desacoplado

-1

asociado al modelo de estudio (denotando, en general, d;a™ = “"*A“t" ):

Inicializacion: Sean ¢° = Q. (¢o) € N}, 0 = Qn(00) € Np y p* = Qn(po) € Np,.

[Paso 1] Dado [¢" 1,01, p"~ 1] € NP x N}, x Ny, computar ¢" € N} satisfaciendo
(667, 8)" + A (Vg™ V@) +2 (¢"(1 — ") f(¢" 0" 1 um 1), 8)" =0 Ve NI,  (21)
siendo (-, )" el operador definido en (1.2).
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» [Paso 2] Dados [¢" !, p" "] € N;, x Ny y ¢ € NP, computar [0", p"] € N, x N, satisfaciendo, para
todo [7,p] € Nj X Ny,

(60", 6)h +n(Vo™,Va) + Vh(an,(i)h =Sp(l - ¢",6)h + ((Se — s™)¢", 6)h —ven(a™™, ), (2.2)
(6:p",D)" + D(VD", VD) + % (p", D))" = (an, ) + (e — an)(¢", ), (2.3)
denotando ep := 7. — Yn Y 8" = $(tn, ).

Observacion 2.1.1. Si0 < ¢y < 1 y o, po > 0, entonces 0 < ¢° < 1 y o°,p° > 0. De hecho, de (1.3) se
tiene que

(¢°,0)" = (Qn(d0), )" = (¢0,9), Vo € Ny,

y entonces, tomando ¢ = rj,([¢°]-) € N7, donde [¢°]- = min{¢®,0} < 0, y usando la Proposicion 1.4.4, se
deduce que

/ (ra (6] ))%dx < / r(([°)-)?)dz = (o, ru([8°]-)) < O,
Q

Q

lo cual implica que r1,([¢°]—) = 0, y asi, ¢° > 0. Procediendo analogamente, se tiene que ¢°,p° > 0. Por
otra parte, de (1.3) se tiene que

(QSO - 1795)}7( = (Qh(¢0) - 17(5)}1 = (¢0 - 17(2_5)a qu_) € N}??

de lo cual, tomando ¢ = r;,([¢° — 1]4+) € N2, donde [¢° — 1]+ = max{¢° — 1,0} > 0, y usando de nuevo la
Proposicion 1.4.4, se deduce que

/ (ra (¢ — 1],))%dz < / r(([6° — 11)%)de = (o — 1, ra(6° — 1])) < 0,
Q Q

lo que implica que r1,([¢° — 1]1) = 0, y asi, ¢° — 1 < 0, o equivalentemente, ¢° < 1.

2.2. Propiedades para ¢"

El objetivo de esta seccidn es probar que el esquema numérico (2.1) tiene una Unica solucién que satisface
las mismas estimaciones puntuales verificadas para la solucion exacta de (1); (ver (5)). Especificamente,
el objetivo sera demostrar el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1. Sea [¢" ',0" "1, p"~!] € NP x N x Ny con 0 < ¢"~! < 1, entonces existe " € N
solucién de (2.1), que verifica
0<¢"<lenq. (2.4)

Ademas, existe una constante C > 0 tal que si At < % entonces la solucién ¢™ € N ,? es unica.

Con el objetivo de probar el Teorema 2.2.1, se considerara el siguiente problema modificado: Computar
¢" € N satisfaciendo

(8:6".8)" + A (V6" Vo) +2(3"(1 - M) f(¢" 0" ' ).8) =0 VEeN).  (25)
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donde
5" = min{1, max{0, ¢" }}.
El Teorema 2.2.1 se probara en 3 partes:

= En primer lugar, se probaran las cotas puntuales 0 < ¢™ < 1 para ¢" soluciéon del esquema
modificado (2.5).

= En segundo lugar, se demostrard la existencia de solucién de (2.5).

= Por ultimo, teniendo en cuenta que cualquier solucién de (2.5) es solucién de (2.1) (pues 5" =¢" ya
que 0 < ¢™ < 1 gracias al primer item), ya se tendria que existe una solucién de (2.1), y por lo tanto,
solo restaria probar la unicidad de solucién de (2.1).

Lo mencionado en los items anteriores, constituye el contenido de los siguientes resultados.

Lema 2.2.2. (Estimaciones puntuales para (2.5)) Sea ¢" cualquier solucion de (2.5). Si0 < ¢"~ 1 < 1
entonces 0 < ¢™ < 1.

Demostracion. Por un lado, para probar que ¢" > 0 se toma como funcién test en (2.5) a ¢ = r,,[¢" | (donde
o™ := min{0, ¢"}), de lo cual se tiene

n _ 4n—1
/rh [¢ A(f TRl ]} dx +X | Vo™ - Vry[o™|dx

Q

=2 [ [ 0= o ) o o

Teniendo en cuenta que r,[u - 7, [v]] = rilu - v] (ya que r,[v] coincide con v en los nodos espaciales), se
obtiene

/th [¢” Afn : M dx+)\/QV¢”-Vrh[dﬂ]dx:—2/th Gra - en] . (26)

Note que, si ¢ = 00 si ¢" # 0 (lo que implica que ¢™ < 0y por tanto 5” = 0), el lado derecho de (2.6)
es igual a cero (gracias al factor 5” -¢™). Con esto y reescribiendo los términos del lado izquierdo, se tiene
que

/Qérh[((bﬁ)ﬂdx_/ﬂérh[¢n_l¢ﬁ]d$+)‘ /Q|Vrh[¢ﬁ]‘2dm+/gvrh[¢m.Vrh[w]dm —0

I Iy I3

Usando el hecho de que 0 < ¢"~! en I, y la definicion de || - |2 en I, dichos términos son positivos, y
utilizando la Proposicion 1.4.3 en I3 se tiene también que

.[3 - /erh[gb—i-} VT'h an Z ¢n ¢n a / VSpa(x) . V(,Oa(x)d:c Z 0,

a,a€ENy,

llegando a
1 n\2
a7 [ rellon e <.
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Finalmente, usando la Proposicion 1.4.4 se deduce que

1 1 1
aglrelon s = 57 [ Gwlonfde < 57 [ ml(onlde <o,

Asi pues |rn[¢"]||3. = 0, por lo tanto 7, [¢™] =0y ¢™ = 0, lo que implica que ¢™ > 0.

Por otro lado, para probar que ¢" < 1, se toma como funcién test en (2.5) a ¢ = r,[(¢" — 1)] (donde
(o™ — 1)+ = méx{¢"™ — 1,0}), obteniendo

/th [(¢" -1) _Ai(bn_l - (¢" — 1)4 dx

3 [ V@1 Vil - Diddo =<2 [ 5 [0 s @ - 1] de @)
Q Q

Note que, si ¢™ < 1 se tiene que (¢™ — 1) =0, y si ¢" > 1 se deduce que ¢" = 1, por esto el lado derecho

de (2.7) es igual a cero (teniendo en cuenta el factor (1 — q~5”)(¢” —1)4). Con esto y reescribiendo el lado

izquierdo, se llega a

1

[ rlen =130 — | Sl =16 = )il + [ V(6= 1) Trfi¢" = 1)iJde = 0. (28)

(i) (i)

Usando el hecho de que ¢"~! < 1 en (i) y un razonamiento analogo a la positividad de ¢™ en (i), se concluye
que estos términos son positivos, y por lo tanto, de (2.8), se deduce que

< /Q ral(9" — 1)4)%)de < 0.

Finalmente, usando la Proposicion 1.4.4 se sigue

Rlrel(@" =l < 57 [ 7wl(@" =1 )%de <0,

Asipues |7,[(¢" —1)4+][|I7. = 0, por lo tanto 7, [(¢" —1)4+] =0y (¢" —1)4 = 0, lo que implica que ¢™ < 1. O

Teorema 2.2.3. (Existencia de solucion para (2.5)) Sea [¢"~!,0" !, p"~!] € NP x N, x N, con 0 <
"' <1, entonces existe ¢" € N solucién de (2.5).

Demostracion. (Por simplicidad de notacién se escribira ¢™ = ¢) Para garantizar existencia de solucion del
esquema modificado (2.5) se usara el Teorema de punto fijo de Leray-Schauder (ver Teorema 1.3.7), para
ello se define el siguiente operador

F:N) — N}
w — Flw)=2¢, (2.9)
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donde ¢ resuelve

h

& (6.:9)" +A(V6,V9) = -2 @01 - D)6 0", 6)" + 1 (077 6)" Ve Ny (240)

A continuacion, se verificara que se cumplen las hipotesis del teorema de punto fijo de Leray-Schauder.

|. I esta bien definido: Para probar esto, se hara uso del Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema 1.3.6).
Defina los funcionales a : Nj) x Nf = Ry g : N? — R de la siguiente manera:

_ 1 _ _
a(,0) = z; (0.9)" +A(V6, V). (211)
N ~ ~ - n— n— oy 1 n— Y
9(6) = -2 @1 - f(¢" 0" w1, 9)" + 1 (677 9)" (2.12)
Para verificar las hipétesis del Teorema 1.3.6 se debe demostrar: bilinealidad, continuidad y
coercividad de a definido en (2.11), y linealidad y continuidad de g definido en (2.12).
= Propiedades del funcional a.

+ Bilinealidad: Para probar la linealidad en la primera variable, se toma ¢ = a¢ + Sy en
(2.11), obteniendo

w(ad + 5, 8) = 17 (a6 -+ B6,8)" + X (V(ao + 59), V)

ahora, teniendo en cuenta la linealidad de la integral, del operador interpolacion y del
gradiente se tiene

w00+ B, ) = o (6.0)" + L (9.6)" + 0 (V6,96) + 5 (V4. V9)
de lo cual, reorganizando se llega a
alag + By, ¢) = aa(¢, §) + Ba(p, ),

lo cual implica la linealidad en la primera variable. La linealidad en la segunda variable se
prueba de manera analoga.

» Continuidad: Note que, usando la desigualdad triangular y la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, se tiene que

a(6,9)] = 16,01+ Ao, VD) < hollnldlln+ ITolls [Valozs  (2.13)
— I

I

ademas, por el Lema 1.4.2 y la inmersion continua H'(Q) — L?(Q), se tiene que

C - -
I < Glélcaliélice < Mllglla ol a, (2.14)
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I < Nl (|0l arr- (2.15)
Asi, de (2.13)-(2.15) se llega a
|a(¢,9)| < Cllolla (|0l

lo que demuestra la continuidad del operador a.

» Coercividad: Note que
2 2. i 2 2
a(¢,¢) = rh[¢ Jdz + A IWI dr = |9l + AIVOIIL:,
de lo cual, utilizando el Lema 1.4.2, se tiene que

C
a(¢,9) > =llol7z + MV
Asi, tomando B = min{-Z, A}, llegamos a

a(¢, ) > Blo|| 4,

lo que muestra la coercividad de a.
= Propiedades del funcional g.

 Linealidad: La linealidad de g se obtiene nuevamente de la linealidad de la integral y del
operador interpolacion.

+ Continuidad: Para ver la continuidad de g se hace uso de la desigualdad triangular,
obteniendo

|g(¢3)|§2/ﬂ|rh 1—wf¢]dx+ . /]W;s" L9]| dz. (2.16)

Usando que 0 < @ < 1, f(¢" 1, 0" L u" 1) € L>®(Qr) (ver '8), ¢»~! < 1, la inmersion
continua H'(Q) < L'(Q) y el hecho de que r,[¢] = ¢ paratodo ¢ € N?, se pueden acotar
los términos del lado derecho de (2.16) de la siguiente forma

2/Q rn[@(1 - &) ]| do < C/Q [rn[g]]da = C/Q 9ldz = C||dllr < Cllé|lm,  (2.17)

1 n—
& [ Indertallde < 5 [ mldlide = Slolee < 500l @18)

Luego, de (2.16)-(2.18) se llega a

19() < Cll ¢l

concluyendo que el funcional g es continuo.

Con lo anterior, aplicando el Teorema de Lax-Milgram 1.3.6 se concluye que, dado w € NP,
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existe una Unica solucion ¢ para (2.10), y por lo tanto el operador F' esta bien definido.

Il. Todos los posibles puntos fijos del operador oF (con o € (0,1]) estan limitados: En efecto, note que
los puntos fijos del operador a.F verifican que F(¢) = 1 ¢, es decir, para todo ¢ € Ny,

_ Y _ ~ ~ Nho1 _
—(6,8)" + 2 (v6,V8) = -2 (31— "o u ), 6) + (678" (219)
At « At
Tomando ¢ = ¢ en (2.19) y multiplicando por «, se obtiene

Lo @1 _ T4 ONE L A
300" = 5@ L0 13 [ [VoPde =20 [ nld0-)f gl (220

U] (ii)

Por un lado, del término (i) en (2.20) se tiene

h o n—1 h n—1 n—1 n—1 n—1
() = 2A4¢¢>+§Z;¢¢>—4;w O (Y- (g g

1 n—
2Atmwu—aleWA QAtmwﬁ—2M¢¢mﬂh+awleA
=Z§HWM—aﬂW“Wﬂ+2AN¢ ag" 3

2 2At [CullolZ2 — Cao®(l6™ 172 ] - (2.21)

Ahora, siguiendo el mismo procedimiento realizado en la prueba de la continuidad de g, usando la
desigualdad de Poincaré y la desigualdad de Young, y teniendo en cuenta que « € (0, 1], se obtiene

- A
(i) < CallgllL: < CIVellL2 < §I|V¢HQL2 + O (2.22)

Entonces, de (2.20)-(2.22), usando de nuevo que a € (0, 1], se llega a

2 2 | 4n—1
L0l + 2 IVSIE < Or+ a2 6" R,

lo cual implica que
plla < C.

Asi, se concluye que todos los puntos fijos del operador oF' estan acotados por una constante C,
donde C depende de [\, [, || fl|z~(or), At], pero es independiente de a.

lll. F es continuo: Para esto se considera una sucesion (w,,)men C Np — W1°(Q) tal que
Wm — w en Ny cuando m — oco. (2.23)
Al estar en dimension finita, (w™),,en esta acotada en W1>°(Q). Denotando por F(w,,) = ¢m Y
F(w) = ¢, se debe probar que ¢,,, — ¢.

Note que, procediendo analogamente al item anterior, se deduce que la sucesion (¢, )men €sta
acotada en N) — W'>°(Q) (independientemente de m), y por lo tanto, existe una subsucesién de
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(¢m)men, denotada igualmente por (¢,,)men, ¥ Un elemento ¢’ € N7, tal que
bm — ¢ en WH>(Q), cuando m — oco. (2.24)

Resta ver que ¢’ = ¢, lo cual se deduce tomando el limite cuando m — oo en la siguiente igualdad

&7 [ lndldn £ [ Vo Vids = <2 [ nfGn (=) filde+ 5 [ nlondlde, (225)

y usando las convergencias (2.23) y (2.24). A manera de ejemplo, se mostrara el paso al limite en el
término mas delicado (el Unico no lineal) de (2.25):

/Q (B (1 — D) fB)d — / rB(1 - ) félda| =

Q

/Q B (1 — B) [ — B(1 — &) fP)dx

?"h[(~ = B)(1 = &) [+ D@ — D) fo]da

<c/ (@ ]dx\+C/ (@ — @) Blda]
< Cllam — @[pl|olln + Cll@ — Gmlnll@lln

< COl@m — @llz2llellre + Cl@ — Tmllzell @z — 0.
m— o0

Pasando analogamente el limite en cada uno de los términos lineales de (2.25), se concluye que
¢ = F(w) = ¢'. Asi, cualquier subsucesion convergente de F(w,,) converge a ¢’ = F(w), y por la
unicidad de F'(w) se concluye que toda la sucesion F(w,,) — F(w); entonces, F' es continua.

Por lo tanto, se cumplen todas las hipétesis del Teorema de punto fijo de Leray-Schauder (en dimension
finita), y se concluye que F' tiene un punto fijo ¢, es decir ¢ = F(¢), el cual es solucion de (2.5). O

Teorema 2.2.4. (Buen planteamiento de (2.1)) Sea [¢" 1,01, p"~ 1] € N? x Njy x Nj, con 0 < ¢"~! < 1.
Existe una constante C' > 0 tal que si At < é entonces el esquema (2.1) tiene una Unica solucién ¢™ € NJ.

Demostracion. Del Lema 2.2.2 y el Teorema 2.2.3 (teniendo en cuenta que cualquier solucién de (2.5)
es solucion de (2.1) pues ¢" = ¢" ya que 0 < ¢" < 1), se concluye que existe una solucion de (2.1);
por lo tanto, solo restaria probar la unicidad de solucién de (2.1). Para esto, dado [¢p" 1, 0"t p"~1] €
N,Ej x Np, x Np,, se consideran dos soluciones de (2.1), ¢7' y ¢4, las cuales verifican

(6:6%,0)" + A (Vo7 V) +2 (67(1 — 1) f(¢" 0™ L u"1),6)" =0 Vde N, (2.26)
(5:65,0)" + A (V5, V) +2 (¢5(1 — d5) f(¢" o™ Lu"1),6)" =0 Vée N, (2.27)

Restando (2.26) con (2.27) y definiendo ¢™ = ¢} — ¢4, se obtiene

S (7.9)" X (767, V) = 2 (1670 — 07) — 03 (1 - 6 f (0" 0" ), 8) Vo e ND. (2.29)
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Ahora, tomando como funcién test ¢ = ¢™ € N} en (2.28) y reescribiendo los términos, se tiene

07 + A Jy 196" P = =2 [ (6720 = (07 + 60" "o
<2 [ nl(@2(0 = @ + )@ o e, (229)

Por las cotas para ¢" vistas en el Lema 2.2.2 se tiene que |1 — (¢} +¢%)| < 1,y como f(¢" L, on 1 un1) €
L>(Qr) (ver '®), se sigue que

719" +A [ V6" Pde < € [ rf(o")Pllde < €7 (2:30)
Finalmente, agrupando términos se llega a
(1 - CAD|e"|7- <0,
de lo cual, asumiendo At < % se concluye que ¢} = ¢4. O
Asi, como consecuencia de los resultados anteriores (Lema 2.2.2, Teorema 2.2.3 y Teorema 2.2.4) queda

demostrado el Teorema 2.2.1.

2.3. Propiedades para "

En esta seccidn, se buscara demostrar que el esquema numérico (2.2) tiene una Unica solucién, la cual
satisface las mismas estimaciones puntuales verificadas para la solucién del problema continuo (1) (ver

(6))-

Lema 2.3.1. (Positividad de ") Sea [¢",0™" '] € N x Nj,. Sioc"™! > 0y s(x,t) < S., cualquier solucion
o™ de (2.2) verifica que o™ > 0.

Demostracién. Tomando ¢ = r,[0"] en (2.2), se obtiene

" o"dx o™ - Vrylo™|dx rul(e™)?dz = T — ") - o"ldx
[ rtiiom ooty [ VonVnnlatlde +on [ rallo?) e = 5, [ rif(1 =67 -o7a

4 /Q ral(Se — )6 - " )z +n /

Q

m[(rfﬁ)%”]daz—%/ rh[(0™)?¢"]dz. (2.31)
Q

Teniendo en cuenta que s(z,t) < S., 0 < ¢" < 1, ™! > 0y que las constantes S;, v, Y 7. son positivas,
se tiene que

S 1—¢™) - o™]dz <0
h/th[( 6") - o )dz <0,
/ rp[(Se — ™)™ - o™ ]dx <0,
Q

e /Q ral(o™ 2" dz < 0,
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con lo cual, de (2.31) se llega a

a7 [l [ Vom Vnloid o [ e Plds < [ ml(en e
esto es, )
E/ rpl(o™) ]d:c—i—n/(Vrh[ ) daz—l—n/ Vryloh] - Vrplo™]de < 0. (2.32)

Note que el segundo sumando del lado izquierdo de (2.32) es positivo; asi mismo, usando la Proposicion
1.4.3 se tiene que

[ 9ot Vrlotds = 30 ot(@o” (@) [ Viala) - Via(a)do > 0 (2.3)
Q2 a,GENy, Q

y por lo tanto, de (2.32) (teniendo en cuenta la Proposicion 1.4.4), se concluye que

glmle M3 = 57 [ ulonPde < 5 [ nul(onlde <o (2.34)

Asi pues, ||r,[0™]]|2, = 0, lo que implica que o™ > 0. O
Proposicion 2.3.2. (Buen planteamiento de (2.2)) Existe una unica c™ € N,, solucion del esquema (2.2).

Demostracion. Teniendo en cuenta que el esquema (2.2) es lineal y estamos en dimension finita, basta con
probar la unicidad de solucién. Para esto, dado [¢", 0"~ !, p" 1] € N x Nj, x Ny, suponga que existen dos
soluciones o' y ¢% del esquema (2.2), esto es, satisfaciendo

(601, 0)" +0(Voi,Va) +ym(of,0)" = Sp(1-0",0)" +((Se—5")¢",5)" —ven(07¢",0)" V& € Ny, (2.35)
(6:0%,5)" +1(Voy,Va)+(05,5)" = Sp(1=¢",5)" +((Se—5")9", )" —7en(059",3)" V5 € Ny. (2.36)

Restando (2.36) de (2.35) y definiendo o™ = o} — 0%, se llega a

E(U",&)h +n(Vo",Va) 4+ (0", 5)" = —yen(0™¢™,5)" Vo € Ny,

El objetivo es mostrar que o™ = 0, para ello se toma como funcién test = o™, con lo que se obtiene
1 n||2 n||2 n|2 _ n\2 ;n n\2 yn
azllo” [l +nllVe™IZ2 +mlle™ —'Yh/QTh[(U )7 }dm—%/gm[(o )" ¢"|dx
<ol = [ ral(o™)odz, (2.37)
Q

donde, en la Ultima desigualdad, se ha usado el Lema 2.2.2. Asi, teniendo encuenta que

—'yc/ ru[(0™)%¢"]dx es negativo, se deduce que o™ = 0, y por tanto, o} = 0%, concluyendo la unicidad (y
Q

existencia) de o™ solucién de (2.2). O

Lema 2.3.3. Bajo las hipdtesis del Lema 2.3.1, si oy € L> (), entonces o™ esta acotada en [°°(L>(Q)).
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Demostracion. Considere la siguiente EDO mayorante discreta (cuya solucion es constante en espacio):

Si w? = méx 0%(z), para cada n > 1, encontrar w™ verificando
zeN

dw™ = S+ Se. (2.38)
Como Vw™ = 0, de (2.38) se tiene que, para todo € Ny,
(6;w™, )" + n(Vw™, V&) = (Sp, )" + (Se,5)". (2.39)
Defina la variable o™ = o™ — w™; entonces, en el caso n = 1, se tiene que a® < 0, y de (2.2) y (2.39),
(6:a, )" +n(Val, V) + (o, 5)" = —Sp(¢',5)" + S.(¢' — 1,6)" — (s'¢",8)" — yen(0' 0, 5)",
de manera que, tomando & = r[a}], se obtiene que

1

1
7/ rh[(ai)ﬂd:p——/rh[aoai_]d:c+77/(Vrh[od_])zdx+77/ Vrh[al_].Vrh[ai_]dach'yh/ rplotal)dz
At Jqo At Jo Q Q Q

= —Sh-/ﬂrh[d>la1+]dx + SC/thW)l — 1ol ]dz — /th[slqblozi]dx —’ych/th[alai(;Sl]dx. (2.40)

Como o, ¢! y o' son positivos y ¢* < 1 (ver Lemas 2.2.2'y 2.3.1), los términos tres primeros sumandos
del lado derecho de (2.40) son negativos; ademas, procediendo como en (2.33), se tiene que

77/ Vrplal] - Vrylal]dz > 0,
Q

—%h/ rplotal ¢'de = —%/ Th,[01@i¢1]dl‘+%/ Th[ffloz}rd)l]dl“ﬁ%/ rplotal )dz,
Q Q Q Q
de lo cual se llega a

1 1
—/ (el )?)dz — —/ rh[aoai]dx—i—*yh/ rh[ala}r]dxgwl/ rplotal ]dz. (2.41)

Ahora, teniendo en cuenta que el término — 4 [, 7x[a’a’ Jdz es no negativo y usando la Proposicion 1.4.4
en (2.41), se concluye

a7lmlablize = 5 [ ulod)? < 57 [ ml(al e <o, @42)

y por lo tanto, ||ry[ad]||3. = 0, demostrando que o' < 0; asi, se deduce que o' < w'. Procediendo
inductivamente y usando que o™~ ! < 0, se deduce que ¢" < w™.
Por otro lado, multiplicando (2.38) por At y sumando desde n = 1 hasta n = m, se obtiene que

W —w® = At > (Sh+ Se) =t (S + Se) < (S + ST, (2.43)

n=1
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y asi,
W™ < (Sp+ Se)T + P (2.44)

Por lo tanto, 0" < w™ < (S, + S.)T + °, y teniendo en cuenta que ¢° € L>(Q2), se deduce que o" €
1°°(L*>°(£2)) (en tiempo finito). O

Note que el Lema 2.3.3 establece que o™ esta acotada en [°°(L>°(2)) sin ninguna restriccién de pequenez
sobre el dato inicial o, pero esta cota es en tiempo finito. En el siguiente resultado, se prueba también una
cota para o™ en [*°(L*>°(2)) (hasta tiempo infinito), pero asumiendo una restriccién de pequefiez sobre el
dato inicial og.

Se Sn

Lema 2.3.4. Bajo las hipétesis del Lema 2.3.1, sic” ' < & (donde ¢ = méx { Se, gk

} ), entonces o™ < &.

Demostracion. Tomando como funcion test & = r,[(c™ — &) 4] en (2.2) y reescribiendo se tiene

o |22 o5y ety [ Vom Venl(o" — 7)sJdz = —m [ nlo™ (0" — )4 )da
Q At Q Q
e [l (o™ = 3) sl 4 [ om0 — 3 Jde + Sh [ mul(1— 6N (o™ — 5 )lda
/, /, I,

45, [ nfo" (0" = E)ds — [ mls"6" (0" - 3).)da. (2.45)
Q Q

Los términos del lado derecho de (2.45) se pueden agrupar y reordenar de la siguiente manera:

e (o= E) oot ~a)dan, (246

/th,[—%g%n(gn = 0)+ + 59" (0" — 9)+]dx = / e

Q

n Sh n n__ -~
Th[—Yn (U — %> (1—¢™)(o"—0)4]dz. (2.47)

Entonces, teniendo en cuenta (2.46) y (2.47), se puede reescribir (2.45) como

/Q Pl (1= ™) (0" —5) 4 S (1-6™) (0" ) Jda = /

Q

n _ ~n—1
/ Th {” (o™ — 5)4 dfC+77/ Vo' - Vrp[(o" — o) ]de =
Q At Q

- e (on =2 o (on = 2 ) 0o fen - o= [ nlsenon 5 de. 248

Ahora, procediendo de manera similar a la positividad de ¢™ se tiene que el segundo término a la izquierda
de (2.48) es positivo, y usando que (o” — %) > (o™ —0), (cr" — f—) > (o™ — ), asi como el hecho de
que 0 < ¢™ < 1, se obtiene

é /Q ru[((0" = 7)4)?]dx — é /Q r[(0" " = &) (on — 7)4)]da <

= [ llelo™ =30 4 (" )1 - N0~ )i)de — [l (0" ~F)dde. (249)
Q Q
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Note que —Ait ru[(c" ! = &) (0, — 7)4)]dx > 0; entonces, de (2.49) se deduce que
Q

a7 [ el =@ < = [ [l £ 1= 9} (0" =) do = [ nals"6" (0" =), lda,

Q
donde todos los términos de la derecha son negativos, lo que implica, usando la Proposicion 1.4.4, que

R7lrnl(o" =33 = 5 [ ulle” =307 < 57 [ ml((o" =)l <o

De esta manera, se concluye que o™ < &. O

2.4. Propiedades para p"
El objetivo de esta seccion es demostrar que el esquema numérico (2.3) esta bien planteado, y preserva
las mismas estimaciones puntuales verificadas para la solucion del problema continuo (1)s (ver (6)).

Proposicion 2.4.1. (Buen planteamiento de (2.3)) Dado [¢",p" '] € N x N, existe una tnica p" € N},
solucion del esquema (2.3).

Demostracion. La prueba se hara siguiendo un argumento de unicidad, pues el problema (2.3) es lineal y
estamos en dimension finita. Para esto, dado [¢", p" 1] € NP x N, se asumen dos soluciones p} y p que
satisfacen el problema (2.3), por lo tanto satisfacen

(0T, p)" + D(VDPY, VD) + % (1. )" = (on, B) + (e — o) (0™, D) VP € Ny, (2.50)
(0w, D)" + D(Vps, VD) + % (05, D)" = (on, D) + (ac — o) (9", D) VP € Ny (2.51)

Ahora, restando (2.51) de (2.50) y definiendo p™ = p} — p¥, se llega a

1 . )
E(p",ﬁ)”’ + D(Vp"™, V) +7,(p™,5)" =0 Vp € Ny,

y tomando p = p™ € Ny, se obtiene
1 n |2 n |2 n|2
P17+ DIVE" 72 +vllp" I = 0,

de lo cual se concluye que p™ = 0, y por tanto, p} = p§; quedando demostrada la unicidad (y existencia) de
p™ solucion de (2.3). O

Lema 2.4.2. (Positividad de p™) Sea [¢",p" '] € N} x N,,. Sip"~* > 0, entonces p™ solucién de (2.3)
verifica que p™ > 0.

Demostracion. Tomando p = r[p™] en (2.3), y procediendo como en la prueba del Lema 2.3.1, se tiene
a ) [rlonde - 57 [ et
NI Q?”h p=)"ldr = - thp p_ldx
+D/ Vp™ - Vrp[ptlde = ay, / (1 —@™)rpp™|dx + ac/ ¢"rp[pt|de. (2.52)
Q Q Q
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Teniendo en cuenta que 0 < ¢™ < 1, usando la Proposicion 1.4.3 y procediendo como en (2.31)-(2.33), se
llega a

(Alt +7p> /th[( ")2)dx < 0, (2.53)
de lo cual, usando la Proposicion 1.4.4 (argumentando como en (2.34)), se deduce
1 2
&Il <. (2.54)
De esta manera, se concluye que p™ > 0. O

Lema 2.4.3. Sip, € L*>°(Q2), entonces p™ esta acotada en (> (L>(Q)).

Demostracion. Considere la siguiente EDO mayorante discreta (cuya solucién es constante en espacio):

Si 20 = max p°(x), para cada n > 1, encontrar 2" que verifique
e

0:2" = ap + Q. (2.55)
Como Vz" = 0, de (2.55) se tiene que
(6:2",p)" + D(V2",VP) = (ap + e, p) Vp € Ny. (2.56)
Definiendo v™ := p™ — 2", en el caso n = 1, se tiene que +° < 0, y de (2.3) y (2.56) se llega a
(6", 9)" + D(Vh, VD) + 70", 9)" = ac(é' — 1,9) — an(¢',p),

luego, tomando p = r,[v}] y usando que

Alt/rh[v l/+]d35>0 y D/Vl/ Vvl 1)dx >0,
se obtiene
Alt / ral(v4) ]d“%/QTh[P vilde < ac/gw - 1)rh[V+]dw—ah/ ¢rralvy)da. (2.57)

Usando que r,,[v1] y p! son positivos y que 0 < ¢! < 1, el segundo término a izquierda de (2.57) es positivo
y todos los términos a derecha de (2.57) son negativos, con lo cual se deduce que

1

Kt/grh[(l/i)Q]dz <0, (2.58)

y finalmente, usando la Proposicion 1.4.4 se concluye
1 171\2 1 11712
a7 [, bAD? = gplrald e < o. (2.59)

Asi pues, ||r,[v1]]|3: = 0, demostrando que v' < 0; y por tanto, p* < z'. Procediendo inductivamente y
usando que v"~! < 0, se deduce que p" < z".
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Por Gltimo, y procediendo de manera analoga a (2.43)-(2.44), se obtiene que
2" < (ap+a)T+2° Yn>1. (2.60)

Por lo tanto, p" < 2" < (ap + )T + 2°, y teniendo en cuenta que p° € L>(Q), se deduce que p" €
[>°(L*>(£2)) (en tiempo finito). O
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3. Ley de energia y comportamiento asintotico

Este capitulo tiene como objetivo probar que la solucién del esquema numérico satisface una ley de energia
discreta (analoga a la ley de energia probada para la solucion exacta, ver (7)). Asi mismo, se analizara el
comportamiento asintético de la solucién discreta cuando el nimero de etapas de tiempo va a infinito,
probando la convergencia hacia estados estacionarios (propiedad analoga a (8)-(9)).

3.1. Ley de energia discreta

El objetivo de esta seccién sera probar que el esquema numérico (2.1)-(2.3), verifica una ley de energia
discreta similar a la que satisface el problema continuo (1) (ver (7)). Para esto, se introducen los siguientes
espacios

Xo=I®HHNPWS) y X =1®H)YNnPWH).

Ademas, solo por simplicidad en la notacion y para no introducir mas operadores innecesariamente, se
asumira A =n =+, =D =, =1en (2.1)-(2.3).

Teorema 3.1.1. Si[¢",0™,p"] € N? x N;, x N, es solucién del esquema (2.1)-(2.3), entonces se verifica la
siguiente estimacion

6" 1% + llo™ 1% + Ilp"l% < € [II¢°II%1 o1 + 11 + ullfe (poey + I8l (o) + 1] 4 (3.1)
donde la constante C > 0 es independiente de [At, h,n].

Demostracion. Para obtener esta ley de energia, se dividira la demostracion en tres partes, en las que se
encontraran las estimaciones para ¢, o y p, respectivamente.

= En primer lugar, tomando ¢ = Apg™ en (2.1), y teniendo en cuenta la definicion dada en (1.6), se
tiene

(3:6™, Apd™)" + (Apod™, Apd™) = —2 /ﬂ rRlo™ (1 — ™) f (et 0" T Ay g da,

de lo cual, teniendo en cuentaque 0 < ¢ < 1y f(¢" 1, 0" 1, u" 1) € L>(Qr) (ver '®), y haciendo
uso del Lema 1.4.2, asi como el hecho de que f es una funcion Lipschitz continua que verifica ('6):

[ Flliee ooy < CIL A [Jullioe (o)), (3.2)
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se llega a

1

190" = V6" 2]+ 1B < ClA" o u e [ |Bo?lda

< Cllf (@™ o™l [ Ang e
1< — n— n—
< SIARg" 72 + ClF (@™ o u" T E . (3.3)

Asi, multiplicando (3.3) por At y sumando desde n = 1 hasta n = m, se deduce

i B At N~ “ el el e
S 6" 12 = 19" % | + 5 X0 180”13 < ALY Ol 0" wr YR, (34)
n=1 n=1

n=1

N =

donde, la primera parte de (3.4) es una suma telescopica, y quedan solo los sumandos inicial y final,
obteniendo

6™ 13y + At Y NARg™ 72 < Clf N ey + 16717

n=1

< O Jlullf ()] + 16°172, (3.9)

donde, en la dltima desigualdad, se us6 la estimacién (3.2). Finalmente, usando (1.8) en (3.5), se
llega a

167 73 + A D 116" [Fre < CTL+ Jlullie )] + 16112, (3.6)

n=1

En segundo lugar, con el objetivo de obtener las estimaciones para ¢", se toma ¢ = A,o™ en (2.2),
y teniendo en cuenta la definicion dada en (1.5), se tiene

(6:0™, Apa™)" + (Ana™, Apa™)" = Sp(1 = ¢", Apo™)" + ((Se = s™)", Apo™)" = yen (0" 9", Apo™)",

de lo cual, teniendo en cuenta que 0 < ¢™ < 1,0 < o™, o™ estd acotada en [*°(L>°) y s € L>=(Qr),
se llega a

1
S0l 3+ 180073 < i [ |Ana"ldo o+ (.4 15" 1) [ |Ana"ldo+C [ 1Bnomdz
Q Q
< C(1+ 5" 1) a1

1
< SlAne" e + CA+ [ls™]Z=)- (3.7)

Finalmente, multiplicando (3.7) por At y sumando desde n = 1 hasta n = m, se deduce

lo™ 17 + ALY [ AR0™ [ 72 < CO+ I8l poe)) + I10° a1,

n=1
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lo cual, junto con (1.7), implican que

o™ |7 + ALY 0" [fre < OO+ [I5]7 ) + 100 (3.8)

n=1

m En tercer lugar, tomando p = A,p™ en (2.3), y procediendo como en las cuentas hechas para ¢” en
el item anterior, se encuentra que

Ip™ s+ A [ s < C+ 101 (3.9)
n=1
Por Gltimo, sumando (3.6), (3.8) y (3.9), se concluye (3.1). O

3.2. Comportamiento asintotico

En esta seccién, se probara un resultado analogo al obtenido en 5, con relacion al comportamiento
asintético del esquema numérico (2.1)-(2.3) (ver (8)-(9)). Especificamente, se demostrara que, bajo ciertas
condiciones sobre los parametros del sistema (1)-(4), la solucion del esquema (2.1)-(2.3) tiende a la solucién
del siguiente esquema numérico (estacionario), el cual esta asociado al problema (10):

N(V0oo, V3) + Y1(000, @) = (Sh,5)", V& € Ny, (3.10)
D(Vpoo, VD) +1p(Pec: D) = (an, D), VP € N, (3.11)

donde [0, Ps0] € Ni x Np,. La existencia y unicidad de solucién del sistema (3.10)-(3.11) se deduce del
Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.3.6), procediendo analogamente a (2.11)-(2.18), pero con célculos
mas sencillos aplicados a los operadores a;, s : N, x N, — RY g1,92 : N, — R definidos por

al(oooaa) = U(vaoo; VU) + ’Yh(aoo,a)h7 g1 (U) - (S}uo-)ha
a2(Poc, P) = D(Vpoo, VD) + % (ocs0)",  92(p) = (an,p);

por esta razén, omitiremos la demostracion. Ahora, probaremos un resultado preliminar concerniente a
estimaciones fuertes para o, solucién de (3.10). En el siguiente lema, solo por simplicidad en la notacion
y para no introducir mas operadores innecesariamente, se asumiran = v, = 1 en (3.10).

Lema 3.2.1. Sio., es solucion de (3.10), entonces o, € W15(Q).

Demostracion. Usando (1.5), el sistema (3.10) se puede ver como
(Apooo, )" = (Sh, )" V& € Ny. (3.12)
Tomando o = Apo. en (3.12) y usando el Lema 1.4.2, se tiene

||A}1,0'00H%2 < |(S}L7Ahaoo)h| < S}LHAO-OOH.Ll < OS}LHAO-OOHLQ) (313)
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de lo cual, aplicando la desigualdad de Young, se obtiene
2 1 2 1
[Aroso]lze < §||Aaoc||L2 + §CSh. (3.14)
Asi, usando la estimacion (1.7), se concluye que

oslfyie < CllART]|72 < C. (3.15)

A continuacion, se demostrara el teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.2.2. Sea [¢",0",p"] € N} x N}, x N}, solucion del esquema (2.1)-(2.3). Si

(3.16)

362m2°° 362aoo2oc 3552"‘8”200 acz
50 (21 + Ll | Solonle | NS H"NEe) | lratl)

Q’Yh Q’Yh Th 271)

entonces

6732 + o™ = oucll3a + 15" = poolZe < (I6°122 + 10° = o2 + 19° = poc3e) e,

— i A 3ven Pllymllzoe  3lven®losollioe  3(Senl®+lIs™Zo0) _ lacnl® —
donde M = INin {2 <6 — 2||fHLoc — 27 - 291 - h - 27, s Yhs Vp (s ﬂ -

%ﬂm Y [0, Poo] €S SOlucion de (3.10)-(3.11). En particular, se tiene que
Jim (6”22 + 0" = acllzz + [P = poclz2) = 0.

Demostracion. Denotando w™ = ¢, y" = 0" — 0, 2" = P — Do Y restando los sistemas (2.2)-(3.10) y

(2.3)-(3.11), se obtiene que, para todo [w, 7, z] € N x Nj, x N,
(Sew™, )" + A(Vw"™, Vo) = —2(w"™(1 — w™) f(w" 1, y" " 4 000, u™ 1), )",

(5tynv y)h + U(Vyn, vﬂ) + ’Yh(ynv g)h + ’Vch(ynwnv g)h + ’ych(aoownv g)h = Sch(wna g)h - (snwn’ g)ha
(5tz”,2)h + D(Vz”,é)h + (2", Z)h = aep (W™, Z),
donde S, ;= S. — Sp Y @ep = a. — ap. Tomando w = w™, § = y", Z = 2" y usando el Lema 1.4.2, se

encuentra que

At
2

+AIVw" [ + 0l VY |72 + DIV (72 + mllylZe +pll2" 72
<" (1= w™) fw™)" |+ en (" w™, )" + en(0o0w™, y™)"|

1
30 (" IZ2 + g™ 172 + 112"1172) + < (10w 72 + e (17 + 1602 [172)

5
H((Sen, — s™w"™,y™)"| + |aen (™, 2™) = Y T (3.17)
=1
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Ahora, usando las desigualdades de Hélder y Young, se estiman los términos I; de la siguiente manera

B=| [l = w) e < [ ral2tn)Rfllde < 20 o3 (3.18)
n 3 C 2 m 200 (2 n
o < o [ malyulds| < el e~ [ Iralyeljda < Shenl lwmlze o, Vo, (3.19)
Q Q 29 6

3lven [loso 17 I

I3 = %h/ ralocow™y"|dz| < |yenll|looollLoe [w" || L2 ly" | L2 <
Q

Yoy n
wlfs + Ly, (3.20)

29
n n, n n n, n 3 SC 2+ Sn 200 7 n
T R R I T e [ AL
Q Q Vh 6
(3.21)
2
Qe n n
Is = ach/w”z"dz < Jaenlllw" |2 |2 = < 2L 22+ 22" 3. (3.22)
Q p

Sumando (3.18)-(3.22) y sustituyendo en (3.17), se obtiene

1 Yh Y
20 (w22 + ™72 + [12"1172) + AIVw"lIZ: + nllVy"[I72 + DIVE"I[L: + 5 lulze + 512" 17

3 2 20o 3 2 QOC 3(1S 2 n 2OQ 2
Pl | 3Pl | 308l + 1) | Joalyy e 29

29 29h Vh 27y

< (20fl~ +

Usando la desigualdad de Poincaré y agrupando todos los términos se deriva

3P lymllie  BlvenlPllocollie  3(1Senl® + 11" 13) |Oéch|2)
29 27 Yh 27
+ Atyullyllie + Aty 2172 + w72 + 1y 172 + 127172 < lw™ 15 + " iZe + 112" I7e. (3.24)

n A
2 st (3~ 21l

— i A 3venl?llymllioe _ 3lvenl®lloscllfos _ 3USen|*+lls™ 17 00) acn|?
Tomando ji = min {2 (& = 2] 1|z — bl Sherlifalio  SSalrllio) —1gal) 5, o |
de (3.24) se tiene que

(1 + pAt)([w 122 + ly" 12 + 12" M172) < llw =M Zs + ly" T + 2" 2o (3.29)
Asi, multiplicando (3.25) por (1 + pAt)"~! y sumando desde n = 1 hasta n = m, se llega a
1+ pA)™ (w72 + ly™ 172 + 127 122) < w22 + [y°NZ2 + [12°]122,
0 equivalentemente,

lw™ 122 + ™ 122 + 12" 172 < 1+ pA) ™™ (Jw® 22 + [5°1172 + [12°1172)-
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Finalmente, usando la desigualdad 1 — x < e, se obtiene

JTAN;

lw™ (172 + ly™ 172 + 12" 122 < (1 RN

m
)" (Ol + Ol + 1212
—pAt
< (Jwl122 + 19°)22 + |2°]122) eTear™

= (w122 + 19122 + [|2°)122) e PP,

donde 8 =

R
1+pAt:
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4. Simulaciones numéricas

En este capitulo, se presentan una serie de simulaciones numéricas con el objetivo de verificar el buen
comportamiento del esquema (2.1)-(2.3). Estas, divididas en dos partes principales, se enfocan en estudiar
la dinamica de crecimiento de un tumor agresivo bajo distintos escenarios bioldgicos y terapéuticos. Con
este fin, se considera un dominio cuadrado bidimiensional con una longitud lateral Ly; = 3000um y 250
divisiones por lado, un paso de tiempo constante de A¢ = 0,1 dias y como tiempo final T' = 365 dias. Para
el tumor inicial, se usa un tumor elipsoidal ubicado en el centro del dominio, cuya expresion explicita esta

dada por
¢o(z,y) = 0,5 — 0,5 tanh <10 <\/(‘T —La/2? | y=La/2)7 1)) : (4.1)

a? b2

mientras que las condiciones iniciales para los nutrientes y el PSA en el tejido estan basadas en ¢, y son
dadas por

00 = 11— 058@50’ (42)
o = 0,0625 + 0,7975¢.

En la primera parte, se estudia el crecimiento de un tumor agresivo variando la constantes de difusion (n)
y proliferacion en los nutrientes (Cy), y un escenario sin tratamiento. Posteriormente, continuando en el
caso sin tratamiento, se analiza la influencia del parametro correspondiente al suplemento de nutrientes al
tejido tumoral (S.). Finalmente, en la segunda parte, se estudia el caso con tratamiento, considerando una
combinacién entre las terapias citotoxica y antiangiogénica, y su influencia en la dinamica de un tumor de
cancer prostatico.

El método iterativo lineal usado para aproximar la solucion ¢™ del esquema no lineal (2.1) es el siguiente
algoritmo de punto fijo:

= Inicializacion (i = 0): Sea ¢} = ¢"~! € N.
= Algoritmo: Dado ¢' € N}, computar ¢}" , € N tal que

n 7\ F n s n n n— n— n— % s
(5t¢i+17¢) ' + A (v¢i+1>v¢) +2 (¢i+1(1 - )f(o 170 1au 1):¢) =0 Voe N}(L)v (4.4)
hasta que se cumpla el criterio de parada ||¢7 — ¢}, | > < e.
En todas las simulaciones se consider6 el parametro de toleracia e = 1073.

4.1. Escenario sin tratamiento

En esta seccion se muestran los resultados de dos simulaciones correspondientes a un tumor agresivo: en
la primera, se varian los parametros correspondientes a la difusion de nutrientes n y la tasa de invasion
tumoral C;, manteniendo fijado el parametro correspondiente al suplemento de nutrientes en el tejido
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tumoral S.; mientras que, en la segunda, se fijan  y C;, y se varia S., esto con el objetivo de observar la
influencia de estos pardmetros en la dindmica de invasién tumoral. Las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 muestran la
evolucién del tumor, la distribucién de los nutrientes y de PSA en el tejido, respectivamente.

En el cuadro 4.1 se presentan los parametros considerados en las simulaciones (obtenidos de '6,")

Parametros Notacion Valor
Dinamica tumoral

Difusion de las células tumorales A 640 pum?/dia
Mobilidad del tumor M 2,5 1/dia
Factor de escalado de proliferacion neto Meye f 7,55-107% 1/dia
Qonstante de inclinacion C 0,955, 1

Indice de proliferacion p 1

Indice de apoptosis A —137/210

Valor de referencia de la concentracion de nutrientes o 1/15

Valor limite de la concentracion de nutrientes oy 0,4
Dinamica de nutrientes

Difusion de nutrientes n 13250, 15500 um? /dia
Suplemento de nutrientes al tejido sano Sh 2 g/L/dia
Suplemento de nutrientes al tejido tumoral Se 2,65, 2,75, 2,85 g/L/dia
Absorcion de nutrientes por el teijdo sano Yh 2 g/L/dia
Absorcion de nutrientes por el teijdo tumoral Ye 17 g/L/dia
Dinamica de PSA en el tejido

Difusion del PSA en el tejido D 640 pum?/dia
Tasa de produccion de PSA en el tejido sano ap 1,712 - 1072 ng/mL/cc/dia
Tasa de produccion de PSA en el tejido tumoral Q. a. = 15bay,

Tasa de decaimiento natural de PSA Yp 0,274 1/dia

Cuadro 4.1: Valores de los parametros involucrados en el sistema sin tratamiento.

En la Figura 4.1a, se observa como el tumor inicial comienza a expandirse de manera homogénea, pero
con el paso del tiempo este desarrolla ciertas ramas lo que lo hace mas invasivo. Esta ramificacion puede
entenderse como una respuesta del tumor para escapar de la inanicién (falta prolongada de alimentos y
nutrientes esenciales para el funcionamiento), pues esta facilita el acceso a los nutrientes. Este fenémeno
es mucho mas evidente en la Figura 4.1b, donde se han aumentado, tanto el parametro de difusién como la
tasa de proliferacion; aqui se observa como el tumor crece de manera mucho mas rapida para asi acceder
de manera mas efectiva a la mayor cantidad de nutrientes posibles. Ambas simulaciones evidencian la
plasticidad del tumor ante cambios en el microambiente. Mientras que la primera muestra una transicion

' Qiumei Huang, Zhonghua Qiao y Huiting Yang. «Maximum bound principle and non-negativity
preserving ETD schemes for a phase field model of prostate cancer growth with treatment». En:
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 426 (2024), pag. 116981. DOI: https://

doi.org/10.1016/j.cma.2024.116981

43


https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.cma.2024.116981
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.cma.2024.116981

de crecimiento ordenado a invasivo, la segunda demuestra como un aumento en n y C; exacerba este
fenémeno.

t=0

t=90 t=180 t=270 t=365
(a) Dinamica tumoral considerando n = 13250 y C; = 0,955.

1.0e+00
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0.0e+00

1.0e+00

' 08
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—04
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t=0 t=90 t=180 t=270 t=365
(b) Dinamica tumoral considerando n = 15500y C; = 1.

Figura 4.1: Dindmica de crecimiento tumoral, variando los parametros de difusion de nutrientes
n y tasa de invasion tumoral C;, pero fijado el parametro correspondiente al suplemento de
nutrientes en el tejido tumoral S, = 0,75. El tiempo ¢ esta dado en dias.
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(a) Densidad de nutrientes considerando n = 13250 y C7 = 0,955.

. n E . Eﬂ % |
) I

t=90 t=180 t=270 t=365
(b) Densidad de nutrientes considerando n = 15500y C; = 1.

Figura 4.2: Distribucion de los nutrientes, variando los parametros de difusién de nutrientes n y
tasa de invasion tumoral C;, pero fijado el parametro correspondiente al suplemento de nutrientes
en el tejido tumoral S. = 0,75. El tiempo ¢ esta dado en dias.
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6.2e-02

t=90 t=180 =270 =365
(a) PSA en el tejido considerando n = 13250 y C; = 0,955.

(b) PSA en el tejido considerando n = 15500y C; = 1.

Figura 4.3: Distribucion del PSA, variando los parametros de difusiéon de nutrientes n y tasa de
invasién tumoral C;, pero fijado el parametro correspondiente al suplemento de nutrientes en el
tejido tumoral S. = 0,75. El tiempo ¢ esta dado en dias.

En las Figuras 4.4, 4.5 y 4.6 se presentan 2 nuevas simulaciones en donde se varia el parametro
correspondiente al suplemento de nutrientes en el tejido tumoral. En particular, en la Figura 4.6b, se
observa como al tener menos absorcion de nutrientes el tumor desarrolla brazos mas delgados con los
cuales busca alcanzar los nutrientes mas efectivamente; a diferencia de la Figura 4.6¢, en donde al haber
gran absorcién de nutrientes el tumor crece de manera un poco mas proporcionada en sus ramas, al igual
que su tamano en general aumenta considerablemente. Estas simulaciones evidencian la importancia de
terapias que no solo ataquen células cancerosas, sino que también modulen factores microambientales
como la angiogénesis o la disponibilidad de nutrientes.
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(a) Simulacién de referencia, considerando S, = 2,75.
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(b) Dinamica tumoral tomando S, = 2,65.

t=90 t=180 =270
(c) Dinamica tumoral tomando S, = 2,85.

Figura 4.4: Dinamica tumoral, variando el parametro correspondiente al suplemento de nutrientes
en el tejido tumoral S,., pero fijados los parametros de difusién de nutrientes n = 13250 y tasa de
invasién tumoral C; = 0,955. El tiempo ¢ esta dado en dias.
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a) Simulacion de referencia, considerando S, = 2,75.

t=0 t=90 t=180 t=270 t=365
(b) Densidad de nutrientes considerando S. = 2,65.
n m E @ I mem
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(c) Densidad de nutrientes considerando S, = 2,85.

Figura 4.5: Distribucion de nutrientes, variando el parametro correspondiente al
suplemento de nutrientes en el tejido tumoral S., pero fijados los parametros de difusion
de nutrientes n = 13250 y tasa de invasion tumoral C; = 0,955. El tiempo ¢ esta dado en
dias.
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a) Simulacion de referencia, considerando S, = 2,75.
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(b) PSA en el tejido considerando S. = 2,65.

t=180 =270 t=365
(c) PSA en el tejido considerando S. = 2,85.
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Figura 4.6: Distribucion del PSA, variando el parametro correspondiente al suplemento
de nutrientes en el tejido tumoral S., pero fijados los parametros de difusion de nutrientes
n = 13250 y tasa de invasion tumoral C; = 0,955. El tiempo ¢ esta dado en dias.

4.2. Escenario con tratamiento

En esta seccién se presentara una simulacion donde se muestran los efectos de implementar las terapias
citotoxica y antiangiogénica combinadas, en la dinamica de invasion tumoral. Se considera la quimioterapia
citotoxica basada en Docetaxel. Se consideran 10 dosis iguales a d. = 75mg/m? de Docetaxel suministrado
cada tres semanas. Para la terapia antiangiogénica se escoge el Bevacizumab, el cual también se aplicara
en 10 dosis iguales de d, = 15mg/kg cada tres semanas. La siguiente tabla suministra los parametros
necesarios para la simulacion con los tratamientos:
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Parametros Notacién Valor
Quimioterapia citotoxica

Tiempo de vida de la droga citotoxica Te 5 dias

Efecto de la droga citotoxica Be 1,59 - 102 I/(mg/m?)
Dosis de droga citotdxica d. 75 mg/m?
Terapia antiangiogénica

Tiempo de vida de la droga antiangiogénica Ta 30 dias
Efecto de la droga antiangiogénica Ba 0,04 g/L/dia/(mg/Kg)
Dosis de droga antiangiogénica d, 15 mg/kg

Cuadro 4.2: Valores de los parametros involucrados en el sistema con tratamiento 6, .

En esta simulacion, el tumor se deja crecer hasta ¢ = 60 dias, donde se aplica la primera dosis de droga. En
la Figura 4.7 se evidencia como la combinacién de las terapias citotdxica y antiangiogénica resultan muy
efectivas al momento de tratar con el crecimiento del tumor pues, no solo es un tratamiento activo frente
a las células tumorales, sino que también afecta de manera pasiva al tumor, modificando las condiciones
microambientales, dificultando a las células la obtencién de nutrientes.

I 1.0e+00
0.8
0.6

0

0.4
0.2

I 0.0e+00

t=0 t=90

t=180 =270
Figura 4.7: Dinamica tumoral con tratamiento combinado

t=60
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