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RESUMEN

TITULO: SOBRE LA CURVA DEL DRAGON []
AUTOR: DIEGO FERNANDO GAMBOA HIGUERA [

PALABRAS CLAVE: COMPLEJOS, SISTEMAS NUMERICOS, TESELACION, CURVAS QUE CU-
BREN EL PLANO, ENTERO GAUSSIANO.

DESCRIPCION:

El dragon de Heighway es una curva que cubre el plano. El Twindragon es una baldosa con la que se
puede teselar el plano, la cual consiste de dos dragones de Heighway. Se usan sistemas numéricos
sobre los nimeros complejos para construir estos objetos geométricos y demostrar algunas de sus
propiedades. En particular, se demuestra que 4 dragones de Heighway forman una configuracién de
curvas poligonales que no se cruzan a si mismas que cubren los enteros Gaussianos y que una
cantidad numerable de Twindragons cubre el plano complejo de manera que cualesquiera dos de

estos conjuntos no se traslapan (sus interiores no se intersectan).

Para obtener dichos resultados se demuestra que existen representaciones de todo entero Gaus-
siano en los exéticos sistemas numéricos, y se usan interpretaciones geométricas de este hecho
para modelar de manera abstracta el proceso de doblar una tira de papel de manera iterativa y luego
desplegarla formando &ngulos rectos en cada pliegue. Se demuestra que el objeto geométrico que
surge de este proceso es justamente el dragdn de Heighway. Todos estos hechos son acompafiados
de imagenes creadas con software computacional que ilustran la geometria de los objetos que se

trabajan algebraicamente a lo largo del trabajo.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Rafael Fernando Isaacs Giraldo, Ma-
gister en Mateméticas.



ABSTRACT

TITLE: ON THE DRAGON CURVE []
AUTHOR: DIEGO FERNANDO GAMBOA HIGUERA []

KEYWORDS: COMPLEX, NUMBER SYSTEMS, TILINGS, PLANEFILLING CURVE, GAUSSIAN IN-
TEGER.

DESCRIPTION:

Heighway’s dragon is a planefilling curve. The Twindragon is a tile a produces a tesellation of the
plane which is tiles by two Heighway’s dragons. Complex number systems are used in order to give
constructions of these two objects and show some of their geometrical properties. Namely, it is shown
that 4 copies of Heighway’s dragon give a configuration of self-avoiding polygonal chains that cover
the Gaussian integers and that a countable number of Twindragons produce a tiling of the plane, that

is, a covering which is also a packing.

To obtain said results we show there exist representations for every Gaussian integer in the exotic
number systems, and we use geometric interpretations of this fact to model abstractly the process of
folding a strip of paper repeatedly and then unfolding it making right angles in each fold. We show
that the geometric object that this process yields is precisely Heighway’s dragon. All these fact are
accompanied by images plotted with computational software that illustrate he geometry of the objects

that are approached algebraically through this article.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Rafael Fernando Isaacs Giraldo, Ma-
gister en Matematicas.



INTRODUCCION

A finales del Siglo XIX muchas ramas de la matematica que hoy son consideradas
fundamentales se encontraban apenas naciendo. La teoria de conjuntos y la topolo-
gia, por ejemplo, llevaron a varios descubrimientos contraintuitivos. Cantor demostré
que el cardinal del cuadrado unitario es el mismo cardinal del intervalo unitario en la
recta real. Motivado por este resultado, Peano se dispuso a encontrar una funcion
continua de puntos en el intervalo unitario que cubriera todo el cuadrado unitario.
Jordan habia introducido una deficinién de curva continua como una funcién conti-

nua cuyo dominio es el intervalo unitario.

Esto dio lugar al concepto de curvas que cubren el plano. Algunos ejemplos tempra-
nos de este tipo de curvas fueron las creadas por el mismo Peano o la creada por

el gran matematico aleman David Hilbert en 1891 [

La curva del dragén fue descubierta por John Heighway, un fisico que trabajaba en
la NASA, en 1966. De [} traduciendo y parafraseando una cita de William Harter,

colega de Heighway:

La curva del dragdn nacié en Junio de 1966. Jack (Heighway) vino a
mi oficina (en realidad, cubiculo) y dijo que si uno doblaba un billete va-
rias veces, €l pensaba que formaria un camino aleatorio o algo asi. Yo
estaba dudoso pero dije “Verifiquémoslo con una gran hoja de papel".

Bueno,formaba un patrdn curioso pero no podiamos verlo muy bien. Uno

1 Grant SANDERSON. Hilbert's Curve: Is infinite math useful? https://www.youtube.com/watch?
v=3sTh2MHQtxc&t=886s. 2017.

2 Donald DAVIS Chandler & KNUTH. “Number Representations and Dragon Curves”. En: Journal
of Recreational Mathematics 3 (1970), pags. 66 -81.


https://www.youtube.com/watch?v=3s7h2MHQtxc&t=886s
https://www.youtube.com/watch?v=3s7h2MHQtxc&t=886s

de nosotros tuvo la idea de usar papel traslicido y “desplegarlo” inde-
finidamente de manera que pudiéramos registrar un patrdén tan grande
como quisiéramos. Pero cada vez que llegdbamos al siguiente orden,

sentiamos que debiamos hacer uno mas!

Entonces el dragén de Heighway aparece del simple acto de doblar repetidamente
una tira de papel, en teoria (en la practica si se dobla una tira de papel de un metro
de largo, tras doblar 8 veces el largo de la tira seria de menos de 4 centimetros, lo

que hace casi imposible continuar el proceso).

Figura 1. Tira de papel doblada cero, una y dos veces.

|
Ay

Figura 2. Disefo de dragdn del segundo orden.

Enf se desarrolla una teoria de representaciones numéricas de los nimeros com-
plejos que permiten derivar propiedades del dragdn de Heighway y de de otras figu-

ras geométricas que poseen algunas caracteristicas similares.
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En conversaciones con William Harter, Knuth aprendié algunas propiedades de es-
tas figuras, como que dos curvas de Heighway se pueden pegar para formar una
nueva curva que en la literatura se conoce como el twindragon de Knuth. En
el matematico canadiense William Gilbert estudia las propiedades geométricas del
twindragon de Knuth y de otras figuras fractales, derivandolas de un sistema numé-
rico en las bases complejas —n + i donde n es un entero positivo. La demostracion
de que las representaciones de enteros Gaussianos en las bases —n + i son Unicas

y que todo nimero complejo es representable en estas bases se encuentra en[?|

En este trabajo se demostrara, basado en la literatura mencionada, que la curva del
dragdn de Heighway es una curva que cubre el plano, y en analogia con el caso de
la curva de Hilbert (), que un cubrimiento especifico que use a esta figura geomé-
trica. En particular, se mostrara que una cantidad contable de twindragons cubren
el plano sin superponerse y que dos dragones de Heighway cubren un twindragon
también sin superponerse. Ademas de esto, se exploraran los sistemas numéricos
de numeros complejos que permiten una interesante interpretacion de las propieda-

des geométricas de las figuras.

Se hace un resumen de las referencias bibliograficas que no son directamente usa-

3 William GILBERT. “Fractal geometry derived from complex bases”. En: The Mathematical Intelli-
gencer 4.2 (1982), pags. 78-86. DOI: 10.1007/BF03023486.

4 William GILBERT. “Complex Numbers with three radix expansions”. En: Canadian Journal of
Mathematics 34 (1982), pags. 1335-1348.

5 Judlia KATAI Imre & SZABO. “Canonical number systems for complex integers”. En: Acta Sci.
Math.(Szeged) 37.3-4 (1975), pags. 255-260.
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das en este articulo. Por un lado, se tienen los articulos de popularizacion F [ [F]
donde los autores estudian el proceso de paperfolding desde el punto de vista de
sucesiones autématicas y con técnicas propias del analisis matematico para calcular
la dimensi6n y la entropia del dragdn de Heighway. Asi mismo, los articulos[?|y[/%/son
escritos para alcanzar una audiencia con un nivel de matematicas de bachillerato,

alli se dan definiciones, se ilustran algunas imagenes y se proponen problemas.

El enfoque de |''| es el de resolver problemas topoldgicos y geométricos sobre la
figura del dragdn de Heighway. Se usan ciertas propiedades de las curvas poligo-
nales dirigidas para demostras que es una cadena numerable de discos, donde dos
de estos discos se intersectan a lo mas en un punto de corte. La dindmica que la
describe es la de los numeros entero Z. También se demuestra que la pieza cen-
tral del dragdn de Heighway (el disco en la cadena de mayor tamarno) es una figura

autosimilar y los autores producen un sistema iterado de funciones para generarla.

Por dltimo en E el matematico holandés Michel Dekking generaliza los resultados

6 Michel Mendés & VAN DER POORTEN Alf DEKKING Michel & FRANCE. “Folds! I.” English. En:
Mathematical Intelligencer 4.3 (sep. de 1982), pags. 130-138. DOI:|10.1007/BF03024244.

7 Michel Mendés & VAN DER POORTEN Alf DEKKING Michel & FRANCE. “Folds! I.” En: The
Mathematical Intelligencer 4.4 (1982), pags. 173-181. DOI:|10.1007/BF03023552.

8 Michel Mendés & VAN DER POORTEN Alf DEKKING Michel & FRANCE. “Folds! IIl.” En: The
Mathematical Intelligencer 4.4 (1982), pags. 190-195. DOI:|10.1007/BF03023555.

9 Sergei TABACHNIKOV. “Dragon Curves Revisited”. En: The Mathematical Intelligencer 36 (2014),
pags. 13-17.

10 Victor VASILYEV Nikolay & GUTENMACHER. “Dragon Curves”. En: Quantum Magazine 6.1
(1995), pags. 5-9.

" Nhu NGAI Sze-Man & NGUYEN. “The Heighway Dragon Revisited”. En: Discrete & Computatio-
nal Geometry 29 (2003), pags. 603-623.

Michel DEKKING. “Paperfolding morphisms, planefilling curves, and fractal tiles”. En: Theoretical
Computer Science 414.1 (2012), pags. 20 -37. DOI: https://doi.org/10.1016/j.tcs.2011.
09.025,
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de F en términos de morfismos sobre palabras. Alli produce una teoria completa de
morfismos de paperfolding, y da una caracterizacién para los morfismos que produ-
cen curvas que cubren el plano (por medio de Z[i] 0 Z|w] donde w = ¢?27/3). También

muestra que para estas curvas siempre hay una baldosa fractal correspondiente.
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1. DRAGONES AUTOSIMILARES

Se introducen las dos figuras geométricas objeto de estudio de este trabajo.

1.1. EL DRAGON DE HEIGHWAY

Se definen dos transformaciones geométricas ¢, : C — Cy ¢, : C — C como:

Puesto que tanto ¢, como ¢; son de la forma
T(z) =az+b, a#0

entonces estas transformaciones son conformes, es decir, que preservan angulos y
circulos, y en consecuencia, la forma de la figura.

Ahora se especifica el siguiente proceso inductivo
Hy=[0,1;  Hppr = ¢o(Hy,) U dr(Hy). (2)

Cada elemento H,, de la sucesion es llamado disefo de dragon de orden n. Por
induccion es facil ver que H,, esta formado por 2" copias de [0, 1]. EI mismo razona-
miento nos dice que si k& < n entonces H,, esta formado por 2"~* copias de H;. En
la Figura (3| se ilustra el proceso definido en (1)).

A lo largo de este trabajo se considerard que el angulo que se forma entre dos

segmentos complejos [zo, 21| Y [21, 22] esta dado por

arg(z2 — Zl). (3)

21 — 20

14



Figura 3. A la izquierda primeras 6 iteraciones de H,,. A la derecha Hy,

% & <

La ecuacion (3) dice que un angulo positivo entre 0 y = si al recorrer la curva poligo-

nal [z, z1, 22| Se gira hacia la izquierda, y negativo si gira a derecha.

Las transformaciones ¢, y ¢; verifican la identidad

o1(2) = =i 0(2) — 5 .
En el lenguaje de rotaciones y traslaciones esto quiere decir que la imagen de cual-
quier punto z bajo ¢, se obtiene de aplicar una rotacioén de 90° con centro en (1+i)/2
a la imagen de z bajo ¢,. Asi, H, es dos copias de H, = [0, 1] que forman angulo
de +90° (giro a izquierda al reccorerlo), es decir, los dos catetos de un triangulo
rectangulo isdsceles.

De esta manera, es posible establecer &ngulos en cada vértice de la curva poligonal

15



Figura 4. Se muestra H3; compuesta de dos copias de H, como en la ecuacion @

que describe a H,,. En particular, si
H, = [vo=0,v1,v2,...,090n = (1 —14)/2,... Ugnt1_1, Vgnt1 = 1] (5)
para todo n > 1, y se obtendria por la ecuacién (1) y la Figura 4] que
Hyp1 = [¢o(vg) = 0,...,¢00(van+1) = ¢1(van+1) = (1 —0)/2,...,¢1(vg) = 1].  (6)

Es decir que H,,.; es la curva poligonal que aparece de recorrer los vértices ¢q(H,,),
seguido de recorrer los vértices ¢ (H,) en sentido contrario.

De la ecuacién es facil ver, el cambio del signo del angulo cuando se recorre
(29, 21, 20] O [20, 21, 22]; d& manera que se puede definir una palabra S, para cada
curva poligonal H,, donde se representa por la letra D un giro a la izquierda en un
vértice interior de H,, y por U un giro a la derecha.

Por ejemplo, si se muestran las palabras S,, que corresponden a las imagenes de la

16



Figura [3|tenemos:

n=0 M\
n=1 D
n=2 DDU

n=3 DDUDDUU
n=4 DDUDDUUDDDUUDUU
n=>5 DDUDDUUDDDUUDUUDDDUDDUUUDDUUDUU

1.2. EL TWINDRAGON

Dados los numeros en sistema binario, es decir, sus representaciones con digitos
{0,1}. ¢ Es posible representar todo numero de Z[i] con una representacion de sélo
I’'s y 0’s? Al dibujar esto puntos en el plano, ;qué conjunto geométrico conforman?.
El nUmero 1+ no se considero arbitrariamente. La razén por la cual la pregunta tiene
sentido es porque 1 + i tiene norma N(1 + i) = 2. De manera que es relativamente
natural preguntarse si los digitos {0, 1} son suficientes para representar todos los
enteros Gaussianos en esta base.

En la Tabla [} se calculan los valores para algunas cadenas de 1's y 0’s. Si repre-
sentamos cada entero Gaussiano por un cuadrado unitario centrado en el punto que
le corresponde en el plano, podemos ver surgir una curiosa imagen al calcular los
elementos de Z[i] que se pueden escribir con a lo mas k digitos.

En cuanto a la pregunta de si estas representaciones cubren todo C en H se da la
respuesta puesto que, por ejemplo, no es posible encontrar una representacion del

namero .

17



Tabla 1. Numeros con representacion de a lo mas 3 digitos. Se escriben los
primeros enteros positivos en su representacion en base 2 y luego se evaluar ésta
en 1+ (en lugar de 2).

n | Rep. binaria =z,
010 0
111 1
2|10 141
3111 241
4 1100 21
5 | 101 1+ 2
6 | 110 14 3¢
7111 2+ 3

Figura 5. Los enteros Gaussianos expresados con a lo mas 8 digitos en base 1 + .
Los colores indican que las palabras se escriben con al menos k digitos para
ke{l,2,...,8}.

Para ver esto se usa un algoritmo similar al de division de Euclides.

i=14i(1+1)

i=1+i(1+1)

18



Mas adelante, se mostrara que si se toma el nimero —1 + i como base se obtiene
la misma figura geométrica pero esta construccién si cubre todo C eventualmente.

Como se observa en la Figura[5], el conjunto que aparece se aproxima a ser autosi-
milar, en el sentido que estd compuesto de dos copias de una misma figura y que a
medida que se incrementa el numero de digitos de los enteros Gaussianos que son

dibujados, el conjunto pareciera aproximarse a una figura.

19



2. DRAGONES Y SISTEMAS NUMERICOS

En esta seccion se desarrolla la teoria necesaria para construir las figuras geométri-
cas introducidas en la seccién anterior usando sistemas numéricos. Se inicia con el
dragdn de Heighway para el cual se usan sistemas numéricos mas exdéticos, aunque

similares, al que se usa para construir el Twindragon.

2.1. DRAGON DE HEIGHWAY Y REPRESENTACIONES DOBLADAS Y GIRATO-
RIAS

Se sigue el desarrollo deH, agregando ejemplos, figuras y algunas discusiones. Los
argumentos de las demostraciones son esencialmente los mismos que los encon-
trados en el articulo referenciado, pero se han agregado detalles que en el original
fueron omitidos.

Se define el proceso de paperfolding con el cual se encuentra la misma cadena
S+ que se encontrd en la Seccion Esto da una interpretacion fisica de la su-
cesion S, y por lo tanto del dragon de Heighway. Después de esto, se introducen
los sistemas numéricos doblado (sobre los enteros) y giratorio (sobre los enteros
Gaussianos). Finalmente, se usan las propiedades de estos sistemas numéricos y

su relacién con S, para demostrar propiedades del dragdn de Heighway.

Paperfolding  Se da una definicién inductiva de la sucesién S, que se encuentra
en la Seccion
SO - )\; Sn+1 - SnDS_m (7)

donde S, quiere decir la cadena que se produce a partir de S, invirtiendo su orden
(leyéndola al revés) e intercambiando D’s por U’s, y A es la palabra vacia.

Esta sucesion de cadenas converge en el sentido en que S,,,; comienza con S,,. El

20



limite de esta sucesion es la cadena conocida como la sucesion de paperfolding
que se denota S...
Note que la operacion DDU = DUU que aparece en la ecuacion tiene las si-

guientes propiedades: Para cualesquiera dos palabras Sy T

Wl

_S5 y ST-TF. (8)

Formalmente dice que es un antimorfismo involutivo, pero aca no tendran en cuenta
estas clasificaciones formales. Usando las propiedades de la ecuacién (8) se deduce

que

Sn-‘rl = S_nUS_na (9)

lo cual se puede interpretar como la palabra que se produce cuando se refleja el
proceso de paperfolding sobre la tira de papel. Usando las ecuaciones y (9) se
encuentra una manera distinta de generar (.S,,)n>0-

Se tiene que

Sn+1 = SnDS_n
= nleSnleSnflUSnfl
= n72DSanDSn72USn72DSn72DSn72USn72USn72

= SuDSeDSoUSyDSoDSeUSeUSy - - -
= DDUDDUUDDDUUDUU - - -

Como se puede observar, en cada paso del proceso se inserta una D en cada

posicion corresponbdiente a la palabra S;, y una U en la posiciéon de S;.. El proceso

21



Figura 6. Disefio de dragdn de orden 12.
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entonces se puede escribir en forma inductiva, si S,, = agajasas - - - asn_; €ntonces

Sni1 = DagUayDasUazD - - - Dagn_4 (10)

Esto también puede observarse en la sucesion de conjuntos construida en la ecua-
cién (2), ya que se puede entender que todos los conjuntos D,, con n > 2 estan
compuestos por copias de D; de forma que dos copias consecutivas estan rotadas
90° una respecto a la otra.

Si se toma la tira de papel extendida con sus pliegues descritos por la palabra S,
y se ubica en un plano donde el primer segmento de la tira lo esta en el intervalo
[0,1] y de manera que en cada pliegue se forme un angulo de 90° (sentido positivo
si el pliegue es D, negativo si es U), se obtiene esencialmente igual que D,,. (Una

imagen bajo una dilatacion sobre C).
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2.1.1. Representaciones Numéricas  Para realizar una analisis a mayor profun-
didad y con mayor rigor de la situacion presentada hasta ahora se introducen siste-
mas numéricos sobre enteros. Iniciando con el sistema binario, muy conocido. Por

ejemplo el numero 982 esté representado como
982 = (1111010110)s. (11)

Expresado como la suma de potencias de dos
982 = 2% 428 427 4+ 26 4 2% 4 2% 4 2!
= (22+ 284274+ 2% + 2 + (22 4+ 21) (12)
= (29— 25 4+ (2° - 2%) + (2° - 21

Aqui se ha usado la conocida férmula
2n+1_1:2n+2n71+_._+21+20' (13)

Entonces al decidir representar niUmeros en base 2 con digitos {0,1,—1} y se repre-

senta al digito —1 como 1, se puede escribir
982 = (10001111010), (14)

Realizar este procedimiento sobre la representacion binaria de cualquier numero na-
tural, tendré una representacion en este nuevo sistema numérico en el cual {0, 1, —1}
son digitos y los digitos no nulos alternan entre 1 y —1. Este sistema seran las re-
presentaciones dobladas de los niUmeros enteros.

Es claro que {0, 1, —1} no forman un sistema completo de residuos médulo 2 puesto

que —1 y 1 son representantes de la misma clase. Ademas, no es dificil ver que en
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este sistema numérico las representaciones no son unicas. Por ejemplo,

982 = (100011T1110)s. (15)

Se observa que dado n > 0 sin = (a;a;—1 ... a1a¢)2 €S UNa representacion doblada
con a; # 0, entonces a; = 1. De lo contrario, a; = —1 implica que n = >_'_ ;2" =
20 S0 a2l

Por la ecuacién (13)
t—1
n< =204y 2l =242 1=, (16)
=0

lo cual es absurdo. De manera que toda representacion doblada de un numero po-
sitivo tiene como primer digito a 1.

Sin < 0 entonces el primer digito de la representacién doblada de n debe ser —1.
La siguiente proposicién nos da una idea del patrén que se forma de las represen-

taciones de enteros.

Proposicion 2.1.1. Sean > 0. Si n es representado por exactamtente k digitos con
k > 2 entonces

2k—2 S n S Qk‘—l

Demostracion. Por induccion. Si k = 2, so6lo existen dos posibilidades.

Claramente se cumple la desigualdad.
Se supone que la afirmacién se cumple para todo entero positivo entre 2 y k.
Si n es representado por k£ + 1 digitos por la observacidén anterior su primer digito

debe ser 1. Entonces . -
n= Zaﬂi =2oF 4 ZaiQi
=0 1=0
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Sia; = 0 paratodo i € {0,...,k — 1} entonces n = 2*. Suponga que no es asi.
Entonces existe j € 0,...,k—1,talquea; = —1ya;, =0paraic {j+1,...,.k—1}.
Seam = Y/, a;2" < 0. Por hipétesis de induccion —m = S (—a,)2’ cumple la
desigualdad

W2 <YL

y por lo tanto

—2h<m < 272,

lo que produce
oF 21l <n=2"ym <2k —2172

Claramente, 2¢~1 = 2k — 2k=1 < ok _ 2i=1y ok _ 2i=2 < 9k,
De donde se concluye que
2k—1 S n S Qk

Asi, la afirmacién queda demostrada para todo k& > 2.
Il

La proposicién respectiva para n < 0 se cumple inmediatamente, pues toda repre-
sentacion doblada de n se obtiene de intercambiar los 1’s y —1’s de una representa-
cion doblada de —n > 0.

Este resultado contrasta con la propiedad analoga del sistema binario tradicional,

en la que todo n > 0 representado por exactamente £ digitos cumple la desigualdad
b=l <p <2V — 1.

El siguiente teorema demuestra que para cada numero entero existen exactamente
dos representaciones bajo este sistema numérico, una cuyo ultimo digito no nulo
(leyendo de izquierda a derecha) es 1 (que se llamara representacion positiva), y

otra cuyo ultimo digito no nulo es —1 (que se llamara representacion negativa).
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Teorema 2.1.2. Todo numero entero distinto de cero tiene dos representaciones

dobladas. Una positiva y una negativa.

Demostracion. Se mostrard que hay una unica representacién positiva de cada
entero n. La representacion negativa de n se obtiene de multiplicar la representacion
negativa de —n por —1.

Para |n| = 1. Es facil verque 1 = (1), y —1 = (11),. Por la Proposicion [2.1.1|se afirma
qgue no existen representaciones de 1 y —1 con exactamente k digitos para k£ > 3.
Puesto que las unicas representaciones positivas de 2 o menos digitos son 1 =
(1)2,2 = (10)5, —1 = (11), entonces tanto 1 como —1 tienen una sola representacion
positiva.

Suponga que la afirmacién se cumple para todo entero con valor absoluto menor o
igual a n.

Seam € Z con |m| = n+ 1. Si m es par entonces |m/2| € Zy |m/2| < k por lo que
m/2 tiene una sola representacion positiva.

Sim =3Y""'_,a;2", entonces ay = 0 pues m es par. Luego, m = >__, a,2'. Entonces

t—1

t
% = Z a2t = Z ai+12i
=1 1=0

Luego, la Unica representacion positiva de m es la representacion de m /2 agregando
un 0 como ultimo digito.

Suponiendo, en cambio, que m es impar entonces de manera similar podemos ver
que la unica representacién positiva de m es la representacién es la que se obtiene
de tomar la representacion positiva —(n — 1)/2 (existe por hipotesis de induccion),
negarla y agregar un 1 como ultimo digito.

Se concluye que todo entero tiene una unica representacion positiva y una unica

representacion negativa.
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La demostracién anterior sugiere que es posible realizar un proceso analogo al al-
goritmo de divisidén pero en el cual el primer residuo no nulo puede ser 1 0 —1 segun
deseamos la representacion positiva o negativa de un entero, y luego se alterna
entre 1 y —1 cuando el nimero de la izquierda de la igualdad sea impar.

Por ejemplo, si se toma el nimero 211, su representacidn positiva, esta dada por

211 =1+105-2

106 =—-1+53-2

53 =1+26-2
26=0+13-2
13=—1+7-2 (17)
T=1+3-2
3=—-1+2-2
2=0+1-2
1=140-2

Entonces 211 = (101110111),, se obtiene de la representacion negativa de 105 agre-
gando un 1 como ultimo digito.

En la demostracion de la Proposicion se observa que es posible pensar en la
representacion doblada de un n > 0 que se escribe con & digitos, como la suma de
las representaciones dobladas de 2*~! y un entero m < 0 con una representacion
de j < k digitos.

Se generan las representaciones dobladas de los enteros positivos.

Se denomina “corta”, la representacién que usa menos digitos distintos de cero y
“larga.? la otra. En la Tabla [??] se muestran los nimeros positivos que se pueden
representar con k digitos para 1 < k < 4. Se puede observar que ambas represen-

taciones, corta y larga se obtienen al representar al entero n con 2F-2 < n < 2k-1,
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Tabla 2. Tabla de representaciones dobladas de los primeros 7 enteros positivos

n | Representacion corta | Representacion larga
1 1 11

2 10 110

3 101 111

4 100 1100

5 1101 1111

6 1010 1110

7 1001 1011

como 2871 —m, con m < 2¥=2, Por ejemplo, 4 <5 <8y 5 =8 — 3.

Es interesante ver que estas representaciones tienen una relacion con la palabra
infinita S.,. En particular, si S.[n] denota el n-ésimo simbolo de S., entonces la
representacion corta de n es positiva 0 negativa segun S..[n] sea D o U, respec-
tivamente. La relacién entre las representaciones dobladas y la sucesidén de pa-
perfolding no queda aqui, pero para poder demostrarla es necesario introducir otro
sistema numérico.

De manera anéloga a lo que se ha hecho con los enteros, se puede introducir en los
enteros Gaussianos un sistema numérico en base 1+ y con digitos {0, 1,4, —1, —i}.
De nuevo, se representa a —1 como 1y a —i como i. Esta vez se exigira que los
digitos no nulos de una representacidén sigan el patrén ciclico cuando se lee de

izquierda a derecha.

£
W,

Por ejemplo,
12 + i = (10:1i0141). (18)
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Se pone el siguiente calculo, como referencia. Asi para dada una representacion es

posible determinar el entero Gaussiano, que es representado por ella,

1+)% =16

— — — ~~ — — —
—_
. ~.
S~— N— SN— S~— S~— N~— SN—
S
=~

1442 =2
1+ =1+
1+i) =1

(1+4)° =16
—i(14+14)% = -8
—(1+i0)° =4+4i
i(1+4)* = —44

Total = 12 + 4

Se clasifican las representaciones segun su ultimo digito no nulo. La representa-

cién tipo o, es la representacion cuyo ultimo digito no nulo es o. La situacion es

totalmente analoga a las representaciones dobladas de los enteros, en el sentido de

que cada entero Gaussiano tiene exactamente 4 de estas representaciones (una por

cada digito no nulo) a las cuales se les etiqueta como representaciones giratorias.

Parecido a lo que se dijo de las representaciones dobladas se puede usar un algo-

ritmo de division para encontrar las representaciones giratorias de un entero Gaus-

siano.

29



Tipo 1
12+i=1+(6—5i)(1+1)
6 —5i =1+ (—61)(1+1)
—6i =0+ (=3 —3i)(1 +1)
—3—3i =0+ (=3)(1+1)

—3=—1+(=1+i)(1+74)
—1+i=0+i(1+1)
i=—i+(1+1i)(1479)
1+i=0+1(1+1)
1=1+0(1+1)

(1070100i1) 4

Tipo 1
124 1= —-14(7—-6i)(1 +1)
7—6i=—i+(1—6i)(1+1)
1—6i=1+(—-3—30)(1+1)
—3+43i =0+ (=3)(1+1)
=i+ (—=2+1)(1+1)
—2+i=—1+i(1+1)
i=—i+ (1+4)(1+1)
1+i=0+1(1+1)
=1+0(1+1)

(10i1i0141), 44
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—3—-3 =0+

Tipo i
12+ =14+ (6 —6i)(1+1)
6 —6i =0+ (—6i)(1+1)
—6i =0+ (=3 — 31)(1 + 1)
(=3)(1+14)
—3=—1+(=1+4)(1+i) (19)
~1+i=0+i(1+71)
i=—i+ (140)(1+19)
14+i=0+1(1+1)
1=1+0(1+1)

(104010004) 14

Tipo i
124i¢=—i+(7—50)(1 4+ 1)
7T—5i=0+(1—6:)(1+1)
1—6i=1+(—-3-3i)(1+1)
—3-3i=0+(=3)(1+1)
—3 =i+ (=2+4)(1+1)
—2+i=—1+i(1+1)

i=—i+ (1+i)(1+19)
1+i=0+1(1+1)

1=1+0(1+1)

(10710107) 1.



Ahora se usa un razonamiento similar en la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 2.1.3. Para cada m + ni en Z[i], no nulo, existen exactamente cuatro re-
presentaciones giratorias. Una de tipo 1, una de tipo ¢, una de tipo —1 y una de tipo
—1i.

Demostracion. Note que que todo entero Gaussiano tiene una unica representacion
de cada tipo.

Se usara el hecho de que si existe una representacion tipo ¢ de m + ni entonces
existe una representacion tipo ¢ - i de i(m + ni) (basta s6lo multiplicar todos los
digitos de la primera por 7).

Note que (a + bi)(1 + i) = (a — b) + (b + a)i. Entonces la suma de la parte real y la
parte imaginaria de todo multiplo de 1 + i es par.

Por induccién sobre la norma de m + ni.

Si N(m + ni) = 1 entonces claramente 1 = (1),4; y se aplica el algoritmo que se
muestra en para encontrar que i = (il)144, —1 = (i01),; y —i = (1i1),4,. Esto
implica que la unicidad de las representaciones tipo 1 de i, —1, —i dependen de la
unicidad de la representacién de 1.

Puesto que 1 no es un mdltiplo de 1 + i entonces si (a; ... ag)14+; cOn a; # 0 €s una
representacion giratoria tipo 1 de 1 entonces ay = 1. Se deduce que (a; ...7)14; = 0,
lo cual es absurdo.

Entonces también existen las representaciones tipo i, —1 e —i de estos numeros.

1 =1 —i

Tipol | 1 41 01 1i
0

Tipo—1|i01 i1 1 il

—_

=
o~

Tipod |dli @ 1i

Tipo —i | 1@ 100 dli i
Ahora, se supone que todo entero Gaussiano a + bi, con norma N(a + bi) < k tiene

exactamente una representacion giratoria de cada tipo.
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Considere N(m + ni) = k + 1. Si m + n es par, entonces la Unica representacién

giratoria tipo 1 de m + ni es la representacion giratoria tipo 1 de

m + ni <m—|—n> (n—m),
- + i
1+ 2 2

seguida de un cero. Si m + n es impar, entonces la unica representacion tipo 1 de

m + ni es la representacion tipo i de

m4+ni—1 <m+n—1>+<1—m+n),
— - )i
1+ 2 2
seguido de un 1.

Note que en el caso m + n impary N(m + ni) > 1, la ecuacion

2 2
tiene solucién para m + 1,n = +1. De aqui, se obtiene que m + ni = —2 4+ 4, son
los Unicos casos en los cuales N(m + ni) no decrece. Cuando esto sucede se debe
primero encontrar las representaciones de 1 + 2i. Aparte de éste, en todos los otros
casos la norma decrece y se puede usar la hipoétesis de induccion.
Se concluye que cada m + ni no nulo en Z[i| tiene exactamente una representacion

de cada tipo.
U

Como se hizo anteriormente con las representaciones dobladas de los enteros, se
ilustra un proceso en la Tabla 3] para generar ciertas representaciones gaussianas.
Se realiza con la representacion tipo 1, pues en todos los otros casos nos dan la
misma informacién. Se enumeran las representaciones giratorias que aparecen de
este algoritmo segun el orden en el que ocurren.

Note que se puede multiplicar estas representaciones giratorias por ¢ y la curva
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Tabla 3. Relacién de representaciones dobladas con las giratorias.

n | Rep. Dob. Corta Rep. Giratoria z

1 1 1 1

2 10 10 1+
3 101 10i i

4 100 100 2i

5 1101 1:01 —1+2i
6 1010 1070 -1+
7 1001 1004 —2+1
8 1000 1000 242

Figura 7. La transformacidén geométrica implicada en el proceso de la Tabla .

poligonal generada sera la misma curva, pero rotada 90° en sentido antihorario.
De esta manera, se obtienen 4 curvas, una por cada digito distinto de cero, que
representadas graficamente, llevando el proceso hasta generar 2 = 256 enteros
Gaussianos se obtiene la Figura 8]

La Figura [8| sugiere que el proceso que describe la Tabla [3| produce un dragén
de Heighway y que ademas las representaciones generadas asi cubren un cuarto
del plano Zli] para cada digito inicial 1,4,1,i. En lo que resta de esta seccién se

formalizara este resultado.
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Figura 8. 4 disefios de dragén de orden 8 generado por el proceso de la Tabla[3] Se
indica con colores segun la representacion del entero Gaussiano comienza por 1, i,
1,1.

2.1.2. La curva que no se cruza a si misma.  Ahora, se estudiara la estructura
de la palabra S... El primer paso que se tomara con vista a formalizar el resultado

expuesto en la Figura [8] es definir la funcién

+1, silan-ésimaletrade S, es D;
d(n) = (20)
—1, silan-ésimaletrade S, es U;

De manera equivalente se define a d como la funcién que envia a un numero natural

n en el ultimo digito no nulo de su representacion doblada.
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Por la ecuacion se tine otra definicién de d, quizas ain mas sencilla:
d2n+1)=(-1)", d(2n) =d(n). (21)

La funcion d tiene también otra propiedad caracterisitca. Por la ecuacion (7) se tiene
que
d(2" —m) = —d(m), para0<m < 2" (22)

Ahora se define una funcién
gn)=d(1)+---+d(n—1), para n > 1. (23)

Esta funcion da el valor de los excesos de D’s sobre U’s en S, para cualquier n, es
decir, para la n-ésima letra de S... Para ver la relacién de esta funcién con la curva
formada del proceso de paperfolding (se fija g(1) = 0 por conveniencia).
A cada letra de S, corresponde un pliegue enumerado con un natural n» > 0 al cual
se le asigna un angulo 90° si d(n) = +1 y un &ngulo de 90° si d(n) = U.

Se define una curva poligonal denotada ¢ para n € N:

5(0)=0;  d(n)=> " paran>1, (24)

k=1
donde §(n) es el n + 1-ésimo vértice de la curva o.

Proposicion 2.1.4. § es la curva formada al desplegar la tira de papel a la que se

ha aplicado el proceso de paperfolding de manera que se forman angulos rectos.

Demostracion.
Por induccién. Primero note que g(1) = d(0) = 0, entonces §(1) = 9" = * = 1,
Entonces el primer segmento de la curva ¢ es el segmento [0, 1] lo cual coincide con

la construccién explicada anteriormente.
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Suponga que §(n — 1) da el n — 1-ésimo vértice de la tira de papel.
5(n) = d(n — 1) + 9™,

Dado que g(n) = g(n — 1) +d(n — 1) = g(n — 1) £ 1 por (23). Esto quiere decir que
9 = j9(n=1)*1 Eg decir, que la curva gira en el n-ésimo vértice hacia la izquierda
sid(n —1) =+1y hacia la derecha sid(n — 1) = —1.

Se concluye que en efecto la curva poligonal § representa la curva formada del

proceso de paperfolding.

g

En la Tabla |4| se referencian los valores iniciales de g(n) y 6(n) para observar la

dinamica de esta funcion.

Tabla 4. Comportamiento de las funciones g y ¢ en los primeros 16 pliegues.

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8
din) | - +1 +1 -1 +1 +1 -1 —1 +1
gn)| - 0 1 2 1 2 3 2 1
AN | i =1 i —1 —i -1 i
Sn) |0 1 144 4 20 —1+4+2 —1+i —2+i —2+2i
n 9 10 11 12 13 14 15 16
d(n) +1 +1 -1 -1 41 -1 —-1 41
g(n) 2 3 4 3 2 3 2 1
39(m) -1 —i 1 - =1 =i -1 i
S(n) | =3+2i —-3+4i —2+i —2 -3 —3—i —4—i —4

Ahora, el siguiente célculo nos muestra una relacion que satisface g(n) lo cual a su
vez nos da informacion sobre 4.

Para todon > 0, 1 <m < 2" y teniendo en cuenta la propiedad de d en la ecuacion
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g(2n+1> — g(2n+1 —m+ 1) 4 d(2n+1 —m 4+ 1) S d(2n+1 o 1)

g2 —m+ 1) —d(m —1) —--- —d(1) (25)

g(2" —m + 1) — g(m).

Para m = 2" se tiene que
g(2n+1) _ g(2n+1 —9n 4 1) _ g(2n) _ g<2n + 1) — g(Qn) = d(Q”) =1.

Por se obtiene:
g2 —m 1) =1+ g(m). (26)

Esto permite calcular de manera relativamente eficiente la direccién del n—ésimo

segmento de 4. Por ejemplo,

g(86) = g(128 — 43 +1) = 1 + g(43),
=14+¢9(64—22+1) =2+ g(22),
=2+¢(32—-11+1) =3+ g(11),
=3+4+9(16 —6+1) =4+ g(6),
=44+9(8-3+1)=5+¢(3),
=5+g(4—2+1)=6+g(2),
=6+92—-1+1)="7+g(1),

=T.

Esto quiere decir que el n-ésimo segmento de § tiene direccion i” = i3 = —i.
Ahora se usa la ecuacion (26) para encontrar una propiedad andloga de 9, que dara

la relacién entre las representaciones dobladas y las giratorias.
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Para todo n > 1 tal que 1 < m < 2", se tiene que,

antl
5(2n+1) _ Z Z'g(k)’
k=1
antl_m antl
=X ¥ o
k=1 k=27+1—m+1
= 02" —m) + ) it @7
k=1
=52 —m) iy ™),
k=1
= 02" —m) +id(m).
Si en esta nueva relacion se reemplaza m = 2" se obtiene,
§(2HH) = §(27F —2™) 1 i6(2") = §(27) +i6(2") = (1 + )5 (2™).
Entonces se encuentra que
52" = (144" (28)

Ahora, se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.1.5. Sin =2 — 2" + ...+ (~1)/2% conty > t; > --- > t; entonces
d(n)=(1+ i)to —i(1+ z')tl ot (—i)j(l + i)tj.

Demostracion. Suponga n, = n y por la Proposicion se tiene que 27! < ny <
2% Luego, existe n; tal que 1 < n; < 2=ty ng =20 —n,,
Entonces por y se obtiene

0(no) = 0(2" —my) = (L +1)"* —id(ny).
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Entonces por hipétesis —n; = —2"! + ... + (—1)%2%, y por Proposicién se
tiene que 27! < n; < 2%, en consecuencia existe n, con 1 < n, < 2" tal que

ny = 2" — ny, y por lo tanto é(ny) = (1 +1)"* — id(ns). Finalmente,
S(ng) = (1 +4)° —i(1+4)" — §(ny).

Siguiendo este proceso que acaba con t; se ha demostrado el teorema.
Il

Esta nueva férmula para la funcion § hace que el proceso de doblar papel y ex-
tenderlo en angulos rectos sea totalmente explicito. En la Tabla 3| se muestra la
correspondencia de las representaciones dobladas y giratorias para los 8 primeros
vértices de 0. Es posible utilizar otros angulos al colocar la tira de papel en el plano,
cambiando i por algin ¢ = e™?, donde 6 es el angulo deseado.
También es facil ver que se obtienen cuatro curvas distintas, como se muestra en la
Figura 8]

d(n), id(n), —d(n), —id(n). (29)

Ahora se dara un ejemplo de la traduccién de representaciones dobladas a repre-
sentaciones giratorias.

Sean = 207, entonces tenemos
n = (101010011), = (101010007),

las representaciones dobladas positivas y negativas, que al traducirlas usando el

Teorema[2.1.5] vemos que
(10i0100i1)14; = 12+ y  (10i010007)14; = 12+

son las representaciones Tipo 1y Tipo i que ya se habia calculado en (19).
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Acé surge la pregunta ;Qué sucede con las representaciones Tipo —1 y Tipo —i de
12 + i?. Para encontrar el entero n’ que produce estas representaciones giratorias,

tenemos por Teorema[2.1.5]

12 +i = (10i1i0171),4; — (10T1T0111), = 211,
como en (18). De la misma manera,

12 + i = (10410104); 4; + (101110101), = 211.

Se denomina similares a las representaciones giratorias que corresponden a un
mismo entero segln el Teorema[2.1.5]

Para completar un poco mas la imagen intuitiva dada de este proceso, se calcula
9(207), g(208) y g(211), g(212). El calculo se realiza como en (25), asi se obtiene

g(207) =4, g(208)=3 y g(211) =6, g(212) = 5. (30)

Recordando la definicién de § en (24), que nos dice, que la curva ¢ pasa dos veces
por el punto 12 + i. Primero pasa viniendo del oeste y girando hacia el sur, y tres
segmentos después vuelve a pasar por este mismo punto, pero esta vez proviene
del este y gira al norte. La Figura[?? muestra lo aqui descrito.

La situaciéon que se acaba de describir es la que se presenta, para todo elemento
de Z[i] (aunque no siempre todos los segmentos pertenecen a la misma curva, se
pueden tener puntos que son recorridos una vez por la curva ¢ y una segunda vez

por la curva i¢). Estas observaciones motivan el siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Los cuatro dragones, es decir, las curvas 6,0, —§ y —ié cubren el
conjunto de los enteros Gaussianos exactamente en el sentido en que un segmento

unitario entre dos puntos de Z[i] es recorrido exactamente una vez.
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Figura 9. El entero Gaussiano 12 + ¢ es recorrido dos veces por la curva § y no se
repite algun segmento.

,L'g(212)

G IVE)

7:5](211)

Z'g(208)

Demostracion. Todo segmento unitario se puede ver como un segmento de a + bi a
a+bi+o,donde m+ni es maltiplode 1 +iy o € {1,7,—1, —:}. Usando el Teorema

[2.1.3] se considera la representacion tipo o de a + bi + o,
a+bi+o=oci'(1+i)% +.- +oi(l +i) + o,
donde 0 <ky<---<kyt>N0.

Sean = 2" 4 ... 4 2k 4 (—1)!, por Teorema [2.1.5|

a+bi+o

t ?

o(n) =

g1
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es decir,

a+bi+ o = 0i'd(n);

a+bi=ci'd(n—(-1)").

Si un segmento que incide con a+bi € Z[i] fuera recorrido por la union de las curvas
Uzzo i mas de una vez, entonces puesto que los cuatro segmentos incidentes con
a + bi estan en esta union, se tendria que = es recorrido por | J;_, 4 al menos tres
veces. Esto es absurdo, puesto que z tiene cuatro representaciones giratorias que
corresponden (por el Teorema a las representaciones dobladas (positiva y
negativa) de dos numeros naturales. En otras palabras corresponde exactamente a
dos vértices de J.

Se concluye que todo segmento entre dos enteros Gaussianos ocurre sélo una vez

en el conjunto de las cuatro curvas 6,0, — y —id.

0

2.2. REPRESENTACIONES NUMERICAS EN EL PLANO COMPLEJO Y EL TWIN-
DRAGON

Esta seccidn esta dedicada a estudiar un ejemplo de un sistema numérico con base
compleja que tiene las propiedades analogas a los sistemas numéricos familiares
sobre los numeros reales o binarios. En particular, todo numero complejo tiene re-
presentaciones en base —1 + i y se cumple que los enteros (los elementos de Z[i])
tienen representacién Unica. Los resultados aqui expuestos son motivados por los
trabajos enfy [l Las demostraciones de los Teoremas [2.2.3]y[2.2.4] son basadas en
las demostraciones encontradas en|donde se trata el caso mas general de las ba-
ses —n +i donde n es un entero positivo. Se han agregado ejemplos y célculos para

explicar los detalles y las técnicas usadas en tales demostraciones. La demostracion
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del Teorema[2.2.3]también usa aspectos muy similares a los del Teorema[2.1.3|don-
de se implementan los argumentos de las demostraciones def La parte dedicada a
demostrar que la familia de twindragons es un empaquetamiento (lo que culmina en
el Teorema|[2.2.8) no es tratada en la literatura mencionada. Tal vez es considerada
trivial pues no se hace alguna referencia a la necesidad de demostrar este hecho.

El razonamiento aqui presentado relativo a esta ultima parte de mi autoria.

2.2.1. Una base compleja binaria  Note que todo z € Z[i] se puede escribir de

manera unica como una sucesion finita de 0's y 1’s.
w = (bnbnq ) blb0)71+i (31)
Por ejemplo,

w = (1010101010)_1;
=(=14d)+ (-1+0)°+ (-14+0)° + (=140 + (-1 +4)°
= (=1+41) + (2+2i) + (4 — 4i) + (—8 — 8i) + (=16 + 161)

=—-194T7:i

Para comprender que es suficiente usar los digitos {0, 1} para expresar enteros
Gaussianos en base —1 + ¢ se mostrara, que forman un sistema completo de resi-

duos.
Proposicion 2.2.1. {0, 1} es un sistema completo de residuos médulo —1 + i.

Demostracion. Se define un homomorfismo

h:Z — Zi)/(—1 + )

2= 2+ (—1+1).
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Es claro que h es en efecto un homomorfismo, pues es la composicién de un homo-
morfismo candnico con una inclusion.

h es un homomorfismo sobreyectivo. Sea a + bi donde a, b € Z entonces
at+bi=a+bi—b+b=a+b+(-1+i)b=(a+b)+ (=141

Por lo tanto, h(a + b) = a + bi.

Ahora, el nucleo de este homomorfismo.

ker(h) = {z|h(z) € (=1 + i)},
={z]z € (-1 +19)},
= {z|z=(a+bi)(=1+1i) = —a—b+ (a—b)i}.

Puesto que z € Z entonces se debe tener que a = by por lo tanto z € ker(h) siy
solo si z = —2a € 2Z.

Por el Teorema fundamental de homomorfismos se tiene que
Lo =17)27 = Zi]/{(—1 + 1)

Luego 0+(—1+1) # 1+(—1+14) y ademas, cualquier para cualquier entero Gaussiano

a+bisetienequea+bi+ (—1+4) =0+ (-1+7)0a+bi+(—1+17) =14+ (=1+1).
U

Lema 2.2.2. Existen representaciones en base —1 +ide 1,7, —1, —i.
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Demostracion. Se usa una variacion del algoritmo divisién sobre —1.

-9 _

—1=1+ (=1 41),
—1+

1+i=0+(—i)(=141),
—1—1

—i=1 —141

i +—1+i( + 1),
-1+

1 14

' +—1+i< ),

Luego,

1= 1, i=11)_14,  —1=(11101)_14,,

1=1+0(=141).

—i=(111)_14

i

Ahora se demuestra que todo entero Gaussiano se puede escribir de manera unica

en base —1 + 1.

Teorema 2.2.3. Si z € Z[i] entonces existe una cadena digitos by, by, b, . ..

{0,1} tal que (b ... bab1bo) 14+ = z. Ademas, esta representacion es unica.

Demostracion. Sea z = m + ni con m,n € Z.

Con |z| = |m + ni| = m?* + n?, por induccién sobre |z|.

Dado que si |z| = 1 entonces existe la representancion para z en base —1 + i.

7bk: €

Suponga que existen representaciones para todos los enteros Gaussianos con nor-

ma menor o igual a k£, con k > 1.
Seal|z|=m?+n’=k+1.

Si m + n es par, entonces

m + nt

—_m-+n

(—m —n)i

-1+

2
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Puesto que || < |z| = k + 1, existe una representacion base —1 + i de |z|/(—1 +
i) = (by---1bo)_144- Luego, la representacion en base —1 + i se puede construir
agregando un 0

= (bm R bOO)flJri

Sim + n es impar,

m+ni—1 (1—m+n)+(1—m—n)z’
—14+i 2 2 '

De nuevo, por hipétesis de induccion existe una representaciénde (z —1)/(—1+i) =
(bm - .. bibg)_144. En este caso se agrega un 1 para obtener la representacion en base
—1+ide z.

2= (b ... bibol) 14

Entonces para z € Z[i] arbitrario, se puede encontrar una representacion en base
-1+
Supongamos que existen dos de tales representaciones de z. Entonces

2= (b ...b1by) = (cp...c100).
De aqui que
0 = b (L) by (L) by =) (L) (B —ea) (= 1+) + (B —co)

Se deduce que by — ¢y € (—1 + i), pero by, co € {0,1} y este es un sistema completo

de residuos, entonces by = ¢y. Se obtiene que
0="bpn(=1430)" 4 b1 (=140 + (b, — ) (=1 + )P 4o+ (b — ).
Aplicando el mismo razonamiento, se deduce que b; = ¢;.
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Asi, sucesivamente se tiene que by = co,by = ¢1,...,b, = c,. Ademas b; = 0 para
j > p pues de lo contrario —1 + i seria un divisor de cero.
En consecuencia, la representacion de todo entero Gaussiano en base —1 + i siem-

pre existe y es unica.

g

Ahora, se va a demostrar que es posible expresar todo numero complejo usando una
representacion en base —1+ i que permite una parte decimal. Es decir, expresiones

como (110.11)_;4; = (=3 — 2¢)/2 = o incluso expresiones infinitas como

(11011, ) ey =—1—i+» (=14i)7F
k=1

1 o
= —1—i+ Y (—14+4)7F
—1—|—z§( )
—1—q 1
=—1—i+ 7
Z 2 1_—11+z'
T el e
=—1-—1
2 =247
= 1—3
gy
4+ —2—i =7 6i
o - A 5

Se demuestra que para todo z € C existe una representacion en base —1 + i con
digitos {0, 1}. Estas representaciones pueden consistir de una cantidad infinita de
digitos en la parte fraccionaria de la representacion, es decir, los digitos después
del punto decimal pueden ser infinitos. No podemos garantizar que esta represen-

tacion sea Unica. La idea de la demostracion es tomada del articulo de Bl
Teorema 2.2.4. Todo numero complejo tiene una representacion en base —1 + i.

Demostracion. Se denota |a| a la parte entera de « donde a € R. Sea z € C. Se

definen dos sucesiones (z,,).>0 Y (0)n>0, tales que paratodo n > 0, z,, = Re z(—1+
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D)"Y yp = Im z(—1+14)", asi

B 2(=14 )" Tyt iYn

(=1 (T4
B N e 0 O G e ) R el 0 )

(—1 1) (—1 1) :
Es decir,
- |z + ZLynJ ’ 5. = (Tn — [n]) + Z(yn — [ynl) (32)
(—1+0) (1t i)
Se debe tener que |z, — |z, ]|, |yn — |yn]| < 1,y por lo tanto,
' 1
tm [6,] < lm 0 g L,
n—00 n—00 |(1 + 2)|n n—00 \/5
Lo cual implica que 4,, — 0 cuando n — oo y por lo tanto
lim z, = lim z — ¢, = z. (33)

n—oo n—oo

Puesto que |z, ]| + i|y,| € Z[i], existe una representacion Unica

(ar ... arao)—14i = |20 +ilyn] = 2o(=1+14)",

donde t depende de n. Ahora se demuestra que t — n es acotado, es decir que la

representacion de z,,(1 + i)™ no sobrepasa algun numero de digitos K para algun n.

Se tiene que
Z (=10 e Fa(—1+10) +ag
" (=1 +4)n ’
Nf— Q-1 Qg
= a;(—1 t=moy —
Zn = ar(—144)"" + +ak+_1+i+ +(—1+i)”
Zn_( a/k—l _'__‘__‘I_L) :at(_l‘i‘l)tin—i—"'—*—ak.
—1+i (=1+a)m
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Entonces

Nf— Ap—1 Qg
-1 t=n 4 A <z ( —)7
la(—144)"" + —i—a|_\z|—|—’ T +(—1+i)n '

<zl +16a] + D 1= 1+4P,
7=0

V2
V2-1

La expresién a la derecha de la desigualdad esta acotada pues ¢, converge a 0,

entonces existe un real ¢ > 0, tal que
la (=1 4+3)" "+ +a,| <c, (34)

para todo n € N. Es decir, que el entero Gaussiano con representacion a;(—1 +
i)'~" + --- + a, estad contenido en la bola de radio ¢ con centro en el origen. Puesto
que en esta bola s6lo puede haber un nimero finito de enteros Gaussianos, se
concluye que existe un K tal que t — n < K para todo numero natural n.

Se puede entonces escribir,

CL(I? a(n)

14d (1)

zn:a%)(—l—Fi)K—i—---—Faén)%—

donde cada aﬁ”) €{0,1} paraj < K.

Se procede a definir una representacién de z. Cada sucesién (aﬁ”))nzo tiene solo dos
valores posibles. Entonces al menos uno de ellos debe suceder infinitas veces.
Tomamos by un valor de (af;?))nzo que sucede infinitas veces. Sea Sk el conjunto de
los indices m tales que (a}}) = bx. Ahora, por induccion sean by, ..., b tales que

para cada uno de estos existe un conjunto infinito de indices Sx D --- D S;,; tales

(m).

que sim € S; entonces b; = a;

Entonces dado que S, es infinito, se toma b, un valor de (al("))nesl+1 que se repite
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infinitas veces y definimos S; € S;;; como el conjunto de los indices m tales que
al(m) = bl.

Se define asi,

b, b
1+ (—144)2

w=bg(—1+) by + (36)

Entonces se construye una sucesion de numeros naturales n, con o € N tal que

Na € Sk—a, Yy puestoque Sx 2 --- 2 Sk_q

e = b (=140 4 b0+ a7 (—1 i)

@

Ahora,

w= lim z, = lim 2z, =z (37)
N —00 n—o00

Se concluye que (36) es una representacion vélida de un numero complejo z en
base —1 + i. Es decir, que todo numero complejo posee un representacion base

—1+1.
U

En la Tabla 5] se sigue la construccién usada en la demostracion del Teorema[2.2.4]
La dltima columna corresponde a las representaciones expresadas en la ecuacion
(35), se observa que las representaciones de los nimeros complejos de la forma
(a;...ap.a_y...)_14; NO SON necesariamente Unicas. El ejemplo ilustrado en la Tabla
Bles = = (1—2i)/5. En este caso la representacion de z, tiene a lo méas 3 digitos antes
del punto decimal. La sucesién z, oscila entre representaciones con tres distintas
partes enteras 0,1y —i. En efecto, (1 — 2i)/5 tiene tres representaciones distintas

enbase —1+4,[A
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Tabla 5. Representaciones de z,.

Representacion de  Representacion de

noz(=14d)" ze] + iy L2n] + ilyn] Zn

0 (1—2i)/5 —i (111)_11i (111) 14

1 (14 3d)/5 0 (0)-14 (0)-14

2 (—4-2i)/5 1 (110)_14, (1.10)_ 144

3 (6-2i)/5 1—i (111010)_1.4; (111.010)_y;

4 (—4+8i)/5 14 (10)_11i (0.0010)_14

5 (—4—12i)/5  —1—3 (110010)_ 1, (1.10010)_ 144

6  (16+8i)/5 34 (111010010)_14;  (111.010010)_14,
7T (=24+8))/5  —5+i (10010)_1, (0.0010010)_1 4,

8 (16 — 32i)/5 3—1T1 (110010010) _1 44 (1.10010010) 144
9 (16 +48i)/5 349i  (111010010010)_1,; (111.010010010)_;.;
10 (—64—32)/5 —13—Ti (10010010)_14;  (0.0010010010)_
11 (96—32)/5  19—7  (110010010010)_,.; (1.10010010010)_ ;.

2.2.2. Teselacion de Twindragons  Es posible dar una interpretacién geométrica
de las multiples representaciones en base —1 + i de algunos numeros complejos.

Para esto considere el conjunto de fracciones

F= {(0.(1_1@_2 c )_1+Z‘ | a; € {O, 1}} (38)

Para dar inicio al procedimiento, se parte del 0. Se representa graficamente por
medio de un cuadrado de area 1 centrado en 0. Ahora, los elementos de F' con
representacion 0.a;00... donde a; € {0,1}. Son 0y (—1 —i)/2 y se representan
como cuadrados de area 1/+/2 girados 45° (es decir cuadrados como el que rodeaba
a 0 en la etapa anterior pero multiplicado por 1/(—1-+1)) centradosen 0y (—1—1)/2,
respectivamente. Continuando este proceso indefinidamente, surge una figura que
se aproxima al conjunto de puntos que es formado por F' en el plano complejo.

Este proceso se describe un sistema iterado de funciones con conjunto inicial el

cuadrado F;, encerrado por la curva poligonal [(—1—i)/2, (1—i)/2, (1+i) /2, (—1+1)/2],
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y con el par de funciones

z () z n 1
= — Z) = .
—1+414 , 14 —14i

po(2)

Entonces se define una sucesion de conjuntos (F,,),>o donde F; es el cuadrado ya

definido y se cumple la ley inductiva
Eoir = po(Fn) U p1(F). (39)

Claramente, F;, son los numeros complejos que se pueden representar como frac-
ciones con a lo mas n digitos diferentes de cero después del punto decimal. Asi,
lim, . F, = F. Enla Figura[10|se representan las primeras iteraciones del proceso
definido en (39), y nos da una idea bastante aproximada de la representacién gréfica
del conjunto definido en (38).
Lo anterior implica que se puede usar a F' para cubrir al plano complejo en su
totalidad

C=|Jw+F (40)

lo cual se justifica bajo los Teoremas[2.2.3]y
En la grafica de los conjuntos que aparecen en la ecuacioén (40), se observara que

los conjuntos w + F donde w es algun entero Gaussiano forman una teselaciéon del
plano.
Se demostrara que es posible cubrir C con un niumero contable de copias de F

tales que la interseccion de sus interiores es vacia, por lo tanto (J,c,; w + F s un

wEL[
cubrimiento de C. Para mostrar que |J,,,; w + F' es una teselacion falta ver que
este conjunto es un empaquetamiento de sus miembros, es decir que

(w+F)°Nnw +F)° =0 paraw,w € Zi];w # v’ (41)
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Figura 10. Se muestran las primeras 12 iteraciones del proceso 1)

05 05 05 05

00 00 00 00

-05 -05 05 -05

10565 00 05 %0 05 00 05 10505 00 05 %0 05 00 05

05 05 05 05

00 00 00 00

05 05 05 05

0050005 hooso000s hooso0005 00500 05

05 05 05 05

00 00 00 00

05 -05 05 -05

qo0l——==_ gl ®F 0 ol FF 4oL =¥
10 05 00 05 710 05 00 05 10 05 00 05 710 05 00 05
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Figura 11. Los conjuntos F'y sus vecinos inmediatos.
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En palabras, que los interiores de dos copias de F' diferentes tienen interseccién
vacia. Esto es equivalente, a mostrar que la interseccion de dos copias diferentes
de F' no contiene algun disco y por lo tanto tiene medida de Lebesgue cero.

Procedemos entonces a demostrar que nuestra familia {w + F'} ¢z €s una tesela-
cion del plano. Esta demostracion usara conceptos bastante elementales de topolo-

gia. El siguiente lema implicara el resultado.

Lema 2.2.5. Los nimeros complejos de la forma (m+ni)(—1+14)~* (que pertenecen
al conjunto (—1 + 4)~*Z[i]) para algunos enteros m,n y algin k& € N, forman un

conjunto denso en C

Demostracién. Sea = € C, entonces d(z, Z[i]) < v/2, puesto que los enteros Gaus-
sianos forman una malla de cuadrados con lado 1, la cual cubre todo el plano com-
plejo.

Sea r > 0. Por la propiedad Arquimediana de los niumeros reales existe un k£ € N tal
que kr > 1y porlotantor > 1/k. Para k > 3 se tiene que r > 1/k > 1/\/§k.

Si se considera el conjunto (—1+:)~*"'Z][i], entonces las distancias entre los puntos

. —k—
de la malla formada por estos puntos es reducida en un factor \/5( Y

d(z, (—1+ )1z < v2-v2 T = va
Por lo tanto, si el disco con centro z y radio r es D(z,r), se tiene que
D(z,r) N (=1 414)*1Z[) # 0,
yaque r > /2.

Por lo tanto, que (—1 + i) ~*"'Z[i] es denso en C

Se denota M = (—1 + i)~*Z][i], para cualquier k € N.
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Corolario 2.2.6. Si A C C es un subconjunto abierto entonces M N A es denso en
A.

Demostracion. Para = € A se toma un disco abierto con radio » > 0 tal que D(z,r) €
A. Puesto que M es denso en todo el plano complejo, existe algun punto de esta
malla en D(z,r). Por lo tanto, D(z,r) N M # 0.

U
Lema 2.2.7. Si z € M entonces z tiene una unica representacion en base —1 + i.

Demostracion. Si (a;...ap.a_1a_5...)_14; €S Una representacion de z € M en-
tonces existe un k tal que 2’ = (=1 + i)*2 es un entero Gaussiano y por lo tanto
(a¢...a_p.a_g41y-..) €8 UNA representacion de 2. Entonces es suficiente demos-
trar que todo entero Gaussiano tiene una Unica representacion en base —1 + i. En
particular, esta representacion es la representacion finita que encontramos en el
Teorema2.2.3l

Se procede por contradiccién. Suponga que es posible escribir un entero Gaussiano
wcomo (0.b_1b_5...)_14;. Entonces se considera representacion finita unica de —w,
asi —w = (bs...by)_14i- Entonces es claro que con ambas representaciones se

obtiene una representacién de 0:

(bs...bo.b_lb_g...)_1+i =w—w=0. (42)

Sea D(0,3) N Z][i] el conjunto de los enteros Gaussianos con magnitud menor que
3. Dado que este conjunto es finito, y por el Teorema[2.2.3], estos elementos tienen
una unica representacion cuya parte fraccionaria es nula, entonces se puede decir
que hay un numero finito de representaciones y por lo tanto, un entero positivo K tal

que si z € D(0,3) N Z][i] su representacion finita tiene a lo mas K digitos.
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Multiplicando la ecuacion por (—1 +4)%*! se obtiene

Zb 1+ZJ+K+1+Zbij —1+1) —J+E+1 _ .

! (43)

5+K+1
> b (1 4y Zbﬂ (k+1)(—1+4) 7.
7=0 7j=1
Tomando valor absoluto a ambos lados, y teniendo en cuenta que a la izquierda se
representa de un entero Gaussiano con parte fraccionaria nula, y con digito no nulo
en la posicion s + K + 1 > 1 (es decir, un entero Gaussiano fuera de D(0,3)) se

encuentra la siguiente contradiccion.

s+K+1

Z bj—(K+1 -1+ l Z b_J K+1) -1+ Z)
7=0

(44)

<;\/_ \/__ =v2+1<3.

En consecuencia, todo entero Gaussiano tiene una Unica representacion (no existen

representaciones finitas) en base —1 + i. Por lo tanto, los elementos de M también

tienen una uUnica representacion.
U

Este resultado se puede escribir: si w,w’ € Z[i] y w # w' entonces (w + F Nw' +
F)N M = (). Es decir, no hay un elemento de M que se encuentre en dos copias del
conjunto F.

Ahora es posible demostrar la ecuacion y concluir que la familia de twindragons

forman una teselacion del plano.

Teorema 2.2.8. Si w,w’ son enteros Gaussianos y w # w' entonces los interiores

de w+ F'y w' + F son disyuntos.
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Demostracion. Suponga que A = (w + F)° N (v’ + F)° # (). Puesto que A es un
conjunto abierto no vacio, por el Corolario [2.2.6] existe un elemento m de M tal que
m € A. Pero esto contradice el Lema[2.2.7, pues m tendria una representacién con
parte entera w y otra con parte entera w'.

Se concluye que, A = (w+ F)° N (w' + F)° = 0.
U

Finalmente se ha demostrado que la familia {w+ F'},czp; €s una teselacion del plano
complejo, lo cual era el objetivo principal de esta seccién.

En esta seccion se desarrolla la teoria necesaria para construir las figuras geométri-
cas introducidas en la seccién anterior usando sistemas numéricos. Se inicia con el
dragdn de Heighway para el cual se usan sistemas numéricos mas exoticos, aunque

similares, al que se usa para construir el Twindragon.
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