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Resumen

Titulo: Curso de refuerzo en matematicas para estudiantes de admision especial universitaria:

habilidades para la resolucion de problemas”

Autor: Ana Mileydy Gonzalez Garcia™

Palabras Clave: Educacidn superior inclusiva, Resolucién de problemas, Habilidades.

Descripcion:

Se reporta una investigacion que tuvo por objetivo: Disefiar, implementar y valorar un curso de refuerzo en
matematicas dirigido a estudiantes de admision especial de la Universidad Industrial de Santander (UIS) a
fin de favorecer en ellos el desarrollo de sus habilidades en la resolucion de problemas. La investigacion se
sustenta tedricamente en documentos oficiales del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia y
algunas investigaciones del campo de Educacién Matematica relacionadas con el proceso de resolucion de
problemas como eje orientador y organizador del curriculo en matematicas; en este estudio, se hace énfasis
en el pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos.

Para cumplir con el objetivo de investigacion se desarrollé un proceso metodoldgico bajo el enfoque de
disefio curricular propuesto por Diaz-Barriga et al. El cual, consistié en ocho fases, en las que se disefio,
implementd y valord el curso de refuerzo en matematicas. El estudio se implement6 con estudiantes
provenientes de grupos priorizados en la Universidad Industrial de Santander (contexto del estudio).

Del estudio emergieron tres categorias de analisis, que corresponden a las habilidades del proceso de
resolucion de problemas que se potenciaron a través del curso de Refuerzo en matematicas: i) comprender
el problema; ii) plantear y ejecutar diversos caminos de solucién iii) validar y verificar la solucion del
problema. Las habilidades fueron descritas bajo los aportes teéricos de Polya, Krulik & Rudnick, Shoenfeld,

Santos-Trigo.

“ Trabajo de Grado

™ Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Maestria en educacion matematica. Directora:
Sandra Evely Parada Rico. Doctora en Ciencias Especialidad Matematica Educativa. Codirector
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Abstract

Title: Mathematics reinforcement course for students with special university admission: problem-
solving skills™

Author (s): Ana Mileydy Gonzalez Garcia™

Key Words: Inclusive higher education, Problem solving, Skills.

Description:

This research is reported with the objective of designing, implementing and assessing a reinforcement
course in mathematics aimed at special admission students of the Industrial University of Santander in order
to benefit in them the development of their problem-solving skills. This research is theoretically based on
official documents from the Ministry of National Education of Colombia and some research in the field of
Mathematics Education related to the process of problem solving as a guiding axis and organizer of the
mathematics curriculum. The investigation focuses on the variational thinking and algebraic and analytical
systems.

In order to achieve the aim of this research, a methodological process was followed under the curricular
design approach proposed by Diaz-Barriga et al. This type of research is based on eight phases, in which
the reinforcement course in mathematics was designed, implemented and assessed. The study was
implemented with students from prioritized groups at the Industrial University of Santander (context of the
study).

Three categories of analysis emerged from the study, corresponding to the skills of the problem-solving
process that were enhanced through the Mathematics Reinforcement course: i) understanding the problem;
ii) propose and execute various solution paths iii) validate and verify the solution of the problem. The skills

were described under the theoretical contributions of Polya, Krulik & Rudnick, Schoenfeld, Santos-Trigo.

“ Degree Work

““Science Faculty. School of Mathematics. Master of Mathematics Education. Director: Sandra
Evely Parada Rico. Doctor of Sciences Educational Mathematics Specialty. Codirector: Ronald
Eduardo Paternina Salguedo. Doctor of Mathematics
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Introduccion

La educacion es concebida por las naciones como un derecho fundamental y un factor de
transformacion social, cultural y econdmico. Colombia desde la (Const., 1991) reconoce y protege
la diversidad étnica y cultural, por lo tanto, se define la educacion inclusiva como aquella que
reconoce Yy atiende las particularidades.En la politica de educacion superior inclusiva emitida por
el Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 2013) se mencionan orientaciones para que las
universidades emprendan acciones y estrategias encaminadas a promover y garantizar a los
estudiantes el ingreso, la permanencia y la culminacion de programas académicos, asimismo,
promover practicas y curriculos flexibles.

La Universidad Industrial de Santander (UIS) cuenta con el (Consejo Académico, Acuerdo
282, 2017) en el que, se posibilita el acceso a bachilleres pertenecientes a diversos grupos
priorizados MEN (2013), como los son los indigenas, victimas del conflicto armado, poblacién
desmovilizada, entre otros. En las disposiciones encontramos que a los estudiantes se les exige
una puntuacion en el examen de estado igual o superior al 80% respecto al corte del programa que
aspira cursar. Asimismo, investigaciones previas de Pineda (2018) y Echeverria (2022) se han
preguntado ¢ qué acompafamiento ofrece la universidad a los estudiantes que ingresan a programas
de ciencias e ingenierias para afrontar los cursos de matematicas como céalculo diferencial o
algebra lineal?; cursos que segun los informes de la Vicerrectoria Académica de la UIS tienen un
alto indice de repitencia y cancelacion.

Teniendo en cuenta lo anterior pretendimos orientar nuestra investigacion a responder:

¢Qué habilidades para la resolucion de problemas logran desarrollar estudiantes de admisién
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especial de la Universidad Industrial de Santander que participan de un curso de refuerzo de
matematicas?

Los sustentos teoricos que fundamentan el estudio corresponden a los lineamientos
curriculares en matematicas MEN (1998), los estandares basicos de matematicas MEN (2006), los
principios y estandares de matematicas del NCTM (2003) e investigaciones del campo de la
educacion matematica que emplean la resolucion de problemas (objeto de estudio) como un
proceso que organiza y estructura el curriculo en matematicas.

La metodologia que siguio el estudio correspondié con el enfoque de disefio-curricular
propuesto por Diaz-Barriga et al. (1990) y se desarrollé en ocho fases. EI primer disefio se llevé a
cabo en las fases de: i) andlisis previo; ii) planeacion del curso; iii) disefio de talleres. La primera
implementacién en la fase iv) implementacion de los talleres. Posterior, se hizo una fase v) de
evaluacion de la primera implementacion y una fase vi) de redisefio del curso; de la que obtuvimos
el disefio final del curso. La valoracion de las habilidades se realizd en la fase vii) segunda
implementacidn, con estudiantes provenientes de grupos priorizados del semestre 2021-11. Los
datos recolectados, fueron proporcionados y autorizados para su tratamiento por parte de diez
estudiantes. Esta informacion nos permitié dar cuenta de las habilidades desarrolladas y que se
reportan en esta disertacion en la fase viii) categorizacion de habilidades.

Los resultados que emergieron del estudio se reportan en las tres categorias de analisis: i)
habilidad para comprender el problema, ii) habilidad para plantear y ejecutar diversos caminos
solucion, iii) habilidad para validar y verificar la solucion, las cuales, son caracterizadas y
sustentadas tedricamente por las perspectivas de los autores Polya (1965), Krulik & Rudnick
(1989), Santos-Trigo (2014), Shoenfeld (2016). Este documento se consolidé como el reporte final

del estudio y consta de los siguientes apartados:
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Capitulo 1. Génesis de la investigacion: Aqui mencionamos aspectos generales
relacionados con el contexto de la educacion inclusiva a nivel mundial, nacional y local. Se
describe el contexto de la Universidad Industrial de Santander en el que se desarrolla el estudio y
se enuncia concretamente la pregunta y el objetivo de investigacion.

Capitulo 2. Antecedentes: Aqui exponemos algunas politicas de educacion inclusiva; se
describe la incidencia de algunos cursos dirigidos a estudiantes de primer semestre en algunas
universidades; finalmente, se mencionan estudios de habilidades y la resolucion de problemas.

Capitulo 3. Marco conceptual: En este apartado presentamos los elementos tedricos que
sustentan la estructura curricular del curso haciendo énfasis en el objeto de estudio, es decir, la
resolucion de problemas y las habilidades para este proceso.

Capitulo 4. Metodologia de la investigacion: Aqui describimos las fases que permitieron
alcanzar el objetivo de investigacion y se exhiben el curso de refuerzo en matematicas que
planteamos con sus respectivos talleres (anélisis previo de los problemas).

Capitulo 5. Redisefio: En este capitulo presentamos los ajustes a los talleres del curso que
se realizaron al primer disefio del curso. El redisefio surge luego de un proceso de valoracion del
primer pilotaje del curso de refuerzo. Aqui el lector encontrara la nueva organizacion del curso
(disefio final)

Capitulo 6. Analisis y discusion de resultados: Alli presentamos los resultados del anélisis
de los datos de la segunda implementacion del curso de refuerzo con relacion a la categorizacion
de las habilidades para el proceso de resolucion de problemas.

Capitulo 7. Conclusiones: En éste respondemos concretamente a la pregunta de

investigacion planteada en el estudio.
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1 Genesis de la investigacion

En este capitulo exponemos aspectos relacionados con la educacion superior inclusiva a
nivel internacional, nacional y particularmente, desde el contexto de la Universidad Industrial de
Santander (UIS). Luego, presentamos las motivaciones que llevaron al planteamiento de nuestra
investigacion.

1.1 Contextoy problematica

En el afio de 1948 la Asamblea general de las Naciones Unidas en la resolucion 217 A (111)
proclamo la Declaracién Universal de los Derechos Humanos (DUDH) en el cual se manifiesta la
educacion como un derecho fundamental para todas las personas (ver Articulo 26).

Por otro lado, la Organizacion de las Naciones Unidas para la Educacién, la Cienciay la
Cultura (UNESCO), la Organizacion de las Naciones Unidas (ONU) y la Organizacién para la
Cooperaciony el Desarrollo Econémico (OCDE) entre otras, desde hace aproximadamente sesenta
afios, han gestado, orientado, construido y promovido politicas que favorecen la educacién como
un derecho para todos; estableciéndola como un factor fundamental para la transformacion de los
pueblos.

No obstante, de acuerdo con los informes de seguimiento de la educacién en el mundo
(GEM) desarrollados por la UNESCO, el tema la educacidén para todos pasa a ser de alta
complejidad y con la creencia de ser una utopia, pues existen grandes desigualdades y brechas
tanto econémicas, sociales y culturales en los diferentes paises.

En Colombia, la (Const., 1991) en los articulos: 13, 44, 45, 67, 68; instaura la educacién

como un derecho fundamental, el cual, debe ser garantizado y promovido por el estado, la sociedad
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y la familia; ademas, se menciona que la educacion es un servicio publico con funcion social que
le permite al individuo formarse en derechos humanos, construir la paz, los valores democraticos,
sociales y culturales. Asimismo, establece como obligaciones especiales del estado, la educacién
dirigida a personas que poseen alguna limitacion (fisica o mental) o aquellas personas con
capacidades excepcionales.

En este sentido, el gobierno, a través del Ministerio de Educacion Nacional (MEN) crea
politicas publicas que promueven y favorecen la inclusion educativa en los diferentes niveles de
escolaridad, estas politicas se circunscriben en la Ley General de Educacion (Ley 115 de 1994) y
en la Ley de Educacion Superior (Ley 30 de 1992).

Sin embargo, en las Instituciones de Educacién Superior (IES) la inclusion educativa es
un tema reciente, el MEN (2013) reconoce y promueve la proteccion especial a grupos priorizados
(personas con discapacidad, grupos étnicos, poblacion victima del conflicto armado, poblacion
habitante de frontera). El propdsito fundamental es la excelencia de la educacion superior,
promoviendo la paz, la participacion e inclusion de distintos actores sociales y culturales en las
IES para la construccion de pais.

Desde la (Ley 30 de 1992), se crea el Consejo Nacional de Educacién Superior (CESU),
el cual, bajo sus facultades legales, emite el Acuerdo por lo superior 2034, alli se encuentran
lineamientos de la educacion inclusiva que atienden principalmente los temas de acceso,
permanencia y graduacién, como: apoyos académicos, practicas didacticas y pedagdgicas,
curriculos flexibles y adaptables para atender las particularidades, flexibilidad en los procesos de
acceso, entre otras.

De igual manera, el MEN (2013) alude que, un pais con mejor educacion favorece la

construccidn de una sociedad equitativa y en paz. Ademas, el MEN establece que la diversidad se
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debe considerar como una caracteristica presente en todo ser humano el cual, exige repensar las
politicas y practicas educativas, para responder a tal diversidad desde el punto de vista individual,
social y cultural. Por lo anterior, la politica define que:

La educacién inclusiva esta relacionada con la capacidad de potenciar y valorar la

diversidad (entendiendo y protegiendo las particularidades), promover el respeto a ser

diferente, lo cual implica aprender a vivir con los demas, y garantizar la participacion de
la comunidad dentro de una estructura intercultural en los procesos educativos (...) la
educacion inclusiva tiene como objetivo central examinar las barreras para el aprendizaje

y la participacion propias de todo el sistema (MEN, 2013, pp.17-18).

De acuerdo con esto, la mayoria de las universidades en Colombia han emitido acuerdos
que contemplan disposiciones especiales para el acceso a programas académicos a las personas
provenientes de los grupos alli priorizados, entre estas disposiciones especiales encontramos:
incentivos econdmicos en el valor de la matricula (descuentos, exoneracion del pago y derechos
académicos), menor puntaje en las pruebas de admision, simultdneamente, una cantidad de cupos
definidos por cada programa. Aclaramos que, debido a la autonomia universitaria estas
disposiciones varian.

Promover la educacion inclusiva en Colombia requiere que las IES, examinen las barreras
de aprendizaje para emprender acciones y estrategias concretas que permitan mitigarlas. Pero ;Qué
son las barreras de aprendizaje? desde la politica se enuncia que “abarcan problemas de indole
social, econémico, politico, cultural, linglistico, fisico y geografico que imposibilitan a los
estudiantes acceder, permanecer y/o graduarse de la educacion superior teniendo en cuenta sus

particularidades” (MEN, 2013, p.40).
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En la politica actual de la UIS, en cuanto a las admisiones especiales encontramos
estudiantes que pertenecen a: comunidades o resguardo indigena, poblacion negra,
afrocolombiana, raizal, procedentes de departamentos donde no existen instituciones de educacion
superior, dificil acceso o con problemas de orden publico, desmovilizados y victimas del conflicto
armado (Consejo Académico, Acuerdo 282 de 2017).

Este acuerdo contempla, la asignacién de 1 a 2 cupos por programa académico ofertado en
la UIS sede principal Bucaramanga, asi mismo, se exige una puntuacion en el examen de estado
igual o superior al 80% respecto al corte del programa que aspira cursar. Lo cual, favorece el
acceso a la educacion superior. En la

Figura 1, presentamos, un reporte emitido por admisiones y registro académico, alusivo al
numero de estudiantes (558 en total) que ingresaron a la UIS bajo esta modalidad desde el afio y
periodo 2014-1 hasta 2022-1.

Figura 1

Admisiones especiales UIS por periodos académicos.

Admision Especial UIS desde 2014-|

hasta 2022-|

70
62
59 57

60 53
>0 42 41
40 . 33 31
30 26 27 23 24

20 16
9
10 l

Nota. Datos suministrados admisiones y registro académico UIS.
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Por otra parte, desde la Escuela de Matematicas, se tiene el programa SEA-Matematicas
adscrito al Sistema de Excelencia Académica (SEA) de la UIS, el cual busca ofrecer
acompariamiento a los estudiantes y contribuir a mitigar la repitencia y desercion en las asignaturas
de matematicas. Por tanto, desde el afio 2014 realiza a los estudiantes de nuevo ingreso una prueba
de caracterizacion del pensamiento variacional. Los resultados de esta prueba permiten identificar
el nivel de riesgo en matematicas con el que ellos ingresan a la universidad y evidenciar
dificultades procedimentales de tipo aritmético, métrico, geométrico y analitico reportadas por
Barajas (2015); con el fin de ofrecer apoyos que les permitan atender esas dificultades o
deficiencias.

Considerando lo anterior, la UIS, segln Parada (2018) por medio de SEA-Matematicas se
atienden las dificultades por medio tutorias entre pares y se ofrece un curso de precalculo para
estudiantes de nuevo ingreso con la finalidad de contribuir en la excelencia académica de la UIS.
No obstante, hasta el periodo 2021-1; el curso de precalculo no se pudo ofrecer a los estudiantes
de admision especial.

En la Figura 2 presentamos el consolidado de los resultados de la prueba de caracterizacion
de pensamiento variacional realizada por los estudiantes que ingresaron bajo la admision especial
desde el afio 2018-1 hasta el 2021-1, en las celdas resaltadas se puede ver que la mayoria de los
estudiantes ingresan con un nivel de riesgo que sugiere la necesidad del acompafiamiento.

La preocupacion por atender a los estudiantes de los grupos priorizados habia sido tema de
interés en investigaciones desarrolladas desde el programa de la maestria en Educacion
Matematica en la UIS. Inicialmente, Pineda (2018), documenta la situacién de inclusion en la UIS
desde la escuela de matematicas y plantea la inclusion de un curso aprovechando la reforma

curricular que estaba elaborandose en ese momento en el plan de estudios de la licenciatura. La
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investigacion, permitié la consolidacion del curso “Educacion Matemadtica y Atencion a la
diversidad” que favorece la formacion de futuros egresado de la licenciatura de la UIS, la autora
deja abierta la necesidad de atender a los estudiantes de admision especial refiriendo que “no existe
un acompafamiento que les permita afrontar las exigencias de formacion universitaria” (p.69).
Figura 2

Nivel de Riesgo SEA-Matematicas.

35§-.5=,;-.a=;-.5=§-.:=,3_ga'
3o (€1 E (2|2 B2\ B (8RR IB/8 |5([B(5|l8.I8l5]5
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283 (N[ # [N 2 |V 2 N g [N 2 |V g |V[#(Y 2 |BE|F|#
¥= 8 R
MUY ALTO 0 0% 0 0 2 490% 0 000% 1 170% O 0 0 0 0 000 1 34 4 13
ALTO 4 1210% 3 9.70% 112680% S 1730% 19 3220% 1 125 10 161 9 7500 7 241 69 227
MEDIO ALTO 41210% T260% 163920% 6 2070% 19 3220% 1 125 16 258 1 833 10 345 80 263
MEDIO 123640% 134190% 5 1950% 14 4830% 13 2200% 4 S0 11 177 2 1667 9 30 8% 283
MEDIO BAJO 10 3030% 2 650% 1 240% 2 690% S5 850% 2 25 7113 0 000 1 34 30 99
BAJO 3 910% 1 320% 0 0% 1 340% 2 340% O 0 4 645 0 000 1 34 12 39
MUY BAJO 0 0% 0 0% 1 240% 0 000% O 000% O 0 5806 0 000 0 00 6 20
ND 0 0% 516,10% 2 480% 1 340% 0 000% O 0 9 145 0 000 0 00 17 56
TOTAL 3 100% 3 100% 41 100% 29 10000% 5O 10000% 8 100 62 100 12710000 291000 304 1000

Nota. Datos suministrados por el programa de la UIS, SEA-Matematicas

Posteriormente, Echeverria (2022) en su estudio describié los aprendizajes y las
reflexiones que, consolidan en sus practicas los profesores en formacion al ensefiar calculo
diferencial (Célculo 1) considerando las caracteristicas diferenciadas de sus estudiantes
(estudiantes provenientes de grupos priorizados), conjuntamente, genera una sensibilidad en la
comunidad UIS, al preguntarse ¢qué alternativas existen para atender a esta poblacion? dejando
abierta nuevamente esta problematica.

Teniendo en cuenta estos indicadores y los informes de los trabajos de investigacion,
quisimos abordar la problematica planteada y responder a las inquietudes planteadas por Pineda y
Echevarria, asumiendo la necesidad de aunar esfuerzos en pro de ofrecer programas que

contribuyan a disminuir las brechas educativas, que segun Celis et al. (2012) “cuando existen
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diferencias en la calidad de la educacidn basica y media, quienes reciben la educacion de menor
calidad ven restringidas sus posibilidades de actuacion en la sociedad” (p.68), es decir, que tienen
una consecuencia directa en el proyecto de vida, dado que, se tiene mayor dificultada para acceder
a la educacion superior o al mundo laboral.

1.2 Presentacion del problema: preguntay objetivo

La investigacion pretendio desarrollar habilidades para la resolucién de problemas en
matematicas de los estudiantes con admision especial quienes, como ya se menciond ingresan a la
UIS cumpliendo unos requisitos académicos menores y tienen, segun los resultados de la prueba
de caracterizacion del pensamiento variacional realizada por el programa SEA-Matematicas al
igual que los estudiantes de admision regular, reflejan dificultades procedimentales de tipo
aritmético, métrico, geométrico y analitico reportadas por Barajas (2015).

Teniendo en cuenta lo anterior, se pretende ofrecer un apoyo académico adicional dado
que, algunos estudiantes de nuevo ingreso de la UIS en los programas de estudio ven asignaturas
matematicas avanzadas, como: Matematicas | (Biologia), Fundamentos del Calculo Diferencial
(Fisica), Fundamentos de Matematicas (Licenciatura en Matematicas), Geometria Euclidiana
(Matematicas), Matematica Economica (Economia) y Pensamiento Matematico (Licenciatura en
Bésica Primaria); Calculo Diferencial y/o Algebra Lineal | (Ingenierias y Ciencias).

Asi mismo, de los 558 estudiantes que han accedido bajo la modalidad de admision
especial desde los periodos 2014-1 hasta 2022-1, el 61,83 % de los estudiantes (345) eligen
programas de ciencias e ingenierias y el 38,17% de los estudiantes (213) otros programas. Lo cual
implica que, en sus planes de estudio se incluya asignaturas como Calculo Diferencial y/o Algebra
Lineal.

En la Tabla 1 se establece una estadistica de la cantidad de programas que las contienen.
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Tabla 1

Programas academicos por facultad que incluyen las asignaturas

Facultades de la UIS sede Bucaramanga Cantidad Algebra Célculo
programas Lineal | Diferencial
Ciencias 5 3 2
Ingenierias Fisicomécanicas 7 6 7
Ingenierias Fisicoquimicas 4 4 4

Nota. Revision planes de estudio ofertados en la UIS de ciencias e ingenieras.

Por otra parte, segun informes de la Vicerrectoria académica de la UIS (ver Figura 3), aun
persiste un alto indice de repitencia y cancelacion de las asignaturas como Célculo Diferencial y
Algebra Lineal | (desde el afio-periodo académico 2016-1-2021-11). Segun Parada (2018), esto
motivd la creacion e implementacion de diversos programas para atender esta problematica al
interior de la UIS, por ejemplo, SEA-Matematicas.

Figura 3

Porcentaje de aprobacidn asignaturas en la UIS.

Porcenteje de aprobacion en la UIS.

90,0
80,0
70,0
60,0
50,0
40,0
30,0
20,0
10,0

0,0 TN NS WSS WD Sen W W TS TS e e e
2016-1 2016-11 2017-1 2017-11 2018-1 2018-1I 2019-1 2019-1l 2020-1 2020-1I 2021-I 2021-II

76,6
77

35,5
54
40,0
40
41,1
55
43,1
54
62,7
66
36,3
46
52,5
61
58,6
66
62,2
63
64,0
64
41,0
49

B APROBACION UIS CALCULO | B APROBACION UIS ALGEBRA |

Nota. Datos suministrados Vicerrectoria académica UIS.



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 32

Es importante destacar que, las dificultades asociadas a los aprendizajes y la ensefianza del
Calculo Diferencial y el Algebra Lineal existen a en varios paises y desde diversas investigaciones
en didactica de las matematicas han sido reportadas y/o abordas. A continuacion, mencionares
algunos estudios.

En cuanto al célculo diferencial, segun Artigue et al. (1995) se recalca que, algunas
dificultades son de tipo: epistemoldgicas, didacticas y cognitivas, las cuales, se presentan tanto
para la ensefianza y el aprendizaje del Calculo. Por mencionar, en primer lugar, se destaca lograr
que los estudiantes alcancen una comprension de los conceptos y métodos del calculo, es decir, el
calculo no es sélo elaborar y ejercitar procedimientos; en segundo lugar, se ha establecido una
organizacion curricular y una ensefianza tradicional centrada en el desarrollo de operaciones
algebraicas que, ligado a la complejidad epistémica de los objetos matematicos del célculo
conducen al aprendizaje no significativo.

Asimismo, desde el punto de vista de Hitt (2003), tanto estudiantes como profesores
presentan algunas dificultades del Calculo asociadas a teméticas como: funcion, limite, derivada
e integral, las cuales son producto de “La gran cantidad de topicos que estan intimamente
relacionados en célculo, y el manejo pobre de algunos de sus subconceptos, obstaculiza el
desarrollo profundo de los conceptos propios del calculo” (p.1). Es decir, los saberes previos
influyen directamente en la construccidn de los conocimientos.

Por otra parte, Lépez y Escribano (2016) reportaron problemas asociados a la comprension
del algebra en estudiantes universitarios desde el punto de vista didactico y cognitivo. De esta
manera, se identifican: la practica rutinaria de ejercicios algoritmicos, errores procedimentales y
del proceso de generalizacion, uso y asignacion de sentido al lenguaje algebraico, uso inadecuado

de los distintos sistemas de representacion, dificultades asociadas al origen del algebra en relacion
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con la aritmética, ademas, la influencia de los sentimientos y emociones de los estudiantes en la
comprension.

Estas dificultades pueden presentarse en los estudiantes. Sin embargo, esto no implica que
los estudiantes pierdan las asignaturas debido a que existe la posibilidad de ser superadas, si se
establecen estrategias de estudio adecuadas y acompafiamiento académico. Esto se evidencia en el
estudio realizado por Santamaria (2016), quien reporté como los estudiantes beneficiarios de
tutorias académicas de SEA-Matematicas desarrollan habilidades procedimentales

En consecuencia, la pregunta de investigacion que germina bajo esta problematica es la
siguiente: ¢Qué habilidades para la resolucion de problemas logran desarrollar estudiantes de
admision especial de la Universidad Industrial de Santander que participan de un curso de refuerzo
de matematicas?

Para responder a esta pregunta de investigacion nos planteamos el siguiente objetivo:

Disefar, implementar y valorar un curso de refuerzo de matematicas dirigido a estudiantes
de admision especial de la Universidad Industrial de Santander a fin de favorecer el desarrollo de
sus habilidades para resolver problemas.

2 Antecedentes

Este capitulo esta organizado en cuatro apartados, en el primero describimos el contexto
de la educacion superior inclusiva a la luz de algunas politicas publicas y se destacan retos por
parte de las IES para dar cumplimiento a estas normativas; en el segundo, presentamos resultados
de algunas investigaciones referentes a cursos dirigidos a estudiantes de primer nivel universitario

en contextos nacionales e internacionales. En el tercer apartado destacamos estudios que tuvieron
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por objeto el estudio de habilidades matematicas; finalmente, en el cuarto apartado citamos
diferentes acepciones de la resolucion de problemas.
2.1 Educacion superior inclusiva

Describimos algunas politicas publicas educativas que, actualmente son utilizadas en el
ambito internacional, nacional y en particular de la UIS en favor de la educacion para todos, cuyos
principios son la inclusién y la equidad.

2.1.1 Anivel internacional

La ONU con la premisa de la educacién como un derecho para todas las personas, en la
convencion sobre los Derechos de las Personas con Discapacidad realizada en la Universidad de
Salamanca, el 2 de septiembre 2016, en el articulo 24 menciona: el derecho a la educacién
inclusiva, donde las personas con discapacidad tienen un reconocimiento en las politicas
internacionales y se menciona que, son sujetos de derecho, a quienes, se deberia proporcionar
igualdad de oportunidades y una educacion de calidad, libre de discriminacion.

En la convencion se indican algunas barreras que impiden el acceso a los programas de
educacion para personas con discapacidad, pues, en algunas oportunidades son aisladas, separadas
y/o excluidas de sus iguales o a quienes, se les ofrece una educacion de menor calidad, asi mismo,
existe una falta de voluntad politica por parte de los estados, en cuanto a la asignacion de recursos
humanos y econdémicos para atender a estas personas, lo que conlleva a problematicas como:
deficiencias en el acceso, pertinencia y calidad de la educacion; prejuicios y falta de conocimiento
hacia ellas, discriminacién y segregacion, entre otras.

Por otra parte, la UNESCO en el Foro Mundial sobre Educacion (FME) llevado a cabo del
19 al 22 de mayo 2015, en Incheon Republica de Corea, en el que participaron mas de 160 paises

y diversos representantes de sectores sociales y organizaciones como UNICEF, el banco mundial,



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 35

la ONU y el ARNUC. En el FME se establece una vision comudn para la educacién 2030,
discutiendo y analizando diversas estrategias, politicas y condiciones que permitan disminuir los
indices de analfabetismo, la baja calidad educativa, el dificil acceso y participacion, especialmente
de poblaciones vulnerables para de este modo, contribuir con el desarrollo sostenible y la paz
mundial.

En el documento la UNESCO (2015) pretende dar continuidad a el compromiso colectivo
del movimiento Educacion para Todos (EPT), el cual, se establecio desde el afio 1990 y el afio
2000. La UNESCO (2015) instaura seis debates interdisciplinarios con el fin de abordar y
comprender el Objetivo de Desarrollo Sostenible 4 (ODS 4) cuya intencion es “garantizar una
educacion inclusiva, equitativa y de calidad y promover las oportunidades de aprendizaje
permanente para todos” (p. 1).

Sin embargo, la UNESCO en sus informes anuales desde el afio 2002, indica que, tras los
maultiples afios y los esfuerzos realizados a nivel mundial en los diferentes paises hacia una
educacion para todos, las cifras son desalentadoras comparadas con los objetivos planteados y ain
persisten condiciones de inequidad para quienes viven en problemas de conflicto, desplazados,
personas que enfrentan alguna discriminacion por sus condiciones politicas, personales, sociales,
culturales o econémicas.

Asi mismo, la UNESCO (2020), el 23 de junio en Paris, emite el informe de Seguimiento
de la Educacién en el Mundo (Informe GEM) el cual, expone la exclusion como un tema
persistente en educacion, asi uno de cada cinco nifios, jovenes y adolescentes es afectado por este
fendbmeno, ademas, manifiesta que se ha agudizado producto de la pandemia del Covid-19,

haciendo visible la fragilidad social y la necesidad de unirnos para favorecer a los mas vulnerables.
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La UNESCO (2020) en su informe GEM, establece que el genero, la edad, la etnia, la
indigeneidad, desplazamiento, orientacion sexual, creencias, entre otras condiciones, no deben
convertirse en factores de discriminacion, sin embargo, las oportunidades de acceso y permanencia
se ven permeadas y afianzadas por estas razones, afectando cada vez mas a los més vulnerables.

En educacion la diversidad no deberia ser un problema sino una oportunidad para darle
valor y calidad a la vida de todos los seres humanos, por lo anterior, la UNESCO (2020) expresa
que la inclusion no se puede lograr si se considera la diversidad como un inconveniente o se cree
que los niveles de capacidad de los estudiantes son fijos. Los sistemas educativos deberian
responder a las necesidades particulares de los estudiantes, a través de oportunidades con
principios de inclusion, calidad y equidad, de esta forma se deberian repensar las practicas
educativas y el curriculo.

2.1.2 Anivel nacional

La educacién se establece como un derecho fundamental para todas las personas que
habitan el territorio (Const.,1991), no obstante, la educacion superior inclusiva, viene
instaurdndose paulatinamente en las IES, esto se evidencia debido a que hace menos de tres
décadas en el pais se comenzo a legislar al respecto, por ejemplo: (Ley 30 de 1992) que rige a las
instituciones de educacién superior, los lineamientos de la politica de educacion superior inclusiva
MEN (2013) y indice de Inclusion para superior MEN (2018).

En estos documentos, se sustentan los propositos de una educacion superior para todos y
todas, que permita la construccion de una sociedad donde prime los derechos humanos, la paz, la
equidad y el respeto por la diversidad étnica y cultural de nuestro territorio nacional, ademas se

garantizase la inclusion social, promoviendo el respeto a ser diferente y permite a las IES crear y
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ejecutar estrategias y mecanismos de atencion para ofrecer oportunidades de acceso, permanencia
y culminacion de estudios superiores.

Destacamos que, una de las conferencias pionera, fue la realizada en Salamanca 1994 sobre
las necesidades educativas especiales. Desde alli, se plantea un cambio de paradigma, es decir, la
educacion inclusiva deja de centrarse en necesidades y pasa a plantearse como ofrecer
oportunidades, considerando los derechos humanos como eje orientador. En Colombia, tan solo
en el afio 2008 se establece el primer documento indice de inclusion MEN para la educacion media
y bésica y, hasta 2013 para la educacion superior.

Se tiene la premisa de “En educacion superior, no son los estudiantes los que deben cambiar
para acceder, permanecer y graduarse: es el sistema mismo el que debe transformarse para atender
la riqueza implicita en la diversidad estudiantil” (MEN, 2013, p.17). Lo cual no permite cuestionar
desde luego, la ejecucidn de esta premisa en los planes y programas de estudio, porque a pesar de
que, la politica pablica se establece la posibilidad de un curriculo flexible y adaptable, esto se
contradice con los curriculos y las pruebas estandarizados que, finalmente son las que
proporcionan la calidad de las IES.

En tanto que, los investigadores Arizabaleta y Ochoa (2016) se refieren a la educacion
inclusiva como la gestion, transformacién y adaptacion de las IES, de sus programas académicos
y su personal docente para atender las posibles barreras de aprendizaje de sus estudiantes
respetando su diversidad étnica y cultural. Los autores manifiestan que parte de la problematica
en Colombia corresponde a: i) las dificultades para el acceso a las IES de poblaciones vulnerables
y diversas, ii) la permanencia y graduacion, ya que existe un elevado indice de fracaso y desercion.
segun cifras del MEN (2013). Por lo anterior, los autores expresan la necesidad de que, la

comunidad educativa se haga sensible a estas problematicas y emprendan proyectos de
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transformacion, adaptacion y atencion en sus curriculos, el personal docente y las practicas
pedagdgicas, de este modo, mitigar la desercion o falta de acceso a la educacién superior. Es
importante mencionar que, existe un evidente compromiso de las IES en Colombia, pero, es
necesario abarcar esta problematica de una manera mas integral y contundente.

2.1.3 Anivel local

Particularmente, en la UIS, desde la instancia del Consejo Académico se han emitido
multiples acuerdos que han ido incorporando diversos estudiantes pertenecientes a grupos
priorizados. En este estudio mencionaremos algunos de ellos revelando los estudiantes a los que
se dirigia.

En el (Consejo Académico, Acuerdo 146, 1993) se establece un cupo adicional para los
integrantes de Comunidades Indigenas en los programas de pregrado de la UIS, con la exigencia
de 70 puntos y un pago de matricula minimo. En el (Consejo Académico, Acuerdo 098, 1994) se
modifica el (Consejo Académico, Acuerdo 146, 1993) y se menciona que, el puntaje ponderado
minimo exigido sea Sesenta (60). No obstante, en el (Consejo Académico, Acuerdo 088, 2001) se
deroga la admisién especial en la UIS para las comunidades indigenas, porque el consejo
académico menciona su deber para promover la igualdad y mérito académico en las admisiones
en la UIS. Fue hasta el afio 2010 que, unos ciudadanos de la comunidad Indigena Inga de Aponte-
Narifio, por accién judicial via tutela, lograron que la UIS por mandato de la sentencia de la Corte
Constitucional (T-110 de 2010) creard admisiones para comunidades étnicas, pues, las Unicas
admisiones aplicables eran las del (Consejo Académico, Acuerdo 229, 2008) las cuales, s6lo
incluian estudiantes bachilleres provenientes de departamentos que no contaran con instituciones

de educacién superior y a los bachilleres provenientes de municipios con dificil acceso o con
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problemas de orden publico, alli se reserva de cupo por carrera y por afio en la sede UIS
Bucaramanga.

Es asi como, la UIS en el (Consejo Académico, Acuerdo 134, 2011) incluye bachilleres
de comunidades o resguardos indigenas y a los bachilleres de comunidades negras, afro, raizales
y palenqueras. Luego, para efectos de la ley de victimas, mediante el (Consejo Académico,
Consejo Académico, Acuerdo 211, 2011) se vinculan los estudiantes reconocidos como victimas
y posteriormente, en el actual (Consejo Académico, Acuerdo 282, 2017) se afiaden a los
estudiantes que forman parte de la poblacion desmovilizada.

Manifestamos que, a pesar de contar con una modalidad de admision especial, la cual,
favorece el acceso a la educacion superior, no hay flexibilizacion en préacticas pedagdgicas y/o
curriculares en los programas académicos, que les permita mitigar las barreras de aprendizaje que
contempla la normativa MEN (2013).

Giménez et al. (2007) plantean desafios a los educadores matematicos para fomentar aulas
donde se desvie la preocupacion por el curriculo y se promueva la participacion de los estudiantes
en su aprendizaje, fundamentados en el respeto y la inclusién de diversas perspectivas con
enfogues menos competitivos y mas democraticos, a fin de minimizar la exclusion que desde las
matematicas a lo largo de la historia se ha perpetuado.

Estamos reafirmando la necesidad, de ofrecer desde las distintas instancias académicas,
oportunidades que favorezcan la permanencia y graduacion de los estudiantes que ingresan bajo
esta modalidad a las universidades, para que, estas disposiciones mas que un referente legal, sean
realmente politicas de cambio y transformacién en los &mbitos académico, personal, social y

cultural.
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Desde este trabajo, se pretendio a su vez, sensibilizar a la comunidad educativa de la UIS,
porque consideramos que, de alguna forma, todos podemos aportar en la construccion de una
sociedad mas equitativa e inclusiva, pues si bien, la educacion es un derecho fundamental, es
necesario que los gobiernos, las entidades tanto internacionales, nacionales y locales, continten
trabajando en favor de una educacion superior inclusiva.

2.2 Curso en matematica para estudiantes de primer nivel universitario

En el &mbito internacional encontramos diversos nombres a cursos de nivelacion
matematicas dirigidos a estudiantes de nuevo ingreso IES. Por mencionar, Bridge Course 0 cursos
puente en los Paises Bajos, cursos propedéuticos en México, Panam4, Chile, Ecuador, nivelatorio
0 cero en Espafia, Precélculo en los Estados Unidos y en Colombia. Ademas, estos cursos tienen
como finalidad afianzar, perfeccionar o adquirir conceptos que todo estudiante egresado de
bachillerato necesita para afrontar cursos de matematicas avanzados. A continuacion, presentamos
algunas descripciones de resultados de investigaciones.

2.2.1 Anivel internacional

En la Universidad de Georgia, Kilpatrick et al. (1998) disefiaron un curso de precalculo,
cuyo propasito fue beneficiar estudiantes que van o no a cursar calculo, asi como aquellos que iran
al mundo del trabajo. El curso se centr6 en los temas de funciones y modelos matematicos,
incluyendo el uso de calculadoras graficadoras y un enfoque distinto a la ensefianza tradicional, lo
cual, implicé transformar las précticas de ensefianza.

Por otra parte, el caso de Paises Bajos, los investigadores Cuypers et al. (2012) comentan
que, en algunas universidades europeas, se tienen estudiantes de distintas nacionalidades, por lo
que, los conocimientos y aptitudes para las matematicas son heterogéneos. Para contribuir en la

formacion de los estudiantes ofertan cursos puentes (verano) entre la escuela secundaria y la
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universidad. De esta manera, ejecutan proyectos nacionales como NKBW y ONBETWIST que
forman parte del programa de aprendizaje virtual holandés, cuyo enfoque principal, es determinar
el papel de los exdmenes formativos en el aprendizaje de las matematicas y en las conclusiones
afirman que, los cursos de verano han permitido a los estudiantes participantes mejores resultados
al realizar los cursos de la universidad comparados con quienes no los realizan.

Estos trabajos tienen como punto de encuentro, favorecer el cambio y la adaptacion entre
la educacién secundaria y universitaria de los jovenes que acceden a programas de formacion
superior; pero difieren en sus metodologias de ensefianza.

2.2.2 Anivel nacional

La Universidad Nacional de Colombia (UNAL) oferta desde el afio 2008 curso nivelatorio
en matematicas. El estudio reportado por Duarte et al. (2014) indican que con estos cursos se
pretende favorecer a los estudiantes en la adquisicion de herramientas y conocimiento oportuno,
para de esta manera comenzar a cursar las asignaturas correspondientes al programa académico
gue emprenden. Segun los autores realizar curso piloto intensivo de nivelacién en matematicas
para estudiantes admitidos a programas de ingenieria sede Bogota, permitid a los estudiantes de
nuevo ingreso un acompafiamiento académico, una adaptacién a la vida universitaria y la
construccién de redes de apoyo académico.

Bustos et al. (2013) realizaron un estudio comparativo del curriculo de matematicas,
ofertado en los programas de ingenierias de ocho universidades colombianas. Este estudio
demuestra que, el 23,5% de estas universidades ofrecen curso de precalculo. Adicional a esto, en
sus conclusiones, los investigadores revelan que el estudio beneficia principalmente a la
Universidad Distrital porque les permite tener una perspectiva para establecer estrategias que

podrian mejorar los indices de retencidn y desercion dentro de los programas académicos. Esto,
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por medio de cambios curriculares que planteen nuevos espacios de ensefianza y aprendizaje en
matematicas.

Manifestamos que, esta Ultima consideracion, fue compartida por los autores de esta
investigacion, ya que, el avance y la construccion de sociedad, se produce cuando se proporcionan
oportunidades en el &mbito educativo. Ademas, seria oportuno que las IES, disefiaran e
implementaran espacios académicos que atienda a los grupos priorizados, de esta manera, llevar a
la practica estas estrategias planteadas desde las politicas MEN (2013) y MEN (2018).

Finalmente, a nivel nacional mencionamos la investigacion de Vergel et al. (2016) quienes
reportan resultados de un estudio cuyo objetivo era estudiar el impacto de implementar un curso
de precalculo utilizando plataforma virtual, asi establecer, el avance y la mejora de las
competencias en pensamiento variacional de los estudiantes. Por lo anterior, se realizdé una
comparacion entre dos grupos de estudiantes: uno experimental y otro de control. Como
conclusiones del estudio, los investigadores enuncian a través de estadisticas que los participantes
del grupo experimental lograron mejorar en lo referente a su pensamiento variacional y sus
competencias interpretativas.

2.2.3 Anivel local

En la UIS los investigadores Fiallo y Parada (2018) plantearon el desarrollo de un curso de
precélculo con el fin de promover el desarrollo del pensamiento variacional y las habilidades de
los procesos matematicos en los estudiantes que ingresan a las facultades de ciencias e ingenierias
empleando la mediacion de las tecnologias digitales, ademés lo fundamentan tedricamente en “los
nucleos conceptuales de la variacion, el cambio, la aproximacion y la tendencia” (Fiallo y Parada,

2018, p.14).
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Por lo anterior, en los ultimos afios se han gestado diversas investigaciones en el curso-
laboratorio de precélculo UIS, alusivas a las habilidades que los estudiantes requieren y desarrollan
en cuanto a los procesos de pensamiento matematico es decir “formular y resolver problemas;
modelar procesos y fendomenos de la realidad; comunicar; razonar, y formular comparar y ejercitar
procedimientos y algoritmos” (MEN, 2006, p.51). Estas investigaciones dan cuenta de la riqueza
de este espacio académico porque ha posibilitado no sélo procesos de ensefianza y aprendizaje del
pensamiento variacional a estudiantes beneficiarios, sino que, a su vez, se ha convertido en un
espacio optimo para la investigacion en educacion matematica.

2.3 Habilidades matematicas

En cuanto a la Educacion matematica, encontramos algunas acepciones respecto al término
habilidad. Hernandez (1998) citado por Williner (2011), define las habilidades o maneras de
actuar que necesariamente implica un vinculo entre el conocimiento y un procedimiento para
lograr un objetivo.

Desde la Psicologia y la ensefianza de las matematicas, Delgado (1999) en su tesis doctoral
plantea como hipdtesis que, si el conocimiento se estructura y permite a los estudiantes resolver
una serie de problemas que le exijan el desarrollo de habilidades matematicas, entonces se tendra
un mejor desempefio en esta area. Para definir habilidad, el autor menciona que el saber algo o
tener un conocimiento de algo implica necesariamente saber hacer.

Delgado (1998) citado por Williner (2011) define unas habilidades generales matematicas
(HGM) asociadas a la resolucion de problemas y las clasifica como se indicara a continuacion:

Habilidades conceptuales: aquellas que se aplican directamente con los conceptos

(identificar, fundamentar, comparar, demostrar)
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Habilidades traductoras: aquellas que acceden saltar de un dominio del conocimiento a
otro para comprender y dar sentido a la situacion (interpretar, modelar, recodificar)

Habilidades operativas: aquellas que requieren el tratamiento o ejecucion de
procedimientos (graficar, aproximar, optimizar, calcular)

Habilidades heuristicas: aquellas que requieren el uso de recursos heuristicos, ademas
presentan un componente reflexivo y creativo en su pensamiento, cuando intentan abordar una
situacion problema (resolver, analizar, explorar)

Habilidades metacognitivas: aquellas que requieren un control y empleo del conocimiento
monitoreado y consciente (planificar, predecir, verificar, comprobar, controlar) (Williner, 2011,
p.117).

Es decir, el desarrollar HGM en los estudiantes corresponde a un “saber-hacer” que se
vincula con un “saber-saber” y que puede evidenciarse ante la necesidad de abordar una situacion
problema. No obstante, consideramos que tal como lo propone Williner (2011) la importancia de
considerar las habilidades matematicas vinculandolas con el concepto o conocimientos
especificos.

Otro trabajo que se fundamenta tedéricamente en los planteamientos de Delgado (1999)
corresponde al desarrollado por Posada et al. (2006) con el apoyo de la Secretaria de Educacion
para la Cultura de la Gobernacién de Antioquia (Seduca), quienes ofrecieron un diplomado a los
docentes de la region en ese afio, destinado al desarrollo de competencias basicas en matematicas
para educacion basica y media. En la Figura 4, plantean un esquema de las habilidades que un
estudiante realiza al momento de enfrentarse a un problema, las cuales consideramos que son
actuaciones que pueden ser evidenciadas por los estudiantes al resolver problemas, pero, no de

manera secuencial tal como se plantea.
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Segun Posada et al. (2006) el proceso para resolver problemas inicia con las habilidades de
significacion, en el que se identifica y definen los conceptos matematicos para con ellos
comprender el problema, seguido de esto, se involucran habilidades de conversion, en la que se
interpreta, modela y recodifica, es decir, se atribuye significado. Después, se tienen las habilidades
de operaciones que requieren aproximar, calcular, graficar y optimizar, en este se involucran
procedimientos y conceptos concretos y finalmente, las habilidades de evaluacion en las que, se
escribe y comunica la respuesta, también se reflexiona y se valida la respuesta.

Figura 4

Habilidades para resolver problemas.

| Para resolver oroblemas se tiene aue | = | Habilidad orincinal |
| Definir |— Identificar | == | Habilidades de significacién |
v v
[ Luego se procede a: l
! ! !
| Interpretar |—| Modelar l—'—Recndificar | — | Habilidades de conversion

[ Luego se procede a: |

! + !

[ Aproximar [ Algoritmizar | Calcular l Graficar H | Habilidades de operacion

| Y finalmente l

: !

| Concluir | | Evaluar | = | Habilidades de evaluacion |

Nota. Esquema de habilidades para resolver problemas (Posada et al, 2006.p.15)

Asi mismo, Parada (2018) describe las habilidades del pensamiento variacional asociada
a los procesos matematicos de: comunicacién; representacion; elaboracion, comparaciéon y
ejecucién de procedimiento ECPE; finalmente, razonamiento y demostracion.

Habilidades asociadas al proceso de comunicacién: aquellas que permiten expresar ideas,
argumentos, conjeturas con el fin de persuadir y/o convencer a otros y a si mismo de sus ideas,

razonamientos, procedimientos y argumentos. (Interpretar, explicar, justificar).
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Habilidades asociadas al proceso de representacion: aquellas que permiten reconocer y/o
realizar una (S) representacion (es) bien sea grafica, verbal, tabular, asociandole significado en
relacion con un objeto matematico (Reconocer, interpretar, construir, transformar, coordinar)

Habilidades asociadas al proceso de elaboracion, comparacion y ejercitacion de
procedimientos (ECEP): aquellas que permiten crear, desarrollar y usar procedimientos
(aritméticos, métricos, geomeétricos y analiticos).

Habilidades asociadas al proceso de razonamiento y demostracion: son aquellas que
permiten al estudiante validar, verificar, justificar y explicar sus ideas luego de procesos de
experimentacion y visualizacion. (demostrar, conjeturar, argumentar)

Desde la perspectiva mencionada, se caracterizan las habilidades asociadas a cada proceso,
por lo cual, en este trabajo se enfocard como objeto de estudio el proceso de resolucion de
problemas, para describir, qué habilidades de este proceso desarrollaron los estudiantes de
admision especial luego de, ser participes del curso de refuerzo.

Es importante mencionar que, como lo destacan Felmer y Perdomo (2017) el desarrollo de
las habilidades matematicas forma parte del planteamiento de algunos curriculos como por
ejemplo: Finlandia, Singapur, Estados Unidos, Chile y Colombia, estas habilidades estan
fuertemente relacionadas con los procesos matematicos porque, para resolver un problema se hace
necesario emplear representaciones, discutir resultados, conjeturar, plantear modelos matematicos,
argumentar y realizar diversos procedimientos.

2.4 Resolucion de problemas en matematicas

El autor Polya (1965) afirma que “un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero

en la solucion de todo problema, hay cierto descubrimiento” (p.5). Segtn el autor, un docente de

matematicas tiene oportunidad de proporcionar problemas intelectualmente inspiradores y
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retadores a sus estudiantes, en consecuencia, desarrollar diversas estrategias y aptitudes favorables
para el aprendizaje de las matematicas.

En su obra, Polya (1965) destaca en primera instancia preguntas orientadoras y
recomendaciones para el trabajo en el salon de clases tanto por parte de los profesores como de
los estudiantes con relacion a las cuatro fases: comprension del problema: consiste en entender el
enunciado, identificar los datos, las incognitas, las condiciones del problema; elaboracion del
plan: implica concebir una estrategia, considerando los datos y las incognitas, conocimientos o
experiencias previas por ejemplo: plantear analogias, variaciones al problema, aplicar métodos,
buscar definiciones y problemas relacionados, entre otras; ejecutar el plan: se lleva a cabo el
plan, analizando y comprobando el paso a paso de los procedimientos, mirar hacia atras: implica
corroborar la respuesta, los argumentos y procedimientos, ademas de, derivar otros métodos o
caminos solucion para otros problemas.

Algunos estudios han empleado estas cuatro fases como una estrategia para resolver
problemas en diversos niveles académicos destacando en sus conclusiones que, este método de
ensefianza ha permitido a los estudiantes mejorar su desempefio y autonomia, ademas la resolucion
de problemas se ha considerado como un método pertinente y viable para el aprendizaje (Garcia y
Villalonga (2006); Espinoza (2017); Meneses y Pefialoza (2019))

Bajo la premisa que las matematicas son una actividad que debe ser consciente desde la
experiencia del estudiante, Polya (1965) elabora un dialogo de cémo resolver problemas e indica
pautas para: familiarizarse con el problema, trabajar mejor en la comprensién, buscar ideas Utiles,
ejecutar el plan y realizar una vision retrospectiva; finalmente, expone al lector un breve

diccionario de heuristicas, es decir, métodos de invencion y descubrimiento en las que se
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encuentran: uso de analogias, definiciones, descomponer y recomponer el problema, emplear
elementos auxiliares, generalizar, entre otras.

Krulik & Rudnick (1989) expresan que un problema es una situacion la cual, requiere el
empleo de habilidades y conocimientos previamente aprendidos. Segln estos autores una
definicion de problema aceptada por educadores matematicos establece que, el individuo se
enfrenta a una situacion “sin camino aparente”, es decir, es un desafio o un reto que no cuenta con
una solucion inmediata.

Krulik & Rudnick expresan tres criterios que debe satisfacer un problema: i) aceptacion:
se refiere a la participacion personal y la motivacion que tiene el estudiante ii) blogueo: los
estudiantes realizan algunos intentos infructuosos, lo cual, corrobora que no hay una solucién
inmediata iii) exploracién: debido a que, se experimentan y realizan nuevos métodos para abordar
la situacion. Es por ello, que algunos libros de texto se enuncian “problemas” pero, realmente se
convierten en la practica de ejercicios rutinarios y la aplicacion de algoritmos repetitivos; un buen
problema proporciona oportunidades para plantear diversas soluciones, conduce a
generalizaciones, es desafiante e implica la comprension de conceptos matematicos y el uso de
habilidades.

Schoenfeld (1987) citado por Santos-Trigo (2014) identificd cuatro dimensiones que
permiten entender cémo los estudiantes resuelven problemas: i) Los recursos: se relaciona con los
saberes de los estudiantes y las formas en que aprende. ii) las estrategias cognitivas o métodos
heuristicos: son estrategias generales que emplean los estudiantes para avanzar en el problema,
pueden aparecer en distintos momentos, por ejemplo: al entender el enunciado, plantear un camino
solucion, etc. iii) las estrategias metacognitivas: se relaciona con el monitoreo y autocontrol que

el estudiante puede mostrar al abordar un problema, implica conciencia y autorregulacién en la
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forma de pensar y actuar, finalmente, iv) el sistema de creencias: involucra la concepcion que se
tenga el estudiante de las matematicas.

Asimismo, Schoenfeld (2016) quien ha estudiado ampliamente la resolucion de problemas
desde la década de los 80, manifiesta que, debido a los maltiples significados que se le ha asignado
a la resolucion de problemas desde “ejercicios de memoria” hasta “hacer matematicas como un
profesional” (p. 2). Se ha imposibilitado la unicidad de discursos y practicas bajo este enfoque.
Sin embargo, el autor destaca el vinculo entre la resolucion de problemas y la construccion de
conocimiento.

Liljedahl et al. (2016) expresan que desde 1969 en el International Congress on
Mathematical Education (ICME) la resolucion de problemas es un tema de discusion y ha tenido
una incidencia tanto en la ensefianza como en el aprendizaje de las matematicas, por tanto, se
convierte en una influencia para los curriculos.

Bruder (2016), afirma que, en la resolucion de problemas, desde la época de Arquimedes
se realizan heurismos o enfoques eficaces para solucionar problemas. Algunos Heurismos que esta
autora plantea preceden de Polya, por mencionar: Reduccién: los estudiantes reduciran
intuitivamente un problema, pueden generar tablas, graficos, figuras, de esta forma, se hace
comprensible y se aborda; atencion a aspectos: reconocer relaciones de dependencia; transferencia:
Uso de analogias; cambio de aspectos: realizar variantes a las condiciones iniciales (supuestos,
criterios). Ademas, menciona, que desafortunadamente estos enfogues no se producen de manera
automatica en los estudiantes, por el contrario, se requiere, que el docente oriente y promueva estas
estrategias en el aula.

Hadamard (1945) citado por Liljedahl et al. (2016), mencionan que resolver problemas

requiere de alguna intuicion de creatividad, también es un proceso que consta de cuatro fases:
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iniciacion, consiste en un trabajo intencional y consciente en el que se emplean experiencias
previas, conlleva a intentos infructuosos; Incubacion, consiste en un proceso inventivo para una
posible alternativa que conlleve a la solucion; iluminacion, aparece la posible solucion vy el
individuo se hace consciente para superar los intentos infructuosos, finalmente, la fase de
verificacion, en la que se corrobora y se deduce conclusiones del problema inicialmente planteado.
No obstante, hay tensiones en cuanto a las perspectivas de creatividad ya que, algunos tienen una
perspectiva absolutista que implica que son procesos que llevan a cabo los genios, por ejemplo,
Einstein, por otra parte, una perspectiva relativista que indica, que cualquier individuo tiene
momentos de creatividad que conllevan o no a la solucién del problema.

Perkins (2000) citado por Liljedahl et al. (2016) habla de pensamiento innovador para la
resolucion de problemas, porque para que los problemas sean “problematicos” se requiere mas que
un paso a paso de una heuristica. Desde la perspectiva de este autor, los individuos realizan un
proceso de razonamiento extra ldgico, el cual, requiere de multiples esfuerzos por parte del
estudiante.

En consecuencia, Santos-Trigo (2014) plantea la necesidad de asumir retos referentes a la
problematizacion de los entornos de aprendizaje donde se empleen tecnologias digitales, debido a
que se reconoce que, por ejemplo, el uso de software dinamico favorece la construccion de
representaciones dindmicas de los objetos matematicos, en consecuencia, maneras de explorar,
razonar y conjeturar relaciones y propiedades para la construccion de conocimientos por parte de
los estudiantes.

Cerramos este apartado destacando el enfoque de la resolucion de problemas como una
manera de organizar el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas con una visién general de

algunos planteamientos que seran retomados y profundizados en el siguiente capitulo.
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En este capitulo se detallan los elementos tedricos que sustentan la investigacion que aqui

se reporta y que tuvo por objetivo: Disefiar, implementar y valorar un curso de refuerzo inicial

dirigido a estudiantes de admision especial de la Universidad Industrial de Santander a fin de

favorecer el desarrollo de sus habilidades en la resolucion de problemas.

En la primera parte, explicamos los fundamentos teéricos que sustentan la estructura del

curso que se disefd, esto es: los ejes tematicos y la estructura metodoldgica. En la segunda parte,

describimos el proceso de resolucién de problemas, dado que el curso tuvo una orientacion

especifica a este proceso. Por Gltimo, en la tercera parte, presentamos la conceptualizacion de las

habilidades que consideramos se requieren para resolver problemas del pensamiento variacional,

las cuales, seran tomadas como categoria de andlisis para responder a la pregunta de investigacion.

Figura 5
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En la Figura 5 se muestran de manera esquematica los elementos tedricos que sustentaron
este capitulo.
3.1 Elementos que sustentan la estructura curricular

Destacamos que el énfasis del curso es el proceso de resolucion de problemas desde el
pensamiento variacional y los sistemas algebraicos, los cuales se organizaron en primera instancia,
en funcion de los ejes tematicos que propone (Seduca, 2005): i) patrones y regularidades ii)
procesos algebraicos iii) analisis de funciones. Asi mismo, se siguid la estructura metodoldgica de
los talleres, propuesta por Fiallo y Parada (2018) para el disefio de los talles del curso. Estos
elementos se describen a continuacion.
3.1.1 Ejestematicos

Para el disefio del curso, principalmente se us6 como guia el documento presentado por la
Seduca (2005) quien plantea que, “el pensamiento variacional tiene que ver con el tratamiento
matematico de la variacion y el cambio” (p. 49). El interpretar de esta forma el pensamiento
variacional implica un trabajo desde la formacidn primaria, partiendo de problemas provenientes
de diversos contextos como, por ejemplo: matematicos, cotidianos, de las ciencias e ingenierias;
que, a su vez, preserven la variacién y el cambio como sus principales componentes conceptuales.

3.1.1.1 Patrones y Regularidades. En los distintos niveles educativos pocas
oportunidades de transito entre lo concreto y lo abstracto se permiten en las aulas, esto genera
dificultades en la comprension y percepcidén de estructuras que representan regularidades e
invariantes de un problema (Mason et al., (1999), Agudelo (2000)). Segun el MEN (2006), el
desarrollo del pensamiento variacional se inicia con el estudio de regularidades y esta relacionado

con:
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(...) nociones y conceptos propios del pensamiento variacional, como constante, variable,

funcién, razén o tasa de cambio, dependencia e independencia de una variable con respecto

a otra, y con los distintos tipos de modelos funcionales asociados a ciertas familias de

funciones, como las lineales y las afines (o de gréafica lineal), las polindmicas y las

exponenciales, asi como con las relaciones de desigualdad y el manejo de ecuaciones e

inecuaciones. (MEN, 2006, p.67).

Mason et al. (1999) comentan que, el estudio de patrones y regularidades posibilita en los
estudiantes detectar alguna generalidad subyacente en dicha estructura, para con ello, encaminar
el pensamiento hacia los procesos de generalizacién asignando sentido y significado a la
simbologia empleada, por ejemplo: las letras en algebra.

Por tanto, se define, “un patron es una propiedad, una regularidad, una cualidad invariante
que expresa una relacion estructural entre los elementos de una determinada configuracion,
disposicion, composicion, etc.” (Seduca, 2005, p.51). Identificar los patrones y regularidades
permite a los estudiantes emerger la funcion como herramienta de conocimiento necesaria para
“enlazar” patrones de variacion entre variables y para predecir y controlar el cambio” (MEN,1998,
p.52). Asi mismo, Mason et al. (1999) plantea que, tanto la identificacion como la expresién de
regularidades y relaciones matematicas esta al alcance de todos los estudiantes.

Nuestra propuesta implica trabajar con patrones y regularidades porque es una propiedad
que cumplen algunas estructuras matematicas de variacién y cambio. De esta manera se puede
acercar a los estudiantes a estructuras matematicas complejas como lo son las funciones, tal como
se explicd en lineas anteriores.

3.1.1.2 Procesos algebraicos. Desde los problemas de variacion y cambio consisten en

reconocer desde diferentes expresiones algebraicas, aquello que, permite establecer una
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generalizacion. Segun la Seduca (2005), el estudiante tiene la necesidad de expresar la variacion
luego de identificar el qué cambia y como cambia, para registrar a traves del lenguaje simbolico,
verbal, iconico o gréafico la relacion de variacion identificada, es decir, hacer una generalizacion.

Asi mismo, Mason et al. (1999), indica que la expresion de generalidad no como una simple
manipulacion de simbolos algebraicos permite al estudiante ser consciente del problema
fundamental que esta desarrollando y explicitar las estructuras variantes o invariantes que estan
inmersas en la situacion y ver por ejemplo el estudio del dlgebra mas alla de la manipulacion de
letras.

Mayorga et al. (2018), consideran los procesos algebraicos como actividades que se
emplean en la resolucion de problemas, algunas de estas corresponden a la comprension del
enunciado, la identificacion de variables, transformacion de lenguajes y manipulacion y uso de
operaciones matematicas.

Consideramos que estos procesos se evidencian en los procedimientos que realiza un
estudiante cuando enfrenta a una situacién de variacion y cambio, lo cual dota de significados
porque permite reflexionar respecto al trabajo que realiza cuando esta resolviendo el problema.

3.1.1.3 Anélisis de funciones. La Seduca (2005) expresa que “el tratamiento de funciones,
desde una perspectiva dinamica tiene que ver con los procesos de experimentacion, reflexion,
construccién de significados y formas de expresar la generalidad como resultado de los procesos
de modelacion matematica de diferentes tipos de problemas” (p.55).

Es por ello, que se establece una relacion entre los distintos sistemas de representacion
(tabular, verbal, gréafico y simbolico) y la generalidad que puede surgir en problemas que
involucren variacion y cambio haciendo uso de la modelacion matematica, para con ello,

finalmente, mostrar predicciones de los fendmenos estudiados.
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3.1.2 Estructura metodoldgica de los talleres

El curso de refuerzo estuvo orientado para promover tanto el trabajo individual como el
trabajo grupal de los estudiantes, es por ello, que adoptamos la estructura metodoldgica para los
talleres propuesta por los investigadores Fiallo y Parada (2018), la cual, proporciona unas fases
que permiten desempefarse desde esas formas de trabajo en el aula, asi como, favorecer la
socializacion y discusion de los resultados obtenidos.

La secuencia de actividades se compone de cinco fases, aclaramos que se hicieron algunas
adaptaciones, porque en la fase de exploracion dirigida Fiallo y Parada (2018) utilizan el software
de GeoGebra, mientras que, en nuestras actividades esto no siempre ocurre. Las fases se describen
a continuacion:

Informacion y exploracion libre: Se plantea un problema, que promueva en los estudiantes
evocar y aplicar saberes y/o experiencias previas, es decir, se relaciona con las ideas matematicas
que un estudiante tiene antes de abordar o profundizar en una temaética. Aqui, el docente puede
identificar ciertas dificultades conceptuales o procedimentales por parte de los estudiantes.

Socializacién de los resultados obtenidos: Se establece un espacio de trabajo en el aula que
pretende promover la comunicacion, la discusion, el analisis, la reflexion y el planteamiento de
distintos procedimientos y conceptos empleados para resolver o abordar la situacién anterior, de
esta manera se exponen y comparten los distintas ideas y acercamientos a la solucion por parte de
los estudiantes. EI docente, orientard el problema y proporcionara preguntas para llevar a buen
término la socializacion.

Exploracion dirigida: Se plantea un problema, en el cual, se hace uso de preguntas

orientadoras o0 guias y asi, ir avanzando hacia la identificacion de patrones o regularidades,
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propiedades, relaciones, es decir, el estudio de algunos objetos matematicos inmersos en el
problema. Aclaramos que, en esta fase, no necesariamente se utilizara software.

Explicacién: Se retoma la socializacién de procedimientos y conceptos por parte de los
estudiantes. El docente tendra la responsabilidad de ir condensando las ideas de los estudiantes,
para finalmente, establecer consensos y/o acuerdos que permitan institucionalizar el conocimiento
que se perseguia con el desarrollo y planteamiento de la situacion.

Tarea Retadora: se plantea un problema adicional, que le proporcione al estudiante una
aplicacion de lo aprendido, sin que contenga la misma estructura. De este problema también, se
realizé una socializacion y se discuten estrategias e ideas.

3.2 Resolucién de problemas

En nuestro pais, en los documentos oficiales del MEN: Lineamientos curriculares en
matematicas MEN (1998) y los estandares basicos de matematicas MEN (2006) se establece que,
la resolucion de problemas es un eje organizador del curriculo porque sirve de contexto para llevar
a cabo el quehacer matematico y les permite a los estudiantes acceder a las matematicas con
sentido, mas que, aquella donde se repite una serie de algoritmos o problemas rutinarias que
implican solo memorizacion, implica actuaciones en los estudiantes como: planificar, tener
confianza, voluntad a su vez, favorece un ambiente de comunicacién en el aula para aprender con
otros.

Ademas, en el documento de principios y estandares emitido por Consejo Nacional de
Profesores de Matematicas (NCTM) en los Estados Unidos se declara que “La resolucion de
problemas es una caracteristica notable de la matematica y un medio importante para desarrollar
el conocimiento matematico. Consiste en encontrar una manera de alcanzar un objetivo que no es

directamente asequible” (NCTM, 2003, p.120).
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En el estudio que reportamos aqui centramos nuestra atencion en la resolucién de
problemas para la ensefianza y construccion de conocimiento matematico. Es por ello, que
inicialmente definimos qué entendemos por resolucion de problemas y como estos inciden en el
aprendizaje de los estudiantes.

Krulik, & Rudnick (1989) definen “Un problema es una situacion, cuantitativa o de otro
tipo, que confronta a un individuo o grupo de individuos, que requiere resolucion, y para la cual
el individuo no ve camino aparente a la solucion” (p. 9). Es decir, el individuo se enfrenta a algo
que desconoce, un reto, un desafio. Por tanto, se distingue entre los términos: i) pregunta:
corresponde a una situacion gque se soluciona con evocar un recuerdo o la memoria; ii) ejercicio:
problemas que requieren la practica de un algoritmo o destreza adquirida previamente, finalmente,
iii) problema: situacion que requiere una sintesis y analisis de conocimiento y experiencias previas.
Se convierte en un desafio para el individuo o grupo que lo enfrentan.

Santos-Trigo (2014) comenta que un problema o tarea es una oportunidad para los
estudiantes, puesto que, promueve en ellos: formular preguntas, expresar y comunicar sus
razonamientos, establecer y utilizar diversas formas de representacion, plantear diversos caminos
de solucidn, establecer conexiones entre los conceptos y procedimientos, es decir, es un proceso
que favorece el aprendizaje en matematicas. El autor, manifiesta que aprender bajo el enfoque de
resolucion de problemas implica involucrar a el(los) estudiante(s) en el quehacer del matematico
en el aula, donde se valore la participacion y las ideas matematicas, entendiendo que, no es un
proceso terminado, sino dinamico que se enriquece paulatinamente en pro de responder a ciertas
preguntas en cada situacion.

Destacamos la clasificacidn de problemas rutinarios y no-rutinarios en términos de Santos-

Trigo (2014), los cuales, estan presentes en nuestro curso de refuerzo. Implica la medicacion de
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Sus recursos, experiencias y conocimientos previos de los estudiantes, posiblemente para algunos
estudiantes, los problemas se conviertan en tareas de rutina o lo contrario.

Schoenfeld (2016), sugiere una transformacion en el curriculo y la forma de ensefiar
matematicas, menciona que las matematicas es la ciencia que busca comprender patrones que se
encuentran en el mundo. Ademas, el autor plantea que los docentes vayan de la memorizacion de
procedimientos, formulas y ejercicios a la busqueda de soluciones, exploracion de patrones y
planteamiento de conjeturas, esto permitira ver las matematicas mas alla de un corpus de
conocimiento y hechos, que pueden ser motivadores para los estudiantes.

3.2.1 Resolucion de problemas variacionales

En este apartado exponemos una sintesis relativa a la resolucion de problemas
variacionales desde nuestros referentes tedricos que son documentos oficiales del MEN (1998), el
MEN (2006) y los NCTM (2003). El curso se plantea como un acompafiamiento a los estudiantes
de admision especial que favorezca el transito entre la educacion secundaria y la universitaria,
ademas el desarrollo de habilidades para la resolucion de problemas. Por ello, que presentamos
una caracterizacion de los tipos de problemas en matematicas que deberian enfrentar los
estudiantes de educacion mediay bachillerato, para a partir de esta caracterizacién plantear en qué
hacer refuerzo.

De los documentos antes citados, se resalta la necesidad de utilizar la resolucion de
problemas como proceso para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, ademas, por medio
de este proceso, se espera posibilitar en los estudiantes: la formulacion de preguntas y problemas;
la identificacion de informacion relevante y necesaria; el uso y adaptacion de conocimientos; el
uso de estrategias y experiencias previas; la planificacion, reflexion y adecuacién de un repertorio

amplio de métodos que permitan asignar significado y uso a las matematicas. Ademas, en el
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(NCTM, 2003) se enfatiza en que compartir resultados e ideas que coadyuven en la comprension
de conceptos y procedimientos matematicos.

Desde los documentos MEN (1998), MEN (2006) y los NCTM (2003) se indica que los
estudiantes al finalizar la secundaria resolveran problemas de variacion para:

Aprender a identificar, percibir, reconocer, expresar y comprender patrones, relaciones y
funciones.

Hacer uso de las distintas representaciones (verbal, iconico, grafico, tabular y algebraico)
para modelar el cambio presente en fendmenos de variacion inmersos en problemas de la vida
cotidiana, las ciencias y las matematicas mismas. De esta manera surge la funcion como
herramienta de conocimiento para expresar, caracterizar y representar la variacion. Ademas, se
espera que el estudiante, reconozca y comprenda que existen diversas familias de funciones,
dependiendo del tipo y el comportamiento del cambio que se esté analizando.

Resolver problemas en los que se promueva la comprension del uso de la variable y se
representen estructuras matematicas empleando simbolos algebraicos, analicen sus propiedades y
tengan fluidez en la manipulacion, interpretacion y transformacion de los simbolos en las
expresiones, ecuaciones e inecuaciones.

Construir, interpretar y analizar modelos matematicos apoyados en patrones recursivos o
iterativos, aproximaciones numéricas y la estimacion, los cuales pueden ser argumentos usados en
la resolucion de problemas de variacion, asimismo, transitar de lo concreto a lo abstracto. Por lo
cual, emergen algunos objetos matematicos como: variable, funciones, sucesiones, ecuaciones,
inecuaciones, series infinitas, procesos infinitos, limites, razon de cambio, derivada, entre otros.

Ademas, de los documentos orientadores para la ensefianza de las matematicas se puede

inferir la sugerencia para que el docente promueva el analisis de propiedades de estos objetos de
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estudio y proporcionar espacios para compartir y discutir ideas, valorando los puntos de encuentro,
las exploraciones, deducciones y descubrimientos que realicen los estudiantes, asi como, el debate
de argumentos, explicaciones y justificaciones para la validacion y el consenso.

Por otra parte, desde estos referentes tedricos se plantea que, el uso de las tecnologias
digitales puede favorecer la manipulacion simbolica de los objetos matematicos mediante la
construccidn de sus representaciones y la creacién de modelos que se ajusten a los datos de los
fendmenos estudiados. Como lo expresa Santos-Trigo (2016) “en términos generales, el uso
sistematico y coordinado de diferentes tecnologias debe ayudar a los estudiantes a desarrollar
formas de pensar que resultan importantes en la formulacion de preguntas y la resolucion de
problema” (p. 2).

Debido a la emergencia sanitaria del covid-19 las tecnologias digitales, se han convertido
en el medio idoneo para desarrollar las actividades de ensefianza y aprendizaje, muchos cursos y
programas en los diversos niveles educativos a nivel nacional e internacional se impartieron
utilizando recursos como: la plataforma virtual de GeoGebra (AVG), video tutoriales, Moodle,
Zoom, WhatsApp, entre otros. De esta manera Santos-Trigo (2020) manifiesta que “el uso de las
tecnologias digitales abre nuevas rutas para que los jovenes extiendan sus formas de solucionar
problemas” (p. 3). Por lo anterior, el curso se llevo a cabo gracias a la accesibilidad de los
estudiantes y la docente a las tecnologias digitales, las cuales, fueron empleadas para abordar los
problemas que se plantearon en el curso.

3.3  Habilidades para la resolucion de problemas variacionales.

En este apartado, pretendemos caracterizar y describir habilidades presentes en la

resolucion de problemas matematicos. Esto lo realizamos considerando aportes tedricos de autores

como Polya, Schoenfeld, Krulik, & Rudnick y Santos-Trigo -Trigo.
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Para efectos de esta investigacion acogemos la definicion de habilidad, como expresa
Rueda (2016) “Conjunto de acciones secuenciales coherentes y coordinadas realizadas por un
individuo, en la consecucidn de un objetivo. Estas acciones estan mediadas por los conocimientos
previos y pueden desarrollarse mediante la practica” (p.57). Esto ha suscitado centrar atencion
tanto en el disefio, orientacion y estructuracion de problemas para la ensefianza, como en los
aspectos esenciales que involucran a los estudiantes al interactuar con las diversas tareas
matematicas (saberes previos) y la manera como posiblemente puedan desarrollar, perfeccionar o
adquirir habilidades para la resolucion de problemas.

Polya (1965) sugiere un camino para la resolucion de problemas, el cual consta de cuatro
etapas: i) comprension del problema, ii) concepcion de un plan, iii) ejecucion de plany iv) vision
retrospectiva, es decir, reconocer informacion relevante y asignarle sentido, establecer algunas
estrategias que pueden desarrollarse y llevarlas a cabo, finalmente, reflexionar sobre la solucién
gue mejor se adapte al problema inicial, haciendo las validaciones respectivas para determinar si
la solucion es adecuada o no.

Por lo anterior, pensamos que las habilidades asociadas al proceso de resolucion de
problemas son las acciones que los individuos realizan para transitar por cada una de estas fases
enunciadas por Polya (1965). Por tanto, expresamos las habilidades para la resolucion de
problemas podrian ser: comprender el problema; plantear y ejecutar diversos caminos de solucion;
validar y verificar las soluciones encontradas, ademas, tal como lo establece Williner (2011) las
habilidades se deben adaptar a los conocimientos especificos, por lo tanto, se establecen
descriptores asociados al pensamiento variacional.

En su obra Polya (1965) plantea unas estrategias generales para la resolucion de problemas,

gue ha denominado Heuristicas, que hemos considerado como evidencias de las habilidades para
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la resolucion de problemas. A continuacién, describimos a partir de este autor en qué consisten
algunas de estas heuristicas.

Realizar analogias: Hace referencia a encontrar un tipo de similitud para encontrar ciertas
relaciones en las que concuerdan los objetos analogos, por lo anterior, el estudiante puede
abandonar por un momento el problema inicial e intentar plantear un problema semejante mas
sencillo. Segun el autor abarca desde conversaciones cotidianas hasta realizaciones cientificas.

Descomponer y recomponer el problema: El estudiante puede, considerar y distinguir
partes de la condicion examinando cada una de ellas por separado, también, puede establecerse el
uso de definiciones para introducir elementos auxiliares que permitan destacar elementos
implicitos del problema.

Emplear elementos auxiliares: Un elemento que se introduce con la finalidad de abordar la
situacion, por ejemplo, lineas en la figura, incognitas, teoremas. El estudiante puede hacer uso de
sus experiencias con otros problemas relacionado y abordados.

Examinar sus hipdtesis: ciertas hipdtesis requieren de un analisis y no una aceptacién
inmediata e irrevocable. El estudiante podria considerar sus ideas y hacer un examen que permita,
identificar la pertinencia de estas al resolver el problema.

Crear figuras: Implica dibujar una representacién o una configuracion figural. Estas no son
exclusivas de los problemas de geometria. En efecto, estas representaciones podran posibilitar la
distincion de detalles, asimismo, recordar observaciones.

Plantear una generalizacién: consiste en pasar de examinar un objeto a un conjunto de
objetos, es decir, se pasa de examinar un conjunto limitado de objetos, a ampliar o extender el

conjunto inicial que lo incluya a su vez.
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Emplear la particularizacion: Consiste en pasar de explorar un conjunto de objetos a
considerar un conjunto mas pequefio de objetos, es decir, implica restringir el conjunto. Ademas,
el particularizar permite encontrar contraejemplos que refuten una hipotesis general.

Plantear una ecuacion: consiste en expresar por medio de simbolos matematicos una
situacion formulada en palabras. Es un ejercicio de traducir las condiciones al lenguaje
matematico.

Utilizar una definicion: “Definir un término es dar su significado en otros términos que se
suponen conocidos” (Polya, 1965, p.67).

Como ya se menciond, las heuristicas son estrategias generales que se usan para resolver
problemas. Por ejemplo: un estudiante puede realizar una figura para comprender un problema,
pero, quizas en otro problema esa figura se use para plantear el camino solucién o para validar la
respuesta. En el capitulo de analisis de resultados se mostraran evidencias de lo antes mencionado.
3.3.1 Habilidad para comprender el problema.

Polya (1965) plantea que, para comprender un problema, el estudiante deberia pensar
sobre: qué es lo desconocido o la incognita, qué le preguntan, cuales son los datos, cual (es) la
condicion(es) de la situacion, que conocimientos necesito emplear, qué es lo que requiere. Es decir,
se encamina obtener cuél es la informacion y establecer las relaciones entre los datos y las
incdgnitas. De lo contrario es imposible llegar a la solucién, porque como lo expresa el autor, no
es posible contestar algo que no se comprende.

En efecto, la comprension del problema requiere analisis y sintesis, es decir, no es
suficiente con la identificacion de la informacion del enunciado, el estudiante debera hacer uso del
repertorio procedimientos, conocimientos y habilidades que posee para establecer como utilizara

la informacion (Krulik & Rudnick, 1989). Es por ello, que, la resolucion de problemas como lo
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expresa Schoenfeld (1987) citado por Santos (2014) involucra los recursos que posee, es decir, los
conocimientos y las experiencias previos de los estudiantes.

Santos-Trigo (2014) menciona que, los estudiantes formulan una serie de preguntas cuando
se enfocan en el proceso de resolucion de problemas, lo que conlleva, a identificar datos, incognitas
y relaciones que ayudan a representar y entender las condiciones del problema. Algunos
descriptores para verificar la comprension del problema son:

Tabla 2

Descriptores de habilidades para comprender el problema

Notacion Descriptor

C1 Lee el enunciado e identifica las palabras claves del problema.

C2 Identifica la incognita y los datos del problema (pregunta).

Cs Enuncia el problema con sus propias palabras.

Cs Plantea las hipotesis y condiciones del problema.

Cs Identifica un patron o una regularidad.

Cs Reconoce relaciones de covariacion (identificar qué cambia)

Cr Introduce una notacion adecuada.

Cs Organiza la informacién del problema (crear una tabla, una figura)
Co Reconoce las variables de la situacion.

Cio Asigna sentido a una representacion

3.3.2 Habilidad para plantear y ejecutar los diversos caminos de solucion.

Los estudiantes deberian desarrollar un repertorio amplio de estrategias sobre la resolucion
de problemas, debido a que, algunas alternativas pueden servir, mientras que, otros deben ser
abandonados por no conducir a la solucion. Los problemas se convierten en desafios, que son
enfrentados por diversos métodos (Krulik & Rudnick,1989)

Es por ello, en algunas ocasiones emplean métodos heuristicos los cuales son estrategias
que les permiten a los estudiantes abordar los problemas, de esta manera, pueden cambiar
condiciones del problema, hacer conexiones con la informacion identificada y los conocimientos

previos, realizar conjeturas para luego, abordar la situacion. Autores como: Polya (1965);
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mencionan que las heuristicas son generales y aplicables a todo tipo de problemas, pueden
proporcionar orientacion para abordar la situacion.

Segun los autores Krulik, & Rudnick (1989) aplicar la heuristica es una habilidad dificil
en si misma. En ocasiones requiere que como docentes mostremos a los estudiantes como (y
cuando) usar cada estas estrategias. Es asi, como se sugiere a los docentes incentivar la
generalizacion para predecir, la particularizacion para probar hipoétesis, el uso de tablas para
organizar la informacion y comprender el problema, etc.

Describimos algunas acciones que dan cuenta de la habilidad (ver Tabla 3)
Tabla 3

Descriptores habilidades plantear y ejecutar diversas soluciones

Notacion Descriptor

PyE: Establece relaciones de covariacion.

PyE2 Realiza una representacion (grafica, tabular, algebraica, figural)

PyEs Plantea una generalizacion.

PyE4 Plantea una(s) ecuacion(es) que represente la situacion y resuelve por
diversos métodos de solucion.

PyEs Emplea casos particulares (particularizacion)

PyEs Realiza estimaciones por ensayo y error para aproximarse a la solucion.

PyE7 Emplea una analogia.

PyEs Descarta parte de la condicion del problema.

PyEs Examina su hipotesis.

PyE1o Emplea elementos auxiliares

En conclusion, Polya (1965), dice que al tratar un problema se consideran los diversos
aspectos, en algunas ocasiones una variacion del problema empleando la descomposicion o
recomposicion de sus elementos, el uso de una definicion, examinar las hipotesis. Asi, el empleo
de una generalizacion, particularizacion y analogia puede inducirnos a elementos o un problema

auxiliar méas accesible.
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3.3.3 Habilidad para validar y verificar las soluciones encontradas.

Polya (1965) y Santos-Trigo (2014), expresan que, es importante que los estudiantes
examinen y monitoreen sus razonamientos, procedimientos y reconsideren la solucién para evaluar
el sentido que puede llegar a tener (validar), ademas, pensar en la posibilidad de emplear dicho
resultado a otros problemas o pensar en otra manera de abordar la situacion. Es necesario que los
estudiantes se estén preguntando qué necesito, qué debo hacer, hacia donde voy, qué
conocimientos utilice, entre otras. Algunos descriptores que dan cuenta de esta habilidad son los
siguientes:

Tabla 4

Descriptores de Habilidades para validar y verificar la solucion.

Notacion Descriptor

VyV1 Reconsidera la solucion

VyV2 Revisa procedimientos y calculos.

VyVs Evalla si la representacion del objeto matematico se ajusta a las
condiciones del problema.

VyV4 Discute y compara la solucion con el profesor y/o los compafieros.

VyVs Busca otras alternativas de solucion.

VyVs Emplea procedimientos ya validados para solucionar problemas
semejantes.

VyV7 Prueba con casos particulares (Particularizacion)

VyVs Establece contraejemplos (Particularizacion)

VyVo Evalla la utilidad del problema (aplicabilidad contextos)

Santos-Trigo (2014) expresa que, un aspecto esencial es cuestionar y discutir ideas
relativas a ciertas preguntas, estrategias, métodos y procedimientos entre estudiantes y docentes.
Dado que, se podrian identificar ciertas dificultades o diversas alternativas que contribuyan al
avance hacia la solucion. El autor, expresa que, en un ambiente de resolucion de problemas, en la

discusion ellos mismos puedan evaluar los alcances y las limitaciones de lo que han ejecutado y
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planteado. Reiteramos que, el docente debe prestar atencion especial e inducir a los estudiantes a
siempre verificar y validar la respuesta del problema.

En conclusion, estos elementos tedricos nos permitieron hacer el anélisis del proceso que
siguieron los estudiantes cuando se enfrentaron a diversos problemas planteados en el curso de
refuerzo.

4 Metodologia de la investigacion

En este capitulo se describe la metodologia que se siguid en el desarrollo de la
investigacion, bajo el enfoque de disefio curricular propuesto por Diaz-Barriga et al. (1990), ya
que, se disefio, implementd y valord un curso de refuerzo inicial con el fin de favorecer el
desarrollo de habilidades para la resolucion de problemas en estudiantes de admisién especial.

Arredondo (1981) citado por Diaz-Barriga et al. (1990) menciona que el disefio es un
proceso que, consiste en la organizacion y estructuracion del curriculo, que comprende cuatro
fases: i) Andlisis previo: se estudian las caracteristicas y condiciones econémicas, politicas y
sociales del contexto en particular y se debe considerar aspectos como los recursos, los estudiantes,
entre otros. ii) disefio curricular: en esta etapa se tiene en consideracién el analisis previo para
determinar los fines y objetivos que se persiguen, ademas, se definen los medios, procedimientos
y los recursos que se requieren y que posibiliten lograr dichos fines iii) aplicacion curricular: es la
puesta en marcha de los disefios y procedimientos planteados; finalmente, iv) evaluacion
curricular: se contrarresta los alcances en cuanto a los fines, objetivos, medios y procedimientos
considerando las condiciones del andlisis previo, y se hace una valoracién de la eficiencia y

eficacia de los componentes, para satisfacer las necesidades del contexto. Diaz-Barriga et al.
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(1990) mencionan que el disefio curricular es dinamico, por tanto, las fases no necesariamente se
Ilevan a cabo en este orden estricto.

En este capitulo, se describe el proceso metodoldgico de la investigacion (que se desarrollo
en ocho fases y que se bosqueja en la Figura 6, se mencionan las caracteristicas de los participantes,
la forma en que se disefiaron e implementaron las actividades, los métodos de recoleccién y la
forma como se analizaron los datos.

Figura 6

Proceso metodologico.
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4.1 Fase I: Andlisis previo.

La politica de admision especial en la UIS (Consejo Académico, Acuerdo 282, 2017),
posibilitan el acceso a la educacion superior de bachilleres provenientes de grupos priorizados. Sin
embargo, por procedimientos administrativos de admisién, el curso de precéalculo que segin

Parada (2018) esta dirigido a estudiantes de bajos niveles en matematicas como una alternativa
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remedial, solo se habia ofertado a estudiantes de admision regular y fue hasta 2021-1 que se
posibilito el acceso.

Considerando lo anterior, bajo la premisa de la politica publica MEN (2013), la cual,
reconoce que las IES pueden emprender acciones estratégicas que permitan mitigar las barreras de
aprendizaje que se presentan en los diversos grupos priorizados por ejemplo, para la barrera 2: las
dificultades académicas de la educacion media que afecten el desempefio en los cursos de la
universidad, se contemplan tres acciones estratégicas: i) promover las competencias en los
estudiantes de la educacién media de manera articulada con las IES ii) formacion continua de
profesores y iii) dar incentivos a las IES que trabajen en mejorar la calidad educativa (MEN,
2013,p.84)

Con el curso de refuerzo inicial se pretende generar oportunidades para promover
habilidades en el proceso de resolucion de problemas en matematicas, las cuales, posiblemente
beneficien la formacion de los estudiantes para afrontar cursos universitarios en matematicas.

4.2 Fase Il: Planeacion del curso.

El curso de refuerzo se planificd de 60 horas, ademas, en el periodo intersemestral durante
15 sesiones de 4 horas de trabajo continuo diario. El curso, se planed en la modalidad de
presencialidad remota porque la mayoria de los estudiantes de admisidn especial provienen de
zonas de dificil acceso y se les hace dificil (por costos) el desplazamiento y manutencion en la
sede principal, ademas, porque se gestd durante la emergencia sanitaria por Covid-19.

La plataforma que se planifico fue Zoom, dado que fue la que proporciond la universidad
(para el trabajo remoto en toda la universidad durante la contingencia por Covid 19) y también se

programad el apoyo del Aula Virtual de GeoGebra AVG, modalidad grupos de GeoGebra Online,
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porgue es un espacio gratuito y permite monitorear y evaluar las interacciones de los estudiantes
con los objetos matematicos de estudio.

En la Tabla 5, se presenta la organizacion curricular del curso para su primera
implementacion. Cada uno de los talleres consta de cinco momentos a desarrollar en la clase
(informacion y exploracion libre; socializacion de resultados obtenidos; exploracion dirigida;
explicacion; y tarea retadora).

Tabla 5

Organizacion curso para primera implementacion.

Taller Objeto Eje tematico Problemas
matematico
1 Sucesiones. Patrones y 1.1 Judy
regularidades 1.2 Secuencia de figuras.
2.1 A embaldosar
3.1 Doblar la hoja de papel
3.2 Regularidades lineales
2 Expresiones Procesos algebraicos  1.1Expresiones algebraicas.
algebraicas, 2.1Binomio al cuadrado perfecto
uso variable. 3.1Areas Geométricas
3 Expresiones Procesos algebraicos 1.1 Expresiones algebraicas y cambios de
algebraicas, representacion.
funcion lineal. 2.1 Situacion de ahorros.
3.1 Deuda Externa
4 Ecuacionese  Procesos algebraicos. 1.1 Ecuaciones e inecuaciones de primer
inecuaciones grado.
2.1 Solucion gréfica
2.2 problemas de ecuaciones
3.1Planteamiento problemas con
inecuaciones.
5 Sistema de Procesos algebraicos. 1.1 Pizza y bebidas
ecuaciones 2.1 Zooldgico
2x2 2.2 Jorge Andrés (compras)
3.1 Dos numeros.
6 Interpretacion  Procesos algebraicos. 1.1Rectangulo
analitica 'y 2.1 Precio frutas.
geométrica 3.1 Suma de dos numeros
solucion 2x2 3.2 Triangulo isosceles.
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9 Procesos Patrones y 1.1 Biseccion de un Segmento
infinitos regularidades 1.2Caida de una pelota
2.1 Sumas infinitas
3.1 Suma de términos

8 Sucesiones 'y Patrones y 1.1 Suma de los nimeros impares
procesos regularidades 2.1 Sucesion de Fibonacci
infinitos 3.1 Sucesiones

9 Funcion lineal Analisis de funciones 1.1Salario+ comision
y funcion por 2.1 Planes de telefonia.
partes. 3.1 Depreciacion

3.2 Precio de arroz
10  Funciones. Analisis de funciones 1.1 Maiz situacion econémica

2.1 Un habitante de San Basilio de
Palenque minutos.
3.1 Trabajo situacién econémica
11  Funciones Analisis de funciones 1.1 Llenado de recipiente.
2.1 Modelacion lineal llenado recipientes.
3.1 Llenado recipientes llaves (inversa).
12 Nocibn de Andlisis de funciones 1.1 Venta de leche

limite 2.1 Transporte Palenqueros “moto taxi”
3.1 Temperatura Crecimiento Horno
13 Funciones Analisis de funciones 1.1 Caja con tapa
Optimizacion 2.1 Funcion volumen

3.1 Razén de cambio funcién volumen
14 Modelacion Andlisis de funciones 1.1 Dos cables.

matematica. 2.1 Gastos salud
3.1 Decrecimiento de la poblacién
indigena

Reconociendo Dos cables

la variacion De la semicircunferencia

De las paralelas
Del anuncio.

Aclaramos que, los problemas que se desarrollaron en la primera implementacién son las
que se encuentran resaltados en negrilla en la Tabla 5.
4.3 Fase I11: Disefio de los talleres.

En ese apartado se describen los talleres en el orden que se planteo en la Tabla 5. En cada
taller se presenta su respectivo proposito y los problemas con las soluciones previstas (éstas a

partir de lo que se reporta en la literatura alrededor de los objetos matematicos que se estudian con
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cada uno de ellos). A lo largo del analisis previsto de cada taller iremos citando las investigaciones
de las que se rescataron los problemas que se plantean o se redisefian.
4.3.1 Taller 1: Patrones y Regularidades

Con este primer taller se pretendia que los estudiantes observaran e identificaran el patron
y la regularidad presente en los problemas, de esa manera, establecieran los elementos variantes e
invariantes, luego, dieran tratamiento a la situacién de variacion y cambio de manera cualitativa y
cuantitativa. Algunas estrategias que pueden ser empleadas en este tipo de problemas puede ser:
el uso de casos particulares y la organizacion de los datos en tablas. Con esto, el objetivo fue,
construir la expresion de generalidad, lo cual es una accion dificil “porque ver lo general en lo
particular no es facil de lograr” (Mason et al., 1999, p.102).

Por otra parte, el MEN (1998) indica que, si, se considera en un primer momento
generalizar patrones bien sea aritméticos, geométricos, figurales; consecuentemente, esta actividad
“se constituye en una potente herramienta para la modelacion de problemas de cuantificacion y de
diversos fendmenos de variacidén y cambio, es por ello, debe involucrar entre otros aspectos el uso
comprensivo de la variable y sus diferentes significados" (MEN, 1998, p.17).

En el problema informacion y exploracion libre del taller 1 (Figura 7) los estudiantes
pueden relacionar la covariacion entre el dinero y los kilometros recorridos. Especificamente, es
mas favorable la tarifa diaria si Judy va a recorrer “x” kilémetros del intervalo [0; 283,3] en caso
contrario, la tarifa semanal.

Asi, un acercamiento que esperamos corresponde a estimaciones aritmeticas por ensayo y
error. Para poder establecer posibles intervalos o valores numéricos en los que le es méas favorable
cada tarifa, por ejemplo, para el inciso a) desde un acercamiento aritmético el estudiante puede

realizar célculos empleando la tarifa diaria tal como aparece en la Tabla 6.
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Tabla 6

Acercamiento aritmético

Acercamiento (95.000)(5) + (1.500)(250) = 850.000

aritmetico 1:  Luego, hace la diferencia de las tarifas: ($900.000 — $850000 = $50.000)
Acercamiento [95.000+(50) (1.500)] (5) = 850.000

aritmético 2:  Luego, hace la diferencia de las tarifas: ($900.000 — $850000 = $50.000)

Posteriormente, Esperamos que los estudiantes compartan con sus compaferos sus
procedimientos y argumenten que, existié un ahorro para Judy equivalente a $50.000.
Figura7

Problema informacion y exploracion libre del taller 1

1.1 Judy necesita alquilar un carro para usarlo desde el lunes hasta el viernes, y ve el siguiente
aviso en un periodico local.
Modelo Tarifa basica diaria mas | Tarifa semanal (kilometraje ilimitado
kilémetros recorridos incluido)
Renault Logan = $95.000 $900.000
+$1.500 por kilometro
recorrido
a) Tudy piensa que necesita recorrer cerca de 250 kilometros en total durante los cinco dias
(Cual de las dos tarifas es mas economica para Judy? Justifica tu respuesta.
b) Supongamos que Judy no estaba segura del kilometraje que tenia que recorrer ;Cual tarifa
le favorece mas? jPor que? Explica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Mason et al., 1999, p.35)

Por otra parte, en el inciso b) los estudiantes pueden emplear procesos analiticos como:
identificar las cantidades variantes: kilometros recorridos (x), cantidad de dinero a pagar en la
primera tarifa durante los 5 dias en funcion de los kilometros recorridos (f (x) = 95000(5) +
1500x); mientras las cantidades invariantes: tarifa basica diaria ($95.000) el precio de cada
kilometro recorrido ($1500) y finalmente, la tarifa semanal ($900.000). Se esperaba que los
estudiantes relacionaran estos datos y plantearan una ecuacién de primer grado asi;

95000(5) + 1500x = 900000. Seguidamente, se pretendia que los estudiantes resolvieran
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la ecuacién determinando con ello, la cantidad limite de kilémetros recorridos para los
cuales, es mas favorable elegir la tarifa semanal, es decir, x = 283, 3

Otro acercamiento analitico, corresponde a relacionar el resultado del inciso a), es decir,
si Judy para un recorrido de 250 kilometros se paga $50.000 menos que la tarifa semanal entonces,

la cantidad de kilometros que puede recorrer con esta cantidad de dinero es igual a:

50000

o0 ' X = 33,333 ... es decir, el costo en un consumo correspondiente a 250 + 33,3 =

283,3 ...

En el problema informacidn y exploracion libre del taller (Figura 8) pretendimos que los
estudiantes empleando la figura dada, estableciera la secuencia. Mason et al. (1999) manifiesta
que, la identificacion y expresion de patrones representa un inicio en procesos de construccién de
ideas matematicas (relaciones funcionales).

Figura 8

Problema informacion y exploracion libre del taller 1

1.2 Observa la secuencia y responde:

000 OOdono obooooo
U
0J

o0

Uooon

a) Dibuje la figura que sigue de la secuencia. Describe el proceso que usaste para construir la
figura. Explica tu respuesta.
b) ;Cuantos cuadros se necesitan para la figura 10, para la figura 37, etc.? Justifica tu respuesta

Nota. Adaptado de (Mason et al., 1999, p.47).

Para el inciso a) suponemos que los estudiantes empleando la particularizacién podrian
establecer el patrén y la regularidad de la configuracion inicial, con el fin de plantear la expresién
de generalidad. Los estudiantes, podrian emplear expresiones algebraicas equivalente, asi, definir

las sucesiones: a, = 5n — (n — 1) en la que se, obtiene la figura restandole la posicion anterior;
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b, =4n+1; ¢, = 4(n—1) + 5; donde n representa el nimero de la figura. Con lo anterior, se
espera que en el momento de la socializacion ellos reconozcan que las sucesiones a,, b, ¢, son
equivalentes, por tanto, las tres respuestas seran permitidas.

Otra posibilidad para expresar la generalidad se da cuando se inicia con n = 0, Asi, se
establece la sucesion z, = 5 + 4n. Se destaca, que, para cada una de las sucesiones definidas, los
estudiantes expongan cada uno de los procedimientos y razonamientos usados y que verifiquen si
se cumplen o no las condiciones de la configuracion dada.

Al respecto, se esperaba que los estudiantes pudieran expresar la variacion por medio de
registro de lenguaje natural, figural o mediante la construccion de una Tabla (como la Tabla 7).
Tabla 7

Uso de la tabla

Figura 1 2 3 n
NOomero de 5=4+1 9=4Q2)+1 13=34)+1 ... 4n +1
cuadritos.

En el problema exploracion dirigida del Taller 1 (Figura 9), los estudiantes estan
inicialmente invitados a trabajar en casos particulares, para que luego, busquen un registro
simbdlico de la covariacion entre el nimero de baldosas negras y el nimero de baldosas blancas.
Tabla 8

A embaldosar registro tabular.

Numero Baldosas 3 5 8 n
Negras

NuUmero Baldosas 7 9 12 n+4
Blancas

NuUmero Total de 3+3+4 5+5+4 8+8+4 n+n+4

Baldosas
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Algunas estrategias que los estudiantes pueden emplear se muestran en la Tabla 8, asi
Mason et al. (1999) expresan que cuando se usan casos particulares, se avanza a la expresion de
generalidad.

Figura 9

Problema exploracion dirigida del Taller 1

2.1 Pedro es constructor. Embaldosa las entradas de las casas de la urbanizacion “La colina™
Utilizando baldosas negras v blancas como se muestra en la imagen.

Responda las siguientes preguntas:

a) iCuantas baldosas blancas usa Pedro s1 empieza con una fila de 8 baldosas negras? Explica
tu respuesta.

b) iCuantas baldosas blancas necesitaria Pedro s1 empieza con un mimero cualquiera de
baldosas negras? Justifica tu respuesta

Pedro quiere saber cuantas baldosas se usan, en total, para la entrada de cualquier casa

¢) Escribe una expresion que permita determinar el nimero total de baldosas. Justifica tu
respuesta.

d) (El numero de baldosas es siempre par o impar?

Nota. Adaptado de: (Agudelo, 2000, p. 26)

En el inciso b) los estudiantes pueden establecer la relacion de covariacion entre el nimero
de baldosas negras (n) y el nimero de baldosas blancas (b), asi; i) b=n+4:0ii)n= b —4..
En el inciso ¢) los estudiantes podrian establecer el nimero total de baldosas en funcién de las
baldosas negras (n) en relacion con el nimero de baldosas blancas para establecer en términos de

una sola variable, el total, asi: f(n) = 2n + 4.
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En el inciso d) esperaba los estudiantes y el docente generaran una discusion porque la
pregunta puede tener dos posibilidades de respuesta: i) si se considera la totalidad de baldosas,
siempre va a ser un numero par de baldosas es decir, si la cantidad de baldosas negras es par (de
la forma 2n) entonces 2(2n) + 4 = 2(2n + 2) lo cual siempre es par, y, para el caso ii) cantidad
de baldosas negras es impares (de la forma 2k + 1) por tanto 2n + 4, para este caso 2(2n + 1) +
4 =2((2n+ 1) + 2), en conclusidn, el nimero total de baldosas siempre es par.

Mientras que, ii) si se considera la relacion entre el nimero de baldosas blancas y numero
de baldosas negras, estas dependen directamente de, si el nimero de baldosas negras es impar, el
namero de baldosas blancas también lo sera y viceversa.

En el problema tarea retadora del taller 1 ( Figura 10), indagaba a los estudiantes sobre el
patron y la regularidad que emerge en este contexto del doblado de la hoja de papel. Ademas, se
esperaba involucrar procesos infinitos (se trabaja sucintamente el infinito actual), que como
fendmeno fisico tiene una cantidad finita de realizaciones.

Figura 10

Problema tarea retadora del taller 1

3.1 jCuantas veces se puede doblar una hoja de papel por la mitad?

a)  ;Cuantas partes quedan luego de dividir la hoja en 6 veces, 11veces, etc.? Justifica tu
respuesta.

b) Escribe una expresion que permita determinar el numero de partes en que queda dividida
la hoja. Explica tu respuesta.

c) 51, el grosor de 1a hoja es de 0,01 mm v ademas que se puede realizar 54 dobleces. ;Cudl
es el grosor dela hoja doblada? ;Como hiciste el calculo? Justifica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Beltran et al., 2016, p.199)
En el inciso a) se promovia la particularizacion para que, los estudiantes al realizar la
exploracion (quizas lo pueden hacer manualmente), reconocieran el patrén y la regularidad, luego,

generalizar la relacion entre el nimero de dobleces (n) y el nimero de partes en que queda divida
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la hoja. En el inciso b) Esperamos que los estudiantes plantearan la expresion algebraica que
representa la covariacion entre el nimero de dobleces y el nimero de partes que quedaba dividida
la hoja, la cual corresponde con 2™.

En el inciso c¢) pretendimos que los estudiantes reconocieran que, cada vez que se dobla la
hoja, el grosor de la hoja se va “acumulando”, es decir, si se dobla una vez, se tendria (0,01)(2) =
0,02; si se dobla 4 veces se tendria 16 partes (2* = 16), por tanto, el grosor sera (0,01)(16) =

0,16. continuando con el mismo razonamiento, para 54 dobleces, se tendria un grosor equivalente

a 254(0,01)= 180143985094819.84 mm es decir, como 1km=————— s tiene un
1000000mm

aproximado de 180.143.985,09 km. Finalmente, en la socializacion, se esperaba que los
estudiantes generan una discusion de esta Gltima cifra y debatieran a qué distancia se puede
asemejar o comparar.

En el problema tarea retadora del taller 1 (Figura 11), procuramos que los estudiantes
emplearan diversas estrategias para obtener la generalizacién. Para ello, pueden hacer uso de casos
particulares y determinar de una a otra fase, cual es la diferencia que se obtiene entre el nimero
de circulos y el numero de la fase consecutiva (progresiones aritméticas). Es importante destacar
que, el applet de regularidades lineales rectangulares presenta varias posibilidades a los estudiantes
para elegir una configuracion figural.

Esperamos acercamientos inductivos o recursivos para expresar la covariacion que se
establece entre la fase (n) y la cantidad de circulos que tiene la disposicion rectangular a,,, Los
estudiantes podrian establecer una sucesion que evidencia la dependencia de un término con el
anterior, ademas, que, de un término a otro, se adiciona la misma cantidad de circulos (para este
caso, la razon de la progresion aritmetica correspondia a 36). Finalmente, registra que ellos puedan

plantear la expresion de generalidad.
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a1 = 30
a, = aq + 36 = 66
a3 = az + 36 = (a1 + 36) + 36: a1 + 2(36)

a, =as+ 36 =(a, +36)+ 36 =(a, +2(36)) +36=a, + 3(36)
a, =a,_1+36 = a;+36(n—1)
Figura 11

Problema tarea retadora del taller 1.

3.2 Regularidades lineales rectangulares.

Elige una configuracion y responde:

Regularidades lineales rectangulares 01

Nuvo Eperescic

a) ¢Cuantos circulos hay en la fase 707
b) Encuentre la generalizacion para la fase n
¢) (Cuantos circulos tiene la fase 2367
d) (Cuantos circulos tiene la fase 164?
3.3 Socialice y comparte tus resultados con tus compaiieros y tu profesor.

Nota. Adaptado Recurso GeoGebra Ciencias Basicas Puente Alto

Asi mismo, suponemos que los estudiantes pueden encontrar expresiones algebraicas
equivalentes como las siguientes: a, = 30(n) + 6(n—1) también, a, = 36(n) — 6, que
proporcionan un tratamiento al problema. En este problema sugerimos una socializacion de
diversas configuraciones, lo cual consideramos que enriquece la discusion y la busqueda de
estrategias para registrar la variacion.
4.3.2 Taller 2: Expresiones algebraicas

Propdésito: Se pretendia que, el estudiante planteara expresiones algebraicas equivalentes

y dar sentido a los diversos usos de la variable. En este taller queremos promover el cambio de
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representacion de las areas geométricas a lenguaje algebraico, esto con el fin de que la variable
tenga un sentido para los estudiantes.

Desde el MEN (2006) en el pensamiento variacional es importante el reconocimiento de
los elementos variables o invariantes, asi como la identificacion “del campo de variacion de cada
variable y sus posibles relaciones” (p. 68). Ademas, el algebra mas que un conjunto simbolos, se
convierte en un sistema de representacion y descripcion de fenémenos de variacion.

Kichemann y Collins (como se cit6 en De la Fuente (2016)) menciona la comprension de
la letra por parte de los estudiantes asi: letra evaluada: donde se le asigna un valor numeérico; letra
no usada: en este el estudiante ignora o desconoce la existencia de la letra y puede gque, no le asigne
un significado; letra como objeto: se entiende como una abreviatura de un objeto 0 como un objeto
en si mismo; letra como incdgnita especifica: le asigna un numero especifico, pero desconocido y
puede operar con él directamente; letra como numero generalizado: aqui, la letra puede tomar
diferentes valores; letra como variable: es decir, se asigna un rango de valores no especificados y
se reconoce que hay una relacion sistematica entre dos conjuntos de valores.

En el problema informacién y exploracién libre del taller 2 (Figura 12) disefiamos al
estudiante un problema que da la posibilidad de vincular la representacion figural de las areas
geométricas con la expresion algebraica.

Para el inciso a) procuramos que los estudiantes comprendan la letra (variables) como un
namero generalizado, por tanto, a, b, c y m, son magnitudes positivas cuyo campo de variacion
corresponde con el conjunto de los nimeros reales positivos. Por lo anterior, suponiamos que los
estudiantes lograran encontrar el area del rectangulo al expresar uno de los lados como la suma:

(a + b + ¢) luego, multiplicarlo por su altura m.
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Figura 12

Problema informacién y exploracion libre del taller 2

Actividad: 1.1 Informacioén y exploracion inicial

a b c

a) (Qué representan las variables, a, b, ¢, m? ;Qué valores pueden tener las
variables a, b, c, m? Explica tu respuesta.

b) Expresa el area del rectangulo ;Existe una expresion equivalente? jpor qué?
Justifica tu respuesta

c) siendo m=5 ;De cuantas formas pueden combinarse las variables a, b, ¢ para
que el area total del cuadrildtero sea igual a 100 unidades cuadradas? Explica tu
respuesta.

Nota. Libro Elementos de Euclides.

También, suponiamos que lograran encontrar el area de cada uno de los rectangulos y
luego, sumarlas. Es decir, reconocer que son expresiones algebraicas equivalentes (a + b +
c)m =am+ bm + cm. En la socializacion, pretendimos establecer con los estudiantes una
discusion referente a los conjuntos numéricos y sus propiedades.

En el inciso b) intentamos recordar las propiedades de los nimeros reales respecto a la
adicion y la multiplicacion, especificamente la propiedad distributiva o asociarla con factorizacion
(factor comun). Por otra parte, para el inciso c¢) pretendimos que los estudiantes plantearan una
expresion algebraica que considera las condiciones del problema, es decir, m =5 (altura del
rectangulo) y A=100 (area del rectangulo), asi: (a + b + ¢)5 = 100, de donde, requeriamos que
los estudiantes bosquejaran que las variables cumplen la condicién que la suma es igual a:

(a+b+c) =20.
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En el problema exploracion dirigida del taller 2 Figura 13 se promueve el uso de la variable
como una generalizacién. En la construccion el estudiante puede manipular el applet y explorar la
variacion que se presenta cuando se mueven los deslizadores a 'y b.

Figura 13

Problema exploracion dirigida del taller 2

+ Probléma 1
®, Problema 2

Problema 3

Problema 1: z) {Qué representan las variables a, b? Explica tu respuesta
b) ;Qué valores pueden tener las variables a, b? Justifica tu respuesta.

Problema 2: c) siendo a=5 ;Cuante debe medir b para que el area total del cuadrilatero
sea 1gual a 64 unidades cuadradas? Explica fu respuesta.

Problema 3: d) ;De cuantas formas pueden combinarse las variables a v b para que el
drea total del cuadrilitero sea igual a 100 unidades cuadradas? Explica tu respuesta.

1.2 Socialice ¥y comparte tus resultades con tus compaifieros y tu profesor.

Nota. Adaptado de: Recurso GeoGebra https://www.geogebra.org/m/uafybyss

En el inciso a) Esperamos que los estudiantes plantearan la relacion entre las variables asi:
(a+ b) corresponde a la longitud del lado del cuadrado. Luego, el area corresponde a:
(a+b)(a+b) = (a+b)?>=a®+ 2ab + b? En el inciso b) Esperamos que los estudiantes
expresaran la variable como un rango de valores no especificados, pero que dadas las condiciones
del problema pertenecen al conjunto de los nimeros reales positivos debido a que, a, b son
magnitudes

En el inciso c), se esperaba que los estudiantes reconocieran valor numérico de la variable

(b). Algunos estudiantes en este tipo de problemas pueden realizar estimaciones numéricas y de


https://www.geogebra.org/m/uafybyss
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esta manera dar Respuesta de o desde acercamientos analiticos, se puede generar acercamientos

como que se enuncian en la Tabla 9, donde esperamos despeje de ecuaciones o aplicacion de casos

de factorizacion.

Tabla 9

Acercamientos analiticos

Reemplazando Desarrollar el binomio

Desarrollar el binomio y emplear la formula

a=5y y factorizar ecuacion cuadratica
despejando b
(a + b)? = a? + 2ab b? +10b—-39=0
(a + b)? = 64 + b? a=1 b=10 c= (-39
V(a+b)? =64 (5+b)? = —b+VbZ = 4ac
(5+b)=V64  5°+2(5)b+b? x= 20
b=%8-5 = 64 _ 2 _ _
Por tanto, 25+ 10b+ b? = 64 X = —— \/(102) 1 +1)(=39)
b=3. b2 +10b —39 = 0 (1)
(b+13)(b—3) =0 ¢ = —10£+256)
b=-13 b=3 2
x,=3 x,=-13

Finalmente, en el inciso d) pretendimos que los estudiantes expresaran la variable como un

rango de valores no especificados, con dominio en los nimeros reales positivos y con la condicion

(a + b)? =100, v100= F10 considerando (a + b) = 10. Algunos estudiantes se quedaran en
asignar valores particulares, especialmente, valores enteros positivos, motivo por el cual se sugiere
promover una discusion para para promover el empleo de argumentos e ideas respecto al campo
de variacion para las variables

En el problema tarea retadora del taller 2 (Figura 14) esperamos que los estudiantes
coordinar la representacion geomeétrica con su respectiva expresion algebraica. Se presentaban dos

videos cuyo proposito estaba orientado en la construccion dinamica de las areas geométricas de

cada una de las figuras, para que posteriormente, se registrara la expresion algebraica.
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Figura 14

Problema tarea retadora del taller 2

Se incluyen dos videos. Comprueba si las expresiones algebraicas son establecidas
correctamente. Justifica tu respuesta para cada uno de los casos. ;Qué procedimiento empleaste
para encontrar el area del cuadrildtero? Explica tu respuesta

Videol: Video 2:
hitps://voutu.be/TudsAZDSXdk https://voutu.be/22vSUF SsW0

Nota. Adaptado de Libro de Euclides.
En este problema se pretendio establecer la veracidad de la equivalencia visualizada en el
video, los estudiantes pueden realizar para el video 1:
(a+b+b)? =(a+b+b)(a+b+b)
=a’ +ab + ab + ab + b* + b% + ab + b? + b?
= a? + 4ab + 4b?

También pueden indicar segun la visualizacion la equivalente representacion algebraica.
Para el video 2: (a + a + b)b + (ab) + (aa) = (ab + ab + b?) + ab + a? = 3ab + a? + b?
4.3.3 Taller 3: Expresiones algebraicas y cambios de representacion.

Propésito: Desde el MEN (1998) se plantea promover el uso de la variable y el dominio
de las expresiones algebraicas para comprender y establecer relaciones entre las cantidades
cambiantes inmersas en un problema. Asi mismo, los NCTM (2003) establecen como un tema
importante para el estudio del algebra el uso de simbolos y la generalizacion para expresar ideas

matematicas. Por tal motivo, en el taller pretendimos que los estudiantes lograran identificar
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relaciones y propiedades de la representacion grafica, simbdlica o tabular de una funcién, con
énfasis en la funcion lineal para dar sentido a los parametros como: la pendiente de la recta y el
intercepto en cada uno de los problemas planteados.

El problema informacion y exploracion libre del taller 3 (Figura 15) pretendimos que los
estudiantes reconocieran la manera como esta cambiando cada una de las formas de ahorros, asi,
se establecieran posibles intervalos en los que predomina el ahorro de cierto nieto. También,
sugerimos que los estudiantes describan los diferentes tipos de comportamientos de ahorro, por
ejemplo: si es creciente, decreciente o constante.

Figura 15

Problema informacién y exploracion libre del taller 3

1.1 Las siguientes expresiones describen los ahorros de los diferentes nietos del abuelo
Joan (x denota el mimero de semanas)

Monica 7x Gus 300

Anna 10x Pere 60+ 3x
Javi 30+ 5x Helena -20+ 4x
Laura 300- 5x Gerard -T0+7x

a) ;Quién ahorra més dinero? ;Por qué? Justifica tu respuesta.

b) ; Qué representa cada uno de los puntos de interseccién de las representaciones
graficas? Justifica tu respuesta.

c) En qué intervalo Pere ahorra mas dinero que Helena y Gerard. Justifica tu respuesta.

Todos los metos viven bastante cerca y han descubierto que hay una forma muy divertida
de poder comunicarse entre ellos: el Walkie-Talkie. Para eso tiene que comprar un
trasmisor para cada dos de ellos. Asi que jumtaran sus ahorros para poder llegar a los 400
guros que cuesta ese modelo de Walkie-Talkie.

Responde las siguientes preguntas:

d. Encuentra expresiones tan cortas como sea posibles para describir la cantidad de
ahorros que se puedan conseguir juntando los dhorros por pareja de todas las parejas
posibles. Haz una descripcidn tanto verbal como algebraica jCual de las parejas seria la
primera en conseguir ahorrar los 400 euros que cuestan los Walkie-Talkie?

e. jpodrias sugerir una agrupacion de parejas que beneficie a todo el grupo?

Nota. Adaptado de: (De la Fuente, 2016, p.81-82).
En el inciso a) pretendimos que, los estudiantes establecieran ciertos intervalos de tiempo

para los cuales se genera mas ahorro y a quien corresponde. Se promueve la lectura de la
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representacion grafica (Figura 16), la deduccion de ciertas conclusiones respecto a los puntos de
corte entre rectas y la razon de cambio, por ejemplo: Gus hasta la semana 30 fue quien mantuvo
el mayor ahorro.

Figura 16

Representacion grafica ahorros.

¥ Vista Algebraica # | » Vista Grafica X
Monica(x) = Tx, (x> 0)
Anna(x) = 10x. (x> 0)
Javi(x) = 30+5x, (x>
Gus(x) = 300, (x=10)
Laura(x) = 300 —5x, (x
Pere(x) = 60 +3x, (x> [P
Helena(x) = —20+4=x, | GUs A —
Gerard(x) = —70+7x. | Lamra ] :.--"'""'"-_
A=(30, 300) 2ho C —

B = (20, 200) g —

C =(25, 175) H —

D= (27, 165) Pere___ L == G

E=(30,150) =" _ e

F=(35.56,122.22) P e 20 20 40 50 a0 |
G = (16.57, 46.57) — Helena

H=(8.57, 85.71) Gerard

1={15,105)

Para inciso b), inciso c) se pueden generar algunas preguntas como: Qué representa cada
uno de los puntos de interseccion de las representaciones graficas, en qué intervalo Pere ahorra
mas dinero que Helena y Gerard. ¢se puede considerar valores negativos para el tiempo?, por lo
anterior, se promueve la comprension del enunciado, la verificacion y validacion de conjeturas.

Por otra parte, en el inciso d) suponiamos promover el razonamiento de los estudiantes,
para establecer estrategias de como pueden agrupar los nietos para adquirir el Walkie-Talkie.
Inicialmente, los estudiantes podran agrupar aleatoriamente, pero esto, les exigira algun tipo de
criterio o hacer uso del concepto de combinacion para determinar cuantas parejas posibles hay en
el espacio muestral, entonces pueden surgir acercamientos analiticos como el siguiente. Donde se

tiene un grupo de 8 personas para combinarlas en grupos de a dos personas.

Cr"=#ir)! Para este caso,n = 8y r = 2
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8! g _ 8

8 —_ —
Por tanto, C; = 218—2)!" "2 T 21(6)"

8 1x2x3x4x5x6x7x8 8
2 = y CZ = 28
1x2(1x2x3x4x5x6)

Otra estrategia consiste en plantear ecuaciones de primer grado que, permitan determinar
el tiempo que se requiere para ahorrar el valor del Walkie-Talkie. Por ejemplo: la pareja de Monica
y Javi, se demoran 30,8 semanas, entonces se puede plantear la ecuacion 7x + 30 + 5x = 400

que representa la relacion entre los ahorros y el tiempo, al resolver se obtendria lo siguiente:
12x = 400 — 30, x =22 - x =30,8333..

Un andlisis detallado permitiria a los estudiantes plantear que, al agrupar a Laura y Gus,
completan el dinero inmediatamente. Es decir, 300 + 300 — 5x = 400, de esta manera se puede
sugerir tipos de agrupaciones (suma de términos semejantes). Algunos argumentos de la estrategia
que mas le favorece al grupo puede ser, agrupar a quien tiene mas dinero comparando las
pendientes y el valor inicial de ahorro.

En el problema exploracion dirigida del taller 3 (Figura 17) presentamos diversas
representaciones a los estudiantes de los ahorros de cuatro personas al pasar cierto tiempo.
Intentamos que el estudiante comprenda cada una de estas representaciones para extraer
informacion que le permita indicar cuanto dinero ahorra en relacion con el tiempo trascurrido,
empleando una expresién algebraica.

Para el inciso a), en el caso de Helena se presentaba una representacion tabular, de la cual
se pretendia inferir una relacion de proporcionalidad directa, (constante de proporcionalidad es
igual a 7). Dada esta condicion, se posibilitaba expresar el ahorro de Andrea empleando la

expresion algebraica y = 7x donde x representa el tiempo. Presumimos que la cantidad de
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semanas que tiene un afio es equivalente a 52. Entonces, Andrea ahorro y = 7(52) y =364
euros durante todo el afo.
Figura 17

Problema exploracion dirigida del taller 3

2.1 Los ahorros de Andrea, Helena, Javier ¥ Joan han cambiado durants el gltime afio tal como
estd dazerito bajo estas lineas. Loz mimeres indican las cantidades de dinera en suraz v al final de
cada semana

Helena: Lz tabla muestra cuznto dinero bz ahorrado al final de cada semana. La tabla continga de

1z mizma forma durante tode &l ano.
Semana 1 2 3 4 5 6
Dinaro 7 14 21 28 35 42
Havier: Durante todo ol afio ha temedo ahorrade 300 euros

Andrea: El grafico dezcribe los zhorros durants las primeras veints semanas. El grafico confimio
de |z mizma manera durante ] resto de ario.

LEL]

[F] -

(] 5 1] 1% 20

s B 1 Grif s deoribs ke ahaeTor da Ao

Joan: Los ahorros de Joan se pueden describir mediante lz siguiente expresion algebraica: v =
300 —5x  Siendo x el mumero de semanas e v los shorros en auros.

2.1 Eesponda las siguientes preguntas:

a) ;Cuanto dineroc ahorro Andrea, Helena, Javier ¥ Joan durante el ulimeo afic? Explica to
respuesta.

b) Expraze alzebraicamente la cantidad da dinere que ahorra Andrea, Helena, Javier vy Joan
Explica tu respuesta.

c) Bealice un grafico ;QJué figura =& genara? ;por qué? Explica tu respuesta.

d) Temendo en cuenta al item anterier, realice un analisiz deseniptivo del comportamiento de
ahorre de Andrea, Helena, Tavier v Joan. Justifica tu respuesta.

2] ;Como interpretas la pendients v 2l intercepto? Explica tu respuesta

Nota. Adaptado de: (De la Fuente, 2016, p.80).
A su vez, esperamos que realicen procedimientos algebraicos identificando dos puntos

cualesquiera y encuentren la ecuacion de la recta. Por ejemplo: el punto P;(5,35) y el punto
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P,(1,7), con ello encontraran la pendiente de la recta, como la variacion o razén de cambio entre

. A - 35-7 28 ,
las ordenadas y las abscisas, m = —=222% m ==2"" m == =7, luego, encontraran la
Ax x,—xq 5-1 4

expresion explicita de la recta y — y,4, = m(x — x14,), finalmente, y = 7x. Xavier todo el afio
habia tenido ahorrado 300 euros, es decir su ahorro es constate.

En el caso de Andrea, presentamos una representacion grafica. En la cual, empelar una
aproximacion algebraica, al elegir dos puntos, luego encontrar la ecuacion de la recta. Asi,

seleccionar dos puntos, el punto P;(0,30) y el punto P,(10,80) se encontraba la pendiente de la

80—-30 50 . .
recta m=-———; m==-—= 5. Ahora, se elige un punto y la pendiente de la recta para encontrar

la ecuacién explicita y — y;4, = m(x — x;14,) al reemplazar por estos valores, los estudiantes
obtienen la expresion y — 80 = 5(x — 10), y = 5x + 30. Finalmente, Joan representaba sus
ahorros mediante la siguiente expresion algebraica y = 300 — 5x.

En el inciso b) los estudiantes requerian expresar algebraicamente la cantidad de dinero
que ahorra Andrea (y = 5x + 30); Helena (y = 7x), Xavier (300) y Joan (y = 300 — 5x).

En el inciso ¢) pretendimos promover la construccion de diversas representaciones,
tabular, grafica, verbal y algebraica. Se posibilita que los estudiantes reconozcan en este problema
que existen diversos tipos de comportamiento de las funciones encontradas, es decir, un
comportamiento de ahorro creciente para Andrea y Helena; un comportamiento de ahorro
decreciente para Joan; constante para Xavier. Ademas, realizar el grafico correspondiente como
se muestraen la Figura 18.

Una vez realizada la grafica, se solicitaba que interpretaran la pendiente de la recta, como
la razén de cambio entre la cantidad de dinero ahorrado y el tiempo trascurrido. Ademas, el

intercepto con el eje “y” correspondiente al dinero inicial. Es importante, que el docente destaque

los valores que puede tomar las variables. Es decir, como en la situacion se emplea la variable
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tiempo el dominio de las funciones son los reales positivos (variable continua). Por otra parte, el
docente puede generar discusiones alusivas a ¢Quién ahorra mas? ;Por qué? ;en qué intervalos de
tiempo? ¢como se interpreta el valor negativo? ;Qué implicaciones tiene que la pendiente sea
negativa? ¢el tiempo puede ser negativo en esta situacion?

Figura 18

Representacion gréafica del problema exploracion dirigida del taller 3.

P Vista Algebraica X | » Vista Grafica X
Joan(x) = 300—5x, (x>>0)
Andrea(x) = 304+ 5x. (x>=10)
Helena(x) = 7x. (x> 0)
Javier(x) = 300, (x> 0)

1000

A=(25,175)
C =15, 105) e b | o
B=(27, 165) - o ®

D = (42.86, 300) ;ﬂf-ﬂ-?'q Joan - '

E = (54, 300) s -0

F={15, 105) 0 10 20 30 40 50

Con el problema tarea retadora del taller 3 (Figura 19) esperamos que los estudiantes
reconozcan la variacion es creciente y exponencial. En un primer momento, se trabaja con lapiz
y papel para que hagan un bosquejo de datos suministrados. Por tanto, la lista de puntos debera
estar en una escala adecuada lo que les permitiria realizar la representacién en el plano cartesiano.

En este problema se pretendia que los estudiantes representaran la informacidn y utilizaran
en el software de GeoGebra, la herramienta de lista de puntos o0 quizas si cuentan con algunos
conocimientos de analisis de regresion de dos variables, los empleen para determinar el modelo
que permita comprender el problema, ademas de interpretar que la variacion no es constante, y el
incremento afio a afo es exponencial. Como se ilustra en la Figura 20.

Debido a que en matematicas existen problemas donde una de las caracteristicas
principales se debe a que se posee datos dispersos que pocas veces Se ajustan a una recta con

exactitud se hace necesario recurrir a el modelado para poder predecir el comportamiento de los
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datos. El software de GeoGebra posee herramientas como el analisis de regresion de dos variables

que permitiran a los estudiantes construir modelos que se adapten a los datos suministrados.

Figura 19

Problema tarea retadora del taller 3.

Actividad Tarea Retadora.

3.1 La siguiente tabla muestra la deuda nacional de Estados Unidos desde 1900 hasta 1995, para
ciertos afios escogidos.

. Deuda de Estados Unidos . Deunda de Estados Unidos
ano (Smiles de millones) ano. ($miles de millones)
1900 12 1975 3332

1910 1.1 1985 1823.1

1920 242 1987 23503

1930 161 1989 28574

1940 430 1990 32333

1945 25387 1991 36653

1955 2728 1992 4064 6

1965 3138 1004 46028

Nota: 1 Fuente: Bureau of Public Debt, U.S.Treasury

3) Interprete la informacion suministrada v realice una descripcion del comportamiento de los
datos.

b) Realice un bosquejo de como cree que serd la grafica de la funcidén de la deuda nacional de
Estados Unidos con respecto al tiempo.

c) Realice un comentario sobre el tipo de grafica, ;se le parece a alguna funcidn conocida?

d) Reconstruya la tabla anterior en GG.

e) Construya la grafica en GG con los datos v determine el mejor tipo de funcidn para modelar
estos datos. (Suponga que x =0 en 1900).

Nota. Adaptado de: (Infante Mejia, F. 2016, p.137).

Es importante decir, que se sugiere que el docente oriente la discusion y las preguntas que

pueden emerger con el manejo del software. En primera instancia se sugiere que los estudiantes

registren en la hoja de célculo del programa los datos del problema. Luego, seleccionen los datos

y con el apoyo de la herramienta “analisis de regresion de dos variables” construyan la grafica de

dispersion de los datos (muestra los datos en afios y la deuda de Estados Unidos en $ miles de

millones de pesos) para observar una posible tendencia de los datos.
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Los estudiantes pueden elegir diferentes curvas que se ajusten a los datos, pero es tarea del
profesor generar la discusion y hacer énfasis en que, para la eleccion del modelo, es importante
considerar que la recta de mejor ajuste es aquella tan cercana como sea posible a todos los puntos
de datos, y que el software encuentra al calcular la recta de regresion.

Figura 20

Regresion de dos variables software GeoGebra

* Huoja de Caloalo X | = Analisks de datos
Jf<n c B~ ([ K=Y
A B | ;
Estadisticas ~ - . -
Dizgrama de d=persidn
i 1900 12~ (Wamax 18605 1|12 il
2 1910 11 Mediay | 1504.4313 ¥ Columna B
Sx | 32.3852 |
3 1920 22 ay 17032718 I
F 1930 161 I 08242 ) |mo00 |
ey
5 194 4 =] | AN
— . S 16732 +
& 54 5 R ZONT T (317027 8744 '
7 1955 2T28 Sny | 681954 85 000 +
[
8 1965 1138 = T I
8 1878 53z SSE - SUMa BTOres CuSNranes | 4462504545 {
000
10 1985 18231 |.
11 1987 23503 :'.
12 1989 28574 000 /
1 1990 32333 Vg
14 1981 36653 J."'.l
15 190z 40646 1cog /
18 19894 46028 /.
17 * 8-
18 oo @ @ 8 9
19 . . . . .
=00 1820 1540 1880 1880 I
20
21 ¥ Columna &
22 Wodelo de Regresidn
23 Exponancial
24 s Valor exacio (simbdlico) x ¥

Para determinar el “mejor ajuste” se sugiere que los estudiantes evaliien algunos
estadisticos como: el coeficiente de correlacion r que es un nimero entre -1y 1 que mide qué tan
cercanos estan los datos a la recta de regresion, o bien, en otras palabras, “qué tan fuertemente
estan correlacionadas las variables” (Stewart et al., 2012, p. 134). A su vez, sugerimos recordar a
los estudiantes que si el valor de r esta en cercanias de -1 o a 1 los datos estan fuertemente
correlacionados, es decir, la recta de regresion esta muy proxima al gréafico de dispersion. En este

caso particular el valor de » = 0.882. (recuadro verde de la Figura 20).
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Es deseable que se reflexione y evalué los modelos que el software proporciona pensando
el contexto del problema y el comportamiento de los datos suministrados.
4.3.4 Taller 4: Ecuaciones e inecuaciones

Propdsito: Planteamos este taller con la finalidad de llevar al aula problemas en los que
los estudiantes tienen la necesidad de traducir enunciados del lenguaje natural al lenguaje
simbolico o matematico utilizando ecuaciones e inecuaciones, de esta manera, se hacen evidentes
las relaciones entre los datos y las incognitas del problema (NCTM, 2003), ademas de permitir
emplear diversos métodos para encontrar los valores desconocidos en una expresion algebraica o
utilizar la generalizacion para dar tratamiento a los problemas y expresar simbolicamente ideas
abstractas. El énfasis de este taller recae en la necesidad de plantear y resolver ecuaciones o
inecuaciones que permitan deducir para cada problema, una solucién con sentido, es decir, implica
una comprensién del uso de la variable para que se adapte a las condiciones de cada problema.

En el problema informacion y exploracion libre del taller 4 (Figura 21) tiene como finalidad
vislumbrar la manera cdmo los estudiantes transforman el enunciado verbal en lenguaje simbolico
(algebraico) ademas, por ser problemas del contexto matematico pretendian establecer operaciones
entre los numeros reales y ver como los estudiantes realizan esos procedimientos.
Figura 21

Problema informacién y exploracion libre del taller 4

1.1 (Problema del Papiro de Mosct) Encontrar un numero tal que, multiplicado 1 vez y media y
sumado 4, de como resultado 10.

(Problema 31 del Papiro th_ndl) Encontrar una cantidad tal que, sumando a dicha cantidad

(AN
0=

1 .
> de la misma, de como resultado 33.

{Problema 26 del Papiro Rhind) Encontrar una cantidad tal que, sumando a dicha cantidad 41 dela

misma, el resultado sea 15.

Nota. Adaptado de: (Lasa, 2016, p.108)
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Esperamos el uso de estrategias como el planteamiento y despeje de ecuaciones. Tal como
se muestra en la Tabla 10. De esta manera los estudiantes representaran en sus expresiones
simbolicas las relaciones entre los datos, las incdgnitas y las condiciones del problema.

Tabla 10

Solucion ecuaciones Problema informacion y exploracion libre taller 4

Problema  del Problema tarea retadora Problema exploracion dirigida
Papiro del taller 1 del del taller 6 del
de Moscu Papiro Rhind Papiro Rhind:
(1+1) +4 =10 (1+2+1+1) =33 +1 =15
23X - 372 7)% = X54X_
7
(—)x=6 (E)X:33 -x=15
2 4
1386
—<§)X_6(E) X=— x=12
3\2)*7°3 97
x=4

Otra estrategia que se posibilita es la particularizacion, es decir, por ensayo y error se puede
aproximarse a la solucion de la ecuacion. En la socializacién y comparacion de resultados
sugerimos compartir los diferentes planteamientos, pues tal como lo afirma Polya (1965) traducir
del lenguaje natural al lenguaje simbolico es un proceso de complejidad y andlisis.

El problema exploracion e informacion libre del taller 4 (Figura 22) pretende que los
estudiantes planteen las inecuaciones de primer grado correspondientes a cada uno de los
problemas planteados. De este modo, para cada uno de los problemas, promovemos el
planteamiento de las inecuaciones tal como se muestra a continuacién para cada uno de los incisos:

a) x <7.000.000; b)2,8<x<5; ¢)35>x «x>37.Con esto, pretendimos que
los estudiantes recordaran el concepto de intervalo. En esto pueden surgir distintas
representaciones del objeto matematico: representacion como conjunto, en la recta real, de manera

algebraica



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 95

Figura 22

Problema exploracion e informacion libre del taller 4

1.2 Escriba la inecuacion o inecuaciones gue describan cada situacion planteada.
Cada una permite analizar el concepto de solucion v conjunto solucion de una
desigualdad, asi como establecer la representacion algebraica de cada situacion dada.

a) Las ganancias mensuales de la importadora Del Valle son menores o iguales a
7.000.000 de pesos colombianos.

b) Un estudiante requiere para aprobar su curso un promedio minimo de 3.0. En los
primeros examenes obtuve 2.3; 4.5; 2.4 ; Que calificacion debe obtener para aprobar su
curso?

c) La temperatura corporal de una persona es normal enfre 357 v 37°. Determine dos
intervalos en los cuales la temperatura es anormal.

Nota. Adaptado de: (Vargas, 2013, p.12).

En el problema exploracion dirigida del taller 4 (Figura 23) pretendimos en el inciso a) que
los estudiantes utilizaran la grafica de las funciones con el fin de determinar en qué intervalos se
cumplen las condiciones: f(x) < g(x) vy f(x) > g(x) para las funciones f(x) = x* ademas,
gx)=3x+4.

Figura 23

Problema exploracion dirigida del taller 4

2.1 Analice, por medios graficos, la solucion de cada inecuacion (GeoGebra)
a. f(x) < g(x) paralas funciones f(x) = x* y g(x) = 3x + 4. Enseguida, haga lo mismo
para f(x) > g(x)
b. Las siguientes inecuaciones 4x* < 16 y 2x < 4. Son o no equivalentes. Justifique su
respuesta. ;Qué propiedades de los nimeros reales es posible emplear? Justifique su
respuesta.

Nota. Adaptado de: (Barbosa, 2003, p. 209).

Pretendemos desde un acercamiento algebraico que los estudiantes, con el apoyo del
software o por medio de lapiz y papel, construyan procedimientos algebraicos para determinar el
punto de corte de las graficas. Es decir, donde sus imagenes son iguales, se planteaba la

desigualdad de las funciones x? < 3x + 4, x? —3x—4<0,sedespeja: x? —3x—4 =0,
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finalmente, se factoriza (x — 4)(x + 1) = 0 y determinan los puntos criticosx =4 y x = —1,
los cuales corresponden con los valores donde se hacian iguales las iméagenes de f(x)y g(x). Es
decir, los puntos en el plano, (4,16); (-1,1). Los estudiantes debieron considerar las funciones,
fx)=x% gx)=3x+4 f(x) < g(x),porlo cual, esperamos que la solucién corresponde
a: —1 < x < 4 Enseguida, haga lo mismo para f(x) > g(x) esdecir,parax < -1 U x> 4

Esperamos desde un acercamiento grafico que los estudiantes emplearan la representacion
gréafica (Figura 24) (utilizando el software o por medio de lapiz y papel) para con ello determinar
los intervalos donde se cumplen cada una de las desigualdades establecidas en el enunciado.
Figura 24

Representacion de f(x) y g(x)

» Vista Algebraica X | » Vista Grafica
® f(x) = x*
® g(x) =3x+14
®a:x">3x+4
® A=(4,16)
® B={1,1)
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En el inciso b) del Problema exploracion dirigida del taller 4, plantedbamos la opcion de
factorizar el binomio al cuadrado perfecto 4x? — 16 < 0, es decir: (2x + 4)(2x — 4) < 0, luego,
se analizaria ¢Cuando el producto es menor que cero? Por tanto, el conjunto solucién NO es
equivalente, porque, el conjunto solucién la primera inecuacion (4x? < 16) es igual x € [-2,2]
mientras que para, la inecuacion 2x < 4 lasolucion es equivalente a los x < 2. Se esperaba que
los estudiantes también utilizaran las estrategias de validacion empleando la recta numérica o un

registro de valores por ensayo y error. ver Tabla 11
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Tabla 11

Estrategia registro tabular.

Puntos prueba (x+2) (x—2) x+2)(x—2)<0
x=-3 -1 -4 +4 N0 €S mayor menor que cero
x=-1 1 -3 -3 Menor que cero, si cumple.
x=-2 0 -4 0 se cumple la igualdad en los extremos.
x=2 4 0 0
x=3 5 1 5 mayor que cero por tanto no se cumple.

En el problema exploracion dirigida del taller 4 (Figura 25) esperamos que los estudiantes
plantearan las ecuaciones y las resuelvan, de esta manera se pueden evidenciar ciertos
acercamientos analiticos o aritméticos, que permiten abordar los problemas planteados.

Figura 25

Problema exploracion dirigida 2.2 del taller 4.

2.2 Soluciona las siguientes situaciones:

a) Un plomero y su ayudante trabajan juntos para cambiar las tuberias de una casa vieja. El
plomero cobra $45 por hora por su propio trabajo y $25 por hora por el trabajo del ayudante.
El plomero trabaja el doble de tiempo que su ayudante en el trabajo, y el cobro por mano
de obra en la factura final es de $4025. ;Cuanto tiempo trabajaron el plomero y su ayudante
en este trabajo? Justifica tu respuesta

b) Una parcela de terreno mide 6 pies mas de largo que de ancho. Cada diagonal desde una
esquina a la esquina opuesta es de 174 pies de largo. ;Cuales son las dimensiones de la
parcela? ;Cuales son las dimensiones de la parcela en metros? Explica tu respuesta.

¢) Siun fabricante vende x unidades de cierto producto, el ingreso R y el costo C (en dolares)
estan dados por: R = 20x C = 2000 + 8x + 0.0025x2. Utilice el hecho de que utilidad
= ingreso — costo, para determinar cuantas unidades debe vender el fabricante para disfrutar
de una utilidad de al menos $2400. Justifica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Stewart et al., 2012, p.82)

Para el inciso a) exponemos un problema en el que los estudiantes deben encontrar la
relacion entre el numero de horas y el dinero recibido por el trabajo efectuado. Esperamos los
estudiantes creen una ecuacion que represente la relacion entre los datos suministrados por el

problema asi: 45(2x) + 25(x) = 4025 donde x corresponde a el tiempo trabajado, se tiene la
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relacion de tiempo plomero 2x = x. Entonces, resolviendo se obtiene que 90x + 25x = 4025
luego x = 35, es decir, el plomero trabajo 70 horas y su ayudante 35 horas. A esta respuesta los
estudiantes también pueden aproximarse por ensayo y error.

Para el inciso b) esperamos que los estudiantes identificaran algunos conceptos implicitos
en la situacion, asi, una alternativa era usar el teorema de Pitagoras, en el cual, se obtendria la
ecuacion que modela la situacion, asi, (x + 6)? + x? = 1742 al desarrollar encontrarian que el
valor de uno de los lados es 126 y el otro 120. Es importante destacar que, pueden surgir diversos
acercamientos como: factorizacion, uso de la ecuacion cuadratica.

Finalmente, en el inciso ¢) sugeriamos que los estudiantes reconocieran la informacion del
enunciado y plantearan la funcion que modela la utilidad en términos de la variable “x”, que
representa la cantidad de productos vendidos tal como se expresa:

U(x) = 20x — (2000 + 8x + 0.0025x2).

Para esta situacion las utilidades correspondian a $2400, por tanto, Esperamos que los
estudiantes encontraran la cantidad de unidades que el fabricante necesita vender para obtener
dicha utilidad. Es decir, resolvieran la ecuacién cuadrética: 2400 = —2000 + 12x — 0.0025x2).
Por tanto, pretendemos que emplee aproximaciones numéricas o emplee estrategias analiticas
como factorizacidn, uso de formula cuadrética, para posteriormente llegar x = 400 Unidades.

Al finalizar, Esperamos que los estudiantes compartieran los procedimientos y se
discutieran los diferentes acercamientos a la solucion, para con ello, promover la validacién y
verificacion de resultados.

En el problema tarea retadora del taller 4 (Figura 26) presentamos a los estudiantes una
tabla de datos, para que con ello generaran una representacion funcional o por intervalos

relacionada con la cantidad de dinero que pagan segun el salario.
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Figura 26

Problema tarea retadora del taller 4

3.1 Cilculo de impuesto o tarifas de servicios: a. Impuesto al salario: Para calcular
este impuesto en Costa Rica, se utiliza la formula presentada en la tabla 4:

Tabla 4
Impuesto al salario en Costa Rica, 2013
Salario bruto Impuesto al salario
Hasta ¢714.000,00 No sujeto a impuesto
Sobre el exceso de ¢714.000,00 hasta 10 %
¢1.071.000,00
Sobre exceso de ¢1.071,000,00 15 %

Fuente: Construcesin propan de la sutorn (20 partir de ln informscion brindoda por o Ministerio de Hasciensdn de

rrftmpuestoscbrela rental Paginas/Tmpuest osobrela renta aspx

Coata Rica (2013) ¥y recuperado de: hitpaidgt ha

Responda las siguientes preguntas:

Determine el monto que pagaria un trabajador que gana ¢700.000,00.
Determine el monto que pagaria un trabajador que gana ¢900.000,00.
Determine el monto que pagaria un trabajador que gana ¢1.200.000,00.
Escriba una inecuacion que contenga los montos en colones de los salarios que:
* no pagan impuestos.
*+ pagan el 10 %
* paganel 15 %

Nota. Adaptado de: (Vargas, 2013, pp. 12-13)

El célculo de este impuesto permite definir funciones que tienen diferentes condiciones
segun el intervalo de nimeros reales en el cual se defina. Para este caso en particular podriamos
definir la funcidon por partes, donde “x” representa el salario, f(x) el impuesto a pagar.

0 st x < 714000
f(x) =40,1x si 714000 < x < 1107000
0,15x st x = 1107000
Esto les permitiria definir el monto a pagar en funcion al salario del empleado. Los
estudiantes deberian reconocer la variacion lineal presente en esta situacion. Ademas, puede

realizar una regla de tres simple para determinar los montos especificos y registrar empleando una

tabla de datos (como en la Tabla 12)
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Tabla 12

Impuestos problema Costa Rica.

Dinero ¢ % impuesto
¢700000 No paga impuesto

¢900000 Como se encuentra en el intervalo de 714000 < x < 1107000
le corresponde pagar el 10% es decir, ¢90000

¢1200000 Se encuentra en el intervalo x = 1107000 le corresponde pagar el 15% del salario,
es decir: ¢180000

4.3.5 Taller 5: Sistema de Ecuaciones lineales de orden 2x2

Propdsitos: Este taller tiene el proposito de iniciar con el estudio de problemas para que
los estudiantes reconozcan el comportamiento de una magnitud variable con respecto a otra, es
decir, que identifiquen las variables y las relaciones entre ellas. Desde los NCTM (2003) se
menciona la importancia de que los estudiantes de secundaria tengan la oportunidad de resolver
problemas empleando el planteamiento de sistemas de ecuaciones y aplicando diversos métodos
de solucion que van desde el calculo mental, acercamientos analiticos o el uso de las tecnologias.
Al respecto, Hernandez (2018) menciona que este tipo de problemas favorece el desarrollo del
pensamiento variacional en los estudiantes.

En el problema informacién y exploracion libre del taller 5 (Figura 27), planteamos que
los estudiantes comprendieran la relacion de covariacion que existe entre el precio de las pizzas y
el precio de las bebidas. Asi, establecen infinitos valores porque dan paso a una relacion funcional
entre las variables del problema. Es importante destacar que, el estudiante traduce un enunciado

figural.
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Figura 27

Problema informacién y exploracion libre del taller 5

Pedro Pérez se encontraba en un wviaje por Espafia v junto con unos amigos ingresaron a una
pizzeria donde realizaron la compra que se muestra en la Ilustracion 1

1.1 Observa la imagen v responde:
i 2,

Tlustracion 1

a) ;e puede determinar el valor de una porcion de pizza v una bebida? Justifica tu respuesta

b) ;Qué podemos saber del precio de 4 bebidas v 2 porciones de pizza?

c) 51 consideras la flustracion 1 e ilustracion 2 ;Qué precio tiene 5 bebida v 8 porciones de
pizza?

12 € @' —

Tlustracion 2

Nota. Adaptado de: (De la Fuente, 2016, p.98)

En el inciso a) pretendimos que los estudiantes reconocieran que existen infinitos valores
para la pizza y la bebida, asi, pueden construir una relacion funcional, donde x es el valor de la
pizza; y el valor de las bebidas. Por tanto, se puede plantear una ecuacion como la siguiente:

4x + 6y = 17.60 euros, de la cual, se pudieron derivar expresiones funcionales como la

. . 17.60—-6 . -z .
siguientes: x = ———2 euros (1) para expresar el valor de las pizzas en funcién de las bebidas
17.60—4x - . .
o(y= ——— euros (2)) viceversa. Para el inciso b) esperamos que los estudiantes reconocer

la variacién en el precio de las bebidas y las pizzas, considerando algunos valores numéricos que
pueden asignar a (1) o a (2).
Finalmente, para el inciso ¢) plantedbamos que los estudiantes expresaran un sistema de

ecuaciones lineales 2x2, asi: 4x + 6y = 17.60 euros. (1); 3x + 3y = 12 euros. (2). Luego,
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solucionarlo por los diversos métodos analiticos, grafico o empleando estimaciones numeéricas.
Por ejemplo: la solucion grafica Figura 28
Figura 28

Solucion pizza y bebidas método gréafico

@ ecl:dx+6y=17.6 B
® ecZx+y=4 o
® B=(32108)

Valor de la pizza= 3,2 euros
+ Valor bebida= 0,8 euros.

Planeamos en el contexto de la denominacion de dinero en euros, para verificar el uso de
los nimeros reales por parte de los estudiantes. Ademas, promoviamos la discusion referente a la
unicidad de la solucion, considerando el método gréafico, el estudiante relacionaria la solucién del
sistema como el punto B (Figura 28) que corresponde a la interseccién o el punto que cumple con
las dos condiciones. En este caso la respuesta es Unica.

En el problema exploracion dirigida del taller 5 (Figura 29) esperamos que los estudiantes
realizaran procesos algebraicos, en los que reconocen qué varia (inciso a), y como varia (inciso b).
Es por ello, que pretendemos identifiquen las variables de la situacion y la relacion de covariacion
entre ellas.

Los estudiantes una vez logran extraer la informacion, conseguiran plantear un sistema de
ecuaciones lineales de orden 2x2, asi (1) » x+y=60; (2)—- 2x+4y =200, para
posteriormente, emplear distintos métodos de solucion. Asi, por ejemplo, en la La respuesta que

esperamos es los estudiantes expresen que las coordenadas del punto A, (intercepto de las dos
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rectas) es la solucion del problema porque A cumple con las dos condiciones del sistema planteado,
es decir hay 20 aves y 40 bestias (A(20,40))

Figura 30 se representan en el plano cartesiano las ecuaciones y se fija el punto A, que
corresponde a la solucion del problema.
Figura 29

Problema exploracion dirigida del taller 5.

2.1 En un zoologico hay aves (de dos patas) v animales (de cuatro patas). 51 el zoologico contiene
60 cabezas v 200 patas.
Responda las siguientes preguntas:
a) Identifica las variables de la situacion. Explica tu respuesta
b) ;Qué relaciones encuentras entre las variables? Describe esas relaciones con tus palabras.
¢) ;Cuantas aves v cuantos animales viven en el zoologico? Justifique su respuesta.

2.2 Jorge v Andrés, compraron en la tienda Adidas. Jorge compro una camisa de la seleccion
Colombia v 2 balones por un valor total de $789.000 mientras, Andrés adquirié dos camisas de la
seleccion v un balon de fiitbol $678.000
Fesponda las siguientes preguntas:

a) Identifica las vaniables de la situacion

b) ;Cuanto cuesta un balon v cuatro camisas? Justifica tu respuesta.

Nota. Autoria Ronald Eduardo Paternina

La respuesta que esperamos es los estudiantes expresen que las coordenadas del punto A,
(intercepto de las dos rectas) es la solucién del problema porque A cumple con las dos condiciones
del sistema planteado, es decir hay 20 aves y 40 bestias (4(20,40))
Figura 30

Solucion método grafico.

® eclix+y=60
® ec2:x+2y=100 a0

® A=(20,40)
ec
&0

20
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Asi mismo, pueden hacer uso del método de igualacion. Por tanto, los estudiantes
despejarian de cada una de las dos ecuaciones una de las incognitas en funcién de la otra
(representan las relaciones entre los datos Yy las variables del problema) De (1) despejamos x, por
tanto, x =60 —y , De (2) se despejax, por tanto; x = 100 — 2y . Esperamos que estas
expresiones fueran igualadas y de esta manera, se encuentra el valor de numérico de la variable
“y” es decir, 60 —y = 100 — 2y; agrupamos términos semejantes 2y —y = 100 — 60, se
obtendrian el valor de y = 40 luego, reemplazamos éste valor en (1) o en (2), conseguirian el
valor numérico de “x” es decir, x + 40 = 60  agruparan términos semejantes y encontraran el
valor de la incdgnita x = 60 — 40, x = 20. De esta manera, se obtiene que hay 20 aves y 40
bestias.

Otra estrategia que puede emerger consiste en que los estudiantes hicieran uso de
estimaciones y aproximaciones numeéricas, tal como se plantea en la Tabla 13
Tabla 13

Estrategia de conteo.

NUumerode Numero de Total, NUmero patas NUmero patas  Total,
aves Bestias animales. de aves de bestias patas
30 30 60 60 120 180
25 35 60 50 140 190
10 50 60 20 200 220
20 40 60 40 160 200

En el problema exploracion dirigida del taller 2 (Figura 29) esperamos que los estudiantes
identificaran que hay una variacion entre el precio a pagar y el nimero de articulos adquiridos por
Jorge y Andrés. El sistema de ecuaciones lineales que modela este problema es:

x + 2y = 789000 Y]

2x +y = 678000 2)
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Para que resolvieran el sistema de ecuaciones 2x2, los estudiantes Esperamos que empleen
diferentes métodos de solucion: reduccion, igualacion, sustitucion, determinantes, grafico, etc. Por
ejemplo: método de sustitucion; donde se despeja "x" de (1); x = 789000 — 2y luego se
sustituye en otra ecuacion, quedando 2(789000 — 2y) + y = 678000; resolver la ecuacién, por

tanto, y = 300000 Luego, se reemplazé el valor numérico de “y” en (1) 0 en (2); asi: 2x +

378000,

300000 = 678000, de alli se despeja x = S X = 189000

Pretendimos que los estudiantes discutan y compartan sus procedimientos aritméticos o
analiticos y describieran si era valido el precio de un balén en $300.000 y una camisa $189.000
Con el problema tarea retadora del Taller 5 (Figura 31) Se pretendia promover en los
estudiantes la habilidad identificar los datos suministrados en el problema, asi como que pueda
establecer algunas estrategias ensayo y error, a través de aproximaciones numéricas o el
planteamiento de ecuaciones lineales.
Figura 31

Problema tarea retadora del taller 5

“Dios nameros suman 72 v difieren en 36 unidades.

a) ¢(Qué nimeros son?”

b) Si consideras a, b como el adicionar v restar las cantidades indicadas. ;Cémo
expresas la relacion entre estas variables? Justifica tu respuesta.

c) (Qué relacidn existe entre las rectas? Justifica tu respuesta.
d) Los nimeros que cumplen que x + v = 72 json umcos? Justifica tu respuesta

Nota: 23 Adaptado de: (Lasa, 2016, p. 123-132)
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Para el inciso a) esperamos que los estudiantes realicen procedimientos analiticos o
aritméticos (ecuaciones lineales 2x2). Por ejemplo, el método de eliminacion, asi se suman las
ecuaciones (1) y (2), obtienen: 2x = 108;entonces el valor de x = 54, luego de ello,
reemplazar el valor de “x” en (1) o en (2) asi: 54 +y =72, se despeja: y = 18.

También proporcionamos a los estudiantes un applet, en el que se da el modelo para que
los estudiantes tengan la posibilidad de manipular y representar las dos condiciones del problema.
Es decir, las dos rectas, que corresponden al sistema de ecuaciones lineales 2x2 del problema:
como se muestraen la (Figura32); ((1) » x+y =72, (2) » x —y = 36), asi pueden indicar
que la solucion corresponde al punto de corte entre las rectas es decir (54, 18).

Figura 32

Solucién gréafica modelada.

I

Tey=T2

Entrada..

Para el inciso b) inducimos a los estudiantes a plantear una generalidad. Asi, la suma de

«_n

dos cantidades puede ser cualquier cantidad “a”,porello x +y =a — (1), la diferencia entre

las dos cantidades es “b " se establece x —y =b —» (2). Sisesuma(1)y (2); x = (a;rb) , luego

se reemplaza en (1) x+y=a - @ + y = a; posteriormente se despeja y =a —

(a+b)
2
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. . , -b .
obteniendo que el valor de “y” se puede determinar asi: y = aT En general, se tiene que,

+b -b ., .
((a2 ),aT) son las coordenadas del punto solucién, dado cualquier a, b.

Para el inciso c) Esperamos que los estudiantes recordaran las relaciones de las rectas y su
correspondencia con la pendiente. Es decir, si dos 0 mas rectas son: i) paralelas involucra que sus
pendientes son iguales, ii) perpendiculares implica que la pendiente de una es el reciproco negativo
de la pendiente de la otra, iii) secantes entonces las pendientes tienen diferente valor. Ademas, en
el inciso d) insistimos en el tratamiento de relacién funcional que existe al considerar en este caso
particular, una ecuacion de primer grado con dos incognitas.

4.3.6 Taller 6: Sistema de Ecuaciones lineales de orden 2x2

Propdsito: El propdsito de este taller consistio en representar geométrica y analiticamente
sistemas de ecuaciones lineales de orden 2x2 para brindar a los estudiantes la posibilidad de dotar
de significado la solucién algebraica y geométrica (Soto-L6pez, 2012)

Segun los NCTM (2003) el algebra esta ligada intimamente con la geometria, por lo
anterior, el fin de este taller es permitir a los estudiantes la posibilidad de relacionar la solucion
analitica de un sistema de ecuaciones lineales de orden 2X2 con su representacion gréafica.
Sugerimos problemas donde primero se logre establecer las relaciones entre las variables y los
datos que intervienen a fin de generar una representacion simbdlica, posteriormente resolver y
evaluar la solucién de acuerdo con las condiciones del problema.

En el problema informacion y exploracion libre del taller 6 (Figura 33) posibilitamos a los
estudiantes el identificar las variables de la situacion y traducir del lenguaje natural al lenguaje
matematico, de esta manera los estudiantes pueden avanzar en la construccion de unas expresiones

algebraicas que les permitan acceder y dar tratamiento matematico a la situacion.
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Figura 33

Problema informacién y exploracion libre del taller 6

1.1 51 los lados de un rectangulo se alargan 2 centimetros cada uno, el perimetro es de 24
centimetros, si se sabe ademas que la diferencia entre la medida de los lados es de 2
centimetros.

Eesponda las siguientes preguntas:

a) ;Cuanto miden las medidas de sus lados? Justifica tu respuesta
b) Existen otras medidas que se le puedan asignar a los lados del rectangulo. S1, no
ipor que?

Nota. Adaptado de: (Segura de Herrero, 2004, p. 5)

Esperamos que los estudiantes definan los lados del rectangulo como: y = base; x =
altura. x—y=2.Una primera ecuacion de la situacion, 2(x+2)+2(y+2)=
24 ; entonces x + y = 8 como la segunda ecuacion. Asi mismo, los estudiantes pueden realizar
calculos y estimaciones que le permitan encontrar los valores que cumplen con las dos
condiciones, o plantear alternativas graficas que conlleven a la representacion y posible solucion
como se muestra en la Figura 34.

Figura 34

Solucién por método gréafico

P \ista Algebraica X | » Vista Grafica
® eclix-y=2 ec2
® ecx+y=8

® A=(53) s
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Por tanto, la medida del rectangulo inicial es de base 5 cm y altura 3 cm. Se espera que los
estudiantes identifiquen que estos valores son unicos, es decir, el sistema tiene Unica solucion y es
consistente.

En el problema exploracion dirigida del Taller 6 (Figura 35) los estudiantes se enfrentan a
un problema que sugiere establecer las variables que intervienen, por decir, "x" cantidad dinero
por kilo de manzana, “y” la Cantidad dinero por kilos de peras. Luego, estimamos que representen
las relaciones, que representan la compra de Anay Leticia.

Figura 35

Problema exploracion dirigida del taller 6

Actividad Exploracion dirigida

2.1 Ana v Leticia fueron al mercado por fruta. Ana por cinco kilos de manzana v tres kilos
de pera pagd $139 v Leticia pagd $226.50 por ocho kilos de manzana y cinco de peras.

a) Identifica las variables de la situacion. Explica tu respuesta

b) ;existe una relacidon entre dichas variables? Representa algebraicamente.

c) ;Cuanto costaba el kilo de manzana v el kilo de pera ese dia en el mercado?
Justifica tu respuesta

d) Suponga que (x,y) designan las coordenadas de un punto en el plano denotado
por P(x,y) (por qué?

e) ;Que figura representa cada una de las ecuaciones en el plano cartesiano? /por
qué?

f) Considere los puntos (5,12) v (6,14), pertenecen al grafico de alguna ecuacién
del problema ;por qué?

g) Considere los graficos de las ecuaciones. [Qué observas? Explica tu respuesta.

h) Compara la solucion encontrada inicialmente v lo que observas en el grafico.
Existe alguna relacion entre estos. Explica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Olvera, 2010, p.54)

Una vez planteado el sistema de ecuaciones de orden 2x2, es decir, i) 5x + 3y = 139; ii)
8x + 5y = 226,50, Esperamos que los estudiantes empleen acercamientos analiticos, graficos o
numéricos, con la finalidad determinar el precio de cada kilogramo de fruta comprado por Anay
Leticia. Por ejemplo: por el método analitico de reduccion:

i) (5x + 3y = 139)(=8) >—40x — 24y = —1112
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i) (8x + 5y = 226,50)(5) > 40x + 25y = 1132,5

Al sumar (i) y (ii) tenemos que y = 20,5 luego, x = 15,5

110

Los incisos d) y inciso €) pretendian que los estudiantes generan el grafico de estas

ecuaciones a fin de establecer otra forma de representacion del sistema de ecuaciones y ademas lo

interpretaran (Figura 36). El inciso f) esperamos que los estudiantes verifiquen si los (5,12); (6,14)

pertenecen al sistema de ecuaciones, por lo cual, los estudiantes pueden ubicar los puntos en el

plano, reemplazar los valores de las coordenadas en cada una de las ecuaciones para establecer si

pertenecen o no. Finalmente, en el inciso g) y h) suponemos que los estudiantes confrontaran las

dos respuestas (método analitico y grafico) y conjeturaran sobre la posible relacién entre ellas.

Figura 36

Método Gréfico.

s
L

O

@ O

ecl: 5x+3y =139 -pAJ

ec2: §x+5by = 2265 ¢

B = Interseca(ec?, ecl) :

— (15.5, 20.5)

40

30

20

En el problema tarea retadora del taller 6 (Figura 37) presentamos dos problemas de

contextos matematicos, el primero problema es inconsistente, es decir, no tiene solucién. El

segundo problema tiene infinitas soluciones. Este taller hizo énfasis en la solucion tanto analitica

como grafica de sistemas de ecuaciones lineales de orden lineales 2x2, (Figura 38 y Figura 39)
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para que, finalmente los estudiantes puedan conjeturar cual es la relacion que existe entre estos
métodos de solucion.
Figura 37

Problema tarea retadora del taller 6.

3.1 La suma de dos nimeros es 1000 v el doble de su suma es 700.
a) ;Cuales son esos nmimeros? Explica tu respuesta.
b) Realiza un grafico que represente la situacion.

3.2 El perimetro de un triangulo 1sosceles es 18 centimetros, s1 se suma la medida de uno
de sus lados congruentes a la mitad del lado de la medida del lado no congruente se
obtiene 9.

a) ;Cual es la medida de cada lado? Explica tu respuesta.

b) Realiza un grafico que represente la situacion.

c) ;Que podemos concluir de las tres actividades respecto a los graficos v la
solucion de cada sistema de ecuaciones lineales? Explica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Segura de Herrero, 2004, p.55)

Los estudiantes pueden establecer la inconsistencia del sistema, solamente reflexionando
y asignandole una comprension al enunciado. Otros podrian intentar plantear un sistema de
ecuaciones lineales 2x2. Asi: x+y=1000 (1);

2(x+y) =700 (2)

Luego, por ejemplo, por el método de igualacién, se llega a una inconsistencia. Despejar x
de (1) y (2) x =1000—1y; x =350 — y Al igualar obtenemos: 1000 -y =350—-y —
1000 = 350 lo cual, es contradictorio. Por tanto, el sistema es inconsistente.

Otra representacion que se esperaba era la grafica, en donde se observan dos rectas
paralelas lo que implica que tengan la misma pendiente (Figura 38). Al reflexionar, los estudiantes
pueden indicar que no existe un punto en el plano cartesiano que cumpla con las dos condiciones

simultaneamente.
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Figura 38

Sistema de ecuaciones inconsistente.
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¥ Vista Algebraica
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Para el problema del triangulo, suponiamos que los estudiantes pueden representar

graficamente el triangulo una primera ecuacién x + 2y =18 - (1) ademas, la segunda

condicion esta dada por la expresion y + %x =9 - (2). Simultiplica por un medio (1/2) a (1),

se obtiene la equivalencia con (2) por tanto, las graficas coincidieron, lo que implica que el sistema

tiene infinitas soluciones.

Figura 39

Sistema de ecuaciones con infinitas soluciones.

F Vista Algebraica

® ecl:05x+y=9
® ec2:x+2y=18

X

b Vista Grafica

10

T~

Esperamos que los estudiantes compararan las respuestas que obtuvieron analiticamente y

las graficas en cada uno de los sistemas de ecuaciones lineales de orden 2x2 analizados.

Finalmente, pretendimos que ellos lograran establecer la relacion grafica y analitica al resolver

sistemas de ecuaciones lineales de orden lineal 2x2. Asi conjeturen: si tiene unica solucion las
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rectas se intersecan un punto, el cual, satisface las dos condiciones; si el sistema es inconsistente
las rectas son paralelas, es decir, no existe ningun punto en el plano que satisface las dos
condiciones del sistema; finalmente, si el sistema tiene infinitas soluciones, las rectas se
sobreponen o son la misma.

4.3.7 Taller 7: Procesos Infinitos

Propdsito: Se pretendia que los estudiantes identificaran el patron y la regularidad inmersa
en estos problemas predomina el analisis de algunas sucesiones, haciendo énfasis en el
comportamiento de cambio tienden al infinito. Por ello, planteamos los problemas para este taller
teniendo en cuenta lo mencionado por el MEN (1998) “en lo referente a la construccion del
continuo numeérico, los escenarios deben ser los numeéricos y los geométricos. Particularmente el
trabajo con las representaciones decimales, cobra especial relevancia. Los procesos infinitos deben
ser introducidos en contextos geométricos” (p.51).

En el problema informacion y exploracién libre del taller 7 (Figura 40) presentamos unos
problemas para trabajar los procesos infinitos. Inspirados en la paradoja de Zendn segun Garbin
(2005).

Figura 40

Problema informacién y exploracion libre del taller 7

1.1 Observa la siguiente figura.

A Tt o] P

-
L

[ ]
[ ]
[ ]
©

Nos muestra un esquema en el que se biseca cada vez el segmento de la derecha, es decir
los puntos M, N, O, P, son los puntos medios de los segmentos AB, MB, OB v FPB
respectivamente.

51 se siguen haciendo mas v mas bisecciones,

a) jcrees que es posible llegar a una situacién en la que un punto de la biseccidn
coincide con el punto B? Explica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Garbin (2005) pp. 179-180)



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 114

En el inciso a) inducimos a un acercamiento al infinito actual, debido a que se habla de la

biseccion de un segmento, si consideramos esta situacion, los estudiantes tendran cada vez que
bisecan un segmento de longitud (E) equivalente a la mitad de la inicial. Por tanto, algunos

estudiantes pueden definir la progresion geométrica suponiendo que AB tiene una longitud de 1

unidad. Por tanto, se puede definir la siguiente progresion geométrica:

a =1 azzl*% a3=a2*§—> a3=(1*%)*§—>a3=(1*(§)2)
a=az iy a=(1060) 3> a=(1+6)

En general... Ay = Ap_q * Aq * (%)"_1 > a, = (a1 * (%)"_1)

Donde la razén (r) de la progresion geométrica es igual a r = % Es, por tanto, para
cualquier progresion geométrica, el termino general corresponde a a,, = (a; * (r)"* 1)

Otros estudiantes pueden hacer analogias de este planteamiento, por ejemplo, con cortar
una cuerda a la mitad, recorrer la mitad de cierta distancia, o incluso, desde la experiencia del
problema de la hoja de papel. Esperamos también que hagan uso de una tabla de valores para ir
observando la regularidad asi:

Tabla 14

Uso de la tabla

Nimero de 1 2 3 -
bisecciones

Longitud del l Lt LA At l
segmento > Ay >G5 at

Esperamos que algunos estudiantes que ya vieron limites en el colegio, puedan establecer

lim [

. L . l I . . . .
un acercamiento analitico lim — = 2==—  de alli que, lim [l =1 vy lim 2" = oo, si se
n—ooo 2™ Alﬁngo 2n n—oo n-oo
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reemplaza esos valores generaria una indeterminacion, esperamos los estudiantes apliquen la
propiedad de los nimeros reales é = 0, Asi, justifiquen que se llega al punto B

En el problema exploracion dirigida del taller 7 (Figura 41) los estudiantes pueden
conjeturar que la suma sea igual a 2. Algunos pueden argumentar que cada vez se va a sumar una
cantidad infinitesimal y la tendencia a un valor numeérico es igual a 2
Figura 41

Problema exploracion dirigida del taller 7.

2.1 Se deja caer una pelota desde 2 metros de altura sobre una superficie horizontal. Cada
vez que la pelota llega al suelo, tras caer desde una altura h, rebota hasta una altura h/2

a) ;Podrias calcular la distancia total recorrida por la pelota? Explica tu respuesta.

b) ;Podrias decir cuantos rebotes hara la pelota? Explica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Garbin, 2005, p.179)

Para resolver este problema suponemos que los estudiantes utilizaran la férmula de la

a

sumatoria de los términos de una progresién geométrica s = donde, a, es el primer término

de la progresion geométrica, r es la razon de la progresion geométrica. Es decir, r = 1/2 por

1
tanto, a; = 1 Reemplazando obtenemos: s = T S

Il

N Rk IR
Il
N

Para el inciso b) pretendimos que los estudiantes reconocieran que la pelota no tendra un
namero infinito de rebotes porque, esto es fisicamente imposible. Por otra parte, la distancia que
va a recorrer la pelota se reduce a la mitad, cada vez que hay un rebote, es decir, se puede

considerar una sucesion cuyo comportamiento es decreciente.

. h
Suponga que esta a una altura h, por tanto, la pelota al caer rebota una altura > luego,

s

-h- h
8’16 """
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Se puede definir una sucesion para encontrar la distancia total recorrida.
Y S S S N
2 4 8 16 32
=h+o+ ottt
= 20 hQ)"
En el problema tarea retadora del taller 7 (Figura 42) se pretende que los estudiantes,

determinen el valor de la suma infinita y puedan expresar finalmente la suma que converge. Para

ai

encontrar la sumatoria de la progresion, se empleara la formula: s = N donde, a; es el primer

-7
término de la progresion geométrica, r es la razon de la progresion geométrica.
Figura 42

Problema tarea retadora del taller 7

3.1 Considera la siguiente suma:

R UL R
2748 16

a) ;Cual crees que es el valor de esta suma? Explica tu respuesta.
b} ;Podrias expresar algin patron o regularidad? [ cual? Justifica tu respuesta

3.2 Considera la siguiente ecuacion:

I
_20 21 22 23 n

:Podrias decir para qué valor de n resulta v = 2 7 Explica tu respuesta

Nota. Adaptado de: (Garbin, 2005, p. 180)

En esta situacion, "y" representa la sumatoria. Se espera que los estudiantes, identifiquen

la razon de la progresion geométrica. Es decir, r = 1/2 por tanto, a; = 1

N R|= -

1 .
Reemplazando obtenemos: s = P s = 2 Es decir, que esa suma converge.

N
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4.3.8 Taller 8: Sucesiones y procesos infinitos.

Propdsitos: Este taller tiene como objetivo que los estudiantes desarrollen nociones de
convergencia o divergencia de sucesiones que se presenta cuando n tiende a c. Asi mismo, que
los estudiantes tengan la posibilidad de identificar el tipo de comportamiento de la sucesion, es
decir, creciente, decreciente, alternante. Desde el MEN (2006) se plantea que las regularidades se
pueden encontrar en las sucesiones propias de los contextos de la vida cotidiana o de las
matematicas mismas. Permiten representar la variacion y cambio a través del empleo de algoritmos
o formulas. En los NCTM (2003) se planea el uso de las sucesiones para definir cambios recursivos
(por ejemplo, la sucesion de Fibonacci) que estan presentes en diversos contextos y de esta manera,
orientar la comprensiéon los patrones, relaciones y funciones.

En el problema informacion y exploracion libre del taller 8 (Figura 43) esperamos que los
estudiantes visualizaran la suma de los primeros n nimeros impares, lo cual, es equivalente al area
de un cuadrado de lado n, como se puede observar en las imagenes. Para este problema, se
proporcionaba un applet donde el estudiante deslizaba a “n”, luego, planteara la posible variacion
del problema y resolviera.

Tabla 15

Representacion tabular secuencia.

1 1 12
1+3 4 22
14345 9 32
1+3+5+7 16 42
1+345+7+9 25 52
1+3+5+--+2n—-1) ... n?

Para el inciso a) los estudiantes pueden observar que, el nimero de circulos corresponden

a la suma de los n- nimeros impares. Esperamos que los estudiantes pueden generar una
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representacion tabular (Tabla 15) en la que se involucre los términos de la suma, y el resultado,
expresado como una potencia. Asi: a,, = n?,

Para el inciso b) promoviamos la generalizacion del patron identificado en el inciso
anterior, es decir, la relacion de covariacién entre el namero total de circulos y el nimero de la
figura corresponde, para plantear la expresion: a,, = n?, donde n es el nmero de la figura o la
posicion.

Figura 43

Problema informacion y exploracion libre del taller 8

1.1 Desliza a n v observa lo que esta ocurriendo en la animacion. Luego responde.

Complete la tabla:

#Figura 1 2 3 4 5 14 n
#eirculos
a) En la hoja de cilculo, utilice la herramienta lista de puntos v considera los
puntos (x,¥) ;Qué relacién encuentras entre el mimero de la figura respecto al
mimero de circulos? Explica tu respuesta
b) ;Cual es el mimero de circulos de la figura 147 Explica tu respuesta
c) ;Como cambia la cantidad de circulos? Explica tu respuesta.
d) ;Cémo calcularian el mimero de circulos de cualquiera de las figuras? Justifica
tu respuesta
e) (El comportamiento es creciente o decreciente? Explica tu respuesta
f) /la sucesion es divergente o convergente? Explica tu respuesta

Nota. Adaptado de (NCTM, 2003, p.81).

Parael inciso €) y inciso d) promovemos la comprension del enunciado, es decir, la relacion
de los datos y las incdgnitas. Estas preguntas estuvieron orientadas para ayudar a los estudiantes
que aun no habian encontrado la respuesta de al inciso b).

Para el inciso e) pretendiamos que, los estudiantes validaran y verificaran el
comportamiento creciente de la sucesion, finalmente para el inciso f), planteamos que

reconocieran y justificaran la divergencia de esta sucesion.
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En el problema exploracion dirigida del taller 8 (Figura 44) procuramos que los estudiantes
a partir de una representacion geométrica identificaran la sucesion de Fibonacci, al considerar la
variacion del cuadrado que se va agregando a la configuracion inicial.
Figura 44

Problema exploracion dirigida del taller 8

2.1 Observa y responde

i

a) Completa la tabla al iniciar con el lado, el perimetro y el érea del cuadrado mas pequetio e
interior de la espiral (zu lado mide 1 unidad).

N 1 2 3 4 5 &
cuadradoz

Lado 1 1 2 3 3

Area 1 4

Perimetro. | 4

Cociente

b) ;Cual seria el nimero de la posicion 117 ;podrian generalizar a Ia posicidn n? Explica fu
respuesta.

c) Obzerven el listado de mimeros obtenido haciendo el cociente de cada nimero de la
secuencia con su antecesor ;Qué particularidad tienen? Explica tu respuesta.

d) Ultilice el applet Geogebra, para registrar los datos obtenidos, asi mismo, considere los
cocientes v grafica. Explica tu respuesta.

e) ;Existe alguna tendencia del cociente de las magnitudes en la sucesion de Fibonacei?
Justifica fu repuesta.

Nota. Adaptado DBA Versién 2, MEN (2016, p.67); (Jara,2020, p.20)

En el problema se indagaba a los estudiantes sobre como varia la representacion, la
unicidad de la ubicacion de la proxima pieza en el tablero, de esta manera el estudiante puede
conjeturar que para el siguiente término requiere de la suma de los dos anteriores a este. Ademas,
los estudiantes analizaran el area y el perimetro del cuadrado que se va agregando. Finalmente

estableciera el cociente dos términos consecutivos de la sucesion de Fibonacci.



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 120

En el inciso a) se esperaba que los estudiantes identificaran varias sucesiones y realizaran
el registro tabular tal como se muestra en Tabla 16.

Tabla 16

Respuestas sucesiones Fibonacci

N° 1 2 3 4 5 6
cuadrados

Lado 1 1 2 3 5 8
Area 1 1 4 9 25 64
Perimetro. 4 8 12 16 20 24
Cociente  1/1 2/1 3/2 4/3 5/4 6/5

Para el inciso b) esperamos que los estudiantes identificaran los términos de la sucesion e
intentar definirla recursivamente, de tal manera que; obtengan la siguiente generalizacion:

a; =1; a,=1,paran =3 a, estaddefinidapor:a, = a,_; + a,_, Es decir, el termino
n-ésimo es igual a la suma de los dos términos anteriores. El estudiante a partir de la exploracién
y visualizacion puede conjeturar la tendencia de los cocientes y el comportamiento de la sucesion
de Fibonacci cuando n — oo.

Tabla 17

Representacion tabular.

Cuadrado Rectangulo Cociente
1

1 2 1 2

2 3 2 1.5

5 8 5 1.6

8 13 8 1.625

13 21 13 1.61538

Para el inciso c) propusimos el uso de casos particulares del cociente entre dos terminos

an

consecutivos de la sucesion de Fibonacci, es decir; asi, pretendimos acercar al estudiante a la

an-1
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nocion convergencia de los términos. El estudiante al hacer varios cocientes (casos particulares),
se ira aproximando al nimero de oro, asi como se presenta en la Tabla 17.Para el inciso d) Con
ayuda del GeoGebra o el Excel, se puede definir la sucesion de Fibonacci, asi mismo, graficar los
puntos en el plano y establecer el cociente entre los dos términos sucesivos (Figura 45).

Figura 45

Representaciones GeoGebra.

» Vista Grafica = ] | = Hoja de Calculo
SN c|EEE D3~ | B
A | B | C

a5 1 1 1 1
2 2 1 2
e © D E F o 3 & f ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ ! -
A ® L ] ] L ] e 4 4 3 1.6666666667
® 5 5 5 1.6
g 7 T 8 & 6 2 1.625
i 7 13 1.6153846154
g8 8 21 1.619047619
55 9 9 34 1.6176470588
10 10 55 1.6181818182
11 11 59 1.6179775281

En el problema tarea retadora del taller 8 (Figura 46) presentamos a los estudiantes unas
sucesiones, para que a partir de la particularizacion determinaran el comportamiento de estas
cuando n tiende a oo, asi mismo, es decir, si son crecientes, decrecientes o alternantes, ademas
indicar la posible convergencia o de divergencia.

Figura 46

Problema tarea retadora del taller 8

Considere las siguientes sucesiones
b:: =5 + (_z)n
_c

CFI

n
a) ;Cudles son los términos 4, 7, 9, 10, 25 de cada una de las sucesiones?
b) Teniendo como referencia los términos obtenidos jcémo describes el
comportamiento de las sucesiones? [ son crecientes, decrecientes o alternantes?
c) s1 consideramos valores muy grandes de n_ las sucesiones son jconvergentes o
divergentes? Explica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Stewart et al., 2012, p.785)
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En el inciso a) esperamos que los estudiantes pueden hacer uso de la variable y, evaluar en
cada una de las sucesiones los valores que se buscan, a fin de reconocer y encontrar sus imagenes.

Una estrategia que se puede generar corresponde a un registro de representacion tabular como se

presenta en la Tabla 18.

Tabla 18

Representacion tabular de las sucesiones.

Sucesion b, =5 + (—2)" (-

Sucesién ¢, =
b,=5+(-2)*=21 _(=D* 1
Cy = T
b, =5+ (-2)7 = -251 =71
c; = o=
by =5+ (-2)° = —-507 =D 1
Cg = 5 =
blO =5+ (—2)10 = 1029 _ (—1)10 _ 1
‘0= T 10
b,s = 5 + (—2)25=-33554427 _=D*® 1
€25 =95~ T 25

Para el inciso b) esperamos que los estudiantes reconozcan que las sucesiones son
i) b, =5+ (—2)™ alternada y divergente

_1\n
i) ¢, = % es alternada y convergente,

Para el inciso ¢) esperamos que los estudiantes al explorar el con algunos casos particulares
(inciso a), puedan establecer el comportamiento de dichas sucesiones cuando n tiende a oo, es decir,

para i) b, =5+ (—2)" la sucesién es divergente debido a que no tiene limite. Es decir, la
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sucesion no se aproxima a un namero finito, en esta sucesion ocurre: cuando n es impar n — o

entonces b,, tiende a -0, y cuando n es par, cuando n — o entonces b,, tiende a .

. (-1
Paraii) ¢, = —— apesar de ser alternante, es convergente a cero porque cuandon — oo .

No esperamos demostraciones formales, sobre la convergencia o divergencia, pues lo que, se
pretende es trabajar con estas nociones, asi como, con las nociones de comportamiento creciente,
decreciente o alternante. Al finalizar las discusiones, el docente aclarara que, las sucesiones, son
funciones cuyo dominio son los nimeros naturales.

4.3.9 Taller 9 Anélisis funcional.

Propositos: El prop6sito es permitir a los estudiantes reconocer e interpretar problemas que
involucren la variacién y el cambio para con ello, establecer relaciones funcionales que permitan
cuantificar el cambio y generar un modelo matematico para predecir el comportamiento de las
variables que intervienen en el problema.

Desde los NCTM (2003) se propone que los estudiantes de secundaria comprendan los
diversos tipos de funciones. Estos objetos matematicos deberian ser reconocidos y empleados para
expresar las relaciones entre las cantidades y las estructuras que se encuentran presentes en los
problemas analizados. Los problemas que planteamos en este taller tienen la finalidad de aportar
en el estudio de funciones lo cual, involucra la creacion de representaciones y el uso de la
simbologia matematica para expresar ideas abstractas que permitan comprender la situacion.

En el problema informacion y exploracion libre del taller 9 (Figura 47) intentamos
proporcionar a los estudiantes una situacion del contexto econémico que les permitiera crear,
explorar y predecir un modelo para determinar el salario de Camila. En este problema los
estudiantes debieron reconocer la relacion de covariacion entre el salario y la cantidad de ventas

de periodico.
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Figura 47

Problema informacion y exploracion libre del taller 9

Actividad 1.1 Informacion v exploracion libre.

Camila trabaja en el periodico “El tiempo™ v tiene vn sueldo basico de 520.000 diarios,

v se incrementa en las ventas que realice a diario.

Responde las siguientes preguntas.

a) Sipor cada periodico vendido tiene una comision de $700 ; Cuanto dinero devengaria
en un dia Camila realiza 5. 10 o 16 ventas?

b) Existe alguna relacion entre el salario devengado a diario v el nimero de
suscripciones vendidas a diaro. Expresa v explica tu respuesta.

¢) Lanueva administracion propone una nueva forma de pago. el salario basico diario
sera disminuido en un 20%, v se pagara una comision por cada venta de $900.
Analice las dos alternativas salariales v exprese cual de las dos alternativas le traen
mejores beneficios a Camila.

1.2 Socialice vy comparte los resultados con tus compafieros v tu profesor.

Nota. Adaptado de: (Seduca, 2006, p.150)

En el inciso a) se esperaba que los estudiantes plantearan la relacion entre el dinero
devengado en funcién a la tarifa basica y la cantidad de periddicos vendidos por Camila. El empleo
de casos particulares permitiria a los estudiantes restringir el dominio de la relacion funcional a
los nimeros naturales, pues en este contexto, no tiene sentido el empleo de los niumeros reales.

Para el inciso b) pensamos que los estudiantes podran crear diversas representaciones, por
ejemplo, una tabla de valores, una representacién simbdlica f(x) = 20000 + 700x donde xeN,
otra posibilidad es crear una lista de puntos en el plano cartesiano P (x, y), los cuales, hacen alusion
a la relacion de covariacion entre la cantidad de suscripciones diarias (x) y el salario devengado
(y) (Ver Figura 48).

Es importante destaca que, los procedimientos se pueden realizar sin necesidad de hacer

uso del software de GeoGebra.
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Figura 48

Diversas representaciones para la primera forma de devengar el salario

Vista Algebraica o ¥ | » Vista Grafica # | * Hoja de Calculo

A1 =“Nimero de ventas” VAL - IEREREN=Ad
B1 = “salario”

A= (0, 20000) 5 .F E A | 8 |
lil= {1, 20?[?[?] $20000 @ © o0 1 | Mimero de ve... salario
C=(2, 21400) o 0 20000
D= (3, 22100)

E=(4, 22800) 3 1 20700
F = {5, 23500) 4 2 21400
11 ={{0, 20000}, (1, 20700}, (2, 2 5 3 23100
n=27 o 2 4

a= 38900 G 4 22800
G= (27, 38900) ®) 7 5 23500
Cq1 =5g" o
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Finalmente, para el inciso c) pretendimos que los estudiantes contrastaran una nueva forma

de salario con la propuesta en el inciso a). Para ello, encontrar la tarifa basica que corresponde al

20% de $20.000 es decir, el salario sera disminuido $4.000 por tanto, corresponde a $16.000. Un

procedimiento aritmético que esperamos era encontrar el

salario basico nuevo asi;

(20000)(0.80) = 16000, luego, plantear una expresion algebraica (g(x) = 16000 + 900x),

tabular o grafica como se muestra en Figura 49 que represente la nueva forma de devengar el

salario.

Figura 49

Representacion segunda alternativa

b Vista Algebraica

A1 ="Nimero de ventas”
B1 = “salario”
A=(0, 16000)
B=(1,16900)
n=26
C={0,16000)
D=(1,16900)
E=(2,17800)
F=(3,18700)
H=(4, 19600}

| =5, 20500)
3= (26, 38400)

» Vista Grafica
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16900
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19600
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Para comparar los dos salarios, esperamos que los estudiantes interpreten las dos
representaciones gréaficas, tabulares o algebraicas para concluir que, si Camila vende diariamente
entre 0 < x < 20 con xe N es méas conveniente, la primera forma de recibir el salario ( f(x) =
20000 + 700x) mientras que, si Camila vende méas de 20 periddicos, de esta manera, si, x >
20 con xe N le favorece mas la segunda forma de recibir su salario (es decir, g(x) = 16000 +
900x). En caso de que vendiera x = 20 periodicos ganaran lo mismo.

Otra estrategia que contemplamos es el uso de la Hoja de calculo de Excel, algtn software,
o célculos a lapiz y papel.

En el problema exploracion dirigida del taller 9 (Figura 50) esperamos que los estudiantes
generaran para cada uno de los planes las representaciones tabular, algebraica, grafica y luego, las
compararan para determinar cual plan le favorece adquirir a Maria.

Figura 50

Problema exploracion dirigida del taller 9

Una empresa de telefonia mévil tiene los siguientes planes

Plan Bajo Plan Medio Plan Alto
Cargo Basico: Cargo Basico: Cargo Basico:
$35.000 + IVA $70.000 + [VA $120.000 + IVA
Minutos incluidos: Minutos incluidos: Minutos incluidos:
65 150 300
Minuto adicional: Minuto adicional: Minuto adicional:
$800 + IVA §700+IVA $600+ IVA

2.1 Responda las siguientes preguntas:

a) Suponga que usted puede pagar cualquiera de los tres planes, pero quiere escoger
el que, de acuerdo con su consumo mensual, le salga mas favorable, ;jCuil
escogeria? Suponga una tasa del 20% para el IVA. Explica tu respuesta.

b) Exprese utilizando una representacion grifica o simbolica el valor de consumo
mensual en cada uno de los planes.

c) 51 Maria tiene un estimado de consumo de 250 min, ;Cudl de los planes le
beneficia? ;por qué?

Nota. Adaptado de: (Seduca,2006, p.152)
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En el inciso a) esperamos que los estudiantes hicieran un supuesto del consumo mensual
de minutos, luego decidirdn cual es el plan mas favorable. Para comprender el problema es
necesario que encuentren el 20% del valor del plan y lo sumen al cargo basico, que favorecen los
acercamientos aritméticos (con el calculo del IVA). Luego, esperamos que, encuentren el valor del
minuto adicional mas IVA incluido, de esta manera, se tienen las tarifas que se presentan en la

Tabla 19. Es importante, socializar las distintas estrategias como el uso de los casos particulares,

de esta manera se avanza en la comprension del enunciado, para luego modelar.

Tabla 19

Tarifas planes de minutos

En el
detallado, asi para cada plan esperamos que los estudiantes plantearan una funcién por partes,
como se muestra en Tabla 20, donde hay una funcién constante en para cierta cantidad de minutos
incluidos y luego, se cobra por minuto o fraccion de minuto de manera proporcional, lo cual,

genera un modelo lineal, es decir, la razon de cambio del precio con respecto al tiempo es constante

Valor con IVA Plan Bajo Plan Medio Plan Alto
Cargo Bésico en $ 42.000 84.000 144.000
Minuto adicionalen $ 960 840 720

(dependiendo del tipo de plan).

Tabla 20

Representaciones algebraicas planes de minutos.

Plan Representacion algebraica
Bajo 169 = { 42000, 0<x<65
~ 142000 +960(x — 65), x> 65

Medio 0 = { 84000, 0<x< 150
8\X) = 184000 + 840 (x — 150), x> 150
Alto 144000, 0 <x< 300

) = { 144000 + 720(x — 300), x > 300

inciso b) el docente puede proporcionar preguntas que permitan un analisis
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El inciso b) también posibilitaba la representacion grafica de los tres planes como se

muestra en la Figura 51.
Figura 51

Representacion grafica.

pB(x) = 42000, (0< x < 65) A
pBa(x) = 42000 + 960 (x— 65), (x> 65) :
pM(x) = 84000, (0 < x < 150)

pMe(x) = 84000+ 840 (x— 150), (x> 1503
pA(x) = 144000, (0< x < 300)

pAa(x) = 144000 + 720 (x — 300), (x> 308)

5200,

U

00

§100,

pA

pM

pMe

pAa

100 200

300 40)

Esperamos que, estas representaciones sean validadas y verificadas por parte de los

estudiantes, por ello, en el inciso ¢) indagabamos sobre una cantidad especifica de minutos (x =

250) vy la cantidad de dinero a pagar, de tal suerte, que fuera el plan con la tarifa mas baja. Es

decir, la opcion més favorable es h(x) plan alto. Esté problema permite comparar las imagenes de

las funciones, el comportamiento y la rapidez con la que crece cada una de ellas, es decir, permite

analizar propiedades referentes a la covariacién entre las variables tiempo vs tarifa a pagar.

En la interpretacion que le den a la grafica (Figura 52), para casos particulares (x = 250)

el estudiante debera reconocer la imagen como el valor a pagar de la factura, dada esa cantidad de

minutos y elegir la mejor opcion. Asi mismo, se puede aprovechar el problema para crear otras

hipotesis, alusivas a distintos consumos, de esta manera, los estudiantes analizan para intervalos

de tiempo especificos cuél es la mejor opcion o incluso, suponemos poder indagar sobre las

cantidades de consumos que hacen que se generen las mismas tarifas (puntos de corte)
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Figura 52

Analisis en 250 min.

400,000
@ A=(2500) _N ¢
f : Perpendicular{ A,
@ = 28D $300,000
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—. (250, 144000) 5200000
O C = Interseca(pi/e,
— (250, 168000) PA i
100,000 e
O D = Interseca(p$a, pM f pMe
i
A
- .= ™ 0 100 200 300 400

En el Problema exploraciéon dirigida del taller 9 (Figura 53) pretendimos que los
estudiantes analizaran un problema que se modela con una funcién lineal cuya pendiente es
negativa, debido a que la depreciacion, es considerada como la pérdida de valor de un bien o
inmueble.

Figura 53

Problema exploracion dirigida del taller 9

La depreciacion en términos contables es la pérdida de valor anual de un activo en la
medida que pasa el tiempo, que en teoria llega a ser cero cuando caduca la vida util del bien. Sin
embargo, éste tiene un valor comercial subjetivo. Puede ser por desgaste, por el tiempo u
obsolescencia. El método mas sencillo y utilizado por las empresas, consiste en dividir el valor del
activo entre la vida 1til del mismo.

Segtin el decreto 3019 de 1989, que reglamenta parcialmente el Estatuto Tributario en
Colombia, los inmuebles tienen una vida util de 20 afios, los bienes muebles, maquinaria y equipo,
trenes aviones y barcos, tienen una vida util de 10 afios, y los vehiculos y computadores tienen una
vida util de 5 afios.

Usted es el contador del colegio Carlos IIT este plantel de 940 estudiantes después de llevar
varios afios contratando los servicios de empresas de transporte ha decidido que debe adquirir un
bus propio para llevar a sus estudiantes a diferentes actividades deportivas y culturales.

Le piden a usted que presente una opcion de bus para la compra y la posible
depreciacion de cada uno de ellos. Puede consultar la pagina para comenzar su bisqueda:
http://www.carroya.com/web/buscar/vehiculos/ultimabusqueda.do

a) Sirepresentara en un sistema de coordenadas el valor neto del vehiculo al correr de los
aflos, ¢Qué tipo de grafica cree que resultaria? Justifica tu respuesta.

b) Halle la ecuacion de la funcion que representa la grafica, ;como podria hacerlo? Explica
tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Infante Mejia, 2016, p.100)
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El docente, puede generar la discusion respecto al modelo que mejor se adapta al problema,
ya que, los estudiantes podrian pensar que el valor de depreciacion es constante durante todo el
afio, hecho que, generar una funcion escalonada.

En el inciso a) posibilitamos a los estudiantes la eleccion y busqueda del valor de un
vehiculo para calcular la depreciacion. Esperamos mdltiples soluciones, que coincidan con el

modelo lineal con pendiente negativa. Por ejemplo: suponemos que se compro un automovil cuyo

132.900.000

costo fue: $132.000.000, entonces el valor de la depreciacion correspondié a d = -

26.580.000. Esperamos que, se registren en la tabla de datos algunos valores del automovil en la
medida que cambia el tiempo, comprendiendo que el dato d, se le resta al valor neto del vehiculo
(Ver Figura 54)

Figura 54

Tabla de valores problema de depreciacion.

M 02 X =) O\
A 8 c D

1 ANO CUOTADEPRECIACIC DEPRECIACION ACUMULADA VALOR NETO

2 1 26580000 26580000 106320000

3 2 26580000 53160000 79740000
$ 132.990.000 4 3 26580000 79740000 53160000

5 4 26580000 106320000 26580000

6 5 26580000 132900000 0

Como la variacion afio a afio, es proporcional al tiempo (informacion suministrada en el
enunciado) los estudiantes pueden calcular el modelo lineal que represente el problema, asi por

ejemplo, se eligen dos puntos P (afio (x) , valor neto (y)), se calculo la razon de cambio entre el

- 106320000—-0
22771) de esta manera se obtuvo m = ——— =

valor neto y el tiempo transcurrido : (m =
X2—Xq 1-5

—26580000 posteriormente, se eligio un punto y el valor de la pendiente para encontrar la

representacion algebraica. (empleando la ecuacion punto-pendiente) y —y; = m(x — x;) Se
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obtiene y — 0 = —26580000(x — 5), es decir, la ecuacion explicita: y = —26580000x +
132900000. Esperamos generar una discusion, respecto a si el modelo es lineal o no. El
planteamiento grafico, asi como la comprension que tiene la pendiente negativa y el intercepto
tanto con el eje horizontal como el eje vertical.

En el problema tarea retadora del taller 9 (Figura 55) pretendimos que los estudiantes
reconozcan y den tratamiento a la situacion de variacion y cambio presente en la venta de bolsas
de arroz, asi establezcan la relacion de covariacion entre el nimero de libras de arroz y la cantidad
de dinero que debe pagar.

Figura 55

Problema tarea retadora del taller 9

3.2 Almacén Jumbo esta vendiendo bolsas de arroz Roa cinco libras por un precio de 17500 pesos.
a) ;Cual es el precio de 9 libras, 12 libras, 25 libras? Elabora una representacion tabular v grafica.
Explica tu respuesta.

b) 51 se aumenta la cantidad de libras de arroz ;Qué ocurre con el precio a pagar? [ Qué relacion
existe entre las magnitudes involucradas en esta situacion? Explica tu respuesta.

c) ;La relacion entre el precio a pagar v la cantidad de libras de arroz es funcion? 51 su respuesta
es afirmativa ;Cual es el rango y el dominio de esta funcion? Considerando las condiciones del
problema. Explica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Posada et al,. 2006, p. 108)
Para el inciso a) esperamos que los estudiantes puedan condensar el valor del precio de los

casos particulares por los que se indagaba en una tabla de datos como se muestra en Tabla 21.

Tabla 21

Libras de arroz vs precio.

Libras de 1 5 9 12 25
arroz

Precio 3500 17500 31500 42000 87500
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Asi mismo, esperamos que elaboren una representacion grafica, como un conjunto de
puntos en el plano cartesiano cuyas, coordenadas P (x, y) corresponden a x = librasde arrozy =
precio del arroz (Ver Figura 56). Asi, al relacionar la cantidad de dinero con el numero de libras,
el docente puede indagar sobre el dominio de la relacion, por ejemplo: ¢es posible encontrar el
valor de 1,6 libras de arroz? (nUmeros reales positivos).

Figura 56

Representacion situacion arroz

¥ Vista Algebraica *| | » Vista Grafica | | * Hoja de Calculo
® f(x) = 3500, (x=0) N c|EEE|IH
40,000 =

® A=(1,3500) A | B |

@® B-=(9,31500)

® C={12,378000) 1 1 3500

@ D=(25,9450000) $20,000 2 g 31500

® 11={(1,3500),(9, 31500), (12, 3 12 178000
4 25 | 9450000

o & 10 A

En el inciso b) posibilitamos a los estudiantes pensar en como varian las libras de arroz y el precio
del producto, de esta manera se puede generar el modelo lineal (Figura 56). Para el inciso c) los
estudiantes pueden establecer algunas propiedades presentes en la relacion funcional y que
favorece la comprension del problema, por ejemplo: la restriccién del dominio a los nimeros reales
positivos (libras de arroz) que simbolicamente corresponde a: Dy = {x > 0,x € R}. Ademas,
como se habla de dinero, a pesar de ser una funcién continua, los estudiantes pueden establecer
aproximaciones acordes a la moneda colombiana (pesos).
4.3.10 Taller 10: Variacion Contextos.

Propdsito: Se pretendia que los estudiantes crearan representaciones de problemas
relacionadas con diversos tipos de variacion y cambio, de esta manera generar inferencias y

resolver problemas de la vida cotidiana.
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Los problemas de este taller fueron elegidos de un trabajo previo propuesto por Echeverria
(2022), donde se consideran reflexiones didacticas, pedagdgicas y matematicas para presentar los
objetos matematicos del calculo diferencial a los estudiantes que ingresan bajo admision especial,
de esta manera, se pretende hacer mas cercanos los problemas a los estudiantes. Por ello, se
presentas tres problemas del contexto de economico de las comunidades.

En el problema informacion y exploracion libre del taller 10 ( Figura 57) , pretendia que los
estudiantes establecieran la relacion de dependencia entre el precio del afio anterior y el porcentaje
del IPC para el siguiente afio. De esta manera, el agricultor decide que cantidad de dinero deberan
subirle al precio del maiz para que no cobren menos y genere pérdidas por este concepto.

Figura 57

Problema informacidn y exploracion libre del taller 10

1.1 Para sustentar su economia, los indigenas realizan tejidos artesanales; ademas de dedicarse a
cultivos tales como el maiz. En Colombia el aumento del costo de los productos de la canasta
familiar, inchndo el maiz, esta relacionado con el indice de precios al consumidor (IPC), el cual
£s un porcentaje que determina el aumento o disminucién de estos productos. A continuacion, se
muestra una tabla con la variacion anual del IPC en los ultimos afios, segiun el DANE.

ANO IPC (Anual) Precio de Maiz (kg)
2016 5.57%

2017 4,09% $700

2018 3.37%

2019 3.31%

2020 3.62%

2021 3.9%

a) Complete la tabla anterior.

b) ;Cual sera el precio del Maiz en el 2021 s1 el IPC es de 3,9%7

c) Halle una funcion que relacione el IPC (%) v el Precio de Maiz (kg) en el 2020.

d) . Como crees que pueda ayudar a las comunmidades indigenas conocer el IPC anualmente?

Nota. Adaptado de (Echeverria, 2022, p.77)
Para el inciso a) Esperamos que los estudiantes completen la informacion de la tabla (Tabla
22). Algunos acercamientos que se esperan son de tipo aritmético a su vez, plantear acercamientos

analiticos (regla de tres simple). Por ejemplo: Para establecer el precio del maiz para el afio 2019
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(P(2019)), debe considerar el precio del maiz afio 2018 P(2018), luego sumarle el incremento

del IPC correspondiente al afio 2019.
Es decir: P(2019) = P(2018) + P(2018) = IPC(2019), luego se remplaza
P(2019) = 723,6 + 723,6 * (%) y se obtiene
P(2019) = 747,5

Tabla 22

Precios de maiz

ANO IPC (Anual) % $ Precio de Maiz (kg)
2016 5,57 671,37

2017 4,09 700

2018 3,37 723,6

2019 3,31 747,5

2020 3,62 774,6

2021 3,9 804,8

En el inciso b) esperamos que los estudiantes hagan el calculo

X

P(x) = 774,6 (100) + 774,6

donde P(x): el precio del maiz por kilogramo y x es el IPC (%) en el 2021.
Encuentren el valor de 804,8 pesos.

Para el inciso c) Esperamos que se establezca la relacion de dependencia entre el precio del
afio anterior y el porcentaje del IPC para el siguiente afio. De esta manera, el agricultor decide cudl
seria el precio adecuado para el producto y obtener utilidades.

El trabajo con estos porcentajes genera en los estudiantes la necesidad de aproximar o
realizar estimaciones considerando dos o tres cifras decimales. Es recomendable, que se genere

una discusion al respecto y se verifiquen los calculos efectuados. Los estudiantes también pueden
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hacer uso de calculadoras para tal fin o emplear software como Excel o GeoGebra para definir la
relacién entre el IPC, y el precio del afio anterior.

En el problema exploracion dirigida del taller 10 (Figura 58) los estudiantes deberan
comprender la informacion, a partir del minuto 10 se cobra 50 pesos por minuto o fraccion de
minuto.

Figura 58

Problema exploracion dirigida del taller 10.

2.1 Un habitante de San Basilio de Palenque decide poner una venta de minutos, con el fin de que
los habitantes del corregimiento se puedan comunicar con sus familiares, amigos y/o conocidos.
El habstante decide cobrar por minuto o fraccion de minuto 100 pesos v despues de los 10 minutos
los cobra a 50 pesos el minuto o la fraccion de minuto.
a. ;Cuanto cuesta una llamada de 6 minutos 47 segundos, 22 minutos 40 segundos, 2 horas

18 minutos 20 segundos?
b. Halla la funcion que representa la relacion entre el costo de la llamada v el tiempo.
c. Realiza un grifico que represente la sttuacion.

Nota. Adaptado de: (Echeverria, 2022, p.99)

Inicialmente en el inciso a) se indaga sobre algunas cantidades especificas con el &nimo de
que los estudiantes comiencen a generar algunas representaciones y procedimientos aritméticos,
Tabla 23

Situacion minutos.

Minutos Procedimientos Costo de la
Ilamada.
6 minutos 47 Se cobran 7min (7) (100) 700
segundos
22 minutos 40 Se cobran los primeros 10 min a 100 pesos, es decir 1000+650=1650
segundos. 1000 pesos, luego, los trece minutos se cobra cada uno
a 50 pesos. (50)(13) =650 pesos.

2 horas 18 Inicialmente los estudiantes pueden realizar la 7450
minutos 20 conversion de unidades, en total pagara 139 min, los
segundos primeros 10 a 100 pesos y los demas a 50 es decir:

(10) (100) =1.000

(129) (50) =6.450
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de esta manera comprendan el enunciado y puedan establecer el registro de los precios
dependiendo de la cantidad de minutos consumidos (Ver Tabla 23). El empleo de casos
particulares creemos puede favorecer la comprension del problema.

El inciso b, los estudiantes requieren expresar la variacion como una funcion para poder
dar respuesta a la situacion de manera analitica. Por ello, se espera que, luego de reflexionar cémo
se aproxima las fracciones de minutos al siguiente nUmero entero, puedan conjeturar el uso de la
funcion parte entera (“techo”) es decir, para cada x real, el techo de x es el menor entero mayor
o igual a x. Asi se define:

(100 [x]

En el inciso c) los estudiantes pueden utilizar un software o simplemente realizar el trazo

si0<x<10
10] + 1000 six > 10

a lapiz y papel. Por lo cual, obtendran Figura 59. Los estudiantes podrian aprovechar y transitar

por los diversos tipos de representacion de esta funcion. (tabular, verbal, grafico, algebraico).

Figura 59

Representacion situacion minutos.
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En el problema tarea retadora del taller 10 (Figura 60) proponemos que los estudiantes

expresen en qué condiciones es mas favorable un trabajo que otro. Por ello, los estudiantes pueden

modelar la situacion empleando el modelo lineal donde x representa la cantidad de dinero recibida

por las ventas de productos de catalogos o prendas de vestir en el almacen.

Figura 60

Problema tarea retadora del taller 10.

3.1 Una estudiante proveniente de una zona de dificil acceso ha ingresado a la Universidad
Industrial de Santander. Para sustentar algunos de sus gastos mensuales, la estudiante decide
buscar un empleo. Un amigo le recomienda trabajar en la venta de productos por catalogos, en
donde recibira como pago el 25% del total de las ventas que realice. Otro amigo le recomienda
trabajar vendiendo prendas de vestir en un almacén en donde debera cumplir un horario de 4 horas
por dia, recibiendo diariamente una base de 15000 pesos mas el 1% de cada venta.

a. Realiza un grafico que represente las situaciones.

b. ;En qué sitwacion el estudiante ganaria la misma cantidad mensual de dinero

independientemente del trabajo que escoja?

;Cual trabajo le recomendarias al estudiante? ; Por qué?

Nota. Adaptado de: (Echeverria, 2022, p.101)

En el inciso a) esperamos que los estudiantes a partir del analisis de la grafica como se

muestra en la Figura 61 puedan identificar que cuando se vende 62.500 pesos, la utilidad en los

dos trabajos es la misma, (15650 pesos).

Figura 61

Utilidad situacion de trabajo.
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En el inciso b) tenia la finalidad de poder vislumbrar el salario que podria obtener el
estudiante durante un periodo de un mes (30 dias). Los estudiantes pueden realizar procedimientos
aritméticos que permitan calcular el salario durante un mes. Es decir, puede indicar que, el valor
mensual de ventas, en el cual, el estudiante tendria el mismo ingreso (en los dos trabajos)
corresponde a 1.875.000 pesos; con una rentabilidad de 469.5000 pesos. Asi mismo, desde
acercamientos analiticos interpretar la Figura 62.

Figura 62

Representacion ingresos y sueldo estudiante por un mes

¥ Vista Algebraica | | » Vista Grafica
® fi(x) = 025x, (x=I
® g(x) = 450000 + 0.01
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000,000 $0 $1000,000  $2,000,000  $3,000000  $4.00

Los estudiantes deberan deducir y validar, que si, la cantidad de dinero producto de las
ventas sea menor a 1.875.000 pesos, es recomendable el trabajo donde gana el basico diario de
15000 pesos mas el 1% de utilidad, en caso contrario, el estudiante tendra mayor beneficio mensual
con el trabajo que le proporciona el 25% de comision sobre el valor de las ventas.

4.3.11 Taller 11: Funciones Variaciones Contexto.

Propdésito: pretendia trabajar situaciones de llenado de recipientes. Inicialmente, haciendo
énfasis en el modelo lineal. Ademas, queriamos que los estudiantes desarrollaran la nocién de la
pendiente de la recta, reconociendo la variacion de la altura con respecto al tiempo, es decir, la
interpretacion de la pendiente como la razén de cambio. En el problema de la tarea retadora,

planteamos una relacion de proporcionalidad inversa con el fin de desarrollar un modelo
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matematico de llenado de recipientes que represente otro tipo de variacion. Segun el MEN (1998)
la construccidn del concepto de funcién de variable real puede surgir de problemas geométricos y
de medida. Luego, los problemas de este taller se fundamentaron en este planteamiento.

En el problema informacion y exploracion libre del taller 11 (Figura 63) pretendimos que
los estudiantes identificaran la velocidad de llenado del tanque, ademés de la dependencia que
existe con respecto a la forma del recipiente y la velocidad en la que se llena. En este problema se
tiene variacion constante entre la cantidad de llenado de agua y el tiempo, por lo cual, los
estudiantes pueden expresar mediante un modelo lineal la covariacion presente en este problema
y cuantificar el cambio.

Figura 63

Problema informacién y exploracion libre del taller 11

Llenado de recipiente

Se 1lustra el llenado de un tanque cilindrico al que una bomba suministra agua con una rapidez de
160 &mein. Resuelve la actividad para estimar la altura del agua en el cilindro en un tiempo
determinado.

N

= )
- } 180 cm
- /

=0 min =7 =15 min

1.1 Responde las siguientes preguntas

a. Expresa qué cambia en la sifuacion.

b. Indica respecto a qué cambia aquello que cambia.

c. Genera una representacion que describa como cambia la altura del agua en el tanque
conforme se va llenando.

d. Estima en cuinto tiempo se tendria que apagar 1a bomba para que 1a altura del agua esté a
la mitad de l1a capacidad del tanque.

e, A conftinuacion, se ilustra el llenado de dos recipientes, jen cual de esos recipientes el
llenado se puede calcular empleando una representacion comoe el de 1a situacion anterior?

f Explica el porqué de tu eleccién.

=T
vVwvw

Nota. Adaptado de: (Sosa, 2011 p.147-148).
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En el inciso a) y el inciso b) esperamos que los estudiantes reconozcan las variables del
problema y logren establecer las magnitudes variantes, es decir: la cantidad de litros con respecto
al tiempo. Los estudiantes pueden registrar en una tabla (como Tabla 24) algunos valores
numéricos correspondientes.

Tabla 24

Litros vs tiempo

Litros 0 160 320 480 640
Tiempo (min) 0 1 2 3 4

Asi mismo, los estudiantes pueden expresar una relacion de covariacion entre la altura 'y
el tiempo transcurrido, tal como se registra en la Tabla 25
Tabla 25

Altura vs Tiempo

Altura(cm) 0 % de180= 45 ! 40,180 = 90 3% de 180 = 135 180
2

Tiempo. 0 5min 10 min 15 min 20 min

Para el inciso c¢) con la informacion suministrada, esperdbamos que los estudiantes
establecieran la relacion de correspondencia entre la altura y el tiempo transcurrido, es decir, que
se estableciera que la altura varia en una proporcién de 9cm por minuto.

En el inciso d) esperamos que los estudiantes relacionaran establecieran que como la altura
méaxima es 180 cm, la razén de llenado por minuto corresponde a 9 cm, entonces el tiempo en
llenar el tanque es t = 180/9.

En el inciso e) pretendimos que los estudiantes relacionaran la velocidad del llenado y la

forma del recipiente. Luego, identificaran que, el cono presenta una variacion en su radio y en su
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altura. La opcion A que representa un paralelepipedo presenta una variacion en su altura, por lo
tanto, al igual que el cilindro de presentar como una variacion lineal.

En el problema exploracion dirigida del taller 10 (Figura 64) se pretendia que los
estudiantes exploraran un applet donde se modelaba el llenado del recipiente cilindrico,
manteniendo la altura constante, y variando su base.

Figura 64

Problema exploracion dirigida del taller 10.

Uza loz botones para controlar la llave de agpa. A medida que el tangue ze llena, se
registran los datos de tiempo v altura del nivel del agua.

artacidn. Lienads de un tang e e
Aren o I8 DESe O8] WG Tiempo Alfura
i ackas)} [metres)
ARir la lave H i
]
| Rednicia
0,033
- -

[N ]
0133

= W N = D

\"-__—'/

En Ia simmlacion.

a) ;Oué cambia? ;Como cambia? Explica tu respuesta.

b) ;Qué relacion establecerias entre laz magnitudes que cambian? Explica tu
respuesta.

c) Especificamente fijémonos en el nivel del agpa. Al lenarse el tangue ;la
velocidad del nivel del agua siempre es el mizmo? Justifica tu respuesta.

d) Comparemos dos simulaciones en las que el tamafio del tangue es diferente.
Qe puede decir i comparamos las velocidades del nivel dal agua de un tangue
a otro? Explica tu respuesta.

e) Compare dos simulaciones en laz que el tamafio del tangue ez diferente.
Bepresenta el graficamente el tiempo en relacién con la altura. jQué grafico
obtienes? ; Como interpretas? Explica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: https://www.geogebra.org/material/copy/id/d8b7uwnq

El applet permite visualizar un registro de los datos donde se relacionan las variables del

tiempo transcurrido y la altura del cilindro. Luego, suponiamos que los estudiantes relacionarian
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estas magnitudes para determinar la velocidad de llenado. En el inciso a) pediamos que los
estudiantes reconocieran las magnitudes variantes del problema. En el inciso b) que establecieran
la razén de cambio entre estas magnitudes, es decir; el cociente entre la altura y el tiempo. En el
inciso c) establecimos a los estudiantes la posibilidad de comparaciones entre dos simulaciones,
con ello, argumentar que, si la altura permanece constante y la base del recipiente varia entonces,
se emplea menos tiempo en llenarse el recipiente que tenga una menor base, porque su velocidad
de llenado es mayor (ver Figura 65).

Figura 65

Comparacion del llenado de los tanques.

A Tiempo Altura
. < Area de la base del tanque|2
Area de la base del ianque Tiempo Altura 5 (segundos) (metros)
(segundos) (metros) Cerrar la llave
Cerrar la llave 0 0
T -Reinicia
Reinicia - 1 0.05
1 0.2
2 0.1
2 0.4
3 0.15
3 0.6
4 0.2
4 0.8
Altura = 0.86m
Altura = 0.2m

Finalmente, en el inciso e) pueden establecer la comparacién entre los modelos generados
para cada simulacion y establecer analizando la razon de cambio de llenado de los recipientes
¢Cual crece mas rapido? De esta manera, se promueve la habilidad para verificar y validar los
modelos planteados, por ejemplo: los modelos de la Figura 65, y; = 0,2x para el cilindro de base
0,5; y, = 0.05x

En el problema tarea retadora del taller 11 (Figura 66) pretendimos el applet les
proporciona a los estudiantes, el tiempo que demora en llenarse el tanque con una llave (120min)

y con dos llaves (60), luego les pide realizar un registro tabular referente a la cantidad de llaves



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 143

abiertas y el tiempo que demora en llenarse. Es importante, que se genere la discusion respecto el
tipo de variable (discreta) por tratarse de numero de llaves. EIl applet les proporciona a los
estudiantes un botdn para validar y verificar los resultados.

Figura 66

Problema tarea retadora del taller 11

Actividad Tarea retadora.
3.1 Juan indica =i se tiene un tanque con una llave se demora 120 minutos en llenar, obzerva la
simulacion v responde

SO L LA Do RErey
2 whitcar pors o Besada

Ura avn
W o

140

. g B B g corrauponieeTie & U
' it o B

a) jQue varia? ;Como varia? Explica tu respuesta

b) Realiza una representacion de la sitwacidn. ;Como puedes expresar el tiempo empleado en
llenar el tanque en relacion con el niomero de laves? jEs funcion? Explica tu respuesta.

©) 31 se aumenta el nimero de llaves jQué ocurre con el tiempo empleado para llenar el tanque?
i Queé relacion existe entre las magnitudes involucradas en esta situacidn? Explica tu respuesta.

3.2 Socialice v comparte tus resultados con tus compafieros v tu profesor.

Nota. Adaptado de: https://www.geogebra.org/m/BFtgasNd

En el inciso a) planteamos a los estudiantes tendran la posibilidad identificar las
magnitudes que varian, luego de explorar la simulacion. En el inciso b) pretendimos que
completaran la tabla de valores que relacionaba la cantidad de llaves con el tiempo empleado para

llenar el recipiente, que gracias a la identificacibn de como varian, pudieran expresar
. ., , 120 -
algebraicamente esta relacion. Asi: f(x) = — donde x representa el nimero de llaves y es una

variable discreta x > 0. En el inciso ¢) se pretendia que los estudiantes caracterizaran esta
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variacion es decir indicaran que se trata de una variacion inversamente proporcional (donde 120
es la constante de proporcionalidad).
4.3.12 Taller 12: Nocion de limite

Propdsito: Los problemas son propuestos por una investigacion previa de Echeverria
(2022) quien documentd luego de un proceso de reflexidn e investigacion con una comunidad de
practica de profesores, la pertinencia del uso de problemas contextualizados para la ensefianza de
limites. Se argumenta que, desde el punto de vista didactico emplear problemas redisefiados y
adaptados a los contextos cercanos de los estudiantes puede favorecer e incentivar el interés y la
solucion de posibles necesidades propias de sus realidades. Asi mismo, desde los NCTM (2003)
se propone que se posibilite a los estudiantes el trabajo con modelos matematicos para comprender
el cambio.

Este taller se plantean problemas propios de algunos grupos priorizados en diversos
contextos, en los cuales, predomina la variacién y el cambio, especificamente, estan vinculados a
la actividad econdmica de la venta de leche y el costo de moto taxi al interior de la comunidad
palenquera, finalmente, el decrecimiento de la poblacion de la comunidad indigena en Colombia.

En el problema informacion y exploracién libre del taller 12 (Figura 67), esperamos que
los estudiantes se involucren con un problema del contexto de una actividad econémica propia de
la comunidad palenquera. EI modelo matematico que representa esta situacién es una funcion por
partes compuesta por dos funciones lineales.

Para el inciso a) esperamos que los estudiantes definieran una funcién por partes cuyo
dominio son todos los reales positivos, donde f(x) representa el costo de la leche y x representa
la cantidad de litros de leche.

_ (2000x si 0<x<3
f(x)_{1900x si x> 3
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Figura 67

Problema informacién y exploracion libre del taller 12

Segtin el ministerio de cultura de la reptiblica de Colombia, las mujeres palenqueras se
dedican a la venta de dulces en ciudades turisticas, principalmente en Cartagena, con el
fin de obtener ingresos monetarios para comprar bienes y servicios que no pueden
autoproducir, tales como: los servicios de comunicacion, transporte, educaciéon de sus
hijos y algunos viveres.

Los hombres palenqueros se dedican a actividades agricolas como la siembra de fiame,
yuca, arroz, patilla, melon, frijol v mani. Ademas de actividades agropecuarias como la
cria de cerdos, aves de corral y ganado vacuno lechero.

Supongamos que los palenqueros venden la leche de vaca a 2000 pesos por litro y si
la compra es superior a 3 litros 1a venden a 1900 pesos el litro.

a) Realice una funcién, que modele la situacion, y grafiquela.

b) Sitengo 5800 pesos ;Cuantos litros de leche puedo comprar?

¢) Sitengo entre 5000 y 6000 pesos ;Cuéantos litros de leche puedo comprar?

d) ;A qué valor se aproxima el precio de la leche si deseo comprar una cantidad, en
litros, muy cercana a 3 litros, pero menor a 3 litros? /Y si la cantidad que deseo
comprar es muy cercana a los 3 litros, pero mayor que los 3 litros?

¢) ;Como crees que las respuestas anteriores [le ayudarian a las personas
pertenecientes a la comunidad palenquera?

Nota. Adaptado de: (Echeverria, 2022 p.81)

Para el inciso b) los estudiantes deberan encontrar para qué valor (es) de x para los cuales
la imagen de f(x) = 5800 > El estudiante puede realizar procedimientos aritméticos o de
estimacion numérica o también, podrian ejecutar acciones de tipo analitico como las siguientes:

f(x) =2000x - 5800 = 2000x donde obtiene x = 2.9 litros.

Asi mismo cuando f(x) = 1900x -> 5800=1900x donde obtiene x = 3.05 litros.

Al considerar el intervalo de iméagenes de 5000 a 6000 pesos, la funcion definida presenta
una discontinuidad en el punto x = 3. Lo cual, hace que en el inciso c¢) los estudiantes puedan
considerar la opcion de acercarse a este punto por derecha y por izquierda y ver la tendencia de la
funcién definida. Por tanto, si el estudiante se aproxima a x = 3 por derecha, los valores a los que
tiende la funcion es 5700 pesos, mientras que, si se aproxima a x = 3 por la izquierda, los valores

a los que tiende la funcién corresponden a 6000 pesos (Ver Figura 68).
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Figura 68

Situacion problema economico.

w0 |

Al hacer zoom en la grafica se observa el
comportamiento de la funcién en P (3,0)

El estudiante puede debera reflexionar sobre la opcion mas conveniente y compartir con
sus compafieros sus razonamientos. Los estudiantes podrian aprovechar la oportunidad para
expresar en notacion matematica la solucion del problema, es decir:

lim f(x) y lim f(x) ademas, siel lim f(x) Existe 0 no existe.
x—-3~ x—37t x-3

El problema exploracion dirigida del taller 12 (Figura 69) esperamos que los estudiantes
relacionaran las matematicas con la situacion econémica de la comunidad de San Basilio de
Palengque denominada “Moto-taxi”, desde donde se plantea para desplegar la nocion de limite en
un punto.

En el inciso a) esperamos que los estudiantes realicen los calculos para determinar el costo
de cada km recorrido, es decir, considerando la informacién del problema cada 2.000km se
consume 18.000 pesos en aceite, asi mismo, si compra un galon de gasolina por un costo de 9.000
pesos, para recorrer 2.000km deberia comprar 20 galones los cuales tendran un costo de 180.000,
sumando el valor del aceite y los costos de la gasolina obtenemos que cada 2000 km el palenguero

invierte 216.000 pesos (porque debe suministrar aceite dos veces). Al dividir esta cantidad entre
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2138,2 km, cada recorrido tiene un costo de inversion equivalente a 101 pesos. Por lo cual, se
deduce que deberia cobrar méas de 101 pesos por km recorrido para no generar pérdidas.
Figura 69

Problema exploracion dirigida del taller 12

2.1 Algunos palenqueros®#* trabajan en “moto taxi™ para

obtener algunos ingresos; principalmente transportan a las

personas desde San Baszilio de palenque al centro de

Cartagena, al igual que a sus zonas aledafias; o viceversa.

Tenga en cuenta los siguientes datos: i

o Cada 2000 kilometros a las motos se les debe cambiar el b
aceite de motor para evitar dafios en este. El aceite tiene L1
un valor aproximade de 12000 pesos.

» Tn galén de gazolina en una moto alcanza para recorrer
100 kom, aproximadamente, v cuesta alrededor de 2000 M
pesos. oy, 0. 5

o Desde Cartagena hasta san Basilio de Palenque hay
aproximadamente 40,7 kilometros. Desde Arjonz a2 zan Basilic de palengue hay
aproxitnadamente 273 kilémetros. Desde Twrbaco a san Basilio de Palenque hay
aproxitnadamente 396 kilometros.

31 en una semana de trabajo el palenquero “moto taxista™ realiza 10 viajes, desde san Basilio de

palengue hasta Cartagena, v viceversa. 3 viajes desde san Basilio de palenque hasta Arjona, v

viceversa. T 11 viajes desde zan Basilio de palengue hasta Turbaco, v viceversa.

a} ;A partir de cuante dinero tendra que cobrar el palenquerc, por kilometro, para que al final
de la semana logre obtener ganancias?

b} Realice una funcién que modele los gastos va kildmetros recorrides. Y prafiquela.

¢} Al acercarze a loz 2000 Lilémetros ;jCuante dinero aproximadamente ha gastado el
palenguero?

d) 51 por mes el palenquero recorre 42764 kildmetros, transportando a sus pasajeros ;Cuanto
dinero, por kildmetro, tendra que cobrar el palenquero para que al final del mes logre ganar
B00000 pesos?

e} Teniendo en cuenta la respuesta del inciso anterior realice una funcion que modele las
ganancias versus los kilémetros recorridos. jCuanto dinero aproximadamente habra
ganado al acercarse a los 4000 kilometros?

f) ;Cémo podria ayudarle a los palenquercs el hecho de zaber estos rezultados?

Nota. Adaptado de: (Echeverria, 2022, p.84)

En el inciso b) La funcion que se espera sea generada por los estudiantes es equivalente a:
f(x) = 101x donde x es la cantidad de km recorridos y f(x) corresponde a los gastos de inversion.
El inciso c), pretende que el estudiante analice la tendencia de la funcion en valores proximos a
los 2000 km, de esta manera se trabaja con ellos de manera implicita el concepto de limite en un

punto.
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x—>121{)%0‘ fx) y x—>lzl(7)‘r010+ f(x) ademas, si xllzr{)loo f(x) Existe o0 no existe.

El inciso d) establece que el palenquero recorre mensualmente 4276.4 kilometros, lo cual
implica que tiene unos gastos de f(4.276,4) = 101(4.276.4) > f(4.276,4) = 431.916,4
pesos. Para obtener una utilidad de 800.000 recorriendo esa cantidad de km especificamente, los

estudiantes pueden dividir el valor de la utilidad entre los km que debe recorrer, de esta manera,

800.000

obtiene el valor de utilidad que deberia tener por cada km recorrido. Es decir: roves = 187 pesos,

luego, se determina el valor a cobrar por km, sumando los gastos (101 pesos), y la utilidad por km
que se espera (287 pesos), lo cual permite fijar una tarifa minima de 288 pesos por km recorrido.

Al inciso e) la funcién que modela las ganancias versus los kilometros recorridos estaria
dada por la expresion g(x) = (288 —101)x = 187x. Los estudiantes una vez generados la
funcion de ganancia g (x), se puede establecer que al cabo de 4000 kilometros las ganancias serian
de 748000 pesos. Lo cual da Respuesta de Finalmente, el inciso f) les permite evaluar sus
respuestas y considerar la importancia que tienen las matematicas para que, el palenquero pueda
establecer el valor en pesos de cada km para establecer unas tarifas que le proporcionen
rentabilidad.

En el problema tarea retadora del taller 12 (Figura 70) teniamos el objetivo que los
estudiantes identifiquen el comportamiento de la funcién T (w) en un punto (nocion de limite), y
en un intervalo. Es por ello, que pueden hacer uso de la tecnologia para graficar la funciéon y
analizarla. T(w) = 200°, luego

200 = 0.1w? + 2.155w + 20
0.1w? + 2.155w — 180 = 0

O emplear la férmula cuadréatica para encontrar los valores de w.
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_ —(2.155)+4/2.1552-4(0.1)(—180)
W= 2(0.1)

> w, =54548  w, = 32,998

Figura 70

Problema tarea retadora del taller 12

3.1 Se utiliza un homo de crecimiento de Cristales en la investigacion para determinar cual es la
mejor manera de fabricar cristales que se usaran en las partes electronicas de los transbordadores
espaciales. Para que el crecimiento de los cristales sea correcto, la temperatura se tiene que
controlar exactamente, ajustando la potencia de entrada. Suponga que la relacién que se presenta
con donde T es la temperatura en grados Celsius v w es la entrada de la potencia en Watts

a) ;Cuanta potencia se requiere para mantener la potencia en 200 grados Celsius? Explica tu
respuesta

b) =i se le permitiera una variacion de temperatura de hasta + 1°C, con respecto a 200 °C, [Qué
intervalo de potencia en Watts se permite para la potencia de entrada? Justifica tu respuesta

Nota. Adaptado de: (Guarin, 2018, p. 81).

Para el inciso a) esperamos que los estudiantes discutan sobre la posibilidad de la potencia
negativa, lo cual implica, considerar la relacion entre el trabajo realizado y el tiempo, por tanto, el
trabajo puede ser positivo o negativo dependiendo la fuerza aplicada, si va en el mismo sentido
del desplazamiento del cuerpo, se produciendo una aceleracion positiva o viceversa.

La interpretacion de la representacion grafica (Figura 71) puede permitir a los estudiantes
ver el comportamiento (creciente, decreciente) de la temperatura en ciertos intervalos en relacion
con la potencia en Watts.

Para el inciso b) se espera que los estudiantes establezcan que 199 < T(w) < 201
considerando sélo las potencias positivas se puede establecer los intervalos de Watts entre:

[32.884,33.112]; asimismo para las potencias negativas [—54.434, —54.662]
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Figura 71

Representacion gréafica T(w)

} Vista Algebraica X | » Vista Grafica
® f(x) = 0.1x* +2.155x + 20
® A=@Q20  [[TT T T
g:y =200

B =(32.998, 200)
h:x=32.998

C =(-54.548, 200)
i x=-54.548
D=1(32.998,0)
E={-54.548, 0)

4.3.13 Taller 13: Volumen caja con tapa

Proposito: En este taller se pretende que los estudiantes analicen el comportamiento de la
funcion del volumen de una caja con tapa, emergente de un problema contextualizado de un
habitante de una zona de dificil acceso, el modelo le permitira estimar tendencia de los datos y el
volumen méximo de la caja con tapa. Este problema es planteado por Echeverria (2022) para
desarrollar la nocién de derivada de una funcién en un punto cémo la pendiente de la recta
tangente a la curva en ese punto.

En el problema informacién y exploracion libre del taller 13 (Figura 72) pretendemos en
primera instancia los estudiantes identifiquen que magnitudes varian y como lo hacen, de esta
manera, en este problema sugerimos que los estudiantes tengan la posibilidad de las magnitudes

apoyados del desarrollo del paralelepipedo.
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Figura 72

Problema informacién y exploracion libre del taller 13

1.1 Sagin &l hlinisteria de Viviendz, Ciudad v Tarritorio de Colombiz en el decreto ninmers 1272
dal 28 de Tulio dal 2017, Articnlo 2.3.7.2.2.2.1.

Laz zomsz de dificil accesa.
rag da prestacion en spelo urhano
1o puede alcanzar los sstandares de
regulacion  expedida  por 1z
Comisién de Remulacidn de Azna
Pothle v Saneswisnto Bisico, ¥
cuents con uma poblacion wrbena
menor a 25 000 habitamtes segim 1z
mformacicn censal del DANE ¥
esta ubicado en  Zonas Mo

Las Zonas de Dificil Acceso se identifican con: “Corresponde a los iumicipios en el
eficiencia, coberbara o calidad en
Imtercomectadas (ZMI) del zistama

ozl la persoms presentadora en sw
“‘ loz plazos  estzblecidos en la
alactrico nacional de la Thidad de Planescicn hirero Enerpatica (UTRE)L

» Pare del dinero goe reciben almmes de los habitantes de estss comumidades proniensn la
venta de sus cultivos.

# Dehen almacenar agua en recipientes debido 2 12 poca coberfura de agea que = sumimistra
a2 estos mumicipios.

# Dehen intentar minimizar gastos, lo mas gue pusdan, debido 2 las pocss zanancias que
reciben, producto de algonss difioaitades que conlleva vivir en las zonas de dificil accesa.

Problema: Un habitants dean numicipio de dificil acceso en el gje cafetero da Colombia necesita
ComsTir cajas en lzz cnzles pusda almacensr sus cosechas (gramos de cafe), para esto decide
comsesnir laminzs de cartan de forma rectangular, con lades o v b como se nmestra en 1z sisuients
fizara.

Para constrir las cajas (con tapa) este habitante decide uwhilizar uma plantilla, como la gue e
mestra 2 contimeacion. ;One valares deben temer las magnitudes sefizladas an la plantilla, para
que La caja que 32 construya & partir de ella tenga el mayor vobumenT

151

Sugerimos que los estudiantes usen sus conocimientos geométricos y determinar, las

dimensiones de la caja que, genera el maximo volumen. Los primeros acercamientos pueden ser

de manera intuitiva, haciendo casos particulares e incluso, realizando una construccion manual de

la caja con una hoja de papel rectangular muestra en la Figura 73. Consideramos que pueden surgir

distintas respuestas debido a que no se dan las medidas la plantilla
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Figura 73

Desarrollo del paralelepipedo

e b mm = ]

En el problema exploraciéon dirigida del taller 13 (Figura 74) presentamos a los estudiantes
un applet esperamos que la exploracion les permita identificar los valores que puede tener el ancho,
el volumen, la altura y la profundidad de la caja.

Figura 74

Problema exploracion dirigida del taller 13.

2.1 Abre el archive de Geogebra Caja_Tapaggb v mueve el deslizador llamado “desarrcllo™.
Luego mueve los deslizadores de 2 y b de tal forma que a = 7 v b=3; y por Olttmo amnima el
punto F.

a) ;De qué magnitud o magnitudes depende el volumen de la caja?

) ;Qué valores puede tomar 1a altura?

c) ;Qué valores puede tomar la profundidad?

d) ;Qué valores puede tomar la anchura?

g) Qué valores puede tomar el volumen?

f) ;Qué relacion hay entre 1a altura v 1a anchura?

g) Qué relacion hay entre 1a profundidad y Ia altura?

h) Representa algebraicamente el volumen en funcion de la altura.

i) ¢Cuadles son las dimensiones de la altura (%), la anchura (v) v profundidad (z) de la caja de
mayer volumen?

Nota. Adaptado de: (Echeverria, 2022, p.p.109-110)
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Se espera gue los estudiantes puedan establecer las magnitudes que varian como lo son la

altura, el ancho, la profundidad y el volumen bajo las condiciones establecidasde a =7y b = 5.

La Figura 75 permite visualizar el desarrollo de la caja con tapa, de esta manera al animar el applet

los estudiantes pueden conjeturar que las dimensiones de la caja pueden variar asi: la (x) altura

(0,3.5); (y) el ancho (0,2.5) y (2)la profundidad de (0,5). El volumena v = xyz

Esperamos que establezca las relaciones entre la altura y la anchura: y = 5 — 2x

. - 7
Esperamos que establezca las relaciones entre la altura y la profundidad: z = ST X

Figura 75

Exploracion applet GeoGebra para abordar el problema.

anchura = 2.44

anchura = 2.44

altura = 1.06

~

Profundidad = 2.88

E,

altura = 1.06

Desarrollo

En el inciso h) se espera que logre establecer una expresion del v(x) en funcién de la altura.

Entonces, las condiciones del problema indicaron que a = 7 y b =5. Considerando ademas las

siguientes relaciones:
7=2x+2z- zzz—x

5=2x+y—-> y=5-2x

Luego, el v = xyz esta dado en términos de la altura x
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v(x) = x(Z — x)(5 - 2x)

35x
v(x) = 2x3 —12x% + —

Para encontrar el valor de x minimo, igualamos la derivada a cero porque en este punto, la
pendiente es igual a cero. Asi:  6x% — 24x + 17,5 = 0. Tenemos una ecuacion cuadratica. El
estudiante puede emplear la formula cuadrética para establecer finalmente el valor de:

Sélo se considera x; = 0,959 'y x, = 3,04 aproximadamente. Como la altura puede
alcanzar un valor maximo de 2.5 no se considera el valor de x, = 3,04

Considerando lo anterior, para el inciso i) los estudiantes establecen las medidas del
volumen méximo cuando: x = 0.959; z = 2.541 y = 3.082 v = 7.51. Es importante destacar
que estos valores pueden obtenerse de manera experimental.

En el problema tarea retadora del taller 13 (Figura 76) pretendimos que el estudiante tuviera
la posibilidad de trabajar la nocion de derivada desde la interpretacion como la pendiente de la
recta tangente a la funcion v(x), es decir, la razon de cambio entre el volumen y la altura de la
caja con tapa.

En el inciso a) se ubicaba el punto V para que identificaran que corresponde a los puntos
en el plano que representan la relacion entre la altura y el volumen (x, v(x)). Luego, en el inciso

b) pretendimos escribiera en la barra de entrada del software la representacion algebraica (del
problema anterior) v(x) = x(g —x)( 5 — 2x). Enelinciso c) encontrar empleando el software la
recta tangente a la funcion v(x) que pasa por V. Alli, esperamos que recordaran la interpretacion
de la pendiente de una recta como la razon de cambio m = i—z (volumen-altura).

El inciso d) suponemos que los estudiantes identificaran el comportamiento de la pendiente

de la recta tangente y daran argumentos para explicar, qué sucede con el volumen de la caja cuando
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la pendiente de la recta tangente es negativa, que sucede la pendiente de la recta tangente se acerca
al punto maximo de la funcién, etc.
Figura 76

Problema tarea retadora del taller 13

anchiira = 1.77

altura = 1.74

3.1 Abre el archivo Funcion Volumen Cajaggb. Anima el punto F.

a) ;Qué representa el punto Vi?

b} Escribe en la barra de entrada la formula que representa el volumen en funcion de la altura.

¢} Traza la recta tangente por el punto V1 a Ia grafica que representa el volumen en funcion
de la altura. Halla la pendiente de esta recta. ; Qué representa la pendiente?

d) ;Como ez el comportamiento de la recta tangente v de su pendiente antes v después del
valor de la altura que genera el mayor volumen?

e) Registra en la Hoja de Caleulo 30 valores cercanos a la pendiente por la derecha v por la
1izquierda del valor de la altura que genera el mayor volumen.

f) ;A quevalor tiende 1a pendiente de 1a recta tangente cuando aproximas al valor de la altura
que genera el mayor volumen?

g) ;Cual es el volumen maximo?

h) El saber el volumen maximo ;En qué podria ayudar al habitante del municipio de dificil
acceso?

Nota. Adaptado de: (Echeverria 2022, p. 111)
Con el inciso e) pretendimos que los estudiantes encontraran 30 valores numéricos de la

pendiente de la recta tangente cuando se acerca al punto méaximo, tanto por valores préximos por
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izquierda y por derecha. A fin de que los estudiantes puedan establecer que la m tiende a cero.
Finalmente, se indaga sobre la utilidad del modelo para la comunidad. En la discusion de resultados
esperamos compartir los diversos acercamientos emergentes en al desarrollar este problema.
4.3.14 Taller 14 Modelos matematicos

El propdsito de este taller trabajar con las nociones de maximizar y minimizar magnitudes,
lo cual, se convierte en una aplicacion de las derivadas en célculo diferencial. Para el tratamiento
de estas situaciones planteamos tal como lo menciona los NCTM (2003) el uso de herramientas
tecnoldgicas para el analisis de datos, de esta manera determinar la correlacion de las variables
para poder predecir y hacer inferencias relacionadas con el problema abordado. Se suele asociar a
este tipo de tratamiento con el pensamiento aleatorio y probabilistico, sin embargo, tal como lo
menciona el MEN (1998) el pensamiento variacional tiene estrecha relacion con los demas
pensamientos matematicos dado que, su objetivo es dar tratamiento a problemas que involucran la
variacion y el cambio.

En el problema informacién y exploracién del taller 14 (Figura 77) tiene como propdsito
que los estudiantes reconozcan las magnitudes que varian y cémo varian. Por ello, pueden
establecer relaciones algebraicas entre las magnitudes, los lados de los tridngulos rectangulos y
sus respectivas hipotenusas.

Presentamos un Applet para que los estudiantes tengan la oportunidad de manipularlo y
realizar el registro de algunas de la longitud del cable, en la hoja de célculo del programa. La
simulacion en GeoGebra (Figura 78) con ella, los estudiantes pueden emplear los conocimientos
del manejo de la hoja de calculo registrar la variacién en los valores de x, que corresponde a la

magnitud del segmento AP, luego, se relaciona la suma de la longitud del cable, es decir, la
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magnitud del segmento CP+PD, de esta manera se establece que f(x) € [0,10] vy el rango
(longitud del cable) (12,8, 15,44)
Figura 77

Problema informacién y exploracion libre del taller 14

1.1 Una compafiia de lineas de transmisidn eléctrica desea sujetar dos postes, de diferente altura,
con un cable de acero que va de la parte superior de cada uno de ellos a un punto en el piso que
estd en la recta determinada por sus bases. La altura del poste AC es 3 v 1a altura del poste BD es
5. Sea P es el punto de sujecion en el piso (entre A v B).

&

Anima el applet. Luego responde

a) jQué cambia si se mueve el punto P? ;Por qué crees que cambia? jComo cambia?

b) Escribe una expresion para determuinar las magnitudes variantes del problema. Justifica tu

respuesta.

Abre la hoja de calculo, analiza los datos que requieres para la solucion de este problema. Luego

indica.

c) ;Cuail es el punto de sujecion (P) en el piso, entre A v B, con el que se utiliza la menor

cantidad de cable de acero? Tustifique su respuesta

d) Elabora una representacion grafica de algunos valores. jExiste algin punto de sujecion (P) en
el piso, con el que se uhliza una mavor cantidad de acero? Justifica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Santos-Trigo, 2014, p.170).

Es por ello, para encontrar la magnitud de CP (Hipotenusal) aplicando el teorema de

Pitagoras, se obtiene: CP = V32 + AP?

Para encontrar la magnitud de PD (Hipotenusa 2). Entonces, PD = /52 + (10 — AP)?

Luego llamemos AP = x . I(x) es la suma de las longitudes del cable. Se espera que los

estudiantes establezcan la funcion asi: 1(x) = V9 + x2 + V125 — 20x + x2 . Los estudiantes
pueden derivar [(x) para posteriormente encontrar el valor x, para que la longitud del cable sea

la minima posible
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x—10
+
V9 +x2 V125 —20x + x2

I'(x) =

xV125 — 20x + x2 + (x — 10)V9 + x2

I'(x) =
() (9 + x2) (V125 — 20x + x2)

0= xV125 — 20x + x2 + (x — 10)V9 + x2
(/9 + x2) (V125 — 20x + x2)

x2[25 4+ (10 — x?)] = (10 — x)?(x2 + 9)
25x% = 9(10 — x)? >16x? + 180x — 900 = 0
Figura 78

Representacion simulacion de la situacion GeoGebra.

Observa y responde.
N AL @O LN Q
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PD =637 7 56 13.01
8
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/ 10 57 13.04
AP = 6.0 / & 11 5.73 13.04

12 5.76 13.05

5.8 13.06

13 -
®
@ Entrada. ..

Sin embargo, para encontrar el valor de x, es posible empleando la ecuacién cuadrética.
Algunos estudiantes pueden hacer uso de las herramientas del software GeoGebra, de esta manera,
se puede encontrar los puntos criticos de la funcion [(x) coémo se muestra en la Figura 79, el cual

corresponde al punto E (3.75,12.81)
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Figura 79

Representacion problema longitud del cable
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En el Problema exploracion dirigida del taller 14 Figura 80 los estudiantes se enfrentan a
una situacion en la cual, deben representar utilizando una regresion de dos variables, la relacion
que existe, entre el aumento del salario durante algunos afios en Colombia
Figura 80

Problema exploracion dirigida del taller 14

2.1 Gastos en salud Los gastos en salud en Estados Unidos para los afios 1970-2001 se dan
en la tabla siguiente. Cree el diagrama de dispersion y responda:

Afo Gastos en salud en millones de délares
1980 251.1
1985 434.5
1987 506.2
1990 696.6
1992 820.3
1994 937.2
1996 1039.4
1998 1150.0
2000 1310.0
2001 1424.5

(a) 4Qué modelo matematico puede predecir el comportamiento de los datos?
(b) Encuentre una recta de regresion para los datos de la parte (a)
(e) Use su modelo para predecir los gastos totales en salud en 2009.

Nota. Adaptado de (Stewart et al., 2012, p.363)
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Se define una funcion a trozos, en la que se presenta, cada cierta cantidad de afios, un
modelo, que corresponde al ajuste que hace el estudiante de los datos suministrados en la
informacion del problema. En el inciso a) esperamos que los estudiantes construyan una
representacion tabular con los datos del problema y luego, realicen el anélisis de regresion de dos
variables (herramienta de GeoGebra) de tal manera que puedan establecer algunos modelos
matematicos que se adapten a las condiciones del problema. Es decir, al crecimiento de los gastos
de salud en millones de dolares tras el trascurrir de los afios. EI modelo que esperamos sea validado
corresponde a el que se presenta en la Figura 81.

Figura 81

Modelo matematico situacion de salud

* Hoja de Calculo #| | = Analisis de datos
Alv clBEEE] o]
A B -
| | |[estasiotcas © Diagrama de dispersién I
1 1980 2511 A | MediaX 1992.3
2 1085 4345 Media¥ 856.98 Y. B1:B10
Sx 5.5484
| 3] 1987 5082 Sy 387.0936 1600
4 1880 G96.6 r 0.9925
5 1992 8203 p 1 ®
o S 4221 1400
8 1994 937.2 Syy 1348572.798
7 1996 10394 Sxy 2368266
| 1200
g 1998 1150 =T 0085
9 2000 1310 SSE - Suma errores cuadrados | 20280.8512 1000
10 2001 14245
1
12 200
13
14 600
15 ®
16 400
17
(]
18 200
19
—— 1980 1985 1900 1905 2000
20 /
Py X A1A1D
29 Modelo de Regresidn
23 Log w y = —847663.07 + 111690.88 In{x)
24 A Valor exacto (simbdlico): x= 2009 y= 1789.8956
< >

Seguidamente el inciso b) y el inciso c¢) los planteamos para que los estudiantes validen el

modelo matematico considerando el coeficiente de regresion. Elegido el modelo log, los
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estudiantes pueden predecir para el afio 2009 en los gastos de la salud en millones de dolares,
correspondientes a 1789.8956.

En el problema tarea retadora del taller 14 (Figura 82) pretendimos que los estudiantes
dieran tratamiento a un problema que aqueja a la poblacién indigena colombiana y tiene que ver
con el porcentaje de decrecimiento de la poblacion. Las causas de esta problematica son diversas
y es una realidad propia de nuestro pais.

Figura 82

Problema tarea retadora del taller 14

3. 1 Segin datos suministrados por el DANE en 2005, de los 42°090,502 colombianos, 1°378.884
pertenecen a distintas comunidades indigenas, con presencia en 27 departamentos del pais. La
organizacion Nacional Indigena de Colombia (ONIC) asevera que cientos de pueblos indigenas
estan en riesgo de desaparecer, no solo por el conflicto armado en el pais, sino, ademas, porque
sus habitantes mueren de hambre, enfermedades y la indiferencia. Se estima que el promedio de
decrecimiento de la poblacion es del 1.2% anual aproximadamente.

a) ;Cuantos habitantes de las comunidades indigenas existirdn finalizando el presente afio? ;En
20217 ;En 20507? Explica tus respuestas.

b) Halla la funcién que representa la interdependencia entre el afio y la poblacién indigena.
Tustifica tu respuesta.

Nota. Adaptado de: (Echeverria, 2022, p.78)

Para le inciso a) desde acercamientos analiticos, los estudiantes pueden definir por
recursion la funcion que modela el problema, asi pueden establecer a p, = 1.378.884 como la
poblacion colombiana perteneciente a distintas comunidades indigenas (2005, segin DANE). Para
el afio 2006, decrece un 1,2% (0,012 del afio 2005), entonces para el afio 2006, la poblacion (p;)
corresponde a:

P1 = Po — Po(0,012)

p1 = po(1 —(0,012))
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Para el afio 2007 la poblacién (p,), se obtiene al calcular el decrecimiento de 0.012 de la
poblacién del afio 2006 (p;)
p2 = p1 —p1(0,012) como p; = po(1 — (0,012))
P2 = po(1 — (0,012)) = po(1 = (0,012))(0,012)
P2 = po(1—(0,012))(1 — (0,012))
P2 = Po(1 — (0,012))?
Para el afio 2008, la poblacion (ps), se obtiene al calcular el decrecimiento de 0.012 de la
poblacion del afio 2007 (p,).
ps = p — 2(0,012) como p, = po(1 — (0,012))2
ps = (Po(1 — (0,012))? — (po(1 — (0,012)))(0,012))

ps = <p0(1 —(0,012))*(1 - (0,012)))

ps = po(1 - (0,012))’

Los estudiantes al observar el patron de regularidad pueden establecer la expresion general

para n cantidad de afios después del 2005 asi: p,, = po(1 — (0,012))".

Esperamos que algunos estudiantes empleen las tecnologias digitales Excel o0 GeoGebra,
de esta manera, puedan realizar un andlisis de regresion de dos variables y elegir el modelo que
mas se adapte a las condiciones de variacién y cambio presente en esta situacién (ver Figura 83).

Esperamos que promueva la discusion alrededor del uso de las cifras decimales y se le dé
un sentido acorde al contexto del problema (valores enteros positivos), para continuar con el
analisis de la funcion se pueden generar discusiones con los estudiantes referentes a la tendencia

de la funcidn para ciertos valores (sin tener en cuenta el indice de natalidad).
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Figura 83

Decrecimiento de la poblacion
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Una vez definido el modelo matematico del problema los estudiantes pueden reemplazar
en la representacion algebraica y registrar la cantidad de habitantes en una tabla, por ejemplo:

(Tabla 26) en el inciso b) La funcion que representa la interdependencia corresponde a:
n , , n
pn = po(1—(0,012)) ", donde p, = 1'378.884 - p, = 1'378.884(1 — (0,012))
Tabla 26 Casos particulares decrecimiento de la poblacion

Casos particulares decrecimiento de la poblacién

Afo Afos transcurridos Cantidad habitantes
referencia 2005

2020 15 1°150.488

2021 16 1’136.682

2050 45 800.922

4.3.15 Taller 15 Reconociendo la variacion.

Se presentan cuatro problemas en las que se indaga a los estudiantes sobre el cambio y se
pide justifiquen sus respuestas. Estos problemas tienen como objetivo servir valorar
cualitativamente las respuestas de los estudiantes y generar un balance cuantitativo respecto a las

nociones de cambio y variacion que los estudiantes perciben.
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Figura 84

Problema informacién y exploracion libre del taller 15

164

De los cables

metros, como se muestra en la figura

im

Sm

P 10 m

La distancia entre dos postes que se emplean en las instalaciones telefonicas es de 10

La longitud de los postes es de tres v de cinco metros. A manera de soporte, un cable

que une la parte superior de
ambos se sujetara a un puato P
en tierra, localizado en el
segmento que une los dos postes.

a) ;La longitud total del
cable es varniable?

b) ;La longitud total es
constante? Justifica tu
respuesta.

Nota. Adaptado de: (Benitez & Bueno, 2009, p.14)

Esperamos que los estudiantes indiquen que la longitud del cable es variable,

argumentando que esta varia dependiendo de la posicion del punto P (ver Figura 84).

La justificacion tedrica que puede emerger en este contexto es emplear argumentos

geométricos como el teorema de Pitagoras, debido a que se forma dos triangulos rectangulos, en

los que la suma de la magnitud de sus hipotenusas corresponde a la longitud del cable (el analisis

de este problema se establece en el apartado 4.3.14 problema informacidn y exploracion libre del

taller 14.

En el problema pretendemos que los estudiantes manifiesten que la medida del angulo es

constante (Segundo Teorema de Tales, Figura 85) Esto porque se tiene triangulo formado por el

diametro de una circunferencia y dos lineas secantes a la misma, formando de esta manera el A

ABC, entonces se forma un angulo recto (s#ABC).
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Figura 85

Problema informacién y exploracion libre del taller 15

De la semicircunferencia
En una semicircunferencia con centro en O, se traza el didametro AC. Se ubica un punto
B sobre la semicircunferencia, como se muestra en la siguiente figura:

51 el punto B se mueve, gque

— OCUITiTA:
iLa medida del angulo ABC
B ™ es variable?
pa N " ;La medida del angulo ABC
i \ es constante? Justifica tu
! T— \ respuesta

Nota. Adaptado de: (Benitez & Bueno, 2009, p.15)

La demostracion corresponde: Se traza B0, Los segmentos A0, OBy OC Son iguales
por ser radios entonces, los triangulos isésceles A AOB y el ABOC por tener dos lados iguales.
Tal como se muestra en Figura 86.

Figura 86

Demostracion segundo Teorema de Tales

Asi los angulos 24BAO=4ABO porque son angulos de la base del A AOB isésceles,
También se tiene que, 40BC=40CB porque son los angulos de la base del ABOC isésceles.
Por otra parte, los angulos internos de cualquier triangulo suman 180°, por ello, en A ABC

se cumple que, sBAC+4ABC+4BCA=180°:



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 166

Entonces,
4BAC+2ABO+40BC+4BCA=180°
4ABO+40BC+3ABO+40BC=180°
2(#ABO+40BC) =180°

4ABO+40BC=180/2 - 4£ABO+40BC= 90°.

De esta manera, se obtiene que, ABC= £4ABO+40BC= 90°.
Pretendimos que el estudiante exprese el area de A ABC. Por lo anterior, el estudiante puede
acudir a la definicion del area de un triangulo (A = bz—h) e indicar cOmo serd su comportamiento a

partir de las magnitudes de las cuales depende (Figura 87).
Figura 87

Problema informacién y exploracion libre del taller 15

De las paralelas
En la siguiente figura, las rectas L v M son paralelas. Se ha dibwjado el tnangulo ABC.

C

AN |

A B

M

51 el punto C se mueve sobre L, qué ocurre:

I El drea del triangulo ABC es x'a.riable?r :El area del triangulo ABC es

constante? Justifica tu respuesta

Nota. Adaptado de: (Benitez & Bueno, 2009, p.15)
Es decir, una de sus bases (en particular (AB)) y una de sus alturas (en particular, la altura
A ABC respecto a AB), la cual permanece invariante por estar entre rectas paralelas L y M.

Esperamos que concluyan que a partir el area de A ABC depende de las magnitudes mencionadas

y estas permanecen invariantes.
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El estudiante puede inferir que el valor del anuncio es variable, porque area fija, pero, el
valor de este esta sujeto a las dimensiones y estas, cambian dependiendo de la orientacion vertical
u horizontal (ver Figura 88)

Figura 88

Problema 4 informacion y exploracion libre del taller 15

Del anuncio

Un periddico cobra los anuncios de la siguients manera:

* Cobra 7 pesos por cada centimetro lineal en forma horizontal
» Cobra B pesos por cada centimetro lineal en forma vertical

Un empresario quiere mandar a hacer un anuncio de area A (fija)
a)  El costo del anuncio es variable?

b) El costo del anuncio es constante? Justifica tu respuesta

Nota. Adaptado de: (Benitez & Bueno, 2009, p.16)

Los estudiantes pueden identificar los datos, es decir, A (area fija); x: medida del anuncio
en forma horizontal; y: medida del anuncié en forma vertical. Costo por cada centimetro lineal en
forma tanto horizontal como vertical. Luego, puede emplear casos particulares para deducir que
un anuncio puede tener un area fija, pero, precio variable. Por ejemplo:

A=20cm?

Anunciol: x =5cm y=4cm  C(x,y) = 7x+8y > 7(5) + 8(4) =67

Anuncio2: x =4cm y=5cm C(x,y)= 7x+8y > 7(4)+ 8(5) =68
4.4 Fase IV implementacion de los talleres.

La primera implementacion del curso se desarrollé en el periodo 2021-1, bajo la modalidad
de presencialidad remota, la cual establecio encuentros sincronicos entre la docente (investigadora
principal de la tesis) y los estudiantes. Se empled la plataforma Zoom y el Aula Virtual de

GeoGebra AVG, modalidad grupos de GeoGebra Online, en el horario 2 pm a 6 pm desde lunes
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hasta el sabado. Las fechas en las que se realizo el curso fueron las siguientes: semana 1 (8 al 13
de marzo); Semana 2 (15 al 20 de marzo); y finalizo el dia 23 de marzo. Se pudieron realizar 13
encuentros de los 15 que se habian planeado.

La implementacion fue realizada con un grupo de 23 estudiantes (9 mujeres y 14 hombres),
el 70% de ellos ingreso a programas de ciencias e ingenierias. EI nimero de estudiantes en cada
tipo de admision se relacionan en la Tabla 27.

Los estudiantes eran de procedencia de departamentos como la Guajira, Arauca, Casanare,
Atlantico, Norte de Santander, Meta, Cundinamarca, Cesar y Santander, cuyo rango de edad estaba
entre los 16 y 20 afios, ademas, son egresados del bachillerato de diversos colegios publico del
pais en los afios 2018 (14,3%), 2019 (28,6%) y el 2020 (57,1%).

Tabla 27

Tipo de admision primera implementacion.

Admisién Especial Cantidad
Comunidad O Resguardo Indigena. 6
Poblacion Negra, Afrocolombiana, Palenquera Y 5
Raizal
Victimas Del Conflicto Armado En Colombia 4
Municipios De Dificil Acceso O Problemas De 8

Orden Publico

El seguimiento de las actividades implementadas se realiz6 a partir de los registros
guardados en el AVG y de algunas fotografias que ellos enviaron al correo o a la pagina web de
sus procedimientos y trabajo personal. Ademas, se grabaron todas las sesiones, quedando
establecidos éstos como los instrumentos de recoleccion de datos para el posterior analisis.

4.5 Fase V: Evaluacion de la primera implementacion.
En esta fase se analizo el proceso seguido por los estudiantes, la viabilidad de proceso

metodologico, la calidad y claridad de los problemas, los tiempos requeridos para el desarrollo de
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cada taller y orden de la secuencia de talleres. A partir de los datos de esta primera implementacion
se busca enriquecer y mejorar el disefio del curso y los talleres.

El analisis de los procesos realizados por los estudiantes en cada taller nos permitid
vislumbrar unas primeras categorias de analisis que nos dieran cuenta de las habilidades necesarias
para resolver problemas, ellas son: a) comprender el problema, por ello, b) plantear y ejecutar
diferentes caminos de solucion; y c) validar y verificar los caminos de solucién. Adicionalmente,
se identific6 como una habilidad transversal el uso de herramientas tecnoldgicas para desarrollar
estrategias y la validacion de las soluciones encontradas bien sea de manera individual o grupal.

Estas habilidades emergieron de esta fase y por ello se incluyo la explicacion y definicion
estas en el en el Capitulo Marco conceptual.

4.6 Fase VI Redisefio

Una vez analizado el disefio de las actividades y su implementacion consideramos que se
deben mantener los siguientes aspectos que se plantearon para el disefio inicial del curso Fase II:
Planeacion del curso. Es decir, la duracion de 60 horas, modalidad de presencialidad remota,
estructura curricular y la estructura metodoldgica de los talleres.

El redisefio del curso es el primero de los resultados de nuestro objetivo de investigacion,
por ello, dedicaremos un capitulo (5 redisefio) para reportar los ajustes que se hicieron a cada taller,
y el planteamiento de las habilidades para la resolucion de problemas que proponemos en cada
una de las actividades de cada taller. Consolidando en el Apéndice A el disefio final.

Los ajustes surgen del analisis de la primera implementacion y se relaciona directamente
con el planteamiento de cada una de las actividades con sus respectivas preguntas con el fin, de

gue esas actividades queden mas claras para los estudiantes y realmente estén orientadas a
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favorecer el desarrollo de las habilidades de la resolucion de problemas que hemos definido como
categorias a priori para el analisis de resultados de la investigacion.
4.7 Fase VIl Segunda implementacion.

La segunda implementacion se desarroll6 de manera sincronica, la docente-investigadora,
empleando el Aula Virtual de GeoGebra (AVG). Las sesiones de clase se llevaron a cabo en el
horario de 8: 00 am- 12: 00 pm, en las fechas

Tabla 28

Fechas encuentros sincronicos.

Semana 1: 20-25 septiembre 6 sesiones
Semana 2: 27 sept- 2 de octubre 6 sesiones
Séabados 9, 16 y 30 de octubre 3 sesiones
Total: sesiones de clase. 15 sesiones

En la segunda implementacién se contd con la participacion de 14 estudiantes,
provenientes de: Saravena, Curumani-cesar, Chiquinquira, Pelaya — Cesar, Puerres-Narifio, El
Retorno Guaviare, San Pablo Sur de Bolivar, Mercaderes-Cauca, Agustin Codazzi -Cesar,
Valledupar, Cimitarra-Santander. El 42,86% de los estudiantes asistieron a todas las sesiones (15),
el 35,71% asistieron a 14 sesiones, el 14,28% asistieron a 13 sesiones y el porcentaje restante a
menos de trece sesiones.

Las edades de los estudiantes oscilaron entre 17 y 20 afios y todos culminaron sus estudios
en colegios publicos de los distintos lugares de procedencia en los afios 2018-2020. El 57,14% de
los estudiantes participantes ingresaron a carreras de ingenierias, el 35,71% a las facultades de
ciencias y un estudiante de la facultad de salud.

En la Tabla 29 se muestra la relacion de tipo admision de los estudiantes que participaron

en la segunda implementacion del curso de refuerzo inicial.
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Tabla 29

Tipo de admision para la segunda implementacion.

Admisién Especial Cantidad
Comunidad o resguardo indigena. 1
Poblacion negra, afrocolombiana, palenquera 'y 3

raizal

Victimas del conflicto armado en Colombia 4
Municipios de dificil acceso o problemas de orden 6

publico

Al finalizar el curso, se hizo un cuestionario (Apéndice C) el cual, diligenciaron 10 de 14
estudiantes y tenia la intencion de valorar cualitativamente la experiencia de los estudiantes al
realizar el curso de refuerzo inicial. ElI 80% considera que su formacion matematica del colegio
fue regular debido a que, en algunas oportunidades no se profundizaba o se omitian los temas; se
realizaban préacticas rutinarias de ejercitacion. Ellos comentaron que, en el Gltimo afio, debido a la
pandemia los docentes no explicaban, tan sélo enviaban guias de trabajo que se resolvian en
ocasiones con gran esfuerzo y dificultad, por ello, tuvieron dificultades en la prueba de
caracterizacion de matematicas de la UIS pues no comprendian las preguntas. El 70% de los
estudiantes consideran deficiente su formacion para la exigencia de la universidad.

Ademas, por unanimidad los estudiantes destacaron que los cursos de matematica
universitarias son pertinentes y necesarios, destacando que, son una oportunidad para reforzar,
recordar, adquirir y afianzar conocimientos, habilidades y destrezas para posiblemente permanecer
en la universidad, ya que, manifestaron no tener la misma formacion matematica, es decir, el curso
aporto positivamente.

Para el manejo de los datos producto del trabajo de cada uno de los estudiantes, se
diligencio un permiso el cual, fue firmado voluntariamente por los 11 estudiantes para el manejo

de la informacion (grabaciones, Aula virtual GeoGebra) Se adjunta en el Apéndice B.



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 172

4.8 Fase VIII Categorizacion de habilidades logradas en el curso.

Como lo mencionamos anteriormente de la primera implementacion logramos identificar
habilidades necesarias para la resolucion de problemas, ellas son: i) comprender el problema; ii)
plantear y ejecutar diversos caminos de solucidn, iii) validar y verificar la solucion del problema.
En cada una de estas habilidades, se puede hacer uso de las tecnologias digitales. Por lo que la
facilidad en el manejo de las herramientas como los softwares de geometria dinamica favorecerian
el desarrollo de las habilidades. Estas habilidades se usan como categorias de andlisis, para
responder al objetivo de investigacion tomando las evidencias de la segunda implementacion.

Para la categorizacion de las habilidades se usaron los registros del seguimiento de las
actividades realizadas en la segunda implementacion del curso (2021-2) guardadas en el AVG.
Ademas, se grabaron todas las sesiones, de donde se extraen episodios de las discusiones y
procedimientos realizados por los estudiantes.

5 Redisefo.

En este capitulo reportaremos los ajustes que se realizan a los talleres presentados en el
capitulo 4, apartado 4.3; mismos que fueron implementados en el periodo 2021-1. Como ya lo
hemos mencionado la primera implementacion tenia como objetivo pilotear los talleres y analizar
qué habilidades del proceso de resolucion se posibilitaba con cada problema.

El andlisis de resultados del primer proceso de implementacidn nos condujo a hacer ajustes
de orden de la secuencia de talleres, de replanteamiento de problemas y preguntas; a ese proceso

lo hemos llamado Redisefio.
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Este capitulo se divide en dos apartados, en el primero se describen los ajustes realizados
a cada taller y la justificacion de porque se proponen los cambios en términos del objetivo de la
investigacion (habilidades del proceso de resolucion de problemas); y en la segunda se presenta la
Figura 90 con la nueva estructura del curso, que fue la que se uso para la segunda implementacién
que fue de donde se toman los datos para responder a la pregunta de investigacion.

La propuesta del curso completo (taller por taller) se presenta en el Apéndice A, y éste se
constituye el primer resultado de la investigacion que estamos reportando aqui, cuyo objetivo en
su primera parte tenia como proposito presentar el Disefiar un curso de refuerzo inicial dirigido a
estudiantes de admision especial de la Universidad Industrial de Santander a fin de favorecer el
desarrollo de sus habilidades en la resolucion de problemas.

5.1 Ajustes a los talleres

Recordemos que el curso se planted inicialmente para 60 horas con 15 sesiones (una por
taller) de 4 horas cada una (ver Tabla 5) cuyos talleres fueron descritos en el apartado 4.3. El curso
sufrio ajustes en su estructura general porque se movieron unos problemas de un taller a otro,
contando ahora con 13 talleres, en los que dos de ellos requieren de dos sesiones consecutivas
(Taller 8y 13).

A continuacion, se presentan cada taller en el orden de la primera version y se indican los
ajustes realizados, en los que algunos problemas se mueven para otro taller (se indica a que taller
se movio) y también aparecen los problemas que fueron incluidos.

5.1.1 El Taller 2 de la primera versién pasa a ser el Taller 1 de la segunda version

El taller que se presenta ahora en primer lugar en la segunda version del curso es el que fue

descrito en el inciso 4.3.2 (Taller 2). El taller tenia como propdsito que los estudiantes planteara

expresiones algebraicas equivalentes y dar sentido a los diversos usos de la variable.
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Para este taller, que fue descrito en el apartado 4.3.2 (1.1Expresiones algebraicas; 2.1
Binomio al cuadrado perfecto; 3.1 Areas Geométricas) se suprime la actividad 3.1 (areas
geométricas), porque, presentdbamos dos videos de éareas geométricas que debido a
configuraciones de privacidad en YouTube no pudieron ser visualizados. En su lugar se decide
implementar el Problema informacién y exploracion libre .1 (Expresiones algebraicas) de este
mismo taller, estableciendo una imagen (en lugar de los videos).

5.1.2 El Taller 1 de la primera versién pasa a ser el Taller 2 de la segunda version

En el taller 1 que describimos en el apartado (4.3.1), que ahora se convirtié en el taller 2,
inicialmente se tenian propuestos 5 problemas (1.1 Judy; 1.2 Secuencia de figuras; 2.1 A
embaldosar; 3.1 Doblar la hoja de papel; 3.2 Regularidades lineales), las cuales, fueron
desarrollados y socializados. El Problema informacion y exploracion libre .1 se implementara con
el ajuste en el inciso b) a la pregunta b (¢En qué condiciones?) generd confusion, por tanto, se
suprime y se plantea la pregunta: ¢por qué?, esto con el animo de desarrollar la habilidad de
validacién y verificacién por parte de los estudiantes.

El cambio de orden en los talleres, lo establecimos debido a la discusion que se genero en
la primera implementacion referente al campo de variacion de las variables (lados de las figuras
geométrica), el cual, permitié recordar el conjunto de los nimeros reales, sus propiedades y
algunas relaciones.

5.1.3 Taller 3 con un intercambio en el problema de actividad retadora.

El taller 3 que se describid en el apartado 4.3.3. tenia como propdsito que los estudiantes

identificaran relaciones entre distintas representaciones de la funcion lineal y dieran una

interpretacion a la pendiente de la recta y el intercepto desde una situacion cuyo contexto menciona
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diversas formas de ahorro. Este taller, estaba conformado por los problemas (1.1 Expresiones
algebraicas y cambios de representacion, 2.1 Situacion de ahorros, 3.1 Deuda Externa).

El ajuste realizado consistid en el intercambio el problema de la actividad retadora (3.1
Deuda externa) por el problema (3.1 Depreciacion) planteado en el apartado (4.3.9) del taller 9,
debido a que, la variacion de esta Gltima se representa a través de un modelo lineal preservando la
coherencia del objeto matematico a estudiar en este taller.

5.1.4 Taller 4 modificaciones de problemas al interior.

El taller que se presentamos busca posibilitar la traduccion de enunciados verbales a
lenguaje simbdlico, cada uno de estos problemas favorece el trabajo con ecuaciones o
inecuaciones. La descripcion de los problemas se encuentra en el apartado (4.3.4) (Taller 4),
ademas estaba constituido por los problemas (1.1 Ecuaciones e inecuaciones de primer grado; 2.1
Solucidn grafica, 2.2 problemas ecuaciones y 3.1 planteamiento problemas con inecuaciones).

También, mencionamos que el problema de “3.1 planteamiento problemas con
inecuaciones” era de contesto de la economia costarricense y generd confusion, por tal motivo
decidimos suprimirlo.

En concordancia con lo anterior, el nuevo orden de los problemas que quedaron para el
taller 4, corresponde a: i) 1.1: Ecuaciones e inecuaciones de primer grado; ii) 2.1: Problemas de
ecuaciones; y iii) 3.1 Solucién gréafica; que es el problema retador. Estos problemas ya fueron
explicados en el apartado (4.3.4).

5.1.5 Taller 5y Taller 6 sin modificaciones

Para el taller 5 planteamos como propdésito bosquejar problemas que se modelen con

sistemas de ecuaciones lineales de orden 2x2 para que el estudiante lo represente y lo solucione

por diversos métodos. Ademas, se pretende que, recuerden relaciones entre las rectas paralelas,
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perpendiculares y secantes. El analisis antes de la implementacion se realizé en el apartado 4.3.5
(Taller 5)

Para el taller 6 Esperamos que los estudiantes compararan y relacionaran (geométrica y
analiticamente) la solucidn de un sistema de ecuaciones lineales 2x2, ademas, que asociacion la
solucion con las relaciones entre rectas (paralelismo, secantes, perpendiculares). La descripcion
de los problemas se encuentra en el apartado 4.3.6 (Taller 6).

5.1.6 Taller 7y Taller 8 se unificaron (omitiendo algunos problemas)

En el taller 7 y taller 8 se pretendia que los estudiantes abordaran en los problemas de la
nocion de convergencia y divergencia de sucesiones. Ademas, que los estudiantes caractericen el
tipo de comportamiento de cambio que tienen las sucesiones (crecientes, decrecientes, alternantes,
oscilantes).

El taller 7 se describié en el apartado (4.3.7) y no se implementd en el primer pilotaje
debido a que, como mencionamos tuvimos sélo 13 encuentros y se decidié omitir por tener
similitud en los objetos matematicos a trabajar con el taller 8. Este taller estaba conformado por 3
problemas (1.1 Biseccion de un Segmento, 1.2 Caida de una pelota, 2.1 Sumas infinitas, 3.1 Suma
de términos)

Por otra parte, describimos el taller 8 en el apartado (4.3.8), que contaba con 3 problemas
(1.1: Suma de los nimeros impares; 2.1: Sucesion de Fibonacci; 3.1: Sucesiones) los cuales se
implementaron en su totalidad. Sin embargo, el Problema tarea retadora del taller. Se convirtié en
una préactica rutinaria (reemplazar valores numéricos en la sucesion) y consideramos que no
desarrolla habilidades para la resolucion de problemas, por lo que decidimos omitir este problema
y en su lugar implementar el Problema informacion y exploracion libre .1 Biseccion de un

segmento del taller 7.
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Finalmente, tenemos una nueva organizacion del taller 7 y taller 8, que conformaron para
la nueva implementacion el taller 7, el orden de los problemas se establecio asi: i) 1.1 Suma de los
numeros impares; ii) 2.1: Sucesion de Fibonacci; iii) 3.1:Biseccién de un Segmento.

5.1.7 Taller 9y taller 15 se unifican, se convierte en el taller 8

Para el taller 9 planteabamos tres problemas (1.1 Salario+ comisién, 2.1 Planes de minutos,
3.1 Depreciacion) los cuales, describimos en el apartado 4.3.9; sin embargo, cuando se hizo el
redisefio, el problema (3.1 Depreciacion) se movié al taller 4 porque alli se tenia por objeto de
estudio la funcion lineal. En la reflexion de los dos problemas que quedaron identificamos que el
problema de 1.1 Salario+ comision era similar al problema de 3.1 Trabajo situacion econdémica del
taller 10, por lo que se decidi6 omitir.

En el nuevo taller proponemos inicial con el estudio de problemas que tienen como fin
reconocer la variacion, es decir, indicar si las magnitudes son variantes o invariantes y dar los
argumentos del porqué de su eleccidn. Estos problemas se describieron en el apartado 4.3.15 (1.1:
Dos cables, 1.2 De la semicircunferencia; 1.3 De las paralelas, 1.4 Del anuncio)

Se estimé un tiempo de 30 minutos para responder, luego, se hace la socializacion de las
respuestas para, establecer un consenso y una explicacion tedrica del porqué son o no magnitudes
invariantes, por lo que, se permitid reflexionar con los estudiantes sobre el analisis detallado que
se debe hacer para resolver un problema, la importancia emplear algunas estrategias como: recurrir
a las definiciones, agregar algunos elementos auxiliares, probar con casos particulares para

corroborar la validez de una afirmacion, etc.



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 178

5.1.8 EL taller 10 en la primera version es el taller 9 en la segunda version

En este taller se pretende seguir con el tratamiento de la variacion y el cambio, pero en esta
oportunidad teniendo en cuenta algunos problemas cercanos a los contextos de los estudiantes. Las
descripciones de los problemas se realizan en el apartado 4.3.10 y no tuvo ninguna modificacion.
5.1.9 Eltaller 11 en la primera version se convierte en el taller 10

Para este taller se dejo la misma secuencia de problemas, no obstante, se modificé el
Problema informacion y exploracion libre del taller 11, esto con el fin de proporcionar un contexto
cercano al estudiante para tratar la variacion de llenado de recipientes. Ademas, mencionamos que
en la nueva organizacion este taller corresponde con el taller 10.

La descripcion de los problemas que componen este taller fue realizada en el apartado
4.3.11. A continuacién presentamos el problema y el analisis antes de la implementacion.

En el Problema informacidn y exploracion libre del taller 10 (Figura 89), pretendimos que
los estudiantes identifiquen la relacion de covariacion entre la altura (k) del recipiente y el tiempo
que se demora en llenar. Para abordar la situacion es necesario que los estudiantes recuerden como
encontrar el volumen del cilindro, demas, establezcan la correspondencia en cada una de las
alturas.

En el inciso a) sugerimos que los estudiantes identificaran los datos del problema h =

1,8m d =0,8m, velocidad dellenado = 160 |. por minuto, que se debe pasar a unidades
3
de medida equivalente, es decir velocidad de llenado = 0,16 ——. En el inciso b) Como el

volumen vari6 a velocidad constante, el nivel de agua (altura) varia de manera constante también,
esto por la forma del recipiente. Suponemos que los estudiantes pueden establecer las siguientes
relaciones:

Tiempo t (min), Altura h (m); Volumen v = r?h (m3)
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5,65h = 1,80 = 1(0,4)2 (1,8) =0,2887

1,47h_2 = 0,45v = 1(0,4)? (0,45) = 0,072m
4,23h_3 = 0,45v = 1(0,4)? (1,35) = 0,2167

Figura 89

Problema informacion y exploracion libre del taller 10.

En el municipio de la
Mesza de los Santos hay
dificultades  en el
suministro de agua, la
junta comunal de este
municipic  dotd de
algunos recipientes para
recolectar agua para cada
una de laz viviendas. Se
ilustra el llenado de ua
tanque cilindrico al que t=0 min t=7 t=7

una bomba  suministra

agua potable. El tanque tiene una altura b igual 2 180 cm v el digmetro de la base comresponde a
20 em.

A partir de un instante en el que el deposito estd completamente vacio, comienza a llenarse con
agua a una razon 160 Litros por minuto. Encuentre el tiempo necesario para que el nivel este en
las alturas h2 v h3

1.1 Responde las siguientes preguntas

a. Expresa qué cambia en la sifuacion y con respecto a que cambia. Explica tu respuesta.
b)) Genera una representacion que describa como cambia la altura del agua en el tanque conforme
tiempo empleado para llenar el tanque. Justifica tu respuesta

c)Estitma en cuanto tiempo se tendria que apagar la bomba para que la altura del agua esté a la
mitad de la capacidad del tanque. Explica tu respuesta

d) A continuacion, se ilustra el llenado de dos recipientes, [ 4

B B B
;en cudl de esos recipientes el llenado se puede caleular .
— 1 1

empleando una representacion como el de la situacion
Hi
3 ’l ﬁ

anterior? Explica el porgué de tn eleccién

1.3 Socialice ¥ comparte con tns compafieros v tn
profesor.

Nota. Adaptado de: (Echeverria, 2022, p.116)
En el inicio c) plantemos determinar el tiempo que tarda en alcanzar cada una de las alturas,

por lo cual, el estudiante deberia plantear la relacion entre el volumen de llenado sobre la velocidad
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de llenado, asi, finalmente indicar la cantidad de tiempo para cada una de las alturas establecidas.

Volumen

Asic t = Velocidad de llenado.

t = (0,288m (m3))/(0,16 (m3/min)

t = 5,65 minutos aproximadamente.

En el inciso d) intentamos que los estudiantes relacionen el llenado de recipiente y la forma
que se adapta a un llenado lineal, cuando la velocidad es constante. EI cono presenta una variacion
en su radio, esto implica, que a pesar de indicar que, la velocidad de Ilenado es constante, la altura
y el volumen no varia de manera constante (considerando la variacion del radio, lo cual, influye
directamente en la variacion tanto de la altura del agua, como el volumen). La opcién, por tanto,
que se espera, los estudiantes reconozcan y relacionen con la situacion inicial (llenado constate)
corresponde a la A.

5.1.10 Taller 12 de la primera version se convierte en el taller 11 (modificaciones)

El taller 12 de la primera version se describié en el apartado (4.3.12) estaba conformado por
los problemas (1.1 Venta de leche; 2.1 Transporte Palenqueros “moto taxi”’; 3.1 Temperatura
Crecimiento Horno) y tenia como proposito que los estudiantes desarrollaran la nocion de limite a
partir de la tendencia y aproximacion en un punto. El problema de 3.1 Temperatura Crecimiento
Horno fue eliminado y en su lugar, decidimos implementar el Problema informacion y exploracion
libre .1 del taller 14 (apartado 4.3.14) con el fin de mantener una secuencia de problemas
contextualizados que desarrollen la nocién de limite. Por lo anterior, el taller 11 para la version
final del curso condenso los siguientes problemas (1.1 Venta de leche, 2.1 Transporte Palengueros
“moto taxi”, 3.1 Decrecimiento Poblacion indigena). Estos problemas fueron tomados de un
trabajo previo propuesto por Echeverria (2022) como alternativa didactica para la ensefianza del

calculo a estudiantes de admision especial
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5.1.11 Taller 13 de la primera version se convierte en el taller 12 (sin modificaciones)

El taller 13 estaba conformado por tres problemas, (1.1 caja con tapa; 2.1 Funcion volumen,
3.1 Razdn de cambio funcion volumen). Todos fueron planteados por Echeverria (2022) y se
relataron en el apartado (4.3.13). En este taller pretendimos trabajar el analisis de funciones para
determinar la variacion del volumen y la nocion de derivada, desde el punto de vista de la razon
de cambio del volumen con respecto a la altura de la caja con tapa.
5.1.12 Taller 14 de la primera version se convierte en el taller 13 (modificaciones)

El taller 14 estaba conformado por tres problemas en los que su objetivo principal que los
estudiantes trabajaran con datos y a traves de la modelacion lograran el tratamiento matematico de
los problemas. Estos problemas se escribieron en el apartado (4.3.14) correspondian a (1.1 Dos
cables; 2.1 Salario Minimo Colombia; 3.1 Decrecimiento de la poblacion indigena). En la nueva
version se convirtio en el taller 13 el proposito es abordar problemas de modelacion empleando
las herramientas de GeoGebra (analisis de regresion dos variables). Se desea promover la eleccion
del mejor ajuste por parte de los estudiantes para que puedan utilizarlo en la toma de decisiones,
la prediccion y estimacion de datos. Los problemas que conforman este taller los describimos en
el apartado (4.3.14) (1.1: Dos cables, 2.1: Salario Minimo Colombia) y (4.3.4) (3.1: Deuda Estados
unidos).

5.2 Nueva organizacién del curso para la segunda implementacion

En la Figura 90 presentamos el nuevo orden del curso con el nUmero de sesiones que se
requiere para cada uno de ellos, en la columna de la izquierda (amarilla) aparece el orden en que
aparecia el taller en la primera version y en la columna siguiente (rosada) aparece el orden en el

que gueda propuesta en la version final del curso.
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Figura 90

Nueva organizacion del curso

182

Orden Orden Objeto Eje temitico Problemas Problemas
Talleres Talleres matem:itico Mo Taller nueva Versidén 1 del curso Versidn 2 del curso
Versién Versién versiin.
1 2
1 1y2 Use de la | Patrones y | 1.1 Judy 1.1 Judy
variable. regularidades 1.2 Secuencia de figuras.
Taller 1 2.1 A embaldosar 2.1 Binomio al cuadrade perfecto
3.1 Doblar la hoja de papel
3.2 Regularidades lineales 3.1Expresiones algebraicas
2 1 Expresiones Procesos 1.1Expresiones algebraicas. 1.1 Secuencia de figuras.
algebraicas, algebraicos 2.1Binomio al cuadrado perfecto 2.1 A embaldosar
uso variable. Taller 2 I LAceas-Geambtricas 3.1 Doblar la hoja de papel
3.2 Regularidades lineales
3 Iy9 Expresiones Procesos 1.1 Expresiones algebraicas y cambios de | 1.1 Exps algebraicas y cambios de
algebraicas, algebraicos representacion. representacion.
funcién lineal. Taller 3 2.1 Situacién de ahorros. 2.1 Situacidén de ahorros.
3.1 Depreciacion.
4 4 Ecuaciones ¢ Procesos 1.1 Ecuaciones ¢ inecuaciones de primer 1.1 Ecuaciones ¢ inecuaciones de primer
inecuaciones algebraicos. grado. 5
2.1 Solucién grafica 2.1 problemas de ecuaciones
2.2 problemas de ecuaciones 3.1 Solucién gréifica.
Taller 4 31 iente-prabl
5 5 Sistema de Procesos 1.1 Pizza y Bebidas 1.1 Pizza y Bebidas
ecuaciones 2x2 algebraicos. 2.1 Zoolbgico 2.1 Zoolbgico
2.2 Jorge Andrés (compras) 2.2 Jorge Andrés (compras)
Taller 5 3.1 Dos nimeros. 3.1 Dos nimeros.
6 6 Interpretacién Procesos 1.1Rectingulo 1.1 Rectangulo
analitica y algebraicos. 2.1 Precio frutas. 2.1 Precios frutas.
geoméirica 3.1 Suma de dos nimeros 3.1 Suma de dos niimeros
solucidn 2x2 Taller 6. 3.2 Triangulo isdsceles 3.2 Tridngulo isbsceles
7 Tyg 1.1 Biseccion de un Segmento
+2Caida-de-una-pelata
Sucesiones v | Patrones y | TH-Sumasinfaitas 1.1 Suma de los niimeros impares
procesos regularidades LSRR 218 de Fib
8 infinitos 1.1 Suma de los nimeros impares 3.1 Biseccidn de un Segmento
Taller 7. 2.1 Sucesion de Fibonacci
3-1-Sucesiones
9 9y 15 Reconociendo la | Anilisis de | IdSalosioscomisiin 1.1 “Reconociendo la variacién™
variacion funciones. 2.1 Planes de telefonia. Dos cables
3.1 Depreciacién De la semicircunferencia
Dos sesiones de | Taller & De las paralelas
clase. Del anuncio.
2.1 Planes de telefonia.
(Requiere de dos sesiones)
10 10 Funciones. Anilisis de | 1.1 Maiz situacion econdmica 1.1 Maiz situacion econdmica
funciones 2.1 Un habitante de San Basilio de 2.1 Un habitante de San Basilio de Palenque
Palenque minutos. minutos.
Taller 9 3.1 Trabajo situacién econdmica 3.1 Trabajo situacién econdmica
11 11 Funciones Anilisis de . 1.1 Mesa de los Santos
funciones 2.1 Modelacion lineal llenado recipientes. 2.1 Modelacién lineal llenado recipientes.
3.1 Llenado recipientes llaves (inversa) 3.1 Llenado recipientes llaves (inversa).
Taller 10
12 12y 13 Nocion de | Anilisis de | 1.1 Venta de leche 1.1 Venta de leche
Limites funciones 2.1 Transporte Palenqueros “moto taxi” 2.1 Transporte Palengueros “moto taxi™
315 Craeismi Howm Bl1 Decrecimiento Poblacién indigena.
Taller i1
13 Euncinnes Andlisis de | 1.1 caja con tapa 1.1 caja con tapa
optimizacidn funciones 2.1 Funcién volumen 2.1 Funcién volumen
3.1Razén de cambio funcidn volumen 3.1 Razbn de cambio funcién volumen
Taller 12
14 14 Optimizacion Anilisis de 1.1 Dos cables. 1.1 Dos cables.
funciones. 2.1 Gastos salud 2.1 Gastos salud
3.1 Decrecimiento de la poblacién indigena | BiDSHdaIeKicrng
Taller 13 (Requicre de dos sesiones)
15 Reconociendo la | Anilisis de | Dos cables No hay
variacién funciones De la semicircunferencia
De las paralelas
Del anuncio.
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En la misma tabla en la columna de la derecha (rosada) se enuncian los problemas de la
version final de los talleres del curso en la que aparecen problemas nuevos que seran descritos a
continuacion. Aqui contaremos los movimientos de los problemas, por ejemplo, los que aparecen
tachados se eliminaron, los aparecen en negro sin resaltar son problemas que se mantuvieron, los
nuevos que apareen subrayados (que se explican en los siguientes apartados) y los que aparecen
resaltados con diferentes colores se movieron tal como se muestra en Figura 90.

6 Analisis y discusion de resultados.

Con el fin de alcanzar el objetivo de la investigacion planteado, en este capitulo
presentamos los resultados del analisis de las evidencias recolectadas en la segunda
implementacién del curso categorizadas en habilidades para la resolucion de problemas que
lograron desarrollar los estudiantes que se beneficiaron del curso. Estos resultados los vamos a

presentar de acuerdo con las tres categorias (explicadas en el apartado 4.4), ellas son:
i.  Habilidad para comprender el problema
ii.  Habilidad para plantear y ejecutar diversos caminos de solucion
iii.  Habilidad para validar y verificar la solucion del problema

Se eligio la segunda implementacion del curso de refuerzo, en la cual, participaron 14
estudiantes del periodo 2021-11. No obstante, 10 firmaron la autorizacién para el tratamiento de
los datos obtenidos (Apéndice B).

Por otra parte, como se sefialé en la metodologia, las sesiones de clase se realizaron de
manera sincrénica empleando la plataforma Zoom. Se grabaron en audio y video cada uno de los

encuentros. En este capitulo, se presentaran evidencias donde se identificaron habilidades para la
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resolucion de problemas. mediante algunas transcripciones de episodios. Para la lectura de las
transcripciones se usaran las siguientes convenciones: In (voz de la investigadora), [] en estos
corchetes cuadrados se presentaran las interpretaciones de las acciones de los estudiantes, [...]
aparecera cuando se esté omitiendo parte de lo expresado porque no ofrecer ningln aporte.

En la recuperacion de evidencias también se hara uso de capturas de pantalla extraidas de
las discusiones entre la investigadora-docente del curso (In) y los estudiantes (a quienes
mencionaremos como E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E9, E10).

Las discusiones o interacciones emergentes en las clases o en el area de trabajo de cada
estudiante en la plataforma de Aula Virtual GeoGebra (AVG) donde a su vez, se encontraron
capturas o fotografias de procedimientos elaborados a lapiz y papel o empleando alguna
herramienta tecnoldgica (subidas en formato URL).

6.1 Evidencias de la habilidad para la comprension del problema

Segun Polya (1965) comprender el problema implica que los estudiantes reconozcan los
datos, las variables y las condiciones del problema. Krulik & Rudnick (1989) plantean que la
comprension va mas alla de la identificacion de la informacién sino como logra articularla y
utilizarla a fin de resolver un problema

Para presentar los resultados en relacién de la habilidad para comprender el problema se
han seleccionado algunos de los problemas que desde los diferentes talleres tenian orientacion en
ella.

En la Tabla 30, se muestra la relacién de los problemas que se retoman de cada taller con

los respectivos descriptores (que fueron enunciados en la Tabla 2)
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Tabla 30

Actividades seleccionadas para la habilidad de comprender.

Problema/Taller/Figura Descriptores de la habilidad para comprender problemas

1/1 (Figura 91)

2/1/ (Figura 98)

1/2 (Figura 94)

1/5(Figura 102)

2/6 (Figura 107)

1/8 (Figura 111)

Identifica la incognita y los datos del problema (pregunta).
Reconoce y establece relaciones de covariacion (identificar qué
cambia y como cambia)

Reconoce las variables de la situacion.

Reconoce las variables de la situacion

Identifica las palabras claves del problema.

Identifica el patrén o una regularidad.

Plantea las hipotesis y condiciones del problema.

Reconoce relaciones de covariacion (identificar qué cambia 'y como
cambia)

Enuncia el problema con sus propias palabras.

Plantea las hipotesis y condiciones del problema.

Reconoce relaciones de covariacion.

Reconoce las variables

Reconoce relaciones de covariacion

Introduce una notacién adecuada

Lee el enunciado e identifica las palabras claves del problema
Identifica la incognita y los datos del problema.

Enuncia el problema con sus propias palabras.

Reconoce relaciones de covariacion (identificar qué cambia'y como
cambia)

Reconoce las variables de la situacion

Introduce una notacion adecuada.

Iniciamos con el problema informacion y exploracion libre del taller 1 (Figura 91) en la

que se pretendia que el estudiante identificara la relacion de covariacién entre el nimero de

kilometros recorridos con la tarifa diaria, ademas, que reconociera la tarifa semanal como una

cantidad invariante. En el inciso a) cuando se pregunta por un caso particular, se pretende fomentar

la habilidad de comprender porque el estudiante debe emplear los datos y las relaciones que se

tienen entre ellos para especificar el precio y tomar decisiones.
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Figura 91

Problema informacién y exploracion libre del taller 1

1.1 Judy necesita alquilar un carro para usarlo desde el lunes hasta el viernes, v ve el
siguiente aviso en un periddico local.
Modelo Tarifa bdsica diaria mas Tarifa semanal
kilometros recorridos (kilometraje ilimitado
incluido)
Renault Logan $95.000 $900.000
+$1.500 por kilometro
recorrido
a) Judy piensa que necesita recorrer cerca de 250 kilémetros en total durante los
cinco dias ;Cuél de las dos tarifas es mas economica para Judy? Justifique su respuesta.
b) Supongamos que Judy no estaba segura del kilometraje que tenia que recorrer.
;Cual opcion le favorece mas? ;En qué condiciones? Explica tu respuesta.

En la plataforma AVG se registraron 10 respuestas a este problema, de ellas las de E1, E4,
E5, E6, E7 dan evidencia de la comprension del problema porque lograron establecer las relaciones
adecuadas entre los datos de forma aritmética, tal como se muestra en la Figura 92. Al respecto,
Polya (1965) manifiesta que comprender el problema consiste en determinar la incognita, los datos
y las condiciones del problema.
Figura 92

Respuesta de E1 al inciso a)

A [9E.000 « 5 = 475.000] Valor total de |z tarifa por dias.
[1.600 260 = 376.000| ‘alor total por los kilometros recarridao.
J  [475.000 + 376.000 = 860.000]valor total por los 5 dias.
Tarifa semanal,

Lz tarifa mas econdmica para Judy es |a tarifa basica diaria mas kilémetros recorrido.

También, se encontraron las respuestas de E3, E8, quienes denotaron las variables con
letras asociadas a las palabras claves de la situacion (D de diario, k de kilometros, y p de precio),
para establecer una expresion que representara las relaciones existentes entre ellas (ver Figura 93).

Como se explico en el apartado 5.3.1, lo que se esperaba aqui era que plantearan la relacion como
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f(x) =95.000(5) + 1500x, donde f (x) representaba la tarifa basica durante cinco dias mas los
kilometros recorridos.

Al contrastar la ecuacion construida por E3 con la esperada, se puede apreciar el uso de la
notacion G(p), donde E3 nombra a la funcion como G porque lo relaciona con el término gasto,
pero lo relaciona con la variable p, tal vez buscando representar algebraicamente el enunciado
verbal. No obstante, la expresion la plantea en términos de “k” y no de “p”. Lo que hace E3 es una
accion frecuente que hacen los estudiantes cuando intentan hacer la traduccion del enunciado
verbal a la expresion algebraica, porque como lo menciona Mason et al. (1999), el vinculo de un
contexto de la vida real les proporciona a los estudiantes la oportunidad de realizar una
representacion general y asignarles sentido a las variables, haciendo uso de la notacion matematica
para establecer las relaciones entre las variables y los datos identificados.

Figura 93

Respuesta de E3 al inciso a)

P: piecvo \aifa
0 - Yaela dofa \
0 e s

6cqy= o000 ¥ 1008

éxlq\= a6000(8) + 1500(260)
(1) = Uao000 # B0
p\- 850(;1; —— wecottides

eg&%&@ @ W ok e

o ende \o MEY opcien & 1

p\*’(‘l dm{?o\

En el problema informacion y exploracion libre del taller 2 (Figura 94) en el inciso a)

pretendié que los estudiantes crearan la representacion figural de la secuencia dada, luego,
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describieran como cambiaba la configuracion estableciendo una progresion aritmética y la
generalizacion. Se esperaba que los estudiantes lograran establecer la relacion de covariacién
entre el nimero de la secuencia y la cantidad de cuadros que componen la figura.

Figura 94

Problema informacién y exploracion libre del taller 2

1.1 Observa Ia secuencia y responde:

Jood doodgd tbopoddd
[ L]
[ L]

[
L]

N | R

a) Dibuje la figura que sigue de la secuencia. Describe el proceso que usaste para
construir la figura. Explica tu respuesta,

b) ;Cuéntos cuadros se necesitan para la figura 10, para la figura 37, etc.? Justifica
tu respuesta

En las respuestas encontradas se destacan tres acercamientos, de los cuales inferimos
acciones para la comprensién del problema.

El primer acercamiento, corresponde a las respuestas de E2, E3, E4, E5, E7, E8, E9, E10,
donde se muestra la habilidad de identificar el patron o la regularidad de la configuracion, es decir,
la raz6n de cambio de la progresidn aritmética que concierne a 4 unidades por cada posicién (ver
Figura 95).

En el analisis antes de la implementacion se establecio una posible respuesta empleando
una expresion algebraica como 4n + 1 con n > 1, donde n representa el nimero de la secuencia

(n € N), al contrastar con la evidencia, existe una correspondencia.
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Figura 95

Respuesta de E9 al inciso a) Problema informacion y exploracién libre

A S5 55 5 5 555

/‘; 5

esto tiene un aumento en |z parte de los lados de 1 cuadro de cada lado y aumenta 2 cuadros de
altura

A=(2)
L=2 condicidn poner los cuadros desde el centro

T = ((A+L)*('n" numerc del la figura)+1)

T={(2+2)(n)+1 @

Observamos (Figura 95) como E9 combina las palabras y los simbolos para poder
establecer la manera como cambia la secuencia figural. Al respecto Mason et al. (1999) menciona
que en este tipo de razonamientos se deberian promover en el aula, puesto que mezclar los
simbolos y las palabras muestran asociaciones de significados, que se van perfeccionando y se
convierten en las mas adecuadas cuando son entendidas por todos.

El segundo acercamiento, corresponde a la Respuesta de EG6, donde se establece la
variacion en términos de la posicion de la secuencia menos la posicion anterior, alli E6 muestra
habilidad para reconocer qué cambia y como cambia alcanzando el tratamiento matematico del
problema (Ver Figura 96) Destacamos que, al desarrollar la expresién algebraica dada por E6 se
obtienen una expresion equivalente a la expresada en el primer acercamiento por E9, asi: 5n —

n—-1)=5n—-n+1=4n+1
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Figura 96

Respuesta de E6 al inciso a) Problema informacion y exploracién libre

Multipliqué 5 por 4 y luego le resté 3, es decir, la posicidén anterior Sn-(n-1)

190

La estrategia empleada por E6 para comprender corresponde a la particularizacién, en su

intento, esta pasando de un tratamiento aritmético a la generalizacion, lo cual, corresponde a un

acercamiento hacia la construccion de una regla del algebra para expresar la generalidad presente

en el problema. Mason et al. (1999) mencionan que el éxito de la aritmética generalizada radica

en la correspondencia de los nimeros como un sistema que cumple ciertas propiedades.

El tercer acercamiento, se evidencia en la respuesta de E1, donde se referencia el aumento

del nimero de cuadros de la secuencia al multiplicar por cuatro unidades el nimero de la figura'y

sumar la cantidad invariante cinco (5 + 4n). Sin embargo, para que corresponda, se debera iniciar

con la posicion cero (n = 0). Al respecto Polya (1965) establece que una accion para comprender

el problema es examinar sus hipotesis y las condiciones del problema (ver Figura 97).

Figura 97

Respuesta de EL1 al inciso a) Problema del taller 2.

=]

a) Dibuje la figura que sigue de la se

Explica tu respuesta.

A F=a los cuadros necesarios para |a figura en total

f n= al nimero de secuencia
X

Si se requiere los cuadros horizontales o verticales.
fh=34(n-2)
fo=24{n-2}

XK XX K XX

uencia. Describe el proceso que wsaste para construir la figura
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E1 define la generalizacién con base en la figura inicial (n = 0) (ver Figura 94). A partir
de la observacion se fija que la figura inicial esta compuesta por tres cuadros horizontales y dos
cuadros verticales, es decir, cinco cuadros (5); luego, para cada nueva figura, se le agregan dos
cuadrados por cada numero de la figura, tanto horizontal como verticalmente (4n). Es decir, se
obtiene la generalizacion 5 + 4n con n representa el nimero de la secuencia (n € N), lo cual,
coincide con una de las respuestas esperadas para este problema. En este sentido, Mason et al.
(1999) menciona que los estudiantes le van asignando significado a las expresiones de acuerdo
con la manera como han percibido la variacion en la figura inicial. En este caso, desde la variacion
horizontal (f;,) v vertical (f,) que E1 expreso.

A continuacion, se presentan evidencias de la habilidad para comprender problemas, ahora
vistas desde las expresiones orales de los estudiantes, por ello, usaremos algunas transcripciones
tomadas de los momentos de socializacion de sus respuestas.

El inciso a) permite describir el proceso de construccion de la secuencia. En el Episodio 1
mostramos la forma como ellos enuncian el problema con sus propias palabras, lo que para Polya
(1965) es una accion propia de la comprension.

E3: Una curiosidad para agregar es que, la figura siempre va a tener como el mismo namero

de cuadros hacia acé y hacia abajo [haciendo referencia a lo horizontal y vertical]. Es decir,

si tiene ocho espacios a la derecha, también va a tener ocho espacios hacia abajo.

In: Muy bien, ahora ¢Quién mas desea compartirnos lo que realiz6?

E9: [...] Lo unico que hice fue establecer variables fijas, A que es de ancho y la L que es

de largo. Seria A+L, n que seria el nimero de la figura que desea, [la tercera, cuarta...] mas

uno, porque en el centro queda un cuadrito. [A+L =4 por el nimero de la figura + 1]

E5: [...] observé cuantos cuadritos aumentaba por cada figura; me fijé que estaba

aumentado dos en la parte de abajo y uno y uno a los laterales, entonces, a partir de eso,

realicé una formula que dice f(n) = 1+ 4n.
Episodio 1

De lo anterior, se puede establecer las definiciones recursivas y el empleo del lenguaje

natural por parte de los estudiantes para explicar el enunciado a sus comparieros y a la docente.
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Observamos como los estudiantes emplearon diversas variables como estrategias para consolidar
la generalizacion. Al respecto, Mason et al. (1999) menciona que, el trabajo con patrones tiene
diversas formas de verlos, lo cual implica, diferentes formas de expresarlos y registrarlos.

En el problema exploracion dirigida del taller 1 (Figura 98) se pretendia que los estudiantes
vincularan la representacion geométrica con la representacion algebraica, este problema se
presenta en una simulacion (GeoGebra), permite a los estudiantes explorar y mover los
deslizadores de a, b para establecer qué representan las variables en la figura y qué valores
numéricos podrian asignarseles.

Figura 98

Problema exploracion dirigida del taller 1.

*h

a) ;Qué representan las variables a, b7 Explica tu respuesta.
b) ;Qué valores pueden tener las variables a, b? Justifica tu respuesta.

c) Siendo a=3 ;Cuanto debe medir b para que el 4rea total del cuadrilatero sea igual a 64
unidades cuadradas? Justifica tu respuesta.

d) ;De cuantas formas pueden combinarse las variables a v b para que el area total del
cuadrlatero sea igual a 100 umidades cuadradas? Explica tu respuesta.

En el inciso a) en las respuestas de todos estudiantes mostraron que la manipulacion de los

deslizadores a, b, que les permitio establecer que ay b representan las longitudes del cuadrilatero
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(ver Figura 99), lo que para Polya (1965) seria el reconocimiento de las variables de la situacion,
que se consolida en un descriptor de la habilidad de comprension del problema.

Figura 99

Respuesta de E2 al inciso a) del problema exploracion dirigida del taller 1

a) ;Qué representan las vanables g, b 7 Explica tu respuesta

las variables a, b representan las longitudes de los cuadrilateros, ya gue al aumentar o disminuir
las variables podemos cbservar un cambio en sus longitudes,

S

Como respuesta al inciso b) E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E10 expresaron que a, b puede
tomar cualquier valor real positivo (ver Figura 100) que era el razonamiento esperado (tal como
se explico en 4.3.2) En las respuestas los estudiantes logran identificar las palabras clave del
problema para poder asignar los valores numéricos a las variables, un descriptor propio de la
habilidad para comprender el problema.

Figura 1001

Respuesta de E1 al inciso b) Problema exploracion dirigida del taller 1

b) ;Qué valores pueden tener las variables a, b? Justifica tu respuesta

A Pueden tener como cualquier x numero del conjunto de los numeros reales.

Para esta respuesta, inferimos que los estudiantes dan un sentido a las variables como un
nimero generalizado, al respecto Ake (2021) menciona que cuando los estudiantes logran
establecer los objetos algebraicos, es decir, las variables como un namero generalizado han
logrado identificar estructuras relacionales y funcionales presentes en el problema, lo cual, les
permite el cambio de representaciones.

Al respecto, E9 expresa que las variables solo pueden tomar valores enteros (ver Figura

101). Lo cual, tambien corresponde a una respuesta valida porque los numeros enteros estan
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contenidos en el conjunto de los nimeros reales. Sin embargo, en este razonamiento restringe la
asignacion de los valores de a, b a los enteros, ademas incluye tanto los valores positivos como
los negativos.

Figura 101

Respuesta de E9 al inciso b) del problema del taller 1.

b) ;Qué valores pueden tener las variables a, b? Justifica tu respuesta

A unnumero enteros, cualquier numero que represente su valor

Por ello, indicamos que este razonamiento conlleva a la asignacion de valores a las letras
como valores desconocidos en el campo de los nimeros enteros y tal como lo reportan Bolafios y
Gomez (2021) una de las mayores complejidades que se tiene con el uso de las letras es la
manipulacion y asignacion de un rango de valores.

En el problema informacidon y exploracion libre del taller 5 (Figura 102) se pretendia iniciar
el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales de orden de 2x2, los cuales modelan problemas
de variacion.

Figura 102

Problema informacion y exploracion libre del taller 5.

Pedro Pérez se encontraba en un viaje por Espafia v junto con unos amigos ingresaron a una
pizzeria donde realizaron la compra que se muestra en la Ilustracion 1

1.1 Observa la tmagen v responde:
i
Bo

ot

17.60 €

Tlustracion 1

a) ;Se puede determinar el valor de una porcion de pizza v una bebida? Justifica tu respuesta

b) ;Qué podemos saber del precio de 4 bebidas v 2 porciones de pizza?

c) Siconsideras la ilustracion I e ilustracion 2 ;Qué precio tiene 5 bebida v 8 porciones de
pizza?

12 € =

Tlustracion 2
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Para el inciso a) se presentd una imagen que puede ser traducida al lenguaje natural o
simbolico. Se pretendia que los estudiantes identificaran las relaciones que se generan entre la
cantidad de productos adquiridos y el precio a pagar.

En las respuestas de E1, E3, E5, E10, E11 para el inciso a) ellos expresaron que para
encontrar el precio de una pizza y una bebida faltan datos (ver Figura 103), esto nos permite
concluir, que tienen la idea de que un sistema de n-ecuaciones tiene solucién sélo si tiene n-
incdgnitas.

Figura 103

Respuesta de E3 al inciso a) del problema.

a) ;Se puede determinar el valor de una porcion de pizza y una bebida? Justifica tu respuesta

Faltan datos para resclver |a ecuacion. Al haber dos incognitas con valores distintos necesitamos 2
ecuaciones para resolverlo. Una ecuacion 2x2.

Por lo anterior, como lo expresa Hernandez (2018), los estudiantes tienden a reconocer
como una caracteristica algebraica la equivalencia entre el nimero de ecuaciones y de incégnitas
presentes en los sistemas de ecuaciones lineales de orden 2x2 (2-ecuaciones, 2-incognitas). Por tal
motivo, algunos estudiantes no lograron identificar la relacion funcional que se puede establecer
entre la cantidad de productos y el precio a pagar, es decir, 4x + 6y = 17,60 € dicho de otro
modo, como una relacion que posibilito calcular uno de los precios de un producto en funcion del
otro precio.

Para este mismo inciso E4, E6 muestran otro razonamiento, ellos primero plantearon de
manera implicita hipotesis del precio de un producto bajo la condicion que la suma de la compra
de los dos productos es igual a 17,60 € (tal como se muestra en el recuadro amarillo) Luego,

conjeturaron el precio de un producto para realizar las respetivas operaciones aritméticas que les
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permitiera encontrar el precio del otro producto (ver Figura 104). En términos de Polya (1965) los
que ellos hicieron da cuenta de la habilidad de comprensién del problema porque lograron
evidenciar las principales partes del problema: la incognita, los datos y las condiciones.

Figura 104

Repuesta E4 inciso a) al Problema informacién y exploracion

Se destaca como E4, realiza de manera implicita intentos por pasar del lenguaje verbal al
lenguaje algebraico. Segin Mason et al. (1999), aunque no emplea una notacion sucinta se
convierte en una accion que le permite al estudiante exteriorizar su pensamiento y encontrar una
alternativa para representar las relaciones identificadas en el problema.

Finalmente, en las respuestas de E7, E8, E9 se muestra el despeje de la variable “x” (precio
de las pizzas) en funcion de “y” (precio de las bebidas) (ver Figura 105), se hace evidente el
identificar la relacion entre los datos y las variables, el uso adecuado de la notacion matematica,

las cuales, segun Polya (1965) son muestra de la comprension del problema.
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Figura 105

Respuesta de E8 al inciso a) problemal del taller 5.

sea x el valor de las pizzas
sea y el valor de las bebidas
Jx ax+6y=1760

dx= 1760 - 6y

x= 17.60-6y/4
remplazamos

x= 17.60-6(1)/4

x=11,6/4

x=29

[x

En el Episodio 2, se observa cuando E8 expresa la idea de la ecuacion a sus comparieros.
Esta idea llevo a reflexionar y establecer una variable en funcién de la otra variable, lo cual
correspondio6 con una de las posibles respuestas esperadas.

E9: [...] (Quién fue la de la idea de la ecuacion?

E8: Yo [escribe en la pizarratt 4x + 6y = 17, 60 euros]

E7: A pues mire, se podia hacer de una manera, se podria pues, 4x=17,60- 6y [...]

Episodio 2

Al respecto, inferimos que los estudiantes identificaron la relacion de covariacion entre el
precio de los productos y las cantidades adquiridas para satisfacer el pago total. Esto se evidencia
al establecer en una ecuacién de primer grado con dos variables y encontrar la ecuacion explicita
de una variable. Asimismo, gracias al trabajo en equipo, como lo menciona De la Fuente (2016)
se favorecid la discusion del problema para dar una explicacion de como usar una ecuacion de dos
variables para determinar el valor de una de las variables en funcion de la otra.

En el inciso b) del problema informacion y exploracion libre del Taller 5 (Figura 100), las
repuestas de E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E9, E10, emplearon calculos aritméticos instaurados

en valores hipotéticos de precios y calcularon el valor promedio de precios (ver Figura 106).

T La pizarra es una herramienta de la plataforma de Zoom que se estaba usando para el desarrollo del curso
de forma presencial remota.
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Aqui, en las respuestas los estudiantes expresan de manera general la relacion de las variables y
los datos. E1 plante0 la ecuacién lineal de una variable, es decir, supone que los productos tienen
el mismo valor, por lo tanto, “x” representa la cantidad a pagar por cada producto (pizzas y
bebidas). Segun Aké (2021) los estudiantes pueden usar la letra (variable) como una incégnita y
dar un significado operacional del signo igual como una equivalencia, lo cual, es evidente en el
acercamiento empleado por parte de E1.

Figura 106

Respuestas de E1 y E4 al inciso b) del Problema del taller 5

b) ;Qué podemos saber del precio de 4 bebidas y 2 porciones de pizza? Justifica tu respuesta

Segun la suposicion seria:

A
/; refrescos:
0.93*4=3.72 euros

Pizzas:
3*2=6 euros

También, observamos la aplicacion de la heuristica de particularizacion propuesta por
Polya (1965) (acercamiento de E4), donde se hace evidente el planteamiento de un supuesto precio
de un producto y de las condiciones del problema (cantidades adquiridas por producto y pago total)
de esta manera logra obtener los valores correspondientes. Aké (2021) indica que los estudiantes
cero de algebrizacion, realiza su exploracion con nimeros particulares, es decir, con los supuestos
de precios mencionados por E4. Este inciso b) permitio a los estudiantes establecer varios casos
particulares e identificar diversos precios para presumir que existen infinitos precios para los
productos.

En el problema exploracion dirigida del taller 6 (Figura 107) se pretendia que los

estudiantes comprendieran el vinculo que existe entre la solucion analitica y la gréafica de un
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sistema de ecuaciones lineales de orden 2x2 cuya solucidon es unica. Se planted el uso de valores
decimales para que con ello el estudiante emplee sus conocimientos de los nimeros reales. Los
incisos que permiten la comprension son el inciso a) donde se identifican las variables, el inciso

b) que plantea la relacion entre las variables y los datos, el inciso d); inciso €), donde se promueve

la construccidn grafica y su respectiva lectura.

Figura 107

Problema exploracion dirigida del taller 6

De las respuestas registradas en el AVG, las de los estudiantes E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7,

E8, E9, E10 (ver Figura 108) en el inciso a) hicieron evidentes la identificacion de las variables

asi mismo.

En el inciso b) reconocieron las relaciones entre los datos y las variables, luego, plantearon

las ecuaciones. Segun Polya (1965) cuando se traduce un enunciado a simbologia matematica se

2.1 Ana v Leticia fueron al mercado por fruta. Ana por cinco kilos de manzana y tres kilos
de pera pagd $139 y Leticia pagé $226.50 por ocho kilos de manzana y cinco de peras.
a)  Identifica las vanables de la situacién. Explica tu respuesta

b)  jexiste una relacion entre dichas variables? Representa algebraicamente.

¢)  ;Cuanto costaba el kilo de manzana y el kilo de pera ese dia en el mercado?
Justifica fu respuesta

d)  Supongaque (x,v) designan las coordenadas de un punto en el plano denotado
por P(x,y) ;por qué?

e)  ;Qué figura representa cada una de las ecuaciones en el plano cartesiano? ;por
que?

f) Considere los puntos (5,12) v (6,14), pertenecen al grafico de alguna ecuacién
del problema ;por qué?

g)  Considere los graficos de las ecuaciones. ;Qué observas? Explica tu respuesta.
h)  Compara la solucién encontrada micialmente v lo que observas en el grafico.
Existe alouna relacion entre estos. Explica tu respuesta.

hace evidente la comprension del problema.
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Figura 108

Respuesta de E8 a los incisos a, b) Problema exploracion

a) Identifica las variables de la situacion. Explica tu respuesta

sea x el valor de las manzanas por kilo
sea y el valor de las peras por kilo

Jx

b);existe una relacion entre dichas variables? Representa algebraicamente.

A 5x+3y=139 Ana
T 8x+5y=226.50 Leticia

Jx
Existe una relacién entre x, y ya que en ambas ecuaciones representa los valores por kilo de
manzanas y peras.

En el inciso a) se hace evidente que el estudiante distingue el precio de las manzanas (le
asigna la letra “x”) y el precio de las peras (le asigna la letra “y”), luego, en el inciso b) realiza una
traduccion del lenguaje verbal al lenguaje algebraico lo cual, segin Olvera (2010) hace necesario
que, con antelacion el estudiante comprendiera el enunciado e identificara las relaciones entre los
datos y las variables.

En las respuestas de E1, E2, E3, E4, E5, E6, E8, E9, E10, para el inciso d) se estipula la
relacion de correspondencia en el plano cartesiano de los puntos que se le puede asignar a las
variables “x” e “y” (precios de manzanas y peras), que satisfacen la condicion del precio y la
cantidad de productos para la compra de Ana, es decir, i) 5x + 3y = 139 y para la compra de
Leticia ii) 8x + 5y = 226.50 (ver Figura 109).

Figura 109

Respuesta de E5 al inciso d) del problema exploracion dirigida del taller

d) Suponga que (x,y) designan las coordenadas de un punto en el plano denotado por P(xy) ;por que?

A porque y designa los valores del precio, x los valores del kilo y juntos denotan los valores de P.
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En este inciso pretendia hacer evidente la necesidad de introducir una notacion adecuada
con el animo de vincular el registro numérico y direccionar a los estudiantes a la representacion
gréfica de los valores que cumplen las condiciones del inciso b). De esta manera, como lo expresa
Olvera (2010) la representacion grafica complementa la actividad del estudiante, al permitir
entrelazar la representacion simbodlica y numeérica.

Para el inciso e) las respuestas de E1, E2, E3, E4, E5, E6, E8, E9, E10 expresan de manera
unanime que la figura que se genera corresponde a la grafica de dos funciones lineales que se
intersecan (rectas secantes). Destacamos en la Respuesta de E10 (Figura 110), empleo el software
de GeoGebra para representar las expresiones elaboradas en el inciso b) y expresar que se
formaban dos lineas rectas (desde lo que visualizo).

Figura 110

Respuesta de E10 al inciso e) problema exploracién dirigida del taller 6.

n 2

e
a_
o

| £

ecl: bx+3y = 130 : 20

10 Ty

E = Interseca(ec2, ecl) :

@)
O ec2: Bx+5y = 226.5 :
@

— (15.5, 20.5)

10 15 20 2

é figura representa cada una de las ecuaciones en el plano cartesiano? ;por qué?

A Presentan dos lineas rectas que las podemos mirar graficadas en la calculadora de geogebra

Observemos que E10 indica con diferentes colores las ecuaciones a su vez, las
representaciones graficas coinciden con la asignacion de estos colores, lo cual, desde nuestra
interpretacion favorece en el vinculo y la coordinacion de las estas representaciones. Asimismo,

se instituye que empled la herramienta punto de interseccion (E) entre las rectas. Santos-Trigo



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 202

(2014) menciona que el uso de las herramientas tecnologias provee a los estudiantes de opciones
para representar e interactuar con la informacion identificada en los problemas. Debido a las
condiciones de presencialidad remota, se hizo necesario emplear los diversos dispositivos y
herramientas de comunicacion, lo cual, favorecid el desarrollo de los problemas como se hace
evidente en este inciso.

El Problema informacién y exploracion libre del taller 8 (Figura 111) establece cuatro
problemas con la finalidad de que los estudiantes indicaran para cada una de ellas, si las
magnitudes son variantes o constantes (longitud del cable, el angulo ABC; el area del triangulo, el
precio del anuncio). Vale la pena rescatar que de acuerdo con lo que habiamos previsto alcanzar
con este problema (ver apartado 4.3.15) algunos estudiantes presentaron varias dificultades en el
proceso.

Figura 111

Problema informacién y exploracion libre del taller 15

Actividad Informacion y exploracion libre,

1.1 De los cables
La distancia entre dos postes que se emplean en las instalaciones telefonicas es de 10 | 13 1o as paralelas
metros,como se muestra en lafigura 1.3 En lasiguiente figura, las rectas L y M son paralelas. Se ha dibujado el tridngulo ABC.
La longitud de los postes es de tres y de cinco metros. A manera de soporte, un cable que
une a partesuperior e amios e sujetaraa un puto Si el punto C se mueve sobre L, qué ocurre:
P en tierra, localizado en el segmento que une los . L 2) Elireade tr'u?ngulo_ ABC es variable?
dos postes. b) (El drea del tridngulo ABC e
) ) constante? Justifica tu respuesta
2)  ;Lalongitud total del cable es variable” y \
b)  ;La longitud total es constante? Justifica !
fu respuesta. 1.4 Del anuncio
1. De la semicircunferencia Un periodico cobra los anuncios e la siguiente manera;

En una semicircunferencia con centro en O, se traza ¢l | *Cobra 7 pesos por cada centimetro lineal en forma horizontal
diametro AC. Se ubica un punto B sobre la | +Cobra8 pesos por cada centimetro lineal en forma vertical

- semicircunferencia, como se muestra en la siguiente | Unempresario quiere mandar a hacer un anuncio de drea A (fija)

f figura: a) ¢Elcosto del anuncio es variable?

b) ;Elcosto del anuncio es constante? Justifica tu respuesta

|
I

S1¢l punto B se mueve, qué ocurrird;
a) jLamedida del dngulo ABC es variable? 1.5 Socialice y comparte tus resultados con tus compatieros ¥ tu profesor.
b) ;La medida del dngulo ABC es constante?
Justifica tu respuesta




CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 203

En el problema de los cables (Figura 111), se plante6 con el fin de que los estudiantes
identificaran y reconocieran la variacion de la longitud del cable cuando se desplaza el punto P
sobre la distancia que separa los dos postes. De las 4 respuestas correctas, E3 y E9 responden
empleando el teorema de Pitagoras (Figura 112), justificacion esperada para este problema.
Inferimos de lo expresado que los estudiantes logran identificar que al variar el punto P, se forman
dos triangulos rectangulos, los cuales mantienen uno de sus catetos invariantes, mientras que, el
otro cateto depende de la posicion de P, lo cual, implica la variacion de la magnitud de la
hipotenusa (la longitud del cable).

Figura 112

Respuesta de E3 al problema de los cables

Justifica tu respuesta

A La longitud del cable es variable puesto a que al mover el punto P se cambiaran las longitudes en
los cables. Esto es puesto a gque entre 2l punto P, la altura de los postes y el suelo se forman

X triangulos rectangulos, y al cambiar los valores la de P, la longitud del cable(hipotenusa) cambia.

Al respecto, Santos-Trigo (2014) menciona que para comprender el problema es
importante que los estudiantes identifiquen los elementos claves del problema, en este caso
particular, que se reconozca que la variacién del cable esta ligada a la ubicacion del punto P sobre
la distancia que separa los postes.

En lo que sigue se muestran las respuestas erradas que presentaron los estudiantes y se
infieren posibles causas del error.

En las respuestas de E8 y E2 se menciono que la longitud del cable es variable, explicando
con sus palabras que la variacion dependia de la ubicacion del punto P (ver Figura 113). De este
razonamiento podemos establecer que los estudiantes identificaron la relacion de dependencia

entre la distancia que separa cada uno de los postes con ese punto P de referencia, lo que implica
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directamente la variacion de la longitud del cable. Sin embargo, no se hizo evidente cémo
encontrar la magnitud de la distancia entre el poste y el punto P o la distancia entre el punto P y el
punto de altura maxima del poste (Longitud de cable de sujecion).

Figura 113

Respuesta de E8 al problema de los cables

Justifica tu respuesta

Sera variable ya que el punto P al variar su posicion hara que la cantidad de cable cambie en los
dos postes

No obstante, seis respuestas declaran que, la longitud del cable es constante y no logran
distinguir que la variacion de las hipotenusas de los triangulos depende de la posicion del punto P
(ver Figura 114). Las justificaciones de la no variacion por parte de E6, E7, E10 se fundamenta
en que la longitud del cable entre los postes es la misma, en términos de Polya (1965) ellos no
identifican las condiciones del problema, que es una parte esencial de la habilidad de comprension.

Figura 114

Respuesta de E10 al problema de los cables

Justifica tu respuesta

Es constante ya que independientemente de en que punto P se sujete en la tierra la longitud del
cable entre los dos postes va a ser la misma.

P

En las respuestas de E1, E5, E4 se establecen que al mover P (ver Figura 115) la variacion
de la hipotenusa se le atribuye a la variacion del area, lo cual, es evidencia de una dificultad para
distinguir la pregunta del problema porque el area no se relaciona con lo que se solicitaba

(variacion de la longitud)
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Figura 115

Respuesta de E1 al problema de los cables

Justifica tu respuesta

Del poste de 3 m al poste de 5 metros siempre sera constante pero si lo vemos de manera
— individual la hipotenusa puede variar, ya que si esta aumenta lo hara de igual manera el area del
Jx  triangulo.

Algunas explicaciones de los estudiantes en la puesta en comun hacen més claras sus
percepciones, (ver Episodio 3) en relacion con las dificultades antes mencionadas.

E1l: Si lo vemos de manera individual [al parecer se refiere a la longitud de la hipotenusa
en relacion con el area del tridngulo] la hipotenusa varia en cada triangulo, ya que, pues si
una aumenta la otra disminuye... de igual manera lo haria el &rea del triangulo. Entonces,
para mi eran constantes [se refiere a las longitudes de los cables].

E4: [...] El total [se refiere a distancia entre los postes] del punto P no cambia, sabemos
que la base son 10 metros, por mas que usted mueva el punto la longitud de los cables va a
ser la misma, porque no aumenta la base.

E9: [...] inicialmente, pensé que lo que variaba era la distancia, y al variar la distancia iba
a variar la longitud del cable. Pero, ya escuchando mejor, para mi si el punto P se moviera
de todas formas iba a quedar constante, porqué como lo dijo E1, los cables estan conectados
y si uno se hace pequefio el otro se hace grande y viceversa.

In: ¢Usted dice que si varia en 0,2 en un lado al otro lado se compensa esa medida?

E4: [...] es que si la pregunta dijera: ¢Si la longitud de cada cable varia, ¢cudl seria esa
variacion?, entonces si variaria. Pero, como pregunta es por el total del cable, la longitud
total es constante porque la base es siempre la misma [se refiere a la distancia que separa
los dos postes, es decir: 10 metros] por mas que usted lo mueva. Si varia, pero cada cable,
la suma siempre va a ser la misma.

Episodio 3

En la discusion anterior se hace evidente la confrontacion de ideas entre los estudiantes,
quienes emplean elementos perceptivos e intuitivos para dar sus explicaciones con sus propias
palabras del por qué es constante la longitud del cable. E4 le da énfasis especial al hecho de que
la distancia entre los dos postes es fija (10 metros), argumentando que, la base de los triangulos

sera constante y por ende la longitud total del cable también. Por otra parte, E1 y E9 recurren a
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ideas de “compensacion de la longitud del cable” en la misma proporcion de la longitud de cada
cable, desde la variacion del punto P.

Benitez & Bueno (2009) mencionan en su estudio que algunos estudiantes tienen dificultad
para plasmar, argumentar y justificar la variacion debido a que las ideas empleadas para tal fin se
pueden fundamentar en la percepcion, argumentos matematicos no validos o problemas para
entender el enunciado, tal como lo comprobamos en la Figura 115y el Episodio 3.

En el problema de la semicircunferencia (Figura 111), un aspecto importante de reconocer
es que el AABC tiene como base el didmetro de la semicircunferencia (el segmento AC), que B es
un punto de la semicircunferencia diferente de Ay de C, y que, por lo tanto, el ZABC es recto (tal
como se explico en el apartado 5.3.15 del Teorema de Tales). La intencién del problema es que
los estudiantes expresen que la magnitud del ZABC es invariante.

En las respuestas de los 10 estudiantes, destacamos en ellos tres percepciones, que nos
permiten indicar que los estudiantes asocian la variacion a los elementos de la figura cémo lo son:
los angulos y los lados. A continuacion, mencionamos las justificaciones de los estudiantes para
este problema.

i) Las respuestas de E2, E3, E4, E7, E10, dan a entender que el mover el punto B implica
la variacién del &ngulo ABC (ver Figura 116), es decir asociacion la variacion con el movimiento
del punto B.

Figura 116.

Respuesta de E10 al problema de la semicircunferencia

Justifica tu respuesta

Ya que si se mueve e punto B este afatara directamente a la medida del angulo ABC, porque B es
el que determina la apertura del &ngulo y si esta apertura aumenta lo hara de igual manera los
Jx  grados de dicho 4ngulo. o
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ii) En las respuestas de E1, E5, E6, E8, ellos asocian la variacion de este angulo con la
longitud de los lados del triangulo, de esta manera, el estudiante reconoce y establece una relacion
entre la longitud de los lados del triangulo y las magnitudes de los angulos internos, sin embargo,
en este razonamiento no se considera que la longitud de AC es constante.

Figura 117

Respuesta de E8 al problema de la semicircunferencia.

A variable ya que al mover el punto b la medida del lado AB aumenta

iii) En la respuesta enunciada por E9 (ver Figura 119) se muestra una justificacion en la
que se asocia la variacién del &ngulo con una sus alturas (inferimos que él se refiere a la que pasa
por B y es perpendicular a AC). Esta respuesta no la consideramos en el andlisis inicial, sin
embargo, nos parece muy interesante que el estudiante se haya fijado en esa variacion, que, aunque
no responde a la pregunta que se le planted si busca otras relaciones de variacion del AABC.
Nosotros lo interpretamos como en la Figura 118y valdria la pena de que si esta respuesta vuelve
a surgir en un curso sea aprovechada por el profesor para provocar una discusién al respecto.
Figura 118

Variacion una de las alturas del triangulo
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Asi, desde esta percepcion, se pudo llegd a que no hay una dependencia entre estos dos
elementos (magnitud del angulo y altura del tridngulo) del objeto matematico para determinar,
dadas las condiciones del tridngulo formado con el diametro de la semicircunferencia.

Figura 119

Respuesta de E9 al problema de la semicircunferencia

Justifica tu respuesta

A S variable porque la altura si va a cambiar

Ante lo anterior, Camargo y Acosta (2012) expresan que la geometria es una rama
multifacética de la matematica, que es vista como una actividad humana y una disciplina formal,
ademas, en la geometria desde sus origenes existe dos polos en constante tension: i) el polo
empirico donde se encuentra lo perceptivo, intuitivo y visualizado, ii) el polo tedrico que consolida
la estructura axiomatica de la geometria.

Segun los autores la dependencia y relacion entre estos dos polos hacen que la actividad de
los estudiantes se direccione, ademas no es posible hacer geometria prescindiendo de uno de ellos.
Esto explicaria porqué los estudiantes no logran establecer la relacion entre la variacion del angulo
ABC, ya que, se fundamentan en el polo empirico, pero no dan evidencia de aspectos tedricos
relacionados con las propiedades del tridngulo inscrito en la semicircunferencia.

Una vez se notd que ningln estudiante llegd al proceso esperado y que se dieron las tres
percepciones antes narradas, la docente-investigadora se percatd de que tal vez ellos no habian
identificado correctamente el angulo al que se hacia referencia, por ello les present6 la Figura 120
y les pregunt6 qué namero correspondia al angulo 2#ABC y las respuestas que ellos dieron se

muestran en el Episodio 4
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Figura 120

Puesta en comun problema de la semicircunferencia

De la semicircunferencia

A 4B =]

|

Figura 2

In: ¢qué angulo se estan refiriendo cuando se pregunta por £ ABC? Al 41,42, 43

E3:al 42

E9: a los tres angulos.
E4: al 42

E10: el 43
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Episodio 4

En el episodio se puede evidenciar que la dificultad pudo recaer en la no identificacion del

angulo, ya que, la notacién del problema no era familiar para algunos estudiantes.

Una vez

aclarada la notacion e identificacion del angulo se presenta un applet con la simulacion del

problema, en el que se anima el punto B para que ellos observaran que el angulo es recto y que

esta magnitud invariante. En el Episodio 5 se muestra la interpretacion de E4.

Figura 121

Puesta en comun de la semicircunferencia
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E4: Ubiqué el punto B, en el 5 de “y” y no veo un triangulo rectangulo [él se referia al
punto encerrado en el recuadro azul de la Figura 121].
[La investigadora mueve el punto B hasta 'y = 5 tal como lo indico E4]

E9: Por la inclinacion, acomodelo por un cateto, usted imaginese o mueva el teléfono,
que quede derecho por un cateto [E9 le explicaba como girar el tridngulo haciendo uso
de su celular].

E4: Espere... ya muevo el computador [al parecer el joven iba a girar la pantalla de su
computador para poder visualizar el tridngulo rectangulo].

In: ¢hay un tridngulo rectangulo?

E9: Es que hay una inclinacién que no lo deja ver a uno, porque uno siempre ve todo
derecho y acomodadito [él se refiere a que el tridngulo rectangulo siempre se le
presenta como se muestra en la [Figura 122].

Episodio 5

Figura 122

Posicion tradicional de un tridngulo rectangulo

Del dialogo inferimos que E4 tiene la percepcién de la existencia de un modelo mental
alusivo a un tridngulo rectangulo cuando se muestra como en la Figura 122. Segln Scaglia &
Moriena (2005) esto es una dificultad que se presenta en algunos estudiantes e implica el no
identificar figuras geométricas debido a los modelos esquematicos que se han creado como
iméagenes de las figuras (ejemplo prototipico).

En el problema de las paralelas (Figura 111), los estudiantes pueden identificar los datos
principales para poder resolverlo. Lo que se esperaba que ellos vieran era que L y M son rectas

paralelas ( L||M), que la base del A ABC es el segmento AB, que la magnitud de AB no cambia,

que cuando se mueve punto C sobre la recta L la forma del A ABC es distinta. Era importante, que
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los estudiantes reconocieran que, las variables que intervienen en el calculo del area de un triangulo
son las magnitudes de sus alturas y de sus bases de este, ademas que, por estar el triangulo al
interior de las rectas paralelas la altura no variaba (condiciones del problema).

En las respuestas descritas en el AVG, los estudiantes E1, E2, E3, E4, E6 expresan el area
del triangulo como una magnitud constante. No obstante, tan s6lo E4 emplea la justificacion de la
definicion de area de un triangulo (Ver Figura 123). E4 menciono y reconocié las magnitudes
invariantes, es decir, la base y la altura del triangulo que se encuentra entre las dos rectas paralelas
y la dependencia del area del tridangulo de estas dos magnitudes invariantes.

Figura 123

Respuesta de E4 al problema de las paralelas

A Sabemos que el drea es b*h/2

fx C va hacer la altura trazando una linea perpendicular, al estar en dos rectas su altura ni su base va
cambiar asi que queda constante

En la Figura 124, se muestran las justificaciones de E1, E2, E3, E6 quienes fundamentan
la dependencia entre otros elementos de la figura, como los angulos o los lados, pero no emplean
argumentos matematicos validos. Ademas, E3 acude a la percepcidn e intuicion, asi, establecio
que al mover el punto C sobre L, los lados varian y experimentan una compensacion entre si, la
cual, asocia de manera equivocada con la magnitud del area del triangulo.

Figura 124

Respuestas de E2 y E3 al problema de las paralelas

A El drea sera constante, cambiaran los dngulos de los puntos pero no el drea total del tridngulo

Justifica tu respuesta

A El area del triangulo sera la misma pues al mover a la derecha la longitud BC disminuye pero la AC
aumenta compensando este movimiento, igualmente ocurre lo mismo de manera vicebersa al
¥ mover hacia la izguierda




CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 212

Finalmente, en las respuestas de E5, E7, E8, E9, E10 ellos mencionan que el area es
variable y emplean justificaciones incorrectas asociando esta variacion a los argumentos ya
mencionados en la Figura 124 y basaron sus percepciones e intuiciones para justificar la variacion
que se planteaba en el problema. En concordancia con lo expuesto, evidenciamos que lo
estudiantes no identificaron las magnitudes invariantes y las condiciones del problema en su
totalidad, tampoco hicieron conexiones entre los conceptos de area de un triangulo.

Por lo anterior, se hace necesario para abordar problemas que involucren configuraciones
geométricas, en palabras de Santos-Trigo (2014) que los estudiantes establezcan relaciones y
propiedades entre las figuras y sus elementos (rectas, puntos, segmentos, triangulos...), ademas
vale la pena preguntarles sobre los conceptos y las propiedades que estdn inmersas en la
configuracién de una situacion para establecer posibles conexiones entre ideas y argumentos, de
esta manera, dar tratamiento al problema.

En el Episodio 6 mostramos como la socializacion permitio a los estudiantes manifestar
los elementos tedricos empleados para comprender el problema. Polya (1965) establece que el uso
de definiciones (en este caso, la definicion del area de un tridngulo) puede proporcionar la
identificacion de elementos auxiliares para abordar el problema.

E4: AB esta en la recta M, C en L. Sabemos que si trazamos una linea perpendicular [ él

iba dibujando la altura en la pantalla con las herramientas de zoom como se muestra en la

Figura 125]

In: ¢Esta trazando la altura?

E4: Si, C se puede mover en la recta, entonces, la altura no va a variar, es decir, va a ser

constante el area.

Episodio 6

De lo anterior podemos inferir que el estudiante E4 empled sus conocimientos previos para

justificar que el area era constante, especificamente usé la definicion de area de un triangulo.

También, se observa en el dibujo de E4 un elemento auxiliar cuando traza la altura del triangulo.
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Figura 125

Puesta en comun donde se evidencia la comprension.

De las paralelas

En la siguiente figura, las rectas L y M son paralelas. Se ha dibujado el triangulo ABC.

Al respecto, Polya (1965) dice que esos elementos auxiliares en problemas de geometria
pueden ser lineas, puntos, que permiten deducir con mayor facilidad la solucién del problema, de
donde E4 logra interpretar que no hay una variacion de la altura en el triangulo (Episodio 6).

En el problema del anuncio (ver Figura 111) se requeria que los estudiantes plantearan que
para un area fija se pueden obtener varias dimensiones de los lados, que, consecuentemente
mantengan la magnitud del area constante.

Las respuestas de E3, E6 identificaron la dependencia del precio con las dimensiones de la
hoja, E3 empled en primer lugar su conocimiento referente a como encontrar el area de un
rectangulo.

El uso la estrategia heuristica de particularizacion planteada por Polya (1965), de esta
manera, logran identificar un contraejemplo que les permite inferir que el precio del anuncio es

variable y de esta manera comprender el problema (Figura 126).



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 214

Figura 126

Respuesta de E3 problema del anuncio

Justifica tu respuesta

A El area del pericdico esta dado por A=B*h entonces las medidas pueden cambiar obteniendo el
" mismo area. En un caso puede ser 12 el area del periodico.
S 122473

12=3%4

Las medidas horizontal y vertical pueden variar entre ellas haciendo que el costo varie.

Observamos que tal como lo establecen Fiallo y Parada (2018), el uso casos particulares
como un procedimiento empirico permiten a los estudiantes aproximarse al planteamiento de
conjeturas y razonamientos para acercarse a la solucién de un problema.

Por el contrario, en las respuestas de E1, E2, E4, E5, E7, E8, E9, E10 se justifica que, el
precio del anuncio es constante porque el area fija. En este planteamiento, vislumbramos que, los
estudiantes no establecen las relaciones entre los datos para indicar el costo en funcion las medidas
del anuncio6 (vertical y horizontal). Es decir, para un area fija, se pueden tener diversas medidas de
las dimensiones de la base y la altura que posibiliten la preservacion del area.

Figura 127

Respuesta de E10 al problema del anuncio

Justifica tu respuesta

El costo del anuncio va a ser constante ya que mantiene un area fija, teniendo en cuenta la relacidon
entre los centimetros lineales en forma horizontal con respecto a los centimetros lineales en forma
j;( wvertical.

De la valoracién de las actividades, podemos inferir que los estudiantes en algunas
oportunidades no identifican la informacidn relevante, ni las relaciones entre los datos inmersos
en la situacion, tampoco las magnitudes variantes o invariantes presentes en cada uno de estos

problemas, lo cual, se convierte en factores que imposibilitan la comprension del enunciado y, por
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tanto, la obtencion de una respuesta que se ajuste a las condiciones de los problemas. Segun
Santos-Trigo (2014) para la comprensién del problema se hace necesario la asociacion y
vinculacion de algunas definiciones, conceptos, procedimientos para aplicarlos en estos contextos
6.2 Evidencias de la habilidad para plantear y ejecutar diversos caminos de solucién

Polya (1965), Krulik & Rudnick (1989), Santos (2014), mencionan que, los estudiantes
pueden emplear diversas estrategias de solucion para resolver un problema y que éstas son
generales, es decir, pueden emplear en cualquier tipo de problema, algunas de ellas son: el uso de
casos particulares, tablas, graficos, dibujos, ecuaciones, analogias, etc.

Para presentar los resultados hemos identificado algunos problemas que favorecen el
desarrollo de esta habilidad. En la Tabla 31 se muestra la relacion de los problemas que se retoman
de cada taller con los respectivos descriptores (retomados de la Tabla 3)

Tabla 31

Actividades seleccionadas para la habilidad de plantear y ejecutar.

Problema/Taller/Figura Descriptores de la habilidad plantear y ejecutar diversos
caminos solucion.
1/2(Figura 94) Realiza una tabla.
Realiza una figura.
Emplea casos particulares.
Plantea generalizaciones.
2/6(Figura 107) Plantea y resuelve una (s) ecuacion (es) que represente la situacion.
Los estudiantes emplearon diversos métodos de solucion de
ecuaciones lineales 2x2
Realizar una grafica (empleando GeoGebra)
3/6 (Figura 137) Plantea y resuelve una (s) ecuacion (es) que represente la situacion.
Realizar una grafica (empleando GeoGebra)
Empleo ensayo y error para encontrar los valores desconocidos
2/8 (Figura 143) Realizar una tabla (usando Excel)
Realizar una gréfica (empleando GeoGebra)
Realiza una representacion algebraica.

1/9 (Figura 150) Establece relaciones de covariacion
Realiza una representacion tabular (usando Excel)
Plantea una generalizacion.
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El problema informacion y exploracion libre del taller 2 (Figura 94) tenia el proposito que
los estudiantes encontraran el patrén o la regularidad y luego expresara la generalidad.
Observamos que, en el desarrollo del problema los estudiantes emplearon estrategias
fundamentadas en la variacion identificada desde lo numérico y lo figural. Desde esta perspectiva
surgen tres expresiones de generalidad, donde se define a n = numero de la figura. A
continuacion, mencionamos los diversos caminos que emplearon los estudiantes:

i) En la Figura 128, se muestra la respuesta de E9 donde se empled una tabla para organizar
algunos casos particulares que él obtuvo al contar a partir de la figura, la cantidad de cuadrados
presentes.

Figura 128

Respuesta de E9 al inciso b) del problema

figura 123

N
cantidad de cuadros 5 9.13 17

Cetina & Cabafias-Sanchez (2022) mencionan que, para generalizar patrones y
regularidades, la estrategia recursiva consiste en identificar en cada par de términos consecutivos
la diferencia, luego, hacer los incrementos de manera constante. En la tabla construida por E9, se
registrd la informacion proporcionada en la Figura 94 de la representacion figural del problema
hasta la figura 3 y él identifica la diferencia de cuadrados para la figura 4 (de la numeracién que
él establecid).

ii) En la Figura 129 se muestra la respuesta de E1 donde se evidencia la creacion de un
rectangulo con la configuracidn inicial de la secuencia, alli se pude ver que él empleé la heuristica
de hacer una figura. Accion que segun Polya (1965) no debe restringirse exclusivamente a
problemas geométricos y puede proporcionar al estudiante la posibilidad de plasmar informacion

relevante para dar solucion al problema.
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E1l plantea una agrupacion inicial en la que identificdé una cantidad invariante de 5

Figura 129

Respuesta de E1 al inciso b)

000
i
o0

cuadrados (sefialados en los recuadros rojos de la Figura 129). Posteriormente, él registra el
incremento como los multiplos de 4 (numeros verdes fuera de los cuadros). Inferimos que, el
dibujo se convirtié en una estrategia que le permitio a la estudiante plantear la generalizacion. Al
respecto, Garcia et al. (2015) indica que el presentar una figura para que los estudiantes reconozcan
el patron y la regularidad involucra la percepcion de los estudiantes, por lo tanto, ellos pueden
identificar diferentes sub-configuraciones en la figura inicial.

Ademas, tal como se muestra en la Figura 130 E1 logrd expresar la generalizacion,
relacionando el nimero de la posicién y la cantidad de elementos que posee, de esta manera se
establece una expresion mediante una funcion de la forma f =5 + (n * 4), aqui el estudiante,
aunque no usa la notacién correcta porque no expresa la funcién en términos de n, se puede
evidenciar que si encuentra el patron. Ademas, a E1 le falto aclarar que para que esa expresion

modele la representacién dada n debe tomar valores desde cero.
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Figura 130

Respuesta de E1 al inciso b)

A -..' 5+ (n-4]]
|f =5+ (10-4) = 45|
Jul [f=5+(37-4) = 153]

Al respecto, Cetina & Cabafias-Sanchez (2022) menciona que los estudiantes pueden
establecer una estrategia funcional para relacionar una posicion con una cantidad de elementos y
expresar mediante una funcion afin de la forma (f(n) = an+ b).

iii) En la Figura 131 se muestra la respuesta de E6, donde inicialmente solucion6 unos
casos particulares. Observamos que E6 establece la relacién en la que se multiplica por cinco el
namero de la posicion que se requiere (n) y se le resta la posicion anterior (n — 1). Es decir, E6
expresd 5n — (n — 1). El estudiante identifica empleando casos particulares que, por ejemplo,
n = 10 realiza lo siguiente: 5(10) — (10 — 1)=41; también para n = 37, muestra que el mismo
razonamiento 5(37) — (37 — 1) = 149

Figura 131

Respuesta de E6 al inciso b)

A Para la figura 10 se necesitan 41 cuadros v para la figura 37 se necesitan 149 cuadros, &l
procedimiento se halla multiplicando 5{sumatoria cuadros figura 1) por la posicion que se guiere
Jx | hallar menos la posicién anterior
Multipliqué 5 por 4 y luego le resté 3, es decir, la posicidn anterior Sn-{n-1) @

Polya (1965) manifiesta que la particularizacion es una estrategia empleada en la
resolucion de problemas, que permite pasar de un conjunto de objetos a uno mas pequefio. De esta
manera inferimos que él estudiante logro ver la relacion entre la figura “n” y su posicion anterior

“n — 17, para posteriormente, expresar la generalidad.
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iv) En la Figura 132, la respuesta de E3 permite inferir un acercamiento apoyado en la
descripcion de la variacion del nimero de cuadrados de la figura inicial. En este sentido E3 registra
la variacion empleando notacion matematica donde cada una de las variables tiene un sentido
particular para él, asi, c= cuadrados; f= nimero de la figura,y G(c) = 4f +1
Figura 132

Respuesta E3 al inciso b) del problemal del taller 2

b\l C 5 :‘;_,4'!-'.!!..;'_];5l
f= o

¥va e la
f..]l.Jlj
6(ch: MF 44 6 | éccy=204 2F + 2
(40)= w ‘1
iy “~ton
Eroy = Hl ZF
5 X

Destacamos que, la generalizacion ii) y iv) son expresiones algebraicamente equivalentes,
pero logradas mediante diversos caminos de solucién, asi mismo preservan la identificacion de
una relacion funcional entre el nimero de la figura y la cantidad de cuadrados.

En el Problema exploracion dirigida del taller 6 (Figura 107) se pretendia generar un
sistema de ecuaciones lineales de orden 2x2 que fue abordado por los estudiantes empleando
diversos métodos algebraicos. Para Polya (1965) plantear una ecuacion es una accion similar a una
traduccion y consiste en representar con simbolos matematicos el enunciado verbal. El inciso c)
buscé que los estudiantes encontraran el precio de cada uno de los productos adquirido por Anay
Leticia. Mencionaremos acercamientos algebraicos empleados por los estudiantes, abordar el
problema.

1) En las respuestas registradas por E1, E2, E3, E5, E7, E8, E9, los estudiantes plantearon

las ecuaciones que representan la compra efectuada por Anay Leticia, definieron unas letras que
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representaban el precio de lo kilos de manzanas y peras como se mencioné en la Figura 133
(recuadro amarillo). Luego, se evidencid el procedimiento analitico denominado método de
reduccion.

Figura 133

Respuesta de E3 Inicio ¢) Problema exploracion dirigida del taller 6.
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Observamos que E3, buscé eliminar la variable “y” realiz las operaciones algebraicas
correspondientes, encontro el valor numérico x = 15.5 el precio del kg de manzanas; posterior a
ello, reemplaz6 en la primera ecuacién el valor de x”, despej0 la variable “y” (y = 20.5). Asi logro
establece el valor de los productos adquiridos por Ana y Leticia. Asi mismo E3 realiz6
procedimientos de despeje de ecuaciones para graficar, establecié la ecuacion explicita de cada
una de las rectas (encerrd en verde Figura 133). Por lo anterior, identificamos que él reconoce la
relacion de covariacion entre el precio de las peras y el precio de las manzanas en cada una de las
ecuaciones planteadas, también podemos observar en €l que transito desde el lenguaje verbal y el
lenguaje simbdlico. Al respecto, Bernal, et al. (2012) y Cogua (2013) manifiestan que es muy
frecuente que la ensefianza de los sistemas de ecuaciones lineales 2x2 se convierta en una

aplicacion de algoritmos.
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ii) En la Figura 134, se muestran las respuestas de E4 y E6, quienes solucionan el sistema
de ecuaciones lineales de orden 2x2 empleando el método de igualacion.

Figura 134

Respuesta de E6 al inciso c) del problema2 del taller 6.
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E6 define “m” como la variable que representa el precio de los kilos de manzana; “p” la
variable que representa el precio de los kilos de pera. Se observé en el procedimiento algebraico
que de cada una de las ecuaciones despejo la variable “m” estableciendo el precio por kg manzana
corresponde a 20,5; luego, reemplazd y encontr6 el valor numérico de la variable “p” de lo anterior,
evidenciamos el predominio en la aplicaciéon de algoritmos propios del método de igualacion.
Identificamos que E6 mostré la combinacion del “punto y la coma” para expresar 10os nimeros
decimales.

Creemos que como lo expresa Cogua (2013) en algunas oportunidades los estudiantes no
suelen revisar los procedimientos para hacer una interpretacion de la respuesta obtenida, es decir,
siguen una serie de pasos Y si obtienen una respuesta incorrecta no saben por qué llegaron a ella.
En este caso la respuesta es coincide con la esperada, sin embargo, es de gran relevancia tal como

lo expresan Puga et al. (2016), los estudiantes tengan un lenguaje matematico que siga las reglas
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y principios de la ciencia. Es importante mencionar que el uso del separador decimal, es decir, el
simbolo que se emplea para separar la parte entera de la parte decimal (punto-coma) los cuales son
aceptados de manera simultanea en varios paises, por ejemplo, en Colombia se suele emplear la
coma decimal, mientras que, en Reino Unido, Australia, se suele emplear el punto decimal. Lo
gue no es correcto es combinar los dos simbolos en un procedimiento.

Por otra parte, para el inciso f) del Problema exploracion dirigida (Figura 107) se pretendia
que los estudiantes indicaran si los puntos (5,12) y (6,14) pertenecian al grafico de alguna de las
ecuaciones. Se identificaron dos acercamientos i) construye una recta con estos puntos ii) ubica
los puntos en el plano.

i) Las repuestas expresadas por E1, E5, E7, E8, E9 (ver Figura 135) muestran su
razonamiento considerando para que los puntos pertenezcan a la ecuacion deberian pertenecer a la
recta.

Figura 135

Respuesta de E5 al inciso f) del Problema exploracién dirigida

f) Considere los puntos (5,12) y (6,14) pertenecen al grafico de alguna ecuacion del problema ;por

qué?

A Mo pertenecen al grafico ya que estos no cumplen con la condicien dada

g) Realiza el grafico de la situacion. ;Qué observas? Explica tu respuesta.
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Establecemos en lo expresado por E5 que hay una conexion segun Bernal et al. (2012)
entre la representacion grafica y representaciones algebraicas de las ecuaciones lineales, ya que,
E5, ubico en la vista gréafica de GeoGebra los punto F y G, ademaés escribid las ecuaciones en la
barra de entrada generando las dos rectas; concluimos que él reconocié que los puntos no
pertenecen al grafico de ninguna de las dos ecuaciones, por lo tanto, expresd que los puntos no
cumplen con la condicién dada. (Figura 135).

i) En Figura 136 se muestra la repuesta registrada por parte de E3, quien usé el programa
de GeoGebra para crear su representacion. Alli, ubicé los puntos (B, C) y construyé la
representacion de la recta que pasa esos puntos (recta roja f(x) = 2x + 2 ). Ademas, en la parte
derecha de la pantalla se logra ver el uso de una tabla de valores y el procedimiento analitico para
encontrar expresion algebraica de la recta. Lo cual nos permite inferir que E3 empleo diversas
estrategias para dar respuesta a este inciso.

Figura 136

Respuesta de E3 al inciso f) Problema exploracion dirigida.
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Destacamos el uso del software como una estrategia para le resolucion de problemas por

parte de E3. Moreno (2014) menciona que el uso de un sistema de Geometria dinamica como
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GeoGebra se convierte en un mediador debido a que les ofrece la posibilidad a los estudiantes de
representar y manipular los objetos matematicos para establecer un vinculo entre el conocimiento
y el estudiante.

El problema tarea retadora del taller 6 (Figura 137) pretendia en primer lugar, que los
estudiantes pueden traducir del lenguaje natural a lenguaje simbdlico, en segundo lugar, el interés
fue que los estudiantes vincularan los métodos algebraicos y el método grafico presente en la
manera como se aborda la solucion de los sistemas de ecuaciones lineales de orden 2x2. En el
Problema tarea retadora del taller ,1 es inconsistente, mientras que el problema tarea retadora del
taller 2 posee infinitas soluciones.

Figura 137

Problema tarea retadora del taller 6

3.1 La suma de dos mimeros es 1000 y el doble de su suma es 700.
a) ;Cuailes son esos mimeros?
b) Realiza un grafico que represente la situacion.

3.2 El perimetro de un tridngulo isésceles es 18 centimetros, 51 se suma la medida de uno
de sus lados congruentes a la mitad del lado de la medida del lado no congruente se
obtiene 9.
a) ;Cual es la medida de cada lado? Justifica tu respuesta.
b) Realiza un grafico que represente la situacion.
c) ;Qué podemos concluir de las tres actividades respecto a los graficos v la solucion
de cada sistema de ecuaciones lineales?

Las respuestas registradas en la plataforma de E1, E2, E4, E5, E6, E7, E8, E9 y E10
plantean la relacion entre las variables a partir de una representacion algebraica, posteriormente
indican que el sistema de ecuaciones lineales 2x2 no tiene solucién, es decir, no existen dos

nameros que cumplan las condiciones del problema (ver Figura 138).
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Figura 138

Respuesta de E1 al inciso a) del problema tarea retadora

a);Cudles son esos ndmeros

x+y=1000

2(x+y}=T00
i

x=1000-y

x=700-y/2=350-y

1 "“Cl" =350~y

Mo existen dos nimeros que cumplan estas condiciones.

En el acercamiento de E1, en primea instancia se observa que el estudiante establecio la
relacion entre las variables y los datos del problema, accidn que le permitid plantear el sistema de
ecuaciones lineales, luego, lo resolvié por el método de igualacion mostrando fluidez con la
manipulacion y despeje de ecuaciones. Observamos que E1 llegd a una contradiccion (recuadro
rojo) y concluyé que no existen dos nimeros que cumplan con las condiciones del problema
planteado.

En el Episodio 7 E9 expresa el uso de otro método de solucion del sistema de ecuaciones.

E9: [...] al hacerlo por método de reduccion [se refiere a como soluciono el sistema] al

intentar reducir los dos términos nos va a dar cero porque se van a reducir ambos términos

a la vez entonces, por dar cero ya va a ser insoluble. [ver Figura 139]
Episodio 7

Figura 139

Respuesta socializacion de E9 problema tarea retadora
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b) Realiza un grafico que represente la situacion
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Por lo anterior, concluimos que los estudiantes lograron identificar que el sistema no tenia

solucion, debido a que llegaron a un resultado contradictorio lo cual implica un planteamiento

inconsistente desde el inicio, tal como se menciona en Bernal et al. (2012)

En el inciso b) el Problema tarea retadora del taller 6, se promueve la accion de crear una
representacion grafica de la situacion. Por lo anterior, en las respuestas de E1, E2, E4, E5, E6, E7,

E8, E9 y E10 se utilizé la aplicacion de GeoGebra, esto les permitid inferir la posicion relativa de

las rectas, es decir, que son rectas paralelas (ver Figura 140).

Figura 140

Respuesta de E5 al inciso b) del Problema tarea retadora
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b) Realiza un grafico que represente la situacion.
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Observamos como E5 muestra un uso sistematico del software de GeoGebra, y tal como
lo expresa Santos-Trigo (2016) el empleo de las tecnologias digitales ayuda a los estudiantes a
representar objetos matematicos y a razonar sobre ellos. Pensamos que E5 a partir de lo que

visualizo de las gréaficas concluye que las rectas son paralelas. Sin embargo, no hace evidente una
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justificacion tedrica de este hecho. (por ejemplo, emplear que las pendientes de las rectas son
iguales).

Para el Problema tarea retadora del taller .2, durante la clase sincronica observamos que
E4 empled la heuristica mencionada por Polya (1965) que consistio en realizar una figura para
asignar sentido al enunciado y representar la informacion suministrada, posteriormente, plante
las ecuaciones.

E4: Lo podia dibujar mejor, [...realiza los dibujos de la Figura 141] sabemos que los

triangulos isdsceles, los dos catetos o bueno, estos dos lados son los congruentes [ubica en

el dibujo los lados congruentes]... que es “x” es decir que, es el mismo valor en este lado

y en este lado.

In: Ahora, me estas diciendo el perimetro es esto [ In encierra la formula de P=L+L+L=18

en la pantalla]

E4: El perimetro es la suma de estos tres lados.

Episodio 8

Figura 141

Repuesta de E4 al inciso a) del problema tarea retadora del taller 6.

Destacamos en el dialogo del Episodio 8 del que E4 usé la definicion de triangulo
Isdsceles y la definicion de perimetro para establecer la relacidn entre los datos y las variables, es

decir que gracias a estas acciones concibe el plan que le permitira abordar el problema.
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En las respuestas de E1, E2, E4, E5, E6, E7, E8, E9 y E10 se evidencian las ecuaciones
que representan el problema, ademas, la grafica de las dos ecuaciones lineales, las cuales,
coinciden. Por lo anterior, los estudiantes manifiestan que problema tiene infinititas soluciones.
(ver Figura 142). Sin embargo, del Episodio 9 los estudiantes se muestran algo confundidos con
la manera de responder en este problema

E9: [...] Nosotros lo que hicimos fue hallar la formula y como nos daba cero [ se refiere a

que plantearon y resolvieron el sistema de ecuaciones lineales de orden 2x2] dijimos,

vamos a graficarla a ver que nos da y aparecieron asi las dos rectas, una encima de la otra.

In: ¢Qué ocurre entonces?

E9: por eso, no nos daba nada, dsea, no supimos como responder.

Episodio 9

Al respecto, Bozzalla & Garcia (2014) manifiestan que, una de las problematicas que se
presentan en los estudiantes al trabajar con ecuaciones lineales es la manera como se expresa y se
da tratamiento a un sistema que tiene infinitas soluciones. Tal como se evidenci6 en el Episodio
9y en la figura que se muestra a continuacion

Figura 142

Respuesta de E8 inciso a), b) Problema3,2 del taller 6

es la medida de cada lado? Justifica tu respuesta.

se x la medida del lado incongruente
se vy la medida de los lados congruentes
S Lez2y=1a
1
+(3)v=9

la medida de sus lados puede ser infinita ya que se le pueden adicionar infinitos valores a x

b) Realiza un grafico que represente la situacion.
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@ =2:2x+y=18
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Pensamos que E8 reconocid que son expresiones algebraicas equivalentes, es decir, al
.- ., 1 - - -z
multiplicar por 2 la ecuacion (y + SX = 9) (recuadro celeste en la Figura 142) obtiene la expresion

algebraica equivalente a x + 2y = 18 (recuadro naranja de la misma figura) lo que implica que

las representaciones graficas de estas ecuaciones coinciden. Posteriormente, suponemos que E8
4 b b (Y] b4 b €6, b 1
logrd despejar una la variable “y” en funcion de la variable “x” asi, y = — Sx+ 9, con ello expresa

que existen infinitos valores (recuadro morado).
Finalmente, E10, expresa una solucion fundamentada en un acercamiento de tipo
aritmético, especificamente empleando un caso particular. Esto se evidencia en el Episodio 10.
E10: [...] también lo podriamos mirar Sin todo eso [se refiere a no plantear las ecuaciones]

mire, si el lado congruente es 7, seria entonces 7+7=14, y el lado no congruente valdria 4
[se cumple la primera condicion x + 2y = 18]; ahora la mitad de 4 es 2, por lo cual 2+7

daria 9. [se cumple la segunda condicién y = —%x + 9]
Episodio 10

Al respecto, Godino et al. (2014) menciona que algunos estudiantes pueden emplear la
estrategia de ensayo y error para encontrar los valores numéricos que satisfacen una expresion
algebraica. En este caso, E10 establecio que la medida del lado no congruente del tridngulo es
igual a 4, y medida del lado congruente del triangulo igual a 7. Estos valores numéricos cumplen
con las condiciones del problema, y, se convierten en un caso particular de triangulo isésceles.

En el problema exploracion dirigida del taller 8 (Figura 143) se pretendia resolver un
problema que involucra la oferta de planes de telefonia movil. Se esperaba que los estudiantes
reconocieran y relacionaran la informacién suministrada a fin de crear una funcién para cada uno
de los planes, que permitiera establecer el precio en relacion con los minutos consumidos (x) , asi:

. 42000, si0 < x < 65
Plan bajo > f(x) = {42000 +960(x — 65), si x > 65
84000,si 0 < x < 150

Plan medio 2 g(x) = {84000 + 840 (x — 150),si x > 150
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144000, si 0 <x <300

Plan alto > h(x) = { 144000 + 720(x — 300),si x > 300

Figura 143

Problema exploracion dirigida del taller 8

Una empresa de telefonia movil tiene los siguientes planes

Plan Bajo Plan Medio Plan Alto
Cargo Basico: Cargo Basico: Cargo Basico:
$35.000 + IVA $70.000 + IVA $120.000 +1VA
Minutos incluidos: Minutos incluidos: Minutos incluidos:
65 150 300
Minuto adicional: Minuto adicional: Minuto adicional:
$800 + IVA $700 + IVA $600 + IVA

2.1 Responda las siguientes preguntas:

a) Suponga que usted puede pagar cualquiera de los tres planes, pero quiere escoger el
que, de acuerdo con su consumo mensual, le salga mas favorable, ;Cual escogeria?
Suponga una tasa del 20% para el IVA. Explica tu respuesta.

b) Exprese utilizando una representacion grafica o simbolica el valor de consumo mensual
en cada uno de los planes. Justifica tu respuesta.

¢) Si Maria tiene un estimado de consumo de 250 min, ;Cual de los planes le beneficia?
(por que? Justifica tu respuesta.

Para la solucién de este problema se evidencié algunas estrategias como: acercamientos de
tipo aritmético y analitico, el uso de software como GeoGebra y Excel para representar y dar
tratamiento matematico al problema. A continuacidn, proporcionamos evidencias al respecto.

La Figura 144 evidencia las respuestas al inciso a) del problema por parte de E3, E5, ES.
Alli los estudiantes emplearon el programa Excel donde establecen algunos comandos que le
permiten calcular el precio a pagar para cada uno de los planes en funcion a la cantidad de minutos

consumidos.
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Figura 144

Respuesta de E3 al inciso a) uso de Excel.

20%|

Observamos que E3 transfirio la informacion suministrada en el problema a Excel, agrega
unas casillas donde €l hace explicito y para cada uno de los planes indica: el cargo basico (Pg),
precio+IVA (P;), minutos que incluye el plan, los minutos de exceso (E), el precio de los minutos
de exceso con IVA (P,), y el precio total (M,). Para calcular el precio a pagar por los minutos de
exceso, E3 establecid la siguiente: Olvera (2015) enuncia que el uso de la hoja de calculo de Excel
les proporciona a los estudiantes oportunidades para plasmar las condiciones del problema y las
relaciones entre los datos suministrados. En el Episodio 11 E3 expresa el modelo que construye
con apoyo de Excel.

E3: [...]por ejemplo, para un consumo de 70 minutos, seria 65+5 [se refiere al plan bajo],

pagaria $4.800 de exceso  con el IVA 'y el total es $46.800 [ver Figura 144]

In: ¢Cual es la expresion que determina el valor a pagar?

E3: [...] se esta multiplicando el exceso por este valor por los $800 y lo vuelve a

multiplicar, pero para calcular el IVA, luego suma al primer valor [cargo basico]

In: ¢por quée?

E3: toca calcular primero el valor del precio del exceso para sobre ese valor calcular el

IVA

Episodio 11

Del dialogo, se puede evidenciar finalmente el modelo matematico que planteo E3 para

encontrar el valor a pagar. M = (EP;) + (P.E)i + (Pg), de manera equivalente se puede expresar
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M = (EP,)(1+ i)+ (Pg), que corresponde a multiplicar la cantidad de minutos de exceso (E
ubicado en F3) por el precio del minuto con IVA (ubicado en L3) mas el cargo basico del plan.
(Ver recuadro verde Figura 144). Al respecto, Godino & Batanero (2002) mencionan que los
porcentajes mantienen una proporcionalidad directa, en este caso, podemos inferir que de lo
expresado por E3 (Recuadro morado Figura 144) M, = (EP;) + (P.E)i; lo cual es equivalente al
factorizara M, = (EP;)(1 + i), el aplico el aumento de un nimero en el i % de su valor implica
calcular el (100+i) % de dicho numero o de manera equivalente multiplicar el ndmero por
(1+i/100).

En las respuestas registradas en el AVG E1, E2, E4, E6, E7, emplean célculos aritméticos
para deducir el precio de los planes dadas las condiciones del problema. En el acercamiento
planteado por E7 (Figura 145) el estudiante reconoce el porcentaje del IVA 'y le da tratamiento
desde su representacion decimal (20% = 0.20).

Figura 145

Respuesta de E7 al inciso a) del Problema exploracion dirigida.

A P'j‘” b:’S'CO plan medio plan grande
el plan medio 1200000.20=24000

Jx |35000020=7000 700000.20=14000 120000+24000=144000
JZOO’chargo b.a.S'CO +iva 70000+ 14000=84000 gr P o
ma=minuto adicional ma=minuto adicional .1"500004'720'ma)
42000+(960"ma) é'-:'boo-(s‘so-ma) {

60070.20=720

) 700%0.20=840 72304 =ma
S O . B4q(x-150)Fma 720(70-300)=ma
800+160=960 minutes de p»b‘lva 8‘:(‘(70'150):n’d 720: 2?0)—ma 2
96q:x-65 =ma 40(_80)=ma VALY

960(70-65)= 5 ’ ' . y
960(70-65)=ma mientras el valor del los minutos sea negativos tendrd minutos para gastar.

E7 planteo para cada uno de los planes i) el cargo basico con IVA incluido, ii) para cada
una de las tarifas establecio la relacion del cargo basico més el valor de cada minuto adicional con

IVA incluido. Por lo anterior, creemos que E7 identificd la relacion funcional presente en este
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problemay se encuentra en el transito entre la aritmética y el algebra tal como lo menciona Mason
et al. (1999), defini6 la cantidad variable como “ma” (minutos adicionales), plantea, por ejemplo,
para el plan bajo: 42.000 + 960(ma) iii) E7 identifica que, cada uno de los planes incluye cierta
cantidad de minutos. Entonces expreso la condicion al escribir (x — 65), (x — 150), (x — 300)
(recuadro rojo en cada plan)

En la respuesta de E4 también se realiza un acercamiento aritmético (ver Figura 146) él
hace uso de la equivalencia entre porcentaje y su fraccion decimal. Es decir, 20% = 20/100.
Figura 146

Respuesta de E4 al inciso a) del Problema exploracion dirigida.

TO.000 — L00%
A TVA : 20%
_;; 70,000 - 20

IVA: — o | = [L£000][+70.000 = B000] Total

700 — 100%

VA - 2%
700 - 20

IVA= 0 |- +800 — 840| Total minuto adicional

En total el plan =saldriz en $84.000 vy &l minuto adicional seria de $940

Observamos en el acercamiento a la solucion por parte de E4, quien encontro6 el IVA al

7000020
100

cargo béasico del plan medio ( ), luego, adiciona a este valor el cargo basico

(14.000 + 70.000 = 84.000) E4, realizé el mismo procedimiento para encontrar el valor del
minuto adicional con IVA. Finalmente, expresé con sus palabras que el precio total del plan se
obtiene al sumar el precio del plan con IVA incluido ($84000) més el precio con IVA incluido de
los minutos adicionales. Por lo anterior, deducimos cierta generalidad en la respuesta. Segun
Posada et al. (2006) las relaciones funcionales implican en los estudiantes analizar relaciones de

covariacion entre las variables. Alli el estudiante logra establecer la covariacion entre el precio a
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pagar con respecto a la tarifa base y los minutos adicionales. Destacamos de esta respuesta la
relacion numérica que establece el problemay la representacion verbal que el estudiante creo.

Finalmente, presentamos la respuesta de E10, donde se evidencia la construccion de una
expresion algebraica que modela el problema (ver Figura 147), hacemos la aclaracion que a pesar
no cuenta con un lenguaje matematico sucinto, refleja las relaciones que el estudiante logré
reconocer y plantear.

Figura 147

Respuesta de E10 al inciso a) Problema exploracion dirigida del taller 8.

A X: valor basico+ IVA
y: valor min adicionales+ VA
J% n:numero de min adicionales

1) 35000+ 20%= 42000
2) 70000+20% = 84000
3) 120000+ 20%= 144000

% + y(n)= valor total

En la respuesta de E10 mencionamos que, definié como el valor bésico con IVA del plan
“x”, el valor de los minutos adicionales con IVA “y” y el nimero de minutos adicionales como
“n”. Luego, present6 acudiendo a la numeracion 1), 2) y 3) el precio con IVA incluido de cada uno
de los planes (bajo, medio, alto). Finalmente plantea una expresion que relaciona las variables
definidas y las relaciones entre ellas, asi, plantea que el valor basico con IVA incluido mas el
numero de minutos adicionales por el precio del minuto adicional le da el valor total. (ver recuadro
azul Figura 147).

En la respuesta de E10 recalcamos el sentido que le atribuye a cada una de las variables
que defini6 y la expresion analitica que us6 (ecuacion) x + y(n) = valor total. Mason et al.

(1999) menciona que los estudiantes suelen emplear simbolos y palabras combinados para registrar
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la generalidad, en este caso, €l proporciona una expresion que permite establecer el precio de los
tres planes.

Para el inciso b) pretendio que los estudiantes expresaran por medio de una representacion
gréfica y algebraica el valor de consumo mensual de cada uno de los planes. En este primer
acercamiento, las respuestas de E5, E4, E7, E8 establecen una representacion algebraica y grafica
que permite encontrar el valor de consumo mensual de los minutos adicionales.

Figura 148

Representacion de E8 con otras condiciones

S PNICIEIPANEIE: X

@  B(x) = 940 x+ 42000 AJ &

5400,000
M(x) = 840 x + 84000

@
@  A(x) = 720 x+ 144000
+

B0 200 400 600 800

Inferimos que, los estudiantes logran establecer la variacion lineal constante de los tres
planes de acuerdo con el precio de minuto adicional en cada uno de estos. Sin embargo, destacamos
de esta representacién que puede corresponder al precio si se establece la condicion de x:
representa el nimero de minutos adicionales en cada plan. Por ejemplo, si para el plan B(x) se
tiene un exceso de 9,5 minutos, B (9,5) = 940(9.5) + 42.000, es decir, B(9,5) = 50.930, por
lo tanto, el valor a pagar por el consumo en el plan bajo con 9,5 minutos de exceso es igual a
$50.930. De este planteamiento inferimos que, es importante analizar con los estudiantes en
dominio y el recorrido de la funcion definida tal como lo siguiere Fiallo y Parada (2018)

En el segundo acercamiento, para el inciso b) las respuestas registradas en el AVG de E1,

E6, E10 y E3 realizan tanto la representacion algebraica como grafica (ver Figura 149). En este
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planteamiento, los estudiantes consideraron para cada uno de los planes, la cantidad de minutos
incluidos y el cargo basico (funcion constante), luego, los estudiantes definen una funcion lineal
en el que se tiene como constante de variacion el valor de cada minuto adicional con IVA incluido
(dependiendo del plan) por la cantidad de minutos adicionales.

Figura 149

Respuesta de E9 al inciso b) representaciones: gréafica y algebraica

) 42000 0<x<65
® | Baisk) = { 960 (x — 65) + 42000 : x > 65 4]~
84000 10 <x<150 ¢ /
Medio(x) = { 840 (x — 150) + 84000 :x > 150
;;» $200 ‘::Z
1440 :0<x<3 : Alto
O Alto(x) == { 90 0= 00 2 I'I"

720 (x — 300) + 144000 :x > 300

BR $100
.5\ o

A En base de gue se gasten mas de 300 minutos siempre sera mejor el plan alto.

|

Como se menciond al inicio en el apartado (4.3.9) lo expresado en la respuesta de E9 era

lo esperado. Aqui acentuamos el uso que él hace del software de GeoGebra para representar la
funcion establecida algebraicamente. Observamos que, para cada uno de los planes, E9 establecio
cémo encontrar los minutos de adicionales (flechas azules); expresé los intervalos de cada una de
las funciones por partes que modelan el problema (flechas amarillas), defini6 el dominio de la
relacion funcional (nimeros reales positivos)

En el problema informacion y exploracion libre del taller 9 (Figura 150) se pretendia que
los estudiantes dieran tratamiento a una situacion del contexto economico de una poblacion
indigena. los estudiantes deberian identificar la relacion de covariacion entre el precio del maiz
del afio proximo y el precio del afio anterior més el aumento del IPC aplicado al precio de ese afio

anterior. Para completar una tabla de valores, se hace necesario que los estudiantes lleven a cabo
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algunas estrategias que les permitan establecer las relaciones entre los datos y las variables de

problema.

Figura 150

Problema informacién y exploracion libre del taller 9

a)
b)
c)
d)

1.1 Para sustentar su economia, los indigenas realizan tejidos artesanales; ademas de dedicarse a
cultivos tales como el maiz. En Colombia el aumento del costo de los productos de la canasta
familiar, incluido el maiz, esta relacionado con el indice de precios al consumidor (IPC), el cual
es un porcentaje que determina el aumento o disminucion de estos productos. A continuacion, se
muestra una tabla con la varniacion anual del [PC en los tltimos afios, segun el DANE.

ANO
2016
2017
2018
2019
2020
2021

IPC (Anual)

5.57%
4.09%
3.37%
331%
3.62%
3.9%

5700

Precio de Maiz (kg)

Complete la tabla anterior.

i Cual serd el precio del Maiz en el 2021 s1 el IPC es de 3,9%07

Halle una funcion que relacione el [IPC (%) v el Precio de Maiz (kg) en el 2020.

Como crees que pueda ayudar a las comunidades indigenas conocer el [PC anualmente?

En las respuestas registradas en el AVG, se observé que E3 y E6 emplearon Excel para

realizar la tabla de valores solicitada (ver Figura 151).

Figura 151

Puesta en comun E3 planteamiento de la funcién

-
>
n ‘

"
o C
» ~ O

NNV NN
- OO o
Fs

o o

NN -

557%
4 09%
337%
3%
362%

3.90%

Procio maiz
$6725

$700.0

$7236

—

$7475
$7746

$504 8

E3 vincula los precios del maiz y el IPC, mediante una formula que se logré identificar

(recuadro rojo) cuando el estudiante socializ6 su respuesta, y que nos permite inferir la relacion
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entre los datos, pues, para ver como encontré el precio del maiz en el afio 2018, se ubica en la
casilla correspondiente (D5), alli observamos la formula que relaciona, las casillas D4, que
representa el precio del maiz para el afio 2017, la casilla C5, donde se establece el porcentaje de
incremento del IPC para el afio 2018. Finalmente, las acciones realizadas por E3 permiten mostrar
que para calcular el precio del maiz para el afio 2018, el estudiante sumo el incremento del IPC
con respecto al precio del afio 2017 (D4 * C5), luego, sumo el precio del maiz del afio 2017 (D4),
es decir, simbolicamente obtuvo la formula D5 = D4 * C5 + D4, la cual, arrastrd para que el
software le permitiera encontrar el precio del maiz de los otros afios.

Al respecto, Olvera (2010) documentd cémo los estudiantes cambian su pensamiento
algébrico al emplear como apoyo en la resolucion de problemas la hoja de calculo, de esta manera
plasmar las condiciones del problema, tal como lo hizo E3.

En el Episodio 12, se muestra el razonamiento de E3 sobre como empled Excel, es
evidente que logré establecer qué variables cambian y como cambian para poder expresar la
relacion existente entre las estas.

E3: Entendiendo como funciona la tabla [se refiere a la informacion del problema] nosotros

la llevamos a Excel... y El Excel nos calcula todo directamente [...] quedaria el precio del

maiz para el afio entrante, es igual al precio del maiz por el interés, mas el precio del maiz

(Pma1 = BpxI + B,,) [escribe en rojo ver Figura 152]

Figura 152.

Respuesta de E3 en la puesta en coman.

2018 337% $723.6

2019 331% $747.5 El conocer estlaslvalcres ayudara a las _
. comunidades indigenas a saber como se maneja

2020 362% 57746 &l precio de su producte, el cual va creciendo

2021 3.90% £804.6

Episodio 12
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En las respuestas reportadas por E7, E8, E9, E10 se emplea el procedimiento de regla de
tres simple, alli se observa ¢l reconocimiento de la variable “x” como el precio del maiz con el
incremento del IPC correspondiente al afio de interés (ver Figura 153)

Figura 153

Respuesta de E7 al inciso a) del problema del taller 9

a);Cual sera el precio del Maiz en el 2021 si el IPC es de 3,9%? Explica tu respuesta

100% 723
A

= 331%  x
Jx 747,55 afio 2019

100% 747,55
3,62% X
774,611 afio 2020

100% 774,611
3,9% X
804,820 ario 2021

Se hace explicito el uso de la regla de tres simple. En esta Respuesta E7 no se plantea una
generalizacién. En el acercamiento realizado E7 se hace hincapié la aplicacion reiterativa de la
regla de tres. Al respecto, Obando (2018) y Godino & Batanero (2002) menciona que es un
algoritmo de los mas utilizados por los estudiantes, coinciden con que se aplica en situaciones
donde se requiere calcular un aumento proporcional, es decir, existe una relacion de covariacion
directamente proporcional (tasas fijas de variacion) entre las magnitudes.

En las respuestas registradas por E1, E2, E4, E5, E9, E10 se evidencian procedimientos
que consideran la dependencia del precio del afio en cuestion (ver Figura 154), con el precio del
afio inmediatamente anterior mas el incremento porcentual de esté. En el Episodio 13 E1 lo
relaciona con una experiencia anterior, es decir, plantea una analogia o similitud Polya (1965)
El: [...] nos dimos cuenta de que, f2 iba a depender de f1 por el porcentaje que se le afladia méas
f1. ¢si me hago entender?

In: ¢quién es f1y quién es 2?

E1: f1 es el valor inicial 6sea el primero, el que aparece en la tabla. [refiriéndose al precio del maiz
del afio 2016 (f1) para encontrar el precio del maiz para el afio 2017 (f2) Figura 154]
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El:[...] algo similar a lo de la sucesion de Fibonacci que hicimos la vez pasada.

Episodio 13
Figura 154
Respuesta de E1 al inciso b) del problema
on que relacione el IPC (%) y el Precio de Maiz (kg) en el 2021. Explica tu respuesta
f1=(633,98"5.57)+633,98=671,37
[f2=(f174,09)+f1=700
X

f=(774,943,9%)+ 774,94

f=30,22 .'-'4:',5'

f=805,1 G

Concluimos que E1 logro plantear una funcidn establece la dependencia entre el precio de
un afo con el precio del afio anterior mas IPC (ver recuadro azul Figura 154)

6.3 Evidencias de la habilidad para validar y verificar la solucion del problema

Desde la perspectiva de Polya (1965) se menciona la necesidad de realizar una vision
retrospectiva o “mirar hacia atras” lo cual hace necesario gque los estudiantes se estén preguntando
sobre: los conocimientos y procedimientos que han empleado, los calculos efectuados, la
informacién han empleado, entre otras acciones gque los ayuden convencerse y converse a los
demas de que sus resultados son correctos. Desde esta habilidad, la respuesta no es el fin tltimo
del problema, se requiere monitoreo, control y verificacion durante todo el proceso.

En la Tabla 32 presentamos algunos problemas que la se adecuaron para el desarrollo de
habilidades para validar y verificar la solucion del problema, problemas que relacionamos con
descriptores de la Tabla 4.

Reconocemos que la metodologia propuesta por Fiallo y Parada (2018) permitio al final
de cada problema una socializacion y discusion de resultados en donde tanto los estudiantes como
la docente exteriorizaron y compartieron sus ideas, razonamientos y procedimientos a fin de,

evaluar y monitorear las respuestas.
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Tabla 32

Actividades seleccionadas para la habilidad de validar y verificar.

Problema/Taller/Figura Descriptores de la habilidad para comprender problemas

1/1 (Figura 91)

1/2( Figura 94)

3/6 (Figura 137)

2/8 (Figura 143)

2/9 (Figura 167)

Discute la solucién con el profesor y los comparieros.

Compara la solucion con el profesor y los compafieros.

Establece casos particulares para validar.

Discute la solucion con el profesor y los comparieros

Evalla si la Respuesta de obtenida se ajusta a las condiciones del
problema.

Emplea procedimientos ya validados para solucionar problemas
semejantes.

Emplea elementos auxiliares para validar

Prueba con casos particulares

Evalla si la Respuesta de obtenida se ajusta a las condiciones del
problema.

Discute la solucién con el profesor o los comparieros.

Reconsidera la solucion

Discute la solucién con el profesor o los compafieros

Compara la solucion con el profesor y los compafieros.

Continuando con el analisis de la situacién de Judy (Figura 91), para el inciso b se pretendia

que los estudiantes se decidieran por una tarifa (diaria o semanal) que le proporcionard mas

beneficios. En los registros del AVG, las respuestas E1, E2, E4, E5, E6, E7, E9, E10 expresan

razonamientos cualitativos donde manifiestan que la mejor opcion es la que ofrece kilometraje

ilimitado (ver Figura 155).

Figura 155

E2 Respuesta de inciso b) al problema.

E2 muestra una comprension del problema adecuada y en su respuesta menciono los datos

y las condiciones del problema. El da a entender que el precio de la tarifa diaria es variable, pero

no hace explicito hasta que cantidad de kilometraje recorrido le favorece elegir esta tarifa.
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Asi mismo, en la plataforma se encontraron las respuestas de E3 y E8 (Figura 156) en las
que los estudiantes se intentaron aproximar al limite del kilometraje mediante ensayo y error
(particularizacion). Estos razonamientos se convirtieron en los primeros intentos para expresar un
limite de kilometraje.

Figura 156

Respuesta de E3 al inciso b) del problema

De lo planteado por E3 inferimos que relaciond la respuesta del inciso a) que implicaba
una tarifa de $850.000 por un recorrido de 250 kilémetros durante los 5 dias de la semana. El
empled este hecho en su razonamiento e intentd plantear una aproximacién de la cantidad de
kilometros que hace mas favorable la tarifa diaria.

En Episodio 14 se pueden evidenciar acciones de verificacion de procedimientos,
realizados por parte de E8 y E3 durante el momento de la puesta en comun.

E8: si ella sobrepasa los $900.000 que es la tarifa semanal, ya tendria pérdidas al elegir

la tarifa diaria. Entonces, quiere decir que, sobran $50.000 que no podemos exceder, pues,

al recorrer 250 km en los cinco dias paga $850.000. Los 50.000 se dividen en 1500 para

determinar cuantos kilometros hay. Esto da 33,333... mas los 250 km, es decir: 283,333...

km [ E8 comparte pantalla en Zoom y realiza los procedimientos de la Figura 157]

Figura 157

Puesta en comUn respuesta al inciso b)

250 375k
5 950k
850k

900k semanal
50k

50k /1500
333

250

In: ;(Qué opinan los demas? [...]
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E3: Se solucionaba, planteando primero la ecuacion 95000(5) + 1500x = 900.000,
donde x que representa la cantidad de km, se resuelve y obtiene 283,3... km
Episodio 14

Inferimos que bajo el enfoque de resolucidn de problemas los estudiantes enriquecen sus
ideas y razonamientos al discutir la solucién con el profesor y comparieros ya que, en esta
discusion se comparten dos caminos diferentes para abordar el problema. Santos-Trigo (2014)
menciona gque es importante revisar y analizar el significado de la solucién del problema, verificar
las operaciones y pensar en las conexiones que se pueden generar.

A continuacion, en el Episodio 15 se presenta un fragmento de la puesta en comun del
problema informacion y exploracion libre del taller 2 (Figura 94). Evidenciamos el planteamiento
de tres generalizaciones diferentes, por lo tanto, se realizo la discusion y comparacion de las
soluciones

E6: Yo sumé, bueno, en la figura 1 [se refiere a la representacion proporcionada en el
problema Figura 94], sabemos que tiene 5 cuadritos. Entonces, me esta pidiendo la figura
10; lo que hice fue multiplicar 5 por 10 vy le resté la figura anterior 6sea 9. Ahi, se hace
como un patrén y siempre me va a dar la cantidad de cuadritos que se necesitan. Para la
posicion 37, multiplico 5 por 37 y luego le resto la anterior la posicion (36) ... me da 149
cuadritos. Seria como una ecuacion 5n - (n — 1).

E3: [...] Exactamente profe, queda igual al mio 4n + 1, ya simplificado y més rapido [se
refiere a que son expresiones algebraicas equivalentes]

E6: Es lo mismo, pero de otra forma.

In: E1 llegaste a otra respuesta ¢nos puedes explicar?

El: [...] tenemos como referencia la imagen inicial, asi que, por eso mi formula es
diferente, porque para mi ésta es la imagen cero y ésta es la imagen uno [encierray enumera
en la pantalla las dos primeras configuraciones Figura 129]...digamos el cuadrito debe ir
acomodandolo asi, en cada una. Luego, los cuadritos que me quedaban los sumaba al
resultado, y ya, después me daba que la sucesidn que tenia era cuatro, es decir, la sucesion
que tenia va aumentado de cuatro en cuatro ( 5 + 4n ), comenzando en cero.

Episodio 15
De este episodio, identificamos algunas estrategias de los estudiantes, por ejemplo, E6 usé

casos particulares; E1 empled una figura donde planteé unas condiciones que hacen valida su
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conjetura. Mientras que, E3 logré comparar la expresion algebraica que él mismo habia establecido
con la de E6 y concluye que sus respuestas son equivalentes. Aungue E3 no lo dijo explicitamente,
inferimos que E3 realiz6 las operaciones algebraicas asi: 5n-(n—1)=5n—n+1=
(5n—n)+1=4n+1.

Tal como lo sugiere Mason et al. (1999) en el trabajo con este tipo de problemas es
importante que se reconozca un amplio rango de formas de expresar la generalidad, en especial,
porque cada estudiante puede percibir la variacion de manera distinta, lo cual representa una
oportunidad para escuchar lo que ellos piensan y plantean, ademas, enriquecer el trabajo en el aula.
De esta manera, se evidencio la habilidad para validar y verificar la solucion del problema.

En el problema tarea retadora del taller 6 (Figura 137) deseabamos promover en los
estudiantes el empleo de procedimientos ya validados para solucionar problemas semejantes, que
segun Polya (1965) consiste en que los estudiantes traten de aplicar los conocimientos construidos
a otros problemas. ElI empleo de procedimientos ya validados para solucionar problemas
semejantes se hace evidente en la respuesta de la Figura 158 por parte del estudiante E1.

Figura 158

Respuesta de E1 al inciso c) del Problema tarea retadora del taller 6

¢) ;Qué podemos concluir de las tres actividades respecto a los graficos y la solucién de
cada sistema de ecuaciones lineales?

A Que estos pueden tener infinitas solucicnes o una unica solucién.
Existen varias formas de llegar a la misma respuesta, aunque no siempre las ecuaciones poseen
_f; una solucién,
Las graficas nos ayudan a determinar varias cosas respecto a la solucién ya que estas pueden ser
paralelas(no tiene solucién), secantes(Unica solucién) o una sobre pone a la otra (infinitas
soluciones) y es una manera también de hallar las incdgnitas, de deducir ciertos aspectos que
matematicamente son demostrables con ecuaciones.
La pendiente juega un papel importante a la hora de interpretar las grafica.

De lo expresado por E1, mencionamos que él logra establecer un vinculo entre la solucién

analitica y la gréfica de un sistema de ecuaciones lineales de orden 2x2. Asi mismo, es consciente
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de que se pueden emplear diversos métodos para resolver un problema de este tipo, existiendo la
posibilidad de que: el sistema no tenga solucion, tenga infinitas soluciones o, tenga una Unica
solucion. Y en la Gltima frase se puede observar que E1, logra reconocer la pendiente de la recta y
la incidencia de esta en la representacion gréafica, al parecer lo hacen identificandola como la razon
de cambio.

Al respecto, Santos-Trigo (2014) expresa la importancia de que la construccion de
soluciones por parte de los estudiantes sea compartida y se puedan extrapolar a otros problemas,
con el animo de posibles aplicaciones. El autor destaca, que mas alla de los constructos personales
se deberian promover y plantear formas generales de solucion. Por lo anterior, en el razonamiento
expresado por E1 hay una evidencia de los constructos conceptuales construidos por él, también
de la generalizacion de las posibles soluciones para un sistema de ecuaciones lineales de orden
2X2.

En la socializacién del Problema exploracion dirigida del taller 8 (Figura 143), pretendimos
que los estudiantes lograran establecer una representacion que permitiera dar cuenta de los precios
a pagar en relacion con el consumo de minutos. Esta actividad planteaba una tarifa basica para
cada plan hasta cierta cantidad de minutos (funcién constante), luego, se les cobraba de manera
proporcional por minuto adicional (funcién lineal).

En el AVG las respuestas de E1, E3, E4, E5, E6, E8, EQ y E10 se puede observar que ellos
encontraron el valor de cada uno de los planes para el consumo indicado y que concluyen que la
mejor opcion es el plan alto. A continuacion (en el Episodio 16) se muestra cdémo E3 (apoyado en
Is herramientas de Excel) explica su representacion tabular y hace evidente la accion de revisar
procedimientos y calculos; revision que hace a través del uso de casos particulares, una actuacion

propia de la habilidad para validar y verificar la solucion.
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E3: Tomamos todos los datos [sefiala la tabla y el 20% en la pantalla, tal como se india en
la flecha naranja de la Figura 159] y lo pasamos a un Excel. ;qué nos dice el Excel? El
tipo de plan [bajo, medio, alto], el cargo basico, nos calcula el precio con el IVA, nos da,
los minutos incluidos en el plan, nos calcula el exceso segin los minutos gastados [sefiala
el recuadro azul oscuro, como lo indica la flecha verde de la Figura], y nos da el precio
total. Entonces si, por ejemplo, digo que son 300 minutos, nos da un exceso de cero en este
plan [sefiala el plan alto, recuadro rojo] en el medio 150. Y nos da el precio del plan. [hace
casos particulares evaluando en 500, 1000, 2000].

Figura 159

Respuesta de al inciso a) del Problema exploracion dirigida del taller 8

B

In: Yo tengo el plan bajo y gasto 70 minutos ¢Cuanto debo pagar?

E3: Seria 65+5 [evalla en el programa minutos gastados] hay 4800 de exceso con el

IVA'y el total es 46.800.

In: ¢cudl es la expresion que me determina?

E3: [..] Esta multiplicando el exceso por los 800, lo vuelve a multiplicar, pero,para

calcularle el IVA, y luego, suma eso al primer valor (Precio +1VA)

Episodio 16

Por lo anterior, el E3 esta realizando un proceso de validacién al explicar con sus palabras
la manera como calcul6 el valor del plan. De esta manera, inferimos existe un modelo matematico
de la situacion configurado en el software de Excel, él establecio el cargo basico mas el precio de
los minutos de exceso.

E3 también mostrd una representacion grafica y algebraica elaborada en GeoGebra (ver

Figura 160) la cual, cuando se realizd la socializacion se identifico que no correspondia con la

representacion tabular generada en Excel.
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En el Episodio 17 se muestra la accion de evaluar si la representacion del objeto
matematico se ajusta a las condiciones del problema, una accion propia de la habilidad para validar
y verificar la solucion.

Figura 160

Validacion de las representaciones por parte de E3

@  bajo(x) = 940 x + 42000 =/ $550000 —@
)  medio(x) = 840 x + 84000 : S0i0.000
@  alto(x) = 720 x + 144000
© A = Interseca(bajo, medio)
— (420, 436800)
+

In: Mire, segun estos datos, por el plan bajo y el plan medio [ se refiere al punto A Figura
160] pagaria $436.800. Pero, segun lo que usted tiene alla en Excel. No paga eso. ¢Eso que
me indica?
E3: profe, que la grafica esta mala.

Episodio 17

De lo anterior, se evidencia que In hace comentarios que conllevan a E3 verificar la
representacion creada, por lo cual E3 establece que la representacion grafica no cumple con las

condiciones del problema.
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Por otra parte, E1 y E10 muestran otra representacion del problema (ver Figura 161) la
cual, es validada considerando una situacion analoga con el contexto actual de los planes. En el
Episodio 18 se evidencia un dialogo que da cuenta de lo mencionado.

E1: asi esta perfecta [refiriéndose a la representacion Figura 161]. Ese si es, la mia no [E1

habia creado un modelo lineal]. Porque igual, si uno gasta un minuto, tiene que pagar igual

los 42.000 pesos y no coordina.

E10: Es como comprar un plan en la actualidad profe, 0sea, si usted compra un plan de

datos da tanta capacidad, si usted no se los gasta tiene que pagar el valor.

Episodio 18

Figura 161

Representacion de E10 para el plan bajo.

® f(x) = 42000, (0<

@  (x) = 42000+ 960 (x365) ’

Destacamos que, se termind la sesién de clase, por tal motivo, se dejé la socializacion para
el proximo encuentro. In revisaba la plataforma en la jornada de la tarde, para seleccionar algunas
respuestas y realizar una presentacion en Power Point para favorecer la discusion al siguiente dia.
Encontro que E3, habia modificado sus representaciones y le pidid una explicacion nuevamente.

En el Episodio 19 presentamos un dialogo entre la In y E3, donde se comprueba que el
estudiante modifico su solucion porque al verificar la condicion del precio no coincidia con el

modelo planteado en su Excel.
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E3: Para hacer la gréfica, yo hice una doble condicion. Primero, cuando los nimeros eran
mayores a cero, empezaba la grafica porque no puede ser negativo, por ejemplo, hasta el
numero 65 es un valor constante [ se refiere al cargo béasico] luego empezaba la funcion
que nos daba los minutos de exceso. Asi quedo la gréfica [muestra la Figura 162] y yo la
comprobé con el Excel y si, da lo mismo.

In: Los puntos Ay B ¢Qué representan?

E3: Esos puntos de interseccion son puntos en los cuales, en cierta cantidad de minutos en
dos planes se paga la misma cantidad de dinero [...] pues, también la comprobé en el Excel

y da lo mismo.

Figura 162

Respuesta de E3 presentada en Power Point por In.

Episodio 19

_ 42000 0<x<65
O Bajo(x) = { 960 (x — 65) + 42000 :x > 65
, 84000 0<x< 150
O Medio(x) = { 840 (x — 150) + 84000 :x > 150
144000 0 <x < 300
O  Alo(x) = { 720 (x — 300) + 144000 : x > 300

a

i

$400,000

$200,000

»}_\Ito
5ajo

=200 0

200
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Consideramos que el proceso de socializacién le permitié a E3 una coordinacion de las

distintas representaciones generadas (tabular, gréfica, algebraica). Al respecto, Rueda (2016)

menciona gue la coordinacion de distintas representaciones es una habilidad superior y consiste en

la capacidad de articular y transformar de un registro de representacion a otro.

Para el inciso c) del Problema exploracién dirigida del taller 8 (Figura 143), pretendimos

que los estudiantes evaluaran las representaciones construidas para el problema, especificamente

para el consumo de 250 minutos, de esta manera eligieran el plan que proporcionara una tarifa mas

baja. E3 evalla en su modelo de Excel el consumo de 250 minutos, tal como se muestra en la

Figura 162 .
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En este inciso nos Ilamo la atencion que E1 trazar lo que Polya (1965) ha definido como
un elemento auxiliar, es decir, el estudiante empled la herramienta de recta perpendicular (al eje
horizontal) que proporciona el software de GeoGebra tal como se muestra en la Figura 163, para
consecuentemente establecer las imagenes de las funciones en x = 250 . Es asi valido y eligio la
mejor opcion de plan.

Figura 163

Respuesta de E1 inciso c¢) Problema exploracion dirigida del taller 8

—
©  plx} = 42000 +960 (x~ 65), (x>65) | =Y D = Punto(p) v

£500,000

) — (400, 363600)
b = p(75) (0, 33600)  ©
— 51600 i : Perpendicular(D, EjeX) : $400,000
| — x =400
O hlx) = 84000, (0<x< 150) : =40 L
| A = Interseca(q. i
©  alx) = 84000 + 840 (x— 160). (x> 150} (a1
— (400, 294000) 5200,000
© () = 42000, (0<x<65) : g
B = Interseca(r, g, (316.009595774: siono /
@  glx) = 144000, (x < 300) . "; s q
O rlx) = 144000 + 720 (x - 300), (x> 300% C = Interseca(r, i, (400, 215000)! P R R MR-
a = {250 H — (400, 216000) =

v n ~$100,000
) Si Maria tiene un estimado de consumao de 250 min, ;Cual de los planes le beneficia? ;por qué?

Justifica tu respuesta

A El plan de 300 minutos ya que paga menaos v le sobran minutos.
" Yaqguesiusa el plan bajo paga 219.000
Jx  siusael plan medio paga 168.000

Pero si usa el plan alto paga 144.000 y le sobran 50 minutos.

En las respuestas de E2, E4, E5, E7, E6, E8, E9, E10 se evaluan los modelos creados
empleando procedimientos aritméticos tal como se muestra en Figura 164. Destacamos que, la
heuristica de particularizacion propuesta por Polya (1965) fue empleada por los estudiantes para

evaluar en el modelo una cantidad especifica de minutos y luego, tomar decisiones.
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Figura 164

Respuesta de E4 al inciso c¢) del problema exploracidn dirigida del taller 8

A El plan mas alto es el que le beneficiar

De esta manera, en el procedimiento E4 se evidencia la validacion y eleccion del modelo
mas adecuado para el consumo correspondiente a 250 minutos. Destacamos que, E4 primero
establece cuantos son los minutos adicionales para cada uno de los planes, luego, establece el costo
de estos para sumarlos a la tarifa basica correspondiente a cada uno de los planes. Desde el MEN
(2006) se recomienda que las situaciones problemas propuestas en el aula proporcionen
oportunidades en los estudiantes para la toma de decisiones.

En el inciso d) del Problema informacion y exploracion libre del taller 9 ( Figura 150)
pretendimos que los estudiantes expresaran para qué les sirve conocer el IPC a las comunidades
indigenas. En el Episodio 20 se muestra la accion de evaluar la solucion del problema desde la
utilidad en el contexto.

E4: les ayudaria al mejor control de sus finanzas.
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In: ¢Si? ; Todos de acuerdo?

E1: Bueno pues no solo para eso, mi familia esta un poco relacionada con estas cosas del

campo Y eso entonces, a veces las personas que vienen del campo y sacan sus productos y

bregan literalmente para sacarlos no se les paga como se debe porque pues, no estan

enterados de los precios. Entonces, pues supongo yo, que mas que ayudarles al control de
sus finanzas, les permite conocer e informarse si sube o disminuye el precio de su producto.

E4: por eso, un mejor control

Episodio 20

De lo anterior inferimos que efectivamente los estudiantes mostraron que el problema se
convirtié en una situacion coherente con su realidad y la de su familia. Por lo tanto, el conocimiento
construido le permitié establecer una aplicacion y una interpretacion de la actividad econémica
Ilevada a cabo en su contexto.

En las respuestas de E4, E5, E9 y E8, se conserva la idea de ayudar al tener un mejor control
de sus finanzas (Figura 165). Deducimos que los estudiantes adjudican una relacion directa entre
el manejo del dinero de esta forma, plantearon una implicacion en desarrollar una actividad
econOmica (venta de maiz) sostenible y rentable, de esta manera, tal como lo establece Echeverria
(2022) los estudiantes establecen una implicacion directa del IPC sobre el calculo de precios para
vender sus productos.

Figura 165

Respuesta E8, inciso c) actividad 1 taller 9.

c);Como crees que pueda ayudar a las comunidades indigenas conocer el IPC anualmente?Explica tu
respuesta

es importante conocer el porcentaje de IPC ya que eso les ayudara a tener un mejor control de sus
finanzas

Las respuestas expresadas por E2, E6, E7 establecen que es importante debido a que les
puede ser util para determinar cudndo sembrar y predecir los precios del maiz para el siguiente

afio. (ver Figura 166) en esta respuesta rescatamos el énfasis que se le asigna al tiempo (“época”)
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asi, el estudiante reconoce que el IPC se establece para ciertos periodos de tiempo, y que es
pertinente medir la evolucion del costo promedio del maiz para los hogares.
Figura 166

Repuesta E6 inciso c) actividad 1 taller 9

¢);Como crees que pueda ayudar a las comunidades indigenas conocer el IPC anualmente?Explica tu
respuesta

, . , : )-
les puede ayudar a conccer en que épocas es mas favorable hacer cultivo de maiz y a saber cémc
les va a ir el afio siguiente @

£

De lo anterior es explicitd que los estudiantes establecen una implicacion directa de este
conocimiento sobre las finanzas de las comunidades indigenas, es decir, a la obtencion, manejo y
ahorro del dinero y el capital. Segun Echeverria (2022) los problemas contextualizados hacen que
los estudiantes comprendan mejor el objeto matematico de estudio (funcion) debido a que le
encuentran sentido y una utilidad especifica por la familiaridad la situacion puede tener en la vida
cotidiana del estudiante.

El Problema exploracion dirigida del taller 9 (Figura 167) se convirtié en un problema no
rutinario, que implicé varios intentos infructuosos por parte de los estudiantes. Esperamos que los
estudiantes trabajaran un problema del contexto econémico de los habitantes de San Basilio
Palenque, relacionada con la venta de minutos y el precio que deberian cobrarles a los clientes por
cada minuto o fraccidén de minuto. Debido a la informacion del problema, los estudiantes pueden
establecer un modelo matematico que implica el uso de la funcion parte entera (“techo”) es decir,
para cada x real, el techo de x es el menor entero mayor o igual a x. Asi se define:

F) = {100 [x] si0<x<10
~ 50[x —10] + 1000 six > 10
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Figura 167

Problema de exploracion dirigida del taller 9

2.1 Un habitante de San Basilio de Palenque decide poner una venta de minutos, con el
fin de que los habitantes del corregimiento se puedan comunicar con sus familiares,
amigos y/o conocidos. El habitante decide cobrar por minuto o fraccion de minuto 100
pesos y despues de los 10 minutos los cobra a 50 pesos el minuto o la fraccion de minuto.
a) ;Cuanto cuesta una llamada de 6 minutos 47 segundos, 22 minutos 40
segundos, 2 horas 18 minutos 20 segundos?
b) Halla la funcion que representa la relacion entre el costo de la llamada v el
tiempo.
¢) Realiza un grafico que represente la situacion.

El problema se abordé siguiendo la posibilidad que establece la secuencia metodoldgica
planteada de Fiallo y Parada (2018) para desarrollar los talleres en grupos pequefios para de esta
manera favorecer el aprendizaje colaborativo. Por tanto, existieron tres subgrupos de trabajo los
cuales llamaremos como G1, G2y G3.

G1 conformado por E3, E8 y E10 en la validacion establecen varios acercamientos que no
corresponde a la situacion por lo que se hace evidente la accién de reconsiderar la solucién y
evaluar los procedimientos. A continuacion, mencionaremos algunos intentos para abordar el
problema y cdmo la habilidad de validacion y verificacion se hizo evidente.

En la Figura 168 se muestra un modelo lineal planteado por G1, quien define un modelo

matematico donde “x” representa la cantidad de minutos o fraccion de minutos consumidos y

_ 50x, > 10
f(x) el precio por pagar f(x) {100; 0 ;x <10
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Figura 168

Respuesta G1 puesta en comun interna

) 50x x>V . O A @] s i -@
- 100x :0<x<1
$10,000
A =| Punto(f)
O @ $8.000
— (5@ 538.74)
i $6,000

$4.000

Los investigadores Fiallo y Parada (2018) expresan que en este tipo de problemas un
acercamiento corresponde a la asignacion de un modelo lineal.

En el Episodio 21 expresamos algunas ideas que plantea E3 y E8 para reconsiderar la
respuesta de la Figura 168. E3 emple6 un elemento auxiliar (Punto A) para realizar su respectiva

validacion.

In: ¢si hablo 4 minutos y medio, ¢cuanto me cobran? segun su gréafica [el estudiante mueve
el punto A hasta ubicarlo en valores préximos a 4,5] [...]
E3: Estd malo. Toca poner una condicion para que el valor sea constante. Osea el valor
tiene que ser asi, segun yo. [El estudiante empleo el lapiz de zoom para realizar la gréfica
Figura 169]

Figura 169

Idea E3 para la situacion de los minutos.

50x x>V L. .\O A o) t o @&
b flx) = { 100x :0<x<1 $E2000 ——
© A = Punto(f) aEa

— (4.49, 448.82) ® $8,000

ay $6,000
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E8: Si, porque cuando yo compraba un minuto asi por unos segundos me cobraban 100

pesos.

E3: ¢No hay ninguna funcion para redondear profe? [escribe en la barra de entrada de

GeoGebra la palabra redondear], [al ver que no aparecio el comando en GeoGebra

pregunta:] ¢de aproximar tampoco? [escribe aprox (x)]

Episodio 21

De lo expuesto anteriormente (en la Figura 169 y en el episodio 21), destacamos los
intentos por resolver el problema por parte de los estudiantes. De esos razonamientos se vislumbra
una idea de como varia el precio total de minutos por cada minuto o fraccion de minuto consumido.

En sus intentos por aproximar E3, busca informacién en internet y emplea la funcion
round (x). Esta funcion lo que hace es redondear un nimero al nimero de decimales especificado,
pero no se cumple para este caso, porque lo que requiere es que, a cada namero real, la funcién le
asigne el nimero entero mas proximo por exceso, es decir, la funcion techo de x (ceil(x))
nuevamente hace una validacién del modelo. En el siguiente dialogo se muestra otro intento por
representar en GeoGebra la funcién.

In: ¢Esta redondeando (mueve el punto A la Figura 170)?

Figura 170

Respuesta G1 funcion round(x)
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E3: [...] si esta redondeando, pero, desde 4,5 a 5. [E3 sefiala como se muestra en el
recuadro rojo el punto 4,5]
Episodio 22

Desde este acercamiento, deducimos que G1 tiene una idea de cobmo deberia representarse
graficamente la relacion, sin embargo, como lo reportan Fiallo y Parada (2018) la funcion
escalonada suele ser desconocida para muchos estudiantes que requiere usar una notacion
especifica, generalmente también desconocida. Este hecho crea una necesidad de busqueda y
clarificacion de conceptos por parte de los estudiantes y la orientacion constante del docente.

Por su parte, en el G2 conformado por E2, E6, E9 plantearon una representacion grafica
(ver Figura 171) definida por partes: i) precio de un minuto o fraccion de minuto en el intervalo

[0,1] asi, con la herramienta de segmento (software) dibujan AB, ii) plantean una funcidn lineal.

100x, x>1

Es decir, definen: f(x) {100 0<x <1

Figura 171

Respuesta G2 puesta en comun interna

En el Episodio 23, In indaga por un caso particular para que los estudiantes reflexionen
sobre el modelo construido.

In: [...] ¢si consumo de 1 a 2 minutos cuanto me van a cobrar? por ejemplo, para 1,8
jcuanto me cobran?

E9: [...] Vamos a mirar aca arriba [se devuelve a leer el enunciado]

E8: pues en 1,8 minutos le deberian cobrar dos minutos.

E9: [..] pero en la recta no esta asi.
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In: ¢Qué esta pasando?

E8: Creo que faltaria esa condicion.

Episodio 23

De lo anterior, mencionamos como la accién de volver a leer el enunciado contribuye al
esclarecimiento de las condiciones del problema, asi como, a la modificacién y el refinamiento de
las ideas planteadas.

Finalmente, en el G3 conformado por E1, E4, E7, en el momento en el que la investigadora
ingresa a la sesion de G3, ellos estaban visualizando el Applet de GeoGebra (de la Figura 172)
donde se encontraba la gréfica correspondiente a la representacion de dos funciones f (x) = x100,
si 0 <x <10y g(x) = x50, six > 10enlaque ellos desarrollan la discusion del episodio 21.
Figura 172

Respuesta G3 puesta en comun interna

o B N 55000 L~ C @

f(x) = x-100, (0<x% U

E1: tiene que quedar la gréfica [E1 dibuja en la pantalla y escribe uno, dos, tres, cuatro,
cinco (tal como se muestra en el ovalo rojo de la Figura 172).
E4: como escalera.
Episodio 24

De las opiniones expresadas y validadas en los grupos, como ya lo mostramos creemos que

ya se habia establecido la idea de como deberia ser la representacion grafica. Por lo tanto, los
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grupos buscaron en internet nuevamente y encontraron informacion referente a la funcion techo

de x, lo cual les permitio establecer la representacion algebraica y grafica del problema.
Consideramos importante mencionar, que debido a la interpretacion que los estudiantes

dan la informacidn suministrada, se obtuvieron dos representaciones del problema. La primera fue

explicada por E3 y la segunda representacion por EA4.
E3: [...] se tiene la funcién techo de “x” que se llama ceil en inglés y lo que hace es
aproximar al nimero siguiente, digamos, si es 0.1 lo manda al numero siguiente nunca
puede ser un decimal los pone en enteros. Y pues de los primeros 10 min nos cobran $100
aproximados al techo, y luego va a $50 de (x — 10) porque ya hablamos 10 minutos. Nos
van a cobrar los siguientes minutos mas los $1.000 que ya debian ( Figura 173)
E4: [...] asi pasaran dos, tres segundos o diez segundos, le cobran como uno completo.
Entonces dijimos eso no puede ser una recta, tiene que ir como escalerita. Pero, no
sabiamos como, entonces, habia una funcién que se llama ceil y con esa funcion fue la que
graficamos (ver Figura 174), pusimos que 0 < x < 10 para que ese 100 no se pasara de
los 10 minuto, esa fue la primera grafica (refiriéndose a g(x)). Con la segunda funcion,
seria lo mismo, sélo que para x > 10 para que la grafica iniciara de ahi en adelante; y partir
de ahi cobran los minutos a 50.
In: ¢Eso dice el problema?
E3: No profe, dice que a partir de los 10 minutos pagaria $1000 mas $50 por minuto.
E4: [...] nosotros ayer tuvimos ese debate, yo decia que si tocaba incluir los $1000 pero
E1 decia que no tendria mucha logica, y yo en mi légica creeria que si [risas] me dejé
convencer.
E1: pues, en el enunciado decia que después de los 10 minutos los cobraban a $50 lo tomé
de esa manera, pero pues ellos tenian la razon [...]

Episodio 25

El episodio anterior fue aprovechado para que los estudiantes argumentaran sobre la

comprension del enunciado, escucharan los diversos puntos de vista y enriquecieran la posibilidad

de estas soluciones, logrando de esta manera que los estudiantes fueran distinguiendo que la
respuesta no es el fin altimo del proceso de resolucion de problemas.

Al respecto, Santos-Trigo (2014) indica que el proceso de resolucion de problemas se

sugiere permita a los estudiantes desarrollar un metodo inquisitivo, donde, ellos se estén
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cuestionando sobre el uso de representaciones, sus conjeturas y argumentos, la pertinencia de los
distintos acercamientos a fin de evaluar y monitorear sus resultados.

Una de las reflexiones emergentes del analisis de las respuestas de los estudiantes es que
es necesario plantear claramente el enunciado porque lo expresado en el problema: “El habitante
decide cobrar por minuto o fraccién de minuto 100 pesos y después de los 10 minutos los cobra a
50 pesos el minuto o la fraccion de minuto”, puede permitir establecer:

i) A partir del consumo de minutos si 0 < x < 10 el habitante de San Basilio cobra
$100 por minuto o fraccion de minuto, pero si el consumo supera los 10 minutos o fraccion de
minutos, le cobran los $1.000 mas cada minuto o fraccion de minuto adicional a $50, mencionamos
que las respuestas de E3, E8, E9 y E10 redactan esta respuesta Figura 173
Figura 173

Respuesta E3 inciso b) c) del Problema exploracion dirigida.

ASLDOOLNE S Q =
0 f(x):{EO'x—101+l{}0{} x> 10 =V mmﬁ cd i @

100 [x] 0<x<10 |
$4.000
A = Punto(f) :
O $2.000
— (068, 100) ® : T
f_._—l—_'_
0 2 4 6 8

en una relacion funcional? Explica tu respuesta

A Si, ya que dado el valor de uno podemos determinar con exactitud el valor del otro.
Para este caso tendriamos una funcidn parte entera que se da de la siguiente manera:
j;I Para los primeros 10min: |100(x]
como se le cobra 5o pesos adicionales después de los 10min entonces la funcion seria :
507z - 10] + 1000
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Destacamos que E3 reconocid la relacion de covariacion que se establece entre el tiempo
de una llamada y el costo de la llamada, ademas él uso distintas representaciones (grafica, verbal,
algebraica).

ii) a partir del minuto o fraccion de minuto si, x > 10 el habitante de San Basilio cobra
todos los minutos o fraccion de minuto a $50, destacamos que las respuestas de respuestas de E1,
E2, E4, E5, E6 emplearon esta idea. En la respuesta de E4 se indica que efectivamente es una
funcién parte entera techo. En los planteamientos se ve cdmo el estudiante comienza a definir
algunas condiciones para realizar la expresion algebraica. Se destaca que, E4 a pesar de escribir
en el inciso b) una funcion parte entera techo (recuadro verde) se referiria a las funciones techo
(recuadro naranjado)

Figura 174

Respuesta E4 Problema exploracion dirigida del taller 9

:$2,000
O  gx) =100[x], (0<x<10)

9

(=]
%]
§
(93]
(2]

10 12

O  f(x) =50[x], (x>10)

-$2,000
+

b);El costo de la [lamada y el tiempo establecen una relacion funcional? Explica tu respuesta

A cantidad de minutos los segundos cuentan como un minuto.

f;< m*100=minutos de 100 pesos cuando [0,10]
m*50=minutos de 50 pesos cuando [10,[ca])

Al respecto, Puga et al. (2016) expone sus reflexiones en torno al uso del lenguaje para
lograr el aprendizaje significativo en los estudiantes. Se precisa que el lenguaje sea claro y

coherente pues como lo mencionan los autores “el lenguaje es el elemento primordial en todo acto
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comunicativo-educativo y depende de este para que el sujeto “aprenda lo que el emisor quiere que
aprenda” (p.217). Bajo esta premisa consideramos necesario redisefiar el enunciado del problema
asi: “El vendedor de minutos decide cobrar los 10 primeros minutos (o fraccion de minuto,
ejemplo: si consume 9.3 minutos se cobran 10) a 100 pesos, después de los 10 minutos se cobra el
minuto (o la fraccién de minuto adicional a 50 pesos”

7 Conclusiones

En este capitulo presentamos las respuestas a la pregunta de investigacion: ;Qué
habilidades para la resolucion de problemas logran desarrollar estudiantes de admision especial de
la Universidad Industrial de Santander que participan de un curso de refuerzo de matematicas?

En el inciso 7.1 se describimos las conclusiones emergentes de las etapas de disefio y
redisefio del curso; en el apartado 7.2 explicamos los principales resultados del proceso de
implementacidn, que una primera vez se dio para refinar los problemas y talleres del curso; y una
segunda vez para analizar las habilidades para la resoluciéon de problemas. En el apartado 7.3
respondemos a las habilidades de resolucién de problemas que se posibilitaron con el desarrollo
del curso por parte de los estudiantes participantes. Finalmente, en el apartado 7.4 mostramos unas
recomendaciones generales para aquellos que deseen replicar el estudio o poner en escena el curso
que proponemos.

7.1 Resultados del disefio del Curso de refuerzo en Matematicas

El curso se disefid durante la época de pandemia del Covid-19, por tal motivo pensamos

un disefio que se pudiera implementar en una modalidad de presencialidad remota. Se realizd un

disefio inicial, que se convirtio en el primer pilotaje (estudiantes de admision especial del periodo
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2021-1) luego, se hizo un redisefio que se convirtid en uno de los resultados de la investigacion
que aqui se reporta.

Para el disefio mencionaremos que el tiempo considerado para desarrollar el curso de
refuerzo en matematicas debe ser minimo de 60 horas y 15 sesiones de trabajo continto, tal como
lo habiamos planeado.

El curso estuvo orientado principalmente por los planteamientos de los documentos
oficiales del MEN (1998) y MEN (2006) y los principios y estandares de matematicas del NCTM
(2003). El objeto de estudio fue las habilidades para la resolucién de problemas ya que, desde estos
documentos se considera puede servir como eje orientador y organizador de un curriculo. Por lo
anterior, se plantearon para el desarrollo del curso problemas de diversos contextos: matematicos
(ej. sucesion de Fibonacci, problemas de papiro de Moscu, reconociendo la variacion, suma de dos
nameros...) ciencias e ingenierias (ej. deuda externa, temperatura crecimiento) y la vida cotidiana
(ej. venta de leche, decrecimiento poblacion indigena, “moto taxi”), porque discurrimos que el
curso podia ofrecer oportunidades para abordar cualquier tipo de problema. Sin embargo,
consideramos relevantes los problemas que surgieron de una investigacién previa por parte de
Echeverria (2022) quien plantean como orientacion didactica contextualizar y adaptar algunos
problemas del calculo diferencial para la ensefianza dirigida a estudiantes pertenecientes a los
grupos priorizados MEN (2013).

En cuanto a los ejes tematicos bajo los cuales se organizd el curso expresamos algunas
conclusiones sin animo de generalizar.

1) Evidenciamos la utilidad de trabajar con patrones y regularidades porque los estudiantes

tuvieron la oportunidad de explorar, argumentar, plantear conjeturas y generalizaciones

para dar tratamiento a la variacion y el cambio. Ademas, los resultados de la aplicacién de
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los problemas orientados bajo este eje tematico nos permitieron corroborar que tal como lo

plantean Mason et al. (1990), Agudelo (2000), MEN (1998), MEN (2006), Aké (2021) los

estudiantes logran establecer relaciones funcionales al establecer como y qué esta variando,
logrando contribuir al transito de lo concreto desde lo numérico, figural o verbal a lo
abstracto desde la expresion en lenguaje simbdlico.

i) Los procesos algebraicos dieron cuenta del trabajo con objetos matematicos especificos
como las ecuaciones lineales dos por dos, las ecuaciones de primer grado e inecuaciones. Como
resultado de estos problemas, algunos estudiantes presentaron dificultad para traducir del lenguaje
verbal al lenguaje simbdlico que habia sido reportada en parte de la literatura consultada (Polya
(1965), Olvera (2010), Cogua (2013), Lasa Oyarbide (2016), De la Fuente (2016)).

Recalcamos que, la resolucién de estos problemas permitié a los estudiantes y a la docente
reconocer la importancia del uso adecuado de la notacion matematica para expresar la
interdependencia entre las variables, la identificacién de la covariacion de dos variables, el
planteamiento de ecuaciones que modelen la situacion, el tratamiento matematico empleando
diversos métodos de solucidn, fluidez con las operaciones entre expresiones algebraicas, despeje
de ecuaciones, etc.

iii) Enel eje tematico del analisis de funciones identificamos en la resolucién de problemas
en las que el estudiante emple6 diversas estrategias como el uso de casos particulares, graficas,
tablas de datos, expresiones algebraicas, entre otras; que les permitieron establecer las relaciones
de covariacién entre magnitudes, dependencia e independencia de variables, modelos
matematicos, actuaciones propias para cuantificar el cambio (Fiallo y Parada (2018), los NCTM

(2003), Seduca (2006))
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Por ultimo, la secuencia metodoldgica propuesta por Fiallo y Parada (2018) para el disefio
de los talleres mostro ser de gran utilidad porque permitio el aprendizaje autonomo y colaborativo.
Ademas, facilitd la socializacion y discusion de resultados, que desde nuestra experiencia permitid
a los estudiantes reconocer el proceso de resolucion de problemas como un proceso dindmico que
se puede enriquecer con la accion de compartir ideas y procedimientos para afianzar, adquirir o
reestructurar algunos conocimientos en matematicas. Asi mismo, en la encuesta realizada por los
estudiantes se valord positivamente la metodologia del curso, principalmente porque ellos
manifiestan importante el trabajo en grupos y la socializacion de los resultados. El rol del docente
en esta metodologia consistio en orientar y acompafiar a los estudiantes (afirmacion emergente de
los resultados de la encuesta de satisfaccion, ver Apéndice C).

El resultado principal de esta primera parte del objetivo general de la investigacion es la
propuesta del curso con sus respectivos talleres y orientaciones, mismo que se encuentra en el
Apéndice A: Curso de refuerzo en Matematicas para estudiantes de admision especial.

7.2 Reflexiones de la implementacidn del Curso de refuerzo en Matematicas

El curso se puso en escena tal como se planificd (de forma remota), para ello se uso la
plataforma de Zoom. La modalidad de presencialidad remota permitié que estudiantes de
diferentes departamentos del pais pudieran participar (En la primera implementacion: Guajira,
Arauca, Casanare, Atlantico, Norte de Santander, Meta, Cundinamarca, Cesar y Santander. En la
segunda implementacion: Arauca, Cesar, Boyaca, Narifio, Guaviare, Cauca y Santander). Vale la
pena mencionar gue algunos estudiantes se encontraban en zonas rurales o de dificil acceso donde
la conectividad a internet era inestable, lo que obstaculiz6 en algunas sesiones de clase el buen
desarrollo de las actividades. En general, la asistencia fue igual o superior a las 12 sesiones (el 80

% de la IH del curso).
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El uso del Aula Virtual de GeoGebra bajo la modalidad grupo, favorecio la comunicacion
y la retroalimentacion mediante la posibilidad de plasmar comentarios por parte de la docente y
los estudiantes en los espacios de trabajo personal de cada uno de los participantes. Ademas, el
AVG posibilito a los estudiantes herramientas para comunicar sus procedimientos y respuestas,
alli pueden: editar formulas y textos, crear tablas, elaborar graficos, insertar Applets e imagenes
(evidencias a lapiz y papel) con procedimientos.

Consideramos que el uso de las tecnologias digitales (Zoom (como plataforma de
comunicacion), el AVG (como espacio para manipular y visualizar objetos de geometria
dindmica), Excel (como organizador de datos) ) son esenciales para dar acceso a los estudiantes
que no pueden desplazarse desde sus lugares de origen y como herramientas de apoyo matematico.
Los estudiantes, aunque no habian tenido acceso a estas tecnologias, con el desarrollo de los
talleres adquirieron cierto grado de experticia, que se evidencié en su area de trabajo personal del
AVG.

Por otra parte, como resultado de la implementacién de los problemas del curso podemos
establecer que los problemas contextualizados propuestos por Echeverria (2022) fueron de interés
para los estudiantes y les permitieron identificar una utilidad de las matematicas para la
interpretacion y modelacion de algunas actividades econdémicas (venta de minutos, precio del
maiz) o problematicas sociales (decrecimiento de la poblacién indigena).

En los 15 talleres del curso, se encuentran problemas rutinarios y no rutinarios (en términos
de Santos-Trigo (2014)), algunos estudiantes mostraron poseer conocimientos y experiencias
previas que permitian abordar los problemas de manera inmediata, es decir, el problema se

convierte en préacticas de algoritmos o de ejercitacion.
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Consideramos afortunada la decision de plantear el curso de refuerzo en matematicas, que
esta dirigido exclusivamente a los estudiantes de admision especial, antes del curso de Precélculo,
con el fin de que ellos puedan tener acceso a estas dos ayudas para poderse enfrentar con mas
herramientas a los cursos de matematicas del primer nivel. Los estudiantes beneficiarios del curso
unanimemente expresaron en la encuesta de satisfaccion, que consideran pertinente recibir ambos
cursos porque les permite recordar, afianzar, perfeccionar y adquirir algunos conocimientos
matematicos, que por sus condiciones de vulnerabilidad no han obtenido en su formacion
preuniversitaria. También mencionaron que el desarrollo de los cursos les permite autoevaluarse
para ver cOmo pueden mejorar y prepararse para sentirse mas seguros del proceso de formacion
gue van a iniciar.

Tal como lo planteamos en la metodologia, la primera implementacion del curso fue
necesaria para valorar la estructura del curso, la eleccion de los ejes conceptuales, el orden de los
talleres y la precision en el planteamiento de los problemas y preguntas. Esa primera
implementacidn nos permitio el redisefio del curso que se consolida en el producto principal de la
investigacion que estamos reportando aqui. Curso que se ha incluido dentro las actividades del
programa de acompafiamiento a las asignaturas de Matematicas de la UIS (SEA-Matematicas),
quedando institucionalizado, desde nuestra perspectiva es un logro muy importante desde el
componente practico de la matematica educativa, puesto al servicio de los estudiantes de admision
especial de la universidad.

La segunda implementacion, se desarrollé tal como se planed y nos permitié centrarnos en
el desarrollo de las habilidades necesarias para resolver problemas de variacion. Resultados que

pasamos a describir en el siguiente apartado.
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7.3 Descripcion de las habilidades para resolver problemas posibilitadas en el curso

Aqui respondemos a la pregunta de investigacion caracterizando las habilidades para la
resolucion de problemas, que identificamos como categorias de andlisis, y para ello usamos
descriptores que enunciamos a lo largo del capitulo de analisis y discusion de resultados.

7.3.1 Descriptores de la habilidad para comprender el problema.

Como mostramos en el apartado 6.1, la habilidad para comprender el problema es
fundamental, los estudiantes dan cuenta que mas alla de no manejar unos procedimientos o
algoritmos, lo que los lleva a fallar es no entender lo que el problema les pide, asi como no poder
extraer los datos del problema que se constituyen en recursos para abordarlos.

Los estudiantes mostraron diferentes formas de comprender los problemas tal como se
muestra en el apartado 6.1. Alli, los estudiantes realizaron diversas acciones para: extraer los
datos, las condiciones y las variables del problema. Por lo anterior concretamos algunas acciones
que dan cuenta de la habilidad para comprender un problema:

e Leer el enunciado e identificar las palabras claves del problema.

e ldentificar la incognita, las condiciones y los datos del problema (pregunta).
e Enunciar el problema con sus propias palabras.

e Plantear las hipotesis y condiciones del problema.

e ldentificar un patrén o una regularidad.

e Reconocer relaciones de covariacion (identificar qué cambia)

e Introducir una notacion adecuada.

e Organiza la informacion del problema (crear una tabla, una figura)

e Reconocer las variables de la situacion.

e Asignar sentido a una representacion

e Emplear una definicion o un teorema.
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7.3.2  Descriptores de la habilidad para plantear y ejecutar diversos caminos solucion
En la resolucion de los problemas planteados evidenciamos el empleo de diversas

estrategias para concebir un plan y ejecutarlo, de esta manera abordar el problema. Algunos
estudiantes suelen emplear casos particulares para determinar algunos valores numéricos que den
cuenta de la variacion, construir una tabla de valores, graficas o expresiones algebraicas entre otras
estrategias reportadas en el apartado 6.2. Algunos descriptores que dan cuenta comportamientos
que realizan los estudiantes para el desarrollo de esta habilidad son:

e Establecer relaciones de covariacion.

e Realizar una representacion (grafica, tabular, algebraica, figural)

e Plantear una generalizacion.

e Plantear una(s) ecuacion(es) que represente la situacion y resolver por diversos
métodos de solucion.

e Emplear casos particulares (particularizacion)
e Realizar estimaciones por ensayo Y error para aproximarse a la solucién.
e Emplear una analogia.
e Descartar parte de la condicion del problema.
e Examinar su hipétesis.
e Emplear elementos auxiliares
7.3.3 Descriptores de la habilidad para validar y verificar la solucion.

A través del curso, los estudiantes mostraron intentos infructuosos que habian emprendido
para solucionar el problema, ellos valoraron la necesidad de ir monitoreando cada paso (estrategia
o0 heuristica) que usaban en el desarrollo de la situacion, tal como se mostro en el apartado 6.3.
Ademas, les permitié reconocer algunos elementos (conceptos, procedimientos, algoritmos,
definiciones, etc.,) que no habian considerado para emprender nuevas acciones para avanzar en la
busqueda de una solucidn. Algunos descriptores que dan cuenta de los comportamientos que

desarrollan esta habilidad son:



CURSO DE REFUERZO EN MATEMATICAS 270

e Revisar procedimientos y célculos.

e Evaluar si la representacion del objeto matematico se ajusta a las condiciones del
problema.

e Discutir y compartir la solucion con el profesor y/o los compafieros.

e Buscar otras alternativas de solucion (Analogias)

e Emplear procedimientos ya validados para solucionar problemas semejantes.
e Probar con casos particulares (Particularizacion)

e Establecer contraejemplos (Particularizacion)

e Evaluar la utilidad del problema (aplicabilidad contextos)

La metodoldgica propuesta por Fiallo y Parada (2018) proporciona un ambiente de clase
favorable para que los estudiantes compartan y debatan sus ideas, lo que permite esa valoracion y
monitoreo de las estrategias que planean para resolver un problema.

7.4 Recomendaciones para la replicabilidad del curso

La experiencia nos mostrd que algunos estudiantes poseen dificultades de tipo aritmético,
métrico, analitico y geométrico y los procesos matematicos, atribuidas por ellos principalmente a
su formacién secundaria, pero, que por no ser el objetivo estudio en esta investigacion no fueron
reportadas. Sin embargo, consideramos que seria muy interesante seguir documentando esta
problematica tal como lo hizo Barajas (2015) a fin de que tanto los colegios como las universidades
establezcan un trabajo mancomunado en la mejora de la educacion del pais.

El estudio nos permitié corroborar que un curso de refuerzo tal como lo planteamos (basado
en la resolucion de problema y el apoyo de las tecnologias) alejado de un listado de temas, puede
consolidarse en una alternativa de acompafiamiento a los estudiantes con caracteristicas de
vulnerabilidad, tal como lo son los estudiantes de admision especial en la universidad.

Sin pretension de generalizar, a través de la investigacion pudimos identificar algunas

deficiencias, que tambien fueron expresadas por los estudiantes en la encuesta: la poca formacion
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matematica de los docentes de sus lugares de origen; la falta de una metodologia y recursos
adecuados para el desarrollar de las tematicas, el enfoque alejado de la resolucion de problemas y
la priorizacion de la mecanizacion de algoritmos. Ademas, algunos estudiantes participantes del
curso sufrieron el proceso de haber vivido el ultimo afio del bachillerato durante la pandemia por
Covid-19, que les dificultd el desarrollo de las clases y por ende el incumplimiento de los
contenidos que debian estudiarse en ese grado.

Finalmente, sabemos que disefiar un curso €S un proceso que requiere constante
transformacion, reflexién y una mejora continua. Por lo anterior, el curso que aqui proponemos

puede ser objeto de analisis y redisefio, a fin de mejorarlo o adaptarlo segun las necesidades.
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