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RESUMEN

TÍTULO: Inversión bayesiana unidimensional para el caso de la magnetotelúrica *

AUTOR: Ariza Serrano, Geraldine Andrea **

PALABRAS CLAVES: magnetotelúrica, inversión, modelo directo, resistividades, capas.

DESCRIPCIÓN: La inversión magnetotelúrica es una herramienta útil para la exploración del
subsuelo ya que proporciona información sobre la composición mineral. Por ello, se realizó el
estudio del método geofísico magnetotelúrico (MT), mediante campos electromagnéticos naturales
para determinar la resistividad del subsuelo a diferentes profundidades. De esta manera, se empleó
un proceso de inversión bayesiana haciendo uso del método de Markov Chain Monte Carlo (MCMC)
utilizando el algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) para obtener información detallada sobre la
distribución de la resistividad en el subsuelo. Posteriormente, se hizo el ejemplo para el modelo
más sencillo con espesores variables para luego aplicar este análisis a un modelo de 25 capas
con espesores constantes debido a las limitaciones que presenta el modelo al tener los espesores
variables. Con base en estos resultados, se llevó a cabo un proceso de selección de modelos para
estimar el número real de capas en estos ejemplos. Los resultados muestran la viabilidad del método
y otorgan no solo un valor único sino una distribución de la densidad de probabilidad.

* Proyecto de investigación.
** Facultad de Ciencias. Escuela de Física. Asesores: Ph. D. William Pinto Hernández and Ph. D. José David

Sanabria.
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ABSTRACT

TITLE: One-dimensional Bayesian inversion for the case of magnetotelluric *

AUTHOR: Ariza Serrano, Geraldine Andrea **

KEYWORDS: magnetotelluric, inversion, direct model, resistivities, layers.

DESCRIPTION: Magnetotelluric inversion is a useful tool for subsurface exploration as it provides
information on mineral composition. Therefore, a study of the magnetotelluric (MT) geophysical
method was made by natural electromagnetic fields to determine the subsurface resistivity at dif-
ferent depths. Thus, a Bayesian inversion process was used using the Markov Chain Monte Carlo
(MCMC) method using the Metropolis-Hastings (MH) algorithm to obtain detailed information on
the resistivity distribution in the subsurface. Subsequently, the example was made for the simplest
model with variable thicknesses to later apply this analysis to a 25-layer model with constant thick-
nesses due to the limitations that the model presents when having variable thicknesses. According
to the results, a model selection process was carried out to estimate the actual number of layers in
these examples. The results show the feasibility of the method and provide not only a single value
but also a probability density distribution.

* Investigation Project.
** Facultad de Ciencias. Escuela de Física. Advisors: Ph. D. William Pinto Hernández and Ph. D. José David

Sanabria.
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Introducción

La geofísica es la aplicación de los principios físicos en el estudio de la Tierra teniendo como

principal objetivo la estimación de las propiedades físicas de la Tierra así como su constitución

interna. La aplicación de la geofísica ha permitido la investigación de varios problemas prácticos

entre los cuales se encuentra la exploración de hidrocarburos, la determinación del grosor de la cor-

teza terrestre, la exploración de aguas subterráneas o incluso la ubicación de estratos hidrográficos

(Reynolds, 2011).

Los problemas relacionados con la exploración del subsuelo y la caracterización de sus estructu-

ras se abordan mediante el uso de métodos geofísicos que se basan en las propiedades físicas de los

medios subterráneos. En este documento, se realiza un estudio sobre el método magnetotelúrico

(MT) que permite la caracterización de las estructuras del subsuelo a través de la distribución de la

resistividad eléctrica (Piña-Varas, 2014).

En MT, al igual que en otros métodos geofísicos, la inversión se utiliza para construir modelos

de propiedades físicas a partir de datos adquiridos. Dependiendo del enfoque deseado, se pueden

realizar diferentes tipos de inversión. En este trabajo, se estudia un proceso de inversión unidimen-

sional utilizando inferencia bayesiana con muestreo mediante el método de Markov Chain Monte

Carlo (MCMC) utilizando el algoritmo Metropolis-Hastings (MH).

Para desarrollar un modelo de calibración, es necesario realizar el proceso de inversión utilizando

datos. Este proceso permite recuperar el número de capas conductoras en función de las profun-

didades y los valores de la resistividad eléctrica, y representarlos mediante su respectiva función

de densidad de probabilidad. Cabe mencionar que el modelo directo unidimensional se basa en las

ecuaciones de Maxwell, las cuales describen cómo se propagan los campos eléctricos y magnéticos
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a través de medios conductores, como la Tierra.

La metodología empleada mantiene constante el espesor de las capas, pero introduce más capas al

modelo para permitir una búsqueda más precisa en los parámetros de resistividad eléctrica. Hallando

no solo un valor único si no también funciones de densidad de probabilidad para cada capa otor-

gando así un rango de confianza. De esta manera, se puede obtener una mejor caracterización de la

estructura geológica. El modelo calibrado podrá ser utilizado en futuros estudios con datos de campo.
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1. Objetivos

1.1. Objetivo general

Implementar una estrategia de inversión unidimensional y un esquema de selección de modelos

para el método geofísico MT por medio del teorema de Bayes a partir del modelo directo que se

obtiene a través de un análisis de las ecuaciones de Maxwell, con el uso de datos sintéticos.

1.2. Objetivos específicos

✓ Implementar el modelo directo unidimensional para MT haciendo uso de las ecuaciones de

Maxwell.

✓ Realizar el proceso de inversión unidimensional para MT haciendo uso de inferencia bayesia-

na.

✓ Aplicar las técnicas de selección de modelos de inferencia bayesiana con base en el número

de capas.

2. Marco teórico

2.1. Método magnetotelúrico (MT)

En general, existen gran variedad de métodos geofísicos en los cuales se hace uso de campos

naturales o artificiales. Para el primer caso que corresponde a los campos naturales, se utilizan

campos eléctricos, magnéticos, gravitacionales y electromagnéticos de la Tierra con el fin de ob-

tener perturbaciones que pueden ser causadas por ciertas anomalías geológicas, otorgando así,

información sobre las propiedades de los substratos a mayores profundidades ya que trabajan a

bajas frecuencias (Kearey, Brooks, y Hill, 2013). Por otro lado, los métodos de fuente artificial

requieren la generación de señales artificiales para medir la respuesta del subsuelo a estas señales,
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proporcionando así un análisis más detallado del subsuelo gracias a las imágenes que otorga .

El método magnetotelúrico (MT) es uno de los métodos geofísicos utilizados para estudiar el

subsuelo. A diferencia de los métodos activos que requieren la generación de campos eléctricos o

electromagnéticos artificiales, el MT es un método pasivo que utiliza las ondas electromagnéticas

naturales como fuente de señal. Dependiendo del rango de frecuencias en el que MT opere es

posible alcanzar profundidades de kilómetros otorgando información sobre la resistividad eléctrica

del subsuelo (Muttaqien y Nurjaman, 2021).

Es un método que se basa en la interpretación de mediciones en superficie de los campos eléc-

tricos y magnéticos generados por corrientes terrestres naturales que fluyen por el subsuelo. Estas

mediciones permiten estimar la resistividad eléctrica en función de la frecuencia y posteriormente

en función de la profundidad a través de algoritmos de inversión de datos (Arzate, Corbo, Quirola,

Otiniano, y Araguás, 2011).

El fundamento básico del método magnetotelúrico (MT) radica en el análisis y estudio de las

ecuaciones de Maxwell, las cuales describen los fenómenos electromagnéticos en una región del

espacio. Estas ecuaciones son útiles para evaluar el comportamiento de los campos eléctricos y

magnéticos en presencia de corrientes terrestres naturales que fluyen por el subsuelo, sin necesidad

de considerar el movimiento de las cargas. presencia de ese campo electromagnético (Griffiths,

2005; Jackson, 2007).

Las ecuaciones de Maxwell se definen como
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∇×E =−∂B
∂ t

Ley de Faraday (1)

∇×B = µ0J+µ0ε0
∂E
∂ t

Ley de Ampère-Maxwell (2)

∇ ·E =
ρ

ε0
Ley de Gauss para el campo eléctrico (3)

∇ ·B = 0 Ley de Gauss para el campo magnético (4)

Para el desarrollo del método se deben tener en cuenta las siguientes simplificaciones (Simpson

y Bahr, 2005)

1. Se cumplen las ecuaciones electromagnéticas generales de Maxwell, ya que describen la

propagación de los campos electromagnéticos en la Tierra.

2. La Tierra no genera energía electromagnética, solo la disipa o la absorbe.

3. Todos los campos pueden usarse como conservativos y analíticos lejos de la fuente. Es decir,

que la energía almacenada en un campo electromagnético es constante.

4. Los campos de fuentes electromagnéticas naturales pueden tratarse como ondas electromag-

néticas uniformes polarizadas en un plano que inciden sobre la Tierra con un incidencia casi

vertical.

5. No existe acumulación de carga en ninguna capa dentro de la Tierra lo que quiere decir que la

carga en un punto dado en la Tierra es constante en el tiempo.

6. La carga se conserva y la Tierra se comporta como un conductor óhmico, de modo que se

cumple que J = σE.

7. El campo de desplazamiento eléctrico es cuasi-estático para los períodos de sondeo MT. Esto
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significa que los cambios en el campo eléctrico a lo largo del tiempo son muy lentos en

comparación con la frecuencia de la fuente .

8. Se asume que cualquier variación en las permitividades eléctricas y permeabilidades magnéti-

cas de las rocas es insignificante en comparación con las variaciones en las conductividades

de las rocas.

Con dichas consideraciones y realizando un análisis en el dominio de la frecuencia con el fin de

desacoplar el campo eléctrico del magnético se construyen ecuaciones diferenciales ordinarias de

segundo orden homogéneas (ver Apéndice A), en donde sus soluciones vienen dadas por

Exs(z) = E1e(α+iβ )z +E2e−(α+iβ )z,

Hys(z) = H1e(α+iβ )z +H2e−(α+iβ )z,

donde E1,E2,H1 y H2 son constantes conocidas como amplitudes de campo eléctrico y magnéti-

co, respectivamente.

Para una onda plana uniforme que se propaga en cierto medio, la relación entre el campo eléctrico

y magnético es constante y a esta relación se le conoce como impedancia característica. Suponiendo

que +ay es una onda viajera y que su campo eléctrico es de la forma

Es = Exsaz = Eoe−γzax,

el campo magnético correspondiente se puede encontrar a partir de las ecuaciones de Maxwell

libres de fuente
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∇×Es =−iωµHs −→ Hs = Hysay,

note que la dirección de propagación para esta onda es E×H(ax ×ay = az).

Entonces la impedancia característica se define como la relación entre las amplitudes de los

campos eléctricos y magnéticos (Başokur, 1994), por lo que

Z =
Exs

Hys
=

Eoe−γz

γ

iωµ
Eoe−γz

=
iωµ

γ
=

iωµ√
iωµ(σ + iωε)

=

√
iωµ

σ + iωε
,

En este caso, se considera que se tienen buenos conductores, lo que implica que la corriente de

desplazamiento es insignificante en comparación con la corriente de inducción, cumpliéndose la

relación σ ≫ ωε . Como resultado, la impedancia característica se define de la siguiente manera

Z =

√
iωµ

σ
, (5)

como σ = 1/ρ , la resistividad aparente vendría siendo (Niwas, Gupta, y Gaur, 2005)

ρ =
1

ωµ
|Z|2, (6)

la resistividad eléctrica del subsuelo es una medida de la dificultad que encuentra la corriente al

pasar por un material, pero en la vida real está dada por diferentes estructuras geológicas, lo que la

hace compleja y se representa como una resistividad aparente. (Lowrie y Fichtner, 2020).
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2.2. Modelo directo unidimensional para MT

Para el modelo directo unidimensional en MT, se trabaja con n capas 1D homogéneas, cada una

con su propia resistividad (ρ) y grosor (h). Durante el desarrollo del modelo directo, se utilizará

un código presentado por Andrew Pethick de manera libre que permite realizar simulaciones del

modelo directo unidimensional (Pethick, 2016).

Figura 1. Esquema de la tierra en capas 1D homogéneas con n capas.

Fuente: Imagen adaptada de (Pethick, 2016).

En la Figura 1 se puede observar el modelo de capas en el subsuelo, en donde cada capa tiene

su respectiva resistividad. Además, se asume que las capas son horizontales e isotrópicas, es decir,

que tienen las mismas propiedades físicas en todas las direcciones. Por otro lado, las ondas elec-

tromagnéticas se propagan por el medio y se pueden describir mediante las leyes de la reflexión

y transmisión(flechas rojas y verdes en la Figura 1, respectivamente). Es decir, cuando una onda

electromagnética se encuentra con una interfaz entre dos capas con diferentes propiedades eléctricas,



INVERSIÓN BAYESIANA UNIDIMENSIONAL PARA EL CASO DE LA
MAGNETOTELÚRICA 19

parte de la onda se refleja y parte se transmite. Este proceso se puede ver como uno iterativo ya que

se repite desde la última capa hasta que llega a la superficie, es decir, la solución se calcula y se

transmite a la anterior.

En la ecuación (5) se puede resolver la impedancia homogénea que corresponde a la proporcio-

nalidad existente entre Ex y Hy (Pedersen y Hermance, 1986). El proceso comienza en la última

capa, por lo que se resuelve la impedancia para la capa n como sigue

Zn =
√

iωµρn, (7)

esta impedancia puede considerarse como una impedancia teórica, ya que representa la relación

entre el campo eléctrico y el campo magnético para una capa homogénea en particular. Sin embargo,

en la mayoría de los casos, el subsuelo está compuesto por varias capas con diferentes propiedades

eléctricas, lo que significa que la impedancia teórica debe ser reevaluada y el problema resuelto

para el caso en el que existan capas superiores. Para resolver este problema, es necesario conocer la

energía que se refleja y se transmite en el límite de cada una de estas capas ( j).

Para realizar esto es necesario definir el coeficiente de reflexión R j que ayuda a describir la

amplitud de una onda reflejada respecto a la onda incidente, para ello se calcula el parámetro de

inducción γ j, el factor exponencial E j y la impedancia intrínseca ω j (recordando que esto se halla

para la capa j) (Niwas y cols., 2005; Pethick, 2016; Grandis, 1999; Pedersen y Hermance, 1986),

γ j =
√

iωµ0σ j, (8)

E j = e−2γ jh j , (9)

ω j = γ jρ j, (10)
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entonces el coeficiente de reflexión es

R j =
ω j −Z j+1

ω j +Z j+1
, (11)

y por lo tanto, la impedancia de la capa se calcula a partir del coeficiente de reflexión, obteniendo

que

Z j = ω j
1−R jE j

1+R jE j
, (12)

por lo que una vez calculadas todas las impedancias ( j = n..,1), se toma la impedancia de la

primera capa y se calcula la resistividad aparente (ρa), esta resistividad se considera aparente debido

a que se tiene un modelo de una tierra con capas y por otro lado, también se calcula la fase (φ ) que

se convierte en una función del periodo (Grandis, 1999)

ρa =
1

ωµ
|Z1|2, (13)

φ = tan−1 Im(Z1)

Re(Z1)
. (14)

2.3. Proceso de inversión

La inversión es un proceso común en muchas áreas de la ciencia y la ingeniería, y en general

se refiere a la técnica de encontrar una solución o modelo que sea consistente con un conjunto de

datos y una serie de restricciones con el fin de encontrar parámetros que caracterizan el sistema

(Tarantola, 2005). En el campo de la geofísica, la inversión se utiliza para inferir las propiedades

físicas de la Tierra a partir de mediciones geofísicas y, en particular, para resolver el problema de la

inversión en métodos electromagnéticos, cuyo resultado sea consistente tanto con los datos como

con el conocimiento geológico (Kang, Heagy, Cockett, y Oldenburg, 2017).
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En este caso para el problema de inversión se adopta el marco bayesiano y algunos de sus

conceptos básicos se presentan a continuación, gran parte de la teoría que se va a presentar es tomada

del artículo Thermorheologically simple materials: A bayesian framework for model calibration

and validation (Hernández, Castello, Roitman, y Magluta, 2017).

2.3.1 Marco bayesiano En el marco bayesiano, todas las variables son modeladas como varia-

bles aleatorias. Es decir, se trata de una función que asigna un valor numérico al resultado de un

experimento y las incertidumbres se describen mediante funciones de densidad de probabilidad

(FDP), que indican la probabilidad relativa de que la variable aleatoria tome un valor determinado.

Desde la perspectiva de la inversión estadística, la solución del problema inverso es la distribución

de probabilidad de la cantidad de interés cuando se ha incorporado al modelo toda la información

que se tenga disponible (Kaipio y Somersalo, 2006).

Es importante destacar que, a diferencia de otros métodos de inversión como la regresión lineal,

el análisis discriminante o el análisis de mínimos cuadrados, entre otros, la inversión bayesiana no es

determinista. En lugar de proporcionar una única solución, esta técnica proporciona una distribución

de probabilidad que permite expresar la incertidumbre de los datos y explorar diferentes soluciones

posibles que sean consistentes tanto con los datos como con el conocimiento geológico (Tarantola,

2005).

Este enfoque permite estimar toda la información posible sobre cantidades desconocidas en

θ ∈ Rn conjugando

✓ Un conjunto de datos medidos.

✓ La estructura del modelo.
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✓ Información sobre θ que está disponible antes de la adquisición de datos.

Ahora, se supone que la relación entre las mediciones Y ∈ RN y las predicciones del modelo

pueden describirse mediante un modelo de observación con error aditivo de la siguiente manera

Y = A(θ ,x)+ e, (15)

donde A(θ ,x) corresponde a un operador que proporciona predicciones del modelo Ym =A(θ ,x)

para la respuesta del sistema una vez que se especifica el del vector de parámetros θ del modelo, así

como sus condiciones iniciales y de contorno. Y la variable aleatoria N dimensional e corresponde

al ruido de medición aditivo y se modela como un gaussiano de media cero y desviación ζ .

Como Y, θ y e se modelan como variables aleatorias, la regla de Bayes (Stone, 2013) se puede

utilizar para describir la relación entre ellas

π(θ | Y) =
π(Y | θ)π(θ)

π(Y)
, (16)

donde π(θ | Y) corresponde a la función de densidad de probabilidad posterior de los parámetros

del modelo, π(Y | θ) representando el modelo de probabilidad, que relaciona el modelo y los datos

y también es llamado verosimilitud, π(θ) es el modelo anterior para los parámetros desconoci-

dos θ . En cuanto a π(Y) es la densidad de datos medidos Y, en este caso actúa como factor de escala.

El modelo anterior π(θ) mostrado en la ecuación (16) expresa el estado actual de conocimiento

sobre los parámetros desconocidos y debe elegirse de acuerdo a lo que se conoce sobre θ antes de

obtener el conjunto de medidas Y. Ahora, si el nivel de información sobre θ no es suficiente, lo

que se suele hacer es definir una función de densidad de probabilidad uniforme, es decir, existe un

rango en que se encuentran las mismas probabilidades para diferentes parámetros. Para el modelo
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de verosimilitud π(Y | θ) después de asumir que θ y e son independientes se puede definir como

π(Y | θ) = πe(ψ(θ)), (17)

donde πe(ψ(θ)) corresponde a la FDP del ruido aditivo π(e) evaluado en el residuo ψ(θ) =

Y−A(θ ,x). En algunos casos, se puede suponer que el vector de errores e sigue una distribución

gaussiana multivariada con media cero, lo que significa que los errores son aleatorios y no están

sesgados hacia valores positivos o negativos. En este caso, el modelo de verosimilitud se puede

reescribir de la siguiente forma

π(Y | θ) = exp
(
−1

2
[ψ(θ)]T Σ

−1
e [ψ(θ)]

)
. (18)

Algo que hay que recalcar es que primero una vez se obtiene información sobre el π(Y | θ)

posterior, se puede calcular estimaciones puntuales para θ , como el estimador a posterior máximo

θMAP y el valor esperado E[θ ] de la siguiente manera

θMAP = maxπ(θ | Y) y E[θ ] =
∫

θπ(θ | Y)dθ , (19)

por lo que calcular θMAP exige realizar procesos de optimización y el cálculo de E[θ ] exige

a su vez, integración en el espacio multidimensional Rn, hecho que puede dificultar la solución.

Lo segundo que hay que tener en cuenta es que la posterior π(θ | Y) es a menudo una función

compleja e implícita del conjunto θ debido a las no linealidades entre los parámetros del modelo y

las predicciones para A(θ ,x) así como el perfil de distribución π(e). Por lo tanto para este caso la

exploración de este π posterior se decide realizar por muestreo utilizando el método de Markov

Chain Monte Carlo (MCMC).
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El método MCMC produce una cadena de Markov 1 ergódica 2, de modo que converge (Casella

y Robert, 1999) y cuya distribución estacionario corresponde a π; las muestras se extraen secuen-

cialmente de modo que la distribución de las muestras depende de la última muestra extraída.

Básicamente, lo que se hace es crear una cadena de estados aleatorios que a medida del tiempo

evoluciona de modo que se acerque a la distribución objetivo. Para implementar este método es

necesario usar algoritmos que ayuden a generar esas cadenas, tales como el algoritmo de Gibbs, el

algoritmo Hamiltoniano Monte Carlo, el algoritmo de Metropolis-Hastings, entre otros. Para este

caso en particular, se hará se utilizara el algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) debido a que es el

más utilizado debido a su simplicidad (Liu, 2008).

2.3.2 Algoritmo Metropolis-Hastings El algoritmo Metropolis-Hastings (MH) es un método

de Monte Carlo en cadena de Markov que se usa para obtener muestras aleatorias con base en una

distribución de probabilidad a partir de la cual es difícil el muestreo directo; es un método Monte

Carlo porque realiza un muestreo aleatorio sobre el espacio de estados con los que se cuente y es

basado en cadena de Markov debido a que la convergencia se hace recorriendo distintos estados a

partir de una probabilidad de transición (Marrero Gómez, 2017).

Por lo que este método es un procedimiento que genera muestras a partir de una distribución

objetivo π̄(θ). De forma general, la secuencia de estados comienza en un estado inicial θ
(0) y

para cada paso j un estado candidato θ
(c) se extrae de una distribución de propuesta que depende

únicamente del estado anterior θ
( j−1). El nuevo estado candidato θ

(c) se acepta o se rechaza según

un nivel de probabilidad aMH .

Entonces, en cuanto al algoritmo como tal para MH se presenta a continuación por medio de
1Una cadena de Markov hace referencia a un proceso que se mueve de un estado a otro en el tiempo, donde la

probabilidad de pasar de un estado a otro depende únicamente del estado actual y no de los estados anteriores.
2Una cadena de Markov ergódica es un tipo de cadena donde el estado al que se llega después de muchas transiciones

aleatorias no depende del estado inicial.
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un número de pasos (Hernández y cols., 2017), en el que se adopta que la FDP objetivo π̄(θ)

corresponde a la FDP posterior π(θ | Y) definida en la ecuación (15), es decir, π̄(θ) = π(θ | Y).

1. Definir el número de muestras Nmc.

2. Elegir un estado inicial para la cadena de Markov θ
(0).

3. for j = 1 a Nmc do

4. Extraer un estado de muestra candidato θ
(c) de la propuesta FDP T

(
θ
(c) | θ

( j−1)
)

.

5. Calcular la probabilidad de aceptación aMH

(
θ
(c) | θ

( j−1)
)

para el estado candidato θ
(c):

aMH

(
θ
(c) | θ

( j−1)
)
= mı́n

1,
π

(
θ
(c) | Y

)
T
(

θ
( j−1) | θ

(c)
)

π

(
θ
( j−1) | Y

)
T
(

θ
(c) | θ

( j−1)
)
 . (20)

6. Muestra u de un FDP uniforme u ∼ U (0,1).

7. if u ≤ aMH

(
θ (c) | θ ( j−1)

)
then

8. Aceptar la muestra del estado candidato θ
(c), entonces θ

( j) = θ
(c).

9. else

10. j = j+1

11. end

12. Desechar las primeras muestras Nb (periodo burn-in).

2.4. Selección de modelos

Al utilizar un enfoque bayesiano, se aborda la incertidumbre estadística en la que se utiliza

una distribución de probabilidad conjunta para representar las relaciones entre todas las variables
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desconocidas y los datos observados. La inferencia se basa en la distribución de probabilidad

condicional de las variables desconocidas dadas las observaciones. Al condicionar los datos, se

obtiene una distribución posterior que describe la incertidumbre del modelo, lo que permite la

selección del mejor modelo (Chipman y cols., 2001). La selección del modelo bayesiano permite

comparar diferentes clases de modelos candidatos para determinar cuál de ellos describe mejor los

datos experimentales (Beck, 2010).

En resumen, la selección del modelo bayesiano es un enfoque estadístico que permite comparar

el rendimiento de un conjunto de modelos candidatos al describir datos experimentales. Ahora, si

se considera un conjunto M ≡ {M1,M2, . . . ,MNM} de clases de modelo NM el cual representa un

sistema. En la selección del modelo bayesiano, los modelos en M se clasifican en función de sus

probabilidades condicionados por datos Dx dados por el teorema de Bayes (Vakilzadeh, 2016)

P
(
M j | Dx,M

)
=

p
(
Dx | M j

)
P
(
M j | M

)
∑

NM
l=1 p(Dx | Ml)P(Ml | M)

, (21)

donde P
(
M j | M

)
denota la probabilidad previa de M j que indica la creencia del modelador

sobre la plausibilidad relativa inicial de M j dentro del conjunto M. Por otro lado, p
(
Dx | M j

)
se

denomina evidencia de M j que indica la probabilidad de los datos Dx según M j. Esta evidencia se

puede calcular haciendo uso del teorema de probabilidad total como (Mourelatos, Majcher, Pandey,

y Baseski, 2015; Vakilzadeh, 2016; Cheung y Beck, 2010)

p
(
Dx | M j

)
=

∫
Θ

p
(
Dx | θ ,M j

)
p
(
θ | M j

)
dθ . (22)

Es de recalcar que la evidencia logarítmica, que es usada para la comparación del modelo a nivel

de grupo, se puede escribir como la diferencia de dos términos (Stephan, Penny, Daunizeau, Moran,

y Friston, 2009; Vakilzadeh, 2016)
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ln p
(
Dx | M j

)
= E

[
ln p

(
Dx | θ ,M j

)]
−E

[
ln

p
(
θ | Dx,M j

)
p
(
θ | M j

) ]
, (23)

en el que E se toma con respecto a la FDP posterior p
(
θ | Dx,M j

)
. En esta expresión, el primer

término corresponde a la media posterior de la función logarítmica de verosimilitud, que ayuda

a codificar el grado en que la clase del modelo M j se ajusta a los datos y el segundo término es

la divergencia de Kullback-Leibler, que refleja la cantidad de información extraída de los datos y

también se puede ver como una diferencia entre dos funciones de probabilidad (Hershey y Olsen,

2007).

3. Resultados y discusión

Como un primer acercamiento al proceso de inversión propuesto se hace un ejemplo para un

modelo de 2 capas, ya que es el más sencillo y permite tener una idea del posible comportamiento de

dicho proceso. Este modelo tiene como característica principal que tiene 2 valores de resistividades

(ρ1 y ρ2) y 1 espesor (h1) (que corresponde al de la primera resistividad) ya que la ultima capa,

recordando, se toma como espesor infinito.

Los datos que se esperan recuperar por medio de este análisis, son, resistividades = [100 500]

donde la unidad con la que se trabaja es [Ω· m] y espesor = [150] donde la unidad trabajada es [m],

al modelo se le asigno un ruido igual 1. El modelo directo unidimensional da una estimación de la

distribución vertical de la resistividad eléctrica en el subsuelo a lo largo del perfil, en la Figura 2 se

muestra el modelo directo hallado para el caso de 2 capas con un ruido de sigma=1.
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Figura 2. Modelo directo unidimensional para 2 capas con un error de sigma=1.

Fuente: Autor.

Para poder hacer la búsqueda de estos parámetros se llevan a cabo tres cadenas de muestreo

(dos para las resistividades y una para el espesor) que varían a través del espacio de parámetros,

aceptando o rechazando cada muestra en función de su probabilidad en relación con la distribución

a priori y los datos observados. Para el modelo planteado de 2 capas se generan estas cadenas

y se realizan 500.000 iteraciones. También se hallan las funciones de densidad de probabilidad

(FDP) que han sido obtenidas a partir de la función FDP objetivo y las funciones de distribución

acumulativa (CDF), tomando las últimas 500 muestras de la cadena de Markov que corresponden a

los valores en donde la cadena ya esta estable, ya que estas iteraciones corresponden a la distribución

estacionaria de la cadena.

En la Figura 3 se pueden observar las 3 cadenas de Markov halladas para este modelo de 2 capas

con un error de sigma=1, en estas se puede ver como las cadenas logran estabilizarse y se mueven

en el valor más probable a ocurrir y ahora tomando solo las últimas 500 muestras de esas cadenas

se halló la Figura 4, donde la línea roja de la figura A representa el valor más probable de la función
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y el que se tomará como el hallado al final del proceso y la figura B representa las funciones de

densidad de distribución acumulativa donde el valor medio representa también el valor más probable

y es el mismo que se tiene para FDP.

Figura 3. Cadenas de Markov obtenidas para un modelo de 2 capas con un error de sigma=1.

Fuente: Autor.
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Figura 4. En a figura A se muestran las funciones de densidad de probabilidad para cada parámetro,
en donde la linea roja representa el valor más probable de la función. En la figura B se ven representadas
las funciones de densidad de distribución acumulativa para cada valor.

Fuente: Autor.

Se puede observar que el método MCMC, mediante el algoritmo MH, responde de manera óptima.

Es decir, se puede ver cómo las cadenas de Markov convergen y proporcionan los resultados de las

resistividades y espesores de manera ideal (ver Tabla Tabla 1). En cuanto a las FDP, se comportan

en forma de una distribución Gaussiana en donde el punto máximo de la función indica el valor más

probable de la variable y por ende, es el valor de las resistividades y espesores, respectivamente.

Tabla 1. Datos esperados del modelo de 2 capas y datos hallados una vez hecha la inversión
bayesiana.

Valor esperado Valor hallado por MCMC
ρ1[Ω· m] 100 99.4781
ρ2 [Ω·m] 500 500.0961

h1 [m] 150 148.7500

Fuente: Autor.

En las inversiones geofísicas es común encontrar inconvenientes relacionados con los espe-
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sores del subsuelo debido a la complejidad de la estructura geológica y a las características del

modelo utilizado. En particular, los espesores pueden presentar una gran variabilidad, con capas

muy delgadas intercaladas entre capas muy gruesas, o incluso capas con diferentes inclinaciones y

geometrías. Esto hace que la inversión sea muy compleja y requiera de una gran cantidad de tiempo

computacional para su resolución, lo que puede hacerla costosa o incluso inviable en algunos casos

(Telford, Telford, Geldart, y Sheriff, 1990).

Es importante tener en cuenta estos factores al realizar inversiones geofísicas y considerar solucio-

nes alternativas para abordar estos problemas. Una alternativa para la solución de este problema es

aumentar el número de capas dejando constante los espesores, por lo que el problema representado

se reduce a hacer solo un búsqueda en el rango de las resistividades. Es decir, se pasa de tener un

modelo de 5 capas a tener por ejemplo un modelo de 25 capas en el que todos los espesores sean

constantes (Malinverno, 2002; Deng, Zhang, Kuang, Li, y Sun, 2022).

No obstante al tener un modelo nuevo con más variables el manejo que se le de a los parámetros

debe ser más riguroso y debe implicar un mejor tratamiento de los datos, por lo que es necesario

realizar una búsqueda adecuada de las resistividades. El modelo directo unidimensional permite ver

como la resistividad varía en función de la frecuencia, por lo que si se hace uso de la información

que pueda otorgar este modelo, se tendrá información a priori. Se realiza un ejemplo con un modelo

de 2 capas para ver el comportamiento del modelo directo y se puede ver en la Figura 5.

Se sabe que las frecuencias altas penetran de manera superficial y que las frecuencias bajas

pueden alcanzar capas más profundas (Telford y cols., 1990). Con esta información es posible

establecer limites del modelo de directo, es decir, la resistividad inicial y final (representadas por Ri

y R f en la Figura 5, respectivamente). Esto se cumple para cualquier modelo de n capas.
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Figura 5. Modelo directo unidimensional en MT. Los puntos Riy R f representan los limites de las
resistividades dados por la frecuencia

Fuente: Autor.

Ahora para un modelo de 5 capas con la nueva metodología y teniendo en cuenta esa información

previa sobre las resistividades. Se procede a realizar la inversión para obtener una estimación de las

resistividades de cada capa. EL modelo realiza 1’000.000 de iteraciones obteniendo que el resultado

final de la inversión es el siguiente
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Figura 6. Resultado de la inversión 1D en magnetotelúrica para un número aleatorio de capas, en
donde el modelo planteado es uno de 25 capas con espesores constantes. Se muestra la distribución
vertical de la resistividad eléctrica del subsuelo en función de la profundidad.

Fuente: Autor.

El modelo de 25 capas se ajusta bien a los parámetros del modelo real, lo que sugiere que la

inversión fue exitosa y que el modelo actual esta cercano al valor del modelo planteado de 5 capas.

Además, es importante destacar que este tipo de inversión proporciona un rango de incertidumbre

en los valores de resistividades, lo cual es una ventaja sobre otros modelos determinísticos, ya que

no solo proporciona un valor, sino también un intervalo de confianza. Esta información es crucial

en la interpretación de los datos.

Con el fin de corroborar que la metodología presenta buenos resultados, se hacen otros ejemplos

con diferentes capas para ver la variabilidad del método, en todos los siguientes ejemplos se realizan

5’000.000 de iteraciones con el objetivo de lograr una estabilidad en las cadenas de Markov para

que posterior a eso los datos extraídos sean aproximados a los reales.
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Figura 7. Resultado de la inversión 1D en magnetotelúrica para un modelo de 6 capas, en donde el
modelo planteado es uno de 25 capas con espesores constantes. Se muestra la distribución vertical de la
resistividad eléctrica del subsuelo en función de la profundidad.

Fuente: Autor.



INVERSIÓN BAYESIANA UNIDIMENSIONAL PARA EL CASO DE LA
MAGNETOTELÚRICA 35

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Resistividad	[+	"	m]

-600

-500

-400

-300

-200

-100

0
P
ro

fu
nd

id
ad

	[m
]

EXP
BAY
PAR

Figura 8. Resultado de la inversión 1D en magnetotelúrica para un modelo de 5 capas, en donde el
modelo planteado es uno de 25 capas con espesores constantes. Se muestra la distribución vertical de la
resistividad eléctrica del subsuelo en función de la profundidad.

Fuente: Autor.
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Figura 9. Resultado de la inversión 1D en magnetotelúrica para un modelo de 3 capas, en donde el
modelo planteado es uno de 25 capas con espesores constantes. Se muestra la distribución vertical de la
resistividad eléctrica del subsuelo en función de la profundidad.

Fuente: Autor.

Con esta nueva metodología se pudo mostrar como al agregar más capas y dejando constante los

espesores se pueden evitar los inconvenientes al tener los espesores variables, pero sin dejar a un

lado la estructura geológica del problema ya que entrega una estimación de la distribución de la

resistividad en función de la profundidad.

En la práctica, es común que no se tenga conocimiento previo sobre el número de capas del

subsuelo, por lo que se realiza una inversión totalmente a ciegas. En un principio se había propuesto

una selección de modelos, esta selección se basaba en que el número de espesores que se presentaban

eran diferentes y podían variar de manera arbitraria, por ejemplo para el caso de la Figura 2 se halla
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que la probabilidad del modelo es la siguiente
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Figura 10. Probabilidad de los 7 modelos propuestos para el ejemplo de Figura 2.

Fuente: Autor.

Como se puede observar, la selección de modelos elige el modelo más adecuado para el conjunto

de datos indicando que el número de capas más probable es 2 con una probabilidad mayor al 60%,

por lo que la hipótesis se cumple ya que en un principio se conocían los datos pseudo experimentales

que provienen de un modelo de 2 capas. Pero ahora, como el enfoque a lo largo del proyecto ha

cambiado la selección de modelos se vuelve aún más compleja y requiere un análisis más cuidadoso

de los datos, por lo que para esta nueva metodología se entrega la Figura 10 y se espera que la

persona que interprete los datos pueda estimar a partir de esta cuantas son las capas reales del

subsuelo.
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4. Conclusiones y perspectivas

Se implementó una estrategia de inversión bayesiana unidimensional por medio del método

Markov Chain Monte Carlo utilizando el algoritmo de Metropolis-Hastings proporcionando una

estimación de la distribución vertical de la resistividad eléctrica del subsuelo.

En la práctica estimar simultáneamente las resistividades y los espesores es complejo dado

el problema no lineal de los modelos y la complejidad de la estructura geológica. Por lo que se

demostró que tomar 25 capas y dejar los espesores constantes otorga resultados congruentes en

donde las características de coherencia son estables, proporcionando un rango de valores en lugar

de un valor único.

Se utilizaron técnicas de selección de modelos para adoptar un enfoque adecuado en la interpre-

tación de modelos con espesores variables. En la nueva metodología propuesta, es decir, con 25

capas y espesores constantes, la selección de modelos resulta compleja por lo que la elección del

modelo apropiado viene dada por la persona que interprete los datos, quien utiliza su conocimiento

y experiencia para tal fin.

5. Estudios posteriores

El modelo teórico propuesto tiene como objetivo aplicarse a conjuntos de datos adquiridos

en campo con el fin de estimar el número de capas conductoras, así como la distribución de las

resistividades y espesores en la zona de estudio. Esto permitiría identificar posibles aplicaciones

en la industria y mejorar la comprensión de la estructura geológica subyacente. Estos resultados

pueden ser útiles para estudios posteriores y aplicaciones prácticas.
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Apéndices

Apéndice A. Desacoplamiento del campo eléctrico y magnético en el dominio de la frecuencia

usando las ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell se definen como

∇×E =−∂B
∂ t

Ley de Faraday (24)

∇×B = µ0J+µ0ε0
∂E
∂ t

Ley de Ampère-Maxwell (25)

∇ ·E =
ρ

ε0
Ley de Gauss para el campo eléctrico (26)

∇ ·B = 0 Ley de Gauss para el campo magnético (27)

Estas ecuaciones en la materia ayudan a predecir la propagación electromagnética y permiten

describir los fenómenos electromagnéticos, otra forma de escribir estas ecuaciones es cuando la

resistividad eléctrica (ρ) es igual a 0, por lo que quedan como

∇×E =−∂B
∂ t

,

∇×H = J+
∂D
∂ t

,

∇ ·E = 0,

∇ ·B = 0,

en donde si se considera un medio isotrópico lineal, homogéneo y libre de fuentes, es decir, las

características físicas no varían de un punto a otro y sus propiedades no dependen de la dirección

en el espacio, se cumple que el desplazamiento eléctrico es D = εE, que el campo magnético que
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resume los efectos magnéticos de la materia es H = B/µ y que además la densidad de corriente se

puede escribir como J = σE, por lo que las ecuaciones de Maxwell en el espacio toman la siguiente

forma

∇×E =−µ
∂H
∂ t

, (28)

∇×H = σE+ ε
∂E
∂ t

, (29)

∇ ·E = 0, (30)

∇ ·H = 0. (31)

Teniendo en cuenta estas ecuaciones, se hallan las ecuaciones de onda para los campos eléctrico

y magnético, obteniendo las ecuaciones (32) y (33) respectivamente, que corresponden a ecuaciones

de Helmholtz.

∇
2E−µσ

∂E
∂ t

−µε
∂ 2E
∂ t2 = 0. (32)

∇
2H−µσ

∂H
∂ t

−µε
∂ 2H
∂ t2 = 0. (33)

Para campos armónicos de tiempo, cualquier vector A en el dominio del tiempo está relacionado

con otro vector As en el dominio de la frecuencia, de modo que es posible reescribir las ecuaciones

(32) y (33) a su forma de fasor

∇
2Es = µσ(iω)Es +µε(iω)2Es = iωµ(σ + iωε)Es,

∇
2Hs = µσ(iω)Hs +µε( jω)2Hs = iωµ(σ + iωε)Hs,
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si ahora se define la constante de propagación como γ =
√

iωµ(σ + iωε) = α + iβ es posible

entonces reducir las ecuaciones de onda vectorial en su forma fasorial como

∇
2Es − γ

2Es = 0, (34)

∇
2Hs − γ

2Hs = 0. (35)

Como se sabe que los campos eléctricos y magnéticos en coordenadas rectangulares poseen tres

componentes, de tal forma que las ecuaciones (34) y (35) pueden escribirse como

(∇2Exs)ax +(∇2Eys)ay +(∇2Ezs)az = γ
2(Exsax +Eysay +Ezsaz),

(∇2Hxs)ax +(∇2Hys)ay +(∇2Hzs)az = γ
2(Hxsax +Hysay +Hzsaz),

en este tipo de sondeos (MT) se requiere de mediciones de las componentes horizontales Ex, Ey

del campo eléctrico y Hx, Hy del campo magnético en un rango de frecuencias y en un rango de 24

horas o más se obtienen series de tiempo de las variaciones de los campos (Arzate y cols., 2011)

y además, como el análisis que se hará a lo largo del proyecto será un análisis unidimensional, se

tomará el caso en donde el campo eléctrico solo tiene una componente en x y el campo magnético

solo con componente en y, de modo que ambos campos quedarán en función de z. Por lo que al

no existir ciertas dependencias las ecuaciones se pueden reducir por componentes y aplicando de

forma inmediata el laplaciano, se obtiene que
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∂ 2Exs

∂ z2 = γ
2Exs,

∂ 2Hys

∂ z2 = γ
2Hys,

como se han quitado varias dependencias es posible entonces cambiar esas derivadas parciales

por derivadas totales, generando que las relaciones anteriores queden como

d2Exs

dz2 − γ
2Exs = 0,

d2Hys

dz2 − γ
2Hys = 0,

como se ha podido ver, se ha podido desacoplar el campo eléctrico del magnético, constituyendo

así ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden homogéneas. En donde sus soluciones

vienen dadas por

Exs(z) = E1e(α+iβ )z +E2e−(α+iβ )z,

Hys(z) = H1e(α+iβ )z +H2e−(α+iβ )z,

donde E1,E2,H1 y H2 son constantes conocidas como amplitudes de campo eléctrico y magnético,

respectivamente.
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