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DESCRIPTION

The curiosity of knowing, why is not possible the commutativity in the power, is
the reason for this work; questions as, when z¥ < y*? or generalizing a little when
¥ = y™* with x # y? this equation is known as the Euler generalization. Some of
these questions were interesting for Daniel Bernoulli 277 years ago, the relation
between z¥ y y* attrated his attention. Subsequently, the 29th of June of 1728
Bernoulli sent a letter to Goldbach stating without proof that his equation has only
one solution in positive integers and infinitive rational solutions.

In the first chapter some important concepts are reminded in order to make easier
the reading of the present paper. An interesting subject; orden p-adicc is also
introduced, showing some examples and properties.

In the second chapter, solution of the equation z¥ = y* with 2 # y, is studied. It is
first worked out in the reals, then in te rationals and finally in the integers, finding
the solutions of these equations through the parametrization equations made by
Goldbach.

Finally, in the third chapter, are the solutions of the equation z¥ = y™* for the
cases m = 2 and m = 3 without demonstration, showing some interesting result.
This present work titled "Soluciones racionales positivas de la ecuacion z¥ = y™*
is the result of the implementation of the theoretical-practical knowledge of the
mathematics Teaching Program. We hope that this monograph can be useful for
the students who want to know more about the equation z¥ = y™* and general,
why is not possible the commutativity.
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DESCRIPCION

La curiosidad de saber el por qué la conmutatividad en la potenciaciéon no es
posible, motivo este trabajo, de preguntas como, ¢ Cudndo =¥ < y*? 6 viceversa,
¢,Cuando z¥ = y*? 6 generalizando un poco, ¢Cuando z¥ = y™* con z # y?,
esta ecuacion es conocida como la generalizacion de Euler. Algunas de estas
preguntas 277 afios atras le interesaron a Daniel Bernoulli; le llamé la atencién la
relacion entre z¥ y y*. Posteriormente, el 29 de junio de 1728 Bernoulli le envié
una carta a Goldbach afirmando las incontables soluciones racionales a 2% = *
con z # y Y una Unica solucién entera positiva.

En el primer capitulo, recordamos algunos conceptos importantes para la lectura
del presente trabajo y se introduce un tema interesante que es el Orden p-adico,
mostrando algunos ejemplos y propiedades.

En el segundo capitulo se estudia la solucion de la ecuacion z¥ = y* con x # y,
buscando estas, primero en los reales, luego en los racionales y finalmente en los
enteros, encontrando la solucion de estas ecuaciones a través de las ecuaciones
paramétricas, hechas por Goldbach.

Finalmente, en el tercer capitulo, se muestran las soluciones de la ecuacion
x¥ = y™* para los casos m = 2y m = 3 sin demostracién, presentando al-
gunos resultados interesantes.

El presente trabajo titulado Soluciones Racionales Positivas de la Ecuacion
¥ = y™*, es el resultado de la implementaciéon de los conocimientos tedrico
practicos del programa de Licenciatura en Matematicas. Esperamos que esta
monografia pueda ser de utilidad para los estudiantes que quieran saber mas
sobre la ecuacion z¥ = y™* y el por qué en general la conmutatividad no es
posible.

*Monografia
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Introduccion

La curiosidad de saber el por qué la conmutatividad en la potenciacién no
es posible, motivo este trabajo, de preguntas como, ;Cuando z¥ < y*? 6 vi-
ceversa, ;Cuando x¥ = y*? 6 generalizando un poco, ;Cuando z¥ = y™* con
x # y?, esta ecuaciéon es conocida como la generalizacion de Euler. Algunas
de estas preguntas 277 anos atras le interesaron a Daniel Bernoulli [5], le
llamo la atencion la relacion entre x¥ y y*. Posteriormente, el 29 de junio de
1728 Bernoulli le envi6 una carta a Goldbach afirmando las incontables solu-

ciones racionales a x¥ = y* con x # y y una Unica solucién entera positiva [6].

En el primer capitulo, recordamos algunos conceptos importantes para la
lectura del presente trabajo y se introduce un tema interesante que es el
Orden p-adico, mostrando algunos ejemplos y propiedades.

En el segundo capitulo se estudia la soluciéon de la ecuaciéon z¥ = y* con
xr # 1y, buscando éstas primero en los reales, luego en los racionales y

finalmente en los enteros, encontrando la solucién de estas ecuaciones a



través de las ecuaciones paramétricas, hechas por Goldbach.
Finalmente, en el tercer capitulo, se muestran las soluciones de la ecuaciéon
x¥ = y™® para los casos m = 2 y m = 3 sin demostracioén, presentando

algunos resultados interesantes.

El presente trabajo titulado Soluciones Racionales Positivas de la Ecuacion
x¥ = y™* estd basado en el articulo Positive Rational Solutions to x¥ = y™* :
A Number-Theoretic Excursion, este es el resultado de la implementacion de
los conocimientos tedrico practicos del programa de Licenciatura en Mate-
maéticas. Esperamos que esta monografia pueda ser de utilidad para los es-
tudiantes que quieran saber mas sobre la ecuacion z¥ = y™* y el por qué en

general la conmutatividad no es posible.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo se estudian y desarrollan conceptos y resultados basicos
(algunos sin demostraciéon) sobre méaximos y minimos, puntos criticos, ni-
meros algebraicos, divisibilidad, orden p-adico; necesarios para el estudio de

las soluciones positivas racionales de la ecuacion z¥ = y™*.

1.1. Valores maximo y minimo

Definicion 1.1.

i) Una funcion f tiene un mdzimo absoluto (6 mdximo global) en c,
ce D, si f(c) > f(x) para todo x en D, donde D es el dominio de f.

El nimero f(c) se llama valor mdximo de f en D.

ii) f tiene un minimo absoluto en c, si f(c) < f(x) para todo x en D;

1



el nimero f(c) se denomina valor minimo de f en D.

Definicion 1.2.

i) Una funcion f posee un mdximo local (o mdzimo relativo) en c¢ si
f(e) > f(x) cuando x estd cercano a ¢ (Esto significa que f(c) > f(x)

para todo x en algin intervalo abierto que contiene a c.)

ii) f tiene un minimo local en c si f(c) < f(x) cuando x estd cerca de c.
(Esto significa que f(c) < f(x) para todo x en algin intervalo abierto

que contiene a c.)

Teorema 1.3. Si f es continua sobre un intervalo cerrado [a,b], entonces f
alcanza un valor mdzimo absoluto f(c) y un valor minimo absoluto f(d) en

algunos nimeros ¢ y d en |a,b).

Si la funciéon es derivable, en los puntos maximo y minimo no extremos la
recta tangente es horizontal y por consiguiente, tiene pendiente 0 ademaés, si
la funcion no es derivable no tiene recta tangente. Se sabe que la derivada es
la pendiente de la recta tangente, de modo que f'(¢) =0y f'(d) = 0. En el
siguiente teorema llamado Teorema de Fermat, se afirma que esto siempre se

cumple para las funciones diferenciables.
Teorema 1.4. Sea f : [a,b] — R yc € (a,b); si f tiene un mdzimo o un

minimo locales en ¢ y si f'(c) existe, entonces f'(c) = 0.

Demostracion. Supongamos, que f tiene un maximo local en c. Entonces

f(e) > f(x) cuando = esta suficientemente cerca a c. Esto implica que si h



esta suficientemente cerca a 0, con h positiva o negativa, entonces

fle) = fle+h) (1.1)

y por lo tanto
fle+h) = f(e) <0.

Dividimos a ambos lados de la desigualdad por un ntmero positivo. Entonces,

si h > 0 y suficientemente pequena, se tiene

fle+h) = fle)
h

<0, (1.2)

Tomando el limite a derecha en ambos lados de la desigualdad, se obtiene

i LR~ 1) < 1im 0 = 0.

h—0+ h h—0+

Pero como por hipoétesis f'(c) existe, se tiene

o) -t LN =S S es ) =10

h—0 h h—0+ h

<0.

Asi, se ha demostrado que f’(¢) < 0. Si h < 0, entonces la direccion de la

desigualdad (1.2) se invierte cuando se divide entre h

flet+h) = [l
h

>0, h<0,

luego, tomando el limite por la izquierda, se tiene

() = 1im fleth) = fle) _ o fleth) = flo)

h—0 h h—0— h -

Se ha demostrado que f'(¢) > 0 y también que f'(¢) < 0. Como ambas
desigualdades deben ser verdaderas, la tnica posibilidad es que f'(c¢) = 0.
Entonces hemos probado el teorema de Fermat para el caso de un maximo

local. El caso de un minimo local es analogo. ]



Debemos tener presente que cuando f’(¢) = 0, f no tiene necesariamente
un maximo o un minimo en c¢; en otras palabras, el inverso del teorema de

Fermat es falso.

Definicion 1.5. Un punto critico de una funcion [ es un numero c en

el dominio de f tal que f'(c) =0 o f'(¢) no existe.

Definicion 1.6. Se dice que una funcion es crectente en un intervalo I, st
flz1) < f(xq), siempre que v, <x9 en 1.

Se dice que es decreciente en I, si
f(z1) > f(xg), siempre que r1 <my en 1.

En céalculo, si f’ existe, esta nos da informacién que nos permite deducir

hechos acerca de f, especialmente f’ indica donde crece o decrece una funcion,

en general se tiene

» Si f/(x) > 0 en un intervalo, entonces f es creciente en ese intervalo.

» Si f/(z) <0 en un intervalo, entonces f es decreciente en ese intervalo.

Prueba de la primera derivada. Supongamos que ¢ es un punto critico

de una funcién continua f.

a) Si f’ cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f tiene un maximo local

en c.



b) Si f’ cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f tiene un minimo local

€1 C.

c¢) Si f' no cambia de signo en ¢ (es decir, f’ es positiva en ambos lados de c,
o negativa en ambos lados), entonces f no tiene méximo ni minimo local

en c.

1.2. Numeros algebraicos

Definiciéon 1.7. Un numero real a se llama niimero algebraico, o simplemen-
te algebraico, si o es raiz de un polinomio p(x) con coeficientes racionales.
Es decir, o es algebraico si es solucion de una ecuacion polinomica con coe-

ficientes racionales de la forma
a,x" + a(n,l)x”_l + ... 4azxt+as=0.

Ejemplo 1.8.

V5 es algebraico, ya que es una raiz de los polinomios x*>—5, x*—25, 222 —10.

1.3. Divisibilidad

Definicion 1.9. Sean a,b numeros enteros con a diferente de cero. Se dice
que a divide a b si existe un entero ¢ tal que b = ac. En tal caso se escribe

a | b. Se dice también que a es un divisor de b ¢ que b es un multiplo de a.

Definicion 1.10. Un entero positivo d se llama méximo comun divisor de

dos enteros dados a y b st



1. d es un divisor de a y b

2. Todo dwisor comiun de a y b es un diwvisor de d.

El mdximo comin divisor de a y b se representa como d = m.c.d.(a,b) y

también como d = (a,b).

Teorema 1.11. Sean a y b niumeros enteros no ambos iguales a cero. El
m.c.d(a, b) es el menor entero positivo que puede escribirse en la forma ax+by

con x, Yy enteros.

Definiciéon 1.12. Un entero positivo m se llama minimo comun miltiplo de

los enteros no nulos a y b si

1. m es multiplo de ambos a y b

2. Cualquier maultiplo de a y b es un maultiplo de m.

Usamos la notacion m.c.m.(a,b) o bien |a,b] para el minimo comin mailtiplo

de a yb.

Definicién 1.13. Un entero positivo p > 1 se denomina un nimero primo
st tiene exactamente dos divisores positivos a saber, 1 y p. Un entero positivo
mayor que 1 que no es primo se denomina compuesto.

Teorema 1.14. Todo entero mayor o igual que 2, ¢ es primo, ¢ es producto

de numeros primos.

Demostracion. Sea S el conjunto de todos los niimeros naturales que son

primos o que pueden escribirse como producto de primos. Claramente

S C {keN|k>2}



y ademés tenemos:

i) 2 € S porque 2 es un nimero primo

ii) Supongamos que n > 2 y que k € S para todo k tal que 2 < k < n.
Véase que n € S. Sin es primo entonces n € S. Si n no es primo existen
ryttalesquen=rtcon2 <r <ny2<t<ny por hipbtesis, ellos o
son primos, o productos de primos. En consecuencia n es producto de
primos y asi n € S. El principio de induccién matematica nos afirma

entonces que S = {k € N|k > 2}. |

Definiciéon 1.15. Sia y b son enteros distintos de cero tales que (a,b) = 1, se
dice que a y b son primos relativos. Mds generalmente si ay,as, ..., a, son
enteros no nulos tales que para todo i y para todo 7 cont1# j, 1 <1i, j<n
se tiene (a;,a;) = 1, decimos que ay,as,...,a, son primos relativos dos a

dos.

Teorema 1.16. Si a | be y (a,b) =1 entonces a | c.

Demostracion. Como a | be existe k tal que be = ak. Como (a,b) = 1

existen enteros x,y tales que ax + by = 1. Por lo tanto,
¢ = c(ax + by) = acx + bey = acx + aky = a(cx + ky)
es decir, a | c. [

Corolario 1.17. Sip es primo y p | ab entonces p|a ¢ p | b.

Demostracion. Si p{a entonces (a,p) = 1, y por el teorema p | b. |



Corolario 1.18. Sip es primo y p | a1, as, ..

i, 1<i<n.

Demostracion.

La prueba se hace por induccion.

i) Por el corolario anterior se tiene

., ap, entonces p | a; para algun

Siplay - as = play 6 plas

es decir que la proposiciéon se cumple

ii) Supongamos que el resultado se cumple para k, es decir

Siplay - as,...,ay = pla; para algin i, 1 <i <k.

y se debe probar que se cumple para k£ + 1, debemos probar que

Siplay - ag,...,a - apy1 = pla; para algan ¢, 1 <i < k+ 1.
Siplay - ag,...,ar = pla; para algin i
= a;-as,...,a; =p-q donde q € Z
= (a1 - ag,...,ax) - a1 = p(q - ars1)
= pl(ar - az, ..., ar)(ar41)

= pl(a; - as, ..

-yax) 6 pl(aps)

= Si pl(al 'a27--'7a1€)

— pla; para algin i



Teorema 1.19 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo entero
n > 1, ¢ es primo, 0 se puede factorizar como producto de primos. Este

producto es unico salvo por el orden de los factores.

Demostracion. En el Teorema 1.14 ya se probd la primera parte. Basta
ahora probar la unicidad de la factorizacion salvo el orden. Se utilizara in-

duccidén sobre n.

Para n = 2 claramente la representacion es tnica. Supongamos ahora que

para todo entero k con 2 < k < n la representacion no es tnica y que,

n=mpip2...Ps = q1q2 . . . 4,

donde p; y ¢; son primos con pr < po < ... <psy @ < @ < ... < g
Asi, pi|lqiga...q; y entonces p; = ¢; para algin j por lo tanto ¢; < ps.
Anélogamente q;|pips2...ps y entonces ¢ = p; para algin i y por lo tanto

p1 < ¢1. Lo anterior demuestra que p; = ¢; y cancelando tenemos

n

— = P2P3...Ps = (4243 .. .Gt
b1

Como p% < n la hipotesis de induccién garantiza que estas dos representacio-
nes de - son idénticas (hemos escogido un orden) y en consecuencia s = t
y para cada i,p; = ¢;. Por el principio de induccion matematica la prueba

queda completa. [ |

Proposicién 1.20. 2% > 2k, para todo entero k > 2.

Demostracion.

La prueba se hace por induccién sobre k.



i) Claramente

2.3 <23,
es decir que la proposiciéon se cumple para k = 3.

ii) Supongamos que el resultado se cumple para k, es decir

2.k < 2k

Y se debe probar que se cumplen para k + 1, esto es debemos demostrar que

2-(k+1) < 2M

2+ k < 2"multiplicando por 2 = 4k < 2V como k > 2
s 4k — 2% > 2,
= 4k > 2 + 2k,
= 4k > 2(k + 1),
— 2(k + 1) < 4k < 2F

— 2(k 4 1) < 20+

luego 2n < 2", para n > 2. [ |

1.4. Orden p-adico

Definicion 1.21. Sea p un nimero primo y n un entero positivo, entonces

vp(n) es la mdxima potencia de p que divide a n.



vp(n) = max{k € N: p* | n}

vp(m) se denomina el orden p-adico de m respecto de p. Se define también

vp(0) = oo.

Ejemplo 1.22.

w 15(12) =2, porque 22 =4 y 4] 12.
» 113(12) = 1, porque 3' =3 y 3] 12.

» 15(12) =0, porque 5° =1 y 1] 12.

Con la nocién de orden se puede enunciar la condicion de divisibilidad
m|n si y solosi v,(m) < v,(n),para todo p primo.
Ademés, si m # 0 entonces

vp(m) =0, para casi todo primo p.

Por el Teorema Fundamental de la Aritmética (Unica descomposicién en

factores primos) se tiene que todo entero positivo n se puede expresar

n = H p”p(n).

p:primo

Donde p recorre todos los primos positivos.



Ejemplo 1.23.

10=2".3.50.79.119.13°... =25
12=21.31.50.79.119.13°. .. =2%2.3
15=20.3.50.79.119.13°... =35

Es facil ahora expresar el m.c.d. y el m.c.om. de m y n.

(m,n) = [[,p', donde t, = minimo{v,(m), vp(n)}

[m,n] =[], p"™, donde r, = maximo{v,(m), v,(n)}

Ejemplo 1.24.

18 = 2! . 32 (18,24) =2-3=6

24 = 93 . 3! [18,24] = 28 .32 = 72

126 = 2'.32.50. 71 (126,375) = 203 .50. 70. = 3
375 =120.3.5%. 70 [126,375] = 2 - 32 . 5% . 7 = 15750

99 =20.32.50.70.11  (99,110) =2°-3°.50.70. 11! =11

110 =2".3%.5L.70. 111 [99,110] = 2! - 3%.5 . 70. 111 =990

Esta funcién cumple algunas propiedades como



Proposicion 1.25. Sing, ny € Z entonces vp(ny - nay) = vp(n1) + vp(na).

Demostracion.
Sean
a = vy(m) b= vp(na),
_—
pilm A p e PP e A P g,
N
P g A p* T f gy,
luego,

vp(ni-ng) = a + b=wvy(n1) + vp(ne).

Ejemplo 1.26.
vo(7-18) = 15(126) =1 = 2! =2 126.

() =0 = 20=1 A 1|7.

w(18) =1 = 21=2 A 2| 18.

Entonces, v5(7) +15(18) =0+ 1 =1 = 15(126).

Ejemplo 1.27.

Se muestra que v,(m + n) = v(m) + v,(n) es falso.



v3(90 + 99) = 15(189) =3 = 33 =27 A 27189 =7

13(90) =2 = 3*=9 A 9]90=10

3(99) =2 = 32=9 A 9[99 =11

Luego, v3(90) +153(99) =2+ 2 =4 # 15(189) = 3

Proposicion 1.28. Si ny,ny € Z, p primo entonces vy(ny + ng) >

min(vy(ny), vp(na)).

Demostracion. Sean vy(n,) = a, vy(ng) = b, entonces p* | ny, donde p* es
la mayor potencia de p que divide a a y p® | ny, donde p® es la mayor potencia
de p que divide a b.

Por lo tanto ny = p%k A ny=7p’lconk, | €Z

» Sia=0b
ny + ng = pk + pl = pk + pl = p*(k +1).
Si p t (k+ 1) entonces p* es la mayor potencia de p que divide a

(n1 + n2), luego v,(ny + n2) = a = min(v,(ny), vp(na)).

Si p | (k+1) entonces existe p° tal que p° | (k+1) A p°™ 1 (k+1)
con § > 0 € Z entonces pm = k + [ con m € Z reemplazan-
do se tiene que n; + ny = p*k + 1) = p*(p’m) = p**°, donde
PO | (0 4 mg) A pPTOTLE (ny 4 o).



Por lo tanto,

Vp(n1 +ng) = a+ 0 > min(v,(ny), vp(na)).

» Sia<b
ny + ny = pk + p°l = p(k + p®=¢l). Luego p t (k + p®=2l), puesto que
p| PP A ptk. Porlo tanto, p® | (ny +n2) A p*t it (ng + ng),
entonces v,(n1 + n2) = a = min(v,(a), v,(b)).

Analogamente, si a > b se tiene que v,(a 4+ b) = b = min(v,(a), v,(b)).

|
Definicién 1.29. Sea x = * un nimero racional, definimos
vp(x) = vp(m) — vp(n),
el cual es un niumero entero.

Teorema 1.30. Stz = ™ € Q entonces v,(z) = v,(m) — vp(n) no depende

de m yn.

Demostracion. Se comprueba que esta expresion depende solamente de x

y no de m y n.



Ejemplo 1.31.
vy (9) = 13(19602) =4 = 3* =81 A 8119602 = 242.
v3(58806) =5 = 3% =243 A 243 | 58806 = 242.

v3(3)=1 = 3" A 3| 3=1.

vy (25808) = 15(58806) — 15(3) =5 — 1 =4.



Capitulo

Soluciones de la ecuacion z¥ = y*

con r # vy

En el presente capitulo se estudia la soluciéon a la ecuacion x¥ = y® con
x # y, pues x = y da una solucién trivial a esta ecuacion; este problema
puede ser llamado como “La conmutatividad de la potenciaciéon”. Esta
es una ecuacion diofantica que ha tenido considerable atencion desde los
dias de Euler. Analizando la relacién entre z¥ y y* sin causa aparente a

veces una es mayor que la otra

¥ <y”, ¥ =y”, ¥ > y”.

Para iniciar en forma el estudio, se buscaran las soluciones a la ecuacién

primero sobre R, luego sobre QQ y finalmente sobre N.
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2.1. Soluciones reales positivas

Mediante la sustitucion y = tz donde ¢ # 1, x € R, se tiene (z')* = (tx)*,
It

(elevando a la z-ésima potencia) ' = tz y despejando ¢ se obtiene t = =

1
entonces t = '~ de donde z = t71.

Si se hace el procedimiento anterior para x = ¥ y reemplazamos en z¥ = y*

se sigue que (¥)? = y*, de donde se tiene (2 = (y#)¥. Elevando a la y-ésima

potencia tenemos (¥) = y%, luego 4 = t, entonces yl’% =t; donde t = y%.

yt
t

De donde se sigue que y = t#-1.
Las soluciones obtenidas mediante la sustitucién son

(,y) = (t=1,671) v (2,y) = (u,u). (2.1)

Estas son soluciones paramétricas, para los nimeros reales positivos con t # 1
dadas por Goldbach. Por ejemplo x = 4 y = 2 es solucién a esta ecuacion
con t = 1.
Para t = 1 hay una singularidad tnica, ahora si se toma el limite cuando ¢
tiende a 1 y sustituimos ¢t = s + 1, se obtiene la expresion usual que define a

€.

lim(1 + s)i =e = lim(1 + 8)1+%.

s—0 s—0

2.2. Soluciones racionales positivas

Esta parametrizacion caracteriza ciertos tipos importantes de puntos. Por

ejemplo, Euler observo que si t = 1 + %, con n € Z (ver [3]), entonces



D S . .
(x,y) = (t+71,t71) da una solucién racional a z¥ = y* a saber

1 n 1 n+1
T, = (1 + —) Y o Yp = (1 + —) : (2.2)
n n

Se observa que, lim,, (1 + %) = 1 ademas (z,,) crece monotonamente a e y

(yn) decrece monotonamente a e.

Para mostrar que (2.2) son soluciones racionales, se necesita del siguiente

lema fundamental.

Lema 2.1. Sean a, b, m y n nimeros enteros que satisfacen mcd(a,b) =

a

med(m,n) =1, conb# 0, n # 0. Entonces <@> " es racional si y solo st m
n

y n son b-ésimas potencias de enteros.

)

— P 4onde med(p, q) = 1 entonces
q

ab b a b
m m
n q n q

de dénde m?q® = np®. Ahora,

Demostracion. Sea (@) (
n

i) Sim2n®y como el med(m,n) = 1, se sigue que m?|p® luego p® = mar,

donde r € Z.

ii) Si n%/m%" y como el med(m,n) = 1 entonces n?|¢® luego ¢® = n?,

donde t € Z.

Debemos ver que r = £1. Como m®q® = n%p® se tiene que p°|m?q® y como el
med(p, q) = 1 se tiene que p°|m®. Luego m® = p’a, con a € Z, de (i) se sigue

que m® = p’a y p® = m? reemplazando p® tenemos m® = mSra entonces



l=raluegor =a=106r=a=—1.Se tiene que m® = p’.

LA noog LI ey )
Sea m = H p? yp= H q]] entonces pb = H q] T = q1ﬁ1q2ﬂ2 s qzﬂn y
i=1 j=1 Jj=1

aa]

n
a __ ac;
m® = [[pi™ = pf
=1

(e76%)} acn

BBy b
paz . pen como p® = me, luego @M@ .. P =

pips*? L ptans sea pi™!t = p; por lo tanto existe j que 1 < j < n tal que
ac; = bf; y como el (a,b) = 1 entonces b | ay por lo tanto oy = bt con t € Z,

aa

luego pi** = (p*)®; por lo tanto p§

1 es una b-ésima potencia de enteros,

tomando ahora p3** = p,, existe i # j con 1 < i < n tal que aay = bg;

y como el (a,b) = 1 entonces b | as por lo tanto ay = bty con t; € Z,

luego pi** = (pi")?; por lo tanto p{** es una b-ésima potencia de enteros;

continuando asi hasta p,, tenemos que m es una b-ésima potencia de enteros.
Anélogamente se observa que n es una b-ésima potencia de enteros.

Ahora, como m,n € Z, se representan canénicamente como producto de

potencias de primos.
m=]]p" y n=ld"

Por hipotesis m y n son b-ésimas potencias de enteros, luego

entonces,



Si se considera una forma equivalente a z¥ = y* con x # y, (elevando a la
xy-ésima potencia) tenemos que T = yov luego x= = yi con r # y.

Tomando ahora la ecuacioén equivalente z'/* = y¥ con = # y; esta forma
sugiere introducir la funcién f(z) : (0,+00) — R* definida por f(z) =

x'/*. Esta funcién es derivable en (0,+00) entonces derivando para todo

x € (0,+00) se tiene

y=2"" = Iny =~ Inz,
x
Y 1 1
= =—— — Ilnx,
y x? x?
/ y(l_lnx)
— = x2 ,
1/x 1 l
Ly
x

1. Punto critico:

/%1 — Inx)

_ =0= 2""(1 —Inz) =0,
T

= 1—Inz =0,
= 1=Inz,

— T = €.

Evaluando en la derivada por z = e

el/e(1 — Ine
fley= U9y,

e2



Se tiene que x = e es el Gnico punto critico.

2. f'(x) > 0, para todo x € (0,e), luego f es estrictamente creciente en

dicho intervalo.

3. f'(z) <0, para todo z € (e,+00), luego f es estrictamente decreciente

en dicho intervalo.

Utilizando el criterio de la primera derivada se puede concluir que x = e es
un maximo absoluto de la funcién, por lo tanto para todo = > 0, = # e se
tiene el/¢ > g1/*.

Observemos que,

lim z'/* =1,

Tr——400
pues
, 1 . Inz
y= lim 2z = lny= lim —,
r——+00 rx——+oco I
. Inz
= Iny= lim —,
T—+00 ——
1/x
Inzx

= Iny= lim ——,
T

—Iny= lim Lz
Yo e T )2 (1/22)

1/x
— Iny= lim ———

1/z
= lny= lim —
ny = lim —=,
., —1
= Ilny= lim — =0,

r—+400 I

— Iny =0,



:>y:60:1.

Con la informaciéon anterior se puede bosquejar la grafica de la funcion.

-1

Sea a € RT,a # e. Puede ocurrir

i)

ii)

iii)

0 < a < 1. Entonces 0 < az < 1y f(z) alcanza el valor as una sola

vez. Esto es, f(x) = aw solo para z = a.

1 < a < e. Entonces 0 < as < er. Como f(z) es estrictamente
creciente en (1,e), el tnico = en (1,¢e) tal que f(z) = as es = a.
De otro lado f(e) = e<, f(+00) = 1y 1 < aw < ex. Entonces por el
teorema del valor intermedio existe b en (0,40c) tal que f(b) = a«.

Por ser f estrictamente decreciente en (e,400) este b es tunico. Es

. . L. 1
decir, existe un tnico b # a tal que b = aa.

a > e. Nuevamente f(+00) = 1 < a» < e¢ = f(e). Un razonamiento



) 1 L
anéalogo prueba que f toma el valor a« una tnica vez en (1,e) y una

tnica vez en(e, +00).

El razonamiento anterior se puede resumir en

Proposicién 2.2. Sia > 1,a # e existe un tinico real b # a tal que a® = b°.

Proposicion 2.3.

i) Si0<a<b<e entonces a® < b°.

i) Sie < a<b entonces a® > b°.

Queda una cuestién atn por resolver: si 1 < a < e < b, ;Cémo es a® con

respecto a b®?

Para responder a esta pregunta se procede como sigue. Se busca el tnico
x > e tal que ae« = zv. Ahora si z < b entonces z= > bb y por tanto as > bb
de donde a® > b%. Si z > b entonces bs > x& = a%, de donde b* > a®.

Sia > 1,a # e, existe un tnico b > 1 tal que as = b y a # b. Obsérvese

1 1 1 1
que 0 < % <ly0< % < 1, luego —+ = b—l, entonces (é)“ = (%)b . Ahora
0

Qa
se procede a encontrar las soluciones racionales de z¥ = y* con = # y. Por
simetria se puede asumir que y > x y como vimos en la seccién anterior

t# 1yt>1. Six yson racionales entonces también se tiene que t = £ es

racional. Escribiendo ¢ en otros términos tenemos

=, d7q>07



de modo que reemplazando ¢ tenemos

d
1 1 1 g t TS g4d q
t—1 «4_1 d/fqg d y t—1 atd=g d +d (2.3)

q q

Reemplazando (2.3) en (2.1), obtenemos nuevamente las soluciones paramé-
tricas solucion de esta ecuacion haciendo d = 1, y ¢ = n, pues se recupera de

nuevo x, = (1 + %)n YV Yp = (1 + %)nﬂ.

Ademas, como mced(d, q) = med(q,q + d) = med(d, q + d) = 1 y los niimeros
q v q + d deben ser ambos d-ésimas potencias por el lema 1 y sustituyendo

(2.3) en (2.1) se tiene

<q+d)% (q+d>%+1
r=|— y y=|—)
q q

Finalmente, mencionemos que sin = —r en x,, = (1 + %)n YV Yp = (1 + %)HH

entonces (z_,,y_) = (Yr_1,T,—1) pues:

! (1_%)7; (7:1)?: (ril)r: (”ril)T‘

Asi, quitando la restriccién de que n sea positiva, podemos eliminar la con-

diciéon y > x en x, = (1 + %)n Y Y = (1 + %)nﬂ.



Como se ha visto, las siguientes expresiones son soluciones racionales que se

obtienen para cualquier n; a continuaciéon mostramos algunos ejemplos
1 n 1 n+1
$n=(1+—) y yn=(1+—) :
n n

Cada pareja puede ser encontrada en los niimeros racionales como sigue:

Sin=1,

() v () - () - (2)
N R et e}

Si se hace ¥ = y*, se tiene



2.3. Soluciones enteras positivas

Si se restringen los valores de x = m e y = n al conjunto de los enteros

positivos se obtiene la ecuacion diofantica

m" —n™ = 0. (2.4)

Proposicion 2.4. Sean m, n € Z, si m # n, la ecuacion diofdntica m™ = n"™

tiene una unica solucion en los entero m =2 yn =4
Sean m,n tales que

i) Si 0 <m < n < e por la Proposicion 1 se tiene que m™ < n.

ii) Si e < m < n entonces m"™ > n".



Luego si (2.4) tiene solucion, debe tenerse que 0 < m < e < n. Esto implica
que m =1 6 m = 2, si reemplazamos en (2.4) m = 1 se tiene 1" — n! = 0,
luego 1 —n = 0 entonces n = 1, pero e < n luego m # 1. Sustituyendo m = 2

en (2.4) resulta:

n* = 2", n > 2.

Lo que implica que el tnico factor primo de n es 2, y n = 2¥ con k > 1.
Luego (2)? = 22" 1o cual conduce a 2% = 2k, k > 1, ténganse presente que
a® = a¥ si y solo si x = y, esta igualdad solo se da cuando k =16k =2y
como k > 1 entonces k = 2; pero 2F > 2k para k > 2y deesto 1 < k < 3, es

decir £ = 2 y por tanto, n = 4.

Hasta ahora se ha encontrado una pareja solucion en los enteros positivos,
m = 2 y n = 4. La unicidad de m esta implicita en el argumento anterior y
la unicidad de n se sigue de la unicidad de k. Las soluciones de esta ecuacion

diofantica se encontraron con la ayuda de elementos de calculo.



Capitulo

Soluciones de la ecuacion

x¥ =y con x £y

En el capitulo anterior se estudiaron las soluciones de la ecuacion
¥ =y* con x,y >0, (3.1)

cuya solucion es mucho més facil de lo que uno pensaria a primera vista.

mx

Ahora se estudiard la ecuacién z¥ = y™* con = # y, conocida como la

generalizacion de Euler, como lo mencionamos al inicio de esta monografia.

En el contexto de este capitulo es natural considerar la ecuacion
s T (3.2)

Resulta que hay soluciones de (3.1) en las cuales no cabe el patron paramé-

trico bien conocido a (3.1), (x,y) = (tﬁ,tﬁ), por ejemplo se tiene:

O RO R

29



Esta es una solucion de (3.2) con m = 2; este hecho es facil verificarlo,

simplemente se sustituye (3.3) en (3.2) se toman logaritmos y se obtiene

1 2
$y:y2$:lnxy:]_nyQ:D:ylnI:QI'lny:ln_gj:_x7
ny )

luego se tiene
20 2. ()% (4)3 2.4 128 lnz

—:7:2 — =

(4)125 5 5 125 Iny’

Al descubrir (3.3) se inici6 la busqueda de un patron para tratar de generali-

zar estas soluciones. En este capitulo presentamos los casos correspondientes

am=2ym=3.

3.1. Soluciones reales

Ahora se considera la siguiente ecuacion
¥ =y™m. (3.4)

Esta ecuacion es conocida como la generalizacion de Euler con m > 1 un
numero entero positivo fijo. Se restringe otra vez la atenciéon a las soluciones
positivas (z,y). Si = 1 o y = 1, entonces necesariamente (x,y) = (1,1).
Suponiendo que x,y # 1 y tomando logaritmos en (3.4) se tiene

1 1
— ylnr=marlny = % = ?, donde x # y.

¥ = ymz

Inz mlnz”
Escribiendo y = 2" con x # 1y r # 1 y reemplazando se tiene — =
x

ar
Inx mrlnz x" 1

entonces = . Por lo tanto, — = mr, luego "~ = mr.

x

T z"
Por lo tanto las soluciones reales positivas de (3.4) estan dadas por

1 T

r=y=1 y r = (mr)—1, y = (mr)r—T1. (3.5)



3.2. Soluciones racionales

Ahora se restringe la atencion a las soluciones racionales positivas y hacemos

% = mr, siendo r > 0; ademés x e y son racionales, se tiene r € Q. Escribamos

r = ¢ donde a y b son niimeros naturales con med(a,b) = 1y k = |a — b].

Para que z € Q, se requiere

o ()T (L (L () g

Si se supone que mcd(b,m) = d y escribiendo b = db' y m = dm’. Ademas
med(am/,; V') = 1, necesitamos que tanto am’ y O’ sean k-ésimas potencias

enteras.

Si am’ = u* y / = v¥, se sigue esto

am  mb m ,

k

[u* — mo¥| = |am’ —mb| =

Para un ntumero entero positivo m, definimos el sistema S(m) de soluciones

racionales positivas de (3.4) como sigue

S(m) = | J Sk(m),

donde Si(m) representa la solucion del sistema (x,y) correspondiente a la

ecuacion (3.6). Aqui Sp(m) denota las soluciones con z =y (es decir (z,y) =



(1,1) para m > 1); para k = 1, se tiene que S;(m) implica las soluciones

) e ()

A continuaciéon mostraremos co6mo se puede caracterizar este sistema en los
casos m = 2 y m = 3. Las pruebas de los siguientes teoremas son muy
dificiles (ver [6]) e involucran técnicas de teoria de nimeros trascendental y

de la aproximacion de Diofanto

Teorema 3.1. Todas las soluciones racionales positivas de la ecuacion ¥ =

y*® tienen la forma
9 n 9 n+1
a) $=(2+—) y y=(2+—) :
n n

paran € Z,n#0,—1 ¢

b) (z,y) = (1,1),(2,16) 6 ((%)m, (g)m).

Veamos que las soluciones del caso a en el Teorema anterior para m =2 y

k = 2 tiene la forma x = (2 + %)n vy = (2 + %)nH; en la seccion anterior

ma

_b _a_
vimos que r = (T) by oy = (%) e=% gon soluciones racionales de la ecua-

cion z¥ = y™*; como k = |a —b| y para este caso k = 2, se tiene que a = b+ 2



6 a = b — 2, si reemplazamos estos valores tenemos

() 6)

Si hacemos n = g obtenemos la parte a del Teorema

(3
r=|(2+—
n

Haciendo un razonamiento analogo para el valor de y se tiene

o

2+b

ma\ a=s 2+ b\ )7 2\ 2 AN
a—b -

b

Si hacemos n = 5

se tiene la parte a del Teorema

92 n+1
Yy = (2—1——)
n

Teorema 3.2. Todas las soluciones racionales positivas de la ecuacion x¥ =

y3® tienen la forma
3 n 3 n+1
a) x:(S—l——) Y y=(3+—> )
n n

paran € Z,n#0,—1 ¢

paran=0,1,2,... 6



paran =0,1,2, ...

Veamos que las soluciones del caso a en el Teorema anterior para m = 3 y

)n+1

k = 3 tiene la forma =z = (3 + %)n yy= (3 + % ; en la secciéon anterior

ma

b _a_
3 )“*b vy = (%) 2=% son soluciones racionales de la ecua-

vimos que ¥ = (
cion z¥ = y™*; como k = |a—b| y para este caso k = 3, se tiene que a = b+ 3

6 a = b — 3, si reemplazamos estos valores tenemos

b —b b
ma\ a=v 34+0bY 30 3
=(— =3 — =|34+3-
()00 )
Si hacemos n = g obtenemos la parte a del Teorema
3 n
T = (3 + —)
n
Haciendo un razonamiento analogo para el valor de y se tiene

ma\ a=s 34 b\ )5 3 3\ 13
a—b
=) —<(T)> —(3”’3) —(“33)

b
3

wlo

3+b
3

se tiene la parte a del Teorema

3 n+1
Y= (3+—>
n

En el Teorema 3.2, v,, y w, son los enteros definidos por

Si hacemos n =

v 4w, V3 = (1+V3)(2+V3)".

Para encontrar los valores de x y y, primero se obtienen los valores de v,, y

w, de la siguiente manera



n=0 = 341 =y =1 vy wg =1

n=1 = 3V3+5 = v =5 yw; =3

n=2 = 11V/3+19 — vy = 19 v wy =11
n=3 = 41V/3+71 — vy =171 y ws = 41
n=4 = 153v/3+265 — vy = 265 y wy = 153
n=5 = 571/3+989 — v5 = 989 y ws = 571
n=6 = 2131v/3+ 3691 = 15 = 3691 vy wg=2131
n=7 = 79533+ 13775 — v; = 13775y wy = 7953
n=8 = 296813+ 51409 — vy = 51409  y wg = 29681
n=9 = 110771V/3 + 191861 = vy = 1911861 y wy = 110771
n=10 =  413403v/3 + 716035 = vy = 716035 y wio = 413403

Ahora se reemplazan estos valores en b y ¢; a continuacion lo haremos para
el caso b; estos resultados tienen un nimero significativo de cifras, por esto
se hace dificil ver las soluciones. Veamos algunos valores de x y y:

Sin=0,

r= ()= () =3 y y= ()" =) =
Reemplazando en el teorema ¥ = 93¢ se tiene
¥ = 327 = 7625597484987 y3% = 2733 = 7625597484987.
Sin=1,

.3\ 52 25 .3 332 27
o= (%)= ; v= ()" =)

Cuando reemplazamos estos valores en el teorema, presentan desbordamiento

por la cantidad de cifras de estos.



3.3. Loscasosk=1y k=2

Cuando k = 1 se encuentra que cualquiera de estas son soluciones

D) e

es facil a través de un programa calcular el sistema S;(m), porque se obtienen

las soluciones racionales (2.2) multiplicadas por m.

Como vimos en la seccion anterior r = ¢ y k = |a — b[, si k = 1 implica que

l=a—-0b61=0b-—a,si hacemos a = b+ 1 y reemplazando en x = (mr)ril

ey = (mr)71 se obtiene

() )




() )

Para b un ntmero entero positivo. Se observa que estas soluciones correspon-
den a la familia de paramétricas (2.2) de la solucion a la ecuacion general de

Euler; estas son dadas en la parte (a) de los Teoremas 3.1 y 3.2.

Si k > 2 la situacion llega a ser méas interesante, aunque el sistema Ss(m)
todavia no esté dificil de describir, pues no tiene soluciones 6 tienen infinitas
soluciones. Los lemas siguientes proporcionan suficientes condiciones para
que lo anterior ocurra. Como es usual, para € N, 15(x) es el ntimero entero

mas grande tal que 2%2(*) divide a x.

Lema 3.3. Si vso(m) es impar y k es par, entonces Si(m) es vacio.

Demostracion. Se tiene que med(a,b) = 1y k = |a — b| es par, a y b
deben ser ambos impares. Se sigue que d = mecd(b,m) es impar también.
Escribiendo como antes b = db/,m = dm/,am’ = v*, ¥ = v*. Entonces como
m = dm’ y va(m) es impar por hipotesis, se tiene que vo(dm’) es impar, se
tiene d y vo(m’) son impares, por lo tanto tenemos que vo(am’) es impar y
como am’ = u” entonces v5(am’) = kuy(u) es impar, luego k es impar, lo que

contradice la hipoétesis. [

Lema 3.4. Sim = 22(™m, es un nimero entero positivo para el cual my = 1

(modd 4) entonces Sa(m) es vacio.

Demostracion. Si vo(m) es impar, este es un caso especial del lema 4. Si

k = 2 es par, se puede concluir como antes que a y b son ambos impares.



Si se supone que v5(m) es par, entonces, se dice que vo(m) = 2t. Se sigue a

partir de (3.6) que:

22t My mq
A ) R R
d d’

u? — 2%'m? = +

donde u y v son coprimos y d divide a m. Porque d|b, se sigue que d es impar

también d|m;. Obsérvese asi que 2'|u, se expresa u = 2'u; por lo cual

mq
227&“% o 22tm1,02 — :i:22t+1

d Y
22t (1? — myv?) = :l:22t+1%’
u? — myv? = £2 (%) . (3.7)

puesto que el lado derecho de esta ecuaciéon es par, u; y v tienen la misma
paridad y u y v son coprimos necesariamente impares. Por hipotesis m; = 1
(mdd 4), esto implica que el lado izquierdo (3.7) es divisible por 4. El la-
do derecho de esta ecuacion es congruente con 2 moédulo 4, esto rinde la

contradiccion deseada. [ |

La afirmacion bien conocida de las ecuaciones diofantica cuadraticas nos dice
i 2 omy? = drad fi
que estas ecuaciones z# —my* = ¢, con m > 0, m no es un cuadrado perfecto
y ¢ diferente de cero, tiene infinitas soluciones, que se obtienen todas a partir
de una minima; como es claro si (z, y) es una solucion, también lo son (z, —y),
(—x,y) y (—z, —y), pero nos interesan solo las soluciones z,y > 0. Se puede

encontrar una colecciéon de parejas de nimeros enteros positivos, es decir

($1, yl)a <x27 y2)7 ER) (xm yT)7



de 2?2 — my? = ¢, para i = 1,2,...r, tal que cada soluciéon entera positiva

2

(z,y) de la ecuacion 2% — my?* = c satisface

z+yvm = (z; + yiv/m) - (ug + Ul\/m)k, (3.8)

donde k es un entero positivo, ¢ pertenece 1,2,...,y (uj,v;) es la minima
lucid t itiva de 1 ion u? — mo? = 1. El nt t

soluciéon entera positiva de la ecuacion u® — mo . ntmero entero r

aqui depende de ¢ y potencialmente de m.

De esto se sigue que si Sa(m) es no vacio entonces es infinito. No es dificil

proporcionar suficientes condiciones para que Sa(m) sea no vacio.

Lema 3.5. Sip=3 (mdd 4) y p es primo, entonces So(p) es infinito

Demostracion. De (3.6) tenemos
?—pyt==2 2P —py =2

Estas ecuaciones corresponden a Ecuaciones de Pell, pues por hipotesis tene-
mos p =3 (mdd 4) y p es primo, lo cual nos implica que p no es la suma de
dos cuadrado (ver [9]); luego p no es un cuadrado, por lo tanto son ecuaciones
de Pell y tiene soluciéon entera x y y; y esto implica que cualquiera de las

ecuaciones tiene infinitas soluciones, por lo que Sy(p) es infinito. |

Se ha llevado a los lectores poco a poco (a algo no trivial) a obtener las

condiciones para que S»(k) no sea vacia.



3.4. Ecuaciones de Thue

Un famoso teorema del matematico Noruego Axel Thue afirma: Si © es un

nimero algebraico de grado k£ > 3 y € > 0, entonces la inecuacion

1
< [ —
jy| 21+

’ x
Yy

tiene muchas soluciones finitas enteras x y y con y # 0. Note esto, si © = ¢/m

tenemos la identidad algebraica

. ((g)k_l e <§)k_2+...+@“> .

Si m no es una k-ésima potencia perfecta y ¢ # 0 es un entero, entonces se

k

o ©

—my| =yt |0~

|z

sigue que la ecuaciéon

o —myt =c

tiene muchas soluciones finitas enteras x y y. Estas ecuaciones son llamadas
las ecuaciones de Thue en la actualidad.
Para este estudio, esto inmediatamente implica que Sy(m) es finito para cada

ntmero entero fijo k£ > 3.

3.5. Formas lineales en logaritmos

Los sistemas Si(m) estéan definidos por las desigualdades de la forma
m
u® — moF < +—k.
d
Para los numero enteros positivos v y v. En todos los casos tenemos asi

lu® — mo®| < mk,



a esto le sigue

m~* <E>k — 1‘ < ﬁ

v ok

y por lo tanto la forma lineal |k1g(#) —lgm/| de los logaritmos es pequefio.
Un resultado de Gel'fond (extendiendo su trabajo sobre el séptimo proble-
ma de Hilbert) indica que para cualesquiera ntumeros algebraicos distintos a
cero oy, o, 1 v P con logaq y log as linealmente independientes sobre los

nimeros racionales, tenemos

Wl log a; — B2 log 042‘ #0

3.6. Resolviendo las ecuaciones

Ahora describiremos una estrategia explicita para determinar estos sistemas
y la ilustramos para los casos m = 1, m = 2 y m = 3, por medio de un
programa hecho en Delphi7 que nos muestra algunas soluciones; los dos
ultimos casos tienen algunos inconvenientes por la gran cantidad de cifras de
estos nameros. En el caso m = 1, si recordamos en el Capitulo 2, se tienen
unas soluciones paramétricas, que son utilizadas para realizar estos calculos;
el programa consta de 5 pestanas que nos solucionan la ecuaciéon para dichos
casos. La primera pestana corresponde a m = 1, el programa en esta nos
pide 3 datos, nimero de términos, ¢ inicial y paso de avance; En la parte
inferior encontramos una tabla que nos muestra los resultados y finalmente

el botén solucionar.



T Form1

............. _d =10l

®=t~(1/(t-1)) y=t~(t/(t-1))
KT=(YX)

~Dato

Momeio de teminos: —y jpisial Pasa de Avance

I

H I I I | I

Solusionar

A continuacion vemos para el caso m = 1 algunas soluciones para este caso,

nos muestra 5 términos, con un ¢ inicial de 2 y paso de avance 1.

T Form1

el |2 | ez al] med b e el

il =lolx

X=E(L/CEL)) y=er(/ (1)
XTY)=YX)

[ Dato:

Milmero de (oS ¢ ricio Pasa de Avance

Téming

|>< |~r |><"Y |\r“>< |
2 4 16 16

1.732050807 5196152422 17,36130525 1736190528
1587401051 6,349604207 18,8053267¢ 18,80532678
1.496348781 7 476742906 20, 26372598 20, 25372698

i
2
3
4
5
[

@ = oW M

1.4309E9081 B,58581 445€ 21 BB7E479S 21 BE7E47IS

Para el caso m = 2 el ambiente del programa es similar al anterior, pero de
aqui en adelante tenemos algunos inconvenientes pues para valores pequenos
de n esto es posible, sin embargo cuando n es suficientemente grande, esto se

convierte computacionalmente imposible debido a la dificultad al reemplazar



los valores x, y en el teorema por la cantidad de cifras de estos nimeros, entre
otros. Cuando esto sucede nos aparece un mensaje de Error matemdtico y a
partir del termino que presenta este inconveniente, el programa no continua
haciendo calculos pero pone el tltimo obtenido hasta completar el niimero

de termino que digitamos.

{ Formi
met w2 | me3 )] mes b | me3 g
[ Soluziones Parametica;

KOy =y 2K

x=(2+{2in))"n y=(2+(2in))" (n+1)
nperfenece Z n=> 0, -1

[-Datos
Midmern de términos Hinicial Paso de Awvance
[0 [1 S

Téming  |n |>< |v- lx“« [z |
1 1 3 42949 x|

25 1311882921 36732721801, 15698 Error matematico

4 390625 97ESEZS 278814
55 113.4210452 263 0861 070 £ 83623

m A W

7 3259519612 7450330542 2,41 2608247 2,41268824%

Solucionar

En el caso m = 3 se presentan estos inconvenientes mas rapidamente y
ademas se suma otro, ya que en nuestro mundo matematico permitimos la
existencia de ntmeros con una cantidad infinita de cifras para ejemplo se
define v/3, como el tnico nimero positivo tal que al multiplicarse por si mismo
produce el entero 3; mientras que la aritmética que usa la computadora tiene
solo un namero finito de cifras, es decir que solo los racionales (no todos ellos)
se pueden representar con exactitud. Puesto que v/3 no es racional, se da una
representacion aproximada, cuyo cuadrado no sera 3, aunque si lo bastante
cercano. En el Teorema 3.2 se tienen 3 casos, los cuales se intentan ilustrar

mediante en el programa, por el inconveniente que se mencioné anteriormente



el desbordamiento se hace més rapido; Este caso consta de tres pestanas con
datos iniciales similares al anterior, pero se le suman margen de error, este es
para evitar problemas de truncamiento; entre més pequeno sea el niimero el
resultado es més aproximado (el nimero decimal lo digitamos con ,), rango
final v, y rango final w,, estos son para definir el limite de busqueda de las

soluciones; se omite el inicial porque se inicia automaticamente en cero.

TFromt =lolx|
mel | me2 | me3 o] (M= Bl med o]
rm=3 b}

XM = vh3x
¥=(3wn/vn)~(vn)~ y=(3wn/vn)~(3wn)n2
paran=01,2,...

Diato
Yalor de n Margen de srmor

~Rangos de Bisqueds
Ranga Firal ¥ Ranga Final Wi

H | I I | | C

Solucionar

Para concluir una ecuacién diofantica es una ecuacién polinémica con coe-
ficientes y raices enteras. Resolver una ecuacion diofantica (o un sistema de
ellas) es hallar explicitamente sus raices enteras. Si una ecuacién (o siste-
ma) es determinada, es decir tiene un ndimero finito de soluciones en Q o
en R, podemos resolverla en uno de estos cuerpos y comprobar sus raices
una a una para ver cuales son enteras. Por ello, las ecuaciones diofénticas
interesantes son las indeterminadas, que admiten infinitas soluciones y se
deben caracterizar cuales de ellas son enteras; en el caso de este trabajo, la

ecuacion diofantica ¥ — y™* = 0, nos ha llevado poco a poco a la caracte-



rizacion de sus soluciones, pasando por los casos m = 1, que podemos verla
como la conmutatividad en la potenciacion, en los casos m = 2y m = 3 nos
ha llevado a mostrar dos resultados que son empleados en el campo de los
problemas diofanticos, igualmente en el transcurso de este trabajo, surgen

algunas preguntas 6 una generalizacion, entre estas jcuando x"™ = y™*?
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Anexo

El presente Anexo, es el coédigo del programa hecho en Delphi7 que nos

ilustra las soluciones para los casos m =1, m =2y m = 3.

StgGdResultadosM1.Cells[0,1]:="1";

StgGdResultadosM1.Cells[1,1] :=FloatToStr(t);
StgGdResultadosM1.Cells[2,1] :=FloatToStr(x);
StgGdResultadosM1.Cells[3,1] :=FloatToStr(y);
StgGdResultadosM1.Cells[4,1] :=FloatToStr(xy) ;
StgGdResultadosM1.Cells[5,1] :=FloatToStr(yx) ;

for cont:=0 to (StrToIlnt(LblEdNumTermM1.Text)-2) do
begin

t:=t+ StrToFloat(LbleEdPasoM1.Text);

x:=Power(t, (1/(t-1)));
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y:=Power (t, (t/(t-1)));
xy :=power (x,y) ;
yx:=power (y,x) ;

StgGdResultadosMl.RowCount :=StgGdResultadosMl.RowCount+1;
StgGdResultadosM1.Cells[0,2+cont] :=FloatToStr(cont+2);
StgGdResultadosM1.Cells[1,2+cont] :=FloatToStr(t) ;
StgGdResultadosM1.Cells [2,2+cont] :=FloatToStr(x) ;
StgGdResultadosM1.Cells [3,2+cont] :=FloatToStr(y) ;
StgGdResultadosM1.Cells[4,2+cont] :=FloatToStr(xy) ;
StgGdResultadosM1.Cells[5,2+cont] :=FloatToStr (yx) ;

end;
end; procedure TForml.BitBtnSolM2Click(Sender: TObject); var
n,x,y,Xxy,yx:Extended;
cont:Integer;
begin
n:=StrToFloat (LbEdtTInicialM2.Text) ;
x:=power ((2+(2/n)) ,n);
y:=power ((2+(2/n)), (n+1));
xy :=power(x,y);
yx:=power (y,2*x) ;
//xy:=power (x,y) ;
//yx:=power (y,x) ;
// Encabezado de las columnas

StgGdResultadosM2.RowCount:=1;



StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.

StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.

StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.
StgGdResultadosM2.

for cont:=0 to (StrTolnt(LblEdtNumTermM2.Text)-2) do

begin

n:=n+

Cells[0,0]

Cells[1,0]:=’n’; //FloatToStr(x);
Cells[2,0]:="X’; //FloatToStr(x);
Cells[3,0]:=Y’;//FloatToStr(y);
Cells([4,0]:="X"Y’; // FloatToStr(xy);
Cells[5,0]:="Y"2X’; //FloatToStr(yx);
RowCount:=2;

FixedRows:=1;

Cells[0,1]
Cells[1,1]
Cells[2,1]
Cells[3,1]
Cells[4,1]
Cells[5,1]

x:=power ((2+(2/n)) ,n);

y

try
Xy :=power (x,y) ;

yX

:=power ((2+(2/n)), (n+1));

:=power (y,2*x) ;

:=’Término’;

=217,
:=FloatToStr(n) ;
:=FloatToStr (x);
:=FloatToStr(y);
:=FloatToStr (xy) ;
:=FloatToStr (yx) ;

StrToFloat (LbleEdPasoM2.Text) ;



Except
ShowMessage (’Error matemitico’);
end;

StgGdResultadosM2.RowCount :=StgGdResultadosM2.RowCount+1;

StgGdResultadosM2.Cells [0,2+cont] :=FloatToStr(cont+2);
StgGdResultadosM2.Cells[1,2+cont] :=FloatToStr(n) ;
StgGdResultadosM2.Cells [2,2+cont] :=FloatToStr(x) ;
StgGdResultadosM2.Cells [3,2+cont] :=FloatToStr(y) ;
StgGdResultadosM2.Cells[4,2+cont] :=FloatToStr (xy) ;
StgGdResultadosM2.Cells [5,2+cont] :=FloatToStr (yx) ;
end;

end; procedure TForml.BitBtnSol3aClick(Sender: TObject); var
n,x,y,xy,yx:Extended;
cont:Integer;

begin
n:=StrToFloat (LblEdtm3aNInic.Text);
x:=power ((3+(3/n)) ,n);
y:=power ((3+(3/n)), (n+1));

xy:=power(x,y);
yx:=power (y,3*x) ;

//xy :=power (x,y) ;
//yx:=power (y,x) ;



// Encabezado de las columnas

StringGridResult3a

StringGridResult3a.
StringGridResult3a.
StringGridResult3a.
StringGridResult3a.
StringGridResult3a.

StringGridResult3a.

StringGridResult3a.

StringGridResult3a.

StringGridResult3a.
StringGridResult3a.
StringGridResult3a.
StringGridResult3a.

StringGridResult3a.

StringGridResult3a

.RowCount:=1;

Cells[0,0] :=’Término’;
Cells[1,0]:=’n’; //FloatToStr(x);
Cells[2,0]:="X’; //FloatToStr(x);
Cells[3,0]:="Y’;//FloatToStr(y);
Cells[4,0]:="X"Y’; // FloatToStr(xy);
Cells[5,0]:="Y"3X’; //FloatToStr(yx);

RowCount:=2;

FixedRows:=1;

Cells[0,1]:=17;

Cells[1,1] :=FloatToStr(n);
Cells[2,1] :=FloatToStr(x);
Cells[3,1]:=FloatToStr(y);
Cells[4,1]:=FloatToStr(xy);
.Cells[5,1] :=FloatToStr (yx) ;

for cont:=0 to (StrTolInt(LblEdtm3aNterm.Text)-2) do

begin

n:=n+ StrToFloat(LblEdtm3aPaso.Text);

x:=power ((3+(3/n))
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y:=power ((3+(3/n)), (n+1));
try
Xy :=power (x,y) ;
yx:=power (y, 3*x) ;
Except
ShowMessage (’Error matematico’);
end;

StringGridResult3a.RowCount:=StringGridResult3a.RowCount+1;

StringGridResult3a.Cells[0,2+cont] :=FloatToStr(cont+2);
StringGridResult3a.Cells[1,2+cont] :=FloatToStr(n);
StringGridResult3a.Cells[2,2+cont] :=FloatToStr(x);
StringGridResult3a.Cells[3,2+cont] :=FloatToStr(y);
StringGridResult3a.Cells[4,2+cont] :=FloatToStr (xy) ;
StringGridResult3a.Cells[5,2+cont] :=FloatToStr(yx) ;
end;

end; procedure TForml.BitBtnSol3bClick(Sender: TObject);
var

n,vn,wn,cont:integer;

producto, error,x,y,xy,y3x, sumaVnWn:Extended;

begin

error:=StrToFloat (LblEdtm3bError.Text) ;

n:= StrToInt(LblEdtm3bNInic.Text);
producto:=(1+Sqrt (3) ) *power ((2+Sqrt(3)),n);

//*****************************************************



// Encabezado de las columnas
StringGridResult3a.RowCount:=1;
StringGridResult3b.Cells[0,0] :=’Término’;
StringGridResult3b.Cells[1,0]:=’n’; //FloatToStr(x);
StringGridResult3b.Cells[2,0] :="X"; //FloatToStr(x);
StringGridResult3b.Cells[3,0]:=’Y’;//FloatToStr(y);
StringGridResult3b.Cells[4,0]:="X"Y’; // FloatToStr(xy);
StringGridResult3b.Cells[5,0]:=’Y"3X’; //FloatToStr(yx);

StringGridResult3b.RowCount:=2;

StringGridResult3b.FixedRows:=1;

//StringGridResult3b.Cells[1,1]:=>AUXILIO’;
//ShowMessage(*Help ’);

(

StringGridResult3b.Cells[0,1]:="1";
StringGridResult3b.Cells[1,1] :=FloatToStr(n);
StringGridResult3b.Cells[2,1] :=FloatToStr (x);
StringGridResult3b.Cells[3,1] :=FloatToStr(y);
StringGridResult3b.Cells[4,1] :=FloatToStr(xy) ;
StringGridResult3b.Cells[5,1] :=FloatToStr (yx) ;
*)

[ /KKK ko ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok K ok ok ok K ok ok ok o Kok Kok o

cont:=0;

for vn:= 0 to StrToInt(LblEdtm3bRngFinVn.Text) do



begin
for wn:= 0 to StrToInt(LblEdtm3bRngFinWn.Text) do
begin
sumaVnWn:= vn + (wnxSqrt(3));
if (Abs( sumaVnWn - producto)<= error) then
begin
cont:=cont+1;
x:=( power ((3*wn/(vn)),sqr(vn)) )/1;
y:=( power ((3*wn/(vn)),3*sqr(wn)) )/1;
xy:=power (x,y);

y3x:=power (y, (3*x)) ;

//ShowMessage (FloatToStr (y3x)) ;

/ /[ Fkkkokokokokk ok
StringGridResult3b.RowCount:=StringGridResult3b.RowCount+1;
StringGridResult3b.Cells[0,0+cont] :=FloatToStr(cont);
StringGridResult3b.Cells[1,0+cont] :=FloatToStr(n);
StringGridResult3b.Cells[2,0+cont] :=FloatToStr(x) ;
StringGridResult3b.Cells[3,0+cont] :=FloatToStr(y);
StringGridResult3b.Cells[4,0+cont] :=FloatToStr(xy) ;
StringGridResult3b.Cells[5,0+cont] :=FloatToStr(y3x) ;

/[ k% kskkkkk

end;
end;

end;



end; procedure TForml.SolucionarClick(Sender: TObject) ;

var

n,vn,wn,cont:integer;

producto, error,x,y,Xy,y3x, sumaVnWn:Extended;

Hallado:Boolean;

begin

//*******************************************

error:=StrToFloat (LblEdtm3cError.Text);

n:= StrToInt(LblEdtm3cNInic.Text);

producto:=(1+Sqrt(3))*power ((2+Sqrt(3)),n);

//*****************************************************

// Encabezado de las columnas

StringGridResult3c.

StringGridResult3c.
StringGridResult3c.
StringGridResult3c.
StringGridResult3c.
StringGridResult3c.

StringGridResult3c.

StringGridResult3c.

StringGridResult3c.

RowCount:=1;

Cells[0,0] :=’Término’;
Cells[1,0]:=’n’; //FloatToStr(x);
Cells[2,0]:=X’; //FloatToStr(x);
Cells[3,0]:="Y’;//FloatToStr(y);
Cells[4,0]:="X"Y’; // FloatToStr(xy);
Cells[5,0]:="Y"3X’; //FloatToStr(yx);

RowCount:=2;

FixedRows:=1;

//StringGridResult3b.Cells[1,1] :=AUXILIO’;



//ShowMessage (*Help ’);

€

StringGridResult3b.Cells[0,1]:="1";
StringGridResult3b.Cells[1,1] :=FloatToStr(n);
StringGridResult3b.Cells[2,1] :=FloatToStr(x);
StringGridResult3b.Cells[3,1] :=FloatToStr(y);
StringGridResult3b.Cells[4,1] :=FloatToStr (xy) ;
StringGridResult3b.Cells[5,1] :=FloatToStr (yx) ;

*)

[ /KKK okok ok sk okok s ok sk ok ok sk ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok skok ok ok ok ok ok sk ok skok ok

cont:=0;

Hallado:=False;
for vn:= 0 to StrToInt(LblEdtm3cRngFinVn.Text) do
begin
for wn:= 0 to StrToInt(LblEdtm3cRngFinWn.Text) do
begin
sumaVnWn:= vn + (wn*xSqrt(3));
if (Abs( sumaVnWn - producto)<= error) then
begin
Hallado:=True;
cont:=cont+1;
x:=( power ((wn/(vn)),3*sqr(wn)) )/1;
y:=( power ((wn/(vn)),sqr(vn)) )/1;

Xy :=power(x,y) ;



y3x:=power (y, (3*x)) ;

//ShowMessage (FloatToStr (y3x)) ;

/ [ F*kkkkkokokokk
StringGridResult3c.RowCount:=StringGridResult3c.RowCount+1;
StringGridResult3c.Cells[0,0+cont] :=FloatToStr(cont);
StringGridResult3c.Cells[1,0+cont] :=FloatToStr(n);
StringGridResult3c.Cells[2,0+cont] :=FloatToStr(x) ;
StringGridResult3c.Cells[3,0+cont] :=FloatToStr(y);
StringGridResult3c.Cells[4,0+cont] :=FloatToStr(xy) ;
StringGridResult3c.Cells[5,0+cont] :=FloatToStr(y3x) ;

/ [ Fxkkxkkok

Break;

end;
if Hallado then
Break;
end;
end;
[ /K F KKk ok ok ok ok Kok ok KKk o KoK ok o Kok ok o Kok ok ok Kok ok kK
end;

end.
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