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Bucaramanga

2011



Puntos fijos de multifunciones difusas

Autor

Vladimir Angulo Castillo

Trabajo de grado como requisito

parcial para optar el tı́tulo de

Licenciado en Mateḿaticas

Director
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2.3. Gráfica del conjunto difuso de puntos fijos deΓ. . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.4. Descripción de la construcción del atractor deω1. . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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TITULO: PUNTOS FIJOS DE MULTIFUNCIONES DIFUSAS1

AUTOR: Vladimir Angulo Castillo2

PALABRAS CLAVE: Espacios métricos; Conjuntos difusos; Multifunciones contractivas; Mul-
tifunciones contractivas difusas; Puntos fijos; Estabilidad; Sistemas iterados.

DESCRIPCIÓN

El Análisis Multı́voco Difuso ha tenido un vertiginoso avance en los últimos años, destacan-
do en particular, algunos trabajos con resultados relativos a la teorı́a de puntos fijos de mul-
tifunciones difusas con diversas aplicaciones y propiedades que han aparecido en la literatura
[5, 9, 10, 11, 12, 13]. El contenido de está monografı́a se basa principalmente en una disertación
del artı́culo [12] y en una aplicación de los puntos fijos de una multifunción y una multifunción
difusa visto en [9, 19].

El presente trabajo ha sido organizado de la siguiente manera. En el primer capı́tulo, se inicia
dando un breve resumen sobre las principales definiciones y teoremas relacionados a los espa-
cios métricos, incluyendo en particular la métrica de Hausdorff. Adicionalmente, se revisan las
definiciones de conjunto difuso yα-nivel de un conjunto difuso. Luego se presentan algunos
conceptos relativos a la teorı́a de multifunciones, junto con los resultados principales de los
puntos fijos de una multifunción, con el objetivo de analizar aspectos como lo son la existen-
cia, unicidad y estabilidad de los puntos fijos. El capı́tulotermina definiendo lo que es una
multifunción difusa, y con ella, se destacan algunos resultados de puntos fijos.

El tema central del segundo capı́tulo, es el análisis de losconjuntos difusos de puntos fijos de
multifunciones contractivas difusas, en donde se analiza un resultado relativo a la estabilidad
de los puntos fijos de una multifunción difusa. Se destaca laexistencia de un conjunto difusou
cuyosα-niveles corresponden con el conjunto de puntos fijos de una multifunciónΓα, generada
a través de una multifunción difusaΓ. Finalmente, se analiza un caso particular de multifun-
ciones aplicadas a sistemas iterados de funciones y se trabaja con una clase especial de sistemas
dinámicos sobre espacios de funciones denominados sistemas iterados de conjuntos difusos (ver
[9, 19]).

1Tesis
2FACULTAD DE CIENCIAS, LICENCIATURA EN MATEMÁTICAS.
DIRECTOR Ph. D.́Elder Jesús Villamizar Roa
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TITLE: FIXED POINTS OF FUZZY MULTIFUNCTION1

AUTHOR: Vladimir Angulo Castillo2

KEY WORDS: Metric spaces; Fuzzy sets; Multifunction contractive; Multifunction contrac-
tive fuzzy; Fixed points; Stability; Iterative systems.

DESCRIPTION

Fuzzy multivocal Analysis has had a rapid advance in recent years, highlighting in particular,
some work with results on the theory of fixed points of fuzzy multifunctions with various ap-
plications and properties that have appeared in the literature [5, 9, 10, 11, 12, 13]. The contents
of this paper is mainly based on a dissertation article [12] and an application of the fixed points
of a multifunction and a multifunction fuzzy seen in [9, 19].

This paper is organized as follows. In the first chapter, begins with a brief summary on the main
definitions and theorems related to metric spaces, including in particular the Hausdorff metric.
Additionally, are reviewed the definitions of fuzzy set andα-level of a fuzzy set. Following are
exhibit some concepts relating to the theory of multifunctions, along with the main results of
the fixed points of a multifunction, in order to analyze aspects such as the existence, uniqueness
and stability of fixed points. The chapter ends by defining what is a fuzzy multifunction and
with it, are highlights some results of fixed points.

The central theme of the second chapter is the analysis of thefuzzy sets of fixed points of
contractive fuzzy multifunctions, in where is analyzes a result on the stability of fixed points
of a fuzzy multifunction. It highlights the existence of a fuzzy setu whoseα levels correspond
to the set of fixed points of a multifunctionΓα, generated through a fuzzy multifunctionΓ.
Finally, is analyzed a particular case of multifunctions applied to iterated functions systems and
is worked with a special class of dynamical systems on spacesof functions called iterated fuzzy
set systems (see [9, 19]).

1Thesis
2FACULTY OF SCIENCES, DEGREE IN MATHEMATICS.
DIRECTOR Ph. D.́Elder Jesús Villamizar Roa
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Introducci ón

Durante los últimos 50 años la Teorı́a de Multifunciones se ha mantenido en escena, y con ella

el llamado Análisis Multı́voco. Estas teorı́as comenzaron a desarrollarse fuertemente debido

a sus variadas aplicaciones en distintos campos, como por ejemplo, aplicaciones en la teorı́a

de conjuntos difusos [7], en la Teorı́a de Control y Optimización [1, 20], en la Teorı́a de las

Inclusiones Diferenciales [16], en Sistemas Estocásticos [8], en la Teorı́a de los Continuos [18],

en Sistemas Iterados [19], en Electromagnetismo [21], entre otras.

Naturalmente, los objetos de estudio del Análisis Multı́voco son las multifunciones, las cuales

se definen como aplicaciones

F : X −→ P(Y)

x 7−→ F (x) ∈ P(Y),

dondeX y Y son conjuntos no vacı́os,F (x) , ∅ para todox ∈ X y, P(Y) denota el conjunto

“partes deY”.

Dada una función f : X → Y, ésta induce naturalmente una multifunciónF : X → P(Y)

definida por F(x) = { f (x)}. De esta forma, la definición de una multifunción puede ser

vista como una generalización del concepto de función. Desde el punto de vista del Análisis

Matemático, son conocidos varios resultados que dan condiciones de existencia de puntos fijos

de aplicacionesf : X → X. Recordemos el resultado clásico de las contracciones de Banach

que establece que si (X, d) es un espacio métrico completo yf : X → X es una contracción,

entoncesf tiene un único punto fijo; por lo tanto, una cuestión interesante es pasar al contexto
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multı́voco e indagar por lo que serı́a un punto fijo de una multifunción y bajo qué condiciones

se garantiza la existencia de puntos fijos. Se señala aquı́ que un puntox ∈ X se dice que es

un punto fijo de una multifunciónF : X −→ P(Y), si se verifica quex ∈ F(x). Nadler en

[10], extiende el principio de las contracciones de Banach para las contracciones multı́vocas

F : X −→ C(X), siendoC(X) el conjunto de todos los subconjuntos acotados y cerrados de

un espacio métrico (X, d). Lim en [13], da algunos resultados relativos al conjunto de puntos

fijos de una contracción multı́voca, entre ellos, el análisis de la convergencia en los conjuntos

de puntos fijos de una sucesión de contracciones multı́vocas.

El estudio de puntos fijos de multifunciones, además de su interés matemático implı́cito, tiene

su impacto en un gran número de aplicaciones, entre las que citamos la Teorı́a de Control, cuyo

objeto de estudio es el control de sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales, la Teorı́a de

las Inclusiones Diferenciales, y sus aplicaciones, y en particular las Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias, los Sistemas Iterados para la animación de im´agenes, entre otros (ver [2, 13, 16, 17,

19]).

Lo anterior motiva a entender la base de lo que es una multifunción, y con ello conocer resulta-

dos en la literatura que versen sobre la existencia de puntosfijos de multifunciones, aplicaciones

y propiedades; entre otras razones, como etapa previa para el entendimiento y desarrollo de re-

sultados en otras subáreas del análisis, en donde el cálculo de multifunciones es una herramienta

imprescindible, como es el caso del Análisis Multı́voco Difuso.

El Análisis Multı́voco Difuso es una fusión entre el Análisis Multı́voco con la Teorı́a de Conjun-

tos Difusos, ésta última, iniciada en la década de los 60 con el trabajo pionero de Zadeh [15],

quien introdujo el concepto de conjunto difuso y sus propiedades, dando origen a una teorı́a

que hoy en dı́a ha cobrado mucha importancia debido a las aplicaciones que posee en proble-

mas que obedecen a comportamientos de tipo no determinı́stico (ver [4, 12, 13]). Naturalmente,

los elementos básicos del Análisis Multı́voco Difuso sonlas multifunciones difusas, las cuales

generalizan el concepto de multifunción y son, básicamente, multifunciones con valores, siendo

conjuntos difusos, éstos últimos, definidos como funciones que van de un conjunto no vacı́oX
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en el intervalo [0, 1].

Un cuestionamiento que surge inmediatamente es el relacionado con el concepto de punto fijo

de una multifunción difusa, sus propiedades y sus aplicaciones. En las dos últimas décadas

han aparecido en la literatura algunos trabajos con resultados relativos a la teorı́a de puntos

fijos de multifunciones difusasΓ : X −→ E(X), dondeE(X) representa el conjunto de los

conjuntos difusos conα-niveles no vacı́os, cerrados y acotados de un espacio métrico (X, d).

Entre esos trabajos se encuentran [5, 9, 10, 11, 12, 13], en los cuales se han obtenido diversos

resultados que incluyen propiedades y aplicaciones de los puntos fijos de una multifunción

difusa. Se observa, en particular, el estudio de contracciones difusasΓ : X −→ E(X), que

ha sido usado en la teorı́a de fractales con tonalidades de grises (“grey levels”), la cual tiene

interesantes aplicaciones en animación de imágenes, y donde el conjunto de puntos fijos de

contracciones difusas podrı́a considerarse como atractores que representan imágenes que se

deforman de manera aparentemente continua en el tiempo. Cabe resaltar quex ∈ X es un punto

fijo de una multifunción difusaΓ : X −→ E(X), si se verifica queX{x} ⊆ Γ(x).

En ésta monografı́a se pretende hacer un acercamiento al lector hacia lo que son las multi-

funciones difusas, analizando en particular, aspectos como la existencia, unicidad y estabilidad

del conjunto difuso de puntos fijos de multifunciones difusas, destacando la relación existente

entre los resultados en el contexto multı́voco clásico y elcontexto multı́voco difuso. Estabil-

idad en el sentido de que siui y u0 son los conjuntos difusos de puntos fijos asociados a las

multifunciones difusasΓi y Γ0, respectivamente, en un espacio métrico (X, d) y Γi converge a

Γ0 uniformemente sobreX, entoncesD(ui , u0) converge a 0 cuandoi tiende a infinito, siendo

D(ui , u0) = sup
x∈X

H(Lαui(x), Lαu0(x)) y H(Lαui(x), Lαu0(x)) denotando la distancia entre losα-

niveles acotados y cerrados deui y u0 (ver Definición 2.1.3). Con este trabajo monográfico, se

espera generar interés en la comunidad matemática iniciante en el tema, y de igual manera, mo-

tivar el avance de estos estudios a niveles de cursos de posgrado. En particular serı́a interesante

investigar la relación entre la teorı́a de existencia y estabilidad de puntos fijos de multifunciones

difusas con resultados recientes de existencia y unicidad de soluciones de problemas de Cauchy

asociados a ecuaciones diferenciales difusas (EDD) usandonociones generales de diferencia-
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bilidad difusa, asuntos abordados recientemente en [1, 2, 3, 22].

El presente trabajo ha sido organizado de la siguiente manera: el primer capı́tulo, se inicia con un

breve resumen sobre las principales definiciones y teoremasrelacionados a los espacios métri-

cos, incluyendo en particular la métrica de Hausdorff. Adicionalmente, se revisa la definición de

conjunto difuso y se presenta el concepto deα-nivel de un conjunto difuso y sus propiedades.

También se expone el Teorema de Representación de Negoita& Ralescu (ver [7]), el cual es

una herramienta imprescindible para establecer, en el análisis difuso, resultados paralelos a los

que se dan en el análisis clásico. Posteriormente se presentan algunos conceptos relativos a la

teorı́a de multifunciones, incluyendo definiciones, fundamentos teóricos, propiedades y ejemp-

los, junto con los resultados principales del conjunto de puntos fijos de una multifunción; con el

objetivo de analizar aspectos como lo son la existencia, unicidad y estabilidad del conjunto de

puntos fijos. El capı́tulo termina definiendo lo que es una multifunción difusaΓ : X −→ E(X),

y con ella se destacan algunos resultados de puntos fijos.

En el segundo capı́tulo, el tema central es el análisis de los conjuntos difusos de puntos fijos de

multifunciones contractivas difusas, en donde se analiza un resultado relativo a la estabilidad

del conjunto de puntos fijos de una multifunción difusa. Se destaca la existencia de un conjunto

difusou cuyosα-niveles corresponden con el conjunto de puntos fijos de una multifunciónΓα,

generada a través de una multifunción difusaΓ. Posteriormente se analiza un caso particular

de multifunciones aplicadas a sistemas iterados de funciones o SIF, los cuales se componen

de un sistemaw de N contraccionesωi : X −→ X, i = 1, 2, · · · ,N, sobre un espacio métrico

(X, d). Finalmente, se trabaja con una clase especial de sistemasdinámicos sobre espacios de

funciones denominados sistemas iterados de conjuntos difusos o SICD (ver [9, 19]), los cuales

se componen de un sistemaw (denominado también la componente SIF) deN contracciones

ωi : X −→ X, i = 1, 2, · · · ,N, sobre un espacio métrico (X, d), junto con un sistema asociadoΦ

(la componente tonalidad de grises o “grey level”) de aplicacionesφi : [0, 1] −→ [0, 1] denomi-

nadas “grey level”. Estos sistemas, denotados como (w,Φ), están asociados a un operador con-

tractivo

T : E(X) −→ E(X), el cual posee un único punto fijou, denominado el atractor del SICD, donde
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u es un conjunto difuso. Los sistemas iterados, ya sean los SIFo los SICD, poseen varias apli-

caciones, principalmente para la animación de imágenes yen la construcción de fractales.

El contenido de está monografı́a se basa principalmente enuna disertación del artı́culo [12] y

en una aplicación de los puntos fijos de una multifunción y una multifunción difusa visto en

[9, 19].
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Caṕıtulo 1

Puntos fijos de multifunciones difusas

El objeto de estudio del Análisis Multı́voco son las multifunciones, incluyendo las propiedades,

relaciones y aplicaciones que ellas poseen. En este capı́tulo se presentan algunos conceptos rela-

tivos a la teorı́a de multifunciones, incluyendo definiciones, fundamentos teóricos, propiedades

y ejemplos, junto con los resultados principales del conjunto de puntos fijos de una multifun-

ción, con el objetivo de analizar aspectos como la existencia, unicidad y estabilidad del conjunto

de puntos fijos. Se inicia dando algunos preliminares sobre espacios métricos y la métrica de

Hausdorff. Adicionalmente, se revisa la definición de conjuntos difusos y se presenta el concep-

to deα-nivel de un conjunto difuso y sus propiedades. Posteriormente, se definie lo que es una

multifunción difusaΓ : X −→ E(X), dondeE(X) representa el conjunto de todos los conjuntos

difusos conα-niveles cerrados y acotados de un espacio métrico (X, d), y con ella se destacan

algunos resultados de puntos fijos de una multifunción difusaΓ : X −→ E(X).

1.1. Espacios ḿetricos

En esta sección, se darán algunos preliminares importantes para el desarrollo del trabajo refer-

entes a espacios métricos.

Definición 1.1.1.Un espacio métrico es un conjunto no vacı́o X con una función d : X×X −→ R

que satisface las siguientes propiedades:
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a) d(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ X con d(x, y) = 0 si y sólo si x= y,

b) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈ X,

c) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀x, y, z ∈ X.

Se destacan algunos ejemplos de espacios métricos que ser´an de utilidad a lo largo del texto.

Ejemplo 1.1.2. ⋄ Rn con la métrica euclidiana es un espacio métrico.

⋄ Sea S un conjunto no vacı́o y sea(Y, d) un espacio métrico. Una función f: S −→ Y es

acotada si

sup
x,y∈S

d ( f (x), f (y)) < ∞.

El conjunto B(S,Y) := { f : S −→ Y, f es acotada} es un espacio métrico si se considera

como métrica a la función

D( f , g) := sup
x,y∈S

d ( f (x), f (y)) , para cada f, g ∈ B(S,Y).

Para el desarrollo del trabajo es necesario tener en cuenta aspectos como la convergencia y la

completez en espacios métricos. Por ello, se dan las siguientes definiciones relacionadas con

sucesiones convergentes, sucesiones de Cauchy y espacios métricos completos.

Definición 1.1.3.Sea(X, d) un espacio métrico. Una sucesión es una aplicación N→ X que a

cada n le asocia el punto xn ∈ X.

Se utilizará la notaciónxn
d→ x para indicar que la sucesión (xn) converge ax, cuando sea

necesario aclarar el tipo de métrica en el cual tal sucesión es convergente.

Se usará también la notaciónxnր x para indicar que la sucesión (xn) es tal que

x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ lı́m
x→∞

xn = x.

Definición 1.1.4([23]). Una sucesión(xn)∞n=1 de puntos de un espacio métrico(X, d) es conver-

gente si existe un punto x0 ∈ X que cumpla que para todoǫ > 0 existe N∈ N tal que si n> N

se tiene que d(xn, x0) < ǫ.
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Definición 1.1.5([23]). Sea(X, d) un espacio métrico. Una sucesión(xn)∞n=1 en X es llamada

de Cauchy si, para todoǫ > 0 existe nǫ > 0 tal que d(xn, xm) < ǫ para todo m, n ≥ nǫ .

Definición 1.1.6([23]). Un espacio métrico(X, d) se dice completo si toda sucesión de Cauchy

en X es convergente.

Se destacan algunos ejemplos de espacios métricos completos.

Ejemplo 1.1.7. Los espacios dados en el Ejemplo 1.1.2 son ejemplos de espacios métricos

completos.

1.2. Métrica de Hausdorff

Dado un espacio métrico (X, d) se define la métrica de Hausdorff sobre el espacioC(X) de

todos los subconjuntos no vacı́os, acotados y cerrados deX; además, se presenta un resultado

que garantiza que (C(X),H) sea un espacio métrico completo desde que (X, d) sea un espacio

métrico completo.

Definición 1.2.1([12]). Sea(X, d) un espacio métrico. Se considera a

C(X) = {A ⊆ X, A , ∅, A acotado y cerrado},

el conjunto de todos los subconjuntos no vacı́os, acotados ycerrados de X, y a

N(A, ǫ) = {x ∈ X : d(x, a) < ǫ, para algún a∈ A},

como el entorno con centro en A∈ C(X) y radio ǫ. La métrica de Hausdorff sobre C(X) es

definida como

H(A, B) = ı́nf {ǫ > 0 | A ⊂ N(B, ǫ) y B⊂ N(A, ǫ)} , para cada A, B ∈ C(X).
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Si A ∈ C(X) y ǫ > 0 se puede ver que

N(A, ǫ) = {x ∈ X | d(x, a) < ǫ, para algúna ∈ A}

=

⋃

a∈A
{x ∈ X | d(x, a) < ǫ}

=

⋃

a∈A
N(a, ǫ).

Geométricamente, en la figura 1.1 puede apreciarse la construcción del entorno del conjuntoA

a partir de la unión de los entornos de cada elemento deA.

Figura 1.1 – N(A, ǫ) como la unión deN(a, ǫ) para cadaa ∈ A.

La figura 1.2 muestra dos conjuntosA, B ∈ C(X) con entornos deA y B, respectivamente, que

satisfacen las condicionesA ⊂ N(B, ǫ1) y B ⊂ N(A, ǫ2). Aquı́, ǫ1 y ǫ2 son las distancias más

pequeñas posibles para que las anteriores condiciones se cumplan. La distancia de Hausdorff de

A y B es el máximo valor entreǫ1 y ǫ2; es decir,H(A, B) = máx{ǫ1, ǫ2}.

Figura 1.2 – A ⊂ N(B, ǫ1) y B ⊂ N(A, ǫ2).
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Proposición 1.2.2([6]). H es una métrica.

Demostración:Comprobando cada una de las propiedades de un espacio métrico se tiene:

1. H(A, B) = 0 si y sólo si A = B.

Si A = B entonces, por definición deH, H(A, B) = H(A,A) = 0. Si H(A, B) = 0 luego

ı́nf {r > 0 | A ⊂ N(B, r) y B⊂ N(A, r)} = 0, lo cual implica queA ⊂ B y B ⊂ A, donde

B y A denotan la clausura deB y A, respectivamente. ComoA y B son cerrados,A ⊂ B

y B ⊂ A. Por lo tanto,A = B. Es claro que siA , B entoncesH(A, B) > 0 para todo

A, B ∈ C(X).

2. Es claro queH(A, B) = H(B,A) para todoA, B ∈ C(X).

3. H(A,C) ≤ H(A, B) + H(B,C) para todoA, B,C ∈ C(X).

Seaa ∈ A. ComoA ⊂ N(B,H(A, B)), existe unb0 ∈ B tal qued(a, b) < H(A, B). De igual

manera, existec0 ∈ C tal qued(b0, c0) < H(B,C), ası́

d(a, c0) ≤ d(a, b0) + d(b0, c0) < H(A, B) + H(B,C).

Por lo tanto, dadoa ∈ A, existec0 ∈ C tal qued(a, c0) < H(A, B) + H(B,C), es decir,A ⊂

N(C,H(A, B)+H(B,C)). De igual maneraC ⊂ N(A,H(A, B)+H(B,C)). Por consiguiente,

H(A,C) ≤ H(A, B) + H(B,C). �

Lema 1.2.3.Si A, B ∈ C(X), entonces

ı́nf
{
ǫ > 0 | ∀a ∈ A, ı́nf

b∈B
d(a, b) < ǫ

}
= sup

a∈A
ı́nf
b∈B

d(a, b).

Demostración:Sea

ǫ1 = ı́nf
{
ǫ > 0 | para todo a ∈ A, ı́nf

b∈B
d(a, b) < ǫ

}
.
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Entonces ı́nf
b∈B

d(a, b) ≤ ǫ1 para todoa ∈ A, lo cual quiere decir queǫ1 es una cota superior de

S =
{
ı́nf
b∈B

d(a, b) : a ∈ A
}
. Seaδ el supremo deS, entoncesδ ≤ ǫ1 por serδ la menor de las cotas

superiores deS. Supóngase queδ < ǫ1; luego existes ∈ S tal queδ < s ≤ ǫ1, es decir, existe

a0 ∈ A tal queδ < ı́nf
b∈B

d(a0, b) ≤ ǫ1, lo cual es contradictorio ya queδ es el supremo deS. Por

consiguienteδ = ǫ1. �

Otra forma de calcular la métrica de Hausdorff es dada por la Proposición 1.2.4.

Proposición 1.2.4([6]). La métrica de Hausdorff también se puede calcular como

H(A, B) = máx

{
sup
a∈A

ı́nf
b∈B

d(a, b), sup
b∈B

ı́nf
a∈A

d(a, b)

}
.

Demostración:Por la definición de la métrica de Hausdorff se tiene que

H(A, B) = ı́nf {ǫ > 0 | A ⊂ N(B, ǫ) y B⊂ N(A, ǫ)}

= máx{ı́nf {ǫ > 0 | A ⊂ N(B, ǫ)} , ı́nf {ǫ > 0 | B ⊂ N(A, ǫ)}} ,

puesto que se debe satisfacer queA ⊂ N(B, ǫ) y B ⊂ N(A, ǫ).

La condición de queA ⊂ N(B, ǫ) significa queA ⊂ ∪b∈B {x ∈ X : d(x, b) < ǫ} y esto implica

que para todoa ∈ A, ı́nfb∈B d(a, b) < ǫ. De igual manera, siB ⊂ N(A, ǫ) implica que para todo

b ∈ B, ı́nfa∈A d(a, b) < ǫ. Entonces por la Definición 1.2.1 y por el Lema 1.2.3 se tieneque

H(A, B) = máx{ı́nf {ǫ > 0 | A ⊂ N(B, ǫ)} , ı́nf {ǫ > 0 | B ⊂ N(A, ǫ)}}

= máx
{
ı́nf

{
ǫ > 0 | ∀a ∈ A, ı́nf

b∈B
d(a, b) < ǫ

}
, ı́nf

{
ǫ > 0 | ∀b ∈ B, ı́nf

a∈A
d(a, b) < ǫ

}}

= máx

{
sup
a∈A

ı́nf
b∈B

d(a, b), sup
b∈B

ı́nf
a∈A

d(a, b)

}
,

lo cual demuestra el resultado. �

El siguiente ejemplo permite ver el significado geométricode la métrica de Hausdorff dados

dos conjuntosA y B.
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Ejemplo 1.2.5. Considere A= {(x, y) ∈ R2 : x2
+ y2 ≤ 1} y B= {(x, y) ∈ R2 : (x− 4)2 + y2 ≤ 4}

(ver Figura 1.3).

1 2 3 4 5 6 7

1

2

-1

-1

-2

b b

5
bb

3

b b b b b b b b

b

b

b

Figura 1.3 – Distancia de Hausdorff entre los conjuntos A y B.

Entoncessup
a∈A

ı́nf
b∈B

d(a, b) = 3 y sup
b∈B

ı́nf
a∈A

d(a, b) = 5, luego H(A, B) = máx{3, 5} = 5.

El Teorema 1.2.6 muestra que a partir de la completez deX, se obtiene la completez deC(X).

Teorema 1.2.6([4, 14]). Si (X, d) es un espacio métrico completo entonces(C(X),H) es un

espacio métrico completo.

Demostración:Sea (Ap) una sucesión de Cauchy en (C(X),H). Se probará queAp
H−→ A,

dondeA ∈ C(X). Para todoǫ > 0 y para cadak ∈ N, existepk tal que sip, q ≥ pk, se tiene que

H(Ap,Aq) < 2−kǫ. Sea (rk) una sucesión estrictamente creciente enN tal querk ≥ pk, para todo

k. Seanxi ∈ Ar i , i = 1, 2, · · · , k− 1, tales qued(xi , xi+1) < 2−iǫ parai = 1, 2, · · · , k− 1. Entonces

xk+1 es elegido enArk+1 de modo que se verifiqued(xk, xk+1) < 2−(k+1)ǫ.

Se puede observar quexk+1 existe, pues

H({xk},Ark+1) ≤ H(Ark ,Ark+1) ≤ 2−(k+1)ǫ.

Es posible ver que (xk) es una sucesión de Cauchy enX. Luego existex ∈ X y un A ∈ C(X)

tales quexk −→ x, conx ∈ A. Por otra parte, se tiene que

d(x, x1) = lı́m
k→∞

d(xk, x1) ≤ lı́m
k→∞

k−1∑

i=1

d(xi+1, xi) < ǫ.
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Ası́, para todor1 ≥ p1 y para todox1 ∈ Ar1, es posible encontrar unx ∈ A tal qued(x1, x) < ǫ.

Es decir,Ar1 ⊆ N(A, ǫ), para todor1 ≥ p1.

Se mostrará ahora queA ⊆ N(Ap, ǫ), para todop ≥ p1.

En efecto, se sabe queH(Ap,Aq) <
ǫ

2
, para todop, q ≥ p1. Si x ∈ A entoncesx ∈ ⋃

p≥p1

Ap; por lo

tanto, existeq ≥ p1 y y ∈ Aq cond(x, y) <
ǫ

2
. Finalmente, sip ≥ p1, se tiene que

H({x},Ap) ≤ H({x},Aq) + H(Aq,Ap) < ǫ.

Por lo tanto,A ⊆ N(Ap, ǫ), para todop ≥ p1. Esto muestra queH(Ap,A) converge a 0, cuando

p→ ∞. Entonces (C(X),H) es un espacio métrico completo. �

La Definición 1.2.7 establece lo que es una semimétrica de Hausdorff, la cual es necesaria para

la prueba del Teorema 1.3.5.

Definición 1.2.7.Si A, B ∈ C(X) se define la semimétrica de Hausdorff como

ρ(A, B) = sup
a∈A

ı́nf
b∈B

d(a, b),

es decir,ρ sólo cumple la propiedad de desigualdad triangular de la Definición 1.1.1.

Observacíon 1.2.8.Se puede mostrar que si A, B,C ∈ C(X), entonces

ρ(A, B) = 0 si sólo si A⊂ B

y además,

ρ(A,C) ≤ ρ(A, B) + ρ(B,C).

1.3. Conjuntos difusos,α-niveles y el espacioE(X)

Un conjunto difusou sobre un conjuntoX no vacı́o es una aplicaciónu : X −→ [0, 1], donde

el valor deu(x) denota el grado de pertenencia del elementox al conjunto difusou. Si u(x) = 1

significa quex tiene una pertenencia total, si 0< u(x) < 1 indica una pertenencia parcial, y
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u(x) = 0 indica no pertenencia dex al conjunto difuso. Los conjuntos clásicos son conjuntos

difusos, donde la función de pertenencia es la función caracterı́stica. En el presente trabajo, se

denotará porF (X) a la colección de todos los conjuntos difusos definidos sobre X.

Definición 1.3.1. Sean X un conjunto no vacı́o, u: X −→ [0, 1] un conjunto difuso definido

sobre X yα ∈ (0, 1]. Se define elα-nivel del conjunto difuso u como:

Lαu = {x ∈ X : u(x) ≥ α}

y el soporte de u como

L0u = {x ∈ X : u(x) > 0}.

De la colección de todos los conjuntos difusos oF (X), se destaca el interés hacia el análisis de

los conjuntos difusos conα niveles no vacı́os, cerrados y acotados de un espacio métrico X.

Definición 1.3.2. Se denota por E(X) el espacio de los conjuntos difusos conα-niveles no

vacı́os, cerrados y acotados, es decir:

E(X) = {u : X −→ [0, 1] : Lαu ∈ C(X), para todoα ∈ [0, 1]}.

El Lema 1.3.3 destaca algunas propiedades de losα niveles.

Lema 1.3.3.La familia de niveles{Lαu : α ∈ [0, 1]} satisface las siguientes propiedades:

a) L0u ⊇ Lαu ⊇ Lβu para todo0 ≤ α ≤ β.

b) Siαnր α implica que Lαu =
∞⋂

n=1
Lαnu.

c) u= v si y sólo si Lαu = Lαv para todoα ∈ [0, 1].

d) Lαu , ∅, para todoα ∈ [0, 1] es equivalente a decir que u(x) = 1 para algún x∈ X.

e) Se define un orden parcial⊆ sobre E(X) por

u ⊆ v ⇔ u(x) ≤ v(x), para todo x∈ X ⇔ Lαu ⊆ Lαv, para todoα ∈ [0, 1].
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Demostración: a) Lβu = {x ∈ X : u(x) ≥ β} ⊆ {x ∈ X : u(x) ≥ α} ⊆ {x ∈ X : u(x) ≥ 0}.

EntoncesLβu ⊆ Lαu ⊆ L0u.

b) Por hipótesisα1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ lı́m
n→∞
αn = α. Luego, para todon ∈ N, Lαu ⊆ Lαnu. Por lo

tanto,

Lαu ⊆
∞⋂

n=1

Lαnu.

Seax ∈
∞⋂

n=1
Lαnu, por lo tanto,x ∈ Lαnu para todon ∈ N. Entonces,u(x) ≥ αn para todo

n ∈ N. Comoαn converge aα cuandon→ ∞ se tiene que dadoǫ > 0, existe unn0 ∈ N

tal que sin > n0, |αn − α| < ǫ. Ası́, si n > n0, u(x) ≥ αn > α − ǫ. Dado queǫ > 0 es

arbitrario, se concluye queu(x) ≥ α y ası́x ∈ Lαu, esto es,

∞⋂

n=1

Lαnu ⊆ Lαu.

Por consiguiente,

Lαu =
∞⋂

n=1

Lαnu.

c) Lαu = {x ∈ X : u(x) ≥ α} = {x ∈ X : v(x) ≥ α} = Lαv para todo α ∈ [0, 1].

d) ComoLαu , ∅, para todoα ∈ [0, 1] entoncesL1u = {x ∈ X : u(x) = 1} , ∅, lo cual

implica que existex ∈ X tal queu(x) = 1.

e) Siu(x) ≤ v(x) para todox ∈ X, se cumple queLαu = {x ∈ X : u(x) ≥ α} ⊆ {x ∈ X : v(x) ≥

u(x) ≥ α} = Lαv, para todoα ∈ [0, 1]. Por otro lado, siLαu ⊆ Lαv, para todoα ∈ [0, 1] se

tiene queu(x) ≤ v(x) para todox ∈ X. �

El Teorema 1.3.4 es un resultado importante que permite establecer, en el análisis difuso, resul-

tados paralelos a los que se dan en el análisis clásico.

Teorema 1.3.4(Teorema de Representación de Negoita-Ralescu, [7, 8]). Sean X un conjunto

no vacı́o, y{Sα}α∈[0,1] una familia de subconjuntos de X tales que:

i. S0 = X,
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ii. Siα ≤ β entonces Sβ ⊆ Sα,

iii. Siαnր α implica que Sα =
∞⋂

n=1
Sαn.

Entonces, la función u: X −→ [0, 1] definida por u(x) = sup{α ∈ [0, 1] : x ∈ Sα} tiene la

propiedad que Lαu = Sα para todoα ∈ [0, 1].

La demostración del anterior Teorema puede verse en [7, 8].

La Proposición 1.3.5 establece una métrica para el conjunto E(X), a partir de la métrica de

Hausdorff.

Proposición 1.3.5.Para cada u, v ∈ E(X) se define

D(u, v) = sup
α∈[0,1]

H(Lαu, Lαv).

Entonces,(E(X),D) es un espacio métrico.

Demostración:Seanu, v,w ∈ E(X).

i) Si D(u, v) = 0 entoncesH(Lαu, Lαv) = 0 para todoα ∈ [0, 1], y esto implica queLαu =

Lαv para todoα ∈ [0, 1]; por lo tantou = v.

ii) Como H(Lαu, Lαv) = H(Lαv, Lαu) se tiene queD(u, v) = D(v, u).

iii) La desigualdad triangular,D(u, v) ≤ D(u,w) + D(w, v), se sigue usando la propiedad de

desigualdad triangular de la métrica de Hausdorff. �

Con la Proposición 1.3.6 se logra obtener la completez deE(X), a partir de la completez deX.

Proposición 1.3.6([8]). Si (X, d) es un espacio métrico completo, entonces(E(X),D) es tam-

bién completo.
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Demostración:Sea (un)∞n=1 una sucesión de Cauchy enE(X). Considere un puntoα > 0 fijo.

Entonces (Lα(un))∞n=1 es una sucesión de Cauchy en (C(X),H). Como (C(X),H) es completo, se

sigue que existe unMα ∈ C(X) tal que

Lα(un)
H−→ Mα.

De hecho, de la definición deD y de la continuidad deH, es fácil ver que:

Lα(un)
H−→ Mα, uniformemente enα ∈ [0, 1].

Tomandoα ≤ β, y con la semimétrica de Hausdorff se tiene que

ρ(Mβ,Mα) ≤ ρ(Mβ, Lβ(un)) + ρ(Lβ(un), Lα(un)) + ρ(Lα(un),Mα).

ComoLβ(un) ⊆ Lα(un), se sigue que

ρ(Lβ(un), Lα(un)) = 0.

Ası́ ρ(Mβ,Mα) ≤ ρ(Mβ, Lβ(un)) + ρ(Lα(un),Mα) < ǫ, si n es suficientemente grande. De esta

manera se tiene queρ(Mβ,Mα) = 0 y comoMβ,Mα son cerrados, se tiene queMβ ⊆ Mα.

Ahora, tomandoα > 0,αnր α y lı́m
n→∞
αn = α, se tiene que mostrar queMα =

∞⋂
n=1

Mαn.

Es claro queMα ⊆
∞⋂

n=1
Mαn. Usando la semimétrica de Hausdorff (ver Definición 1.2.7), se

obtiene

ρ


∞⋂

n=1

Mαn,Mα

 ≤ ρ

∞⋂

n=1

Mα,
∞⋂

n=1

Lαn(u j)

 + ρ

∞⋂

n=1

Lαn(u j), Lα(u j)

 + ρ
(
Lα(u j),Mα

)
,

para j fijo. Peroρ

(
∞⋂

n=1
Lαn(u j), Lα(u j)

)
= 0, puesto que por el Lema 1.3.3 se tiene que

∞⋂
n=1

Lαn(u j) =

Lα(u j). Consecuentemente, para todoǫ > 0, existejǫ tal que

ρ


∞⋂

n=1

Mαn,Mα

 ≤ ǫ + ρ

∞⋂

n=1

Mαn,

∞⋂

n=1

Lαn(u j)


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para j ≥ jǫ, dondeLα(u j) converge aMα. Ahora,

ρ


∞⋂

n=1

Mαn,

∞⋂

n=1

Lαn(u j)

 ≤ ρ

∞⋂

n=1

Mαn,Mαp

 + ρ
(
Mαp, Lαp(u j)

)
+ ρ

Lαp(u j),
∞⋂

n=1

Lαn(u j)

 ,

para cualquierp ≥ 1. Como
∞⋂

n=1
Mαn ⊆ Mαp, se obtiene

ρ


∞⋂

n=1

Mαn,

∞⋂

n=1

Lαn(u j)

 ≤ ρ
(
Mαp, Lαp(u j)

)
+ ρ

Lαp(u j),
∞⋂

n=1

Lαn(u j)

 .

Ahora, ρ
(
Mαp, Lαp(u j)

)
< ǫ para j ≥ j0. Note que j0 no depende dep. Como (Lαp(u j))∞p=1

decrece a
∞⋂

n=1
Lαn(u j), se sigue queρ

(
Lαp0

(u j),
∞⋂

n=1
Lαn(u j)

)
< ǫ para algúnp0. Ası́,

ρ


∞⋂

n=1

Mαn,

∞⋂

n=1

Lαn(u j)

 < 2ǫ,

si j es grande. Finalmente, al tomarj suficientemente grande se obtieneρ

(
∞⋂

n=1
Mαn,Mα

)
≤ 3ǫ;

es decir,
∞⋂

n=1
Mαn ⊆ Mα. Entonces

∞⋂

n=1

Mαn = Mα,

para cadaα ∈ [0, 1]. Por lo tanto, por el Teorema 1.3.4 se sigue que existe un único u ∈ E(X)

tal queLα(un)
H−→ Lα(u). Resta demostrar queun → u en(E(X),D). Como (un) es de Cauchy,

dadoǫ > 0 existenǫ tal quen,m> ǫ implica queD(un, um) < ǫ. Sean(> nǫ) fijo. Entonces

H(Lα(un), Lα(u)) = lı́m
m→∞

H(Lα(un), Lα(um))

≤ lim
m→∞

sup
α>0

H(Lα(un), Lα(um))

= lim
m→∞

D(un, um) < ǫ.

Ası́ que sup
α>0

H(Lα(un), Lα(u)) ≤ ǫ, es decir,D(un, u) ≤ ǫ paran > nǫ, y ası́un
D−→ u. �

27



Definición 1.3.7. Sean(X, dX), (Y, dY) espacios métricos. Una aplicación f: X → Y se dice

que es unaisometrı́a, si para todo a, b ∈ X se tiene

dY( f (a), f (b)) = dX(a, b).

Observacíon 1.3.8.Para todo espacio métrico(X, d) las inmersiones

(X, d) 7−→ (C(X),H) 7−→ (E(X),D)

definidas por medio de x→ {x} y A→ XA (dondeXA denota la caracterı́stica de A), respecti-

vamente, son isometrı́as.

En efecto, para todo x, y ∈ X se tiene

H ({x}, {y}) = ı́nf{ǫ > 0 | {x} ⊂ N({y}, ǫ) y {y} ⊂ N({x}, ǫ)} = d(x, y),

y para todo A, B ∈ C(X) se tiene

D (XA,XB) = sup
α∈[0,1]

H(LαXA, LαXB) = H(A, B).

1.4. Multifunciones contractivas y puntos fijos

Las multifunciones poseen diversas aplicaciones en distintos campos de la matemática, co-

mo por ejemplo, aplicaciones en la Teorı́a de las Inclusiones Diferenciales para la solución de

problemas de valor inicial de la formax′ ∈ F(t, x) con x(0) = x0 y dondeF es una multifun-

ción [2, 16]; en problemas de optimización para espacios vectoriales [20], en sistemas iterados

de funciones o SIF para la reconstrucción de imágenes [19]; en la Teorı́a de los Continuos

para la construcción de aplicaciones continuas y sobreyectivas [18]; entre otros. El tema cen-

tral de esta sección está dedicado a los puntos fijos de multifunciones contractivas, analizando

en particular algunos resultados que garantizan la existencia de puntos fijos de multifunciones

F : X −→ C(X), los cuales serán de gran importancia para establecer condiciones de existencia
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de los puntos fijos de una multifunción difusa.

Definición 1.4.1. Sean X e Y conjuntos no vacı́os. Una multifunción es una aplicación

F : X −→ P(Y) tal que F(x) , ∅ para todo x∈ X, siendoP(Y) el conjunto “partes de Y”.

Ejemplo 1.4.2. Una función f : X −→ Y define una multifunción F si se considera F(x) =

{ f (x)} para todo x∈ X.

Para el análisis de los puntos fijos de multifunciones se consideran las multifunciones contrac-

tivas.

Definición 1.4.3.Sean(X, d) un espacio métrico y F: X −→ C(X) una multifunción. Decimos

que F es una contracción (multifunción contractiva ó contracción multivaluada) si y sólo si

existe0 ≤ λ < 1 tal que para todo x, y ∈ X se cumple que H(F(x), F(y)) ≤ λd(x, y).

Ejemplo 1.4.4. Sean I= [0, 1] el intervalo unitario de números reales con la métrica usual

d(x, y) = |x− y| y f : I −→ I definida por (ver Figura 1.4)

f (x) =



− 1
2

x+
1
2

si 0 ≤ x ≤ 1
2
,

1
2

x si
1
2
< x ≤ 1.

1
2 1

1
4

1
2

x

f (x)

b

b

b

b

b

b

b

Figura 1.4 – Gráfica def (x).

Considere F: I −→ P(I ) como F(x) = {0} ∪ { f (x)} para todo x∈ I.

Nótese que H(F(x), F(y)) = d( f (x), f (y)) para todo x, y ∈ I. Sean x, y ∈ [0, 1/2], entonces

d( f (x), f (y)) =

∣∣∣∣∣∣−
1
2

x+
1
2
+

1
2

y− 1
2

∣∣∣∣∣∣ =
1
2

d(x, y).
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Si x, y ∈ (1/2, 1], entonces d( f (x), f (y)) =

∣∣∣∣∣∣
1
2

x− 1
2

y

∣∣∣∣∣∣ =
1
2

d(x, y).

Considere ahora x∈ [0, 1/2] y y ∈ (1/2, 1]. Entonces

d( f (x), f (y)) =

∣∣∣∣∣∣
1
2

y+
1
2

x− 1
2

∣∣∣∣∣∣.

Para probar que existe0 ≤ λ < 1 tal que d( f (x), f (y)) ≤ λd(x, y), observe que si y≥ x se tiene

que

d( f (x), f (y)) ≤ λd(x, y)⇔
∣∣∣∣∣∣
1
2

y+
1
2

x− 1
2

∣∣∣∣∣∣ ≤ λ|y− x| = λ(y− x),

⇔ λ(x− y) ≤ 1
2

y+
1
2

x− 1
2
≤ λ(y− x)

⇔
(
λ +

1
2

)
y−

(
λ − 1

2

)
x ≥ 1

2
y

(
λ +

1
2

)
x−

(
λ − 1

2

)
y ≥ 1

2
.

Obsérvese que tomandoλ = 1/2, se satisfacen las anteriores desigualdades. Por lo tanto,F es

una contracción multivaluada.

Ejemplo 1.4.5. Sea I2 = {(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 1} y sean F,G : I2 −→ C(I2) definidas de la

siguiente manera: F(x, y) como el segmento en I2 que va del punto

(
1
4

x, 0

)
al punto

(
1
4

x, 1

)
(ver

Figura 1.5), y G(x, y) como el segmento en I2 que va del punto

(
1
3

x, 0

)
al punto

(
1
2

x, 1

)
(ver

Figura 1.6) para todo(x, y) ∈ I2.

x

y

x

y

1

1

1

1

bc

×

1
2

1
2

3
4

3
4

bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc

bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc

×××××××××××××××××××××××××××××
1
8

3
16

Figura 1.5 – Gráfica que contiene algunos segmentos deF(x, y).

Si (x1, y1), (x2, y2) ∈ I2, entonces F(x1, y1) =

{
(x, y) ∈ I2 : x =

x1

4

}
y
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F(x2, y2) =
{
(x, y) ∈ I2 : x =

x2

4

}
.

Por lo tanto, la métrica de Hausdorff entre esos dos conjuntos está dada por

H(F(x1, y1), F(x2, y2)) =
1
4
|x1 − x2|

<
1
4

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

=
1
4

d((x1, y1), (x2, y2)),

es decir, si
1
4
≤ λ < 1 se tiene que H(F(x1, y1), F(x2, y2)) ≤ λd((x1, y1), (x2, y2)). Entonces F es

una multifunción contractiva. Por otro lado, H(G(x1, y1),G(x2, y2)) =

∣∣∣∣∣∣
1
2

x1−
1
2

x2

∣∣∣∣∣∣ =
1
2

d(x1, x2).

Entonces, si
1
2
≤ λ < 1 se tiene que G es una multifunción contractiva.

x

y

x

y

1

1

1

1

bc

×

1
2

1
2

3
4

3
4

bc

bc

×

×bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc
bc ××

××
××
××
××
××
××
××
××
××
××
××
××
×

1
6

1
4

1
4

3
8

Figura 1.6 – Gráfica que contiene algunos segmentos deG(x, y).

Es importante conocer cuando una multifunción es continua, y además, saber cuando se puede

garantizar.

Definición 1.4.6.Sea(X, d) un espacio métrico. Una multifunción F: X −→ C(X) es continua

en x0 ∈ X, si para todoǫ > 0, existeδ = δ(ǫ, x0) > 0 tal que si d(x, x0) < δ, implica que

H(F(x), F(x0)) < ǫ, para todo x∈ X.

Observacíon 1.4.7.La definición anterior en términos de sucesiones es equivalente a decir que

si (xn) es una sucesión en X que convege a x0, entonces H(F(xn), F(x0)) converge a0, cuando

n→∞.
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Observacíon 1.4.8.Toda contracción multivaluada F: X −→ C(X) es continua.

En el contexto multı́voco, la Definición 1.4.9 aclara que esun punto fijo.

Definición 1.4.9.Sea F: X −→ C(X) una multifunción. Se dice que x∈ X es un punto fijo de

F, si x∈ F(x).

El siguiente ejemplo considera una multifunción no contractiva con varios puntos fijos.

Ejemplo 1.4.10. Sea X= C el Conjunto de Cantor y Y= [0, 1]. Considere la multifunción

F : C −→ C([0, 1]), definida por:

F(0) = A1,

F(1) = A3,

F

(
i
3

)
= Ai ∪ Ai+1 para i = 1, 2,

F(x) = Ai si x ∈
(
i − 1

3
,

i
3

)
∩ C, i = 1, 2, 3;

donde A1 =

[
0,

1
3

]
, A2 =

[
1
3
,
2
3

]
y A3 =

[
2
3
, 1

]
.

La acción de esta multifunción es rellenar el intervalo cerrado [0, 1] a partir de los elementos

del Conjunto de Cantor, como se muestra en la Figura 1.7.

10 A2 A3A1

b b bbb b b bb b b b b b b b bb

C F(C)

Figura 1.7 – Gráfica de la multifunciónF.

F no es una multifunción contractiva. De hecho, si x=
1
9

y y =
4
9

se tiene que F(x) = A1 y

F(y) = A2; ası́

H(F(x), F(y)) = H(A1,A2),
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y por la definición de la métrica de Hausdorff, se tiene que H(A1,A2) =
1
3

, la cual coincide con

la distancia entre x y y, es decir, d(x, y) =
1
3

. Por lo tanto, H(F(x), F(y)) = d(x, y). Sin embargo,

a pesar de que F no es una multifunción contractiva, todos los elementos del Conjunto de

Cantor son puntos fijos de la multifunción F (ver Figura 1.7).

Ejemplo 1.4.11.Note que la multifunción F definida en el Ejemplo 1.4.4 tienedos puntos fijos,

los cuales son0 y
1
3

.

El Teorema 1.4.12 señala bajo qué condiciones se garantiza la existencia de puntos fijos.

Teorema 1.4.12([10]). Sea(X, d) un espacio métrico completo. SiF : X −→ C(X) es una

multifunción contractiva, entoncesF tiene un punto fijo.

Demostración:Sean 0< α < 1 y p0 ∈ X. Seap1 ∈ F(p0). Como

F(p0), F(p1) ∈ C(X),

por la definición de la métrica de Hausdorff, existeǫ0 > 0 tal que ǫ0 ≤ H(F(p0), F(p1)) + α

con F(p0) ⊂ N(F(p1), ǫ0) y F(p1) ⊂ N(F(p0), ǫ0) . Comop1 ∈ F(p0), existep2 ∈ F(p1) tal

qued(p1, p2) < ǫ0, luego

d(p1, p2) ≤ H(F(p0), F(p1)) + α.

Ahora, como

F(p1), F(p2) ∈ C(X) y p2 ∈ F(p1),

se tiene que existep3 ∈ F(p2) tal que

d(p2, p3) ≤ H(F(p1), F(p2)) + α
2.

Continuando de esta forma se construye una sucesión (pi)∞n=1 de puntos deX tales que

pi+1 ∈ F(pi) y

d(pi, pi+1) ≤ H(F(pi−1), F(pi)) + α
i , (1)
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para todoi ≥ 1. Note que

d(pi , pi+1) ≤ H(F(pi−1), F(pi)) + α
i ≤ αd(pi−1, pi) + α

i

≤ α(H(F(pi−2), F(pi−1)) + α
i−1) + αi

≤ α2d(pi−2, pi−1) + 2αi ≤ · · · ≤ αid(p0, p1) + iαi,

para todoi ≥ 1. Por lo tanto,

d(pi , pi+ j) ≤d(pi , pi+1) + d(pi+1, pi+2) + · · · + d(pi+ j−1, pi+ j)

≤[αid(p0, p1) + iαi] + [αi+1d(p0, p1) + (i + 1)αi+1] + · · ·+

+ [αi+ j−1d(p0, p1) + (i + j − 1)αi+ j−1]

=d(p0, p1)
i+ j−1∑

n=i

αn
+

i+ j−1∑

n=i

nαn,

para todoi, j ≥ 1. Como
∞∑
n=i
αn converge, entonces dadoǫ > 0, existeN ∈ N tal que

i+ j−1∑
n=i
αn <

ǫ

2d(p0, p1)
. Por lo tanto,

d(p0, p1)
i+ j−1∑

n=i

αn ≤ d(p0, p1)
∞∑

n=i

αn <
ǫ

2d(p0, p1)
d(p0, p1) =

ǫ

2
. (2)

Dado que

lı́m
n→∞

(n+ 1)αn+1

nαn
= lı́m

n→∞

(n+ 1)α
n

= α,

y α < 1, entonces
∞∑

n=1
nαn es convergente. Luego, existe unN ∈ N para todon > N tal que

∞∑

n=N

nαn <
ǫ

2
,

para todon ≥ N; por lo tanto,
i+ j−1∑

n=i

nαn <

∞∑

n=N

nαn <
ǫ

2
. (3)
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Ası́ de (1)-(3) se sigue qued(pi, pi+ j) < ǫ para todon > N, es decir, la sucesión (pi)∞n=1 es de

Cauchy. Como (X, d) es completo, la sucesión (pi)∞n=1 converge a algún puntop ∈ X y como

F es continua, la sucesiónF(pi)∞n=1 converge aF(p) ∈ C(X). Ahora, supóngase quep < F(p),

entonces existeǫ0 > 0 tal quep < N(F(p), ǫ0) y comopi converge ap, existeN ∈ N tal que para

todo i ≥ N, pi < N(F(p), ǫ0). Por otro lado, existeM ∈ N tal queF(pi) ⊂ N(F(p), ǫ) para todo

i ≥ M; seaK = máx{N,M}, entonces comopi ∈ F(pi−1), se tiene quepi ∈ N(F(p), ǫ), ∀i ≥ K,

lo cual es contradictorio; entoncesp ∈ F(p), y ası́F tiene un punto fijo. �

Una multifunción contractivaF puede tener más de un punto fijo, por ello, la Definición 1.4.13

determina el conjunto de puntos fijos deF.

Definición 1.4.13.Si F : X −→ C(X) una multifunción, S(F) denota el conjunto de puntos fijos

de F.

Lema 1.4.14.Sean(X, d) un espacio métrico y F: X −→ C(X) una multifunción. S(F) es un

conjunto cerrado.

Demostración:Probar que S(F) es cerrado equivale a probar que sixn converge ax y xn ∈ F(xn)

implica quex ∈ F(x). Supóngase quex < F(x), entonces existeǫ0 > 0 tal quex < N(F(x), ǫ0)

y como xn converge ax, existeN ∈ N tal que para todon ≥ N, xn < N(F(x), ǫ0). Por otro

lado, existeM ∈ N tal queF(xn) ⊂ N(F(x), ǫ) para todon ≥ M. SeaK = máx{N,M}, como

xn ∈ F(xn) se tiene quexn ∈ N(F(x), ǫ), para todon ≥ K, lo cual es contradictorio. Ası́,

x ∈ F(x), y en consecuencia, S(F) es cerrado. �

Ejemplo 1.4.15.Si A∈ C(X) y F(x) = A, para todo x∈ X, entonces F es una contracción con

S(F) = A. De hecho, S(F) = {x : x ∈ F(x)} = {x : x ∈ A} = A, y para todo x, y ∈ X se tiene que

existe un0 ≤ λ < 1 tal que

H(F(x), F(y)) = H(A,A) = 0 ≤ λd(x, y).

Para probar un resultado de estabilidad de los puntos fijos demultifunciones se prueba el sigu-

iente resultado usando multifunciones contractivas sobreun espacio métrico completo.

35



Proposición 1.4.16([13]). Sea(X, d) un espacio métrico completo y F1, F2 : X→ C(X) multi-

funcionesλ − contractivas, es decir;

H(Fi(x), Fi(y)) ≤ λd(x, y), ∀x, y ∈ X, i = 1, 2 y 0 ≤ λ < 1.

Entonces

H(S(F1),S(F2)) ≤
1

1− λ sup
x∈X

H(F1(x), F2(x)).

Demostración:SeaK =
1

1− λ sup
x∈X

H(F1(x), F2(x)) y asúmase queK < ∞. Como

lı́m
n→∞

(n+ 1)λn+1

nλn
= lı́m

n→∞

(n+ 1)λ
n

= λ,

y λ < 1, entonces
∞∑

n=1
nλn es convergente, lo cual implica que dadoǫ > 0, existec > 0 tal que

c
∞∑

n=1

nλn < 1.

Seanǫ1 =
c

1− λǫ y x0 ∈ S(F1). ComoH(F1(x0), F2(x0)) ≤ K, existex1 ∈ F2(x0) tal que

d(x1, x0) ≤ H(F2(x0), F1(x0)) + ǫ ≤ K + ǫ.

Además, comoH(F2(x1), F2(x0)) ≤ λd(x1, x0), existex2 ∈ F2(x1) tal que

d(x2, x1) ≤ λd(x1, x0) + λǫ1.

De esta forma se construye la sucesión (xn) enX tal quexn+1 ∈ F2(xn) y

d(xn+1, xn) ≤ λd(xn, xn−1) + λ
nǫ1,

paran ≥ 1. Entonces
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d(xn+1, xn) ≤ λd(xn, xn−1) + λ
nǫ1

≤ λ(λd(xn−1, xn−2) + λ
n−1ǫ1) + λ

nǫ1

= λ2d(xn−1, xn−2) + 2λnǫ1

...

≤ λnd(x1, x0) + nλnǫ1.

Luego, la desigualdad

d(xn+1, xn) ≤ λnd(x1, x0) + nλnǫ1,

también es válida paran = 0. Ası́,

∞∑

n=m

d(xn+1, xn) ≤
∞∑

n=m

λnd(x1, x0) +
∞∑

n=m

nλnǫ1.

Como
∞∑

n=1
λn converge, entonces dadoǫ > 0, existeN ∈ N tal que para todon > N,

∞∑
n=N
λn <

∞∑
n=1
λn <

ǫ

2d(x1, x0)
. Entonces,

∞∑

n=N

λnd(x1, x0) <
ǫ

2d(x1, x0)
d(x1, x0) =

ǫ

2
.

Igualmente, como
∞∑

n=1
nλn es convergente, dadoǫ > 0 existeN ∈ N tal que

∞∑

n=N

nλn <

∞∑

n=1

nλn <
ǫ

2ǫ1
,

luego
∞∑

n=N

nλnǫ1 <
ǫ

2ǫ1
ǫ1 =

ǫ

2
.

Por consiguiente,
∞∑

n=N
d(xn+1, xn) <

ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ. Entonces la sucesión (xn) es de Cauchy y como
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(X, d) es un espacio métrico completo, (xn) es convergente a unx ∈ X. Por la continuidad de

F2, la sucesión (F2(xn)) converge aF2(x) en la métrica de Hausdorff. Por otra parte, como

xn+1 ∈ F2(xn) entoncesx ∈ F2(x), es decir,x ∈ S(F2). Además,

d(x0, x) ≤
∞∑

n=0

d(xn+1, xn)

≤ 1
1− λd(x1, x0) +

∞∑

n=1

nλnǫ1

≤ 1
1− λ (d(x1, x0) + ǫ)

≤ 1
1− λ (K + 2ǫ). (1)

De manera análoga, se tiene que para cadax0 ∈ S(F2), existex ∈ S(F1) tal que se cumple (1);

por lo tanto, para todoǫ, se tiene que

H(S(F1),S(F2)) < d(x0, x) <
1

1− λK. �

1.5. Convergencia uniforme de multifunciones

El objetivo de esta sección es dar una pequeña introducci´on a la convergencia uniforme de

multifunciones, la cual será de gran utilidad para establecer un resultado de estabilidad del

conjunto de puntos fijos, tanto de una multifunción como de una multifunción difusa.

Definición 1.5.1.Sean(X, d) un espacio métrico, Fn : X −→ C(X) una sucesión de multifun-

ciones, S⊂ X y F : S −→ C(X) una multifunción. Entonces Fn converge uniformemente a F

en S si, para cadaǫ > 0, existe Nǫ ∈ N tal que si n> Nǫ se tiene que para todo x∈ S

H(Fn(x), F(x)) ≤ ǫ.

El ejemplo 1.5.2 trata sobre la convergencia uniforme de multifunciones.

Ejemplo 1.5.2. Sea I = [0, 1], el intervalo unitario de los números reales, y sean
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Fn,Gn : I −→ P(I ) sucesiones de multifunciones contractivas para todo n∈ N definidas por

Fn(x) =

{
y : 0 ≤ y ≤ 2n

2n+ 1
x

}
y Gn(x) =

{
y :

2n
2n+ 1

x+
1

2n+ 1
≤ y ≤ 1

}
,

para todo x∈ I. Entonces Fn(x) y Gn(x) convergen uniformemente para F(x) y G(x), respec-

tivamente, las cuales están definidas por F(x) = {y : 0 ≤ y ≤ x} y G(x) = {y : x ≤ y ≤ 1} para

todo x∈ I. De hecho, para todo x∈ I,

lı́m
n−→∞

2n
2n+ 1

x = x y lı́m
n−→∞

1
2n+ 1

= 0.

Si se define Jn(x) = Fn(x) ∪Gn(x) para todo n∈ N, entonces Jn(x) converge uniformemente a

la unión de F(x) y G(x), es decir, Jn(x) converge uniformemente a I para todo x∈ I.

Además,

⋄ Para Fn se tiene que

H(Fn(x), Fn(z)) = máx

{
0, d

(
2n

2n+ 1
x,

2n
2n+ 1

z

)}
= d

(
2n

2n+ 1
x,

2n
2n+ 1

z

)
=

2n
2n+ 1

d(x, z).

⋄ Para Gn se tiene que

H(Gn(x),Gn(z)) = d

(
2n

2n+ 1
x+

1
2n+ 1

,
2n

2n+ 1
z+

1
2n+ 1

)
=

2n
2n+ 1

d(x, z).

⋄ Y para Jn se tiene que

H(Jn(x), Jn(z)) = máx

{
2n

2n+ 1
d(x, z),

2n
2n+ 1

d(x, z)

}
=

2n
2n+ 1

d(x, z).

Como0 <
2n

2n+ 1
< 1 para cada n∈ N, entonces Fn, Gn y Jn son multifunciones contractivas.

El Teorema 1.5.3 es uno de los principales resultados de la estabilidad de los puntos fijos de

multifunciones contractivas.
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Teorema 1.5.3([13]). Sean(X, d) un espacio métrico completo y F0, Fi : X −→ C(X) una

sucesión de contraccionesλ-multivaluadas (i= 1, 2, · · · ), tal que Fi −→ F0 uniformemente

sobre X. Entonces H(S(Fi),S(F0)) converge a0 cuando i tiende a∞.

Demostración:Paraǫ > 0, existeN ∈ N tal que

sup
x∈X

H(Fi(x), F0(x)) < (1− λ)ǫ

parai ≥ N. Entonces por la Proposición 1.4.16,H(S(Fi),S(F0)) < ǫ para todoi ≥ N. �

1.6. Puntos fijos de multifunciones difusas

La fusión entre el Análisis Multı́voco y la Teorı́a de los Conjuntos Difusos dió origen al llamado

Análisis Multı́voco Difuso, cuyo objeto de estudio son lasmultifunciones difusas, definidas en

términos generales como multifunciones que toman como valores conjuntos difusos.

Definición 1.6.1. Sea(X, d) un espacio métrico. Una multifunción difusa es una aplicación

Γ : X −→ F (X), siendoF (X) la colección de todos los conjuntos difusos definidos sobreX.

Ahora, se consideran las multifunciones difusas contractivas dadas en la siguiente definición.

Definición 1.6.2.Sea(X, d) un espacio métrico. Una multifunción difusaΓ : X −→ E(X) es

contractiva, si existe0 ≤ λ < 1 tal que, para cada x, y ∈ X,

D(Γ(x), Γ(y)) ≤ λd(x, y).

La Definición 1.6.3 establece qué es un punto fijo de una multifunción difusa.

Definición 1.6.3.Sean(X, d) un espacio métrico yΓ : X −→ E(X) una multifunción difusa. Se

dice que x∈ X es un punto fijo deΓ si X{x} ⊆ Γ(x) ó equivalentementeΓ(x) (x) = 1.
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Ejemplo 1.6.4. Sean(X, d) un espacio métrico yΓ : X −→ E(X) una multifunción difusa

definida porΓ(t) = u ∈ E(X) tal queΓ(t)(x) = u(x) = 4x(1− x) (ver Figura 1.8).

11
2

1

x

u(x)

Figura 1.8 – Gráfica deu(x) asociado aΓ.

Nótese queΓ(1/2)(1/2) = 1, lo cual indica que1/2 es un punto fijo de la multifunción difusaΓ.

La Proposición 1.6.5 muestra que se puede obtener una multifunción contractivaΓα a partir de

una multifunción difusa contractivaΓ definida porΓα(x) = LαΓ(x).

Proposición 1.6.5.Sean(X, d) un espacio métrico yΓ : X −→ E(X) una multifunción difusa

contracción con constanteλ. Entonces, para todoα ∈ [0, 1], la multifunciónΓα : X −→ C(X)

definida porΓα(x) = LαΓ(x) es una contracción.

Demostración.Se tiene que

H(Γα(x), Γα(y)) ≤ sup
0≤λ≤1

H(Γα(x), Γα(y))

= D(Γ(x), Γ(y)) ≤ λd(x, y). �

La Definición 1.6.6 es dada en [11] para probar el Teorema 1.6.7.

Definición 1.6.6([11]). Sea(X, d) un espacio métrico vectorial completo. Se denota aW(X)

como la colección de todos los conjuntos difusos u sobre X tales que susα-niveles son conjuntos

compactos-convexos de X para todoα ∈ [0, 1] y quesup
x∈X

u(x) = 1.

Heilpern en [11], obtiene el siguiente resultado que trata sobre la existencia de puntos fijos de

multifunciones.
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Teorema 1.6.7 ([11]). Sea (X, d) un espacio métrico vectorial completo y

Γ : X −→W(X) ⊂ C(X) cualquier multifunción difusa de X que satisface la siguiente condi-

ción:

D (Γ(x), Γ(y)) ≤ λd(x, y),

para todo x, y ∈ X y para algúnλ ∈ (0, 1). Entonces,Γ tiene un punto fijo.

En el teorema anterior,X tiene una estructura vectorial y losα-nivelesLαΓ(x), para cadax ∈ X,

son conjuntos compactos-convexos. A continuación, se probará un resultado más general.

Teorema 1.6.8([12]). Sea(X, d) un espacio métrico completo. SiΓ : X −→ E(X) es una

multifunción contractiva difusa, entoncesΓ tiene un punto fijo.

Demostración.ComoΓ es una multifunción difusa contractiva, por la Proposici´on 1.6.5 se tiene

que para todoα ∈ [0, 1], Γα : X −→ C(X) definida porΓα(x) = LαΓ(x) es una multifunción

contractiva. En particular, siα = 1,Γ1 : X −→ C(X) es una multifunción contractiva difusa con

Γ1(x) = L1Γ(x), y por el Teorema 1.4.12,Γ1 tiene un punto fijo, es decir, existex0 ∈ X tal que

x0 ∈ Γ1(x0) = L1Γ(x0). Como

L1Γ(x0) = {x ∈ X : Γ(x0)(x) = 1},

entonces existex0 ∈ X tal queΓ(x0)(x0) = 1. Por lo tanto,Γ tiene un punto fijo. �
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Caṕıtulo 2

Estabilidad del conjunto de puntos fijos de

multifunciones difusas

El tema central de este capı́tulo es el análisis del conjunto de puntos fijos de multifunciones

difusas contractivas. Se destaca la existencia de un conjunto difusou cuyosα-niveles corre-

sponden con el conjunto de puntos fijos de una multifunciónΓα generada a través de una mul-

tifunción difusaΓ. Adicionalmente, se da un resultado relativo a la estabilidad del conjunto de

puntos fijos de una multifunción difusa, en el sentido de quesi ui y u0 son los conjuntos difusos

de puntos fijos asociados a las multifunciones difusasΓi y Γ0, respectivamente, sobre un espa-

cio métrico (X, d) y Γi converge aΓ0 uniformemente sobreX, entonces (D(ui , u0)) converge a 0

cuandoi → ∞, siendoD(ui , u0) = sup
x∈X

H(Lαui(x), Lαu0(x)) y H(Lαui(x), Lαu0(x)) denotando la

distancia de Hausdorrf entre losα-niveles cerrados y acotados deui y u0, respectivamente.

2.1. Conjunto de puntos fijos de multifunciones difusas

Teniendo en cuenta que si (X, d) es un espacio métrico yΓ : X −→ E(X) es una multifunción

difusa entonces para cadaα ∈ [0, 1], la aplicaciónΓα : X −→ C(X) definida porΓα(x) = LαΓ(x),

x ∈ X, es una multifunción.

Lema 2.1.1.Si Sα representa el conjunto de puntos fijos de la multifunción contractivaΓα, es
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decir, Sα = {x ∈ X : x ∈ Γα(x)}, entonces Sα , ∅ y Sα ∈ C(X) para todoα ∈ [0, 1].

Demostración:Por el Teorema 1.4.12 y el Lema 1.4.14,Sα es no vacı́o y cerrado para todo

α ∈ [0, 1]. Además, de la definición deSα se tiene queSα ⊂ Γα(x) para todox ∈ X y para todo

α ∈ [0, 1]. Ası́, Sα es un conjunto acotado para todoα ∈ [0, 1]. Por lo tanto,Sα ∈ C(X) para

todoα ∈ [0, 1]. �

La Proposición 2.1.2 establece la existencia de un únicou ∈ E(X) tal que susα niveles corre-

sponden con el conjunto de puntos fijos de una multifunciónΓα.

Proposición 2.1.2.SeaΓ : X −→ E(X) una multifunción difusa contracción. Entonces existe

un único u∈ E(X) tal que Lαu = Sα, para todoα ∈ [0, 1].

Demostración:La demostración está basada en una aplicación directa del Teorema de Repre-

sentación de Negoita-Ralescu

i. Siα ≤ β se tiene queSβ ⊆ Sα, puesto queLβu ⊆ Lαu.

ii . Siαnր α probemos queSα =
∞⋂

n=1
Sαn.

Supóngase quex0 ∈ Sα y queαn ր α. Entonces, por la partei. se tiene queSα ⊆ Sαn

para todon, es decir,x0 ∈
∞⋂

n=1
Sαn. Por otro lado, six0 ∈

∞⋂
n=1

Sαn entoncesx0 ∈ Sαn para

todon, esto es,x0 ∈ Γαn(x0) para todon. ComoΓαn(x0) = LαnΓ(x0) para todoαn ∈ [0, 1] y

para todon ∈ N, se tiene que

∞⋂

n=1

Γαn(x0) =
∞⋂

n=1

LαnΓ(x0) = LαΓ(x0) = Γα(x0).

Entoncesx0 ∈ Γα(x0), y por lo tanto,x0 ∈ Sα; ası́, la familia{Sα}α∈[0,1] satisface las

condiciones del Teorema 1.3.4. Por lo tanto, existe un único u ∈ E(X) tal queLαu = Sα,

para todoα ∈ [0, 1]. �

Definición 2.1.3. El conjunto difuso u de la proposición anterior será llamado el conjunto

difuso de puntos fijos asociado con la multifunción difusaΓ (de forma corta, u= S(Γ)).
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El conjunto difusou de la Proposición 2.1.2 coincide con el conjunto difusoΓ(x) para todo

x ∈ X, ası́ como se muestra en la Proposición 2.1.4.

Proposición 2.1.4.SeaΓ : X −→ E(X) y u ∈ E(X), tal que Lαu = Sα, para todoα ∈ [0, 1] (es

decir, u= S(Γ)). Entonces para todo x∈ X se tiene que u(x) = Γ(x)(x).

Demostración:Supóngase que para algúnx0 ∈ X y que algúnα0 ∈ [0, 1] se tiene que

u(x0) = α0. Luego x0 ∈ Lα0u = Sα0. Por lo tanto,x0 ∈ Γα0(x0) = Lα0Γ(x0), lo cual implica

queΓ(x0)(x0) ≥ α0. Si Γ(x0)(x0) > α0, existeǫ > 0 tal queΓ(x0)(x0) = α0 + ǫ, por lo tan-

to, x0 ∈ Lα0+ǫΓ(x0) = Γα0+ǫ(x0), ası́ x0 ∈ Sα0+ǫ = Lα0+ǫu. Luegou(x0) ≥ α0 + ǫ, lo cual es

contradictorio. EntoncesΓ(x0)(x0) = α0 = u(x0). �

Los siguientes ejemplos muestran como se puede obtener el conjunto difuso de puntos fijos de

una multifunción difusa.

Ejemplo 2.1.5. Sean X= [0, 1], 0 < λ < 1 y Γλ : X −→ E(X) definida como

Γλ(t)(x) =



x
λt

si t , 0 y 0 ≤ x ≤ λt,

1 si t , 0 y λt < x ≤ 1,

X[0,1](x) si t = 0.

λt1λt2λt3 x

Γλ(t)(x)

b1

Figura 2.1 – Gráfica de varios conjuntos difusos deΓλ.

En la Figura 2.1 se muestran varios conjuntos difusos de la imagen de la multifunción difusa

Γλ.
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Si x∈ LαΓλ(t) entoncesΓλ(t)(x) ≥ α. Luego:

⋄ si t , 0 y 0 ≤ x ≤ λt entoncesΓλ(t)(x) =
x
λt
≥ α, lo cual implica queαλt ≤ x ≤ λt.

⋄ si t , 0 y λt < x ≤ 1 entonces1 ≥ α, lo cual es siempre verdadero para todoα ∈ [0, 1].

Por lo tanto, si t, 0 y x ∈ LαΓλ(t), entoncesαλt ≤ x ≤ 1.

⋄ Si t = 0 entoncesX[0,1](x) ≥ α para todo x∈ X. ComoX[0,1](x) = 1 para todo x∈ X

entonces1 ≥ α, lo cual es siempre verdadero para todoα ∈ [0, 1].

Entonces LαΓλ(t) = [αλt, 1] para todoα, t ∈ [0, 1]. Por consiguiente,

D(Γλ(t1), Γλ(t2)) = sup
α∈[0,1]

H(LαΓλ(t1), LαΓλ(t2))

= sup
α∈[0,1]

H([αλt1, 1], [αλt2, 1]) (Proposición 1.4.16)

= sup
α∈[0,1]

αλ|t1 − t2|

= λ|t1 − t2|.

Ası́,Γλ es una contracción con constanteλ. Note que

Γλ(t)(t) = 1, para cada t∈ (0, 1], (note que λt < t ≤ 1)

y

Γλ(0)(0)= X[0,1](0) = 1.

Ası́, u= S(Γλ) = X[0,1].

Ejemplo 2.1.6. Sean X= [0, 1], 0 < λ < 1 y Γλ : X −→ E(X) definida como

Γλ(t)(x) =



x
λt

si t , 0 y 0 ≤ x ≤ λt,

0 si t , 0 y λt < x ≤ 1,

X{0}(x) si t = 0.
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En la Figura 2.2 se muestran varios conjuntos difusos de la imagen de la multifunción difusa

Γλ.

λt1λt2λt3 x

Γλ(t)(x)
b1

Figura 2.2 – Gráfica de varios conjuntos difusos deΓλ.

Si x∈ LαΓλ(t) entoncesΓλ(t)(x) ≥ α. Luego:

⋄ si t , 0 y 0 ≤ x ≤ λt entonces
x
λt
≥ α, lo cual implica queαλt ≤ x ≤ λt.

⋄ si t , 0 y λt < x ≤ 1 se tiene que0 ≥ α, lo cual implica queα = 0. Entonces, siα , 0 no

existe x∈ LαΓλ(t), si x∈ [λt, 1].

Por lo tanto, si t, 0 y x ∈ LαΓλ(t) entoncesαλt ≤ x ≤ λt.

⋄ Si t= 0 se tiene queΓλ(t) = X{0}. Ası́, siX{0}(x) ≥ α para todoα ∈ [0, 1] entonces x= 0.

Por lo tanto, LαΓλ(t) = [αλt, λt] para todo t∈ [0, 1]. Por consiguiente,

D(Γλ(t1), Γλ(t2)) = sup
α∈[0,1]

H(LαΓλ(t1), LαΓλ(t2))

= sup
α∈[0,1]

H([αλt1, λt1], [αλt2, λt2]) (Proposición 1.4.16)

= sup
α∈[0,1]

máx{λ|t1 − t2|, αλ|t1 − t2|}

= λ|t1 − t2|.

Por lo tanto,Γλ es una contracción con constanteλ. Note que el conjunto difuso u de puntos
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fijos asociado aΓλ es

u(t) = Γλ(t)(t) = 0, ∀t ∈ (0, 1], (note que λt < t ≤ 1),

y

u(0) = Γλ(0)(0)= X{0}(0) = 1.

De este modo se obtiene que u= S(Γλ) = X{0}.

Ejemplo 2.1.7. Sean X= [0, 1] y Γ : X −→ E(X) definida para todo x, t ∈ X por

Γ(t)(x) = x.

Nótese que el conjunto difusoΓ(t), al evaluarlo en un elemento de X, no depende de t, luego

para todo t∈ X, se obtiene la Figura 2.8 del conjunto difusoΓ(t).

x

Γ(t)(x)
1

1

Figura 2.3 – Gráfica del conjunto difuso de puntos fijos deΓ.

Como LαΓ(t) no depende de t, entoncesΓ es una contracción con constanteλ = 0. Además,

el conjunto difuso de puntos fijos u= S(Γ) asociado a la multifunción difusaΓ es tal que

u(t) = Γ(t)(t) = t para todo t∈ [0, 1]. En general, si u∈ E(X) y Γ(x) = u para todo x∈ X,

entoncesΓ es una contracción con S(Γ) = u.

El Lema 2.1.8 es análogo, en el contexto difuso, a la Proposición 1.4.16.

Lema 2.1.8([12]). Sean(X, d) un espacio métrico completo yΓ1, Γ2 : X −→ E(X) dos contrac-

ciones difusas con constanteλ y u1, u2 los conjuntos difusos de puntos fijos asociados aΓ1 y Γ2,
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respectivamente. Entonces,

D(u1, u2) ≤
1

1− λ sup
x∈X

D(Γ1(x), Γ2(x)).

Demostración:Usando la Proposición 1.4.16 se tiene que para cadaα ∈ [0, 1],

H(Lαu1, Lαu2) = H(S1α ,S2α)

≤ 1
1− λ sup

x∈X
H(Γ1α(x), Γ2α(x))

≤ 1
1− λ sup

x∈X
D(Γ1(x), Γ2(x)).

Por lo tanto, tomando el supremo sobreα se obtiene

D(u1, u2) ≤
1

1− λ sup
x∈X

D(Γ1(x), Γ2(x)). �

Ahora se puede establecer el siguiente resultado de estabilidad de conjuntos de puntos fijos en

el contexto difuso.

Teorema 2.1.9([12]). Sean(X, d) un espacio métrico completo yΓ0, Γi : X −→ E(X) una suce-

sión de contracciones difusas con constanteλ (i = 1, 2, . . .), tal queΓi −→ Γ0 uniformemente

en X. Si ui, u0 son los conjuntos difusos de puntos fijos asociados a las multifunciones difusas

Γi y Γ0, respectivamente, entonces la sucesión(D(ui , u0))→ 0 cuando i−→ ∞.

Demostración:ComoΓi −→ Γ0 uniformemente enX, entonces para todoǫ > 0 existen ∈ N tal

que

sup
x∈X

D(Γi(x), Γ0(x)) < (1− λ)ǫ, para todoi ≥ n.

Entonces, por el Lema 2.1.8, se tiene que para todoi ≥ n,

D(ui , u0) ≤
1

1− λ sup
x∈X

D(Γi(x), Γ0(x)) < ǫ. �

El siguiente ejemplo considera una sucesión de multifunciones difusasΓn convergentes uni-

formemente a una multifunción difusaΓ0.
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Ejemplo 2.1.10.Sean X= [0, 1], 0 < λ < 1, Γ0 : X −→ E(X) una multifunción difusa definida

por

Γ0(t)(x) =



x
λt

si t , 0 y 0 ≤ x ≤ λt,

x si t, 0 y λt < x ≤ 1,

X{0,1}(x) si t = 0,

y Γn : X −→ E(X) la sucesión de multifunciones difusas definida por

Γn(t)(x) =



x
λt
+

1
n

si t , 0 y 0 ≤ x ≤
(
1− 1

n

)
λt,

(n+ 1)x
n

si t , 0 y
(
1− 1

n

)
λt < x ≤ 1,

X{0,1}(x) si t = 0.

Nótese que LαΓ0(t) = [αλt, λt] ∪ [α, 1]. Entonces,

D(Γ0(t1), Γ0(t2)) = sup
α∈[0,1]

H(LαΓ0(t1), LαΓ0(t2))

= sup
α∈[0,1]

H([αλt1, λt1] ∪ [α, 1], [αλt2, λt2] ∪ [α, 1])

= sup
α∈[0,1]

máx{αλ|t1 − t2|, λ|t1 − t2|}

= λ|t1 − t2|.

Por lo tanto,Γ0 es una contracción difusa. Además, comoλt < t ≤ 1 se tiene queΓ0(t)(t) = t

para todo t∈ [0, 1]. Ası́, t= 1 es un punto fijo deΓ0 y

Γ0(0)(0)= X[0,1](0) = 1.

Consecuentemente, u0 = S(Γ0) = X{0,1}.

Si x∈ LαΓn(t) para todo n∈ N entoncesΓn(t)(x) ≥ α. Luego:
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⋄ si t , 0 y 0 ≤ x ≤
(
1− 1

n

)
λt entoncesΓn(t)(x) =

x
λt
+

1
n
≥ α, lo cual implica que

(
α − 1

n

)
λt ≤ x ≤

(
1− 1

n

)
λt,

⋄ si t , 0 y
(
1 − 1

n

)
λt < x ≤ 1 se tiene queΓn(t)(x) =

(n+ 1)x
n

≥ α, lo cual implica que
αn

n+ 1
≤ x ≤ 1,

⋄ si t = 0 se tiene queΓn(t) = X{0,1}. Ası́, siX{0,1}(x) ≥ α para todoα ∈ [0, 1], entonces

x = 0 y x= 1.

Por lo tanto,

LαΓn(t) =

[(
α − 1

n

)
λt,

(
1− 1

n

)
λt

]
∪

[
αn

n+ 1
, 1

]

para todo t∈ [0, 1] y para todo n∈ N. Entonces,

H

(
LαΓn(t1), LαΓn(t2)

)

= H

([(
α − 1

n

)
λt1,

(
1− 1

n

)
λt1

]
∪

[
αn

n+ 1
, 1

]
,

[(
α − 1

n

)
λt2,

(
1− 1

n

)
λt2

]
∪

[
αn

n+ 1
, 1

])

= máx

{(
α − 1

n

)
λ|t1 − t2|,

(
1− 1

n

)
λ|t1 − t2|

}
.

Por consiguiente,

D(Γn(t1), Γn(t2)) = sup
α∈[0,1]

H(LαΓn(t1), LαΓn(t2))

=

(
1− 1

n

)
λ|t1 − t2|,

para todo n ∈ N. Ası́, para todo n∈ N, Γn es una contracción difusa con constante

0 ≤
(
1− 1

n

)
λ < 1. Además, si t=

n
n+ 1

para todo n ∈ N, Γn(t)(t) = 1 y si t = 0 se tiene

queΓn(0)(0) = X{0,1}(0) = 1; por lo tanto, el conjunto difuso un de puntos fijos asociado aΓn
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esta dado por

un = S(Γn) = X{
0, n

n+1

},

para todo n∈ N.

Por otro lado, nótese queΓn converge aΓ0 uniformemente sobre X, si n→ ∞. De este modo, se

observa queΓn cumple con todas las condiciones del Teorema 2.1.9:

⋄ X = [0, 1] es un espacio métrico completo,

⋄ Γ0, Γn : X −→ E(X) es una sucesión de contracciones difusas con constanteλ

(n = 1, 2, · · · ),

⋄ Γn −→ Γ0 uniformemente sobre X.

Por lo tanto se concluye que D(un, u0)→ 0 cuando n→ ∞. De hecho, como
n

n+ 1
→ 1 se tiene

que un = X{
0, n

n+1

} D−→ X{0,1} = u0.

2.2. Multifunciones y sistemas iterados de funciones

El objetivo de esta sección es analizar un caso particular de multifunciones aplicadas a sistemas

iterados de funciones, o SIF, los cuales se componen de un sistemaw de N contraccionesωi :

X −→ X, i = 1, 2, · · · ,N, sobre un espacio métrico (X, d).

Definición 2.2.1.Sean(X, d) un espacio métrico yωi : X −→ X N contracciones sobre X; es

decir, para todo x, y ∈ X se tiene que

d(ωi(x), ωi(y)) ≤ λid(x, y), 0 ≤ λi < 1, i = 1, 2, . . . ,N.

El conjunto{ωi, i = 1, 2, . . . ,N} se denotará por w y será llamado un sistema de funciones

iteradas, o SIF.

La Definición 2.2.2 establece una multifunciónŵ para los sistemas iterados de funciones o SIF’s

con sólo una contracción.
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Definición 2.2.2.Dado un SIF con w= (ω1) se define la multifunción̂w sobre el conjunto C(X)

como

ŵ : C(X) −→ P(C(X))

S 7−→ ŵ (S) = {ω1(S)},

dondeω1(S) = {ω1(y) : y ∈ S}.

La Definición 2.2.3 define lo que serı́a el atractor de la multifunción dada en la anterior defini-

ción.

Definición 2.2.3. Sean(X, d) un espacio métrico ŷw : C(X) −→ P(C(X)) la multifunción

definida por̂w (S) = {ω1(S)}. Se dice que A∈ C(X) es el atractor del SIF w= (ω1) si se cumple

queŵ(A) = {A}.

La Proposición 2.2.4 da condiciones para la existencia y unicidad de atractores de multifun-

ciones.

Proposición 2.2.4. Sean (X, d) un espacio métrico completo y

ŵ : C(X) −→ P(C(X)) una multifunción definida por̂w (S) = {ω1(S)}, dondeω1 : X −→ X

es una contracción. Entonceŝw es una multifunción contractiva y existe un único A∈ C(X) tal

queŵ (A) = {A}.

Demostración:Para todoS,T ∈ C(X) se tiene que:

H(ŵ(S), ŵ(T)) = H({ω1(S)}, {ω1(T)})

= H(ω1(S), ω1(T))

= máx
{

sup
ω1(s)∈ω1(S)

ı́nf
ω1(t)∈ω1(T)

d(ω1(s), ω1(t)), sup
ω1(t)∈ω1(T)

ı́nf
ω1(s)∈ω1(S)

d(ω1(s), ω1(t))
}

≤ máx
{
sup
s∈S

ı́nf
t∈T
λ1d(s, t), sup

t∈T
ı́nf
s∈S
λ1d(s, t)

}

= λ1 máx
{
sup
s∈S

ı́nf
t∈T

d(s, t), sup
t∈T

ı́nf
s∈S

d(s, t)
}

= λ1H(S,T),
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donde 0≤ λ1 < 1. Por lo tanto,̂w es una multifunción contractiva.

Ahora, para probar la existencia del atractor deŵ, considérensenB ∈ C(X) y la sucesión

{A0} = B, {An+1} = ŵ(An), n = 0, 1, 2, . . .

dondeAn ∈ C(X) para cadan ∈ N. Comoŵ es una contracción, se tiene que existe 0≤ λ1 < 1

tal que

H({An+1}, {An}) = H(ŵ(An), ŵ(An−1)) ≤ λ1H(An,An−1).

Entonces, por inducción resulta queH({An+1}, {An}) ≤ λn
1H({A1}, {A0}) = cλn

1, donde

c = H({A1}, {A0}). Utilizando la desigualdad triangular, se tiene param> n que:

H({Am}, {An}) ≤
m−1∑

k=n

H({Ak+1}, {Ak}) ≤ c
m−1∑

k=n

λn
1 = c

λn
1 − λm

1

1− λ1
<

c
1− λ1

λn
1.

Como (λn
1) converge a 0 cuandon→ ∞, dicha desigualdad prueba que la sucesión ({An}) es de

Cauchy. Teniendo en cuenta que (C(X),H) (ver Teorema 1.2.6) es un espacio métrico completo,

se tiene que existe un únicoK ∈ C(X) tal que ({An}) converge a{K}; es decir,H({An}, {K})

converge a 0 cuandon→ ∞.

Luego, para todoǫ > 0, existeN ∈ N tal que sin > N se tiene queH({An}, {K}) <
ǫ

2λ1
, y

entonces

H(ŵ(K), ŵ(An)) ≤ λ1H({K}, {An}) <
ǫ

2

para todon > N. Además, como{An+1} = ŵ(An) se tiene que para todoǫ > 0 existeN ∈ N tal

que sin > N implica queH(ŵ(An), {K}) <
ǫ

2
.

Por lo tanto,

H(ŵ(K), {K}) ≤ H(ŵ(K), ŵ(An)) + H(ŵ(An), {K}) <
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ,

para todon > N. De ésta forma, sin es suficientemente grande se tiene queŵ(K) = {K}. Por lo

tanto, se garantiza la existencia de unK ∈ C(X) tal queŵ(K) = {K}.

Para probar la unicidad, supongamos que existenK y K′ tales quêw(K) = {K} y ŵ(K′) = {K′}.
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Comoŵ es contractiva, entonces

H({K}, {K′}) = H(ŵ(K), ŵ(K′)) ≤ λ1H({K}, {K′}).

Por lo tanto,H({K}, {K′}) = 0 ya queλ1 < 1, lo cual implica queK = K′. En conclusión, existe

un únicoK ∈ C(X) tal queŵ(K) = {K}. �

La multifunciónŵ de la Definición 2.2.2 es generalizada para un SIF deN contracciones.

Ejemplo 2.2.5. Sean X= [0, 1] un espacio métrico completo con la métrica usual, w= (ω1)

un IFS yŵ : C(X) −→ P(C(X)) una multifunción definida por̂w (S) = {ω1(x) : x ∈ S}, donde

ω1(x) =
1
3

x+
2
3

y S ∈ C(X). Nótese que comoω1 : X −→ X es una contracción se tiene que

ŵ : C(X) −→ P(C(X)) es una multifunción contractiva y que si S= {1},

ŵ({1}) = {{1}}.

Por lo tanto, por la Proposición 2.2.4 se tiene que el atractor de ŵ es precisamente S= {1}.

Gráficamente, se puede visualizar quien puede ser el atractor del IFS w= (ω1) a través de la

secuencia de iteraciones deω1, si se elige como conjunto inicial a S⊂ [0, 1], mostrado en la

Figura 2.4.

S

ω1(S)

ω◦21 (S)

ω◦31 (S)

b

b

b

b

0 1

2/3

8/9

26/27

A0 = S ⊆ [0, 1]

A1 = ω1(S) ⊆ [2/3, 1]

A2 = ω1(ω1(S)) ⊆ [8/9, 1]

A3 = ω1(ω1(ω1(S))) ⊆ [26/27, 1]

A = {1}

b

b

b

Figura 2.4 – Descripción de la construcción del atractor deω1.

Definición 2.2.6.Dado un SIF con w= {ωi, i = 1, 2, . . . ,N}, se define la multifunción̂w para
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cada S∈ C(X) como

ŵ : C(X) −→ P(C(X))

S 7−→ ŵ (S) =

{ N⋃

i=1

ωi(S)

}
,

dondeωi(S) = {ωi(y) : y ∈ S}.

Se obtiene un resultado similar a la Proposición 2.2.4.

Proposición 2.2.7.Sean(X, d) un espacio métrico completo ŷw : C(X) −→ P(C(X)) la mul-

tifunción definida anteriormente. Si cadaωi : X −→ X es una contracción, entonceŝw es una

multifunción contractiva y existe un único A∈ C(X) tal queŵ (A) = {A}.

Demostración:SeanS,T ∈ C(X). En la métrica de Hausdorff se cumple que

H

( ⋃

1≤i≤N

Ai ,
⋃

1≤i≤N

Bi

)
≤ máx

1≤i≤N
H(Ai , Bi),

para todoAi , Bi ∈ C(X) (ver [19]). Entonces, para cadaS,T ∈ C(X) se tiene que

H(ŵ(S), ŵ(T)) = H

({ N⋃

i=1

ωi(S)

}
,

{ N⋃

i=1

ωi(T)

})

= H

( N⋃

i=1

ωi(S),
N⋃

i=1

ωi(T)

)

≤ máx
1≤i≤N

H(ωi(S), ωi(T)),

= máx
1≤i≤N

máx
{

sup
ωi (s)∈ωi (S)

ı́nf
ωi (t)∈ωi (T)

d(ωi(s), ωi(t)), sup
ωi (t)∈ωi (T)

ı́nf
ωi (s)∈ωi(S)

d(ωi(s), ωi(t))
}

≤ máx
1≤i≤N

máx
{
sup
s∈S

ı́nf
t∈T
λid(s, t), sup

t∈T
ı́nf
s∈S
λid(s, t)

}

= λmáx
{
sup
s∈S

ı́nf
t∈T

d(s, t), sup
t∈T

ı́nf
s∈S

d(s, t)
}

= λH(S,T),

dondeλ = máx
1≤i≤N

λi y 0 ≤ λ < 1. Por lo tanto,̂w es una multifunción contractiva.
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Por otro lado, la prueba de la existencia y unicidad del conjunto atractor es análoga a la expuesta

en la Proposición 2.2.4. �

Ejemplo 2.2.8. Sean X= [0, 1]2 y w= (ω1, ω2, ω3) un SIF, donde

ω1(x, y) =

(
1/2x, 1/2y

)
,

ω2(x, y) =

(
1/2x+ 1/2, 1/2y

)
,

ω3(x, y) =

(
1/2x+ 1/4, 1/2y+

√
3/4

)
.

ω1 ω2 ω3

Figura 2.5 – Gráfica de la acción de cadaωi sobre [0, 1]2.

Considérese la multifunción̂w : C(X) −→ P(C(X)) definida porŵ (S) =

{
3⋃

i=1
ωi(S)

}
, donde

ωi(S) = {ωi(x) : x ∈ S}.

Primero, nótese quêw es una multifunción contractiva ya que cadaωi es una contracción. La

acción de cadaωi, i = 1, 2, 3, puede verse gráficamente en la Figura 2.5.

ω1 ω2 ω3

Figura 2.6 – Gráfica de la acción de cadaωi sobreS.
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Ahora, considere como conjunto inicial a S⊂ [0, 1]2, el cual corresponde al triángulo equilátero

(relleno) con vértices en(0, 0), (1, 0) y (1/2,
√

3/2). La Figura 2.7 muestra la acción de cada

ωi, i = 1, 2, 3 para S .

La multifunción̂w actúa reproduciendo este conjunto S en cada iteración, como se muestra en

la Figura 2.7.

S ŵ(S) ŵ(ŵ(S))

bbb

Figura 2.7 – Primeras iteraciones para la construcción del triángulo de Sierpinski con la multifunción̂w.

Entonces, por la Proposición 2.2.7, existe A⊂ [0, 1]2 tal que ŵ({A}) = {A} denominado el

atractor, el cual corresponde al limite de la sucesión generada por las iteraciones. Este conjunto

compacto A es llamado comúnmente el triángulo de Sierpinski.

2.3. Sistemas iterados de conjuntos difusos (SICD)

El objetivo de esta sección es dar una pequeña introducci´on a una clase especial de sistemas

dinámicos sobre espacios de funciones, los cuales han sidointroducidos en [19] y han sido de-

nominados como “sistemas de conjuntos difusos iterados” o SICD. Estos sistemas, denotados

como (w,Φ), se componen de un sistemaw (denominado también la componente SIF) deN

contraccionesωi : X −→ X, i = 1, 2, . . . ,N, sobre un espacio métrico (X, d), junto con un

sistema asociadoΦ (la componente “grey level”) de aplicacionesφi : [0, 1] −→ [0, 1] denom-

inadas “grey level”. Mediante este tipo de sistemas se puedeestablecer a otro nivel la idea de

punto fijo, al considerarse a un conjunto difusou denominado el atractor del SICD, como un

punto fijo de un operador multı́voco difusoT : E(X) −→ E(X), siendoE(X) el espacio de todos

los conjuntos difusos conα-niveles no vacı́os, acotados y cerrados de un espacio métrico (X, d).
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En animación de imágenes, un SICD es una nueva herramientaque permite la construcción,

análisis y/o aproximación de conjuntos e imágenes donde es posible exhibir fractales carac-

terı́sticos, introduciendo los conjuntos difusos. De particular interés está el problema inverso de

codificar un conjunto o imagen con un número relativamente pequeño de parámetros. La ven-

taja de trabajar con conjuntos difusos es que pueden determinar totalmente cualquier imagen

a blanco y negro; es decir, siP representa el conjunto de puntos o pixeles que componen una

imagen, ésta está determinada por un conjunto difusou : P −→ [0, 1], donde 0≤ u(x) ≤ 1

(0=negro: el fondo, 1=blanco: el frente) representa los niveles de grises o valores de brillo para

cadax ∈ P. En el problema inverso de codificar un conjunto o imagen a través de un SICD, el

atractor representa la imagen final después de realizar el proceso iterativo del SICD.

Definición 2.3.1.SeaM+([0, 1]) el conjunto de todas las funcionesφ : [0, 1] −→ [0, 1] tales

que:

i. φ es no-decreciente sobre[0, 1],

ii. φ es continua a derecha sobre[0, 1),

iii. φ(0) = 0,

iv. para al menos un j∈ {1, 2, . . . ,N}, φ j(1) = 1.

Las funcionesφ se denominan “grey level”. Además, se denotaΦ = (φ1, φ2, . . . , φN) como el

conjunto de las funciones“grey level” asociadas (es decir, para cadaωi se asocia unaφi),

dondeφi ∈ M+([0, 1]) para todo i∈ {1, 2, . . . ,N} (ver Figura 2.8).

Al introducir estas aplicacionesφi, denominadas “grey level”, a este tipo de sistemas se obtiene

una mayor flexibilidad en la generación de imágenes, lo cual permite simplificar considerable-

mente el tratamiento del problema inverso para imágenes que están tanto a blanco y negro como

a color (ver [9, 19]).

Definición 2.3.2.Sea(X, d) un espacio métrico. Un SICD es un sistema w de N contracciones

ωi : X −→ X, con un sistema asociadoΦ de N aplicacionesφi : [0, 1] −→ [0, 1], donde

φi ∈ M+([0, 1]) para todo i∈ {1, 2, . . . ,N}.

59



t

φ(t)

t∗ 1

1

0

Figura 2.8 – Ejemplo de unaφ.

Se define un tipo de operador contractivo enE(X) para un SICD.

Definición 2.3.3.Sean(X, d) un espacio métrico. Se define el operador T: E(X) −→ E(X) por

(Tu)(x) = sup
1≤i≤N

{
φi (̃u(ω−1

i (x)))
}

(2.1)

donde, para B⊂ X, ũ(B) = sup
y∈B
{u(y)} si B, ∅ y ũ(B) = 0 si B= ∅

El siguiente es un ejemplo de un SICD con cuatro contracciones.

Ejemplo 2.3.4. Sean(X, d) un espacio métrico y T: E(X) −→ E(X) un operador contractivo

definido en(2.1). Además, se define el sistema SICD sobre X= [0, 1] como

ω1(x) =
1
4

x; φ1(t) =
1
4

t;

ω2(x) =
1
4

x+
1
4

; φ2(t) = t;

ω3(x) =
1
4

x+
1
2

; φ3(t) =
33
10

t;

ω4(x) =
1
4

x+
3
4

; φ4(t) =
3
4

t.

Sea u0(x) = 4x(1 − x) el conjunto difuso inicial del SICD w= (φ1, φ2, φ3, φ4). La Figura 2.9

muestra la primera iteración del SICD, obteniéndose un nuevo conjunto difuso u1(x) = (Tu0)(x)

definido como
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u1(x) =



− 16x2
+ 4x si 0 ≤ x ≤ 0,25,

− 64x2
+ 48x− 8 si 0,25< x ≤ 0,5,

− 21,12x2
+ 26,4x− 7,92 si 0,5 < x ≤ 0,75,

− 48x2
+ 84x− 36 si 0,75< x ≤ 1.

1

1

0

Figura 2.9 – Gráfica de la primera iteración de (w,Φ).

Ahora, se realiza la segunda iteración del SICD, obteniéndose un nuevo conjunto difuso

u2(x) = (Tu1)(x) mostrado en la Figura 2.10.

1

1

0

Figura 2.10– Gráfica de la segunda iteración de (w,Φ).

Al igual que en los sistemas iterados de funciones o SIF, la Definición 2.3.5 establece, en el

contexto difuso, lo que es un atractor.

Definición 2.3.5.Sean(X, d) un espacio métrico y T: E(X) −→ E(X) el operador definido en

(∗). Se dice que u es el atractor de SICD si Tu= u para un único u∈ E(X).

Una propiedad notable de estos operadores es la siguiente.
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Lema 2.3.6([9, 19]). Para cada v∈ E(X) y α ∈ [0, 1] se tiene que

Lα(Tv) =
N⋃

i=1

ωi(Lα(φi ◦ v)).

Se da un resultado importante de los sistemas iterados de conjuntos difusos que establece las

condiciones de existencia y unicidad de atractores en el contexto difuso.

Proposición 2.3.7([9, 19]). Sean(X, d) un espacio métrico completo y T: E(X) −→ E(X) el

operador definido en(∗). Entonces T es un operador contractivo y existe un único u∈ E(X) tal

que Tu= u.

Demostración:Seanu, v ∈ E(X). Entonces de la Proposición 1.3.5, el Lema 2.3.6 y la Proposi-

ción 2.2.7, se tiene que

D(Tu,Tv) = sup
α∈[0,1]

H(LαTu, LαTv)

= sup
α∈[0,1]

H

( N⋃

i=1

ωi(Lα(φi ◦ u)),
N⋃

i=1

ωi(Lα(φi ◦ v))

)

≤ sup
α∈[0,1]

máx
1≤i≤N

H(ωi(Lα(φi ◦ u)), ωi(Lα(φi ◦ v)))

≤ sup
α∈[0,1]

máx
1≤i≤N

λiH(Lα(φi ◦ u), Lα(φi ◦ v)).

(2.2)

Seaβ(i) = ı́nf{t ∈ [0, 1] : φi(t) ≥ α} para todo 0≤ α < 1. Comoφi es no decreciente y continua

a derecha para todoi ∈ {1, 2, . . . ,N}, se tiene que:

x ∈ Lα(φi ◦ u)⇔ φi(u(x)) ≥ α

⇔ β(i) ≤ u(x) ≤ 1

⇔ x ∈ Lβ(i)u.

Por lo tanto,Lα(φi ◦ u) = Lβ(i)u para todo 0≤ α < 1.

Por otro lado,L0(φi ◦ u) = lı́m
n−→∞

Lβn(i)u para una sucesión decrecienteβn(i) en (0, 1).
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Entonces, para todoα ∈ [0, 1] y para todoi ∈ {1, 2, . . . ,N} se tiene que

H(Lα(φi ◦ u), Lα(φi ◦ v)) = H(Lβ(i)(u), Lβ(i)(v)) ≤ D(u, v).

De (∗∗) se sigue que

D(Tu,Tv) ≤ λD(u, v),

dondeλ = máx
1≤i≤N

λi.

Para probar la existencia del atractor, se considerav ∈ E(X) y se define la sucesión recursiva en

E(X) como

u0 = v, un+1 = Tun, n = 0, 1, 2, . . .

ComoT es contractiva, existe 0≤ λ < 1 tal que para todon ∈ N se tiene que

D(un+1, un) = D(Tun,Tun+1) ≤ λD(un, un−1)

y entonces, por inducción, resulta que

D(un+1, un) ≤ λnD(u1, u0) = cλn,

dondec = D(u1, u0). Utilizando la desigualdad triangular, se tiene param> n que

D(um, un) ≤
m−1∑

k=n

D(uk+1, uk) ≤ c
m−1∑

k=n

λn
= c
λn − λm

1− λ <
c

1− λλ
n.

Como la sucesión (λn) converge a 0 cuandon → ∞, esta desigualdad prueba que (un) es de

Cauchy enE(X). Entonces (D(un, u)) converge a 0 cuandon→ ∞, ya queE(X) es un espacio

métrico completo y esto conlleva que (un) es convergente. Luego, para todoǫ > 0, existeN ∈ N

tal que sin > N se tiene que

D(un, u) <
ǫ

2λ
.

EntoncesD(Tu,Tun) ≤ λD(u, un) <
ǫ

2
para todon > N. Además, comoun+1 = Tun se tiene que
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para todoǫ > 0, existeN ∈ N tal que sin > N implica que

D(Tun, u) <
ǫ

2
.

Por lo tanto,

D(Tu, u) ≤ D(Tu,Tun) + D(Tun, u) <
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ

para todon > N. De está forma, sin es suficientemente grande se tiene queTu= u. Para probar

la unicidad, supongamos que existenu y u′ tal queTu = u y Tu′ = u′. ComoT es contractiva

entonces

D(u, u′) = D(Tu,Tu′) ≤ λD(u, u′).

Por lo tanto,D(u, u′) = 0 lo cual implica queu = u′. �

El siguiente ejemplo fue tomado del artı́culo [19].

Ejemplo 2.3.8. Sean X= [0, 1]2 y w= (ω1, ω2, ω3, ω4) tal que

ω1(x, y) = (0,6x+ 0,18, 0,6y+ 0,36);

ω2(x, y) = (0,6x+ 0,18, 0,6y+ 0,08);

ω3(x, y) = (0,3x+ 0,5y+ 0,27, −0,5x+ 0,3y+ 0,5);

ω4(x, y) = (0,3x− 0,5y+ 0,36, 0,5x+ 0,3y+ 0,06).

Por sı́ solas, las contraccionesωi, i = 1, 2, 3, 4, definen un SIF. Ahora bien, si se toman las

siguientes aplicaciones “grey level”φi(t) = t, i = 1, 2, 3, 4, se obtendrá como atractor el

conjunto difuso u que se muestra en la parte izquierda de la Figura 2.11, el cual corresponde a

u = XA, donde A es el atractor del IFS w.

Por otro lado, si se considera un SICD(w,Φ), donde w es el SIF anterior yΦ es el sistema

(φ1, φ2, φ3, φ4) de funciones “grey level”;

φ1(t) = 0,85t; φ2(t) = 0,8
√

t; φ3(t) = 0,4(t2
+ t); φ4(t) = t,
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(a) El atractoru. (b) El atractorv.

Figura 2.11– Atractores.

se obtendrá como atractor el conjunto difuso v que se muestra en la parte derecha de la Figura

2.11, donde v⊂ XA.

En este ejemplo, puede verse que las funcionesφi ofrecen gran flexibilidad en el manejo de

niveles de grises de imágenes que se puedan representar a través de estos sistemas iterados.
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Conclusiones

⋄ Se elaboró un trabajo basado principalmente en [7, 9, 10, 11, 12, 13, 19], cuyo contenido

reúne varios resultados principales referentes a la Teor´ıa de puntos fijos de multifunciones

difusas y aplicaciones. Se analizo, en particular, aspectos como la existencia, unicidad,

estabilidad y la relación existente entre los resultados en el contexto multı́voco clásico y

el contexto multı́voco difuso.

⋄ Se presentaron varios conceptos y propiedades relativos a la Teorı́a de los Conjuntos Di-

fusos y a la Teorı́a de las multifunciones, aspectos que son importantes para el desarrollo

de la Teorı́a de puntos fijos de multifunciones difusas. Adicionalmente, Se revisó las

definiciones de conjunto difuso,α-nivel de un conjunto difuso, multifunción y conjunto

de puntos fijos de una multifunción.

⋄ Se realizo un análisis de la aplicación de la Teorı́a de puntos fijos de multifunciones con-

tractivas vista en [19] y relacionada con los sistemas iterados de funciones o SIF. Además,

se trabajó con una clase especial de sistemas dinámicos sobre espacios de funciones, de-

nominada sistemas iterados de conjuntos difusos o SICD, la cual es una herramienta im-

portante que permite la construcción, análisis y/o aproximación de conjuntos e imágenes,

donde es posible exhibir fractales caracterı́sticos.
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