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DESCRIPCION

El Analisis Multivoco Difuso ha tenido un vertiginoso ae& en los Gltimos afos, destacan-
do en particular, algunos trabajos con resultados relmtivta teoria de puntos fijos de mul-
tifunciones difusas con diversas aplicaciones y propiegagie han aparecido en la literatura
[5,9, 10,11, 12, 13]. El contenido de esta monografia sa pancipalmente en una disertacion
del articulo [12] y en una aplicacion de los puntos fijos da multifuncion y una multifuncion
difusa visto en [9, 19].

El presente trabajo ha sido organizado de la siguiente maBerel primer capitulo, se inicia
dando un breve resumen sobre las principales definicioresgrhas relacionados a los espa-
cios métricos, incluyendo en particular la métrica de $tkuff. Adicionalmente, se revisan las
definiciones de conjunto difusoarnivel de un conjunto difuso. Luego se presentan algunos
conceptos relativos a la teoria de multifunciones, jurio I©s resultados principales de los
puntos fijos de una multifuncioén, con el objetivo de analaspectos como lo son la existen-
cia, unicidad y estabilidad de los puntos fijos. El capitiglonina definiendo lo que es una
multifuncion difusa, y con ella, se destacan algunos tadak de puntos fijos.

El tema central del segundo capitulo, es el analisis dedogintos difusos de puntos fijos de
multifunciones contractivas difusas, en donde se analizeesultado relativo a la estabilidad
de los puntos fijos de una multifuncion difusa. Se destaeailencia de un conjunto difuso
cuyosa-niveles corresponden con el conjunto de puntos fijos de wiigfamcionT,, generada

a través de una multifuncion difuga Finalmente, se analiza un caso particular de multifun-
ciones aplicadas a sistemas iterados de funciones y s@trarauna clase especial de sistemas
dinamicos sobre espacios de funciones denominados sisitarados de conjuntos difusos (ver
[9, 19]).
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DESCRIPTION

Fuzzy multivocal Analysis has had a rapid advance in receatsy highlighting in particular,
some work with results on the theory of fixed points of fuzzyltifunctions with various ap-
plications and properties that have appeared in the liszdb, 9, 10, 11, 12, 13]. The contents
of this paper is mainly based on a dissertation article [h2] @n application of the fixed points
of a multifunction and a multifunction fuzzy seenin [9, 19].

This paper is organized as follows. In the first chapter, teegiith a brief summary on the main
definitions and theorems related to metric spaces, indjuidiparticular the Hausdirmetric.
Additionally, are reviewed the definitions of fuzzy set antevel of a fuzzy set. Following are
exhibit some concepts relating to the theory of multifuoieti, along with the main results of
the fixed points of a multifunction, in order to analyze agpsach as the existence, uniqueness
and stability of fixed points. The chapter ends by definingtwha fuzzy multifunction and
with it, are highlights some results of fixed points.

The central theme of the second chapter is the analysis diuttay sets of fixed points of
contractive fuzzy multifunctions, in where is analyzes suteon the stability of fixed points
of a fuzzy multifunction. It highlights the existence of &ay setu whosea levels correspond
to the set of fixed points of a multifunctiadn,, generated through a fuzzy multifunctidh
Finally, is analyzed a particular case of multifunctionplégd to iterated functions systems and
is worked with a special class of dynamical systems on spaEdesctions called iterated fuzzy
set systems (see [9, 19]).
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Introducci on

Durante los Gltimos 50 afos la Teoria de Multifuncione$ia mantenido en escena, y con ella
el llamado Analisis Multivoco. Estas teorias comenmaaodesarrollarse fuertemente debido
a sus variadas aplicaciones en distintos campos, como @uipkj, aplicaciones en la teoria
de conjuntos difusos [7], en la Teoria de Control y Optiroi@a [1, 20], en la Teoria de las
Inclusiones Diferenciales [16], en Sistemas Estocas{®] en la Teoria de los Continuos [18],

en Sistemas Iterados [19], en Electromagnetismo [21]eemitas.

Naturalmente, los objetos de estudio del Analisis Molttvyson las multifunciones, las cuales

se definen como aplicaciones

F : X—2(Y)
X +— F (X) € P(Y),

dondeX y Y son conjuntos no vacios, (x) # 0 para todox € Xy, £(Y) denota el conjunto

“partes dey”.

Dada una funcionf : X — Y, ésta induce naturalmente una multifuncién: X — P(Y)
definida por F(X) = {f(X)}. De esta forma, la definicion de una multifuncidbn puede ser
vista como una generalizacion del concepto de funciéisdBel punto de vista del Analisis
Matematico, son conocidos varios resultados que dan cioméis de existencia de puntos fijos
de aplicacioned : X — X. Recordemos el resultado clasico de las contracciones dacBa
gue establece que sX,(d) es un espacio métrico completofy: X — X es una contraccion,

entonced tiene un Unico punto fijo; por lo tanto, una cuestion irgardge es pasar al contexto
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multivoco e indagar por lo que seria un punto fijo de unaifoaltion y bajo qué condiciones
se garantiza la existencia de puntos fijos. Se sefiala aguiiig puntox € X se dice que es
un punto fijo de una multifuncioir : X — P(Y), si se verifica quex € F(x). Nadler en
[10], extiende el principio de las contracciones de Banaata las contracciones multivocas
F : X — C(X), siendoC(X) el conjunto de todos los subconjuntos acotados y cerraglos d
un espacio métricoX, d). Lim en [13], da algunos resultados relativos al conjurggdntos
fijos de una contraccion multivoca, entre ellos, el amalie la convergencia en los conjuntos

de puntos fijos de una sucesion de contracciones mul§voca

El estudio de puntos fijos de multifunciones, ademas detsuéim matematico implicito, tiene
su impacto en un gran namero de aplicaciones, entre lasitgueocs la Teoria de Control, cuyo
objeto de estudio es el control de sistemas gobernados pacieaes diferenciales, la Teoria de
las Inclusiones Diferenciales, y sus aplicaciones, y etiquéar las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias, los Sistemas Iterados para la animacion dgemes, entre otros (ver [2, 13, 16, 17,

19]).

Lo anterior motiva a entender la base de lo que es una mudidany con ello conocer resulta-
dos en la literatura que versen sobre la existencia de pfijode multifunciones, aplicaciones
y propiedades; entre otras razones, como etapa previalgarseadimiento y desarrollo de re-
sultados en otras subareas del analisis, en donde al@die multifunciones es una herramienta

imprescindible, como es el caso del Analisis MultivoctuBo.

El Analisis Multivoco Difuso es una fusion entre el Aiséd Multivoco con la Teoria de Conjun-
tos Difusos, ésta Ultima, iniciada en la década de lososOet trabajo pionero de Zadeh [15],
quien introdujo el concepto de conjunto difuso y sus progiled, dando origen a una teoria
gue hoy en dia ha cobrado mucha importancia debido a lasaafnes que posee en proble-
mas que obedecen a comportamientos de tipo no deterroinfgér [4, 12, 13]). Naturalmente,
los elementos basicos del Analisis Multivoco Difuso sasmultifunciones difusas, las cuales
generalizan el concepto de multifuncion y son, basicaeyenultifunciones con valores, siendo

conjuntos difusos, éstos ultimos, definidos como funesogue van de un conjunto no vae{o

11



en el intervalo [01].

Un cuestionamiento que surge inmediatamente es el rekmocon el concepto de punto fijo
de una multifuncion difusa, sus propiedades y sus apboasi. En las dos Ultimas décadas
han aparecido en la literatura algunos trabajos con refdteelativos a la teoria de puntos
fijos de multifunciones difusab : X — E(X), dondeE(X) representa el conjunto de los
conjuntos difusos con-niveles no vacios, cerrados y acotados de un espaciacméx; d).
Entre esos trabajos se encuentran [5, 9, 10, 11, 12, 13]sesuldes se han obtenido diversos
resultados que incluyen propiedades y aplicaciones deuon®s fijos de una multifuncion
difusa. Se observa, en particular, el estudio de contraesidifusad” : X — E(X), que
ha sido usado en la teoria de fractales con tonalidadesisgsdfgrey levels”), la cual tiene
interesantes aplicaciones en animacion de imagenesngedel conjunto de puntos fijos de
contracciones difusas podria considerarse como atesctpre representan imagenes que se
deforman de manera aparentemente continua en el tiempe.r€sditar que € X es un punto

fijo de una multifuncion difus& : X — E(X), si se verifica qu&y € T'(X).

En ésta monografia se pretende hacer un acercamientotad leacia lo que son las multi-
funciones difusas, analizando en particular, aspecto® ¢amxistencia, unicidad y estabilidad
del conjunto difuso de puntos fijos de multifunciones difysiestacando la relacion existente
entre los resultados en el contexto multivoco clasico goatexto multivoco difuso. Estabil-
idad en el sentido de que siy uy son los conjuntos difusos de puntos fijos asociados a las
multifunciones difusas; y I'g, respectivamente, en un espacio métriéod] y I converge a

I'o uniformemente sobr¥X, entoncedD(u;, Uy) converge a 0 cuandotiende a infinito, siendo
D(u, Uug) = supH(L,ui(x), L,ug(X)) y H(L,ui(x), L,ug(X)) denotando la distancia entre las
niveles acot)gélos y cerrados aley Uy (ver Definicion 2.1.3). Con este trabajo monografico, se
espera generar interés en la comunidad matematicaritects el tema, y de igual manera, mo-
tivar el avance de estos estudios a niveles de cursos deapos@in particular seria interesante
investigar la relacion entre la teoria de existencia gl@btlad de puntos fijos de multifunciones
difusas con resultados recientes de existencia y unicidaoldciones de problemas de Cauchy

asociados a ecuaciones diferenciales difusas (EDD) usamtones generales de diferencia-

12



bilidad difusa, asuntos abordados recientemente en [1,22]3

El presente trabajo ha sido organizado de la siguiente rmaggarimer capitulo, se inicia con un
breve resumen sobre las principales definiciones y teoregf@sonados a los espacios métri-
cos, incluyendo en particular la métrica de Haufidédicionalmente, se revisa la definicion de
conjunto difuso y se presenta el conceptadeivel de un conjunto difuso y sus propiedades.
También se expone el Teorema de Representacion de Né&gBitdescu (ver [7]), el cual es
una herramienta imprescindible para establecer, en ésandifuso, resultados paralelos a los
que se dan en el analisis clasico. Posteriormente senpa@salgunos conceptos relativos a la
teoria de multifunciones, incluyendo definiciones, fundatos teoéricos, propiedades y ejemp-
los, junto con los resultados principales del conjunto degaifijos de una multifuncion; con el
objetivo de analizar aspectos como lo son la existenciajdad y estabilidad del conjunto de
puntos fijos. El capitulo termina definiendo lo que es unaifoakion difusal” : X — E(X),

y con ella se destacan algunos resultados de puntos fijos.

En el segundo capitulo, el tema central es el analisissledojuntos difusos de puntos fijos de
multifunciones contractivas difusas, en donde se analizeesultado relativo a la estabilidad
del conjunto de puntos fijos de una multifuncion difusa. &staca la existencia de un conjunto
difusou cuyosa-niveles corresponden con el conjunto de puntos fijos de uitfamcionT’,,
generada a través de una multifuncion diflis@osteriormente se analiza un caso particular
de multifunciones aplicadas a sistemas iterados de fuesionSIF, los cuales se componen
de un sistemav de N contracciones; : X — X,i =1,2,---,N, sobre un espacio métrico
(X, d). Finalmente, se trabaja con una clase especial de sistin@sicos sobre espacios de
funciones denominados sistemas iterados de conjuntasodifu SICD (ver [9, 19]), los cuales
se componen de un sistemgdenominado también la componente SIF)Nleontracciones
wi: X— X,i=1,2,---,N, sobre un espacio métric¥,(d), junto con un sistema asociado

(la componente tonalidad de grises o “grey level”) de aplar@esy; : [0, 1] — [0, 1] denomi-
nadas “grey level”. Estos sistemas, denotados cam®), estan asociados a un operador con-
tractivo

T : E(X) — E(X), el cual posee un tnico punto fiipdenominado el atractor del SICD, donde

13



u es un conjunto difuso. Los sistemas iterados, ya sean los Bi&-SICD, poseen varias apli-

caciones, principalmente para la animacion de imagemeedy construccion de fractales.

El contenido de esta monografia se basa principalmentmamisertacion del articulo [12] y
en una aplicacion de los puntos fijos de una multifuncioma multifuncion difusa visto en
[9, 19].
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Capitulo 1

Puntos fijos de multifunciones difusas

El objeto de estudio del Analisis Multivoco son las muiti€iones, incluyendo las propiedades,
relaciones y aplicaciones que ellas poseen. En este agétpresentan algunos conceptos rela-
tivos a la teoria de multifunciones, incluyendo definieisnffundamentos teoricos, propiedades
y ejemplos, junto con los resultados principales del cdojaie puntos fijos de una multifun-
cion, con el objetivo de analizar aspectos como la exisgennicidad y estabilidad del conjunto
de puntos fijos. Se inicia dando algunos preliminares sadpactos métricos y la métrica de
Hausdoft. Adicionalmente, se revisa la definicibn de conjuntosstiily se presenta el concep-
to dea-nivel de un conjunto difuso y sus propiedades. Posterintepse definie lo que es una
multifuncion difusal” : X — E(X), dondeE(X) representa el conjunto de todos los conjuntos
difusos coru-niveles cerrados y acotados de un espacio métked)(y con ella se destacan

algunos resultados de puntos fijos de una multifunciérsdifu X — E(X).

1.1. Espacios ratricos

En esta seccion, se daran algunos preliminares impegatra el desarrollo del trabajo refer-

entes a espacios métricos.

Definicion 1.1.1.Un espacio métrico es un conjunto no vacio X con una fungioXxX — R

gue satisface las siguientes propiedades:
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a) dix,y) >0, ¥Yx,ye Xcondxy) =0 siysolosi x=y,
b) d(x.y) =d(y,x) YxyeX,

c) dx,2 <d(xy)+d(y,2 Vxy,zeX.
Se destacan algunos ejemplos de espacios métricos @umedeeutilidad a lo largo del texto.

Ejemplo 1.1.2. ¢ R" con la métrica euclidiana es un espacio métrico.

¢ Sea S un conjunto no vacio y g§&ad) un espacio métrico. Una funcion:fS — Y es
acotada si
supd (f(x), f(y)) < co.

X,yeS

El conjunto BS,Y) := {f : S — Y, f es acotadhes un espacio métrico si se considera

como meétrica a la funcion

D(f,g) := supd(f(x), f(y)), paracada fge B(S,Y).

X,yeS

Para el desarrollo del trabajo es necesario tener en cugpgatas como la convergencia y la
completez en espacios métricos. Por ello, se dan las sigsgielefiniciones relacionadas con

sucesiones convergentes, sucesiones de Cauchy y espatim®sicompletos.

Definicion 1.1.3.Sea(X, d) un espacio métrico. Una sucesion es una aplicaciom X que a

cada n le asocia el puntag,x X.

Se utilizara la notacionx, — X para indicar que la sucesior,] converge ax, cuando sea
necesario aclarar el tipo de métrica en el cual tal suness@onvergente.

Se usara también la notaci@&n ” x para indicar que la sucesior,] es tal que

Xt <X <--- < lim X, = X

X—00

Definicion 1.1.4([23]). Una sucesioifx,);> , de puntos de un espacio métricq d) es conver-
gente si existe un punt@ x X que cumpla que para todo> 0 existe Ne N tal que sin> N

se tiene que (kn, Xo) < €.
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Definicion 1.1.5([23]). Sea(X, d) un espacio métrico. Una sucesifxy);-, en X es llamada

de Cauchy si, para tode> 0 existe n > 0 tal que dX,, Xm) < € para todo mn > n..

Definicion 1.1.6([23]). Un espacio métric¢X, d) se dice completo si toda sucesion de Cauchy

en X es convergente.
Se destacan algunos ejemplos de espacios métricos cosplet

Ejemplo 1.1.7. Los espacios dados en el Ejemplo 1.1.2 son ejemplos de espaéitricos

completos.

1.2. Metrica de Hausdoif

Dado un espacio métricoX(d) se define la métrica de Hauséosobre el espaci€(X) de
todos los subconjuntos no vacios, acotados y cerrad®s ddemas, se presenta un resultado
gue garantiza queZ(X), H) sea un espacio métrico completo desde gUé)(sea un espacio

métrico completo.

Definicion 1.2.1([12]). Sea(X, d) un espacio métrico. Se considera a

C(X)={AcC X, A+ 0, Aacotado y cerradp

el conjunto de todos los subconjuntos no vacios, acotadesrgdos de X,y a

N(A €) = {xe X : d(x a) < €, paraalgln ac A},

como el entorno con centro en & C(X) y radio €. La métrica de Hausdgf sobre GX) es

definida como

H(A,B) =inf{e > 0| Ac N(B,e) y Bc N(A, ¢)}, paracada AB e C(X).

17



SiAe C(X)y e > 0 se puede ver que

N(A €) = {xe X|d(x,a) < e, paraalglnac A}
= U{xe X1d(x a) < €}

acA

= U N(a, €).

acA

Geométricamente, en la figura 1.1 puede apreciarse laraoogn del entorno del conjuni®

a partir de la union de los entornos de cada elementa de

N(A.£)

Figura 1.1— N(A, €) como la unibn déN(a, €) para cada € A.

La figura 1.2 muestra dos conjuntdsB € C(X) con entornos dé y B, respectivamente, que
satisfacen las condiciongs c N(B,&) y B c N(A, ). Aqui, & Y & son las distancias mas
pequefias posibles para que las anteriores condicionasg@an. La distancia de Hausdiode
Ay B es el maximo valor entre y e; es decirH(A, B) = maxe, e}.

N(B.£1)
N(A,E2)

©0 || &

23

Figura1.2—Ac N(B,e1) y B c N(A ).
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Proposicion 1.2.2([6]). H es una métrica.
Demostracion:Comprobando cada una de las propiedades de un espacioarsetiiene:

1. H(A,B) =0 siysolosiA = B.

Si A = B entonces, por definicion de, H(A,B) = H(A,A) = 0. SiH(A, B) = 0 luego
inf{r >0]Ac N(B,r)y Bc N(A,r)} = 0, lo cual implica queA c By B c A, donde
By Adenotan la clausura d&y A, respectivamente. Comdy B son cerradosA c B

y B c A. Por lo tanto, A = B. Es claro que sA # B entonceH (A, B) > 0 para todo
A, B € C(X).

2. Esclaro quéi(A, B) = H(B, A) para toddA, B € C(X).

3. H(A,C) < H(A,B) + H(B, C) para todaA, B, C € C(X).

Seaa € A. ComoA c N(B, H(A, B)), existe ur, € B tal qued(a, b) < H(A, B). De igual
manera, existey € C tal qued(bo, ¢o) < H(B, C), asi

d(a, co) < d(a, bg) + d(bo, co) < H(A, B) + H(B, C).

Por lo tanto, dada € A, existec, € C tal qued(a, ¢p) < H(A, B) + H(B, C), es decirA c
N(C, H(A, B)+H(B, C)). De igual maner& c N(A, H(A, B)+H(B, C)). Por consiguiente,

H(A,C) < H(A, B) + H(B, C). O
Lema 1.2.3.Si A B € C(X), entonces
inf {e > 0|vYaeAinfd(ab) < e} _ supinfd(a, b).
beB acA beB
Demostracion:Sea

€ = Inf {e >0| paratodoac A,'Lnéd(a, b) < e}.
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Entoncesbigﬂ(a, b) < ¢ para todoa € A, lo cual quiere decir que, es una cota superior de
S

S= {’Lnéd(a, b):ae A}. Sea el supremo dé&, entonces < e por serd la menor de las cotas
S

superiores d&. Supongase qué < &; luego existes € S tal qued < s < ¢, es decir, existe

ap € Atal ques < 'Lnéd(ao, b) < &, lo cual es contradictorio ya quees el supremo d§. Por

consiguient& = ;. O
Otra forma de calcular la métrica de Haudtles dada por la Proposicion 1.2.4.

Proposicion 1.2.4([6]). La métrica de Hausdgftambién se puede calcular como

H(A,B) = max{suplnfd(a, b), supmfd(a, b)}

acA b beB &

Demostracion:Por la definicion de la métrica de Haustige tiene que

H(A,B) = inf{e > 0| Ac N(B,e)y Bc N(A, €)}

=max{inf{e > 0| Ac N(B,¢)},inf{e > 0| Bc N(A ¢)}}

puesto que se debe satisfacer gue N(B, €) y B ¢ N(A, ¢).
La condicion de qué\ c N(B, ¢) significa queA c Upp{x € X : d(x,b) < €} y esto implica
que para toda € A, infy.g d(a, b) < €. De igual manera, 8 c N(A, €) implica que para todo

b € B, inf,cad(a, b) < €. Entonces por la Definicion 1.2.1y por el Lema 1.2.3 se topne

H(A, B) = max{inf{e > 0| Ac N(B, )}, inf{e > 0| Bc N(A €)}}

_ méx{inf {e > 0| vae A nfd(ab) < e},'lnf {e > 0| vbe B,infd(a b) < e}}
c ac

= max{suplnf d(a, b), suplnf d(a, b)}

aeA
lo cual demuestra el resultado. O

El siguiente ejemplo permite ver el significado geométdeda métrica de Hausddrdados

dos conjuntof\y B.
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Ejemplo 1.2.5. Considere A= {(x,y) e R2: X2 +y? <1}y B={(x,y) e R?: (x— 42 +y? < 4}
(ver Figura 1.3).

Figura 1.3 — Distancia de Hausdfirentre los conjuntos Ay B.
Entonce$uplnf d(a b) = 3ysup|nfd(a, b) = 5, luego HA, B) = max3,5} =
acA b beB &

El Teorema 1.2.6 muestra que a partir de la complete, de obtiene la completez @&£X).

Teorema 1.2.6([4, 14]). Si(X,d) es un espacio métrico completo enton(€6x), H) es un

espacio métrico completo.

Demostracion:Sea f,) una sucesion de Cauchy e@(K), H). Se probara qué, iR A,
dondeA € C(X). Para toda > 0 y para cad& € N, existepy tal que sip, q > pk, se tiene que
H(Ap, Ag) < 27%e. Sea () una sucesion estrictamente crecientéleal query > py, para todo
k. Searnx; € A, i =1,2,--- k-1, tales quel(x;, ;1) < 27 parai = 1,2,--- ,k— 1. Entonces
X1 €s elegido erd, ., de modo que se verifiquifxy, Xy,1) < 2- Ve,

Se puede observar qug ; existe, pues

H({%d), A) < HAL A < 276 e,

Es posible ver quex() es una sucesion de Cauchy ¥nLuego existex € X y un A € C(X)

tales quex, — X, conx € A. Por otra parte, se tiene que

k-1

d(x, %) = Jim d(x x) < [im 3" d(x,1,%) < e
i=1
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Asi, para toda; > p; y para todox; € A, es posible encontrar une A tal qued(x, X) < €.
Es decirA;, € N(A, €), para toda; > p;.
Se mostrara ahora quec N(A,, €), para todap > p;.

En efecto, se sabe ql{A,, Ay) < g para todm, q > p;. Six € Aentoncesce |J Ap; porlo
p=p1

. € . . .
tanto, existe > p1yy € A cond(x,y) < > Finalmente, sp > p,, se tiene que

H({X}? Ap) < H({X}? Aq) + H(Aq, Ap) <€
Por lo tanto A € N(A,, €), para todap > p;. Esto muestra quie(A,, A) converge a 0, cuando
p — oo. EntoncesC(X), H) es un espacio métrico completo. O

La Definicion 1.2.7 establece lo que es una semimétricaaiesttbff, la cual es necesaria para

la prueba del Teorema 1.3.5.

Definicion 1.2.7.Si A B € C(X) se define la semimétrica de Hausgi@omo

p(A B) = supinfd(a, b),

acA be
es decirp sdlo cumple la propiedad de desigualdad triangular de |dileion 1.1.1.

Observacbn 1.2.8.Se puede mostrar que sj B, C € C(X), entonces
p(A,B) =0 sisblosi AcB

y ademas,
p(A,C) < p(A B) + p(B,C).

1.3. Conjuntos difusosa-niveles y el espacidc(X)

Un conjunto difusai sobre un conjuntX no vacio es una aplicacian: X — [0, 1], donde
el valor deu(x) denota el grado de pertenencia del elemeardabconjunto difusal. Siu(x) = 1

significa quex tiene una pertenencia total, si©Q u(x) < 1 indica una pertenencia parcial, y
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u(x) = 0 indica no pertenencia deal conjunto difuso. Los conjuntos clasicos son conjuntos
difusos, donde la funcion de pertenencia es la funcioaataristica. En el presente trabajo, se

denotara poy (X) a la coleccion de todos los conjuntos difusos definidosessb

Definicion 1.3.1. Sean X un conjunto no vacio,:uX — [0, 1] un conjunto difuso definido

sobre X ya € (0, 1]. Se define et-nivel del conjunto difuso u como:

L.,u={xeX:u(X) > a}

y el soporte de u como

Lou = {x€ X: u(x) > 0}.

De la coleccion de todos los conjuntos difusag (X), se destaca el interés hacia el analisis de

los conjuntos difusos cam niveles no vacios, cerrados y acotados de un espaciccmitri

Definicion 1.3.2. Se denota por &) el espacio de los conjuntos difusos cemiveles no

vacios, cerrados y acotados, es decir:
E(X) ={u: X —[0,1] : L,u e C(X), paratodoa € [0, 1]}.

El Lema 1.3.3 destaca algunas propiedades de fogeles.
Lema 1.3.3.La familia de nivele$L,u : a € [0, 1]} satisface las siguientes propiedades:
a) Lou2 L,u2 Lgu paratodol < a <.
b) Sia, / aimplica que L,u = ﬁ Lo, U.
c) u=vsiysoélosil,u=L,vparatodox € [0, 1].
d) L,u # 0, paratodoa € [0, 1] es equivalente a decir quéx) = 1 para algin xe X.

e) Se define un orden parcialsobre EX) por

Uucv < u(x)<v(x), paratodoxe X & L,ucl,v, paratodoa € [O,1].
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Demostracion:  a) Lsu = {xe X:u(X) =8} C{xe X:uX) > a} C{xeX:uXx > O0}.

Entonced su C L,u C Lou.

b) Por hipotesisy; < @, < ... < lim a, = a. Luego, para todo € N, L,u € L, u. Por lo
n—oo

tanto,

L,uc ﬂ L., u.
n=1

Seax € (N L,,u, por lo tanto,x € L, u para todon € N. Entoncesu(x) > «, para todo
n=1

n € N. Comoa, converge ar cuandon — oo se tiene que dade > 0, existe umy € N
tal que sin > ng, |lap — @] < €. Asi, sin > ny, U(X) > a, > @ — €. Dado ques > 0 es

arbitrario, se concluye quéx) > a y asix € L,u, esto es,

ﬂ L, uc Lyu.
n=1

Por consiguiente,

C) L.u={xeX:u(X)=>a}={xeX:vX) >a}=L,v paratodo « € [0, 1].

d) ComoL,u # 0, para todox € [0, 1] entonced u = {x € X : u(x) = 1} # 0, lo cual

implica que existe € X tal queu(x) = 1.

e) Siu(x) < v(X) paratodox € X, se cumple que,u={xe X:u(xX) > a} C{xe X: V(X >
u(x) > a} = L,Vv, para todar € [0, 1]. Por otro lado, sL,u C L,v, para todax € [0, 1] se

tiene queu(x) < v(x) para todax € X. m|

El Teorema 1.3.4 es un resultado importante que permitblest, en el analisis difuso, resul-

tados paralelos a los que se dan en el analisis clasico.

Teorema 1.3.4(Teorema de Representacion de Negoita-Ralescu, [7S&an X un conjunto

no vacio, S, }.cp.1] Una familia de subconjuntos de X tales que:
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ii. Sia < B entonces $C S,,
iii. Sia, /' aimplicaque § = ﬁ S, -
n=1

Entonces, la funcion u X — [0, 1] definida por ({x) = suga € [0,1] : x € S,} tiene la

propiedad que Lu = S, para todoa € [0, 1].

La demostracion del anterior Teorema puede verse en [7, 8].

La Proposicion 1.3.5 establece una métrica para el comjd(X), a partir de la métrica de
Hausdoft.

Proposicion 1.3.5. Para cada yv € E(X) se define

D(u,v) = sup H(L,u, L,V).
a€[0,1]

Entonces(E(X), D) es un espacio métrico.

Demostracion:Seanu, v, w € E(X).

i) Si D(u,v) = 0 entonceH(L,u,L,v) = 0 para todar € [0, 1], y esto implica qué_,u =

L,V para todax € [0, 1]; por lo tantou = v.
i) ComoH(L,u,L,Vv) = H(L,Vv, L,u) se tiene qu®(u, V) = D(v, u).

i) La desigualdad triangulab(u, v) < D(u,w) + D(w, V), se sigue usando la propiedad de

desigualdad triangular de la métrica de Haufidor O
Con la Proposicion 1.3.6 se logra obtener la completez(d@, a partir de la completez de

Proposicion 1.3.6([8]). Si (X, d) es un espacio métrico completo, entonfe&x), D) es tam-

bién completo.
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Demostracion:Sea ()., una sucesion de Cauchy &(X). Considere un punte > 0 fijo.
Entoncesl(,(un));, es una sucesion de Cauchy &@¢X), H). Como C(X), H) es completo, se

sigue que existe ull, € C(X) tal que
H
L.(u)) — M,.

De hecho, de la definicion d2 y de la continuidad deél, es facil ver que:
L.(un) R M,, uniformemente ewr € [0, 1].

Tomandox < B, y con la semimétrica de Hausdiose tiene que

pP(Mg, Mq) < p(Mg, Ls(Un)) + p(Ls(Un), La(Un)) + p(La(Un), Ma).

ComoLg(un) <€ L,(un), se sigue que

p('—ﬁ(un), L.(un)) = 0.

Asi p(Mg, M) < p(Mg, Ls(un)) + p(L.(un), M,) < €, sin es suficientemente grande. De esta

manera se tiene qu&M;, M,) = 0 y comoMg, M, son cerrados, se tiene g € M,

(9]

Ahora, tomanda > 0,a, /" a Y lima, = «, se tiene que mostrar g, = (| M,,.
nN—oo 1

n=

Es claro queM, ¢ N M,,. Usando la semimétrica de Hausfigier Definicion 1.2.7), se
n=1

obtiene

p[ﬁ M., MaJ < p[ﬁ M, ﬁ Lan(uj)) +P[ﬁ Lo (U;)s La(Uj)] +p(La(Uj), Ma),
n=1

n=1 n=1 n=1

paraj fijo. Perop ( ﬁ Lo, (U)), La(uj)) = 0, puesto que porel Lema 1.3.3 se tiene Eﬁean(uj) =
n=1 n=1

L.(u;). Consecuentemente, para tads 0O, existej. tal que

p[ﬁ Ma,» MQJ <e +p(ﬁ My ﬁ Lan(uj)J
n=1

n=1 n=1
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paraj > j., dondeL,(u;) converge a,. Ahora,

(ﬁ M,., ﬁ Lan(uj)] < p(ﬁ Ma,» Map] +p(|\/|ap, Lap(uj)) +p(|-ap(uj), ﬁ Lan(Uj)),
n=1 n=1 n=1 n=1

para cualquiep > 1. Comoﬂ M., € M,,, se obtiene

n_

p(ﬁ M, ﬁ (] )J < (Mo Loy (U) +p[Lap(UJ) ﬂ Lan (U )J

n=1 n=1 n=1

Ahora,p(Map, Lap(uj)) < e paraj > jo. Note quejo no depende d@. Como (,,(u;));.;
decrece eﬁ L., (U;), se sigue qup(LapO(u,-), ﬁ L(,n(u,-)) < € para alglmy. Asi,
n=1 n=1

p(ﬁ Man, ﬁ Lan(Uj)] < 2e,

n=1 n=1

si | es grande. Finalmente, al tomgsuficientemente grande se obtigng\ M,,, M(,) < 3¢;
=1

es decir, M,, € M,. Entonces
n=1

A,

n=1
para cadar € [0, 1]. Por lo tanto, por el Teorema 1.3.4 se sigue que existenicon € E(X)
tal quelL,(uy) iR L.(u). Resta demostrar qug — u en(E(X), D). Como () es de Cauchy,

dadoe > 0 existen, tal quen, m > e implica queD(u,, Uy) < €. Sean(> n,) fijo. Entonces

H (Lo (un), La(W))

Tim H(La (Un), Lo (Um))

IA

lim supH(Lq (Un), Lo (Um))
M—e0 450

lim D(Un, Uy) < €.
m—oo

Asi que supH (L, (un), L, (u)) < €, es decirD(u,, u) < € paran > n,, y asiu, 2 m|

a>0
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Definicion 1.3.7. Sean(X, dx), (Y, dy) espacios métricos. Una aplicacion:fX — Y se dice

gue es unasometriasi para todo ab € X se tiene
dv(f(a), f(b)) = dx(a, b).
Observacbn 1.3.8. Para todo espacio métricgX, d) las inmersiones
(X, d) — (C(X), H) +— (E(X), D)

definidas por medio de % {x} y A —» X (dondeX denota la caracteristica de A), respecti-
vamente, son isometrias.

En efecto, para todo,y € X se tiene

H ({x}, {y}) = inf{e > 0] {x} < N({y},e) ¥ {y} < N({x}, €)} = d(x.y).
y para todo AB € C(X) se tiene

D (XA’ XB) = Sup H(LCYXA’ La/XB) = H(A? B)

a€l0,1]

1.4. Multifunciones contractivas y puntos fijos

Las multifunciones poseen diversas aplicaciones en thsti;ampos de la matematica, co-
mo por ejemplo, aplicaciones en la Teoria de las Inclusi@iterenciales para la solucion de
problemas de valor inicial de la forma € F(t, x) con x(0) = X, y dondeF es una multifun-

cibn [2, 16]; en problemas de optimizacion para espactasoriales [20], en sistemas iterados
de funciones o SIF para la reconstruccion de imagenes §l0]a Teoria de los Continuos
para la construccion de aplicaciones continuas y sobtigged18]; entre otros. El tema cen-
tral de esta seccion esta dedicado a los puntos fijos déumgibnes contractivas, analizando
en particular algunos resultados que garantizan la existele puntos fijos de multifunciones

F : X — C(X), los cuales seran de gran importancia para establecdiocimmes de existencia
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de los puntos fijos de una multifunciéon difusa.

Definicion 1.4.1. Sean X e Y conjuntos no vacios. Una multifuncion es unaapin

F : X — P(Y) tal que HX) # 0 paratodo xe X, sienddP(Y) el conjunto “partes de Y.

Ejemplo 1.4.2. Una funcion f: X — Y define una multifuncion F si se consideréx}=

{f(X)} paratodo xe X.

Para el analisis de los puntos fijos de multifunciones seideran las multifunciones contrac-

tivas.

Definicion 1.4.3.Sean(X, d) un espacio métrico y F X — C(X) una multifuncion. Decimos
que F es una contraccion (multifuncion contractiva 6 ttaocion multivaluada) si y solo si

existe0 < A < 1tal que paratodo xy € X se cumple que @ (X), F(y)) < Ad(x, y).

Ejemplo 1.4.4. Sean |= [0, 1] el intervalo unitario de niUmeros reales con la métrica aisu

d(x,y) =|x—yly f: 1 — | definida por (ver Figura 1.4)

—lx+1 Si O<x<l
f(x) = l2 2 2
EX Si §<xsl

FOR

Bl NI

\J

Figura 1.4 — Grafica def (x).
Considere F. | — #(I) como Hx) = {0} U {f(X)} para todo xe I.

Notese que KF(X), F(y)) = d(f(X), f(y)) paratodo xy € I. Sean xy € [0, 1/2], entonces

1 1

AT, 1)) = |-5x+ 5 + 5y~ 5| = 5y
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Sixy e (1/2,1], entonces (£ (9), (1)) = [3x~ %y’ = 2dxy).
Considere ahora x [0,1/2] y ye (1/2,1]. Entonces

1
5|

A0, 1) = 5+ 3%

Para probar que exist® < 1 < 1tal que d f(x), f(y)) < Ad(x,y), observe que si ¢ x se tiene

que

1 1 1
d(f(x), f(y)) < Ad(x,y) & ‘§y+ X~ 3| < Aly =X = Ay — X,

1 1 1
o AX-Y) < Y+ 35X 5 <Ay -X)

2 2
@(/H%)y—(/l—%)xz% y (/l+%)x—(/l—%)y2%.

Obsérvese que tomando= 1/2, se satisfacen las anteriores desigualdades. Por lo tdntes

una contraccion multivaluada.

Ejemplo 1.4.5.Sea ? = {(x,y) : 0 < x,y < 1} y sean EG : 12 — C(I?) definidas de la

o 1 1
siguiente manera: £, y) como el segmento efAdue va del punt(yzx, O) al punto(zx, 1) (ver

Figura 1.5), y Gx,y) como el segmento er fue va del punt<%x, O) al punto(%x, 1) (ver
Figura 1.6) para todqx,y) € 12

YA yA
1
|
] it = :
3 | |
| Q |
e Bl |
2 [ | i :
[ | g3 |
Lo E |
[ [ [
L L > ox L5
b1 1 X i 1 X
Figura 1.5— Gréafica que contiene algunos segmentok @dey).
. > 5 X1
Si (X1, Y1), (X2,¥2) € 14, entonces Bxi,y:) = {(x,y) e I x = Z}
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F(x.y2) = {(xy) €12 x= %}

Por lo tanto, la métrica de Hausdgrentre esos dos conjuntos esta dada por

1
H(F(Xl’ yl)’ F(XZ’ YZ)) = Z|X1 - X2|

R A A

= 20 ). (%, ),

1 .
es decir, SIZ < A < 1lsetiene que KF (X, Y1), F(X2, ¥2)) < Ad((X1, Y1), (X2, ¥2)). Entonces F es

. ., . 1 1 1
una multifuncion contractiva. Por otro lado,(8(Xy, Y1), G(Xo, ¥2)) = EXl - EXZ = Ed(xl’ X2).
1 . . . .
Entonces, Sié < A < 1setiene que G es una multifuncion contractiva.
YA yA
1 (| - ":
agF=T T - :
| — |
S ® |
| | |
| | |
| | |
| | |
L L > [
I ¥ 1%

Figura 1.6 — Grafica que contiene algunos segmentoSgdey).

Es importante conocer cuando una multifuncion es continaalemas, saber cuando se puede

garantizar.

Definicion 1.4.6.Sea(X, d) un espacio métrico. Una multifuncion:FX — C(X) es continua
en % € X, si para todoe > 0, existes = d(e, Xg) > 0 tal que si dx, X)) < 6, implica que

H(F(X), F(Xo)) < €, para todo xe X.

Observacbn 1.4.7.La definicion anterior en términos de sucesiones es etgnt@a decir que
Si (Xn) €s una sucesion en X que convegeg,genrtonces KF(x,), F(Xo)) converge &, cuando

n — oo.
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Observacbn 1.4.8. Toda contraccion multivaluada EX — C(X) es continua.
En el contexto multivoco, la Definicion 1.4.9 aclara queegunto fijo.

Definicion 1.4.9.Sea F: X — C(X) una multifuncion. Se dice quesxX es un punto fijo de
F, si xe F(X).

El siguiente ejemplo considera una multifuncion no cartiva con varios puntos fijos.

Ejemplo 1.4.10.Sea X= € el Conjunto de Cantor y ¥= [0, 1]. Considere la multifuncién
F : € — C([0, 1]), definida por:

F(O) = As,
F(1) = As,
F(i,—)’) =AUA; para i=12,
F(X) = A si xe(i_—l,i—)n(i, 1=1,23;
3°3
donde A = [O, %] A = [%%] y Ag = [%1 :

La accion de esta multifuncion es rellenar el intervalorado [0, 1] a partir de los elementos

del Conjunto de Cantor, como se muestra en la Figura 1.7.

Ay Ay A; 1
)

— OT

Y Y
¢ F(€)

Figura 1.7 — Grafica de la multifunciof.

. ., , .1 4 .
F no es una multifuncién contractiva. De hecho, S:I:X§ yy= 9 se tiene que &) = A1y
F(y) = Ag; asi
H(F(X)’ F(y)) = H(Al’ AZ)’
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y por la definicion de la métrica de Hausgpise tiene que A, Ay) = 3 la cual coincide con

. . . 1 .
la distancia entre xyy, es decir(x]y) = 3 Por lo tanto, HF(x), F(y)) = d(X,y). Sin embargo,
a pesar de que F no es una multifuncion contractiva, todsselementos del Conjunto de

Cantor son puntos fijos de la multifuncion F (ver Figura 1.7)

Ejemplo 1.4.11.Note que la multifuncion F definida en el Ejemplo 1.4.4 tidog puntos fijos,

1
los cuales so® y 3

El Teorema 1.4.12 sefala bajo qué condiciones se gamdatexistencia de puntos fijos.

Teorema 1.4.12([10]). Sea(X,d) un espacio métrico completo. 5i: X — C(X) es una

multifuncién contractiva, entonc@&stiene un punto fijo.

Demostracion:Sean O< a < 1y pg € X. Seap; € F(py). Como

F(Po). F(p1) € C(X),

por la definicion de la métrica de Haustfpexisteey > 0 tal que e < H(F(po), F(p1)) + @
con F(po) € N(F(p1).€0) ¥ F(p1) € N(F(po), €0) - Comop, € F(po), existep, € F(py) tal
qued(p1, p2) < €, luego

d(p1, p2) < H(F(po), F(p1)) + a.

Ahora, como
F(pw),F(p2) € C(X) 'y p2€ F(pw),

se tiene que existes € F(py) tal que

d(p2, P3) < H(F(p1), F(p2) + o*.

Continuando de esta forma se construye una sucegidfi,(de puntos deX tales que

Pis1 € F(pi) Y
d(pi, pis1) < H(F(pi_w), F(p)) + @, (1)
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para todd > 1. Note que

d(pi, pis1) < H(F(pi_y), F(p)) + @ < ad(pi_1, p) + @
< a(H(F(pi_2), F(pi_y) + ™) +

< azd(pi_g, pi_1) + 20 <. < CYid(po, p1) + ia/i,
para todd > 1. Por lo tanto,

d(pi’ pi+j) Sd(pi, pi+1) + d(pi+1, pi+2) +--t d(pi+j_1, pi+j)
<[a'd(po. pa) +ia'] + [@'*1d(po, py) + (i + D™ + -+
+ [ d(po, po) + (i + | — 1)o7

i+j-1 i+j—-1

=d(po. py) ) "+ ) e
n=i n=i

para todoi,j > 1. Como ) a" converge, entonces dado > 0, existeN € N tal que
n=i
i+j-1

ngi a" < m Por lo tanto,
& = € €
d(po, p1) Z a" < d(po, pl);a” < F0pe oy P P = 5. 2)
Dado que
lim (n+ Do Lo = lim 0+ = q,
oo Na noeo N

y a < 1, entoncesy’ na" es convergente. Luego, existe Nre N para toda > N tal que
n=1

para toda > N; por lo tanto,

Z na" < Z na" < % (3)

n=i n=N



Asi de (1)-(3) se sigue qui{p;, pi.j) < € para todon > N, es decir, la sucesiom> , es de
Cauchy. ComoX, d) es completo, la sucesiom ), converge a algin puntp € X'y como
F es continua, la sucesidf(p;),>, converge & (p) € C(X). Ahora, supongase que¢ F(p),
entonces existe > 0 tal quep ¢ N(F(p), €0) y comop; converge &, existeN € N tal que para
todoi > N, p; ¢ N(F(p), ). Por otro lado, exist® € N tal queF(p;) € N(F(p), €) para todo
i > M; seaK = maxN, M}, entonces comg; € F(pi_1), se tiene que; € N(F(p), €), Vi > K,

lo cual es contradictorio; entoncps F(p), y asiF tiene un punto fijo. m|

Una multifuncién contractivk puede tener mas de un punto fijo, por ello, la Definicibn1B4.

determina el conjunto de puntos fijos Ee

Definicion 1.4.13.Si F : X — C(X) una multifuncién, $) denota el conjunto de puntos fijos
de F.

Lema 1.4.14.Sean(X, d) un espacio métrico y F X — C(X) una multifuncion. $F) es un

conjunto cerrado.

Demostracion:Probar que S(F) es cerrado equivale a probar gyecsinverge &y X, € F(x,)
implica quex € F(X). Supbngase que ¢ F(X), entonces existe > 0 tal quex ¢ N(F(X), &)
y como X, converge ax, existeN € N tal que para todm > N, x, ¢ N(F(X), &). Por otro
lado, existeM € N tal queF(x,) c N(F(X), ) para todon > M. SeaK = maxN, M}, como
Xn € F(X,) se tiene ques, € N(F(X),€), para todon > K, lo cual es contradictorio. Asi,

x € F(X), y en consecuencia, S(F) es cerrado. O

Ejemplo 1.4.15.Si Ae C(X) y F(X) = A, paratodo x X, entonces F es una contraccion con
S(F) = A. De hecho, ) = {x: xe F(X)} = {Xx: xe A} = A, y paratodo xy € X se tiene que

existe urD < 2 < 1tal que

H(F(X), F(y)) = H(A, A) = 0 < ad(x, y).

Para probar un resultado de estabilidad de los puntos fijasultéunciones se prueba el sigu-

iente resultado usando multifunciones contractivas sebmspacio métrico completo.
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Proposicion 1.4.16([13]). Sea(X, d) un espacio métrico completo y,f-, : X — C(X) multi-

funcionesl — contractivas, es decir;
H(Fi(x), Fi(y)) < ad(x,y), VYxyeX i=12 y 0<aA<lLl

Entonces

HS(F2). S(F) < 1 SUPH(FA(9). Fa().
— 4 xeX

., 1 .
Demostracion:SeaK = —— supH(F1(X), F2(X)) y asiumase quK < co. Como

1_/1xex

_ (n+ 1™ (n+ 1)
fim DTy 0D
n—oo n/ln n—oo n

y 1 < 1, entoncesy, nA" es convergente, lo cual implica que dads 0, existec > 0 tal que
n=1

Ci nA" < 1.
n=1

Seane; = €Y X € S(F1). ComoH(F1(Xo), F2(X0)) < K, existex; € F,(Xp) tal que

c
1-24
d(X1, Xo) < H(F2(X0), F1(X0)) + e <K + €.
Ademas, comdd(F2(X1), F2(Xo)) < Ad(Xq, Xg), €xistex, € F,(x,) tal que
d(Xo, X1) < Ad(Xq, Xg) + A€r.
De esta forma se construye la sucesigf €n X tal quex,,1 € Fo(X,) y

d(Xn+1, %n) < A(Xn, Xn-1) + e,

paran > 1. Entonces
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d(Xn+1, Xn) < A(Xn, Xn-1) + A"
< AAd(Xa-1, Xn-2) + A" er) + e

= 22d(Xn-1, Xn_2) + 22 €,

< A"d(xq, Xo) + NA"ey.

Luego, la desigualdad
d(Xn+1, Xn) < A"d(X41, Xo) + N €y,

también es valida para= 0. Asi,

i d(Xns1, Xn) < i A"d(xa. Xo) + i nAe,.
n=m

n=m n=m

Como Y A" converge, entonces dadao> 0O, existeN € N tal que para todm > N, > A" <
n=1 n=N

AN < ;. Entonces,
n=1 2d(Xl’ XO)

[ee)

D" Ad(x, %) <

n=N

€ €
2000 xg) (X X0) = 5

Igualmente, com@, ni" es convergente, dado> 0 existeN € N tal que
n=1

() (o) E
Zn/l” < Zn/l”< 5o
n=N n=1 €1
luego
- € €
Z n/lnél < 2—61 = E
n=N €1

+ = = €. Entonces la sucesion,) es de Cauchy y como

NI m

Por consiguienteg d(Xns1, Xn) <
n=N

NI m
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(X,d) es un espacio métrico completa,) es convergente a tne X. Por la continuidad de
F», la sucesion Kx(x,)) converge a,(X) en la métrica de Hausd®r Por otra parte, como

Xni1 € Fa(X,) entonceX € F,(X), es decirx € S(F,). Ademas,

d(%0, %) < )" d(%ne1, %)

n=0

1 (o8]
< ——d(xq, nA"
=11 (X1X0)+nZ:; €1
< - (d0a. %) + O
=1 1 1, Xo €
< — : 1
<71z /l(K + 2€) (1)
De manera analoga, se tiene que para cgdaS(F,), existex € S(F,) tal que se cumple (1);

por lo tanto, para tode, se tiene que

K O

H(S(F1), S(F2)) < d(%,X) < -

1.5. Convergencia uniforme de multifunciones

El objetivo de esta seccion es dar una pequefa introolnceila convergencia uniforme de
multifunciones, la cual sera de gran utilidad para establen resultado de estabilidad del

conjunto de puntos fijos, tanto de una multifuncibn como ke multifuncion difusa.

Definicion 1.5.1. Sean(X, d) un espacio métrico, f: X — C(X) una sucesion de multifun-
ciones, Sc Xy F: S — C(X) una multifuncion. Entonces,Feonverge uniformemente a F

en S si, para cada > 0, existe N € N tal que si n> N, se tiene que para todox S
H(F.(X), F(X)) < e.

El ejemplo 1.5.2 trata sobre la convergencia uniforme deifuntiones.

Ejemplo 1.5.2. Sea | = [0,1], el intervalo unitario de los numeros reales, y sean
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Fn.Gn : 1| — P(1 ) sucesiones de multifunciones contractivas para toddhdefinidas por

2n 2n 1
Fn(x):{y.Osys2n+1x} y Gn(x):{y.2n+lx+2n+lsys1},

para todo xe |. Entonces K(X) y G,(X) convergen uniformemente pard>¥ y G(x), respec-

tivamente, las cuales estan definidas pgrF= {y: 0<y < x}y G(X) = {y: x<y < 1} para

todo xe I. De hecho, para todo & I,

im X=X [im =
o 20+ 1 y o ont1

Si se defineyX) = Fn(X) U Gn(X) para todo ne N, entonces ,[X) converge uniformemente a
la unidbn de KX) y G(x), es decir, J(X) converge uniformemente a | para tode X.

Ademas,

o Para F, se tiene que

H(Fn(x),Fn(z)):méx{O,d( n_, _n z)}:d( n_, _2n z) N d(x 2).

2n+1x’2n+1 2n+1x’2n+1 T on+1

o Para G, se tiene que

2n 1 2n 1 2n
H(Gn(X). Gn(2) = d(Zn I A S L L 1) = oy 102
o Y para J se tiene que
i 2n 2n 2n
H(Jh(X), Jn(2) = maX{md(x, 2), md(x, Z)} = md(x, 2).

2n . . .
Como0 < on e 1 < 1 paracadanre N, entonces k, G, y J, son multifunciones contractivas.

El Teorema 1.5.3 es uno de los principales resultados dddhiksad de los puntos fijos de

multifunciones contractivas.
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Teorema 1.5.3([13]). Sean(X,d) un espacio métrico completo y,F : X — C(X) una
sucesion de contraccion@smultivaluadas (i= 1,2,---), tal que F — Fo uniformemente

sobre X. Entonces ($(F;), S(Fo)) converge & cuando i tiende a&o.

Demostracion:Parae > 0, existeN € N tal que
SUpH(Fi(x), Fo(X)) < (1 - e
xeX

parai > N. Entonces por la Proposicion 1.4.H(S(F;), S(Fo)) < € para todd > N. m|

1.6. Puntos fijos de multifunciones difusas

La fusion entre el Analisis Multivoco y la Teoria de losrguntos Difusos dio origen al llamado
Analisis Multivoco Difuso, cuyo objeto de estudio sontagltifunciones difusas, definidas en

términos generales como multifunciones que toman conweskonjuntos difusos.

Definicion 1.6.1. Sea(X, d) un espacio métrico. Una multifuncion difusa es una agiica

I': X — F(X), siendof (X) la coleccion de todos los conjuntos difusos definidos sgbre
Ahora, se consideran las multifunciones difusas contrastiadas en la siguiente definicion.

Definicion 1.6.2. Sea(X, d) un espacio métrico. Una multifuncion difufa: X — E(X) es

contractiva, si exist@ < 1 < 1tal que, para cada y € X,

D(['(x).T(y)) < ad(x.y).

La Definicion 1.6.3 establece qué es un punto fijo de unaifmodion difusa.

Definicion 1.6.3. Sean(X, d) un espacio métrico ¥ : X — E(X) una multifuncion difusa. Se

dice que x X es un punto fijo d€ si Xy CT'(X) 0 equivalentementd’(x) (x) = 1.
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Ejemplo 1.6.4. Sean(X,d) un espacio métrico ¥ : X — E(X) una multifuncién difusa
definida porT'(t) = u € E(X) tal quel'(t)(x) = u(x) = 4x(1 — x) (ver Figura 1.8).
u(x)

1

1 1 X
2

Figura 1.8— Grafica deu(x) asociado &'.

Notese qué&(1/2)(1/2) = 1, lo cual indica quel/2 es un punto fijo de la multifuncion difufa

La Proposicion 1.6.5 muestra que se puede obtener undunualén contractivd’, a partir de

una multifuncién difusa contractidadefinida pol’,(X) = L,I'(X).

Proposicion 1.6.5. Sean(X, d) un espacio métrico ¥ : X — E(X) una multifuncion difusa
contracciobn con constante Entonces, para toda € [0, 1], la multifuncionl’, : X — C(X)

definida pol’,(X) = L,I'(X) €s una contraccion.

Demostracion.Se tiene que

H(2(X), To(y)) < sup H(Io(X), Tu(Y))

011

= DI'(X).I'(y)) < Ad(x,y). 0

La Definicion 1.6.6 es dada en [11] para probar el Teorem&.1.6

Definicion 1.6.6([11]). Sea(X,d) un espacio métrico vectorial completo. Se denotd/éX)
como la coleccion de todos los conjuntos difusos u sobrdeX taie sua-niveles son conjuntos

compactos-convexos de X para tada [0, 1] y quesupu(x) = 1.
XeX

Heilpern en [11], obtiene el siguiente resultado que trabaesla existencia de puntos fijos de

multifunciones.
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Teorema 1.6.7 ([11]). Sea (X,d) un espacio métrico vectorial completo vy
I': X — W(X) c C(X) cualquier multifuncion difusa de X que satisface la sigtéecondi-
cion:

D (N'(¥), I'(y)) < Ad(x,y),

para todo xy € X y para algim € (0, 1). EntoncesI tiene un punto fijo.

En el teorema anterioK tiene una estructura vectorial y lasnivelesL,I'(x), para cadx € X,

son conjuntos compactos-convexos. A continuacion, degpéoun resultado mas general.

Teorema 1.6.8([12]). Sea(X,d) un espacio métrico completo. Bi: X — E(X) es una

multifuncion contractiva difusa, entoncEgiene un punto fijo.

Demostracion.Comol” es una multifuncion difusa contractiva, por la Propasici 6.5 se tiene
que para tode € [0,1], T, : X — C(X) definida porT',(X) = L,I'(X) es una multifuncion
contractiva. En particular, gi = 1,T'; : X — C(X) es una multifuncién contractiva difusa con
I'1(X) = LiI'(x), y por el Teorema 1.4.12}; tiene un punto fijo, es decir, exiskg € X tal que

Xo € I'1(Xo) = LiI'(X). Como

Lil(%0) = {x € X : T'(Xo)(X) = 1},

entonces existg, € X tal quel'(xg)(X) = 1. Por lo tanto]” tiene un punto fijo. O
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Capitulo 2

Estabilidad del conjunto de puntos fijos de

multifunciones difusas

El tema central de este capitulo es el analisis del comjdatpuntos fijjos de multifunciones
difusas contractivas. Se destaca la existencia de un donflifiisou cuyosa-niveles corre-
sponden con el conjunto de puntos fijos de una multifunEjpgenerada a través de una mul-
tifuncion difusal’. Adicionalmente, se da un resultado relativo a la estadillidel conjunto de
puntos fijos de una multifuncion difusa, en el sentido desjugy Uy son los conjuntos difusos
de puntos fijos asociados a las multifunciones difu$asl o, respectivamente, sobre un espa-
cio métrico ¥, d) y I'; converge dy uniformemente sobr¥, entonces(u;, ug)) converge a 0
cuandoi — oo, siendoD(u;, Ug) = supH(L,ui(X), LoUg(X)) ¥ H(L,ui(X), L,Uo(X)) denotando la

xeX
distancia de Hausdorrf entre lasniveles cerrados y acotados aey u,, respectivamente.

2.1. Conjunto de puntos fijos de multifunciones difusas

Teniendo en cuenta que 3{,@d) es un espacio métricoly : X — E(X) es una multifuncion
difusa entonces para cada [0, 1], la aplicacior’, : X — C(X) definida pof’,(X) = L,I'(X),

X € X, es una multifuncion.

Lema 2.1.1.Si S, representa el conjunto de puntos fijos de la multifunciomiactivarl’,, es
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decir, S, = {xe X : xe I,(X)}, entonces $# 0y S, € C(X) para todoa € [0, 1].

Demostracion:Por el Teorema 1.4.12 y el Lema 1.4.B}, es no vacio y cerrado para todo
a € [0, 1]. Ademas, de la definicion d&, se tiene qué&, c I',(X) para todox € X y para todo

a € [0,1]. Asi, S, es un conjunto acotado para todae [0, 1]. Por lo tanto,S, € C(X) para
todoa € [0, 1]. m|

La Proposicion 2.1.2 establece la existencia de un (mied=(X) tal que susy niveles corre-

sponden con el conjunto de puntos fijos de una multifunEjon

Proposicion 2.1.2.Seal’ : X — E(X) una multifuncion difusa contraccion. Entonces existe

un Gnico ue E(X) tal que L,u = S,, para todoa € [0, 1].

Demostracion:La demostracion esta basada en una aplicacion diretieedeema de Repre-

sentacion de Negoita-Ralescu
I. Sia < B setiene qué; C S, puesto quezu C L,u.

ii. Sia, /" a probemos qu§, = ﬁ S, -
n=1

Supbdngase qug, € S, y quea, /' @. Entonces, por la parte se tiene qusS, C S,
para todon, es decirxg € ﬁ S,,- Por otro lado, sk, € ﬁ S,, entoncesg € S, para
n=1 n=1
todon, esto esyg € I',, (%) para toda. Comor’,, (X)) = L., I'(X) para today, € [0, 1] y

para todm € N, se tiene que

() Tan00) = [ ) LaaT () = LaT(%0) = Ta(0)-
n=1 n=1

Entoncesx, € I',(X), y por lo tanto,X, € S,; asi, la familia{S,}.c1; Satisface las
condiciones del Teorema 1.3.4. Por lo tanto, existe unalunie E(X) tal queL,u = S,,,

para todar € [0, 1]. O

Definicion 2.1.3. El conjunto difuso u de la proposicion anterior sera llagaael conjunto

difuso de puntos fijos asociado con la multifuncion difligde forma corta, u= S(I')).
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El conjunto difusou de la Proposicion 2.1.2 coincide con el conjunto difti$r) para todo

x € X, asi como se muestra en la Proposicion 2.1.4.

Proposicion 2.1.4.Seal : X — E(X) y u e E(X), tal que L,u = S,, para todoa € [0, 1] (es

decir, u= S(I')). Entonces para todo & X se tiene que(x) = I'(X)(X).

Demostracion:Supbngase que para alghp € X y que alglnag € [0,1] se tiene que
U(Xo) = ao. Luegoxy € L,u = S,,. Por lo tanto,Xo € I'yy(X0) = L I'(X0), 0 cual implica
queT(Xo)(Xo) > ao. SiT'(X)(X) > ao, existee > 0 tal quel’(x)(X) = ag + €, por lo tan-
t0, X0 € Lagrel' (X0) = Togie(X0), @8SiXo € Spgre = LagieU. LUEGOU(X0) > ap + €, lO cual es

contradictorio. Entoncds(xg)(Xo) = ag = U(Xo). O

Los siguientes ejemplos muestran como se puede obtenarjehtmdifuso de puntos fijos de

una multifuncion difusa.

Ejemplo 2.1.5.Sean X=[0,1],0< 2 < 1y, : X — E(X) definida como

X .
— si t#0 0<x<at,
T i t£0 y 0<x
LMK =11 si t#0 y At<x<1,

X[o’l](X) si t=0.

L9
1 ]

S —

Figura 2.1 — Gréafica de varios conjuntos difusoside

En la Figura 2.1 se muestran varios conjuntos difusos de kgien de la multifuncion difusa
[,.
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Si xe L,I';(t) entonced’, (t)(X) > a. Luego:

o sit#0y0< x< atentonced  (t)(X) = % > «, lo cual implica querdt < x < At.

o Sit# 0yt < x< 1entonced > a, lo cual es siempre verdadero para tode [0, 1].
Por lo tanto, sit# 0y xe L,I',(t), entoncesdt < x < 1.

o Sit= 0entoncesXp1(X) > a para todo xe X. ComoX[p1;(X) = 1 para todo xe X

entonced > «, lo cual es siempre verdadero para tode [0, 1].

Entonces LI',(t) = [aAt, 1] para todoa,t € [0, 1]. Por consiguiente,

D([a(ta), Ia(t2)) = sup H(L.Ta(ta), LaTa(t2))

a€l0,1]

sup H([aAty, 1], [edty, 1]) (Proposicion 1.4.16)

a€l0,1]

sup adlt; — bl
a€l0,1]

= /lltl - t2|
Asi,I'; es una contraccion con constanteNote que

I(t)(t) =1, paracada te (0,1], (noteque At <t<1)

I':(0)(0) = Xjo,y(0) = 1.
Asi, u= S(F,l) = X[O,l]-

Ejemplo 2.1.6. Sean X=[0,1],0< A1 < 1y, : X — E(X) definida como

— i t£0 0<x<at,
T si t#0y 0<x<
LM =10 si t#0 y At<x<1,

X{o}(X) si t=0.
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En la Figura 2.2 se muestran varios conjuntos difusos de kgen de la multifuncion difusa

F/Q.
Iy })(X)

1 L - -
T !

-
Aty At Aty X

Figura 2.2 — Grafica de varios conjuntos difusoside

Si xe L,I';(t) entonced’, (t)(X) > a. Luego:
. X .
o sit#0y0<x<at entoncesﬂ > a, lo cual implica quexdt < x < At.

o Sit#0yaAt < x< 1setiene qué > «, lo cual implica quex = 0. Entonces, si # 0 no
existe xe L,I;(t), si xe [at, 1].

Por lo tanto, sit# 0y xe L, I",(t) entoncesedt < X < At.
o Sit=0se tiene qué&,(t) = X|q. Asi, SiX|g(X) > « para todoa € [0, 1] entonces x O.

Por lo tanto, L,I',(t) = [aAt, At] para todo te [0, 1]. Por consiguiente,

D([a(ty). Ta(t2)) = S[lg Fl)] H(L.Ia(ta), LoTa(t2))

sup H([aAty, Aty], [adty, Aty]) (Proposicion 1.4.16)
a€l0,1]

= sup maxAlt; — to], adlty - tof}
a€l0,1]

= Aty - t.

Por lo tanto,I"; es una contraccion con constanteNote que el conjunto difuso u de puntos
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fijos asociado d7; es

u(t) = T, (1) = 0, Vte (0,1], (note que At <t < 1),

u(0) = T,(0)(0) = X,(0) = 1.
De este modo se obtiene que8(I';) = X{q;.

Ejemplo 2.1.7. Sean X=[0,1] yI' : X — E(X) definida para todo X € X por
r{t)(x) = x

Notese que el conjunto difugit), al evaluarlo en un elemento de X, no depende de t, luego

para todo te X, se obtiene la Figura 2.8 del conjunto difuis().

() (x)
1 A

3
>

1 X

Figura 2.3 — Gréafica del conjunto difuso de puntos fijosIde

Como L,I'(t) no depende de t, entoncEss una contraccion con constante= 0. Ademas,
el conjunto difuso de puntos fijos 4 S(I') asociado a la multifuncion difusk es tal que
u(t) = T'(t)(t) = t para todo te [0,1]. En general, si e E(X) yI'(X) = u para todo xe X,

entonced” es una contraccion con(®) = u.
El Lema 2.1.8 es analogo, en el contexto difuso, a la Projiosi.4.16.

Lema 2.1.8([12]). Sean(X, d) un espacio métrico completdy, I'; : X — E(X) dos contrac-

ciones difusas con constantg uy, U, los conjuntos difusos de puntos fijos asociaddsg @l 5,
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respectivamente. Entonces,

D(U1, u2) <

=7 SO T00)

Demostracion:Usando la Proposicion 1.4.16 se tiene que para eaglf0, 1],

H(L(tul? La'u2) H(Sl(,? SZ(,)

IA

1
— A xeX

1
< 13 igXpD(l“l(X), [2(X)).

Por lo tanto, tomando el supremo sobree obtiene

1
D(ug, up) < supD(I'1(X), T'2(X)). O
1-4 xeX
Ahora se puede establecer el siguiente resultado de édaabile conjuntos de puntos fijos en

el contexto difuso.

Teorema 2.1.9[12]). Sean(X, d) un espacio métrico completdy, I'; : X — E(X) una suce-
sion de contracciones difusas con constah{e = 1, 2,...), tal quel'; — I’y uniformemente
en X. Si | Uy son los conjuntos difusos de puntos fijos asociados a lasfundiones difusas

I y I'p, respectivamente, entonces la sucegDu;, Up)) — 0 cuando i— co.

Demostracion:Comol; — I'p uniformemente eiX, entonces para todo> 0 existen € N tal
que

supD(Ii(X),Io(X)) < (1 — e, paratodoi > n.

xeX

Entonces, por el Lema 2.1.8, se tiene que para itedo,

D(u;, Uo) < —— supD([i(X), To(x)) < e. .
1 /1xeX

El siguiente ejemplo considera una sucesion de multiimes difusad’,, convergentes uni-

formemente a una multifuncion difua.
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Ejemplo 2.1.10.Sean X=1[0,1],0 < 2 < 1, Ty : X — E(X) una multifuncién difusa definida

por
X .
— si t0 0<x<at,
T * y 0<X<
Fo()(X) = { x si t£0 y At<x<1,

X{o’l}(X) si t=0,

yI', : X — E(X) la sucesion de multifunciones difusas definida por

x 1 . 1

— + - t+0 O0<x<(1--)at,
At n sti#ly _X_( n)

(n+ 1)x

Fa(®(x) =

. Si t¢0y(l—r—1])/lt<xs1,

X{O,]_}(X) si t=0.

Notese que Mo(t) = [aAt, At] U [«, 1]. Entonces,

D(To(t1), To(t2)) = S[g li)] H(L.To(t1), LoTo(t2))

sup H([a//ltl, /“:1] U [CY, 1], [a’/ltg, /“:2] U [CY, 1])
a€l0,1]

sup maxadlt; — to, Aty — taf}
a€l0,1]

= /lltl - t2|

Por lo tanto,I’y es una contraccion difusa. Ademas, cofc< t < 1 se tiene quéy(t)(t) =t

para todo te [0, 1]. Asi, t= 1 es un punto fijo d& y

I'9(0)(0) = Xo,(0) = 1.

Consecuentemente, & S(I'g) = X(03-

Si xe L,I'y(t) para todo ne N entonced (t)(X) > . Luego:
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. 1 x 1 .
o sit#0y0<x<(1- r—])/lt entoncedy(t)() = — + = o, lo cual implica que

(n+ 1)x L
. > «, lo cual implica que

o Sit# Oy(l - %)/lt < X < 1se tiene qué,(t)(X) =

o sit = 0se tiene qué,(t) = Xo1. Asi, SiX|o1(X) > @ para todoa € [0, 1], entonces

x=0yx=1
Por lo tanto,

an

ul—-1
+1’]

LT = [(a D (- Ha

para todo te [0, 1] y para todo ne N. Entonces,

H(Lal"n(tl), L(,Fn(tz))

A

= m'ax{(a/ - r—l])ﬁu1 —t), (1 - r—l])ﬁu1 - t2|}.

(a/ - r—l])/ltl, (1 - r—11)/1t1 U

Por consiguiente,

D(I'n(t1), Th(ty))

sup H(L,Tn(ts), Lo Thn(t2))

a€l0,1]

1
(1 - ﬁ)/utl — b,

para todo n € N. Asi, para todo ne N, I'; es una contraccion difusa con constante
1 , . n , .
0< (1— ﬁ)/l < 1. Ademas, si t= 1 para todo ne N, I'/(t)(t) = 1y sit = 0 se tiene

quel’h(0)(0) = X01;(0) = 1, por lo tanto, el conjunto difusojude puntos fijos asociadola,
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esta dado por

b

Up = S(Fn) = X{OL}

para todo ne N.
Por otro lado, notese qui, converge d 'y uniformemente sobre X, si-r . De este modo, se

observa qué’, cumple con todas las condiciones del Teorema 2.1.9:
o X =10, 1] es un espacio métrico completo,

o To, Iy © X — E(X) es una sucesion de contracciones difusas con constante
(n:l’z’...),

o I'y — I'o uniformemente sobre X.

n .
Por lo tanto se concluye que(d, ug) — 0 cuando n— . De hecho, comm — lsetiene

que y = X{Oll} i) X{O,l} = Up.

2.2. Multifunciones y sistemas iterados de funciones

El objetivo de esta seccion es analizar un caso particelandtifunciones aplicadas a sistemas
iterados de funciones, o SIF, los cuales se componen detemsis de N contracciones; :

X— X,i=1,2---,N, sobre un espacio métric,d).

Definicion 2.2.1. Sean(X, d) un espacio métrico y; : X — X N contracciones sobre X; es

decir, paratodo xy € X se tiene que
d(wi(¥), wi(y)) < 4d(xy), 0<A<1l i=12... N

El conjunto{w;,i = 1,2,...,N} se denotara por w y sera llamado un sistema de funciones

iteradas, o SIF.

La Definiciobn 2.2.2 establece una multifunci@para los sistemas iterados de funciones o SIF's

con solo una contraccion.
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Definicion 2.2.2.Dado un SIF con w= (w,) se define la multifunciow sobre el conjunto (X)

como

W C(X) — P(C(X))
S +— W(S) = {wi(S)},

dondew,(S) = {w1(y) : y € S}.

La Definicion 2.2.3 define lo que seria el atractor de la ifaumition dada en la anterior defini-
cion.

Definicion 2.2.3. Sean(X, d) un espacio métrico w : C(X) — P(C(X)) la multifuncion
definida porw (S) = {w1(S)}. Se dice que & C(X) es el atractor del SIF w (w,) si se cumple

quew(A) = {A}.

La Proposicion 2.2.4 da condiciones para la existenciaigidad de atractores de multifun-

ciones.

Proposicion  2.2.4. Sean (X,d) un espacio métrico completo vy
W : C(X) — P(C(X)) una multifuncion definida pow (S) = {w1(S)}, dondew; : X — X
es una contraccion. Entonceses una multifuncién contractiva y existe un tnica £(X) tal

quew (A) = {A].

Demostracion:Para todd, T € C(X) se tiene que:

HW(S), W(T)) = H({w1(S)}, {wa(T)})
= H(w(S), wa(T))

=maX{ sup inf _d(wi(s),wi(t)), sup inf d(wl(s),wl(t))}
wi(9ews(S) wrDcwr(T) wi(t)ews (T) w1(ew1(S)

< méax{supinf 4:d(s, 1), supinf 4:d(s v
=4 max{sseuSp{ng d(s: 1), supinf d(s 0}

= A1H(S, T),
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donde O< 1; < 1. Por lo tantow es una multifunciobn contractiva.

Ahora, para probar la existencia del atractoileonsidérenseB € C(X) y la sucesion

(Ag) =B, {An1)=W(A,), n=0,12...

dondeA, € C(X) para cadan € N. Comow es una contraccion, se tiene que existe 0, < 1

tal que
H({Ani1}, {An}) = HW(AL), W(A-1)) < AH(An, An-1).

Entonces, por induccion resulta qu#({An.1}, {As}) < ATH({A}, {Ao}) = cAa], donde

c = H({A.}, {Ao}). Utilizando la desigualdad triangular, se tiene para n que:

m

m-1 AN —
n _ C n
H({An), {An) < ;H({Aku Ad) < cZﬂ cll 1 LY

Como @) converge a 0 cuando— oo, dicha desigualdad prueba que la sucesidn}) es de
Cauchy. Teniendo en cuenta q@X), H) (ver Teorema 1.2.6) es un espacio métrico completo,
se tiene que existe un Unidd € C(X) tal que (A,}) converge &K}; es decir,H({A,}, {K})
converge a 0 cuando— co.

Luego, para tode > O, existeN € N tal que sin > N se tiene queH({A.}, {K}) < 2i/11 y

entonces
€

HW(K), W(An)) < LH{K), (Ad)) < 5

para todon > N. Ademas, comd@A,.1} = W(A,) se tiene que para todo> 0 existeN € N tal
que sin > N implica queH(W(A,), {K}) < <

2
Por lo tanto,

HW(K), {K}) < HW(K), W(An)) + HW(A,), {K}) <

para todan > N. De ésta forma, i es suficientemente grande se tiene g(e€) = {K}. Por lo
tanto, se garantiza la existencia dekie C(X) tal quew(K) = {K}

Para probar la unicidad, supongamos que exiktgrk’ tales quen(K) = {K} y W(K’) = {K’}
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Comow es contractiva, entonces
H({K}, {K'}) = HW(K), W(K")) < 4H({K}, {K"}).

Por lo tantoH({K}, {K’}) = 0 ya quet; < 1, lo cual implica qué&k = K’. En conclusion, existe
un tnicoK e C(X) tal quew(K) = {K}. m|

La multifunciobnw de la Definicion 2.2.2 es generalizada para un SIN@entracciones.

Ejemplo 2.2.5. Sean X= [0, 1] un espacio métrico completo con la métrica usuakWw;,)
un IFS yw : C(X) — P(C(X)) una multifuncion definida pon (S) = {w1(X) : X € S}, donde
1 2 3 . .
w1(X) = §x+ 3 y S € C(X). Notese que como; : X — X es una contraccion se tiene que

W : C(X) — P(C(X)) es una multifunciébn contractiva y que si=S{1},

W({1}) = {{1}}.

Por lo tanto, por la Proposicion 2.2.4 se tiene que el atomade w es precisamente S {1}.
Graficamente, se puede visualizar quien puede ser el atraet IFS w= (w;) a través de la
secuencia de iteraciones dg, si se elige como conjunto inicial a § [0, 1], mostrado en la

Figura 2.4.

0 S 1
E ] Ao=Sc0,1]
w1(S)
3 A1 = wi1(S) € [2/3,1]
2/3 w$3(S)
Az = w1(w1(S)) € [8/9, 1]
89 wS)
HH As = wi(wi(w1(S))) € [26/27,1]

26/27 :
' A={1

Figura 2.4 — Descripcion de la construccion del atractorge

Definicion 2.2.6.Dado un SIF con w= {w;,i = 1,2,..., N}, se define la multifunciow para
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cada Se C(X) como

W C(X) — PCX)
N

51— () = { ),
i=1

dondew;(S) = {wi(y) : y € S}
Se obtiene un resultado similar a la Proposicion 2.2.4.

Proposicion 2.2.7. Sean(X, d) un espacio métrico completow : C(X) — P(C(X)) la mul-
tifuncion definida anteriormente. Si cada : X — X es una contraccion, entonceses una

multifuncion contractiva y existe un UnicocAC(X) tal quew (A) = {A}.

Demostracion:SeanS, T € C(X). En la métrica de Hausdidise cumple que
H(KQN A, 1<Li<JN Bi) < maxH(A. B),

para toddA;, B; € C(X) (ver [19]). Entonces, para cadaT € C(X) se tiene que

H(S), W(T) = H({U w(®)}. {U wm}]
H(U w(S), me)

< m;alsz(wi (S), wi(T)),
:{Q;Nmax{ sup inf _ d(wi(9),wi(t)), sup inf )d(wi(s),wi(t))}

wi(S)ewi(S) Wi (Dewi(T) wi(ewi(T) wi(9ewi(S

IA

méaxmax(supinf 4d(s ). supinf 4d(s 1)

= Amé{supinf d(s. 1) supinf d(s.

= AH(S,T),

dondea = mé@l(/li y 0 < 2 < 1. Por lo tantow es una multifuncion contractiva.

I<i<
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Por otro lado, la prueba de la existencia y unicidad del gunjatractor es analoga a la expuesta

en la Proposicion 2.2.4. m|

Ejemplo 2.2.8. Sean X= [0, 1]? y W = (w1, w», w3) un SIF, donde

(% y) = (1/2% 1/2y),

wo(X,y) =(1/2x+1/2, 1/2y),

w3, Y) = |1/2x+ 1/4,1/2y + \/§/4).

Y
Y
v

w1 w2 w3

Figura 2.5— Gréafica de la accion de cadasobre [Q1]2.

3

Considérese la multifunciow : C(X) — P(C(X)) definida porw (S) = {U wi(S)}, donde
i=1

wi(S) = {wi(X) : x € S}.

Primero, nbtese qu@ es una multifuncion contractiva ya que cadaes una contraccion. La

accion de cada;, i = 1, 2, 3, puede verse graficamente en la Figura 2.5.

Y
Y
4

w1 w2 w3

Figura 2.6 — Grafica de la accion de cadasobreS.
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Ahora, considere como conjunto inicial acS[0, 1]?, el cual corresponde al triangulo equilatero
(relleno) con vértices e(D, 0), (1,0)y (1/2, V3/2). La Figura 2.7 muestra la accion de cada
wi,i=123parasS.

La multifunciénw actla reproduciendo este conjunto S en cada iteraciGmacse muestra en

la Figura 2.7.

Y
Y
4

S W(S) W(W(S))

Figura 2.7 — Primeras iteraciones para la construccion del trigamdelSierpinski con la multifunciow.

Entonces, por la Proposicion 2.2.7, existeA[0, 1]* tal que W({A}) = {A} denominado el
atractor, el cual corresponde al limite de la sucesion gade por las iteraciones. Este conjunto

compacto A es llamado comUnmente el triangulo de Siekpins

2.3. Sistemas iterados de conjuntos difusos (SICD)

El objetivo de esta seccion es dar una pequefa introolnecitina clase especial de sistemas
dinamicos sobre espacios de funciones, los cuales hainsidducidos en [19] y han sido de-
nominados como “sistemas de conjuntos difusos iterado3C® SEstos sistemas, denotados
como (v, @), se componen de un sistemadenominado también la componente SIF)Nle
contraccionesy; : X — X, i = 1,2,...,N, sobre un espacio métricé,(d), junto con un
sistema asociad® (la componente “grey level”) de aplicaciongs: [0, 1] — [0, 1] denom-
inadas “grey level”. Mediante este tipo de sistemas se pastddlecer a otro nivel la idea de
punto fijo, al considerarse a un conjunto difusdenominado el atractor del SICD, como un
punto fijo de un operador multivoco difuso: E(X) — E(X), siendoE(X) el espacio de todos

los conjuntos difusos cam-niveles no vacios, acotados y cerrados de un espacicm@trd).
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En animacion de imagenes, un SICD es una nueva herrangaetaermite la construccion,
analisis yo aproximacion de conjuntos e imagenes donde es posihibiekactales carac-
teristicos, introduciendo los conjuntos difusos. Deipaldr interés esta el problema inverso de
codificar un conjunto o imagen con un namero relativameatpipfio de parametros. La ven-
taja de trabajar con conjuntos difusos es que pueden det@rtotalmente cualquier imagen

a blanco y negro; es decir, Birepresenta el conjunto de puntos o pixeles que componen una
imagen, ésta esta determinada por un conjunto difusd® — [0, 1], donde 0< u(x) < 1
(O=negro: el fondo, £blanco: el frente) representa los niveles de grises o \abedrillo para
cadax € P. En el problema inverso de codificar un conjunto o imagenwesrae un SICD, el

atractor representa la imagen final después de realizap@t o iterativo del SICD.

Definicion 2.3.1. SeaM™* ([0, 1]) el conjunto de todas las funciongs. [0,1] — [0, 1] tales

que:
I. ¢ es no-decreciente sobfe, 1],
ii. ¢ es continua a derecha sob@ 1),
iii. ¢(0)=0,
iv. paraalmenosun ¢ {1,2,...,N}, ¢;(1) = 1.

Las funciones se denominan “grey level”. Ademas, se den®ta= (41, @2, ..., dn) COMO el
conjunto de las funcionégrey level asociadas (es decir, para cada se asocia una;),

dondeg; € M*([0, 1]) paratodo i€ {1,2,..., N} (ver Figura 2.8).

Al introducir estas aplicacione, denominadas “grey level”, a este tipo de sistemas se @btien
una mayor flexibilidad en la generacion de imagenes, lbperanite simplificar considerable-
mente el tratamiento del problema inverso para imagenessfan tanto a blanco y negro como

a color (ver [9, 19]).

Definicion 2.3.2. Sea(X, d) un espacio métrico. Un SICD es un sistema w de N contracsione
wj . X — X, con un sistema asociadbd de N aplicacione®; : [0,1] — [0, 1], donde

¢i € M*([0,1]) paratodoic {1,2,...,N}.
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(1)
1fr—————-—=-==

[y PO N

—

Figura 2.8 — Ejemplo de una.

Se define un tipo de operador contractivoeX) para un SICD.

Definicion 2.3.3.Sean(X, d) un espacio métrico. Se define el operadarH(X) — E(X) por

(TY(X) = sup{i(@lw*(9))} (2.1)

1<i<N

donde, para B X, U(B) = sugu(y)} siB#0y uB)=0 siB=0
yeB

El siguiente es un ejemplo de un SICD con cuatro contracsione

Ejemplo 2.3.4. Sean(X, d) un espacio métricoy T E(X) — E(X) un operador contractivo

definido en(2.1). Ademas, se define el sistema SICD sobte[g, 1] como

() = 3 4100 = 3t
W) = 7x+ 7 polt) =t
ws() = 7X+ 5 5500 = 2ot
wa(X) = %x+ Z; d4(t) = Zt.

Sea y(x) = 4x(1 — X) el conjunto difuso inicial del SICD w (¢1, ¢», ¢3, ¢4). La Figura 2.9
muestra la primera iteracion del SICD, obteniéndose uemaLconjunto difusox) = (T Wp)(X)

definido como
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— 16X% + 4x si 0<x<0,25

—64x% + 48x -8 si 0,25< x< 0,5,
ui(X) =
—2112x° + 264x—7,92 si 05< x< 0,75,
— 48x% + 84x — 36 si 0,75<x< 1.
1
0 1

Figura 2.9 — Grafica de la primera iteracion de, @).

Ahora, se realiza la segunda iteracion del SICD, obted@® un nuevo conjunto difuso

ux(X) = (T up)(X) mostrado en la Figura 2.10.

1

0 1

Figura 2.10— Gréfica de la segunda iteracion de ¢).

Al igual que en los sistemas iterados de funciones o SIF, fanb®n 2.3.5 establece, en el

contexto difuso, lo que es un atractor.

Definicion 2.3.5. Sean(X, d) un espacio métricoy T E(X) — E(X) el operador definido en

(x). Se dice que u es el atractor de SICD si ¥ w para un tnico e E(X).
Una propiedad notable de estos operadores es la siguiente.
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Lema 2.3.6([9, 19]). Para cada ve E(X) y a € [0, 1] se tiene que

N
L.(TV) = U wi(Ly (1 0 V).
i1

Se da un resultado importante de los sistemas iterados fentms difusos que establece las

condiciones de existencia y unicidad de atractores en ébxtundifuso.

Proposicion 2.3.7([9, 19]). Sean(X, d) un espacio métrico completo y :TE(X) — E(X) el
operador definido ef). Entonces T es un operador contractivo y existe un Gniede(X) tal

que Tu=u.

Demostracion:Seanu, v € E(X). Entonces de la Proposicion 1.3.5, el Lema 2.3.6 y la Piepo

cion 2.2.7, se tiene que

D(TuTv) = sup H(L,Tuy, L, TV)

a€l0,1]

sup H(U (Lol o W), Uw.(L (6

a€l0,1] i1

(2.2)

IA

sup maxH(wi(La(¢i o u), wiLa(di o V)

ael0,1] 1=i<

IA

sup maxAiH(Lq(¢i o u), Lo(¢i 0 V).

ae0,1] 1=i=N

SegB(i) = inf{t € [0,1] : ¢i(t) > o} paratodo < @ < 1. Comog; es no decreciente y continua

a derecha para todce {1, 2,..., N}, se tiene que:

X € Lo(di o U) & ¢i(u(X)) >
e p@i)sux) <1

& Xe Lﬂ(i)u.

Por lo tanto L, (¢i o U) = Lgiu paratodo X a < 1.

Por otro lado)o(¢i o u) = lim Lg U para una sucesion decreciefité) en (Q 1).
n—oo
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Entonces, paratodec [0,1]y paratodd € {1,2,..., N} se tiene que

H(La(¢l ° U), L(l(¢| © V)) = H(Lﬁ(i)(u)’ ng(i)(V)) < D(U, V)'

De (+*) se sigue que
D(Tu, Tv) < aD(u, V),

donded = maxa.
1<i<N

Para probar la existencia del atractor, se consider&(X) y se define la sucesion recursiva en
E(X) como

U=V, Us1=TUW, N=0,12...

ComoT es contractiva, existe 1 < 1 tal que para todo € N se tiene que
D(Un1, Un) = D(T tn, T Us1) < AD(Un, Un-1)
y entonces, por induccion, resulta que
D(Uns1, Un) < A"D(uy, Ug) = A",

dondec = D(uy, Up). Utilizando la desigualdad triangular, se tiene para n que

/l“—/l’“< (o
1-2 1-2

n

m-1 m-1
D(Um, Up) < Z D(Uks1, Uy) < CZ A"=c
k=n k=n

Como la sucesionA() converge a 0 cuando — oo, esta desigualdad prueba qug)(es de
Cauchy erg(X). Entonces D(un, u)) converge a 0 cuando — oo, ya queE(X) es un espacio
métrico completo y esto conlleva qug ) es convergente. Luego, para tads 0, existeN € N
tal que sin > N se tiene que

€
D(u,, —.
(Un,u) < 21

EntoncedD(Tu, Tu,) < AD(u, uy,) < % para toda > N. Ademas, comai,,; = T U, Se tiene que
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para toda > 0, existeN € N tal que sin > N implica que
€
D(T uy, U) < >

Por lo tanto,

D(Tu,u) < D(TU, T ) + D(T th, U) < % + % _ e

para toda > N. De esta forma, si es suficientemente grande se tiene fue- u. Para probar
la unicidad, supongamos que existep U’ tal queTu=uy Tu = Uu. ComoT es contractiva
entonces

D(u,u) = D(Tu, Tu) < AD(u, u).

Por lo tantoD(u, ') = 0 lo cual implica ques = u'. m|
El siguiente ejemplo fue tomado del articulo [19].

Ejemplo 2.3.8. Sean X= [0, 12 y W = (w1, w», w3, wa) tal que

w1(Xy) = (0,6x+ 0,18, 0,6y + 0,36);
w(X,y) = (0,6x+ 0,18, 0,6y + 0,08);
w3(Xy) = (0,3x+ 0,5y + 0,27, —-0,5x + 0,3y + 0,5);
w4(X,y) = (0,3x - 0,5y + 0,36, 0,5x+ 0,3y + 0,06).

Por si solas, las contracciones, i = 1,2, 3,4, definen un SIF. Ahora bien, si se toman las
siguientes aplicaciones “grey level'si(t) = t, i = 1,2, 3,4, se obtendra como atractor el
conjunto difuso u que se muestra en la parte izquierda dedargi2.11, el cual corresponde a
u = Xa, donde A es el atractor del IFS w.

Por otro lado, si se considera un SIC@, ®), donde w es el SIF anterior @ es el sistema

(01, 2, P3, ¢4) de funciones “grey level”;

¢1(t) = 0,85 a(t) = 0.8VE  ¢a(t) = 04 +1);  da(t) =1,
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(a) El atractoru. (b) El atractorv.

Figura 2.11— Atractores.

se obtendra como atractor el conjunto difuso v que se maiestta parte derecha de la Figura
2.11, donde v Xa.

En este ejemplo, puede verse que las funcignedrecen gran flexibilidad en el manejo de

niveles de grises de imagenes que se puedan representaréstle estos sistemas iterados.
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Conclusiones

o Se elabord un trabajo basado principalmente en [7, 9, 1,2,11.3, 19], cuyo contenido
retine varios resultados principales referentes a ladderpuntos fijos de multifunciones
difusas y aplicaciones. Se analizo, en particular, aspesdmo la existencia, unicidad,
estabilidad y la relacion existente entre los resultaaiosl €ontexto multivoco clasico y

el contexto multivoco difuso.

o Se presentaron varios conceptos y propiedades relatieo$eotia de los Conjuntos Di-
fusos y a la Teoria de las multifunciones, aspectos quenspartantes para el desarrollo
de la Teoria de puntos fijos de multifunciones difusas. ibdi@imente, Se reviso las
definiciones de conjunto difusae;nivel de un conjunto difuso, multifuncién y conjunto

de puntos fijos de una multifuncion.

o Se realizo un analisis de la aplicacion de la Teoria degauiijos de multifunciones con-
tractivas vista en [19] y relacionada con los sistemasdtesae funciones o SIF. Ademas,
se trabajoé con una clase especial de sistemas dinamiomsespacios de funciones, de-
nominada sistemas iterados de conjuntos difusos o SICalees una herramienta im-
portante que permite la construccion, analigis gproximacion de conjuntos e imagenes,

donde es posible exhibir fractales caracteristicos.
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