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Resumen

TITULO: CONDICIONES DE ACOPLAMIENTO EN HIDRODINAMICA Y RADIA-
CION EN RELATIVIDAD GENERAL ~

AUTOR: LUDWIN FABIAN CASTANEDA GODOY **

PALABRAS CLAVES: Condiciones de acoplamiento, hidrodinamica, radiaciéon, relati-
vidad general.

El interior de las estrellas es un campo activo de investigacion, debido a que se desconoce
el comportamiento de la materia a tan altas presiones y temperaturas. Las superficies de
acoplamiento son tema actualmente discutido cuando se analizan objetos compactos en
relatividad general, debido a que se conoce muy poco del acoplamiento entre las regiones
que estas separan. La interaccién entre radiacién y materia ultradensa también es un tema
discutido debido a que la mayor parte de las estrellas disipan energia en forma de fotones.
Puesto que se desconoce el esquema de transporte de la radiacion se ha indagado bastante
sobre como acoplar este mecanismo de transporte a distribuciones materiales con el fin de
hacer modelos mas realista.

En este trabajo se presentard las diferentes superficies de acoplamiento en una distribu-
cién material con una solucién interna de Schwarzschild con sus respectivas condiciones
de Rankine-Hugoniot generalizadas escritas mediante el formalismo de Newman-Penrose e
identificando las discontinuidades en las variables fisicas. Se hallara la diferencia del flujo
de radiacion para cada superficie y en los limites de escape libre y difusién. Para el caso de
difusién se analiza el flujo de calor para los choques impulsivos y ondas de choque bajo la
aproximacion cuasiestatica, analizando la “transparencia y radiancia”de las dos superficies
de discontinuidad.

“Trabajo de Grado.
"Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Luis Alberto Ntfiez de Villavicencio Martinez. Co-
Director: Justo Ospino Zuniga.



Abstract

TITLE: Coupling conditions in hydrodynamics and radiation in general relativity =

*okkok

AUTHOR: LUDWIN FABIAN CASTANEDA GODOY
KEYWORDS: Coupling conditions, hydrodynamics, radiation, general relativity.

The interior of the stars is an active field of research, because the behavior of matter
at such high pressures and temperatures is unknown. Coupling surfaces are a subject cu-
rrently discussed when analyzing compact objects in general relativity, because very little
is known about the coupling between the regions they separate. The interaction between
radiation and ultra-dense matter is also a subject discussed because most stars dissipate
energy in the form of photons. Since the radiation transport scheme is unknown, much has
been inquired about how to attach this transport mechanism to material distributions in
order to make models more realistic. In this paper we present the different coupling surfa-
ces in a material distribution with an internal Schwarzschild solution with their respective
generalized Rankine-Hugoniot conditions written by the Newman-Penrose formalism and
identifying the discontinuities in the physical variables. There is the difference of the ra-
diation flow for each surface and in the limits of free streaming out and diffusion. For the
case of diffusion, the heat flow for impulsive shocks and shock waves under the quasi-static
approach is analyzed, analyzing the “ transparency and radiance” of the two surfaces of
discontinuity.

“*Degree Work.
" Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Luis Alberto Nifiez de Villavicencio Martinez. Co-

Director: Justo Ospino Zuniga.
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Introduccion

El interior de las estrellas es un campo activo de investigacién, debido a que se desconoce
el comportamiento de la materia a tan altas presiones y temperaturas, es aqui donde los
avances tedricos toman un rol importante puesto que es imposible hasta el momento llevar
acabo investigaciones experimentales donde se alcancen esas presiones y temperaturas. Un
tema actualmente discutido, es la propagacién de superficies de discontinuidad al interior
de estos objetos compactos, ya que se conoce muy poco del acoplamiento entre las dos
regiones que se encuentran separadas por éstas [2, 3]. La interaccién entre radiacién y
materia ultradensa, tiene también un interés astrofisico debido a que la mayor parte de
las estrellas emiten radiacién en forma de fotones. Puesto que se desconoce el esquema de
transporte de la radiacion se ha indagado bastante sobre este tema y como acoplar este
mecanismo de transporte a distribuciones materiales con el fin de hacer los modelos més
realistas.

Las superficies de acoplamiento es la interfaz entre dos regiones con diferentes caracteristi-
cas. Si se habla de distribuciones materiales masivas donde la relatividad general describa
con gran precision la dindmica de éstas, las hipersuperficies cobran una relevancia impor-
tantisima puesto que de ellas se saca informacion fisica sobre las variables. Un ejemplo es
el colapso de una estrella de neutrones. Durante el proceso de implosién se presenta una
serie de “ingredientes” [1] : una copiosa emisién de radiacién, que una consecuencia de la
microfisica del sistema; presiones anisotrépicas locales, que pueden haber sido inducidas
a través de transiciones de fase y por ultimo, la formacién y generaciéon de superficies de
discontinuidad (ondas de choque) que separan el niicleo del manto.

Las estrellas soliténicas son configuraciones estelares que se componen de fermiones y/o
bosones en un estado coherente cuédntico (falso vacio) producido por bosones de Higgs. En
la frontera que divide a este falso vacio, aparece una tension superficial resultando en una
energia superficial (capa), esta capa es interpretada como una superficie de acoplamien-
to [1].

Para estudiar este tipo de escenarios astrofisicos, donde se encuentran dos regiones diferen-
tes del espacio-tiempo cada una con una ecuacion de estado diferente, se utiliza el método
de la esfera compuesta [5], que consiste en dividir la estrella en dos regiones diferentes
mediante una superficie de acoplamiento.

Si las configuraciones estelares emiten energia en forma de radiacion, es necesario tener en
cuenta esta interaccion. Debido a la dificultad para conocer la interaccion entre materia y
radiacién, se analiza el esquema de transporte de radiacién usando el método de factores
de Eddington, en el que se usan dos cantidades: el factor de flujo f = F/pr y €l factor
variable de Eddington x = P/pr, y relaciones de clausura entre ellas (x = x(f)) [0, 7],
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donde F, Py pgr son el flujo, presién y densidad de radiacion respectivamente.

Este trabajo se encuentra dividido en cinco partes diferentes: El capitulo (1) trata acer-
ca de las propiedades fisicas de la distribucién: el tensor de energia T),,, el esquema de
radiacion, el formalismo de Newman-Penrose, la aproximacion cuasiestatica y las condi-
ciones de Rankine-Hugoniot; El capitulo (2) analiza las cuatro superficies de discontinui-
dad (choques impulsivos, capas, ondas de choque y fronteras) hallando las condiciones
de Rankine-Hugoniot para cada caso; El capitulo (3) describe el limite de escape libre
y difusién total para cada superficie de discontinuidad; Por 1dltimo, en el capitulo (4) se
presenta las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

Materia, radiacién, ecuaciones de
campo y acoplamiento

Las ecuaciones de Einstein permiten hallar la métrica del espacio-tiempo por una distri-
bucién de materia descrita por T},

1
R, — §gWR = 8nT)., (1.1)

donde R, g, T, son los tensores de Ricci, métrico y energia-impulso respectivamente
y R es el escalar de curvatura. La velocidad de la luz y la constante gravitatoria se eligen
igual a la unidad (¢ = G =1).

En este trabajo se considerard la evolucién de distribuciones esféricamente simetricas y
localmente anisétropas, disipando energia a través de un flujo radial de radiaciéon. El
elemento de linea en coordenadas de Schwarzschild estd dado por

ds? = 2 q2 — 2D qr? — 12(d6? + sin® 0dp?), (1.2)

las funciones A\ y v dependen del tiempo (t) y la coordenada radial (7).
De tal forma las ecuaciones de Einstein vienen dadas como un conjunto de ecuaciones
diferenciales acopladas de la siguiente forma

o 1\ 1
e <”1 + ) + — = 8T}, (1.3)
T

r r2

v e A 2
[2X00 + Ao (Mo — 0)] — e |:2V11 + <I/1 + T) (v1 — )\1):| = 87TT22 = 87TT§?, (1.4)

e

7’72 — € <702 — T') = 87TT0, (15)
2\
—em 200 8Ty (1.6)
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Donde los subindices 0 y 1 en las variables v y A indican derivacién con respecto al tiempo
y a la coordenada radial respectivamente.

Para darle un sentido fisico a las componentes del tensor de energfa-impulso 7}, se
utiliza el esquema propuesto por Bondi [8].

El sistema fisico disipa energia a través de un flujo radial de radiacién, el tensor de
energia es la suma de dos contribuciones, una de ellas asociada con la parte material y la
otra a la parte radiativa.

T =1, /% +T /ﬁ, donde T /% corresponde a la parte material y T},
de radiacién.

El tensor de energia material se puede escribir como [9, 10]

RV a la parte netamente

T = (p+ PL)uyuy, — Prgu + (P — PL)uuvy, (1.7)

y el tensor asociado a la radiacién

Tﬁ, = %(SpR — Puyu, — %(pR — P — %(pR — 3P)vyvy + Fuy, + Fouy, (1.8)
donde las variables materiales medidas por un observador comévil Minkowskiano con la
materia son: densidad p, presion radial P y presién tangencial P, ; mientras que las de
radiacién medidas también por este observador seran: densidad de radiacién pgr, presion de
radiacién, P y flujo de radiacién, f. Es importante senalar que estas ultimas se expresan
como los momentos de la intensidad especifica del campo de radiacién, I(r, ¢; 7, v) —medida
en un punto r y en un tiempo t, viajando en la direccion 7, con una frecuencia v— y para
el caso de simetria esférica pueden ser escritas como [9, 10]:

1 o] -1 1 [e'e) —1
PR = / dv / dp X(r,t;i,v), F = / dv / dp p X(r t; 7, v) (1.9)
2 Jo 1 2 Jo 1

1 00 -1
P = 2/ dv / dp p? 1(r, t;7,v) . (1.10)
0 1

Finalmente, los cuadrivectores que definen las expresiones para las componentes materiales
(1.7) y radiativas (1.8) del tensor de energia pueden ser expresados como:

uy = y(e”, —we’\,0,0), vy = *y(—we”,e)‘,0,0) y F,= —fy(—we”,eA,O,O). (1.11)

donde d
T A—v
= — 1.12
w= T, (1.12)
representa la velocidad radial del fluido en estas coordenadas y el factor de Lorentz
_1
¥ = (1 - w2) 2.
Las ecuaciones de Einstein G = —87T§ estdn definidas como

2 1 1 P+ w?p+20F
—2) 1 P
4+ - =8 1.13
€ ( r 7“2> r2 W( 1 — w? >’ ( )



—v -2 2
67 [2)\00 + Ao (Mo — 1/0)] — eT [21/11 + <I/1 + T> (1 — )\1):| =8P, (1.14)
1 (1 2\ p+ w?P +2wF
ze (ﬂ‘r>:8”< ) (1.15)
S P 2
T 1-w
donde
_ 5 =5 _pr—P
p=p+pr, P=P+P,P =P +P,, P = 5 . (1.17)
La funcién masa se define como [11]:
R GO} (1.18)

r

y se interpreta como la energia interior de una esfera de radio r, de aqui que se encuentre
una gran utilidad escribir las ecuaciones de campo en términos de ella.
Las ecuaciones de Einstein en términos de estda quedan escritas de la siguiente manera:

43P +m

= 1.19
"L r(r—2m)’ (1.19)

_ 2m 5 U1 m  mq 1
8Py = || 1—— (V11+(V1) +f> + (7——) vi+ -1, (1.20)

T r r r r
my = 4wr?p, (1.21)

4arr2er A . = 9

moz—w w(p—i—P)—i—(l—w ).7: (1.22)

donde se han utilizado las variables efectivas p y P, las cuales se relacionan con p, Py F
de la siguiente manera

. pH+ P 2Fw

p= T ? , (1.23)
~ N 2 P

PP +P+2}'w' (1.24)

1 — w?



Factores de Eddington

La ecuacién de transporte relativista de Boltzmann es la ecuacién base para estudiar
las interrelaciones entre la materia y la radiacion de un fluido en relatividad general, la
solucién a esta ecuacién, acoplada a las ecuaciones de Einstein, atin en simetria esférica
reviste una terrible dificultad. Pero mas alla de su complejidad matematica, la mayor de
las dificultades reside en la falta de informacion sobre el acoplamiento entre radiacion
y materia ultradensa [7, 12]. Una de las posibles estrategias para eludir esta dificultad,
es resolver la ecuacion de transporte relativista considerando al campo de radiacién en
dos posibles limites fisicos razonables, los cuales describen una variedad de escenarios
astrofisicos [10].

El limite de escape libre, en el cual la radiacién (neutrinos y / o fotones) tiene un camino
libre del orden de la dimensién del sistema, es decir que la radiaciéon no interactiia con la
materia. Para este caso se cumple que

pr=F=P=¢. (1.25)

El otro limite para el campo de radiacién es el limite de difusién donde se considera que
la radiacién fluye con un camino libre medio mucho menor que la longitud caracteristica
del sistema. Dentro de este limite, la radiacién es localmente isétropa y tenemos que

pr=3P vy F=q. (1.26)

Por esta razon, para simular escenarios astrofisicos donde se tenga en cuenta la interaccién
entre radiacién y materia, es necesario introducir un parametro que varie entre los limites
mencionados anteriormente; con este fin se introduce el factor de flujo f y el factor variable
de Eddington . En el caso unidimensional, los factores se relacionan con las variables de
radiacién como [13]:

f

= on (1.27)
P

X = o (1.28)

Con estas definiciones, se puede recuperar los casos de escape libre y difusion para valores
particulares de los parametros:

P=gpr=f—0y x=3

=0<f<1 y <x(f) <1 (1.29)

W —

F=P=pr=f=1 1y x=1

Con el fin de “cerrar” este problema necesitamos establecer una relacién entre f y .
Es facil percibir que tal relacion podria existir y hay varias reportadas en la literatura
(ver [14, 15] y referencias alli expuestas). En la Tabla 1.1 listamos las mas conocidas.
Algunas de éstas son simplemente relaciones de tipo ad hoc que interpolan suavemente el
campo de radiacion entre los regimenes difusivo y de escape libre. Otras, se derivan de
un principio de entropia méxima o de una dependencia angular dada para funciones de
distribucién radiativa. Incluso una de éstas ha sido motivada por calculos de transporte
directo.



< s . dx Ix
Relacién de cierre x(f) @‘le 7‘]":0
Lorentz-Eddington (LE) % — %\/4 —3f2 2 0
Bowers-Wilson % (1 —f+ 3f2) % _%
Janka (Monte Carlo) (MC) % (1 + %fl’?’l + %f4’13) 2,28 0
Mazimum Packing (MP) % (1 —2f + 4f2) 2 —%
Minerbo (Mi) x(f)=1- 2£ donde  f =cothr — < 2 0
Levermore-Pomraning X (f) = fcothf donde f=cothj— % 1 0

Cuadro 1.1: Relaciones de cierre y algunas restricciones de aceptabilidad fisica

Aproximacion cuasi-estatica

Se dice que la distribucion material se encuentra en evolucién lenta si ella cambia muy poco
en una escala de tiempo comparada con el tiempo tipico en el cual el sistema reacciona a
una perturbacién del equilibrio hidrostatico (tiempo hidrostatico). Con esto, la evolucién
de la distribucion se puede ver como una secuencia de modelos en equilibrio hidrostético
ligados a pesar de que tanto las variables como la métrica dependen del tiempo.

La suposicion de evolucién lenta no es tan descabellada como parece, puesto que el tiempo
hidrostatico para el sol es de alrededor de 27 minutos, para una enana blanca 4,5 segundos
y 107* segundos para una estrella de neutrones de 1 masa solar y 10 Km de radio [11].
Ademds, se quiere que en la aproximacion cuasi-estatica los cambios temporales tanto de
la métrica como de las variables sean tan pequenos para asegurar asi que el sistema no se
aleje de la condicién de equilibrio

O(w?) = Xoo = (A)? = Ao = 0. (1.30)

A partir de (1.30) se observa que se deja al sistema tener cambios muy pequenos para que
asi pueda volver al equilibrio antes de volver a ser perturbado.

No obstante, cuando un objeto autogravitante se encuentra en una fase evolutiva de colapso
espontaneo, es decir, cuando la actividad dindmica del sistema es del orden del tiempo
hidrostatico, la aproximacién cuasi-estatica no es aplicable y hay que considerar todos los
términos despreciados para llevar un anélisis completo fuera del equilibrio hidrostético.

Condiciones de acoplamiento y el formalismo de Newman-Penrose

Como se observa en 1.1, se evidencian tres regiones distintas de las cuales el nicleo es la
regién interna (Regién I), la regién intermedia (regién II) representa el manto y la re-
gién externa representa el espacio vacio (regién I17). El nicleo y el manto se encuentran
descritos cada uno mediante una solucién interna de Schwarzschild, y es aqui donde se
encuentra un interés fisico, puesto que al acoplar las dos regiones se debe evitar la apari-
cién de comportamientos singulares en las variables fisicas. La regién I y I pueden estar
separadas por distintas superficies de acoplamiento como se verd en el siguiente capitulo
(fronteras, ondas de choque, capas y choques impulsivos), y es en esta diferencia donde
radica el enfoque principal de este trabajo. Para acoplar estas regiones es necesario que se
cumplan ciertas condiciones conocidas como condiciones de acoplamiento.



S

Eddington Factor

Figura 1.1: Regiones de distribuciéon material. Los distintos esquemas de transporte de
radiacién son presentados (escape libre, difusién total y factores de Eddington). Imagen
tomada de [1]

Las condiciones de acoplamiento fueron definidas de forma rigurosa por primera vez por
G. Darmois [16]. De acuerdo a Darmois, para acoplar dos regiones del espacio-tiempo
mediante una superficie es necesario que se cumpla que tanto la métrica inducida sobre
ella como la derivada covariante de un vector normal a la hipersuperficie sean continuas a
través de la misma.

Afos después A. Lichnerowicz [17] propuso un conjunto alterno de condiciones de aco-
plamiento, y tal como lo demostraron W.B.Bonnor y P.A. Vickers [18] son equivalentes
a las condiciones de Darmois. L. Herrera y J. Jiménez [5] propusieron unas condiciones
equivalentes a Lichnerowicz (y por lo tanto a Darmois). Este conjunto de condiciones estan
escritas en el formalismo de Newman-Penrose (tétrada nula y coeficientes de espin).

El formalismo de Newman-Penrose consiste en reescribir la métrica en funcién de una
tétrada de vectores n,l,m y m

G = Nply + luny, — mymy, — mym,, (1.31)
que satisfacen las siguientes condiciones de normalizacién y ortogonalizacion
B— _m pH —
[yt = —m,mt =1
T L B mH— Bo— oy apht —
[, = nFnt = mFm, = m,m" =[,m" =1,m" =n,m" =n,m" = 0.

l, y my, son cuadrivectores reales, mientras que m, es un cuadrivector complejo y m, su
respectivo complejo conjugado.



A partir de (1.31) se pueden escribir los vectores de la tétrada nula como

1 1

I, = Ee”ag + \ﬁe)‘éi, (1.32)
1, 1
ny = ﬁe (52 — ﬁ@Aéi, (133)
T
my, = 553 + Er sin 0(53 (1.34)
my, = L5z in 9(52, (1.35)

V2 ' 2

donde su respectiva forma contravariante se expresa como

1 1
l# = ﬁeilj(sg — ﬁef)‘(w, (136)
P I SR
n- = ﬁe (50 + ﬁ@ 51, (137)
11 ) 1
n— N ¥
m fr(s ﬂrsin053’ (1.38)
11 ) 1
k= [N 5. (1.39)

B _ﬁr 2 +ﬁrsin0 3

Los coeficientes de espin para la métrica de Schwarzschild que son diferentes de cero y
dependen tanto de la métrica como de sus derivadas son unicamente el coeficiente 7 y e:

(x\oeﬂ’ + Vlef/\> , €= ()\Qe v— V1€7>\> ) (1.40)

1
BN 2\f

Condiciones de Rankine-Hugoniot

La propagacion de una superficie de discontinuidad estd modelada mediante la continuidad
de la primera y la segunda forma fundamental, sin embargo no son condiciones suficientes
para describir la dinamica de las hipersuperficies. La propagacién de una onda de choque
requiere de un ingredente adicional [19]: las condiciones de Rankine-Hugoniot y al igual
que en la hidrodindmica newtoniana, las condiciones de Rankine-Hugoniot implican las
leyes de conservacion a través de la superficie de discontinuidad, tales como la conservacién
del momentum, la energia y la masa.

En forma compacta, se expresan las condiciones de Rankine-Hugoniot mediante la proyec-
cién del tensor de energia-impulso a lo largo de un vector unitario [19]:

[T, n" = 0. (1.41)



En el caso de ondas de choque, se ha demostrado que a través de la utilizacién de las
condiciones de Rankine-Hugoniot se obtiene informacion fisica del sistema.

J.Rueda y L.Ntunez [|] demostraron que una estrella colapsando, en presencia de una so-
lucién interna de Schwarzschild y que disipa energia mediante un flujo radial de radiacién,
en donde el nicleo y el manto se encuentran separadas por una onda de choque, las con-
diciones de Rankine-Hugoniot son necesarias. Puesto que de estas condiciones se deriva la
velocidad de propagacién de la onda de choque en términos de las discontinuidades en la
densidad y presién efectiva.

Si se analiza el mismo caso anterior, pero en coordenadas de radiacién [20], las condiciones
de Rankine-Hugoniot resultan de gran utilidad puesto que las soluciones de las ecuaciones
de estado a ambos lados de la onda de choque son acopladas mediante ellas.



Capitulo 2

Superficies de discontinuidad

En el marco de la hidrodindmica de fluidos disipativos en Relatividad
General es comun encontrarse con superficies que separan dos fluidos con distintas ecua-
ciones de estado y esquemas de transporte de radiacion.
Dependiendo de la continuidad de las variables fisicas a sobre la superficie y de su contenido
material, las podemos catalogar como:

s Superficies sin masa: Fronteras y Ondas de choque.

e Fronteras: Son superficies, sin masa en las cuales la velocidad del fluido es
continua y, por lo tanto, coincide con la velocidad de la superficie. Tipicamente
a través de este tipo de superficies, la presion, el flujo de radiacion y la velocidad
del fluido son continuas, mientras la densidad no lo es. Como la velocidad es
continua, este tipo de frontera es impermeable, vale decir que no hay paso de
fluido a través de la superficie.

e Ondas de choque: En este tipo de superficie también sin masa, la velocidad
del fluido es discontinua y su valor, a ambos lados de la superficie, no coincide
con la velocidad de la discontinuidad. Las variables fisicas (presion, densidad,
flujo de radiacién) pueden o né ser continuas, lo que conlleva a clasificaciones
ulteriores para las ondas de choque: choques de radiacién, discontinuidades
suaves, choques fuertes, por mencionar algunos [21]. Dado que la velocidad de
la superficie no coincide con la velocidad del fluido a ambos lados, este tipo de
superficies es permeable, y hay flujo de materia de un lado al otro.

= Superficies con masa: Capas y Choques Impulsivos.

e Capas o cascaras. Son superficies con masa que separan dos fluidos con dis-
tintas ecuaciones de estado y en la cual la velocidad es continua. Son fronteras
con masa, por lo tanto también son impermeables.

e Choques impulsivos. Al igual que las capas o cdscaras
generalizan las fronteras al incorporarle un contenido material a la discontinui-
dad, los choques impulsivos son ondas de choque en los cuales la superficie tiene
contenido material.
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2.1. Choques impulsivos

Las ecuaciones de estado a ambos lados de una hipersuperficie son en general diferentes,
y las soluciones de estas se acoplan mediante las condiciones de Rankine-Hugoniot. Si
la superficie de discontinuidad tienen un contenido material incorporado, es decir, si las
dos regiones se encuentran separadas por un choque impulsivo, se debe tener en cuenta
que la segunda forma fundamental es discontinua [22], también la velocidad del fluido es
discontinua a través de r = ¢(t) y es en general diferente a la cual se propaga el choque.
La primera forma fundamental se asume siempre continua.

A partir de la continuidad de la primera forma fundamental a través de la superficie
r = c(t), se acopla (1.2) a ambos lados de la superficie

€2V+dt3_ — 62’\+dri = e~ dt? — - dr?, (2.1)

si se utiliza (1.12), se obtiene
(e (1 —w?)]_ =0, (2.2)
C

donde (ya que la superficie r = ¢(t) no es comévil con el fluido)

0 # (i) (W], 0. (23)

Si se escribe (1.40) en términos de (1.19) y (1.22) los coeficientes de espin adquieren la
siguiente forma

1 <1 9N 473 P +m _)\>
—e

Al sumarse y restarse los dos coeficientes de espin, evaluarse antes y después de r = ¢(t)

se obtiene
(V2lre (e =)],) = [moe®] (2.4)
Cc
1/2 1/2 -
ﬂ([r (1—2m) ol r(1—2m> € ) _1_[&} = {—47””213] : (2.5)
T r rdc c
Si se multiplica (2.4) antes de hacerse el salto por cpe™ y luego se suma con (2.5)
o= VB (fre v, = [rea),) -
om \ 1/2 om\ 1/2 (2.6)
ﬂ([(l_m) : _[r(l_m) SAEh
r r rdc

La ecuacién anterior se define como una condicién de Rankine-Hugoniot generalizada [22].
A partir de esta ecuacién (como se verd mas adelante) si el salto en la segunda forma

_l’_

[mQCOEQ(A_V) + 471'1"215}




fundamental es igual a cero, se genera las condiciones de Rankine-Hugoniot para una
onda de choque.

Si la distribucién se encuentra en evolucion lenta, es decir que el tiempo hidrostatico
sea muy pequeno comparado con el tiempo que ésta reacciona a una perturbacion, la
aproximacion cuasiestatica es valida y por lo tanto

(DR,

Expandiendo la funciéon masa alrededor del frente del choque, se obtiene una relacién entre
la derivada temporal y radial, y ésta implica el salto de la derivada temporal de la masa
a través del choque impulsivo

fmal, = {im]. o — co [mal,. 28)
al sustituir (1.21) en la ecuacién anterior, se obtiene
[mo + 47Tr200,5]c = {lm] .}y, (2.9)

donde (2.9) se define como la otra condicién de Rankine-Hugoniot generalizada.

2.2. Capas

Por otra parte, si la superficie de separacién entre la regién Iy IT (ver figura 1.1 ) [4,20] se
propaga a la misma velocidad con la que se propaga el fluido r = ¢(¢) y tiene un contenido
material, es decir que se encuentra separada por una capa, la continuidad de la primera
forma fundamental resulta de acoplar la métrica (1.2) a ambos lados de la capa

W, =0, (2.10)
donde (la capa es comévil con el fluido)
d
co = (cli) W, =0 y co=we . (2.11)

Las ecuaciones (2.4) y (2.5) para una capa son

()]

C

‘ (1 - 217%)1/2] ) - (2.12)




o escrito en funcién de las variables p, Py F

S (2 L) minn

4dre r "
(2.14)
— w? m 1/2 m 1/2 D
20D ([ (-2 (-2 ) =t e
¢ ¢ (2.15)

las ecuaciones anteriores, por lo tanto describen las restricciones fisicas que deben cumplir
las variables p, P y F para la region interior y exterior asi como el salto en los coeficientes
de espin, los cuales indican el salto en la segunda forma fundamental.

Al igual que en los choques impulsivos, (2.14) se multiplica por w y luego se suma con
(2.15), con lo cual se obtiene

N

cabe resaltar el hecho que si ¢g = we?~* en las ecuaciones del choque impulsivo, se obtienen
las ecuaciones dindmicas para una capa.

La otra ecuacién que muestra la dindmica de la capa se halla haciendo una expansion
en Taylor alrededor de m y luego derivando al igual que en el choque impulsivo para
asi encontrar el salto en la derivada temporal de la masa a través de la superficie

[mo + coma], = {[m].}, - (2.17)

Si se utiliza las ecuaciones de Einstein (1.15) y (1.16) junto con la continuidad de la primera
forma fundamental en la ecuacién anterior, se obtiene como resultado

[Plw+ L= = ((m+)0 (1- 2”"*)_1/2 (o (1- 2”””‘)” 2) v

r r

(2.18)
por lo tanto, (2.16) y (2.18) son las condiciones de Rankine-Hugoniot generalizadas para
una capa. Es decir, que a partir del formalismo de Newman-Penrose y la continuidad v
a través de una capa se obtienen la dindmica de estas ultimas, escritas en forma de unas

condiciones de Rankine-Hugoniot generalizadas.
Si se define ahora la funcién ¢ de la siguiente manera
1/2 1/2
=2 (([m—e) (1-2) ] —>w+ (4o (1-2) ] ) @)
C C

A partir de las condiciones de Rankine-Hugoniot, se reemplaza (2.18) en (2.16) para asi ob-
tener los saltos tanto del flujo de radiacién F como en la presién hidrodindmica P en
funcién del salto en ( y m

w 2me, —1/2 _
Fle = lkjch  dnr (11— w?) [(mci)o <1 - ) ] € (2:20)

7= (1- 125+ o l(m&)o (1- Qm)/] .21)




2.3. Ondas de choque

Para las ondas de choque a parte de la continuidad de la primera forma hay que agregar
que la segunda forma fundamental también es continua, esto implica la continuidad del
flujo de masa a través de la superficie [1]. Esto se traduce en el formalismo de Newman-
Penrose como la continuidad de los coeficientes de espin y la funcién masa a través del
acoplamiento

v]. = [l = [e]. = [m]. = 0. (2.22)

Debido a que las ondas de choque resultan ser un caso especial de los choques impulsivos,
las condiciones de Rankine-Hugoniot para las ondas de choque se deducen de estos tltimos.

[mo + dmr?ép] =0 (2.23)

=0. 2.24
o (2.24)
Las ecuaciones anteriores son obtenidas mediante el formalismo de Newman-Penrose y son
las mismas que se obtendrian por el método de Taub [1].

Si se expande la funcién masa en una serie de Taylor y se deriva para asi encontrar la
relacion entre la derivada temporal y radial, se obtiene

[mocer(’\_”) + 47rr215}

[mo]c + o [ml]c = [mC]O . (225)
p+ P 1+ w?
mo = —4nrle’ > <(p + )u1) j_c(u2+ d )}—> , (2.26)
p+ Pw? +2
my = 4rr? <p+ 1w_ :2 wf) : (2.27)

Haciendo uso de las ecuaciones anteriores y de la continuidad de m, (2.25) es

= D 2 = D, ,2
drp2er—A (p+ Plw+ (1 +w?)F 4 drreg p+ Pw® + 2wF _0 (2.28)
1—w? 1—w? .

2.4. Fronteras

Las fronteras son una simplificacién de una capa y por lo tanto el caso mas sencillo de
una superficie de acoplamiento que se propaga con una velocidad ¢g. La propagacién de
fronteras en distribuciones de materia que radian mediante un flujo radial de calor han
sido ampliamente estudiadas [11], sin embargo en estos casos se ha estudiado este tipo
de propagacion usando proyecciones al tensor de energia. En este trabajo, a partir del
formalismo de Newman-penrose se deducen las condiciones de Rankine-Hugoniot, que son
iguales a las que se hallan mediante el método de Taub (apéndice B).

En la frontera la primera y segunda forma son continuas a través de ella, en el formalismo
de Newman-Penrose es igual a

e = [ele = [m]. =0, (2.29)



por lo tanto, a partir de la capa se obtienen las dos ecuaciones para la frontera

[plew+ [P] w+ (1+w?)[F], =0, (2.30)
[p],w” + [P], + 2w [F], =0, (2.31)

con lo que se obtiene
[P],+w[Fl.=0, (2.32)

La otra ecuacién para la frontera, se halla de la misma forma que para la capa, puesto que
la primera forma fundamental (continuidad de la métrica) es continua

[P], w+[F]. = 0. (2.33)

Nétese que (2.32) y (2.33) son las condiciones usuales de Rankine-Hugoniot para una
frontera (la deduccién de dichas condiciones por el método de Taub se muestran en el
apéndice B).

Si se supone que la velocidad del fluido no es igual a la velocidad de la luz, de las condiciones
de Rankine-Hugoniot se deduce que

+[Pl. =0, (2.34)

7] =0, (2.35)

a partir de (2.34) y (2.35), se puede hallar la relacién entre el flujo de radiacién (F) y las
demas variables fisicas.



Capitulo 3

Ejemplos de régimen de escape
libre y difusién total

Con el fin de cerrar el problema de las condiciones de acoplamiento, se presentan ahora dos
casos representativos que ocurren al acoplar superficies: régimen de escape libre y difusién
total en las dos regiones separadas por la superficie. En cada uno de dichos regimenes, los
esquemas de transporte de radiacién presentan unas caracteristicas especiales que estan
definidas mediante valores especificos en los factores de Eddington. Para el limite de escape
libre, cuando se supone que la radiacién no interactia con la materia, el valor de la presién
de radiacién es igual a la densidad de radiacién, al flujo de radiaciéon y la densidad de
energia de radiacién no polarizada (P = pg = F = €), esto conlleva a que el factor de flujo
y el factor variable de Eddington a ambos lados de la superficie de separacién sean iguales
a la unidad x = f = 1. Para el limite de difusién total por el contrario se supone que el
camino libre medio de la radiacién es muy pequefia en comparaciéon con las dimensiones
del objeto autogravitante, esto conduce a que la radiacién sea localmente isétropa, con lo
que la relacién entre la presion y la densidad de radiacion esta dada mediante la ecuacién
de estado P = %pR, y debido a esto, los factores de Eddington adquieren el valor de f =0
yx = % Por lo tanto, es necesario escribir la dindmica de cada superficie de acoplamiento
en funcién de los factores de Eddington (1.28) y (1.27).

Choques impulsivos

Puesto que las ecuaciones de Einstein son validas a ambos del choque impulsivo y estas
relacionan las variables geométricas con las variables fisicas, es necesario escribir (2.9)
en términos de variables fisicas de las cuales se puedan extraer informacion fisica de la
distribucién, en este caso en particular se utiliza para hallar el flujo de radiacién F antes
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y después del choque de manera implicita en términos de las demads variables fisicas

v—A
- ( (14 X ) + 2wpc0 — = (L4 x4) — (1+wi>€”) B
1—w? \ f+ +
v—A
= [CO (1+xw)+2w co — w-c (1—|—x)—(1+w3)e”"\]:
1w [ f- (3.1)
1
T {Co (pr + Prw?) —wie” Moy +P+)} +
+

1
1—

7 [0 (o= + Pe?) — e oo+ Po)] = {[m]. ),

puesto que se considera al objeto autogravitante en evolucién lenta, (3.1) se transforma a

Fi
I+

(Cg —wpe” M1+ xg) — f+e”_)‘) - ‘;— <co —w_ e M1+ x) - f,e”_A)

—co(p— = py) —wpe” N (py + Py) +w-e’ (o + P) = {[m] .}, = 0.

Por otro lado, si se evaliia (2.7) antes y después del choque en el régimen cuasi-estatico se
obtiene de manera implicita el flujo de radiaciéon F

()R (0 [0 ) e = T T
(3:2)

Con esto se obtienen dos ecuaciones, a partir de las cuales se puede despejar la diferencia
del flujo de radiacién a través de r = c(t)

Fi—F. = Lhd ([x]. = [P].)
X+
co (p——pr) + [we" (p+ P)] + {[mle}y (x-
+ u G ; (X+f+ - f_>
(B o+ 2220) (co —wie A (L xa) + foe ™)
- G (re-r)

donde G es igual a

;2—_ (co —wpe M1+ xg) + f+e”_k> — (co —w e M1+ x)+ f,e”_)‘> :
+

G =

La funcioén k es por lo tanto igual a
1/2 1/2
5(1_@> ]_P(l_%) ])_1["}],
r T r r 47 Lr3l.

m= e ([ [50) -2 (] :
(3.3)

el significado de [k], es asociar la discontinuidad en la segunda forma fundamental en una
misma ecuacion.




Capas

Para las capas, también se pueden utilizar los factores de Eddington en las ecuaciones
(2.20) y (2.21), estas por lo tanto son

R )l )
pr e [(m%)o (1 - Qn;ﬂ_m] R

[ 1 2me, \ V7 ) x
<l—w2_47rr(1—w2) [(mci)o (1_7') ]Ce )f::

Ondas de choque

Si se evalia (2.24) en la regién posterior del choque (r = c¢4) y se utilizan los factores de
Eddington (1.27) y (1.28) se obtiene

Fi wye’ 2\ v—A
(1+X+w+)+2w+co— (I4+x4)— (T4+wi)e +
1-wi f+ I+
- (m4)o
T (Co (o4 + Prwl) —wie” Moy + P+)) = +) , (3.5)
Bt TCt

Para la region interior se hace el mismo procedimiento, hasta llegar a una solucién similar
que en (3.5)

v—A
% <f_ (14 x-w?) + 2o = —— (1 +x-) - (1+w2)e”)‘> +
1 _1 7 (co (p— + P_w?) —w_e" *p_ + P_)) = (ZLTCEO, (3.6)

si se resta (3.5) y (3.6) se obtiene (3.7), donde se ha tenido en cuenta que r =cy =c_ y
[m]e =10

v—A
P ( (1+ X+w+) + 2wico — e i (I+x4)— (1 —l—wi) e”_A) —
1—wi \ fy +
V—/\
i <CO( +xw?) 2w g -~ (I4+x-)—(1 +w3)el’_>‘):
1-w? \ /- f* (3.7)
1
{2 (Co (pr + Prowd) —wie” Moy + P+)> +
_l’_
1
o2 (co (p— + P_w?) —w_e" o + P_)) ,

en la aproximacion cuasiestatica, se pueden utilizar la ecuacién de flujo junto con la se-
gunda condiciéon de Rankine-Hugoniot.
f'

P (co —wie” M1+ xg) — f+e”*)‘> . (co —w e M1+ x) - f_e"*/\)

I
=co(p- — py) +wie” N (py + Pp) —w_e” A (p- + P_), (38)



po_p =T Toxe _p o p (3.9)

fr f-

Con esto tenemos dos ecuaciones cuya solucién es

v—A
J.,__+_]___:fi(P__P+)+Co(P——P+)+w+€ (p++P+) <X_f+—f_>

X+ G X+
w_ e (p_ + P_ — P (g —wper™? T+ xs) + frer™
B ( ) Xt (G + ( +) +fr ) (;i_ﬁ_f)’ (3.10)
+

donde G ya ha sido definido anteriormente para los choques impulsivos.

Fronteras

Si se quiere interpolar el campo de radiacién para una frontera, se utilizan los factores de
Eddington con el fin de eliminar tanto la presién como la densidad de radiacién.
Al reemplazar (1.28) en (2.34), se obtiene

[P + 'FX} =0, (3.11)
P
(P + fX) - (P + fX) o, (3.12)
f ) fr

PPt Frrxr  Frxi _ 0, (3.13)

frr I1

teniendo en cuenta que [F], = 0, por lo tanto Fy = F_ = F.

PH—PI+}"(XH— XI) = 0. (3.14)

frr Jr

Ahora hay que revisar los diferentes casos que se pueden presentar, con el fin de conocer el
comportamiento de las fronteras en ciertos limites de radiacién y con esto las restricciones
que se encuentran presentes.

Limite de escape libre para las diferentes superficies de aco-
plamiento

Region interior y exterior en el limite de escape libre para un choque impulsivo

Para la situacién en la cual las dos regiones (interior y exterior) se encuentran en el limite
de escape libre f = x = 1, se obtiene la siguiente relacién entre las variables fisicas

7]

+ [P], = [Kl., (3.15)

Cc c

donde « se ha definido anteriormente.

Con lo cual se demuestra que si el coeficiente k es nulo, la relacién entre el flujo de radiacién
y la presion total a través de la superficie de discontinuidad es la misma que para una
onda de choque.

Para el caso en que k sea diferente de cero es necesario hallarlo, para dar explicitamente
el valor del salto en los coeficientes de espin.



Region interior y exterior en el limite de escape libre para una capa

En el limite de escape libre tanto para la regién interior como exterior en una capa, la
radiacion no interactia con la materia, es decir, que los factores de Eddington son iguales
a la unidad y = f = 1. Si se evalda en la aproximacién cuasiestética, (3.4) es

P —P_ =[]+

g <<m+>o (1-2) " o 1- 277)”2) BRNCAT)

<[C]Cw - 47711'1" ((m+)0 <1 _ 21”;L+>1/2 m)g (1 B 277:)1/2> 61/) 7

donde se puede apreciar que para el caso de escape libre a ambos lados de la capa, la
discontinuidad en la presién hidrodindmica depende de la discontinuidad en las derivadas
de la métrica y en el salto de masa. En el caso de escape libre en las dos regiones separadas
por una capa, el flujo de radiaciéon no altera la dindmica del sistema.

Region interior y exterior en el limite de escape libre para una onda de choque

Al igual que en la frontera, en el limite de escape libre los factores son iguales a la unidad.
Con esto (3.10) se convierte en

]:+—]:,:P,—P+. (317)
En forma mas compacta, la ecuacién anterior queda

[F].+[P].=0. (3.18)

c

En el limite de escape libre, se observa que el flujo sobre la onda de choque se equilibra
con la presion hidrodindamica.

Region interior y exterior en el limite de escape libre para una frontera

Este es el caso méas simple de analizar, y es en el cual la radiaciéon no interacciona con la
materia que la rodea. En este limite, los factores de Eddington tienen un valor especifico
x = f =1, si tanto la region interior como la exterior se encuentran en este limite el flujo
de radiacion se anula y solo sobrevive por lo tanto la presién hidrodinamica a ambos lados
de la superficie de separacién

P = Py (3.19)

Régimen de difusion total para las diferentes superficies de
acoplamiento

Regién interior y exterior en el limite de difusién total para un choque impul-
sivo

En el limite de difusién total, la presién es isétropa P = P, y tener una ecuacién de estado
de la forma P = %pR. Un método para analizar el régimen de difusion total consiste en



utilizar la ecuacién de estado, la diferencia de flujo de radiacién usando esta ecuacion de
estado es

Fr—Fo= =Py (367 by ) + P (367 4w ) +py (6 —wy)

—p_ (ée’\*_”* — w,) — 4 (wiPy —w_P-_) + 3¢ |:€>\_V/€:| —{m].},-
(&

Se puede analizar para el choque impulsivo el caso en el que la velocidad del fluido es
continua en la dos regiones separadas por dicha discontinuidad [w], = 0 pero w # ¢, es
decir, en este caso la velocidad del fluido a ambos lados del choque es la misma pero la
velocidad a la que se propaga la discontinuidad es diferente, lo cual conserva la definicién
de choque impulsivo.

Debido a que el flujo de radiacion en el limite de difusion total es igual al flujo de calor,
(3.20) se convierte por lo tanto

g+ — q- = 3co [Pek_”} t 3[P].w+co [pe’\_”] —wp] = {[m] }, + 3co |:€>\_VKC| ,

c

si se analiza el caso en que g4 — q— > 0, se obtiene

3co {Pek”} . + 3[P].w + co [pe’\’”} —wlpl = {[m] }, + 3co {6)‘71//1} > 0,

3co [Pe/\_”L +3[P].w < c {pe)‘_”} —wp] = {[m] .}, + 3co |:€)‘_VI€]

C

Debido a los términos de discontinuidad en la métrica y en sus derivadas, no se puede
despejar la velocidad del choque impulsivo a un lado y en el otro lado los términos asociados
a la hidrodindmica del fluido y a la parte geométrica.

Si el choque impulsivo es “transparente”, el flujo de calor que lo atraviesa es nulo y se
obtiene

3co [Pe)‘f"L +3[P].w + co {pe)‘*”} —wp] = {[m] .}, — 3co [e)‘*”n] ,

[

co [(3P +p) e>‘_”L +w (3P = pl, = {[m],}, — 3co [e*—vn]c . (3.20)

La transparencia del choque impulsivo es compatible con la presencia de fenémenos su-
perficiales [22].

Region interior y exterior en el régimen de difusién total para una capa

El caso contrario a escape libre se denomina de difusién total, y es en el cual la radiacion se
encuentra atrapada y por lo tanto su camino libre medio es muy pequenio comparado con
las dimensiones del objeto autogravitante. Al utilizarse la ecuacién de estado P = %pR,
se obtiene que no es posible analizar puesto que las condiciones de Rankine-Hugoniot no
dependen de la densidad y esto lleva a que no se pueda utilizar este método.



Region interior y exterior en el caso de difusion total para una onda de choque

Debido a la discontinuidad existente en el factor de flujo cuando esta igualado a cero, es
necesario analizar el limite de difusién para una onda de choque utilizando la ecuacién de
estado P = (1/3)pgr va que el sistema presenta anisotropia local.

Dejando (3.8) y (3.9), en términos de la densidad y presién de radiacién se obtiene res-
pectivamente

pr,co — (wipr, +wiPy) e’ = Fre' ™ -

<pR_ co — (w_pp_ +w_P_) e’ — .F_e”*k) =
co(p——ps) +wie” Mpp + Py) —w e p_+ P, (3.21)
Py —P_=P — P, (3.22)

a partir de estas ecuaciones se puede despejar la diferencia de flujo entre la superficie de
acoplamiento

—(Fe—F e = —co(pr, —pr.) +

v—A (

e WypR, —wW_pRr_ +wiPy — w,73,)

+eo (p- — py) +wie” Mpp + Py) —w e M p_ + P). (3.23)

En el limite de difusién total P = %pR o lo que es equivalente 3P = pg, con esto la
ecuacién anterior se convierte en

—(Fy —F)er™ = —¢(3Py —3P_) +
e’ (Bwy Py —3w_P_ +w Py —w_P_)
+e(p- —pr) +wie” (py + Pr) —w_e” (p- + P), (3.24)

—(Fp —Fo)er™ = =3¢y (Py — P_) + 4" (wiPy —w_P-)
+eo (p- = pp) +wie” Mpr + Pp) —w e M p_ + P). (3.25)

Utilizando (3.22), (3.25) queda

—(Fy —F)e" ™ = =3¢o (P_ — Py) 4 4" (Wy Py —w_P_)
+eo (p- = pi) +wie” Mpp + Py) —we" M p_ + P, (3.26)

Fr—F. =3¢y (P.— Py) e —4(wy Py —w_ P )
—co(p- —pr) e —wy (pr + Py) +w_(p- + P), (3.27)

Fy—F_=—-Py (3006)"” + w+) + P (SCoeA*” + w_) +

o (coe)‘_” — w+> —p_ (coe)‘_” — w,> — 4w Py +4dw_P_, (3.28)



por ultimo, en el limite de difusién total, la diferencia del flujo de radiacion es igual a la
diferencia entre el flujo de calor que atraviesa la onda de choque

qr —q_ = —P, <3006)"” + w+) + P_ (3coeA*” + w_) +
o (coe)‘_” - w+) —p_ (coe)‘_” - w,> — 4wy Py 4+ 4dw_P_. (3.29)

De (3.29) se desprende que si la velocidad del choque se reduce a la velocidad con la que
se mueve el fluido desaparecen los términos de densidad y se reduce a una frontera si la
diferencia entre el flujo saliente y el entrante es el mismo.

En el limite de difusion total, donde el flujo de radiacién es igual al flujo de calor que
atraviesa la onda de choque (F = ¢), se puede analizar el caso en el que la velocidad
hidrodindmica del fluido (w) sea la misma tanto para la regién interior como la exterior,
teniendo en cuenta que dicha velocidad por supuesto es diferente a la velocidad con la cual
se propaga la onda de choque

dr
— =0. 3.30
o (%) -l (3.30)
A partir de (3.29) y (3.30) se obtiene
4+ —q- = —Py (3606)\_1/ + w) + P_ (3006’\_” + w) +
Pt (coeA_” - w) —p_ (coe)‘_” - w) — 4wPy + 4wP_, (3.31)
g+ —q-=— (P — P-) <3606)\—V + w) + (p+ — p-) (coe)‘_” - w) —4dw (P4 —P-).

Utilizando (3.22) se puede escribir la diferencia de calor en funcién dnicamente de variables
hidrodindmicas

b0 =3P ) 1) ()

El salto del flujo de radiacién en términos de los saltos en la presion y la densidad hidro-
dindmica es

la] = coe®™” [3P + pl. +w [3P — p]. (3.32)

Se observa que a diferencia del choque impulsivo, la tétrada y los coeficientes de espin son
continuos a través de las ondas de choque. A partir de la ecuacién anterior, se pueden
analizar diversos casos que pueden ocurrir en el limite de difusion total para una onda de
choque.

Si se desea que la diferencia de flujo que atraviesa la superficie de discontinuidad sea mayor
que cero g4+ — g— > 0, entonces debe cumplirse que

3(P-—Py) (coeA_” + w) + (p+ — p-) (coek_” - w) > 0,
Si se separa a un lado el salto en las variables hidrodinamicas

Pp—P_ 1 AV
2 - (coe w)’

coerV +w

<3 (3.33)



o escrito en una forma mas compacta

[P]c 1 Coe)‘*” —w
Mk<3<m@w+w) (3.34)

A diferencia del choque impulsivo, en las ondas de choque se halla el cociente entre los
saltos de presién y densidad de manera explicita.
Si la onda de choque es “transparente”([g] = 0), la dindmica del choque estd dada como

szl(%@”—w>. (3.35)

pl. 3 \cerM+w

Regién interior y exterior en el régimen difusion total para una frontera

Ademas del limite de escape libre para el campo de radiacién en la frontera existe el limite
de difusién total. En el limite de difusién total la ecuacién de estado para la radiacién
es P = %pR, Sin embargo esta informacién no se puede utilizar debido a que (2.34) no
depende de la densidad de radiacién.



Capitulo 4

Conclusiones

La falta de informacion del interior de objetos compactos representa una dificultad al mo-
mento de analizar los procesos que alli ocurren, de aqui que la dinamica de las superficies
de acoplamiento que ocurren en el interior resulte ser de gran importancia, ya que a partir
de éstas se logra un mejor entendimiento del comportamiento tanto de las variables fisicas
como geométricas y de las restricciones que deben cumplir.

En el presente trabajo se presenté las diferentes superficie de acoplamiento (choques impul-
sivos, capas, ondas de choque y fronteras) bajo un mismo esquema para una distribucién
material con una solucién interna de Schwarzschild hallandose las condiciones de Rankine-
Hugoniot generalizadas para cada superficie. Se evidencia que al hacer continua la masa en
los choques impulsivos y en las capas no desaparece la discontinuidad en la segunda forma
fundamental debido a que no desaparecen los coeficientes de espin ([y] # 0 y [e] # 0),
esto es debido a fenémenos superficiales [22]. Por este motivo, plantear las condiciones de
Rankine-Hugoniot para cada superficie de separacion y presentarlas de forma deductiva
es un gran avance hacia el conocimiento de los procesos internos en las estrellas, ya que
en ellas se encuentra de manera relacionada las restricciones en las variables geométricas
y fisicas

Adicionalmente, se hall6 la diferencia del flujo de radiaciéon a través de las distintas super-
ficies de acoplamiento, modelando el esquema de transporte de radiacién mediante el uso
de los factores de Eddington, teniendo en cuenta los limites fisicos en que esta radiacién se
puede encontrar (escape libre y difusién total). Se propone realizar para trabajos futuros,
los casos intermedios en las diferentes superficies de acoplamiento utilizando las diferentes
relaciones de cierre x = x(f) [14, 15].

Para el caso de difusién total donde la presion se comporta de manera isétropa, la ecuaciéon
de estado para la radiacién es P = (1/3)pgr. Bajo este régimen el flujo de radiacion es igual
al flujo de calor emitido (F = ¢) por la distribucién material. En los choques impulsivos y
ondas de choque, se analizé esta diferencia de calor bajo la aproximacion cuasiestatica y
a partir de esta diferencia, se analiza cuando las superficies son “transparentes o radian-
tes”. La transparencia del choque impulsivo es compatible con la presencia de fenémenos
superficiales [22].
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Apéndice A

Coeficientes de espin para una
métrica esféricamente simétrica

Debido a la dificultad de hallar explicitamente la discontinuidad de la segunda forma fun-
damental, se han propuesto diversas maneras de abordar este problema usando diferentes
métodos. Uno de ellos es utilizar el formalismo de Newman-Penrose [20], donde se puede
observar que la discontinuidad en los coeficientes de espin es igual a la discontinuidad en
la segunda forma fundamental. A partir de esto, se procederd a calcular los coeficientes de
espin para (1.2) que dependan tanto de la métrica como de sus derivadas.

Los tinicos coeficientes que cumplen estds condiciones son 7 y €.

El coeficiente gamma escrito en funcién de los simbolos de Christoffel

=3 (5 i) o= (G rhom) ]

Para la primera derivada covariante, la expansién es

dly

Ols
lu;l/ = oxv

oxv

la

ol 0
- _Fllcylk‘F@

k
oo T

—T6, 1 + .
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proyectando la derivada covariante a lo largo del vector n*

Lupntn” = (gf;g - r’gozk> nn® + <gjﬁ — F’Sllk> nn'+
<gi°2 r’gzzk> n'n? + <§i% - r§31k> n%n?+
(gilo F’folk> ntn® + <g:i11 — Flfllk> n'nt+
(2 vt (2 s o
<§j; r’;ozk> n’n® + (gfl - F’gllk> n’n'+
(3?2 - F’§2lk> n*n? + <88:i23 - Fl§3lk> n*nd4
(gjj) r’gozk> n3n® + <gﬁ - r311k> nin'+4

Debido a que el vector [, y n, solo tienen dos componentes, una en la direccién temporal
y otra radial, hace que los calculos se simplifiquen.

ol ol
lypntn? = (0 - F’gozk> n’n® + <°1 - r’glzk> nonl+

0z oz (A.2)
ol ol '
<a;0 - Flfolk) n'n® + <5x11 - Flfllk> nint,

expandiendo ahora la sumatoria sobre k

l
Lyyntn? = (80

dly
920 — Fgolg — F(l)ol1> nono + <1

ol 9l — F(l)lll) n'n!

811 all
i <a ~ Tlolo - Wl) i (a

- I‘(1)110 - F%1l1> nlnla

por lo tanto

ol ol
lu;un“n” = <6$% — I/()l(] — 62(V_/\)’U1l1> nono + (8%‘01 — Vll() — )\0[1) nonl
+ (aallo — 1l — >\0l1) n'n? + <(§lll — )\062()\_1/)[0 — )\1l1> nlnl,
X X

donde se utilizo los siguientes simbolos de Christoffel

[ =w1, Tg =2 T9 =y, TY = o, TY, = X2 L = AL (A.3)



Haciendo las respectivas derivadas parciales y sustituyendo

# (- ) (57) (57)

Con las respectivas simplificaciones

v 1 v— \/5 —v \/i —v 1 1 —v 1 _
ot =) (£) e () (i)

1 v 1 - 1 —v 1 2(A—v) v < 1 /\> ( 1 A)
- -~ = _ - -
\@e Vl( 26 ) <\/§e ) V2 0 ‘ 26 26

= _\}Q [eAl/l + )\OG_V} . (A.5)

Para el segundo término de +, los calculos son los siguientes

0
mymbin’ = <87Z£ - Ffwmk) mtn", (A.6)

los inicos términos que sobreviven son los siguientes




9 )
+ (8m§’ —I3yma — Fgomg) m*n’ + (amf’ —T2,my — F§1m3> m3nl.
€ T

Teniendo en cuenta los coeficientes I' que sean cero se obtiene

oms om
— v 2 ~2 1 3 3 =31
My min’ = (3:171 —I'5yma | m*n” + ozl I's;mg | mon7,

por lo tanto

1 1 ) 1
My min” = ( 7‘) m*nt + (Z sinf — -~ ——r sin9> m*nt = 0.

V2 T2 V2 rV2

De esta forma el coeficiente v puede ser escrito como

[e*/\ul + )\Oe*”] .

1
LR
El coeficiente de spin € se calcula de la misma forma que v, dando como resultado

1
_72\/5

€ [)\oe_” — Vle_k} .

(A7)



Apéndice B
Método de Taub para una frontera

Las condiciones de Rankine-Hugniot proviene de proyectar el tensor de energia-impulso a lo largo
de un vector normal a la superficie de separacién entre las dos regiones en las cuales se quiera
analizar la conservacién de la masa, impulso y energia. Para una frontera en la que se encuentra
tanto variables radiativas como hidrodindmicas en el tensor de energia, las condiciones de Rankine-
Hugoniot son

[Tw]n” = [T + T n” =0. (B.1)

La hipersuperficie se escribe en la forma
U=r—c(t)=0, (B.2)
de esta manera un vector unitario normal a dicha superficie es

0,1

(=) = (B.3)
n , .
Y (~0,V95Wgen)
donde (—) indica que las componentes del vector estdn evaluadas en la regién interna.
A partir de (1.2), (B.2) y (B.3), se obtiene
nG) =5y (—cods +35),) (B.4)
donde
_ 1
7= = /2" (B-5)
pE————
Si se quiere escribir el vector normal en forma contravariante, basta con utilizar la métrica
nt = gh'n, = —y_yco(t)e 28 — Fye Aok, (B.6)
se define un vector unitario tipo tiempo
uff) =Y (6”262 - wzekzélﬂ) , (B.7)
donde y(_y = W es el factor de lorentz.
—wl,
En forma contravariante, (B.7) se escribe como
ut =y (e_”E(Sg + wze_Azéf) , (B.8)
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se define también un vector v,,, tal que
v =1 (—we"52 + 6)\5;1) , (B.9)

de esta forma, la proyeccién del tensor de energia asociado a la parte material (1.7) con el vector
normal resulta

T%n“n” = [(p+ PL)upuy, — P gy + (P — Py)v,v, ] n (B.10)

= (p+ P )uyu,n” — P n + (P — P )v,u,n”, (B.11)

debido a que se trata de una frontera, es decir, una superficie de acoplamiento en la cual la velocidad
a la que se propaga el fluido tanto en la regién interior como en la regién exterior esta relacionada

con la velocidad con la que se propaga la hipersuperficie de la siguiente forma w = coe* ™, se
pueden realizar las siguientes relaciones

unt = yy(w — co(t)) =0, (B.12)
nynt = —1, (B.13)
vt =41 —wey) = —1, (B.14)
u, vt =y [—w+w] =0, (B.15)

de esta forma, (B.11) queda para la componente cero y uno como
T%n“ = Pwe”ég - Pe’\éi. (B.16)

La contraccién del tensor de energia asociado a la parte radiativa con el vector normal da
1 1 ,
3 —(pr — 3P)vv, + Fyu, + Fu, | 0¥, (B.1T7)

1
~(pr = P)guv — 5

R v __
T, n" = 5

(3pr — Pluyu, —

1 1
Tin” = 5Bpr = Pluguyn” = S (pr = P)gun’ -

1
§(pR — 3P)vyv,n” + Fu,n” + Fyu,n”,

= (Pwe” + Fe) 85 — (Pe* + Fwe?) 4. (B.18)
En donde se han usado las relaciones (B.12), (B.13) y (B.14).
Luego de calcular las proyecciones de los tensores de Energia-Impulso tanto para la parte bariénica

como para la parte radiativa, las condiciones de Rankine-Hugoniot son

[Ty]n” = (Pwe” + Fe¥) 5, — (Pe* + Fwe) §), = 0. (B.19)

Con lo cual obtenemos las dos condiciones de Rankine-Hugoniot para una frontera
[P], w+[F]. =0, (B.20)
[P] +w[F],=0. (B.21)

Las dos ecuaciones anteriores son las mismas que se hallaron mediante el formalismo de Newman-
Penrose para una frontera.



Apéndice C

Transicién de una onda de choque
a una frontera

A partir de (3.7), se observa que si la velocidad con la cual se propaga la discontinuidad es igual
a la velocidad que lleva el fluido, debe recuperarse la ecuacion del flujo de radiacién asociada a
una frontera. Con esto, se procede a analizar el caso mas sencillo en el cual las dos regiones se
encuentran en el limite de escape libre.
En el limite de escape libre y cuando la velocidad de la onda choque sea igual a la del fluido, es
necesario usar las siguientes relaciones

wymw —w, fr=fo=xp=xo =1y c=we (C.1)

Si eliminamos el subindice + y — para simplicidad de célculos.
Con esto (3.7), se convierte en

T2 ;FWQ [we”_/\ (1 + w2) + 2w — we (2) — (1 + w2) e”_’\] +
1
T [we"™ (p+ Pw?) —we" " *p+ P)| = (C.2)
F v—A 3 v—A 2 v—X v—XA 1 v—XA 2
m[—we +w’e" Nt we T —e ]—l—m[u}e P(w® —1)] =
[ W 1) e (P )] g e PR - 1)) =
- F [e”_’\ + we”_’\] — we’ P, (C.3)
utilizando la diferencia entre la regién exterior e interior
Fy [e”_)‘ + we”_)‘} —we’ AP, — F_ [e”_’\ + we”_)‘] —we’ AP =0, (C.4)
Fy—F_+Fiw—F w+Pw—P.w=0. (C.5)

Si el flujo de radiacién en la regién exterior es igual al de la regién interior (Fy = F_)

Con la ecuacién anterior, se demuestra que en el régimen de escape libre y con la velocidad a la
cual se propaga la discontinuidad igual a la velocidad del fluido se obtiene (3.19).
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Siguiendo el mismo procedimiento anterior, se procede a calcular (3.7) en el régimen de escape
libre para la regién exterior y la interior modelada con factores de Eddington

v

T2 |7 (1+Xw2)+2w2—§(1+x)—(1+w2) +t 1= [wP(w? —1)] =
T ot 20— —wx = f ] —wP =
?fcﬂ%[wx(wg—l)%-f(wQ—l)} —wP =

—? (wWx + f) = wP.

Evaluando en la regién exterior e interior

F_
Fi+Fiw+ Prw— e (wx— + f-) —wP_ =0, (C.7)
si el flujo antes y después del choque es el mismo
X—\ _
F (1 — f) =P —P,. (C.8)

Para la situacion en que las dos regiones se encuentran modeladas por medio de los factores de
Eddington, la situacién es muy parecida.

F

T (wx + fr) = = (wx- + f) =w(P- = Py), (C.9)
I+ I-
si Fyp =F_, (C9)es
ool (C.10)
I

donde se ha demostrado que bajo ciertas condiciones el flujo de radiacién de una onda de choque
se llega a convertir en el flujo emitido por una frontera.
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