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RESUMEN

En el desarrollo del presente trabajo, se realizard un estudio detallado y sistematico de la llamada
Topologia de compacto-abierto en espacios de funciones, cuya motivacion inicia con el estudio de
los espacios métricos, los espacios topoldgicos y las aplicaciones continuas entre dos espacios
topologicos.

Para nuestro proposito hemos organizado el trabajo en cuatro capitulos.

En el primer capitulo, titulado Preliminares, se establecen algunos conceptos y resultados
conocidos, que se necesitaran en el desarrollo de los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo que titulamos La Topologia de Compacto-Abierto y que constituye el
capitulo central del trabajo, encontramos la definicion de topologia de compacto-abierto que se
denota por c-topologia, algunos ejemplos que ilustran las propiedades y los resultados mas
importantes que se fueron estudiando en el transcurso del trabajo. EI hecho mas importante de la
c-topologia esta referenciado en este capitulo (Teorema 2.3.1), al igual que un andlisis del articulo
[4] y los resultados obtenidos por Ralph H. Fox en [3].

El tercer capitulo, titulado Otras Topologias sobre Espacios de Funciones, incluye la convergencia
secuencial y la convergencia punto a punto, algunos resultados importantes donde se hacen
algunas comparaciones entre la topologia compacto-abierto y estas otras topologias definidas en el
espacio YX.

En el cuarto y ultimo capitulo presentamos algunas conclusiones y tareas pendientes que surgieron
a través del transcurso de nuestro trabajo. Cabe anotar aqui que dentro del desarrollo del trabajo,
pudimos obtener algunos pequefios aportes y escribimos algunas demostraciones que no
aparecian en los textos consultados

Finalmente, pensamos que el analisis hecho aqui es util para estudiantes de la carrera de
Matematicas y de Licenciatura en Matematicas tanto de pregrado como de maestria que puedan
estar interesados en conocer este tema y esperamos que las tareas pendientes puedan servir
como tema de otros trabajos.

* Proyecto de Grado
** Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Ph.D. Sonia Marleni Sabogal Pedraza.
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TITLE: THE COMPACT-OPEN TOPOLOGY .*

AUTHOR: MELANY DAYANA MEJIA CAVIEDES . **
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ABSTRACT

In this work, we make a detailed and systematic study of the so-called compact-open topology in
function spaces. Study of the compact-open topology begins with the study of metric spaces,
topological spaces and continuous maps between two topological spaces.

For our purpose we have organized the work into four chapters.

Some concepts and known results that will be needed in the development of the later chapters are,
set in the first chapter, entitled Preliminaries.

In the second chapter, titted The Compact-Open Topology and which is the central chapter of the
work, we find the definition of compact-open topology, some examples illustrating the properties of
this topofiogy, and the most important results that we studied during the work. The most important
fact about the compact-open topology is referenced in this chapter (Theorem 2.3.1), as well as an
analysis of the paper [4] and the results obtained by Ralph H. Fox in [3].

The third chapter, entitled Other Topologies on functions spaces, includes sequential convergence,
pointwise convergence and some important results which establish some comparisons between
the compact-open topology and others topologies on the function space Y¥.

In the fourth and final chapter, we present some conclusions and pending which that emerged
through the course of our work. It should be noted here that in the development of the work, we
were able to get some small contributions and wrote some proofs that we didn’t found in the
references consulted.

Finally, we think that the analysis done in our work, is useful for students of Mathematics and Lic. in
Mathematics both undergraduate and masters, who may be interested in knowing this topic and we
hope that the remaining tasks can serve as a topic for further works.

* Bachelor Thesis
** Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Ph.D. Sonia Marleni Sabogal Pedraza.
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Introduccion

La idea de considerar las funciones como puntos de un espacio topologico, constituyo
el punto de partida para el analisis funcional, asi como el paso intermedio esencial para
la definiciéon abstracta de los espacios métricos y mas tarde de los espacios topolégicos.
Esta idea surgié como resultado de un largo proceso histérico de abstraccion. Adn a
principios del siglo X I X solamente era conocida la nocién de una funciéon arbitraria. El
estudio formal de la convergencia uniforme comenzoé en el dltimo tercio del siglo X1.X
y fue hasta finales de este siglo, que se utilizaron sisteméticamente topologias sobre
conjuntos de funciones.

En el desarrollo del presente trabajo, se realizara un estudio detallado y sisteméa-
tico de la llamada topologia de compacto-abierto en espacios de funciones, cuya
motivacion inicia con el estudio de los espacios métricos, los espacios topolégicos y las
aplicaciones continuas entre dos espacios topologicos. Nuestro interés en esta topologia
surgi6 inicialmente a partir de la lectura de la nota hallada en la revista American
Mathematical Monthly, titulada An Elementary Counterezample in the Compact-Open
Topology [4].

Analizaremos un poco las topologias de convergencia puntual y convergencia uni-
forme, pero nos enfocaremos principalmente en la topologia de compacto-abierto, la
cual se define sobre el conjunto de las aplicaciones continuas C(X,Y’) entre dos espacios
topologicos X y Y, de la siguiente manera: dado un subconjunto compacto A de X y un
subconjunto abierto V' de Y, denotemos con (A, V') al conjunto de todas las funciones
feC(X,Y) tales que f(A) C V. Asi la topologia de compacto-abierto se obtendra to-
mando la coleccion de todos los (A, V') como una subbase de la topologia. La topologia
de compacto-abierto fue definida por primera vez por R. H. Fox en [3], como respuesta
a un problema que le propuso Hurewicz mediante una carta.

Para nuestro proposito hemos organizado el trabajo en cuatro capitulos.

En el primer capitulo, titulado Preliminares, se establecen algunos conceptos y
resultados conocidos, que se necesitardn en el desarrollo de los capitulos posteriores.
Estos conceptos y resultados preliminares han sido tomados de [2], [5], [6], [8] ¥ por tanto
las demostraciones faltantes de los lemas, teoremas, proposiciones, etc. que incluimos
en este capitulo, se pueden encontrar en las referencias citadas anteriormente.

En el segundo capitulo que titulamos La Topologia de Compacto-Abierto y
que constituye el capitulo central del trabajo, encontramos la definicién de topologia
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de compacto-abierto que se denota por c-topologia, algunos ejemplos que ilustran las
propiedades y los resultados mas importantes que se fueron estudiando en el transcurso
del trabajo. El hecho mas importante de la c-topologia esta referenciado en este capitulo
(Teorema 2.3.1), al igual que un analisis del articulo [4] y los resultados obtenidos por
Ralph H. Fox en [3].

El tercer capitulo, titulado Otras Topologias sobre Espacios de Funciones,
incluye la convergencia secuencial y la convergencia punto a punto, algunos resultados
importantes donde se hacen algunas comparaciones entre la topologia compacto-abierto
y estas otras topologias definidas en el espacio Y.

En el cuarto y ultimo capitulo presentamos algunas conclusiones y tareas pendientes
que surgieron a través del transcurso de nuestro trabajo. Cabe anotar aqui que den-
tro del desarrollo del trabajo, pudimos obtener algunos pequenos aportes y escribimos
algunas demostraciones que no aparecian en los textos consultados como por ejemplo
la Afirmacion 2.1.2, Afirmacion 2.1.3, Ejemplo 2.1.4, Ejemplo 2.1.5, Afirmaciéon 2.1.6,
Proposiciéon 2.1.7, Ejemplos 2.1.8, Ejemplo 2.1.10, Ejemplo 2.1.13, Ejemplo 3.2.2, Pro-
posicion 3.2.5(ii), entre otros.

Finalmente, pensamos que el analisis hecho aqui es 1til para estudiantes de la carrera
de Matemaéticas y de Licenciatura en Matematicas tanto de pregrado como de maestria
que puedan estar interesados en conocer este tema y esperamos que las tareas pendientes
puedan servir como tema de otros trabajos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se establecen algunas conceptos y resultados conocidos, que se
necesitaran en el desarrollo de los capitulos posteriores. Estos conceptos y resultados
preliminares han sido tomados de [2], [5], [6], [8] y por tanto las demostraciones faltantes
de los lemas, teoremas, proposiciones, etc. que incluimos en el presente capitulo, se
pueden encontrar en las referencias citadas anteriormente.

1.1. La Topologia Producto sobre X x Y

Si X y Y son espacios topologicos, existe un método natural de definir una topologia
sobre el producto cartesiano X x Y. Analizaremos esta topologia a continuacion, y
también estudiaremos algunas de sus propiedades.

Definicién 1.1.1. Sean X y Y espacios topologicos. La topologia producto sobre X xY
es la topologia que tiene como base la coleccion B de todos los conjuntos de la forma
U x V, donde U es un subconjunto abierto de X y V' es un subconjunto abierto de Y.

Vamos a comprobar que B es una base. La primera condicién es trivial, puesto que
X XY es ya un elemento basico. La segunda condicion es casi igual de obvia, ya que la
interseccion de cualesquiera dos elementos basicos U; X Vi y Uy X V5 es otro elemento
bésico. Tenemos

(U x V)N (U x Vo) = (U NUR) x (V1N V)

y el ultimo conjunto es un elemento basico porque U; NUs y V4 N V5 son abiertos en X
y Y, respectivamente (véase la Figura 1.1).

Obsérve que la coleccion B no es una topologia sobre X x Y. La uniéon de los dos
rectangulos dibujados en la Figura 1.1 , por ejemplo, no es un producto de dos conjuntos,
por lo que no puede pertenecer a B; sin embargo, es abierto en X x Y.

Teorema 1.1.2. Si BB es una base para la topologia de X y C es una base para la topologia
de Y, entonces la coleccion

D={BxC|BeByCeC(}
es una base para la topologia sobre X x Y.
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Ejemplo 1.1.3. La topologia del orden es la topologia usual de R. El producto de esta
topologia consigo misma se denomina topologia usual de R x R = R2. Tiene como
base la colecciéon de todos los productos de conjuntos abiertos de R, pero el teorema
que acabamos de mencionar nos dice que la colecciéon mucho mas pequena de todos los
productos (a,b) X (¢,d) de intervalos abiertos en R también sirve como base para la
topologia de R2. Cada conjunto de este tipo se puede dibujar como el interior de un
rectangulo en R2.

1
1
1
Vs ! |
i
1
1

1

1

1

1

" L)
‘/1 ~ |

1

1

1

1

T~
T~
-
-

Ul U2

Figura 1.1: Unién de abiertos basicos no siempre es un abierto basico, pero la interseccion si lo es.

Algunas veces es tutil expresar la topologia producto en términos de una subbase.
Para hacer esto, primero definimos ciertas funciones llamadas proyecciones.

Definicion 1.1.4. Sean m; : X X Y — X definida por

T (l’, y) =T
y me: X XY — Y definida por

ma (2, y) =Y.
Las aplicaciones 7, y m2 se denominan proyecciones de X X Y sobre su primer y
segundo factor, respectivamente.

Usaremos la palabra “sobre” porque m; y w3 son sobreyectivas (a menos que uno de
los espacios X o Y sea vacio, en cuyo caso X x Y seria vacio y, por tanto, no tendria
sentido hablar de ello).

Si U es un subconjunto abierto de X, el conjunto 7; ! (U) es, precisamente, el conjunto
U x Y, que es abierto en X x Y. De modo similar, si V' es abierto en Y, ocurre que

m(V)=XxV

que también es abierto en X x Y. La inteseccion de estos dos conjuntos es el conjunto
U x V. Como se indica en la Figura 1.1. Este hecho nos lleva a enunciar el siguiente
teorema:

13



Teorema 1.1.5. La coleccion
S={m'(U)| U es abierto en X} U {r; (V) | V es abierto en Y}
es una subbase para la topologia producto sobre X X Y.

Demostracion. Sean 7 la topologia producto sobre X x Y y 7' la topologia generada
por §. Puesto que cada elemento de S pertenece a 7, también pertenecen las uniones
arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de S. Asi 7/ C 7. Por otro lado, cada
elemento basico U x V para la topologia 7 es una interseccion finita de elementos de

S, puesto que
UxV=r1U)Nnm* (V).

Por lo tanto, U x V pertenece a 7/, y asi 7 C 7.

Figura 1.2: Interseccion de dos abiertos subbésicos en la topologia producto.

1.1.1. La Topologia Producto caso General

Previamente hemos definido una topologia sobre el producto X x Y de dos espacios
topologicos. En esta subseccion ampliamos esta definicion a productos cartesianos mas
generales.

Para ello consideremos los productos cartesianos

XixXox...xX, Y Xy x Xogx ...

donde cada X; es un espacio topologico. Hay dos métodos posibles para proceder.
Uno es tomar como base todos los conjuntos de la forma U; x Uy x ... x U, en el
primer caso, y de la forma U; x Uy X ... en el segundo caso, donde U; es un conjunto
abierto de X; para cada i. Este procedimiento efectivamente define una topologia sobre
el producto cartesiano que llamaremos topologia por cajas.
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Otra forma de proceder es generalizar la formulacién de subbase de la definicion
dada en la seccion 1.1. En este caso, tomamos como subbase todos los conjuntos de
la forma 7; ' (U;), donde i es cualquier indice y U; es un conjunto abierto de X;. Esta
topologia se denomina topologia producto.

JEn qué se diferencian estas topologias? Considere el tipico elemento béasico B para
la segunda topologia. Es una intersecciéon finita de elementos de la subbase ;! (U;),
digamos para i = iy,...,4;. Entonces, un punto x pertenece a B si, y solo si, m;(x)
pertenece a U; para i = iy,...,1; no existe restriccion alguna sobre m;(x) para otros
valores de i.

Se sigue que estas dos topologias coinciden para el producto cartesiano finito y
difieren para el producto infinito. Lo que no esta claro es por qué parece que preferimos
la segunda topologia. Esta es la cuestion que investigaremos en esta subseccion.

Antes de proceder, sin embargo, introduciremos una nociéon mas general de producto
cartesiano. Nosotros hemos definido el producto cartesiano de una familia indexada de
conjuntos solo en los casos donde el conjunto de indices era el conjunto {1,2,...,n} oel
conjunto Z*. Ahora consideremos el caso donde el conjunto de indices es completamente
arbitrario.

Definicién 1.1.6. Sean J un conjunto de indices. Dado un conjunto cualquiera X, de-
finimos una J — upla de elementos de X como una funcién =z : J — X. Si a es un
elemento de J, a menudo denotaremos el valor de x en o mediante z,, en lugar de x(«);
lo llamaremos la o — ésima coordenada de x. Y a menudo denotaremos a la funciéon
x mediante el stmbolo

(xa)a€J7

que es lo méas cercano a una “notacién upla” para un conjunto arbitrario de indices .J.
Denotamos el conjunto de todas las J — uplas de elementos de X por X”.

Definicién 1.1.7. Sea {A,},., una familia de conjuntos indexada y sea X = UqesA,.
El producto cartesiano de esta familia indexada, denotado por

I As

aed

se define como el conjunto de todas las J — uplas (z4)acs de elemetos de X tales
que z, € A, para cada o € J.

En ocasiones denotaremos el producto simplemente por [[ A,, vy a su elemento ge-
neral por (z,), si el conjunto de indices se sobreentiende.

Si todos los conjuntos A, son iguales a un conjunto X, entonces el producto car-
tesiano J[,.; Aa es exactamente el conjunto X 7 de todas las J — uplas de elementos
de X. Algunas veces utilizaremos la “notacién upla” para los elementos de X7, y otras
veces usaremos notacion funcional, dependiendo de la que sea més conveniente.

Definicién 1.1.8. Sea {X,} ., una familia indexada de espacios topologicos. Tomemos
como base para una topologia sobre el espacio producto

1.
acJ
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la coleccion de todos los conjunto de la forma
I1v..
acl

donde U, es abierto en X,, para cada a € J. La topologia generada por esta base se
denomina topologia por cajas.

Esta coleccion satisface la primera condicion para una base, porque [[ X, es, por
si solo, un elemento bésico y satisface la segunda condicién, porque la interseccion de
cualesquiera dos elementos basicos es otro elemento béasico:

(H Ua> N (H va) =[] W.nV).

aed acJ acJ

Ahora generalizaremos la fomulacion de subbase de la definicion. Sea la funciéon que
asigna a cada elemento del espacio producto su coordenada 8 — ésima,

75 (Ta)aes) = 751
7 se denomina aplicacion proyeccion asociada con el indice 3.

Definicién 1.1.9. Denotaremos por Sz a la coleccion
Sp = {7?/571 (Us) | Uses abiertoen Xz}
y denotaremos por S a la unién de esas colecciones,

S= US;.
s P
La topologia generada por la subbase & se denomina topologia producto. En esta
topologia, [[,c; Xo se denomina espacio producto.

Para comparar estas topologias, consideremos la base B que S genera. La coleccion B
consta de todas las intersecciones finitas de elementos de S. Si intersecamos elementos
que pertenecen al mismo conjunto Sg no obtenemos nada nuevo, porque

w5 (Ug) Nyt (V) = 15 (Us N V) ;

la interseccién de dos elemeentos de Sg, o de un nimero finito de tales elementos, es
de nuevo un elemento de Sg. El tipico elemento basico B puede, asi, ser descrito como
sigue: sea f31, B, ..., B, un conjunto finito de indices distintos del conjunto indice J, y
sea Ug, un conjunto abierto en Xg, para i = 1,...,n. Entonces

B =mg! (Us) Ny, (Us,) N...Nwg! (Ug,)

es el elemento tipico de B.
Ahora bien, un punto = = (x,) esta en B si, y solo si, su coordenada (31 — ésima esta
en Ug,, su coordenada (3, —ésima esta en Usg,, y asi sucesivamente. No existe restriccion
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alguna sobre la coordenada a — ésima de x si a no es uno de los indices (1, Ba, ..., On-
Como resultado, podemos escribir B como el producto

B:HUa

aeJ

donde U, denota el espacio entero X, si a # [y, o, ..., 8,. Todo esto se resume en el
siguiente teorema:

Teorema 1.1.10. (Comparacion de las topologias por cajas y producto). La to-
pologia por cajas sobre [[ X, tiene como base a todos los conjuntos de la forma [ U,,
donde U, es abierto en X, para cada . La topologia producto sobre [[ X, tiene como
base a todos los conjuntos de la forma [[U,, donde U, es abierto en X, para cada o y
U, es igual a X, excepto para un numero finito de valores de «. La topologia de cajas
es mds fina que la topologia producto.

Dos cosas estan inmediatamente claras. En primer lugar, para productos finitos
[1._, X, las dos topologias son, precisamente, la misma. En segundo lugar, la topologia
por cajas es, en general, mas fina que la topologia producto.

Lo que no estéd tan claro es por qué preferimos la topologia producto a la topologia
por cajas. La respuesta aparecera a medida que continuemos nuestro estudio de la
topologia. Encontraremos que un numero de teoremas importantes sobre productos
finitos también se cumplirdn para productos arbitrarios si usamos la topologia producto,
pero no si utilizamos la topologia por cajas. Como consecuencia, la topologia producto
es importantisima en matematicas. La topologia por cajas no es tan importante; la
usaremos principalmente para construir contraejemplos. Por tanto, convendremos lo
siguiente:

Siempre que consideremos el producto [[ X, lo supondremos con la topologia
producto, a menos que especificamente establezcamos lo contrario.

Algunos de los teoremas que hemos mencionado para el producto X x Y se cumplen
también para el producto [[ X, sin importar la topologia que usemos. Los enunciamos
a continuacion, donde la mayoria de demostraciones no se realizaran.

Teorema 1.1.11. Supongamos que la topologia sobre cada espacio X, estd dada por una
base B,. La coleccion de todos los conjuntos de la forma

11 5.
acJ
donde B, € B, para cada o, es una base para la topologia por cajas sobre [],.; Xa.

La coleccion de todos los conjuntos de la misma forma, donde B,, € B, para un conjunto
finito de indices a y B, = X, para todos los indices restantes, servira como base para
la topologia producto [],.; Xa.

Ejemplo 1.1.12. Consideremos el espacio euclideo n — dimensional R™. Una base de R
consiste en todos los intervalos abiertos en R; de aqui, una base para la topologia de
R™ consiste en todos los productos de la forma

(al,bl) X (al,bg) X ... X (an,bn) .
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Puesto que R™ es un producto finito, las topologias por cajas y producto coinciden.
Siempre que estudiemos el espacio R"™, supondremos que se da esta topologia, a menos
que digamos lo contrario.

Los siguientes teoremas se refieren a propiedades del producto [] X, con las topologias
de cajas y producto.

Teorema 1.1.13. Sea A, un subespacio de X, para cada o € J. Entonces [[ Ao es un
subespacio de [[ X, si en ambos productos estd dada la topologia por cajas, o si en
ambos productos estd dada la topologia producto.

Es natural preguntarse: ;si cada espacio X, cumple una cierta propiedad, entonces
[[ X, también cumple dicha propiedad? El siguiente Teorema da una respuesta a esta
pregunta.

Teorema 1.1.14. Si cada espacio X, es un espacio de Hausdorff, entonces [[ X, es un
espacio de Hausdorff en las topologias por cajas y producto.

Como cada espacio X, se puede ver como un subespacio de [ [ X, y como la propiedad
de ser Hausdorff es hereditaria, entonces es claro que el resiprocro del Teorema anterior
se tiene.

Teorema 1.1.15. Sea {X,} una familia indexada de espacios y sea A, C X, para cada
a. Si [[ X, estd dotado de la topologia por cajas o producto, entonces X

[17. - T4
Hasta aqui no ha aparecido razéon alguna para preferir la topologia producto a la to-
pologia por cajas. Es cuando intentamos generalizar nuestro teorema anterior sobre
continuidad por aplicaciones en espacios producto cuando nos encontramos con la pri-

mera diferencia. Aqui tenemos un teorema que no se cumple si [[ X, esta dotado con
la topologia por cajas:

Teorema 1.1.16. Sea f: A = [[,; Xa dada por la ecuacion

fla) = (fa(@))ae,

donde f, : A — X, para cada o. Tomemos sobre [ [ X,, la topolgia producto. Entonces
la funcion f es continua si, y solo si, cada funcion f, es continua.

Demostracion. Sea g la proyeccién del producto sobre su factor 5 — ésimo. La funcién
7 es continua, por lo que si Ug es abierto en Xg, el conjunto Wﬁ_l(UB) es un elemento de
la subbase para la topologia producto sobre X,. Ahora supongamos que f: A — [[ X,
es continua. La funcién fgz es igual a la composicién 7g o f que, al ser la composicion
de dos funciones continuas, es continua.

Reciprocamente, supongamos que cada funciéon coordenada f, es continua. Para
probar que f es continua, es suficiente demostrar que la imagen inversa mediante f
de cada elemento de la subbase es abierto en A; hemos insistido en este hecho cuando
definimos las funciones continuas. Un elemento caracteristico de la subbase para la
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topologia producto sobre ] X, es un conjunto de forma ﬂgl(Ug), donde f es algin
indice y Up es abierto en Xj3. Ahora,

fH(m5t (Us) = f5 (Us)

porque fg = mg o f. Puesto que fz es continua, este conjunto es abierto en A, como

se deseaba.
O

. Por qué no se cumple este teorema si usamos la topologia por cajas? Probablemente,
el argumento mas conveniente sea ver un ejemplo.

Ejemplo 1.1.17. Consideremos R¥, el producto numerable de R consigo mismo infinitas

veces. Recuérdese que
w __
R = | | X,

neZt

donde X,, = R para todo n. Definamos una funciéon f : R — R“ mediante la ecuacion

ft)=(t,t.t,...);

la n—ésima funcion coordenada de f es la funcion f,, (t) = t. Cada una de las funciones
coordenadas f, : R — R es continua; asi pues, la funcion f es continua si R esta dotado
con la topologia producto. Pero f no es continua si R esta dotado con la topologia por
cajas. Consideremos, por ejemplo, el elemento bésico

B=(-1,1) x (—%,%) X (—%,%) X ...

de la topologia por cajas. Afirmamos que f~'(B) no es abierto en R. Si f~*(B) fuera
abierto en R, contendria algtn intervalo (—d, §) alrededor del punto 0. Esto significaria
que f(—6,0) C B, por lo que, aplicando 7, a ambos lados de la inclusion,

fu ((~6.8)) = (~6.6) C (_i, 1)

para todo n, lo que es una contradiccion.

Teorema 1.1.18. Sea N (&) arbitrario. Para cada o € o7, sea la funcion fo : Xo — Ya.

Defenimos
115 11% = ][]
{za} — {fa(za)}-

Entonces:
(i) Si cada f, es continua, asi también lo es []fa-

(0%
(i1) Si cada fo is una funcion abierta, y todas salvo a lo sumo un nimero finito son
sobreyectivas, entonces || fo es también una funcion abierta.
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1.2. Espacios compactos

La nocién de compacidad no nos es tan cercana y natural como la de conexion. Desde
los inicios de la topologia , se ha admitido que el intervalo cerrado [a, b] de la recta real
gozaba de una cierta propiedad que era crucial en la demostracion de teoremas tales
como el teorema del valor maximo y el teorema de la continuidad uniforme. Sin embargo,
tal propiedad ha tardado muchisimo en poder ser formulada para un espacio topologico
arbitrario. Normalmente, se pensaba que esta propiedad crucial del intervalo cerrado
era el hecho de que cualquier subconjunto infinito de puntos de [a,b] tenia un punto
limite y fue esta propiedad la que en un principio recibi6é el nombre de compacidad.
Mas tarde, los matemaéticos asumieron que esta formulacién no era la mas adecuada,
y que era posible encontrar una definicién en términos més débiles y generales; de
hecho, en términos de cubrimientos del espacio por conjuntos abiertos. Es a esta tltima
formulacién a la que nosotros llamaremos compacidad. Aunque no es tan natural ni
intuitiva como su precedente, nos permitira trabajar en contextos mas arbitrarios.

Definicién 1.2.1. Una coleccion A de subconjuntos del espacio X se dice que cubre X,
o que es un cubrimiento de X, si la union de los elementos de A coincide con X. Se
dice que A es un cubrimiento abierto de X si es un cubrimiento de X formado por
conjuntos abiertos de X.

Definicion 1.2.2. Un espacio X se dice que es compacto si de cada cubrimiento abierto
A de X podemos extraer una subcoleccion finita que también cubre a X.

Ejemplo 1.2.3. La recta real R no es compacta, pues el cubrimiento de R por intervalos
abiertos
A={(n,n+2)|neZ}

no contiene ninguna subcoleccién finita que cubra R.

Ejemplo 1.2.4. El siguiente subespacio de R es compacto:
X={0}u{l/n|nez"}.

Dado un cubrimiento abierto A de X, existe un elemento U de A que contiene al 0.
El conjunto U contiene a todos los puntos de la forma 1/n excepto a un nimero finito
de ellos; elijamos para cada uno de estos puntos que no estan en U, un elemento de A
que los contenga. La coleccion de estos elementos de A, junto con el mismo U, es una
subcoleccion finita de A que cubre X.

Ejemplo 1.2.5. Cualquier espacio X que contenga a un nimero finito de puntos es
trivialmente compacto, pues cualquier cubrimiento por abiertos de X es finito.

Ejemplo 1.2.6. El intervalo (0, 1] no es compacto; el cubrimiento abierto

{2 e}

no contiene ninguna subcolecciéon finita que cubre a (0,1]. Aplicando un argumento
anéalogo se demuestra que tampoco es compacto el intervalo (0,1). Por otra parte, el
intervalo [0, 1] si es compacto; quizé ya resulte familiar este hecho del anéalisis.
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En general, resulta complicado decidir cuando un espacio dado es compacto o no.
Primero vamos a probar algunos teoremas generales que nos muestran coémo construir
nuevos espacios compactos a partir de otros compactos ya dados. En la siguiente seccion
demostraremos que algunos espacios en concreto son compactos. Estos espacios incluyen
a todos los intervalos cerrados de la recta real y a todos los conjuntos cerrados y acotados
de R™.

Vamos a probar en primer lugar algunos hechos acerca de subespacios. Si Y es un
subespacio de X, una coleccion A se dice que cubre a Y (o que es un cubrimiento de
Y') si la union de sus elementos contiene a Y.

Lema 1.2.7. Sea Y un subespacio de X. Entonces Y es compacto si, y solo si, cada
cubrimiento de Y por abiertos de X contiene una subcoleccion finita que cubre Y .

Teorema 1.2.8. Cada subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto.

Demostracion. Sea Y un subespacio cerrado del espacio compacto X. Dado un cubrimien-
to A de Y por conjuntos abiertos en X, podemos considerar el cubrimiento abierto B
de X uniendo a A el conjunto abierto X — Y, esto es,

B=AU{X-Y}.

Como X es compacto, alguna subcoleccion finita cubre X. Si esta subcolecciéon con-
tiene al conjunto X —Y, lo descartamos. Si no es asi, la dejamos como esté. La coleccion

resultante en cualquier caso es una subcoleccion finita de A que cubre Y.
O

Teorema 1.2.9. Cada subespacio compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

Lema 1.2.10. S1 Y es un subespacio compacto de un espacio de Hausdorff X y zy no
estd en Y, entonces existen abiertos disjuntos U y V de X conteniendo a xg y a Y
respectivamente.

Ejemplo 1.2.11. Una vez que hayamos demostrado que el intervalo [a, b] de R es compac-
to, se sigue del Teorema 1.2.8 que cualquier subespacio cerrado de [a,b] es compacto.
Por otra parte, del Teorema 1.2.9 se deduce que los intervalos (a,b] y (a,b) no pueden
ser compactos (hecho que ya conocimos), ya que no son cerrados en el espacio Hausdorff
R.

Ejemplo 1.2.12. La condiciéon de ser Hausdorff es imprescindible para demostrar el Te-
rema 1.2.9. Consideremos, por ejemplo, la topologia cofinita en la recta real. Los tinicos
subconjuntos propios de R que son cerrados en esta topologia son los finitos. Pero cada
subconjunto de R es compacto con esta topologia, tal y como se puede comprobar.

Una utilidad importante del teorema precedente es la herramienta que nos ofrece
para comprobar si una aplicaciéon es un homeomorfismo.

Teorema 1.2.13. Sea f : X — Y wuna funcion continua y biyectiva. Si X es compacto y
Y es de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

Teorema 1.2.14. El producto de un nimero finito de espacios compactos es compactos.
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A continuacion, nos podemos plantear la siguiente cuestion: jes el producto infinito
de espacios compactos un espacio compacto? Uno podria esperar que la respuesta fuera
afirmativa, y de hecho asi es. El resultado es lo suficientemente importante (y compli-
cado) como para ser llamado por el nombre de la persona que lo describié: se denomina
el Teorema de Tychonoff.

A la hora de probar que el producto cartesiano de espacios conexos es conexo, lo
que se hace es probar primero el resultado para un producto finito y a continuaciéon
deducir el caso general. Para el caso de la compacidad, no hay ninguna forma directa
de extrapolar el resultado de productos finitos a productos arbitrarios de espacios. El
caso infinito demanda un nuevo enfoque donde la prueba es bastante complicada. En
cualquier texto clasico de topologia general se puede encontrar una demostracion del
Teorema de Tychonoff.

Teorema 1.2.15. Tenemos que:

(i) La imagen continua de un conjunto compacto es compacto.

(11) Un subconjunto compacto A de un espacio de Hausdorff X es cerrado en X; de
hecho, para cada x ¢ A, hay una vecindad no de interseccion de U(A), U(z).

(i1i) Un subespacio de un espacio compacto es compacto si y solo si es cerrado.

Ejemplo 1.2.16. Si X no es Hausdorff, el resultado del Teorema 1.2.15 (ii) no sec
tiene. En efecto: en el espacio de Sierpinski, X = {0,1}, 7 = {0, X, {0}}, el subespacio
{0} es compacto, pero este no es cerrado.

A continuacion una lista de propiedades de los conjuntos compactos.

Proposicién 1.2.17. Tenemos:

(i) La union finita de subconjuntos compactos es compacto.

(11) Dos subespacios compactos disjuntos de un espacio Hausdorff tienen vecindades
disjuntas.

(i1i) Si A es un subconjunto compacto de un espacio reqular, entonces para cada
abierto U, que contiene a A, existe una abierto V con ACV CV C U.

(iv) Sea {U, | o € &} un recubrimiento abierto de vecindades finitas de un espacio
X. Si A es compacto A C X, entonces A tiene una vecindad que intersecta a lo sumo
un nimero finito de conjuntos U, (en términos precisos: existe una vecindad U de A
tal que UNU, # () para a lo sumo un nimero finito de indices ).

Corolario 1.2.18. Sea A C X arbitrario y sea Y compacto. Sea U una vecindad de A XY
en X xX Y. Entonces hay una vecindad V, que contiene a A tal que V xY C U.

Teorema 1.2.19. (Tychonoff). El producto arbitrario de espacios es compacto si y solo
st cada espacio factor es compacto.
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1.2.1. Compacidad local

En esta subseccion estudiaremos el concepto de compacidad local, y algunas de sus
propiedades.

Definicion 1.2.20. Un espacio X se dice que es localmente compacto en x si para
toda vecindad U de z, existe un subespacio compacto C' de X tal que x € U C C. Si
X es localmente compacto en cada uno de sus puntos, diremos que X es localmente
compacto.

Observacion 1.2.21. Un espacio compacto es automaticamente localmente compacto.

Ejemplo 1.2.22. La recta R es localmente compacta. El punto x esta contenido en un
intervalo de la forma (a,b), el cual a su vez esté contenido en el subespacio compacto
[a, b] . El subespacio Q de los nimeros racionales no es localmente compacto: por ejemplo
para z = 0, sean a,b € R, tales que U = (a,b) N Q es una vecindad bésica de z = 0
entonces U no es compacto. En efecto, basta tomar ¢ € (a,b) \ Q sabemos que existe
una sucesion de racionales (r,), tal que (r,), — iy r, € U, para todo n € N. Entonces
(rn),, es una sucesion en U, que no admite subsusecién convergente en U.

Ejemplo 1.2.23. El espacio R" es localmente compacto; el punto x esta contenido en
algin elemento basico de la forma

(al,bl) X (&Q,bg) X ... X (an,bn),

el cual esta contenido en el subespacio compacto

[al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn].

El espacio R“ no es localmente compacto; ninguno de sus elementos béasicos estan
contenidos en un subespacio compacto ya que si

B=(a1,b1) X ... X (an,bp) x Rx ... xR x ...
estuviera contenido en un subespacio compacto, su adherencia
B=lay,b] x...x[an,by] xRx...xRx...

seria compacta, cuando ciertamente no lo es.

Teorema 1.2.24. Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces X es localmente compacto
si, y solo si, dados x en X y un entorno U de x, existe un entorno V' de x tal que V
es compacto y V C U.

Corolario 1.2.25. Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff y sea A un
subespacio de X. Si A es cerrado en X o abierto en X, entonces A es localmente
compacto.

Corolario 1.2.26. Un espacio X es homeomorfo a un subespacio abierto de un espacio
compacto y de Hausdorff si, y solo si, X es localmente compacto y de Hausdorff.
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Teorema 1.2.27. Las cuatro propiedades siguientes son equivalentes

(i) X es localmente compacto.

(i) Para cada x € X y cada vecindad U(x), existe un abierto V relativamente
compacto con x € V C V CU.

(i1i) Para cada C compacto y abierto U O C, existe un abierto V relativamente
compacto con C CV CV C U.

(iv) X tiene una base que consta de conjuntos abiertos relativamente compactos.

1.3. Axiomas de separacién y numerabilidad

Los conceptos que vamos a introducir ahora, a diferencia de la compacidad y cone-
xi6n, no surgen naturalmente en el estudio del calculo y el analisis. Surgen de un estudio
mas profundo de la topologia misma. Tales problemas, como sumergir un espacio dado
en un espacio métrico o en un espacio compacto de Hausdorff, son problemas bésica-
mente de topologia mas que de analisis. Estos problemas particulares poseen soluciones
que incluyen a los axiomas de separacion y numerabilidad.

Ya hemos mencionado uno de los axiomas de separacion -el axioma de Hausdorff-. En
esta seccion introduciremos otros, y més fuertes, axiomas de este tipo, y estudiaremos
algunas de sus consecuencias. Veremos un resultado importante que es el Teorema
de metrizacion de Urysohn. Este afirma que si un espacio topologico X satisface un
cierto axioma de numerabilidad y un cierto axioma de separacion, entonces X se puede
embeber en un espacio métrico, y asi es metrizable.

1.3.1. Los axiomas de numerabilidad

Definicién 1.3.1. Un espacio X se dice que tiene una base numerable en x si existe
una coleccién numerable B de entornos de z tales que cada entorno de x contiene al
menos a uno de los elementos de B. Un espacio que tiene una base numerable en cada
uno de sus puntos se dice que satisface el primer axioma de numerabilidad, que es
1AN, o que es uno-numerable.

Observacion 1.3.2. Es facil ver que todo espacio metrizable satisface este axioma. El hecho
mas 1til sobre espacios que satisfacen este axioma es el hecho de que en un espacio tal, las
sucesiones convergentes son adecuadas para detectar puntos limite de conjuntos y para
comprobar la continuidad de funciones. Estableceremos ahora este hecho formalmente
como un teorema:

Teorema 1.3.3. Sea X un espacio topoldgico.

(i) Sea A un subconjunto de X. Si existe una sucesion de puntos de A convergente
a x, entonces x € A y el reciproco se cumple si X es 1AN.

(ii)) Sea f : X — Y. Si f es continua, entonces para cada sucesion convergente
x, — x en X, la sucesion f(x,) converge a f(z). El reciproco se cumple si X es 1AN.

De mucha méas importancia que el primer axioma de numerabilidad es el siguiente:

Definicién 1.3.4. Si un espacio X tiene una base numerable para su topologia, entonces
se dice que X satisface el segundo axioma de numerabilidad, que es 2AN, o que
es dos-numerable.
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Obviamente, el segundo axioma implica el primero: si B es una base numerable para
la topologia de X, entonces el subconjunto de B formado por aquellos elementos de
la base que contienen al punto x es una base numerable en z. El segundo axioma es,
de hecho, mucho més fuerte que el primero; es tan fuerte que incluso no todo espacio
métrico lo satisface.

Entonces, ;jpor qué es interesante este segundo axioma? Bien, por un lado, muchos
espacios que nos son familiares lo satisfacen. Por otro, es una hipotesis crucial usada
para probar teoremas tales como el Teorema de metrizacion de Urysohn.

Ejemplo 1.3.5. La recta real R tiene una base numerable: la colecciéon de todos los
intervalos abiertos (a, b) con extremos racionales. Del mismo modo, R" tiene una base
numerable: la coleccién de todos los productos de intervalos con extremos racionales.
Incluso R“ tiene una base numerable: la coleccion de todos los productos Hn€Z+ U,,
donde U, es un intervalo abierto con extremos racionales para un ntmero finito de
valores de n, y U, = R para el resto de valores de n.

Ambos axiomas de numerabilidad se comportan bien con respecto a las operaciones
de tomar subespacios o productos numerables:

Teorema 1.3.6. Un subespacio de un espacio 1AN es 1AN, y un producto numerable
de espacios 1TAN es 1AN. Un subespacio de una espacio 2AN es 2AN, y un producto
numerable de espacios 2AN es 2AN.

En el siguiente teorema se dan dos consecuencias del segundo axioma de numerabi-
lidad. Antes, daremos una definicion:

Definicion 1.3.7. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es denso en X si
A=X.

Teorema 1.3.8. Supongamos que X tiene una base numerable. Entonces:
(i) Todo cubrimiento abierto de X contiene una subcoleccion numerable que recubre
a X.

(i1) Existe un subconjunto numerable de X que es denso en X.

Observacion 1.3.9. Un espacio que tiene un subconjunto numerable denso, a menudo se
dice que es separable.

Ejemplo 1.3.10. El espacio (R, Tsorgenfrey) definido por

7—Sorgenfrey = <{[6L, b) | a, b € R}> .

Este espacio topologico se llama la recta de Sorgenfrey, satisface todos los axiomas de
numerabilidad excepto el segundo.
Dado x € R, el conjunto de todos los elementos de la base de la forma [x, a -+ %) es
una base numerable en z. Y es facil ver que los ntimeros racionales son densos en R.
Para ver que R no tiene una base numerable, sea B una base para R. Para cada =,
elijamos un elemento B, de B tal que v € B, C [z,x + 1). Si z # y, entonces B, # B,
ya que x = inf B, ey = inf B,. Por tanto, B debe ser no numerable.
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Proposicién 1.3.11. Sea ¢ : ZT — X una sucesion. Entonces:
(i) ¢ — yo si y sdlo si cada subsucesion ¢’ de v contiene una subsucesion ¢” tal que
/!
®" = Yo-
(i) Sea X 1° — contable. Entonces ¢ — xq si y solo si hay alguna subsucesion
¢ — xo.

1.3.2. Los axiomas de separacion

Aqui introduciremos siete axiomas de separacion y estudiaremos algunas de sus pro-
piedades. Ya hemos mencionado uno de ellos: el axioma de Hausdorff. Los otros son
similares unos més fuertes que otros. Examinaremos la relacién entre estos axiomas y
los conceptos introducidos anterioremente en el capitulo.

Definicion 1.3.12. Sea X un espacio topologico. Diremos que:

(i) X es Tg si dados =,y € X con x # y, existe una vecindad abierta U, de = que no
contiene a y o existe una vecindad abierta U, de y que no contiene a x.

(1) X es Ty si dados =,y € X con x # y, existen vecindades abiertas U,, U, tales
quey ¢ Uy, x ¢ U,.

(11i) X es Ty o Hausdorff si dados =,y € X con = # y, existen vecindades abiertas
disjuntas U,, U, tales que y ¢ Uy, = ¢ U,,.

(iv) X es regular si dados z € X y un conjunto cerrado B que no contiene a x,
existen vecindades disjuntas que contienen a x y B, respectivamente.

(v) X es normal si dados dos conjuntos cerrados disjuntos A, B de X, existen con-
juntos abiertos disjuntos que contienen a A y B respectivamente.

(vi) X es Ty si es T} y regular.

(vii) X es Ty si es T} y normal.

Observacion 1.3.13. Es claro que un espacio Hausdorff es Ty y T}, un espacio regular es
de Hausdorff, y que un espacio normal es regular.

Estos axiomas se llaman los axiomas de separacion por el hecho de implicar la “se-
paracion” de ciertas clases de conjuntos por conjuntos abiertos disjuntos.

A continuacién relacionaremos los axiomas de separacién con los conceptos que in-
trodujimos anteriormente en el capitulo.

Teorema 1.3.14. (1) Un subespacio de un espacio de Hausdorff es de Hausdorff y el
producto de Hausdorff es de Hausdorff.

(11) Un subespacio de un espacio reqular es reqular y un producto de espacios regulares
es reqular.

(111) Un subespacio de un espacio normal no necesariamente es normal y un producto
de espacios normales no necesariamente es normal.

Teorema 1.3.15. Si f es una funcion continua abierta de X en Y, entonces Y es Haus-
dorff si y solo si {(x1,22) | f(x1) = f(x2)} es un subconjunto cerrado de X x X.

Teorema 1.3.16. Si f,g: X — Y son continuas, Y es Hausdorff, y f y g coninciden en
un conjunto denso D en X, entonces f = g.
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1.3.3. Espacios regulares, completamente regular y normales

Iniciamos ahora un estudio méas profundo de los espacios que satisfacen los axiomas
de separacion vistos en la seccién anterior. Algunos de estos axiomas son bastante
débiles por lo que las propiedades que se introduciran en esta secciéon son bastante mas
restrictivos. Por otro lado en cierto sentido, el termino “normal” es algo inapropiado,
puesto que los espacios normales no se comportan tan bien como uno podria esperar.
Por otro lado, la mayoria de los espacios que nos son familiares satisfacen este axioma,
como veremos. Su importancia viene del hecho de que los resultados que se pueden
probar bajo la hipétesis de normalidad son centrales para una parte considerable de la
topologia.

Empezaremos enunciando un teorema que da tres conjuntos importantes de hipotesis
bajo las cuales se garantiza la normalidad de un espacio.

Teorema 1.3.17. (1) Todo espacio reqular con una base numerable es normal.
(i1) Todo espacio metrizable es normal.
(11i) Todo espacio de Hausdorff compacto es normal.

Ejemplo 1.3.18. (i) Si J no es numerable,entonces el espacio R7no es normal.
(i1) El plano de Sorgenfrey (R x R, Tsorgen frey X TSorgenfrey) definido por

TSorgenfrey X TSorgenfrey = <{[CL, b) X [C, d) S R2 | a, b7 G, de R}> )
no es normal. Como veremos mas adelante en el Ejemplo 2.1.13.

Afirmacion 1.3.19. Sea Y un espacio regular y A C Y cualquier subconjunto infinito.
Entonces existe una familia {U,, | n > 0} de conjuntos abiertos cuyas clausuras son
disjuntas por pares y de forma que AN U, # () para cada n > 1.

Proposicion 1.3.20. Las tres propiedades siguientes son equivalentes:

(i) Y es regular.

(ii) Para cada y € Y y vecindad U de y, existe una vecindad V de y cony € V C
Vcu.

(11i) Para cada y € Y y A cerrado que no contiene a y, hay una vecindad V' de y
con VA= ¢.

Teorema 1.3.21. (1) Cada subespacio de un espacio completamente reqular (o Tychonoff)
es completamente regular (respectivamente, Tychonoff).

(ii) Un espacio producto no vacio, es completamente regular (o Tychonoff) si y sdlo
si cada espacio factor es completamenete reqular (respectivamente, Tychonoff).

Lema 1.3.22. Si X contiene un conjunto denso D y un subespacio S relativamente
discreto cerrado con | S |> 2IP! entonces X no es normal.

Teorema 1.3.23. (de Extension de Tietze). X es normal si y sdlo si cada vez que A
es un subconjunto cerrado de X y f : A — R es continua, hay una extension de [ a
todo X ; es decir, hay un funcion continua F': X — R tal que F}, = f.
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1.4. Homotopia de caminos

Vamos a considerar caminos sobre un espacio X y una relaciéon de equivalencia entre
ellos conocida como homotopia de caminos.

Definicién 1.4.1. Si f y f’ son aplicaciones continuas del espacio X en el espacio Y,
decimos que f es homotdpica a f' si existe una aplicacién continua F' : X x [ = Y
tal que

F(2,0)=f(z) y F(z,1)=f(z)
para cada x € X. La aplicacion F se conoce como homotopia entre fy f'. Si f es
homotopica a f’, escribimos f ~ f'. Si f ~ 'y f’ es una aplicaciéon constante, decimos
que f es homotdpicamente nula.

Podemos imaginar una homotopia como una familia uniparamétrica continua de
aplicaciones de X en Y. Si pensamos en el pardmetro t como representante del tiempo,
entonces la homotopia F' describe una “deformacion” continua de la aplicaién f en la
aplicaion f’, cuando ¢ se mueve de 0 a 1.

Consideremos ahora el caso especial en el cual f es un camino en X. Recordemos que
si f:[0,1] = X es una aplicaion continua tal que f(0) =z y f(1) = x1, decimos que
f es un camino en X desde x( hasta x;. También decimos que x( es el punto inicial
y x1 es el punto final del camino f. Usaremos por convenencia, el intervalo I = [0, 1]
como el dominio de todos los caminos.

Figure 1.3: Homotopia de caminos

Si fy f' son dos caminos en X, existe una relaciéon mas fuerte entre ellos que la de
homotopia simplemente. Esta definida como sigue:

Definicién 1.4.2. Dos caminos f y f’, que aplican el intervalo I en X, se dice que son
homotdépicos por caminos si tienen el mismo punto inicial xg y el mismo punto final
x1, v existe una aplicacion continua F': I x I — X tal que

F(s,0) = f(s) y F(s,1) = f'(s),
F(0,t) = =z y F(1,t) =24,
para cada s € [ y cada t € I. La aplicacion F' recibe el nombre de homotopia de

caminos entre f y f'. Véase la Figura 1.4. Si f es homotopico por caminos a f,
escribimos f ~, f'.
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La primera condicion dice simplemente que F' es una homotopia entre f y f, y la
segunda dice que, para cada t, la aplicacion f;, definida por la ecuacion fi(s) = F (s, t),
es un camino desde z hasta z;. Dicho de otro modo, la primera condiciéon dice que F'
representa una forma continua de deformar el camino f en el camino f/, y la segunda
dice que los puntos extremos del camino permanecen fijos durante la deformacion.
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Capitulo 2

La Topologia de Compacto-Abierta

La idea de dotar de una topologia el conjunto de todas las funciones continuas de
un espacio a otro, juega un papel importante en la topologia moderna. De las muchas
posibles topologias que se pueden definir en un conjunto de funciones, aqui estudiare-
mos una que surge del concepto clasico de convergencia uniforme sobre todo conjunto
compacto, concepto enmarcado en la teoria de espacios de funciones. La idea original
surge en el articulo [3], en el cual R.H. Fox plantea el tema de la siguiente manera:
dados X, T, y Y espacios topologicos y una funcion h : X xT'— Y continua en X para
cada t fijo, existe una funcion h* asociada con h, h* : T — F := Y X F el espacio cuyos
elementos son las funciones continuas de X a Y. La funciéon h* se define como sigue:

T — YX
x — hy(z) := h(x,t).

La correspondencia entre h y h* es uno a uno, en efecto:

dadas h, f : X x T — Y, entonces veamos que si h* = f* implica h = f, es decir: si
h*(t) = f*(t), para todo t € T, tenemos que hi(x) = fi(x), para todo € X, entonces
h(z,t) = f(x,t) entonces h = f.

Aunque la continuidad de una h particular depende solamente de los espacios top6-
logicos dados X, T y Y, la topologia del espacio de funciones F := Y est4 involucrada
en la continuidad de h*. Seria deseable asi, “topologizar” F' := Y* de tal manera que
las funciones h* que sean continuas, sean precisamente aquellas que correspondan a
funciones continuas h.

Es importante aqui senalar que el problema es motivado por la teoria de homotopia,
es decir, en el caso especial en el que T' = [0,1], cuando T es el intervalo unidad, h
es una homotopia y h* es un camino en el espacio de funciones; en la topologia de
deformaciones, usualmente se requiere la equivalencia de los conceptos de “homotopia”
y de “camino en un espacio de funciones”.

R. H. Fox en [3] afirma que entre todas las posibles topologias para F, existe una,
la cual él llama la topologia de compacto abierto ( y la abrevia por: co.0), que le
parece es la mas natural.
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Mas adelante, en la secciéon 2.6, mostraremos los principales resultados obtenidos por
Ralph. H. Fox en [3].

2.1. La Definicién de Topologia de Compacto-Abierto

Sean X, Y espacios topoldgicos, denotemos por Y el conjunto de todas las funciones
continuas de X en Y. Queremos definir “cercania”’ de dos funciones por su “cercania’
sobre los subconjuntos compactos de X. Si f satisface la condicion f(A) C V, donde
A C X, Aescompactoy V C Y,V es abierto, entonces las funciones cercanas a f estan
obligadas a satisfacer la misma condicién. La topologia més pequena en Y compatible
con este requisito se llama la topologia compacto-abierta, denotada por c-topologia y
definida a continuacion:

Definicién 2.1.1. Para cada par de conjuntos A C X, V CY, sea
(A V) ={feYX| f(A) CV}.

La c-topologia en Y*es la que tiene como subbase todos los conjuntos (A, V), donde
A C X, Acompactoy V CY, V abierto.

Afirmacion 2.1.2. La familia

S ={(A, V)| AC X,V CY, Aescompactoen X yV esabiertoenY}
es una subbase de topologia.

Demostracion. Para esto hay que ver que U. = Y es decir Y* C U.¥, (la contenencia
U C Y¥ es inmediata). En efecto: sea f € Y, sea x € X entonces f € ({z},Y) ya

que f({r}) = {f(x)} €V, {z},Y) € 7. luego f € U7 )

Afirmacion 2.1.3. Si X & Ly Y = M, entonces YX = ML :

Demostracion. Sean hy : L — X, hy : Y — M homeomorfismos. Sea ademés h € YX.
(Véase el Diagrama 2,1)

X LN Y
hi 1 1 he
L -3 M

@(h):=hgohohy
Diagrama 2,1

Veamos que ¢ : YX — MZ% definida por ¢(h) := hy o h o h; es un homeomorfismo,
en efecto:
@ estd bien definida: Puesto que:

(i) L5 X5y 20 es claro que o(h) :=hyohohy: L — M.
(i1) ¢ es continua dado que es composicion de funciones continuas.
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¢ es inyectiva: Supongamos que @(h) = ¢(h) entonces probemos que h = h. Es
claro que h y h pertenecen a Y X, ahora, como

o(h) = ¢(h) entonces hyohohy =hyohoh,.
Por hipétesis hi, hy son homeomorfismos, por lo tanto existen hy' y hy' tales que:

hy'ohyohohiohi' = hy'ohyohohyohi!,

entonces h = h.
¢ es sobreyectiva: Sea f € M'. Debemos probar que existe h € Y tal que
o(h) = f (véase el Diagrama 2,2). Definamos:

X -—> Y
hy 1 hy
L 7> M

Diagrama 2,2

donde h := hy o fohy"', es claro que h := hy' o f o hi': X =Y,y que h es continua,
por ser composicion de continuas. Ahora:

p(h) = @(hy'o foht)
= hQth_lofohflohl

=

por lo tanto p(h) = f.

¢ es continua: Es decir ¢! es abierta: basta ver que ¢! “envia” abiertos subba-
sicos en abiertos.

Sea (H, W) abierto subbésico de ML, con H C L, H compactoen Ly W C M, W
abierto en M. Veamos que ¢ 1({H,W)) es abierto en Y¥.

Si o ' ((H,W)) = 0 ya esta, dado que () es abierto.

Si o Y ((H,W)) # 0 entonces existe f € (H,W) de modo que

P (f) € 7 ((HW)).
Como f € (H,W) entonces f(H) C W. Tenemos: hy : L — X, hy* : M — Y homeo-
morfosmos, hi(H) C X, hi(H) compacto en X, hy'(W) C Y, hy' (W) abierto en Y
y
et ME oYX
J=e () =hytefoh.

Veamos que
e (f) € ((H) by ' (W) S o™ ((H, W)
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(i) Probemos ¢~ (f) € (hi(H), hy " (W)).

v (f) hyto fohyt e (hi(H),h
hy' o fohy'(l(H)) Ch
_lofohl ohl(H))
hy'o f(H) C hy'(W)
hQOhQ_IOf(H)g
f(H) S W
fe(H,W).

i

rTee

(i1) Probemos que <h (H),hy'(W)) C o ((H,W)).
Sea h € <h1 ), hyt W > C YX entonces

h(hi(H)) S hy' (W)
< hohi(H) C hy*(W)
< hgohohl(H)QW

Como ¢! : ML — YX es biyectiva entonces ¢! es sobre, entonces existe t € MF tal
que @' (t) = h. Veamos que t € (H, W) esto es t(H) C W.
Tenemos que

hyohohy(H) w

h2og0_1(t) ohi(H) CW
hyohytotohytoh(H) CW
t(H) CW

te (HW).

TT T TN

Como se queria probar.

0! es continua: Es decir ¢ es abierta: basta ver que ¢ “envia” abiertos subbasicos

en abiertos.

Sea (A, V) abierto subbésico de YX, con A C X, A compactoen X y V C Y, V abierto
en Y. Veamos que ¢({A,V)) es abierto en M’.

Si p((A, V) = 0 ya esta, dado que ) es abierto.

Si p((A,V)) # 0 entonces existe h € (A, V) de modo que

p(h) € p((A, V).

Como h € (A, V) entonces h(A) C V, tenemos: h;' : X — L, hy : M — Y homeo-
morfosmos, h;'(A) C L, hi'(A) compacto en L, ho(V) C M, hy(V) abierto en M
y
p: YX = ML
h — @(h) =hyohoh.
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Veamos que

p(h) € (hi'(A),ha(V)) S 0((A, V).
(i) Probemos ¢(h) € (hi'(A), ha(V)).

p(h) = haohoh € (h'(A) h(V))
< hyohohy(hi'(A)) C hy(V)
> hyohohyohi(A)) C hy(V)
< hgo h(A) C hy(V)
< hytohyoh(A)CV
—~ h(A)CV
—~he(AC).

(it) Probemos que (hi'(A), ha(V)) C o({A,V)).
Sea f € (hi'(A),ha(V)) C M* entonces

fF(hT'(A) S ho(V)
“  fohi'(A) Cha(V)
< hylofohit(A)CV.
Como ¢ : YX — M? es sobre, entonces existe t € Y* tal que ¢(t) = f. Veamos que
te (A V) estoest(A) CV.

Tenemos que

v

hy'op(t)ohy'(A) SV
hytohyotohyohi(A)CV
t(A) CV

te (AV).

hy'o fohi'(A)

T T TN

Como se queria probar.
De esta manera, ¢ : YX — M? definida por p(h) := hy o h o hy es en efecto un

homeomorfismo.
O

Ejemplo 2.1.4. Si X es espacio discreto, entonces Y*es homeomorfo a [[{Y,,z € X}
donde cada Y, es una copia de Y, ya que

zeX

={f 1 X = UpexYs | f(z) €Y}

={[ X >Y|flx)eY}=Y",
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por lo tanto,

h (YXaTco.o> — (H}/manrod>

zeX

fo= W) =7

es un homeomorfismo, en efecto: es claro que h esta bien definida veamos que:
h es inyectiva: Supongamos que h(f) = h(f) entonces probemos que f = f. Es
claro que f v f pertenecen a YX, ahora como h(f) = h( f) entonces f = f.
h es sobreyectiva: Sea f € [, Y, entonces f: X — Y, osea f € YX y h(f) = .
h es continua: Sean f € YX y 7 (V) abierto subbésico es decir

m;HYx — Y

zeX

fo= m(f) = f(2)

entonces en la inyeccion m, y V C Y, V abierto, tal que

Wf) = fen, (V) m(f) = flx) eV,
< fe{{x},V)

se ha probado que 7, (V) = h~ ' (7,1 (V)) = ({z},V) luego h es continua.

h~! es continua: Es decir h es abierta: Basta tomar un abierto subbésico: (A, V)

de (YX,TCO,O) y tenemos:

h((A, V) = {n(f) ] fe(AV)}
= {f1feAV)}
- <A> V>
Solo faltaria ver que (A, V) = ﬂAW; (V') € Typroducto- Observese que como A C X, A
ac

compacto en X, X el espacio discreto entonces A es un conjunto finito de puntos (en un
espacio discreto los compactos son exactamente los conjuntos finitos). Ahora tenemos
que:

f e QAﬂa_l(V) < femn V), para todo a € A

< f(a) € V, para todo a € A
« f(A) eV
— fe(AV)

luego h=! es continua.
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Ejemplo 2.1.5. En base al Ejemplo 2.1.4 tenemos un caso particular, si tomamos a {0, 1}
como el espacio discreto entonces:

2 ~ (T2
(R 77-co.o) = (R anrod) :
Afirmacion 2.1.6. Sean X y Y espacios arbitrarios, veamos que T,roq € Teo.o-

Demostracion. Sea z € X, A un subconjunto abierto de Y, entonces 7, 1(A) es un abierto
subbasico de (YX,7,0q) . Tenemos

mA) = {feY¥|m(f) cA)
= {feY¥|m()ea)
= ({z}.4)

dado que {z} es un subconjunto compacto de X y A es abierto en Y, entonces ({x}, A)

es un abierto subbasico de (YX , TCO‘O> , por lo tanto 7preq € Teo.o-
O

Ya que los conjuntos abiertos bésicos en YX son las intersecciones finitas de los
abiertos subbésicos, es util ver que:

Proposicién 2.1.7. Sean X y Y dos espacios topologicos, A C X, A compacto en X y
W CY, W abierto en Y. Tenemos:

(i) () (A4, W)= ( O A W)
(ii) () (A Wa) = (A, AW

(iii) () (4, W3y € (O Ay,

1=

1VVZ-> . La otra contenencia en general no se tiene.
Demostracion. (i) C) Sea f € Y tal que f € 61 (A;, W), luego
f(A;) C W para todoi=1,2,...,n.

Como para cada x € A; con i =1,2,...,n, f(x) € W entonces f(AEnJlAZ-) C W entonces

fe <0AZW>

D) Sea f € <,L_7A31Ai, W>, luego f( U A;) C W, para todo i = 1,2, ..., n se tiene que

=1

ya que A; C IQJIA“ luego



(ii) C) Sea f € YX tal que f € '61 (A, W,;) luego f(A) C W,, paratodoi =
1,2,...,n, entonces -
flA)S NWiy f e <A,Z,QIWZ~>.
D) Sea f € <A, 61W1> luego f(A) C 611% asi,
f(A) CW,;, paratodoi=1,2,...,n,
entonces f € .61 (A, W;) .
(iii) Sea f € YX tal que f € N, (A;, W) luego
f(A;) CW;, paratodoi=1,2,...,n.

Como la unién respeta contenencias tenemos que

.Qlf(Az') c ,©1Wi~

Veamos que f (lL_nJlAi> C QWl Sea = € -QlAi' Existe i € {1,2,...,n} tal que x € A;.
Asi, f(z) € W;. Como W, C _le, fz) € _le. Asf, f (,QlAZ) C -QWZ‘

Veamos un contraejemplo de que la otra contenencia de la Proposicion 2.1.7(iii) en
general no se tiene:

Ejemplo 2.1.8. Tomemos la siguiente funciéon f(x) = x2, y los intervalos cerrados A =
[—1,0], B =10,1] donde A y B son compactos en R, el dominio de fy C = (-2, —%),
D = (—1,2) donde C' y D son abiertos en R, el codominio de f, entonces veamos que

fLAUB)CCUD = f(A)CC A f(B)CD.
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Figura 2.1: Contraejemplo de la otra contenencia en la Proposicion 2.1.7(iii)
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En efecto

AUB = [-1,0]Ul0,1] =[-1,1],
cup - (—2,—%)u(—1,2):(—2,2)
tenemos que
f(AUB):f([_lwl]) = [Oal] - (_272) =CUD

pero

fA) = -1 =01 ¢ (-2.5) =C.
fB) = f(0,1]=100,1] € (=1,2) = B.
Para la clausura, tenemos que:

Proposicion 2.1.9. Sean X, Y espacios totopologicos, A C X, A compacto en X yW CY
W abierto en 'Y entonces <A, W> - <A, W>

Demostracion. Por contradiccion:

Sig¢ <A,W> entonces g € (a, Y — W) para algin a € A. Ya que el conjunto unita-
rio {a} es siempre compacto y claramente Y —WW es abierto, (a,Y — W) es una vecindad
de g en la c-topologia, y (A, W) <a,Y — W> = (), por definicién de adherencia nos

encontramos con que g¢ <A, W> .
0

El espacio YX contiene algunos subespacios ttiles.

Proposicién 2.1.10. (i) Para cada y, € Y, sea ¢y, : X — Y la funcion constante ¢y, (v) =
Yo para cada x € X. La funcion j : Y — Y~ dada por j(y) = c,, para todoy €Y es
un homeomorfismo de Y sobre un subespacio de Y; por lo tanto Y siempre puede ser
encajado en YX.

(ii) Sea Yy CY un subespacio de 'Y, entonces Yg~ es homeomorfo al subespacio
So={feY¥|f(X)CYy} CYY

Demostracion. (i) Dado que las afirmaciones ¢, € (A,V) y y € V son equivalentes, es
evidente que la inyeccién j es un homeomorfismo.

j: Y =YX
y—cy: X =Y
r—=cy(r) =y
tenemos Y = j(Y) C Y asi concluimos que Y siempre puede ser encajado en YX.
(1) Sea
Q }/OX — So
fo=elf)=171
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¢ es la funcion identidad, si W C Y, W abiertoen Y y V = (W NY;) C Yy, V abierto
de Yp, la formula

P (A V)] = (A, W) N S

muestra que ¢ es un homeomorfismo.
O

Ejemplo 2.1.11. El analago de la Proposicion 2.1.10(ii), para X, C X, es falso: es decir,
una funcion f : Xy — Y no necesariamente es extendible a X , de modo que Y X en
general no es un subespacio de YX. Veamos un ejemplo.

Sea X = R? sabemos que el espacio (R?, Tsurgenfrey) 1O €s normal, entonces por
el Teorema de Extension de Tietze (Teorema 1.3.23), existen X, C R?, X, cerrado y
f: Xy — R continua tal que f no se puede extender a todo R? de manera continua, es
decir, no existe F': R? — R, F continua y tal que K., =T

Veamos que algunas de las propiedades de separacion de Y~ estdn determinadas por
las de Y.

Teorema 2.1.12. (i) Y es T; si y solo si Y es Ty parai=0,1,2 y 3.
(ii) YX es reqular si y sélo si Y es reqular.

Demostracion. (i) Si YX es T; o regular, entonces por la Proposicion 2.1.10, Y puede
ser considerado como un subespacio de Y~, como ser 7 o regular son propiedades
hereditarias, entonces Y debe tener estas propiedades también.

Por lo tanto solo nos queda probar los reciprocos.

Como lo que mas nos interesa es el caso de los espacios Hausdorff, veamos que se
cumple para i = 2, (los casos i = 0, 1,3 son similares).

Sea f # g; entonces f(xg) # g(x¢) para algin zo € X. Como Y es Hausdorff,
existen vecindades disyuntas U(f(zo)); V(g(z0)), de modo que (zo,U), (xo, V), son
vecindades disyuntas de f y g respectivamente. En efecto, si h € (x,U) N (xq, V)
entonces h(zg) € UNV = {) lo que nos llevarfa a una contradiccion.

(ii) Veamos que Y es regular. Dados A C X, A compacto, V C Y, V abierto y
f e (A V), entonces f(A) CV, f(A) es compacto en Y y Y es regular, entonces por
la Proposiciéon 1.2.17, existe un abierto W con f(A) C W C W C V. Concluimos que
fe (A W) C <A,—W>§ <A, W> C (A, V), lo cual establece la regularidad de Y.

0

Ejemplo 2.1.13. Si Y es normal, entonces Y no necesariamente es normal. Veamos un
ejemplo.

Sean X = {0,1}, X espacio discreto, Y = R. Veamos que:

(R, Tsorgenfrey) €s normal pero (R{%Y 7. ) no es normal. En efecto:

sean F, H cerrados en (R, Tgurgenfrey), cOl

FAH=0,F+#0 H%0.

Para cada a € F, si a ¢ H entonces a € R — H, R — H es abierto, entonces existe una
vecindad bésica [a, z,), tal que a € [a,z,) C R — H. Anélogamente para cada b € H,
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sib¢ F entonces b € R— F C R, R — F abierto, entonces existe una vecindad basica
[b, ) tal que b € [b,2,) C R — F. Sean

U:== U a,z,) yV := béJH [0, ),

acF

U,V abiertos, conac U, beV, FCU HCVyUNV =0.
Ahora, por el Ejemplo 2.1.5 sabemos que si X = {0, 1} es el espacio discreto entonces

2 ~ (T2
CO. - ) )
(R y Teo 0) (R Tprod)
por otro lado
<R27 TSm“genfrey) = (Rza TSorgenfrey X TSorgenfrey) = (R27 Tprod)

entonces (R?, 7ep0) = (R?, Tsorgenfrey). Veamos que (R?, 7,,04) 10 es normal.

Por Lema 1.3.22, si X contiene un conjunto denso D y un subespacio cerrado, rela-
tivamente discreto S, con | S |> 2/P! entonces X no es normal. En efecto:

Sean S = {(z,—z) | x € R}, S C R?, S cerrado en R? y relativamente discreto (véase
Figura 2.2), D=Q x Qdensoen R xR, D CR? y | S |= Ny, | D |= R, entonces

Ry =| S |> 2P = 2% =,

entonces (R?, 7,,04) 10 es normal, por lo tanto (R?, 7,,,) no es normal.

Figura 2.2: (R?, Torgenfrey) 1O €s normal.

Dado que se consideran soélo subconjuntos compactos de X en la definicion de la
topologia de YX, es de esperar que la c-topologia tendra especial importancia cuando
X contiene “suficientes” subconjuntos compactos para definir su topologia.

2.2. Continuidad de la composiciéon y la funcién evaluacion.

Sean X,Y y Z tres espacios. Para f € YX y g € ZY, la composicién go f € Z¥X,
de modo que T(f,g) = g o f define una funciéon T : YX x Z¥ — Z¥. Investiguemos la
continuidad de 7.
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Proposicion 2.2.1. T es siempre continua en cada argumento separadamente, esto es:

(i) g — go f1 es funcion continua Ty, : Z¥ — ZX para cada f fija.

(ii) f — g1 o f es funcion continua Ty, : Y — Z* para cada g, fija.

Demostracion. (i) Veamos que T';; 1. ZX — ZY es abierta. En efecto: sea (A, V) vecindad
subbaésica de g o fi, con A subconjunto compacto de X y V abierto de Z. Observemos
que
gofi € (AV)s (gofi)(A)CV

< g(fi(A) cV

< g€ (fi(4),V),
y dado que f1(A) es subconjunto compacto de Y, entonces (fi(A), V) es en efecto una
vecindad de g; asi T'[f1, (fi(A), V)] = (A, V), estableciendo la continuidad de T%,.

(ii) Esta prueba se hace similarmente; sea (A, V) vecindad subbésica de g; o f,
con A subconjunto compacto de X y V abierto de Z. Veamos que las afirmaciones
giofe(AV)y fe(A g (V)) son equivalentes. En efecto

grof € (AV)e (o f)(A)CV

< alf(4)cV

< f(A) Cgr(V)

o fe (A gt (V)),
y dado que g; (V) es abierto en Y, entonces (A, g7 '(V)) es en efecto una vecindad de
f; asi

T[(A g (V). q] = (A, V),

estableciendo la continuidad de 7§, .

Este resultado se resume mediante el uso de la siguiente terminologia.

Definicién 2.2.2. Para cada funcién continua fija f : X — VY, la funcion f*+: 2¥ — ZX,
dada por fT(g) = go f, se llama la funcion inducida por f. Similarmente cada
funcion continua g : Y — Z induce una funcion g* : Y* — Z% dada por g*(f) = go f.

La Proposicién 2.2.1 simplemente establece que una funciéon de espacios de funciones,
inducida por una aplicaciéon continua de uno de los factores, es siempre continua.

En general, T no es continua en ambas variables, como veremos méas adelante (en el
Ejemplo 2.2.6). Sin embargo se tiene:

Teorema 2.2.3. Sean X, Z espacios de Hausdorff yY localmente compacto. Entonces la
funcion T : YX x Z¥ — ZX es continua.

Demostracion. Veamos que T~ : ZX — YX x ZY es abierta. Sean f; € YX, g € ZV y
(A, W) una vecindad de g; o f1, con A subconjunto compacto de X y W abierto de Z.
Observe que

giofi € (AW) < giofi(A) S W
< gi(fi(A) cW
& fi(A) C gt (W),
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como g; (W) es subconjunto abierto de Y, f1(A4) C g; "(W) y fi(A) es compacto en Y,
la compacidad local de Y y el Teorema 1.2.27 aseguran que hay un abierto relativamente
compacto V' con

filAyc vV cV cg'(w).
Asf tenemos vecindades f; € (A, V) , g1 € (V, W) y claramente,

T [(A, V) (V,W)] C (A,W).

Entonces T : YX x Z¥Y — ZX es continua.

La funcién evaluacion juega un papel importante en los espacios de funciones.

Definicién 2.2.4. Para cualesquiera dos espacios Y y Z, la funcién w : Z¥ xY — Z
definida por w(f,y) := f(y) se llama la funcién evaluacion de ZY.

Teorema 2.2.5. (i) Para cada yo fijo, la funcion w,, : Z¥ — Z , dada por w,,(f) :=

w(f,v0) = f(yo) es continua.
(ii) Si'Y es localmente compacto, entonces w : Z¥Y XY — Z es continua.

Demostracion. Ya que w es precisamente la funcién de composicion T : YX x Z¥ — ZX,
siempre que X es un espacio que consiste de un unico punto, los resultados (i) y (ii) se

deducen de la Proposiciéon 2.2.1 y el Teorema 2.2.3, respectivamente.
O

Veamos que la compacidad local de Y es esencial en el Teorema 2.2.5(ii), como
mostraremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.6. Sea Q C R los racionales con la topologia inducida (se requiere tnica-
mente que @ sea un espacio completamente regular, no localmente compacto). Sea I el
intervalo unidad cerrado y

w:I®xQ — I
(fo,20) — w(fo,q) := folqo)

la funcion evaluacion. Sea fy : Q — I dada por fo(Q) = 0, y dado g9 € Q cualquier
punto, probemos que w no es continua en (fy, qo), mostrando que w (fo, go) tiene como
vecindad W = {t |t < 1}, y para cualquier vecindad de (fy,qo), la imagen de dicha
vecindad bajo w, no esta contenida en V.

Sea U cualquier vecindad de gy y V = N, (4;,V;) cualquier vecindad bésica de fj,
donde A; es subconjunto compacto de Q para todo i = 1,2,...,n y V; es un abierto
de I para todo i = 1,2,...,n. Puesto que U no es compacto, pues Q no es un espacio
localmente compacto (véase el Ejemplo 1.2.22), mientras que cada A; lo es. Asi U no
puede ser un subconjunto de U ; A;. Por lo tanto existe ¢ € U — U A;. Ahora como

Q es completamente regular, existe una funciéon continua f : Q — I tal que f(q) = 1,

y f(U,A;) = 0. Observando que 0 € N, V;, ya que fo € V entonces fy (4;) C V; para
todo i = 1,2,....,n, luego fy(4;) = {0} C V; para todo i = 1,2,...,n. Llegamos a la
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conclusion de que fe V ,q €U perow (f, a> = f((j) =1 ¢ W. Por lo tanto, w es no
continua.
Este ejemplo también muestra que la compacidad local de Y es esencial en el Teorema

2.2.3: si tomamos el espacio X del Teorema 2.2.3 que consiste de un solo punto, entonces
T se convierte simplemente en la funcién evaluacion.

2.3. Productos Cartesianos

Dados X, T, y Y espacios topolégicos y una funcion h(z,y) = z puede considerarse
como una funcion h: X X Y — Z o como una familia de funciones h*(z) : Y — Z con
X como el espacio de pardmetros. En esta secciéon, se considera el efecto que el cambio
anterior, produce en la continuidad de las funciones h y h*(z).

Para la notacion, sea h : X xY — Z continua en y para cada x fijo; la formula

[ ()] (y) = h(z,y)
define, para cada z fijo, un h*(z) : Y — Z, asi: x — h*(x) es una funciéon
D G AN
Reciprocamenente, dada una h* : X — Z¥, la formula

[h*(z)] (y) = h(z,y)

define una h : X XY — Z continua en y para cada z fijo. Las funciones

h:XxY—=>Z y h:X—>2¥

relacionadas por la formula anterior, son llamadas asociadas.

El hecho més importante de la c-topologia es:

Teorema 2.3.1. (i) Si h : X xY — Z es continua entonces h* : X — ZY también es
continua.

(ii) Si h* : X — ZY es continua, y si Y es localmente compacto, entonces h :
X XY — Z también es continua.

Demostracion. (i) Es suficiente demostrar que para cada zg y cada subbéasico (A, V) que
satisface h*(zg) € (A, V), hay una vecindad U(zg) con h*(U) C (A,V). De manera
equivalente, debemos demostrar que, si h(zg, A) C V, entonces hay una vecindad U (x)
abierta con h(U x A) C V. Para esto, tengamos en cuenta que {zo} x A C h=1(V) y que
debido a que h es continua, h (V') es abierto; puesto que A es compacto, el Corolario
1.2.18 se aplica para obtener una vecindad U(zg) con U x A C h*~1 (V). Esto completa
la prueba.

(ii) Tenemos las funciones continuas h : X — Z¥ y 1, : Y — Y entonces la secuencia

h*x1 w . . s . .
de X xY 57 ZY xY 55 Z es continua: la primera funcién es continua por el Teorema
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1.1.18(ii), y porque Y es localmente compacto, asi también la funcion w es continua.
Por consiguiente, la funciéon compuesta es continua, y esto es

h:=wo(h"x1,): XxY — Z
(z,y) = wh™(x),y) = h*(z)(y)
= h(z,y).

2.4. Bases para Z¥

En los conjuntos subbasicos abiertos (A, V) para la topologia de ZY, los conjun-
tos abiertos V' C Z y los conjuntos compactos A C Y se pueden restringir a ciertas
subfamilias, y la colecciéon resultante seguira siendo una subbase para la c-topologia.

Proposicién 2.4.1. (i) Sea BB ={W, | a € &/} una subbase para Z. Entonces la familia
{{(A, W) | ACY, AescompactoyW € A},

es también una subbase para Z¥ .

(i1) Sea F = {C, | a € &} una familia de conjuntos compactos en'Y con la siguiente
propiedad: para cada compacto A y abierto U con A C U, hay un nimero finito C; € F
con A C U ,C; CU. Entonces la familia

{C;W)|CeZF W e A}
es también una subbase para ZY .

Demostracion. (i) Es suficiente demostrar que, dado f € (A, V) hay un ntumero finito
(A, Wiy, Wy € B, con f e Ny (A, W;) C (A, V). Empezamos por la observacion
de que, debido a que V es abierto y 4 es una subbase, se deduce que la féormula
V' = UgVj3, donde cada Vj es una interseccion finita ﬂ;?(:ﬁl) W ;. Ahora, ya que f(A) CV,
los conjuntos de {f~!(V3) N A} son abiertos (en A), que cubren el compacto A, por lo
que podemos extraer un subcubrimiento finito {f~Y(V;)N A}, i = 1,2,...,n, (ya que
A es normal); para obtener Ay, Ay, ..., A, compactos, con A = U A;, vy A; C f~1(V}),
para cada ¢ =1,...,n. Ya que

fe(4, V)= <Ai7ﬁ§gm,j> = Mi (Ai, Wij),
para cada ¢, encontramos
Feny nt) (A, W) = 0y (A Vi) C (AU V) C (A V),

como se queria.
(i7) Dado f € (A, W), se puede elegir un nimero finito C; € % con

ACUL G C fHW);
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entonces f € (C;, W) para ¢ =1,...,n, de modo que
S m?:l(civ W) = ( ?:1Ci7w) C (Av W)>

asi la prueba queda completa.
0

Ejemplo 2.4.2. En ZX*Y los conjuntos (A x B,V), donde A C X, B C Y, A, B son
compactos y V' C Z, V es abierto, forman una subbase para la c-topologia. Para esto,
sea C' C X X Y compacto, y sea W una vecindad de C. Si A y B son las proyecciones
de C sobre X y Y, respectivamente, entonces A x B es compacto (por lo tanto, normal)
y contiene C; por lo tanto cada ¢ € C tiene una vecindad U. x V. en A X B con
U.x V. C (Ax B)NW. Ya que C es compacto, se puede extraer una cubierta finita
{Ue; x Vi}; luego C C U (UC,L. X Va) C W y debido a que U,,, V.. son compactos, la
condicion (i) de la Proposicion 2.4.1 se satisface.

También utilizamos la Proposicion 2.4.1 para establecer el siguiente teorema:

Teorema 2.4.3. Sea Y localmente compacto y X y Z espacios arbitrarios. La funcion
h — h* establece un homeomorfismo entre ZX>*Y y (Z¥)X.

Demostracion. Es evidente que h — h* es biyectiva. Una subbase para (ZY)¥ consiste de
todos los pares (A, (B,W)),donde A C X, BCY, A, B son compactosy W C Z, W es
abierto. Por el Ejemplo 2.4.2 los conjuntos (A x B, W) forman una subbase para ZX*Y’;

dado que h € (A x B,W) siy solo si h* € (A, (B,W)), el teorema queda demostrado.
O

2.5. Un Contraejemplo Elemental en la Topologia Compacto-
Abierto.

En esta secciéon analizaremos un ejemplo presentado en [1].

Supongamos X vy Y espacios topolégicos compactos. Sea Y¥ el conjunto de las
funciones continuas de X a Y, y dotamos a este conjunto de la topologia compacto-
abierto. Un problema interesante de topologia es probar o refutar que Y~ es compacto.

.Cual es la topologia compacto abierto en Y*? Sea C' un subconjunto compacto de
X y U un abierto de Y. Sea (C,U) el conjunto de todas las funciones f € Y tales que
f(C) C U. Entonces, los conjuntos (C, U) forman una subbase de la topologia-compacto
abierto en YX.

Resulta que Y¥ no necesariamente es compacto, incluso si X y Y lo son. Esto
es conocido por los expertos, pero no se encuentra en textos elementales tales como
2], [5], [6] ¥ [8]. El proposito de esta seccion es hacer un breve analisis del contraejemplo
proporcionado en la nota [4]. Todo lo que necesitamos es el teorema del valor intermedio,
el cual recordamos a continuacion:

Teorema 2.5.1. Teorema del Valor Intermedio:
Sea [ continua en cada punto de un intervalo cerrado |a,b]. Escojamos dos puntos
arbitrarios xi,xs € la,b] con x1 < w9, tal que f(xy) # f(xs). Entonces dado ¢ €

(f(x1), f(x2)), existe x € [a,b] tal que f(x) = c.
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En nuestro contraejemplo, tomamos X =Y = I, el intervalo unidad cerrado [0, 1]
con la topologia de subespacio usual heredada de R. Una prueba comiin de que I’ no es
compacto usa el hecho de que la topologia compacto-abierto coincide con la topologia
uniforme en I y que la sucesién (f,), definida por f,(x) = 2™ no tiene ninguna
subsucesion uniformemente convergente, dado que la funcién limite no es continua.
(Véase la Figura 2.5)

f1

Figura 2.3: Sucesion (f,), en I7.

Para nuestra prueba, escojamos € < 1/2. Para x € I, sea
U=S{z},(x—ex+e)NI).

Estos conjuntos forman un cubrimiento abierto de I, ya que, por el teorema de valor

intermedio, toda funcion continua de I a I tiene un punto fijo, en efecto: sea F : [0, 1] —

[0, 1] una funciéon continua. Veamos que existe zq € [0, 1] tal que F(zq) = 0.
Definamos una funciéon G como:

G(z) = F(z) — x.

Esta funcion es continua por ser composicion de un polinomio (—z) y una funcion F
continua. Como la imagen de F solo recorre el intervalo [0, 1] entonces 0 < G(0) = F(0),
asi como G(1) = F(1) —1 <0 (ya que F(1) es a lo sumo 1). Luego, por Teorema 2.5.1,
existe un punto zo € [0, 1] tal que G(zo) = 0. Es decir

G(zg) = F(x9) —20=0

entonces
F(l’o) =X

El caso que G(0) = G(1) = 0 es trivial, ya que en este caso F/(0) =0y F(1) = 1.
Ahora probemos que el cubrimiento abierto {U, } no tiene subcubrimiento finito. Sea
Uz, Ug,, ..., U, una subcoleccion finita de este cubrimiento abierto y, sin pérdida de
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generalidad, supongamos que z; < 73 < ... < x,. Dado que € < 1/2, ningn conjunto
U,, cubre I'. Escojamos y; € I\ (v; —€,7; +¢) cada i = 1,2,...,n. Sea f la funciéon
lineal a trozos que conecta a (0, f(0)), (z1,y1),(x2,Y2) o-rs(Tn, yn), v (1, f(1)), donde
f(0)=0sizy #0y f(1) = 1siz, # 1. Entonces es claro que f ¢ U,, para todo i, pero
f € I' 1o cual prueba que esta subcoleccion finita no cubre a I7. Asi I no es compacto
en la topologia compacto-abierto.

J. Groves comenta al final de su nota: “Me gusta esta prueba porque es un buen
ejemplo de las definiciones de compacidad y de la topologia compacto-abierto, y es una
buena aplicacion del teorema del valor intermedio”.

2.6. Resultados obtenidos por Ralph H. Fox.

En esta seccion presentaremos los resultados obtenidos por Ralph H. Fox en [3].

Dados X, T, y Y espacios topologicos y una funcion h : X x T'— Y continua en X
para cada t fijo, existe una funcién h* asociada con h, h* : T — F :=Y X F el espacio
cuyos elementos son las funciones continuas de X a Y. La funcién h* se define como
sigue:

T — Y™
T — hy(x) = h(z,1).

La correspondencia entre h y hx es uno a uno, en efecto:

dadas h, f : X x T — Y, entonces veamos que si h* = f* implica h = f, es decir: si
h*(t) = f*(t), para todo t € T, tenemos que hi(x) = fi(x), para todo x € X, entonces
h(z,t) = f(x,t) entonces h = f.

Aunque la continuidad de una h particular depende solamente de los espacios topo-
logicos dados X, T y Y, la topologia del espacio de funciones F := Y est4 involucrada
en la continuidad de h*. Seria deseable asi, “topologizar” F' := Y* de tal manera que
las funciones h* que sean continuas, sean precisamente aquellas que correspondan a
funciones continuas h. Se ha sabido por mucho tiempo que esto es posible si X satisface
ciertas condiciones, el principal de lo cual es el estado de compactacion local (Teorema
2.6.1). Esta condiciéon a menudo se percibe como demasiado restrictiva (ya que excluye
practicamente la posibilidad de que ella misma siendo X un espacio de funcion), y desde
hace varios anos, en una carta, Hurewicz le propuso a R. H. Fox el problema de definir
una topologia para F' cuando X no es localmente compacto. En ese momento R. H.
Fox se presento con un ejemplo (esencialmente el Teorema 2.6.3) que esto no es posible
en general. Recientemente he descubierto que, mediante la restricciéon de la rango de T’
en una manera muy razonable, una de las topologias estandar para F’ tiene la propie-
dad deseada incluso para espacios X que no son localmente compacto (Teorema 2.6.2).
En este ultimo resultado la condicién de compacidad local se sustituye por el primer
axioma de numerabilidad y esto es una condicién menos problemaética.

Es importante aqui senalar que el problema es motivado por la teoria de homotopia,
es decir, en el caso especial en el que T' = [0,1], cuando T es el intervalo unidad, h
es una homotopia y h* es un camino en el espacio de funciones; en la topologia de
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deformaciones, usualmente se requiere la equivalencia de los conceptos de “homotopia”
y de “camino en un espacio de funciones”.

Entre las diversas topologias posibles sobre F' := Y ¥ hay una, a la que él llama la
topologia (co.o.) compacto-abierto, la que parece ser la mas natural. Para cuales-
quiera dos conjuntos, A en X y W en F, sea (A, W) el conjunto de aplicaciones f € F'
para las cuales f(A) C W. La topologia co.o. se define seleccionando como una subba-
se para los conjuntos abiertos de F, los conjuntos (A, W), donde A recorre todos los
subconjuntos compactos de X y W recorre todos los subconjuntos abiertos de Y.

Teorema 2.6.1. St X es reqular y localmente compacto, Y un espacio topoldgico ar-
bitrario, y si F tiene la topologia compacto-abierto, entonces la continuidad de h es
equivalente a la continuidad de h* para cualquier espacio topologico T.

Teorema 2.6.2. Si X es un espacio que satisface el primer axioma numerabilidad, Y
un espacio topoldgico arbitrario, y si F' tiene la topologia compacto-abierto, entonces la
continuidad de h es equivalente a la continuidad de h* para cualquier T, que satisface
el primer axioma de numerabilidad.

Teorema 2.6.3. Si X es metrizable separable y'Y es la recta real, entonces con el fin de
que sea posible topologizar F' tal que la continuidad de h y de h* sean equivalentes, es
necesario y suficiente que X sea localmente compacto.

Lema 2.6.4. 5% F' tiene la topologia compacto-abierto, entonces la continuidad de h
implica la continuidad de h* sin hacer restriccion alguna sobre los espacios topologicos
X, T, yY.

Demostracion. Sea W un conjunto abierto en Y y A un conjunto compacto en X y sea
to un punto en h*~ ((A,W)) . Entonces A x ty C h=1(W). Como h~' (W) es abierto, es
decir es la uniéon de conjuntos abiertos U, x V. Puesto que A es compacto, A X t esta
contenido en una unién finita U} ;U; x V; con cada V; una vecindad de ¢,. Entonces

N?_,V; es un entorno abierto de ty y esta contenido en h*~! ((A, W)) .
O

Demostracion. del Teorema 2.6.1.

En vista del lema es suficiente para probar que la continuidad de A* implica la
continuidad de h. Sea TV un conjunto abierto en Y y sea (g, t) un punto en A~ (W). Ya
que h*(tp) es continua en z, existe un entorno abierto U de x, tal que h*(to) € (U, W) .
Debido a las condiciones sobre X, existe una vecindad R de z, abierta tal que R es
compacto y contenido en U. Dado que <R W> es abierto y contiene h*(ty), existe un
entorno abierto V' de ¢, tal que h*(V') C <E, W> C (R, W). Asi R x V es un entorno

abierto de (zo,ty) que esta contenido en A= (W).
O

Demostracion. del Teorema 2.6.2.

Al igual que antes, tenemos que demostrar que la continuidad de hA* implica la
continuidad de h. Sea W un conjunto abierto en Y y supongamos que h™*(W) no es
abierto. Entonces hay un punto (xg,t) en h='(1W), que también se encuentra en la
clausura del complemento de h™*(W). Sea {Gn} una base para los conjuntos abiertos
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de X x T en el punto (xg,t) y escojamos, para cada entero n, un punto (x,,t,) en la
interseccion N;<,G; y el complemento de A~ (W). Dado que h*(ty) es continua en z,
existe un entorno abierto U de x tal que h*(t,) C (U, W) . Sea A = UNUX z,,. Como
A es compacto, (A, W) es abierto y ya que h* es continua y ty € h*~1 ((A, W)), existe
un vecindad V' de ¢y tal que h* (V) C (A, W) . Hay un ntumero entero N tal que z, € U
y t, € V cada vez que n > N. Por lo tanto h(x,,t,) € W para todo n mayor que N.
Esta contradiccion con la eleccion de los puntos (2, t,) prueba que h=! (W) es abierto.

Por lo tanto h es continua.
O

Lema 2.6.5. Sea X un espacio metrizable separable, sea Y la recta real, y supongamos
que la topologia de F' es tal que la continuidad de h para T = [0, 1] implica la continuidad
de h*. Sea W = (a,b) un intervalo abierto finito en' Y y sea A un subconjunto cerrado
de X que no es compacto. Entonces el conjunto (A, W) no tiene puntos interiores.

Demostracion. Dado que A no es compacto existe una sucesion {z, } en A tal que U2z,

es cerrado en X. Dado cualquier elemento h*(0) de el conjunto (A, W) vamos a definir
hi(z,) == min {1 + b, ho(z,) + nt)}.

Dado que la funcion h se define sobre el conjunto cerrado (X x [0]) U (U2, 2,) X [0,1])
este puede extenderse de forma continua sobre el espacio normal X x [0,1]. Si¢ > 0
existe un entero n tal que a + nt > 1+ b; por lo tanto, h*(t) esta en el complemento de
(A, W) para cada t positiva. Por hipotesis la topologia de F' es tal que h* es continua.

Por lo tanto h*(0) pertenece a la clausura del complemento de (A, W) .
O

Lema 2.6.6. Si la topologia de F' es tal que la continuidad de la h* siempre implica la
continuidad de h entonces, dado un punto xo in X, un conjunto abierto W en Y, y un

elemento fy en (xg, W), eziste un entorno R de xo tal que (R, W) es una vecindad de
fo en F.

Demostracion. Definamos ¢(z, ) := f(x) para todo (z, f) € X x F. Puesto que ¢* (f) = f,
¢* es continua y por lo tanto ¢ también es continua. Como ¢~ (W) es abierto, por tanto,
debe existir una vecindad R de z( y una vecindad V' de fy tal que ¢(R, V) C W. Por lo

tantofy € V. C (R, W) y, por tanto, (R, W) es una vecindad de f, en F.
O

Demostracion. del Teorema 2.6.3:

Sea W el intervalo abierto finito (a,b) y supongamos que la topologia de F' es tal
que la continuidad de h y de h* son equivalentes para cada 7. Por el Lema 2.6.6 se
deduce que, dado cualquier punto o en X y cualquier elemento fy en (zo, W), existe
una vecindad R de zg tal que (R, W) es una vecindad de fy en F. Dado que X es regular
hay una vecindad U de zy cuya clausura estd contenida en R, por lo que <U, W> es
también un vecindad de fy. Dado que fy es un punto interior de (U, W) se sigue del
Lema 2.6.5 que U es compacto. Por lo tanto X debe ser localmente compacto. Esto
demuestra la necesidad de la condicién; la suficiencia es una consecuencia del Teorema

2.6.1.
O
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Corolario 2.6.7. 51 Y es la recta real y X es metrizable separable pero no localmen-
te compacto, entonces F' no satisface el primer axioma numerabilidad en la topologia
compacto-abierto.

Demostracion. Sea W el intervalo abierto finito (a,b). Si F' satisface el primer axioma de
numerabilidad entonces el Teorema 2.6.2 se aplicaria para obtener la continuidad de
la funcién ¢ definida anteriormente. Si zy es un punto en el que X no es localmente
compacto y fo cualquier elemento de (xo, W), a continuacion, se desprende de la de-
mostracion del Lema 2.6.6 que existe un entorno de R de zy tal que (R,W) es una
vecindad de fy en F. Sea U una vecindad de xy cuya clausura esta contenida en R, por
lo que fy es un punto interior de <U, W> Como U no es compacto esto no concuerda
con los Lemas 2.6.4 y 2.6.5. Esta contradiccion muestra que F' no satisface el primer

axioma numerabilidad en la topologia compacto-abierto.
0
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Capitulo 3

Otras topologias sobre espacios de
funciones.

Este capitulo incluye la convergencia secuencial y la convergencia punto a punto,
algunos resultados importantes donde se hacen algunas comparaciones entre la conver-
gencia de sucesiéon en Y con la topologia de compacto-abierto y los otros tipos de
convergencias definidas en el conjunto Y.

3.1. Convergencia secuencial en el espacio Y~

Mostraremos en esta seccion que cada vez que Y es un espacio métrico, la convergen-
cia secuencial en Y es precisamente la convergencia clasica de la teoria de funciones,
sobre cada subconjunto compacto de X.

Definicién 3.1.1. Sea (f,,),, una sucesion en Y con la topologia compacto-abierto, deci-
mos que f, converge a f si para todo (C, V') abierto subbasico de Y* tal que f € (C, V),
existe N € N tal que si n > N entonces (f,) € (A,V).

Definicién 3.1.2. Sean (Y, d) un espacio métrico y X un espacio arbitrario. Una sucesion
(fn), en Y se dice que converge a f € Y uniformemente en cada subconjunto
compacto, si para cada compacto C' C X y cada € > 0 existe un entero N = N(C,¢)
tal que d(f(c), fu(c)) < € paracadan > N y cada ce C .

Teorema 3.1.3. Sea (Y, d) espacio métrico y X un espacio arbitrario. Una sucesion (f,),
en YX converge a un f € YX uniformemente en cada subconjunto compacto, si y solo
si f,, = f en la c-topologia de Y.

Demostracion. =—>] Supongamos que f, — f segin la Definicion 3.1.2, y sea f € (C, V).
Puesto que C' es compacto, tenemos que

d(f(C),Y —V)=¢ > 0.

Sea ahora N = N(C,¢); entonces para n > N, tenemos d(f(c), fn(c)) < € para todo
c € C,y por lo tanto f, € (C,V) para todo n > N. Asi f, — f en la topologia
compacto-abierto.
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<] Sea f,, — f en la topologia compacto-abierto. Dado cualquier compacto C' y
e > 0, cada ¢ € C tiene un vecindad U(c) con

f(U(c)) € B(f(c),e),
cubriendo a C' con un nimero finito
Ule)NC,...U(c,) NC,
obtenemos compactos C,...C,, con C' = U ,C;. Sea W la vecindad
N, < Gy, B(f(ci),e) >

de f, tenemos que si f,, € W, entonces d(f,(c), f(c)) < 2¢ para todo ¢ € C.
O

En el Teorema 3.1.3, se ha supuesto que la funciéon limite f es continua; si omitimos
este requisito de continuidad , tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 3.1.4. Sea (f,) una sucesion en Y que converge uniformemente en cada

subcongunto compacto de alguna funcion f. Entonces fic es continua para cada compacto
ccy.

Demostracion. Sea C' compacto, y f, — f como en la Definicion 3.1.2. Probemos quef
es continua en cada ¢y € C. Dado € > 0, existe un entero n con d(f(c), fn(c)) < € para
todo ¢ € C'. Tenemos que:

d(f(c), flco)) < d(f(c), fulc)) + d(fnlc), fulco)) + d(fulco), f(co))

encontramos d(f(c), f(cy)) < 3¢ en la vecindad CN f, ! [B(fn(co), €)] de ¢y, completando

asi la prueba .
O

Otro tipo de convergencia, estrechamente relacionada con la de la Definicion 3.1.2,
se da en la siguiente definicion:

Definicién 3.1.5. Una sucesion (f,), en YX converge continuamente a f € Y si
fo(zn) — f(x) para cada z € X y la sucesion z,, — x.

Proposicién 3.1.6. Sea (Y, d) un espacio métrico, y sea X 1° contable. Entonces, la con-
vergencia continua en Y™ es equivalente a la convergencia uniforme en cada subconjunto
compacto de X.

Demostracion. (Por contradiccion):

Supongamos f, — f continuamente, pero no de manera uniforme en un conjunto
compacto C' C X. Entonces hay un € > 0, y una sucesion de ntimeros enteros n; < ng <
..., y una sucesion de puntos ¢ € C tal que d(f,, (ck), f(ck)) > € para cada k > 1.
Puesto que C' es compacto toda sucesion de elementos de C, admite una subsucesion
convergente en C'y ademas como C' es 1° contable, podemos asumir que ¢, — ¢y; de lo
contrario, se utiliza una subsucesion y la Proposicion 1.3.11(ii). Debido a la convergencia
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continua, se deduce que fi(cx) — f(co), ¥y , por la continuidad de f, nos encontramos
con que

d(fu(cx), fer)) < d(fu(ck), f(co)) +d(f(co), f(cr)) = O,

lo cual es una contradiccion.

Reciprocamente, asumiendo f,, — f uniformemente en cada conjunto compacto y sea
x, — xo, entonces C' = {x,} U{xo} es compacto, por lo que f,jc = f|c uniformemente;
por lo tanto tenemos que:

d(fn(n), [(20)) < d(fn(xn), f(2n)) + d(f(2n), f(20))

y la continuidad de f , encontramos que f,(x,) — f(zo).

3.2. Convergencia punto a punto en el espacio Y*

Hemos visto que la topologia compacto-abierto describe la convergencia uniforme
en cada conjunto compacto. Otro tipo de convergencia utilizado con frecuencia en el
anélisis se da en la siguiente definicion.

Definicién 3.2.1. Una sucesion (f,), C VX converge punto a punto auna f € Y~ si
fn(x) = f(x) para cada z € X, z fijo.

Es evidente que la convergencia uniforme en cada conjunto compacto implica la
convergencia puntual. Los ejemplos clésicos del analisis muestran que:
(i) El reciproco no es cierto.
(ii) Que si una sucesion (f,), C Y converge punto a punto a una funcion f,
entonces f puede no ser continua.

Ejemplo 3.2.2. Sean (f,), una sucesion en I7, dada por f,(z) =1 — 2", conn € Ny
g : I — I la funcion definida por: (véase la Figura 3.2.2).

g: I —1

r—g(r) =

1 st0<z<1
0 siz=1 )

Veamos que (f,), — ¢ cuando n — oo, aunque (f,), no converge en I’ porque
g ¢ I'. En efecto:

Sia € [0,1) es claro que (f,(a)), — 1 puesto que a” — 0 cuando n — o0, y como
g(a) =1 entonces (f,(a)), — g(a).

Si a = 1 entonces (f,(a)), — 0 puesto que a™ — 1 cuando n — 0o, y como g(a) = 0
entonces (fn(a)), — g(a). Por lo tanto (f,), — ¢ cuando n — oo.

Obtenemos que g|,, 1o es continua. Véase la Figura 3.2.2.

El Ejemplo 3.2.2 ilustra las condiciones (i) (usando la Proposicion 3.1.4 y la obser-
vacién anterior de que g, mo es continua) y (ii).
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f1

= e o — — ¢

Figura 3.1: Sucesion (f,,) y la funcion limite g

Para obtener una topologia para el conjunto Y ¥ en la que la convergencia secuencial
es equivalente a la convergencia puntual, veamos la siguiente definicion.

Definicion 3.2.3. En el conjunto Y, se define la p- topologia, como la topologia que tiene
como subbase, la familia {(z, V) | z € X,V C Y,V abierto} . Este espacio se denota por
Y¥(p).

La p- topologia esta evidentemente contenida en la c-topologia, ya que los
conjuntos compactos utilizados en la definicién de la subbase para la c-topologia se
sustituyen por puntos individuales. La verificaciéon de que la convergencia secuencial en
Y (p) es equivalente a la convergencia puntual es inmediata , una vez que establecemos
la siguiente descripcion equivalente de YX(p):

Proposicion 3.2.4. YX(p) es homeomorfo a un subespacio del producto cartesiano

[1{Y. | z € X}, donde cada Y, es una copia de Y. En efecto:
Si por cada f € YX, definimos

zeX
entonces YX(p) es homeomorfo a u(Y™X).

Demostracion. Es evidente, que p es inyectiva . Sea N}, (x;, U;) cualquier conjunto abierto
basico en Y (p). Definimos U,, C Y,, como el conjunto U;, tenemos que

2 [ﬂ?:l <xiv Ul>] = <U117 SRR U:En> N N(YX)u

establece que i es un homeomorfismo.
O

Dado que la convergencia en los productos cartesianos es equivalente a la con-
vergencia en cada compacto del producto, es evidente de la Proposicion 3.2.4, que la
convergencia en YX(p) es equivalente a la convergencia puntual.
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Proposicion 3.2.5. (i) Para cada xy € X fijo, la funcion evaluacion w,, : YX(p) = Y
es continua.

(ii) Si f : Z — X es continua , la funcion inducida f* : Y*(p) — YZ(p) también
es continua.

Demostracion. (i) Basta observar que w,, = py, o 1t donde

Pao [ [ Yo = Yoy =Y

es la proyeccion sobre el factor xg.

(71) Es suficiente con ver que la preimagen de un abierto subbésico es una abierto.
En efecto: Sean z € Z, y V C Y, V abiero en Y entonces (z, V') un abierto subbésico
de YZ(p). Tenemos:

(S V)) {geYX) | fT(g) €(zV)}

(
{9eY¥ () lgofe(zV)}
{9eY () [(gofl(z) eV}
{9eY* ()| (9(f(2) €V}
{9eY ) g€ (f(2),V)},

y dado que f: Z — X continua, entonces f(z) € X, luego (f(z), V) es una abierto
de Y¥(p), estableciendo asf la continuidad de f*.

NN 1N NN

)
)
) |
) |
) |
)

O
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Capitulo 4

Conclusiones y Tareas Pendientes

1 El presente trabajo tuvo como objetivo central realizar un estudio detallado de la
topologia compacto-abierto. Un aspecto importante en este trabajo fue haber estudiado
minuciosamente la respuesta a la pregunta que Hurewicz le realiz6 a Ralpha. H. Fox.

Problema: Dados X, T y Y tres espacios topoldlogicos y una funciéon h : X xT — Y
la cual es continua en z, para cada t fijo existe una funciéon h* : T — F = YX h*
asociada a h. La funcién h* se define por h*(t) := h; : T — Y tal que hy(z) := h(z, 1),
para todo z € X. ;Como “topologizar” F' de tal manera que la funcién h* sea continua
si, y s6lo si, las funciones h lo son? El trabajo de Ralpha H. Fox permite concluir:

1. Si X es regular y localmente compacto, Y un espacio topolégico arbitrario, y si F’
tiene la topologia compacto-abierto, entonces la continuidad de h es equivalente a
la continuidad de h* para cualquier espacio topologico T.

2. Si X es un espacio que satisface el primer axioma numerabilidad, Y un espacio
topologico arbitrario, y si F' tiene la topologia compacto-abierto, entonces la con-
tinuidad de A es equivalente a la continuidad de h* para cualquier 1T', que satisface
el primer axioma de numerabilidad.

3. Si X es metrizable separable y Y es la recta real, entonces con el fin de que sea
posible topologizar F' tal que la continuidad de h y de h* sean equivalentes, es
necesario y suficiente que X sea localmente compacto.

4. Si F tiene la topologia compacto-abierto, entonces la continuidad de h implica la
continuidad de h* sin hacer restricciéon alguna sobre los espacios topoloégicos X, T,
yY.

1 El teorema de Tychonoff no se cumple en la topologia compacto-abierto. Esta
conclusion corresponde al anélisis del contraejemplo de que el espacio de las funciones
continuas de [0,1] a [0, 1] no es compacto en la c-topologia, contraejemplo hallado [4].
Cabe destacar que este articulo fue el punto de partida de este proyecto.

1 Continuidad de la funcién evaluaciéon: para cualesquiera dos espacios Y, Z, la
funcion w : Z¥ x Y — Z definida por w(f,y) := f(y) se llama la funcion evaluacion
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de ZY. Se concluye que: Si Y es localmente compacto, entonces w : Z¥ x Y — Z es
continua.

1 Una ultima conclusion seria acerca de las interrelaciones que se pudieron estudiar
entre la c-topologia y otras topologfas definidas en el espacio de funciones continuas Y X
tales como: la topologia de convergencia uniforme, la topologia de convergencia punto a
punto y la topologia producto, se tiene que: Tproq C Teo.0, TOnv.Unf = Teo.o Si €l espacio YV
es metrizable y X 1° contable, Ty pp C© Teo.o Ya que los conjuntos compactos utilizados
en la definicion de subbase para la c-topologia se sustituyen por puntos individuales.

Tareas Pendientes:
JYX es T si, y solo si, Y es T} para i = %, %, 57
Contraejemplo para mostrar que <A,W> ¢ <A, W> .

Se sabe que en YX, si X es espacio discreto entonces: Tprog = Tcoo. iSe cumple lo
reciprocro?
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