
AGUJEROS NEGROS EN LA TEORÍA GENERALIZADA DE PROCA 1
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6. Agujeros negros estáticos y esféricamente simétricos en la teorı́a generalizada de

Proca 64

6.1. Solución de Reissner-Nordström en Relatividad General 67



AGUJEROS NEGROS EN LA TEORÍA GENERALIZADA DE PROCA 5

6.2. Campo masivo de Proca 70

6.3. Soluciones exactas para el acoplamiento cuártico G4 74
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turas observaciones en el ámbito astrofı́sico, se estudiaron soluciones de agujeros negros en el marco de esta teorı́a.

Para ello, en primer lugar, se determinaron las ecuaciones de campo y de movimiento correspondientes a la acción

generalizada de Proca para, posteriormente, obtener las ecuaciones de campo vectoriales y gravitacionales propias
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funciones que describen al campo vectorial dependiendo del acomplamiento estudiado.

* Trabajo de grado

** Facultad de Ciencias. Escuela de Fı́sica. Director: Yeinzon Rodrı́guez Garcı́a, Doctorado en Fı́sica. Codirector:
Fabio Duván Lora Clavijo, Doctorado en Fı́sica



AGUJEROS NEGROS EN LA TEORÍA GENERALIZADA DE PROCA 10
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Introducción

Pese a que el modelo estándar cosmológico (ΛCDM-Λ materia oscura frı́a) es compatible

con las observaciones (Aghanim et al., 2018), éste no logra darle una explicación fı́sica consistente

a los problemas de la cosmologı́a moderna como lo son: la actual expansión acelerada del universo

(energı́a oscura)(Riess et al., 1998; Perlmutter et al., 1999) y la materia oscura(Bertone and Hoo-

per, 2018). Debido a esto y en un intento por explicar fı́sicamente el problemas de energı́a oscura,

se han construido gran cantidad de teorı́as que modifican la gravedad. Una de las ramas más im-

portantes de estas teorı́as es aquélla que comprende todos los modelos en los cuales se asume la

presencia de un campo acoplado de forma no mı́nima con la gravedad que puede ser escalar (Deffa-

yet et al., 2011; Nicolis et al., 2009; Deffayet et al., 2009b,a; Horndeski, 1974; Deffayet and Steer,

2013; Gleyzes et al., 2015; Crisostomi et al., 2017; Achour et al., 2016), vectorial (Heisenberg,

2014; Tasinato, 2014b,a; Allys et al., 2016b,a; Jimenez and Heisenberg, 2016; Heisenberg et al.,

2016; Kimura et al., 2017; Gómez and Rodrı́guez, 2019; Gallego and Rodrı́guez, 2019) o tensorial

(de Rham et al., 2011; Hinterbichler, 2012; de Rham, 2014; Hassan and Rosen, 2012; Hinterbi-

chler and Rosen, 2012). Además, este gran número de teorı́as existentes es, en sı́, otro problema

importante de la cosmologı́a, lo cual hace imperativo discriminar entre ellas para ası́ descartar las

que no sean compatibles con las observaciones.

Uno de las alternativas usadas últimamente para intentar discriminar entre las diferentes

teorı́as ha sido el estudio de las soluciones de agujeros negros, en razón de las recientes observacio-

nes de ondas gravitacionales. Esto se debe a que las ondas gravitacionales contienen información
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de los objetos que las producen lo que permite conocer más sobre la fı́sica de los agujeros negros y

los alrededores de los mismos. Adicionalmente, con ello se abre la posibilidad de comparar las ca-

racterı́sticas de las ondas gravitacionales provenientes de las observaciones de agujeros negros con

aquéllas predichas por las diferentes teorı́as de gravedad para los éstos objetos astrofı́sicos. Dicho

enfoque ya ha sido recientemente explorado en las teorı́as escalar-tensor, mediante el análisis per-

turbativo de las soluciones de agujeros negros (Kobayashi et al., 2012, 2014; Ganguly et al., 2018)

y el cálculo de los modos quasinormales de las ondas gravitacionales provenientes de éste tipo de

objetos (Tattersall and Ferreira, 2018; Dong et al., 2017). También se ha explorado en las teorı́as

vector-tensor, en especial en la teorı́a generalizada de Proca, en lo que refiere a a la estabilidad de

las respectivas soluciones (Kase et al., 2018; Heisenberg et al., 2018).

En este trabajo se encontró, como primera aproximación y con base en el trabajo de la

Ref. (Heisenberg et al., 2017), soluciones exactas de agujeros negros estáticos y esféricamente

simétricas en la teorı́a generalizada de Proca mediante la correcta aplicación del método variacio-

nal. Ésto se llevó a cabo, en primer lugar, determinando las ecuaciones de campo y de movimiento

de la teorı́a. Posteriormente se determinó el perfil de la métrica y del campo vectorial acoplado

a la gravedad para cada acoplamiento presente en la acción generalizada de Proca. Finalmente se

establecieron las condiciones necesarias para obtener soluciones exactas para cada tipo de acopla-

miento.

A fin de exponer lo anterior, de manera detallada, se ha ordenado el presente documento

comenzando, en el capı́tulo 1 por encontrar el perfil de la métrica para un espaciotiempo estático y

esféricamente simétrico para posteriormente, en el capı́tulo 3, determinar y estudiar las soluciones
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de este espaciotiempo en Relatividad General (Schwarzschild y Reissner-Nordström). Seguida-

mente en el capı́tulo 3 se presenta la teorı́a generalizada de Proca. Luego, en el capı́tulo ?? se

expone el método variacional en la teorı́a clásica de campos en espaciotiempo curvo, método que

se usó en la teorı́a generalizada de Proca para obtener las ecuaciones de campo vectorial y gravita-

cional, lo cual se muestra en el capı́tulo 5. Finalmente, en el capı́tulo 6 se obtienen las soluciones

exactas correspondientes a agujeros negros estáticos y esféricamente simétricos para cada tipo de

acoplamiento presente en la acción generalizada de Proca; además se determinan las condiciones

que deben cumplir los acoplamientos para llegar a las soluciones presentadas.
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1. Espaciotiempo estático y esféricamente simétrico

Sea el espaciotiempo el par (M ,g), en donde M es una variedad 4-dimensional dotada con

la métrica g, un tensor de tipo (0,2) que, escrito en términos de una base local coordenada { ∂

∂xµ },

se representa como

g = gαβ dxα ⊗dxβ , (1)

en donde gαβ son las componentes del tensor g en la base coordenada. Entonces, con el fin de

caracterizar el espaciotiempo, se debe determinar las componentes del tensor métrico en una base

determinada que en este caso es ∂xµ = {∂t ,∂r,∂θ ,∂φ} para lo cual se hace uso de los vectores de

Killing (Nakahara, 2003).

Ahora, debido a que el espaciotiempo a considerar tiene simetrı́a esférica, los vectores de

Killing que dan cuenta de esto son(Frolov and Novikov, 1998)

ξ
µ

(1)∂µ = ∂φ , (2)

ξ
µ

(2)∂µ =−cosφ∂θ + cotθ sinφ∂φ , (3)

ξ
µ

(3)∂µ = sinφ∂θ + cotθ cosφ∂φ . (4)

Además de esto y puesto que el espaciotiempo es estático, existe un vector de Killing en la direc-
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ción ∂t , es decir, ξ
µ

(0)∂µ = ∂t . Esto implica que la condición de simetrı́a

0 = (£∂t g)µν ,

= ξ
µ

(0)∂µgαβ +∂αξ
µ

(0)gµβ +∂β ξ
µ

(0)gµα ,

0 = ∂t(gαβ ), (5)

en donde £~XY = [~X ,Y ] es la derivada de Lie de Y en dirección X̂ , da como resultado que las compo-

nentes del tensor métrico deben ser explı́citamente independientes de la coordenada t. De manera

similar, el vector de Killing (2) lleva a que las componentes del tensor métrico sean independientes

de la coordenada φ , lo que significa que, hasta el momento,

gαβ = gαβ (r,θ). (6)

Por otra parte, los vectores de Killing (3) y (4) conducen, respectivamente, a las condiciones

de simetrı́a

− cosφ∂θ (gαβ )−∂α(cosφ)gθβ +∂α(cotθ sinφ)gφβ −∂β (cosφ)gαθ

+∂β (cotθ sinφ)gφα = 0, (7)

sinφ∂θ (gαβ )+∂α(sinφ)gθβ +∂α(cotθ cosφ)gφβ +∂β (sinφ)gαθ

+∂β (cotθ cosφ)gφα = 0, (8)



AGUJEROS NEGROS EN LA TEORÍA GENERALIZADA DE PROCA 16

las cuales, con α = β = 0, α = β = 1 y α,β = 0,1, indican que

− cosφ∂θ (g00) = 0, (9)

− cosφ∂θ (g11) = 0, (10)

− cosφ∂θ (g10) = 0, (11)

por tanto las componentes g00, g11 y g01 = g10 sean explı́citamente independientes de la coordenada

θ , es decir que g00 = g00(r), g11 = g11(r), g01 = g01(r) y g10 = g10(r).

Para α = 0 y β = 2 se tiene, de las expresiones (7) y (8), que

∂θ (g02)+ csc2
θ tanφg30 = 0, (12)

∂θ (g02)− csc2
θ cotφg30 = 0. (13)

Si se restan estas dos ecuaciones entre sı́, se obtiene

csc2 θ

cosφ sinφ
g30 = 0. (14)

Como esta ecuación debe ser válida para todo valor de θ y φ , entonces g30 = g30 = 0. Esto implica

que las expresiones obtenidas de α = 0 y β = 3 dan como resultado que g02 = g20 = 0.
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Análogamente, si α = 1 y β = 2 se presentan las condiciones

∂θ (g12)+ csc2
θ tanφg31 = 0, (15)

∂θ (g12)− csc2
θ cotφg31 = 0. (16)

Nuevamente, restando estas dos ecuaciones se obtiene como resultado que g13 = g31 = 0. De igual

forma que para el caso anterior, si α = 1 y β = 3, resulta que g12 = g21 = 0.

Examinando el caso para α = β = 2, el cual da las condiciones

∂θ (g22)+2csc2
θ tanφg23 =0, (17)

∂θ (g22)−2csc2
θ cotφg23 =0, (18)

en donde la resta entre sı́ mismas establece que g23 = 0 y, por ende, g22 es independiente explı́ci-

tamente de la coordenada θ , es decir que g22 = g22(r).

Por otra parte, si α = 2 y β = 3 las condiciones de simetrı́a son

csc2
θ tanφg33− tanφg22 = 0, (19)

−csc2
θ cotφg33 + cotφg22 = 0, (20)

a partir de las cuales, se llega a la relación

g33 = g22 sin2
θ . (21)
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Finalmente, si α = β = 3, la expresión obtenida a partir de las condiciones de simetrı́a es

∂θ (g33)−2cotθg33 = 0, (22)

en donde, al combinar con la ecuación (21), se satisface la expresión (22), lo que no arroja nada

nuevo.

Teniendo en cuenta que la métrica es Lorentziana, llámese, sin pérdida de generalidad

− f (r) a g00(r). Por lo tanto, de todo lo anterior resulta que el tensor métrico para este tipo de

espaciotiempo se puede expresar de la siguiente manera:

g =− f (r)dt⊗dt +g01(r)dt⊗dr+g10(r)dr⊗dt +g11(r)dr⊗dr

+g22(r)dθ ⊗dθ +g22(r)sin2
θdφ ⊗dφ . (23)

Cabe tener en cuenta que, dada la ausencia de un sistema de referencia privilegiado, existe

una libertad en la elección del sistema de coordenadas. Con esto en mente, la métrica (23) deberı́a

permanecer invariante ante el cambio de coordenadas

t̃ = t +Φ(r), (24)

donde Φ(r) es tal que dΦ(r)
dt = −g01(r)

f (r) y llamando m(r) a (g01(r))2

f (r) . Siendo ası́, la métrica queda
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expresada como sigue:

g =− f (r)dt̃⊗dt̃ +m(r)dr⊗dr+g22(r)dθ ⊗dθ +g22(r)sin2
θdφ ⊗dφ .. (25)

Sea, por otra parte,

(r̃)2 = g22(r), (26)

definiendo la nueva función h−1(r̃) = 4r̃2m(r̃)
(dg22(r)/dr)2 y quitando las tildes, el tensor métrico para un

espaciotiempo estático y esféricamente simétrico tiene la forma

g =− f (r)dt⊗dt +h−1(r)dr⊗dr+ r2dθ ⊗dθ + r2 sin2
θdφ ⊗dφ (27)

Por último, es oportuno notar que la ecuación (27) es independiente de la teorı́a de la gra-

vedad y del contenido energético presente en el espaciotiempo. Ahora, hecha esta aclaración, en

el siguiente capı́tulo se tendrá en cuenta a la relatividad general como teorı́a de la gravedad, por lo

cual se hará uso de las ecuaciones de Einstein, en ausencia de la constante cosmológica,

Rµν =
1

m2
p

(
Tµν −

1
2

T gµν

)
, (28)

en donde Rµν es el tensor de Ricci, Tµν es el tensor momentum-energı́a, T es la traza de este

último tensor (T = T µ

µ ) y mp es la masa reducida de Planck (mp = 1/
√

8π)(en unidades naturales
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[c = h̄ = kB = ε = G = 1]).

2. Espaciotiempo estático y esféricamente simétrico en Relatividad General

2.1. Solución de Schwarzschild

Considérese un campo gravitacional estático y esféricamente simétrico (27) en el vacı́o.

Esto significa que el lado derecho de la ecuación (28) se anula y por lo tanto Rµν = 0. Dado

a que el tensor de Ricci, Rµν , es simétrico, se obtiene un sistema acoplado de 10 ecuaciones

diferenciales independientes de las que, debido a la diagonalidad de la métrica, únicamente las

ecuaciones asociadas a las componentes de la diagonal son no triviales. Estas ecuaciones son las

siguientes

R00 =
h f ′

r
− h f ′2

4 f
+

1
4

f ′h′+
1
2

h f ′′ = 0, (29)

R11 =
f ′2

4 f 2 −
h′

hr
− f ′h′

4 f h
− f ′′

2 f
= 0, (30)

R22 = 1−h− hr f ′

2 f
− 1

2
rh′ = 0, (31)

R33 = sin2
θR22, (32)

en donde las derivadas están dadas respecto a la coordenada r.

Multiplicando R00 por (h f )−1 y sumando con R11 se obtiene

R00
1

h f
+R11 =

1
r

(
f ′

f
− h′

h

)
=−1

r

(
dln f

dr
− dlnh

dr

)
= 0. (33)
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A partir de esta última ecuación se llega a que

h = f + const (34)

y dado que cuando r→ ∞ el espaciotiempo debe ser Minkowskiano debido a que se está consi-

derando un espaciotiempo asintóticamente plano, las funciones métricas deben tener el compor-

tamiento f (r→ ∞) = h(r→ ∞) = 1. Esto implica que la constante de integración de la ecuación

(34) debe ser igual a uno. Por lo tanto se tiene que

h = f . (35)

Sumado a esto, la ecuación para R22 y la condición (35) conducen a que

1− f − r f ′ = 0,

1 = (r f )′

r = r f + const. (36)

Es decir que, llamando a la constante de integración 2M, las funciones métricas para un espacio-

tiempo de vacı́o, estático y esféricamente simétrico están dadas por

f = h = 1− 2M
r
. (37)
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Por lo tanto la métrica de este espaciotiempo es

g =−
(

1− 2M
r

)
dt⊗dt +

(
1− 2M

r

)−1

dr⊗dr+ r2(dθ ⊗dθ + sin2
θdφ ⊗dφ), (38)

en donde parece haber una singularidad en r = 2M la cual es estudiada en el Capı́tulo 2.3.

2.2. Solución de Reissner-Nordstrom

Ahora considérese un espaciotiempo esféricamente simétrico producido por un objeto esféri-

co con una carga eléctrica Q. Antes de continuar cabe recordar que el tensor momentum-energı́a,

Tµν , se puede expresar como

Tµν = 2
∂Lmat

∂gµν
−gµνLmat , (39)

en donde la densidad lagrangiana de materı́a, Lmat , para el campo electromagnético está dada

como

Lmat =−
1
4

FµνFµν , (40)

con Fµν = ∂µAν−∂νAµ siendo el tensor de esfuerzos del campo electromagnético, en donde Aµ =

{ϕ,Ai} es el cuadripotencial.

Prosiguiendo con el objetivo de este capı́tulo, si se remplaza el Lmat en la ecuación (39), se

obtiene que el tensor momentum-energı́a para el campo electromagnético es

Tµν =− 1
2

∂

(
Fαβ Fαβ

)

∂gµν
+

1
4

gµνFαβ Fαβ ,

=
1
2

(
gνβ FµαFαβ − 1

4
gµνFαβ Fαβ

)
(41)
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y por tanto las ecuaciones de Einstein (28) adoptan la forma

Rµν =
1

2m2
p

(
gνβ FµαFαβ − 1

4
gµνFαβ Fαβ

)
. (42)

Obsérvese ahora que, debido a la simetrı́a esférica y a la estaticidad el espaciotiempo, solo

puede haber campo eléctrico, Er, en dirección de la coordenada r. De esta manera el tensor del

campo electromagnético, en su representación matricial, presenta la forma

Fµν =




0 Er 0 0

−Er 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, (43)

lo que lleva a que el primer y segundo término del lado derecho de la ecuación (42) sean, respecti-

vamente

FµαFα
ν = g0νFµ1 +g11Fµ0F10, (44)

−1
4

gαβ FµνFµν =
1
2

gαβ F01F01. (45)
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Por lo tanto, las ecuaciones de campo son,

R00 =
1

m2
p

[
−g00F01F01−g10F00F10 +

1
2

g00F01F01
]
, (46)

R11 =
1

m2
p

[
−g01F11F01−g11F10F10 +

1
2

g11F01F01
]
, (47)

R22 =
1

m2
p

[
−g02F02F01−g12F20F10 +

1
2

g22F01F01
]
, (48)

R33 =
1

m2
p

[
−g03F03F01−g13F30F10 +

1
2

g33F01F01
]
. (49)

Dado que las únicas componentes no cero del tensor del campo electromagnético son F01 y F10,

las ecuaciones adoptan la forma

R00 =
1

m2
p

[
f
2

F01F10
]
=

f
2m2

p
F01F01, (50)

R11 =
1

m2
p

[
1

h2
F10F10

]
=− 1

2m2
ph

F01F01, (51)

R22 =
1

m2
p

[
r2

2
F01F10

]
=

r2

2m2
p

F10F10, (52)

R33 =
1

m2
p

[
r2 sin2

θ

2
F01F10

]
=

r2

2m2
p

F10F10 sin2
θ , (53)

en donde las componentes del tensor de Ricci, R00, ...,R33, están dadas por las ecuaciones (29)-

(32).

De manera análoga a la sección anterior, si se multiplica a la ecuación para R00 por ( f h)−1
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y se suma con la ecuación de R11 se obtiene, también, que

f = h. (54)

Además, al reemplazar esta expresión en la ecuación de la componente R22, la expresión que

resultante es

−1+ r f ′+ f =
r2

m2
p

F10F10

−1+(r f )′ =
r2

m2
p

F10F10. (55)

Se procede ahora a determinar la expresión para la componente F10 del tensor electro-

magnético en términos de la carga eléctrica Q del objeto en cuestión. Para ello se hace uso de las

ecuaciones de Maxwell

∇β Fαβ = 0, (56)

en donde ∇β es la derivada covariante, las cuales para el problema que se está considerando son

0 = ∂0Fα0 +∂1Fα1 +Γ
0
10Fα1 +Γ

1
11Fα1, (57)

en donde Γ son los sı́mbolos de Christoffel.
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Si α = 0 se obtiene la ecuación diferencial

(F10)′+Γ
0
01F01 +Γ

1
11F01 +Γ

2
21F01 +Γ

2
313F01 = 0,

(F01)′+
2
r

F01 = 0,

(rF01)′+F01 = 0,

dF01

F01 =−2
dr
r
, (58)

la cual se satisface si

F01 =
const.

r2 . (59)

Por otra parte, ya que F10 = Er, entonces,

F01 =−g00g11F10 = Er (60)

y, por tanto, usando la Ley de Gauss del campo eléctrico para una conifguración de carga esférica-

mente simétrica, se llega a que la componente F01 del tensor electromagnético es

Er = F01 =
Q
r2 = F10, (61)

Debido a esto, la expresión (55) adopta la forma

−1+(rA)′ =
r2

2m2
p

Q2

r4 (62)
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cuya solución es

f = 1− 2M
r

+
Q2

r2 , (63)

en la cual 2M es la constante de integración. Por lo tanto, la métrica que describe un espaciotiempo

estático y esféricamente simétrico con carga eléctrica (espaciotiempo de Reissner-Nordström) es

g =−
(

1− 2M
r

+
Q2

2m2
pr2

)
dt⊗dt +

(
1− 2GM

r
+

Q2

2m2
pr2

)−1

dr⊗dr

+ r2(dθ ⊗dr+ sin2
θdφ ⊗dφ). (64)

2.3. Agujero negro de Schwarzschild

Después de todo lo anterior es necesario comprender la geometrı́a del espaciotiempo. En

este caso se tendrá en consideración el espaciotiempo descrito por la métrica (38). Para lo anterior

se procede a estudiar su estructura causal, la cual está definida por los conos de luz(Carroll, 2004).

Por lo tanto se consideran las curvas radiales nulas, es decir, las curvas para las que el elemento de

lı́nea,

ds2 = gµνdxµdxν , (65)

es igual a cero. A partir de esto y dado que el elemento de lı́nea para el espaciotiempo de Sch-

warzschild (38) es

ds2 =−
(

1− 2M
r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ
2 + sin2

θdφ
2), (66)
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se obtiene la siguiente condición para las curvas radiales nulas

dt
dr

=±
(

1− 2M
r

)−1

. (67)

Se puede observar que esta expresión describe la pendiente de los conos de luz en un dia-

grama de t vs. r (ver figura 1). Cuando r→ ∞ la pendiente (67) tiende a 1, lo que llevarı́a a un

espaciotiempo de Minkowski, mientras que cuando r→ 2M la pendiente tiende a ∞, es decir que

el cono de luz se “cierra”.

Por lo tanto un rayo de luz que se aproxima a la superficie r = 2M nunca alcanzarı́a la

misma, lo que marca una ası́ntota para la superficie en cuestión. Este fenómeno parece ser un

problema de las coordenadas usadas ya que el avance en la dirección r se hace cada vez más lento

respecto a la coordenada t. La manera de resolver este problema es reemplazando t por una nueva

coordenada que se mueva más lentamente a lo largo de las geodésicas radiales nulas. Para ello se

caracterizan estas curvas resolviendo la rama positiva de la condición (67) y obteniendo que

t = r+2GM ln
( r

2GM
−1
)
+ const. (68)

Se define entonces la nueva coordenada llamada coordenada tortuga, la cual se expresa en

términos de la coordenada r como

r∗ = r+2GM ln
( r

2GM
−1
)
+ const. (69)
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r

t

2GM0

Figura 1. Cambios en los conos de luz para puntos en las inmediaciones de una agujero negro de
Schwarzschild en las coordenadas que llevan el mismo nombre.

En términos de esta nueva coordenada, la métrica de Schwarzschild adopta la forma

g =

(
1− 2GM

r

)
(−dt⊗dt +dr∗⊗dr∗)+ r2(dθ ⊗dr+ sin2

θdφ ⊗dφ), (70)

en donde r es una función de r∗2. Esto hace que la superficie r = 2GM sea llevada a −∞.

Una vez realizado esto, se definen unas nuevas coordenadas que se adaptan naturalmente a

las geodésicas nulas:

v = t + r∗, (71)

u = t− r∗, (72)

donde v = const define geodésicas nulas radiales “entrantes” y u = const define geodésicas nulas

radiales “salientes”. Dejando la coordenada r y reemplazando la coordenada t por v se llega a las

coordenadas de Eddington-Finkelstein(Eddington, 1924; Finkelstein, 1958) en la cual la métrica
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(66) se expresa como

g =−
(

1− 2M
r

)
dv⊗dv+dv⊗dr+dr⊗dv+ r2(dθ ⊗dr+ sin2

θdφ ⊗dφ). (73)

2GM r

v

Figura 2. Cambios en los conos de luz para puntos en las inmediaciones de una agujero negro de
Schwarzschild en las coordenadas de Eddington-Finkelstein.

Aunque gµν se hace cero en r = 2GM, no hay degeneración real; ya que en este caso el

determinante de la métrica, g = detgµν , es

g =−r4 sin2
θ 6= 0, (74)

el cual es perfectamente regular en r = 2GM. Por lo tanto, la métrica es invertible y se puede ver

que r = 2GM es un singularidad de coordenadas en el sistema (t,r,θ ,φ ).

En las coordenadas de Eddington-Finkelstein la condición para las curvas radiales nulas se
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resuelve debido a que la condición (67) se transforma en

dv
dr

=





0,

2
(
1− 2M

r

)−1
.

(75)

En este sistema de coordenadas los conos de luz permanecen bien comportados en la su-

perficie r = 2GM la cual está en un valor de coordenada finito. Por otra parte, aunque en estas

coordenadas los conos de luz no se cierran, estos se inclinan de tal manera que para r < 2GM

todos los caminos hacia el futuro están en dirección de r decreciente (ver figura 2), es decir que la

superficie r = 2GM funciona como un punto de no retorno - una vez que se atraviesa la superfi-

cie, en dirección −r̂, es imposible salir de ella. Entonces se puede definir el horizonte de eventos

como una superficie más allá de la cual las partı́culas no pueden escapar hacia el infinito; dicha

superficie, para el espaciotiempo de Schwarzschild, está ubicada en r = 2M y, aunque el horizonte

está localizado en una coordenada radial fija, éste es una superficie nula, en lugar de una tipo tiem-

po; por lo tanto, es la estructura causal del espaciotiempo mismo lo que hace imposible cruzar el

horizonte de eventos en dirección saliente (Carroll, 2004).

Además, ya que nada puede escapar del horizonte de eventos, es imposible ver al interior del

mismo desde un punto fuera de él - por esta razón se llama agujero negro. Por todo lo anterior, un

agujero negro se define como una región del espaciotiempo separada del infinito por un horizonte

de eventos(Carroll, 2004; Frolov and Novikov, 1998).
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3. Teorı́a generalizada de Proca

La estructura de una acción que modifique la gravedad debe ser construida de tal manera

que; primero, se definan los campos contenidos dentro de la misma; segundo, se establezcan las

simetrı́as que debe satisfacer la acción y, por último, se debe evitar la presencia de patologı́as co-

mo la inestabilidad de Ostrogradski (Ostrogradski, 1850) en la cual el estado de un sistema realiza

transiciones a niveles de energı́a cada vez más bajos debido a que el Hamiltoniano no está aco-

tado inferiormente. Lo anterior llevarı́a a consecuencias inconsistentes tanto a nivel clásico como

a nivel cuántico (Woodard, 2015, 2007). Entonces, para evitar esta patologı́a, en tanto la acción

no esté degenerada, ecuaciones de movimiento de orden mayor a dos no pueden estar presentes

en la teorı́a, ya que éstas implican que el Hamiltoniano de la misma no esté acotado inferiormen-

te(Woodard, 2015, 2007). Con este fin, se han construido acciones generales, en la presencia de un

campo escalar que lleva a ecuaciones de movimiento a lo más de segundo orden. Dicho campo se

denomina Galileón escalar debido a que la acción del mismo en el espaciotiempo plano posee una

simetrı́a galileana, π → π +bµxµ + c (en donde π es el campo escalar y bµ y c son un cuadrivec-

tor y un escalar constantes, respectivamente), cuyas ecuaciones de movimiento son de orden no

mayor a dos(Nicolis et al., 2009; Rodrı́guez and Navarro, 2017). La generalización del Galileón

destruye la simetrı́a galileana pero permite derivadas menores a segundo orden en las ecuaciones

de movimiento tanto en espaciotiempo plano como en espaciotiempo curvo (Deffayet and Steer,

2013; Deffayet et al., 2011).

Por otra parte, en el caso de los campos vectoriales, Horndeski ya habı́a estudiado el llama-
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do Galileon vectorial Abeliano (Horndeski, 1976) el cual es un campo vectorial que es invariante

bajo el grupo de simetrı́as U(1). En el espaciotiempo plano la única posibilidad es la acción de

Einstein-Hilbert-Maxwell (Deffayet et al., 2014), pero en un espaciotiempo curvo, las cosas cam-

bian(Horndeski, 1976). Ésto puede evitarse relajando la invarianza de Gauge mediante la genera-

lización de la acción de Proca,

S =
∫ [
−1

4
FµνFµν +

1
2

m2AµAµ

]
d4x. (76)

3.1. Acción generalizada de Proca

En primer lugar, considérese un espaciotiempo plano. Es sabido que cualquier vector, de-

bido al teorema de Helmholtz, puede expresarse como la suma de una parte sin divergencia y una

sin rotacional de la siguiente manera:

Aµ = Aµ +∂µπ, (77)

con Aµ siendo la parte sin divergencia y π siendo un campo escalar el cual es el grado de libertad

longitudinal asociado a Aµ . Entonces, si se desea que las ecuaciones de movimiento, tanto para

Aµ como para su componente longitudinal π no sean de orden superior a dos, la acción del campo

vectorial puede incluir, únicamente, al campo mismo y a sus primeras derivadas espaciotemporales

∂µAν (Rodrı́guez and Navarro, 2017).

Para construir la acción Galileana(Rodrı́guez and Navarro, 2017; Heisenberg, 2014; Jime-
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nez and Heisenberg, 2016; Allys et al., 2016b,a; Tasinato, 2014b,a), en primer lugar, se deben iden-

tificar todos los posibles invariantes de Lorentz construidos a partir de la contracción de campos

vectoriales y derivadas espaciotemporales de primer orden con los invariantes primitivos del grupo

de Lorentz (SO(3,1)): tensores métricos y, cuando mucho, un tensor de Levi-Civita; lo anterior

debido a que el producto de dos tensores de Levi-Civita puede expresarse como una combinación

lineal de productos de tensores métricos. En segundo lugar, se agrupan todos estos términos en

combinaciones lineales generales. En tercer lugar, se establecen relaciones entre los coeficientes

de las combinaciones lineales de tal manera que no se propaguen más de tres grados de libertad,

lo cual se establece mediante la condición Hessiana H 0ν = 0(Heisenberg, 2014; Errasti et al.,

2019a,b), en donde

H µν =
∂ 2L

∂ (∂0Aµ)(∂0Aν)
. (78)

Por último, se realiza el reemplazo Aµ → ∂µπ y se remueven los términos cuya acción resultante

no corresponda a la de un Galileón escalar.

De todo lo anterior resulta que la acción para el Galileón vectorial que generaliza la acción

Abeliana de Proca es

S =
∫ [
−1

4
FµνFµν +

1
2

m2A2 +
6

∑
N=2

L Gal
N,A

]
d4x, (79)
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donde (Jimenez and Heisenberg, 2016; Allys et al., 2016a)

L Gal
2,A = f2(Aµ ,Fµν , ˜Fµν) = f2[A2,F2,F · F̃ ,(A · F̃)2], (80)

L Gal
3,A = f3(A2)Sµ

µ , (81)

L Gal
4,A = f4(A2)

[
(Sµ

µ)
2−S σ

ρ S
ρ

σ

]
, (82)

L Gal
5,A = f5(A2)

[
(Sµ

µ)
3−3(Sµ

µ)S
σ

ρ S ρ

σ +2S σ

ρ S γ

σ S ρ

γ

]
+g5(A2)F̃αµ F̃β

µ
Sαβ , (83)

L Gal
6,A = g6(A2)F̃αβ F̃µνSαµSβν , (84)

siendo F̃µν = 1
2εµνρσ Fρσ y Sµν = ∂µAν +∂νAµ ,

La versión para espacio tiempo curvo se obtiene reemplazando las derivadas parciales por

derivadas covariantes y añadiendo los contratérminos requeridos para evitar la aparición de deri-

vadas de orden mayor a dos en las ecuaciones de movimiento(Deffayet et al., 2009b).

De tal forma, se tiene que (Heisenberg, 2014; Tasinato, 2014b,a; Allys et al., 2016b,a; Ji-

menez and Heisenberg, 2016; Rodrı́guez and Navarro, 2017)

S =
∫ [
−1

4
FµνFµν +

1
2

m2A2 +
6

∑
N=2

L Gal
N,A +L Gal

Curv,A

]
√−gd4x, (85)



AGUJEROS NEGROS EN LA TEORÍA GENERALIZADA DE PROCA 36

en donde A2 = AµAµ usando la notación fi,A2 = ∂ fi/∂A2,

L Gal
Curv,A = fCurvGµνAµAν , (86)

L Gal
2,A = f2(Aµ ,Fµν , F̃µν) = f2

[
A2,F2,F · F̃ ,(A · F̃)2] , (87)

L Gal
3,A = f3(A2)Sµ

µ , (88)

L Gal
4,A = f4(A2)R+

1
2

f4,A2
[
(Sµ

µ)
2−S σ

ρ S ρ

σ

]
, (89)

L Gal
5,A = f5(A2)GµνSµν +

1
24

f5,A2

[
(Sµ

µ)
3−3(Sµ

µ)S
σ

ρ S ρ

σ +2S
σ

ρ S
γ

σ S
ρ

γ

]
(90)

+
1
2

g5(A2)F̃αµ F̃β

µ
Sαβ , (91)

L Gal
6,A =g6(A2)Lµνρσ FµνFρσ +

1
4

g6,A2F̃αβ F̃µνSαµSβν , (92)

donde fCurv es un escalar constante y Lµνρσ es el tensor de Riemann doble dual

Lµνρσ =
1
4

ε
µνρσ

ε
αβγδ Rρσγδ . (93)

Finalmente, en el presente trabajo se tiene en consideración la acción (85) re-escrita de la

forma

S =
∫

d4x
√−g

(
F +

6

∑
i=2

Li

)
, (94)
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en donde F =−FµνFµν/4 y

L2 =G2(X ,F,Y ), (95)

L3 =G3(X)∇µAµ , (96)

L4 =G4(X)R+G4,X(X)
[
(∇µAµ)2−∇µAν∇

νAµ
]
, (97)

L5 =G5(X)Gµν∇
µAν − 1

6
G5,X(X)

[
(∇µAν)3−3∇µAµ

∇ρAσ ∇
σ Aρ +2∇ρAσ ∇

νAρ
∇

σ Aν

]

+g5(X)F̃αµ F̃β

µ
∇αAβ , (98)

L6 =G6(X)Lµναβ
∇µAν∇αAβ +

1
2

G6,X(X)F̃αβ F̃µν
∇αAµ∇β Aν , (99)

con X = −AµAµ/2, Y = AµAνF α

µ Fνα y Gi,X = ∂Gi/∂X . Las funciones G3,4,5,6 y g5 dependen

solamente de X ; mientras que G2 depende de F , X y Y además de términos como GµνAµAν .
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4. Formulación Lagrangiana de la teorı́a clásica de campos en espaciotiempo curvo

Sea L la densidad lagrangiana que es una función escalar de los campos a estudiar, de las

derivadas covariantes de los mismos, de la métrica y de las coordenadas. Uno obtiene las ecuacio-

nes de campo bajo el requerimiento de que la acción

S =
∫

D
L (gµν ,Ψ(i),∇µΨ(i),x

µ)
√−gd4x, (100)

sea estacionaria bajo las variaciones de los campos en el interior de una región cuadridimensional

compacta D, es decir que la variación de la acción S sea cero, δS = 0. Adicionalmente se postula

que en la frontera de la región D los campos no evolucionan, es decir que en la superficie que

encierra a la región las condiciones de contorno son fijas.

Por tanto, a partir de esto, y considerando que el cambio en la acción S sea inducido por

una variación de la métrica, los campos y las coordenadas, se obtiene que

δS =
∫

D
d4x′A (g′µν ,Ψ

′
(i),∇µΨ

′
(i),x

µ ′)−
∫

D
d4xA (gµν ,Ψ(i),∇µΨ(i),x

µ), (101)

en donde A = L
√−g. La variación acción se produce al hacer una traslación infinitesimal en el

espaciotiempo, es decir,

xµ → xµ ′ = xµ +δxµ . (102)
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Derivando la expresión respecto a las coordenadas xµ se tiene

∂xµ ′

∂xλ
= δ

µ

λ
+∂λ (δxµ). (103)

Entonces

J(x′/x) = det
(

∂xµ ′

∂xλ

)
= 1+∂µ(δxµ). (104)

Por lo tanto

d4x′ =
[
1+∂µ(δxµ)

]
d4x. (105)

Ésto lleva a que la variación se exprese como

δS =
∫

D
d4x
(
δA +A ∂µ(δxµ)

)
, (106)

lo que en términos de L es

δS =
∫

D
d4xδ
√−gL +

∫

D
d4x
√−gδL +

∫

D
d4x
√−gL ∂µ(δxµ). (107)

Ya que la densidad lagrangiana depende de la métrica, de los campos, de las derivadas de los

campos y de las coordenadas, la variación adopta la siguiente forma
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δS =
∫

D
d4x
(

δ
√−g

δgµν
δgµν +

δ
√−g
δxµ

δxµ

)
L

+
∫

D
d4x
√−g

[
δL

δgµν
δgµν +

δL

δΨ(i)
δΨ(i)+

δL

δ (∇µΨ(i))
δ (∇µΨ(i))+

δL

δxµ
δxµ

]

+
∫

D
d4x
√−gL ∂µ(δxµ). (108)

Reordenando la expresión se tiene

δS =
∫

D
d4x
√−g

(
δL

δΨ(i)
δΨ(i)+

δL

δ (∇µΨ(i))
δ (∇µΨ(i))

)

+
∫

D
d4x
(

δ
√−g

δgµν
L +

√−g
δL

δgµν

)
δgµν

+
∫

D
d4x
(

δ
√−g
δxµ

δxµL +
√−g

δL

δxµ
δxµ +

√−gL ∂µ(δxµ)

)
. (109)

Aplicando la regla de Leibniz en la primera y tercera integral de la expresión (3.88), dado

que la variación de la derivada es igual a la derivada de la variacion y sabiendo que el primer

término de la segunda integral es

δ
√−g

δgµν
=−1

2
√−g gµνδgµν , (110)
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se obtiene

δS =
∫

D
d4x
√−g

[
δL

δΨ(i)
δΨ(i)+∇µ

(
δL

δ (∇µΨ(i))
δΨ(i)

)
−∇µ

(
δL

δ (∇µΨ(i))

)
δΨ(i)

]

+
∫

D
d4x
√−g

(
−1

2
gµνL +

δL

δgµν

)
δgµν

+
∫

D
d4x∂µ(A δxµ). (111)

Reorganizando la expresión y aplicando el teorema de Gauss ésta toma la forma

δS =
∫

D
d4x
√−g

[
δL

δΨ(i)
−∂µ

(
δL

δ (∇µΨ(i))

)]
δΨ(i)

+
∫

D

√−g
(
−1

2
gµνL +

δL

δgµν

)
δgµν

+
∮

∂D
d4xA δxµdσµ

+
∮

∂D

√−g
δL

δ (∇µΨ(i))
δΨ(i)dσµ , (112)

en donde dσµ son vectores normales a la superficie ∂D que encierra a la región D. Debido a

que los campos no evolucionan sobre la superficie ∂D y que δxµ = 0 sobre la misma, las dos

últimas integrales de la ecuación (3.91) se anulan. Adicionalmente, como δS = 0 y δΨ(i), δgµν
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son arbitrarios, las ecuaciones obtenidas a partir de la variación serı́a

δL

δΨ(i)
−∇µ

(
δL

δ (∇µΨ(i))

)
= 0 (Ecuaciones del campo escalar (vectorial,..)) y (113)

δL

δgµν
− 1

2
gµνL = 0 (Ecuaciones del campo gravitacional). (114)

La última ecuación serı́a correcta en caso de que la densidad lagrangiana, L , no tenga ningún

término superficial. De lo contrario se debe saber la expresión de la misma para la teorı́a a estudiar

con el fin encontrar los términos son superficiales y, de esta manera, obtener las ecuaciones de

campo correspondientes.



AGUJEROS NEGROS EN LA TEORÍA GENERALIZADA DE PROCA 43

5. Ecuaciones de campo para la acción generalizada de Proca

5.1. Ecuaciones de campo gravitacionales

Dicho todo lo anterior, se procede a determinar las ecuaciones de campo para la acción

(94) a partir del método variacional. Para esto, en primer lugar, se realiza la variación de la misma

respecto a la métrica, para obtener las ecuaciones del campo gravitacional, por lo cual se parte de

la expresión

0 =
∫

D
d4x
(
δ
√−g

)
[

F +
6

∑
i=2

Li

]
+
∫

D
d4x
√−g

[
δF +

6

∑
i=2

δLi

]
(115)

que al re-escribirse, usando la ecuación (110), de la forma

0 =
∫

D
d4x
√−g

[
−1

2
gµνδgµνF +δF

]
+
∫

D
d4x
√−g

[
−1

2
gµνδgµνL2 +δL2

]

+
∫

D
d4x
√−g

[
−1

2
gµνδgµνL3 +δL3

]
+
∫

D
d4x
√−g

[
−1

2
gµνδgµνL4 +δL4

]

+
∫

D
d4x
√−g

[
−1

2
gµνδgµνL5 +δL5

]
+
∫

D
d4x
√−g

[
−1

2
gµνδgµνL6 +δL6

]
, (116)

permite realizar la variacion de la acción, δSi, correspondiente a cada densidad lagrangiana, Li,

de manera separada, de tal forma que δS = ∑i δSi=0.

Ahora, por lo tanto, se procede con la variación de cada una de las densidades lagrangianas.

Entonces, se inicia con la variación de la acción correspondiente al término de Einstein-Maxwell,



AGUJEROS NEGROS EN LA TEORÍA GENERALIZADA DE PROCA 44

F ,

δS1 =
∫

D
d4x
√−g

[
−1

2
gµνδgµνF +δF

]
. (117)

Con este fin, es necesario hallar la variación del término F respecto a la métrica, es decir, δF . Esta

variación se expresada de la siguiente manera

δF =−δ

(
1
4

gµαgνβ FµνFαβ

)
=−1

4
FµνF ν

α δgµα − 1
4

Fα
νFαβ δgνβ =−1

2
FµαF α

ν δgµν . (118)

lo que lleva a

δS1 =
∫

D
d4x
√−g

[
−1

2
(
gµνF +FµαF α

ν

)]
δgµν . (119)

Ahora, continuando con la segunda integral de la ecuación (116), se determina la expresión

para el término δL2, el cual está dado por

δL2 = G2,X δX +G2,FδF +G2,Y δY, (120)
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en donde

δX =δ

(
−1

2
AµAµ

)
=−δ

(
1
2

gµνAµAν

)
=−1

2
AµAνδgµν y (121)

δY =δ (AµAνF α

µ Fνα)

=δ (gµλ gνγgαβ Aλ AγFµβ Fνα)

=Aλ AνF α

µ Fναδgµλ +AµAγF α

µ Fναδgνγ +AµAνFµβ Fναδgαβ

=(AνAσ F α
µ Fσα +Aσ AνF α

σ Fµα −AαAβ FβνFµα)δgµν

=(2Aσ A(µF α

ν) Fσα −AαAβ FβνFµα)δgµν . (122)

Antes de continuar, es indispensable aclarar que todos los términos de la forma Mαβ δgαβ ,

mientras Mαβ no sea simétrico, se llevarán, debido a la simetrı́a del tensor métrico, a la expresión

Mαβ δgαβ =
1
2

Mαβ δgαβ +
1
2

Mβαδgαβ = M(αβ )δgαβ , (123)

en donde M(αβ ) es la simetrización del tensor Mαβ la cual se ha definido como

M(αβ ) =
1
2
[Mαβ +Mβα ]. (124)
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Dicho esto se tiene que la segunda integral adopta la siguiente forma

δS2 =
∫

D
d4x
√−g

[
−1

2
gµνG2−

1
2

G2,X AµAν −
1
2

G2,FFµαF α
ν

+G2,Y (2Aσ A(µF α

ν) Fσα −AαAβ FβνFµα)

]
δgµν . (125)

Siguiento con la tercera integral, se tiene que la variación de la densidad lagrangiana, δL3,

es

δL3 = G3,X ∇µAµ
δX +G3δ (∇µAµ), (126)

en donde

δ (∇µAµ) =δ (gµν
∇µAν) = ∇µAνδgµν +gµν(−δΓ

λ
µνAλ )

=∇(µAν)δgµν +
1
2
(2∇γ(δgλγ)−gµν∇

λ (δgµν))Aλ . (127)

Las variaciones correspondientes a los sı́mbolos de Christoffel y a términos que incluyan a los

mismos han sido calculados en el Apéndice 1. Por otra parte se descartan los términos que, debido

al teorema de la divergencia, lleven a términos superficiales, es decir, términos que sean integrales

sobre la superficie que encierra a D, ya que en ésta los campos no evolucionan. Por lo tanto, se
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tiene

δL3 =G3,X ∇µAµ
δX +G3δ (∇µAµ)

=− 1
2

G3,X AµAν∇αAα
δgµν +G3∇(µAν)δgµν +G3∇γ(δgλγ)Aλ

− 1
2

G3gµν∇
λ (δgµν)Aλ

=− 1
2

G3,X AµAν∇αAα
δgµν +G3∇(µAν)δgµν +∇γ

[
G3Aλ δgλγ

]
−Aλ ∇γG3δgγλ

−G3∇γAλ δgγλ − 1
2

∇λ

[
G3gµνAλ

δgµν

]
+

1
2

gµνAλ
∇λ G3δgµν +

1
2

gµνG3∇αAα
δgµν

=

[
−1

2
G3,X AµAν∇αAα +G3(∇(µAν)−∇(µAν))−A(µ∇ν)G3 +

1
2

gµνG3∇αAα

+
1
2

gµνAα
∇αG3

]
δgµν ,

en donde

∇αGi = Gi,X

(
−1

2
∇α(Aβ Aβ )

)
=−Gi,X Aβ

∇αAβ . (128)

De esta manera, la variación δL3 queda expresada de la siguiente manera

δL3 =

[
−1

2
G3,X AµAν∇αAα +G3,X A(µAα

∇ν)Aα +
1
2

gµνG3∇αAα

−1
2

gµνG3,X AαAβ
∇αAβ

]
δgµν , (129)

lo que lleva a que la tercera integral de la ecuación (116) adopte la forma

δS3 =
∫

D
d4x
√−gG3,X

[
−1

2
AµAν∇αAα +Aα

(
A(µ∇ν)Aα −

1
2

gµνAβ
∇αAβ

)]
. (130)
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La variación δL4 de la cuarta integral de la ecuación (116) se expresa como

δL4 =G4δR+G4,X
[
RδX +δ (∇µAµ)2−δ (∇µAν∇

νAµ)
]
+G4,XX

[
(∇µAµ)2

− ∇µAν∇
νAµ

]
δX , (131)

en donde

δ (∇αAα)2 =2∇αAα
δ (gµν

∇µAν)

=2∇αAα

[
∇(µAν)δgµν +

1
2
(2∇γ(δgλγ)−gµν∇

λ (δgµν))Aλ

]
, (132)

δ (∇αAβ ∇
β Aα) =2δgµν

∇β A(µ∇ν)A
β −2δΓ

λ

αβ
Aλ ∇

β Aα , (133)

y, dado que, el tensor de Ricci, Rµν es

Rµν = Rα
µαν = ∂αΓ

α
µν −∂νΓ

α
µα +Γ

α

αλ
Γ

λ
µν −Γ

α

νλ
Γ

λ
µα (134)

su variación puede ser escrita como

δRµν =∂α(δΓ
α
µν)−∂ν(δΓ

α
µα)+Γ

λ
µνδΓ

α

αλ
+Γ

α

αλ
δΓ

λ
µν −Γ

λ
µαδΓ

α

νλ
−Γ

α

νλ
δΓ

λ
µα

=∇α(δΓ
α
µν)−∇ν(δΓ

α
µα). (135)
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Por lo tanto la variación del escalar de Ricci es:

δR =Rµνδgµν +gµν [∇α(δΓ
α
µν)−∇ν(δΓ

α
µα)]

=Rµνδgµν +∇α(gµν(δΓ
α
µν)−gµα(δΓ

γ

µγ)). (136)

Finalmente, la variación de L4 se puede escribir de la forma

δL4 =G4δR+G4,X
[
RδX +δ (∇µAµ)2−δ (∇µAν∇

νAµ)
]

+G4,XX
[
(∇µAµ)2−∇µAν∇

νAµ
]

δX

=G4Rµνδgµν +G4∇ρ(∇γ(δgργ)−gµν∇
ρ(δgµν))+G4,X

[
−1

2
RAµAνδgµν

+2∇αAα
∇(µAν)δgµν +2∇αAα

∇γ(δgλγ)Aλ −∇αAαgµν∇
λ (δgµν)Aλ

−2δgµν
∇β A(µ∇ν)A

β +2δΓ
λ

αβ
Aλ ∇

β Aα

]
− 1

2
G4,XX AµAν

[
(∇αAα)2

−∇αAβ ∇
β Aα

]
δgµν ,
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en donde, aplicando la regla de Leibniz para encontrar los términos superficiales, se obtiene

0 =G4Rµνδgµν +∇ρ(G4∇γ(δgργ))−∇ρG4∇γ(δgργ)−∇ρ(gµνG4∇
ρ(δgµν))

+gµν∇ρG4∇
ρ(δgµν)− 1

2
G4,X RAµAνδgµν +2G4,X ∇αAα

∇(µAν)δgµν

+2∇γ(G4,X ∇αAα
δgλγAλ )−2Aλ ∇γG4,X ∇αAα

δgλγ −2G4,X ∇γAλ ∇αAα
δgλγ

−2G4,X Aλ ∇γ∇αAα
δgλγ −∇λ (gµνG4,X Aλ

∇αAα
δgµν)+gµνAλ

∇λ G4,X ∇αAα
δgµν

+gµνG4,X(∇αAα)2
δgµν +gµνG4,X Aλ

∇λ ∇αAα
δgµν −2G4,X ∇β A(µ∇ν)A

β
δgµν

−G4,X [gαγ∇β (δgλγ)+gβγ∇α(δgλγ)−gαµgβν∇
λ (δgµν)]Aλ ∇

β Aα

− 1
2

G4,XX AµAν

[
(∇αAα)2−∇αAβ ∇

β Aα

]
δgµν

0 =G4Rµνδgµν −∇γ(∇ρG4δgργ)+∇µ∇νG4δgµν +∇ρ(gµν∇
ρG4δgµν)−gµν�G4δgµν

− 1
2

G4,X RAµAνδgµν +2G4,X ∇αAα
∇(µAν)δgµν −2A(µ∇ν)G4,X ∇αAα

δgµν

−2G4,X ∇(µAν)∇αAα
δgµν −2G4,X A(µ∇ν)∇αAα

δgµν +gµνAλ
∇λ G4,X ∇αAα

δgµν

+gµνG4,X(∇αAα)2
δgµν +gµνG4,X Aβ ∇

β
∇

αAα −2G4,X ∇αA(µ∇ν)A
α

δgµν

−∇β (gαγG4,X Aλ ∇
β Aα

δgλγ)+Aλ ∇β G4,X ∇
β Aγδgλγ +G4,X ∇β (Aλ ∇

β Aγ)δgλγ

−∇α(gβγG4,X Aλ ∇
β Aα

δgλγ)+Aλ ∇αG4,X ∇γAα
δgλγ +G4,X ∇α(Aλ ∇γAα)δgλγ

+∇λ (G4,X Aλ
∇νAµδgµν)−Aλ

∇λ G4,X ∇νAµδgµν −G4,X ∇λ (A
λ

∇νAµ)δgµν

− 1
2

G4,XX AµAν

[
(∇αAα)2−∇αAβ ∇

β Aα

]
δgµν .
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Se obtiene ası́ que la variación de la densidad lagrangiana L4 respecto a la métrica es

δL4 =

{
G4Rµν +∇µ∇νG4−gµν�G4 +G4,X

[
−1

2
RAµAν −2A(µ∇ν)∇αAα +gµν(∇αAα)2

+gµνAβ ∇
β

∇
αAα −2∇αA(µ∇ν)A

α +∇α

(
A(µ∇

αAν)+A(µ∇ν)A
α −Aα

∇(µAν)

)]

−2A(µ∇ν)G4,X ∇αAα +gµνAβ
∇β G4,X ∇αAα + ∇αG4,X

(
A(µ∇

αAν)+A(µ∇ν)A
α

− Aα
∇(µAν)

)}
δgµν . (137)

Realizando las derivadas covariantes faltantes se tiene que la expresión para la variación de

la densidad lagrangiana δL4 con respecto a la métrica es la siguiente:

δL4 =

{
G4Rµν +

1
4

G4,XX ∇µA2
∇νA2− 1

2
G4,X ∇µ∇νA2− 1

4
gµνG4,XX ∇

αA2
∇αA2

+
1
2

gµνG4,X�A2 +G4,X

[
−1

2
RAµAν −2A(µ∇ν)∇αAα +gµν(∇αAα)2

+gµνAβ ∇
β

∇
αAα −2∇αA(µ∇ν)A

α +∇α

(
A(µ∇

αAν)+A(µ∇ν)A
α

−Aα
∇(µAν)

)]
+G4,XX A(µ∇ν)A

2
∇αAα − 1

2
gµνG4,XX Aβ

∇β A2
∇αAα

−1
2

G4,XX ∇αA2 (A(µ∇
αAν)+A(µ∇ν)A

α −Aα
∇(µAν)

)}
δgµν , (138)
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en donde, al re-organizar se tiene

δL4 =

{
G4Rµν +G4,X

[
gµν(∇αAα)−2A(µ∇ν)∇αAα +gµνAβ ∇

β
∇

αAα

−2∇αA(µ∇ν)A
α +∇α

(
A(µ∇

αAν)+A(µ∇ν)A
2−Aα

∇(µAν)

)

−1
2
(
RAµAν +∇µ∇νA2−gµν�A2)

]
+G4,XX

[
1
4

∇µA2
∇νA2

− 1
4

gµν∇
αA2

∇αA2 +A(µ∇ν)A
2
∇αAα − 1

2
gµνAβ

∇β A2
∇αAα

−1
2

∇αA2 (A(µ∇
αAν)+A(µ∇ν)A

α −Aα
∇(µAν)

)]}
δgµν . (139)

Por lo tanto, la cuarta integral de la ecuación (116) es

δS4 =
∫

D
d4x
√−g

{
G4Gµν +G4,X

[
1
2

gµν(∇αAα)2− 1
2

gµν∇αAβ ∇
β Aα

−2A(µ∇ν)∇αAα +gµνAβ ∇
β

∇
αAα +∇α

(
A(µ∇

αAν)+A(µ∇ν)A
2

−Aα
∇(µAν)

)
−2∇αA(µ∇ν)A

α − 1
2
(
RAµAν +∇µ∇νA2−gµν�A2)

]

+G4,XX

[
1
4

∇µA2
∇νA2 − 1

4
gµν∇

αA2
∇αA2 +A(µ∇ν)A

2
∇αAα

− 1
2

gµνAβ
∇β A2

∇αAα −1
2

∇αA2 (A(µ∇
αAν)+A(µ∇ν)A

α −Aα
∇(µAν)

)]}
δgµν . (140)

Debido a la gran extensión en la variación de las dos últimas integrales, de alrededor de 400

términos entre ambas, se optó por usar el paquete xAct del software Mathematica (Martin-Garcia,

2019) para poder obtener las variaciones de los mismos, las cuales será presentadas en el capı́tulo

6 para las ecuaciones de campo implementando ya la configuración esféricamente simétrica del
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campo y de la métrica.

Por último, es claro que en la expresión final de la ecuación (116), la variación de la métrica,

δgµν será factor común de todo el integrando. Por lo tanto, dado que esta variación es arbitraria

para que se satisfaga la condición de que la acción sea estacionaria todo el factor que acompaña a

δgµν debe ser cero. Ası́ se obtienen las ecuaciones de campo gravitacional, las cuales son:

0 =− 1
2
(
gµνF +FµαF α

ν

)
− 1

2
gµνG2−

1
2

G2,X AµAν −
1
2

G2,FFµαF α
ν

+G2,Y (2Aσ A(µF α

ν) Fσα −AαAβ FβνFµα)+G3,X

[
−1

2
AµAν∇αAα

+Aα

(
A(µ∇ν)Aα −

1
2

gµνAβ
∇αAβ

)]
+G4Gµν +G4,X

[
1
2

gµν(∇αAα)2

−1
2

gµν∇αAβ ∇
β Aα −2A(µ∇ν)∇αAα +gµνAβ ∇

β
∇

αAα

+∇α

(
A(µ∇

αAν)+A(µ∇ν)A
2−Aα

∇(µAν)

)

−2∇αA(µ∇ν)A
α − 1

2
(
RAµAν +∇µ∇νA2−gµν�A2)

]

+G4,XX

[
1
4

∇µA2
∇νA2 − 1

4
gµν∇

αA2
∇αA2 +A(µ∇ν)A

2
∇αAα

− 1
2

gµνAβ
∇β A2

∇αAα −1
2

∇αA2 (A(µ∇
αAν)+A(µ∇ν)A

α −Aα
∇(µAν)

)]
+ ... (141)

5.2. Ecuaciones de campo vectoriales

En esta sección se calcularán las ecuaciones de campo vectoriales correspondientes a la

variación de la acción (94) respecto a los campos usando la expresión (113), en donde Ψ(i) = Aα
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de la siguiente manera

δL

δAα

−∇β

(
δL

δ∇β Aα

)
= 0, (142)

en donde L es el integrando de la acción mencionada.

Por lo tanto, se comienza calculando el primer término de la ecuación (142) para cada

densidad lagrangiana de la acción (94). Entonces, para el término de Maxwell, F , dado que el

tensor de Faraday depende únicamente de derivadas covariantes, la variación respecto al campo

vectorial Aα es

δF
δAα

=−1
4

δ

δAα

(
gµνgβγFνγFµβ

)
= 0. (143)

Ahora, la variación de L2 respecto al campo vectorial Aα es la siguiente

δL2

δAα

= G2,X
δX
δAα

+G2,F
δF
δAα

+G2,Y
δY

δAα

, (144)

en donde

δX
δAα

=−1
2

δ

δAα

(gµνAµAν) =−
1
2

gµν
δ

α
µ Aν −

1
2

gµνAµδ
α
ν =−Aα , (145)
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δY
δAα

=
δ

δAα

(gµωgνθ AωAθ gλσ Fµσ Fνλ )

=gµωgνθ
δ

α
ω Aθ Fµλ Fν λ +gµωgνθ Aωδ

α
θ Fµλ F λ

ν

=AνFα

λ
F λ

ν +AµFµλ Fαλ

=2AµFµλ Fαλ (146)

e introduciendo el resultado (143) la variación queda expresada de la siguiente manera:

δL2 =−G2,X Aα +2G2,Y AµFµλ Fαλ . (147)

Seguidamente, la variación de L3 respecto al campo vectorial Aα es

δL3

δAα

=−G3,X Aα
∇µAµ . (148)

y las variaciones de L4, L5 y L6 con respecto al campo vectorial Aα son, respectivamente,

δL4

δAα

=−G4,X AαR−G4,XX Aα
[
(∇µAµ)2−∇µAν∇

νAµ
]
, (149)

δL5

δAα

=−G5,X AαGµν∇
µAν +

1
6

G5,XX Aα
[
(∇µAµ)3−3∇µAµ

∇ρAσ ∇
σ Aρ

+2∇ρAσ ∇
νAρ

∇
σ Aν

]
+g5,X Aα F̃γµ F̃β

µ
∇γAβ (150)
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y

δL6

δAα

=−G6,X AαLµνγβ
∇µAν∇γAβ −

1
2

G6,XX Aα F̃γβ F̃µν
∇γAµ∇β Aν . (151)

Luego de lo anterior se calcula la variación de cada densidad lagrangiana respecto a la

derivada covariante del campo vectorial, ∇β Aα , entonces, para el término F se tiene

δF
δ∇β Aα

=− 1
4

δ

δ∇β Aα

(gλ µgσνFµνFλσ )

=− 1
4

gλ µgσν δ

δ∇β Aα

(∇µAν −∇νAµ)Fλσ

− 1
4

gλ µgσνFµν

δ

δ∇β Aα

(∇λ Aσ −∇σ Aλ )

=− 1
4

Fµν(δ α
µ δ

β

ν −δ
α
ν δ

β

µ )−
1
4

Fλσ (δ α

λ
δ

β

σ −δ
α
σ δ

β

λ
)

=−Fαβ . (152)

Posteriormente, para la densidad lagrangiana L2, la variación respecto a la derivada covariante del

campo vectorial es

δL2

δ∇β Aα

=G2,F
δF

δ∇β Aα

+G2,Y
δY

δ∇β Aα

, (153)
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en donde1

δY
δ∇β Aα

=AµAν δ

δ∇β Aα

(gλσ Fµσ Fνλ )

=AµAνgλσ (δ α
µ δ

β

σ −δ
α
σ δ

β

µ )Fνλ +AµAνgλσ Fµσ (δ
α
ν δ

β

λ
−δ

α

λ
δ

β

ν )

=AαAνF β

ν −Aβ AνF α
ν +AµAαF β

µ −AµAβ F α

µ

=4AνA[αF β ]
ν (154)

es decir que dicha variación queda escrita como sigue

δL2

δ∇β Aα

=−G2,FFβα +4G2,Y AνA[β F α]
ν , (155)

y la divergencia de esta expresión es

∇β

(
δL2

δ∇β Aα

)
=−∇β G2,FFβα −G2,F∇β Fβα +4∇β G2,Y AνA[β F α]

ν

+4G2,Y (∇β Aν)A[β F α]
ν +4G2,Y Aν

∇β A[β F α]
ν +4G2,Y AνA[β

∇β F α]
ν . (156)

Por otra parte la variación de la densidad lagrangiana L3 respecto a la derivada covariante

1 La antisimetrización se encuentra normalizada: M[µν ] =
1
2 (Mµν −Mνµ).
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del campo vectorial es

δL3

δ∇β Aα

=G3gµν
δ

β

µ δ
α
ν = G3gβα (157)

y la divergencia de la misma es

∇β

(
δL3

δ∇β Aα

)
=gαβ

∇β G3 =−
1
2

G3,X ∇
αA2. (158)

Ahora, para el caso de la densidad lagrangiana L4 se tiene que su variación respectiva es

δL4

δ∇β Aα

=G4,X

[
2∇µAµgλν

δ
β

λ
δ

α
ν −δ

β

µ δ
α
ν ∇

νAµ −gθνgµω
∇µAνδ

β

θ
δ

α
ω

]

=2G4,X(gαβ
∇µAµ −∇

αAβ ) (159)

y la divergencia de esta expresión adopta la forma

∇β

(
δL4

δ∇β Aα

)
=−2∇β G4,X(gαβ

∇µAµ −∇
αAβ )+2G4,X(∇

α
∇β Aβ −∇β ∇

αAβ )

=−G4,XX ∇β A2(gαβ
∇µAµ −∇

αAβ )−2G4,X Rαβ Aβ . (160)
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Luego de esto se prosigue con la variación de L5 la cual viene expresada como

δL5

δ∇β Aα

=G5Gµνgµωgνθ
δ

β

ω δ
α
ω −

1
6

G5,X

[
3(∇µAµ)2gβα −2gµν

δ
β

µ δ
α
ν ∇ρAσ ∇

σ Aρ

−3∇µAµ
δ

β

ρ δ
α
σ ∇

σ Aρ −3∇µAµ
∇ρAσ gσλ gργ

δ
β

λ
δ

α
γ +2δ

β

ρ δ
α
σ ∇

νAρ
∇

σ Aν

+2∇ρAσ gµνgρλ
δ

β

µ δ
α

λ
∇

σ Aν +2∇ρAσ ∇
αAρgσλ

δ
β

λ
δ

α
ν

]
− g5

2
η

λ µδγ(δ
β

δ
δ

α
γ −δ

β

γ δ
β

δ
)

× F̃σ
µ ∇λ Aσ −

g5

2
F̃λ µgµωη

σωδγ(δ
β

δ
δ

α
γ −δ

α

δ
δ

β

γ )∇λ Aσ −g5F̃λσ F̃σ
µ δ

β

λ
δ

α
σ

G5Gαβ − 1
6

[
3(∇µAµ)2gαβ −3gαβ

∇ρAσ ∇
σ Aρ −3∇µAµ

∇
αAβ +2∇

νAβ
∇

αAν

+2∇
αAσ ∇

σ Aβ +2∇ρAβ
∇

αAρ

]
− g5

2
η

λ µβα F̃σ
µ∇λ Aσ +

g5

2
η

λ µαβ F̃σ
µ∇λ Aσ

− g5

2
F̃λ

ω
η

σωβα
∇λ Aσ +

g5

2
F̃λ

ω
η

σωαβ
∇λ Aσ −g5F̃β µ F̃α

µ ,

que de manera reducida termina adoptando la expresión siguiente:

δL5

δ∇β Aα

=G5Gαβ − 1
2

G5,X(∇µAµ)2gαβ +
1
2

G5,X gαβ
∇ρAσ ∇

σ Aρ +G5,X ∇µAµ
∇

αAβ

−G5,X ∇
νAβ

∇
αAν +2g5F̃σ

µη
λ µαβ

∇(λ Aσ)−g5F̃β µ F̃α
µ . (161)
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Además, la divergencia de la misma da como resultado

∇β

(
δL5

δ∇β Aα

)
=− 1

2
G5,X ∇β A2Gβα +

1
4

G5,XX ∇
αA2(∇µAµ)2− 1

2
G5,X ∇µAµ

∇
α

∇β Aβ

− 1
4

G5,XX ∇
αA2

∇ρAσ ∇
σ Aρ +

1
2

G5,X ∇
α(∇ρAσ ∇

σ Aρ)

− 1
2

G5,XX ∇β A2
∇µAµ

∇
αAβ +G5,X ∇β (∇µAµ

∇
αAβ )

+
1
2

G5,XX ∇β A2
∇

νAβ
∇

αAν −G5,XX ∇β (∇
νAβ

∇
αAν)

−g5,X F̃σ
µη

λ µαβ
∇(λ Aσ)+2g5∇F̃σ

µη
λ µαβ

∇(λ Aσ)

+2g5F̃σ
µ∇β η

λ µαβ
∇(λ Aσ)+2g5F̃σ

µη
λ µαβ

∇β ∇(λ Aσ)

+
1
2

g5,X ∇β A2F̃β µ F̃α
µ −g5∇β F̃β µ F̃α

µ −g5F̃β µ
∇β F̃α

µ . (162)

Por último, para el caso de la densidad lagrangiana L6 se tiene que su variación respectiva

es

δL6

δ∇β Aα

=−G6,X AαLµνγβ
∇µAν∇γAβ −

1
2

G6,XX Aα F̃γβ F̃µν
∇γAµ∇β Aν , (163)

la cual toma la forma

δL6

δ∇β Aα

=2G6Lβαγσ
∇γAσ +G6,X η

γσβα F̃µν
∇γAµ∇σ Aν

+G6,X F̃µν
η

γσβα
∇µAγ∇νAσ +G6,X F̃γβ

∇γAν (164)
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y en donde su divergencia es

∇β

(
δL6

δ∇β Aα

)
=−G6,X ∇β A2Lβαγσ

∇γAσ +2G6∇β Lβαγσ
∇γAσ +2G6Lβαγσ

∇β ∇γAσ

− 1
2

G6,XX ∇β A2
η

γσβα F̃µν
∇γAµ∇σ Aν +G6,X ∇β η

γσβα F̃µν
∇γAµ∇σ Aν

+G6,X η
γσβα

∇β F̃µν
∇γAµ∇σ Aν +G6,X η

γσβα F̃µν(∇β ∇γAµ)∇σ Aν

+G6,X η
γσβα F̃µν

∇γAµ∇β ∇σ Aν −
1
2

G6,XX ∇β A2F̃µν
η

γσβα
∇µAγ∇νAσ

+G6,X ∇β F̃µν
η

γσβα
∇µAγ∇νAσ +G6,X F̃µν

∇β η
γσβα

∇µAγ∇νAσ

+G6,X F̃µν
η

γσβα(∇β ∇µAγ)∇νAσ +G6,X F̃µν
η

γσβα
∇µAγ∇β ∇νAσ

− 1
2

G6,XX ∇β A2F̃γβ F̃µα
∇γAµ +G6,X ∇β F̃γβ F̃µα

∇γAµ

+G6,X F̃γβ
∇β Fµα

∇γAµ +G6,X F̃γβ F̃µα
∇β ∇γAµ . (165)

Por lo tanto las ecuaciones de campo vectoriales, usando la expresión (142) quedan escritas
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de la siguiente manera:

0 =∇β Fαβ −G2,X Aα +∇β G2,FFβα +G2,F∇β Fβα −4∇β G2,Y AνA[β F α]
ν

−2G2,Y

[
AµFµλ Fαλ +2(∇β Aν)A[β F α]

ν −2Aν
∇β A[β F α]

ν −2AνA[β
∇β F α]

ν

]

+G3,X

(
1
2

∇
αA2−Aα

∇µAµ

)
+2G4,X GβαAβ −G4,XX

[
Aα(∇µAµ)2

−Aα
∇µAν∇

νAµ −∇β A2(gαβ
∇µAµ −∇

αAβ )
]
+G5,X

[
1
2

∇β A2Gβα

−AαGµν∇
µAν +

1
2

∇µAµ
∇

α
∇β Aβ −∇β (∇µAµ

∇
αAβ )− 1

2
∇

α(∇ρAσ ∇
σ Aρ)

]

+G5,XX

{
1
6

Aα
[
(∇µAµ)3−3∇µAµ

∇ρAσ ∇
σ Aρ +2∇ρAσ ∇

νAρ
∇

σ Aν

]

− 1
4

[
∇

αA2(∇µAµ)2 +∇
αA2

∇ρAσ ∇
σ Aρ +2∇β A2

∇µAµ
∇

αAβ

−2∇β A2
∇

νAβ
∇

αAν +4A2
∇β (∇

νAβ
∇

αAν)
]}

+g5

[
∇β F̃β µ F̃α

µ + F̃β µ
∇β F̃α

µ

−2∇F̃σ
µη

λ µαβ
∇(λ Aσ)−2F̃σ

µ∇β η
λ µαβ

∇(λ Aσ)−2F̃σ
µη

λ µαβ
∇β ∇(λ Aσ)

]

+g5,X

[
Aα F̃γµ F̃β

µ
∇γAβ + F̃σ

µη
λ µαβ

∇(λ Aσ)−
1
2

∇β A2F̃β µ F̃α
µ

]
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−2G6

[
∇β Lβαγσ

∇γAσ +Lβαγσ
∇β ∇γAσ

]
+G6,X

[
∇β A2Lβαγσ

∇γAσ

−∇β η
γσβα F̃µν

∇γAµ∇σ Aν −η
γσβα

∇β F̃µν
∇γAµ∇σ Aν −η

γσβα F̃µν(∇β ∇γAµ)∇σ Aν

− η
γσβα F̃µν

∇γAµ∇β ∇σ Aν −AαLµνγβ
∇µAν∇γAβ −∇β F̃µν

η
γσβα

∇µAγ∇νAσ

−F̃µν
∇β η

γσβα
∇µAγ∇νAσ − F̃µν

η
γσβα(∇β ∇µAγ)∇νAσ − F̃µν

η
γσβα

∇µAγ∇β ∇νAσ

−∇β F̃γβ F̃µα
∇γAµ − F̃γβ

∇β Fµα
∇γAµ −G6,X F̃γβ F̃µα

∇β ∇γAµ

]

+
1
2

G6,XX

[
∇β A2

η
γσβα F̃µν

∇γAµ∇σ Aν −Aα F̃γβ F̃µν
∇γAµ∇β Aν

+ ∇β A2F̃µν
η

γσβα
∇µAγ∇νAσ +∇β A2F̃γβ F̃µα

∇γAµ

]
. (166)
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6. Agujeros negros estáticos y esféricamente simétricos en la teorı́a generalizada de Proca

Para estudiar agujeros negros en un fondo estático y esféricamente simétrico se toma la

métrica (27) en donde f (r) y h(r) son funciones de la coordenada radial r de tal manera que f (r)>

0 y h(r) > 0 fuera del horizonte de eventos r > rh. rh es la posición en la cual f (rh) = h(rh) =

0. Además, el campo vectorial a tener en cuenta debe ser compatible con la simetrı́a puesta en

consideración, por lo tanto es de esperar que éste sea invariante al desplazarse sobre las direcciones

correspondientes a los vectores de Killing (2), (3), (4) y ∂t . Por lo tanto, la derivada de Lie del

campo vectorial con respecto a cada uno de estos vectores debe ser cero, es decir,

£
ξ

µ

(i)∂µ
A = [ξ

µ

(i)∂µ ,A] = 0, (167)

en donde, usando coordenadas esféricas, A = A0dt +A1dr +A2dθ +A3dφ . Entonces, usando el

vector de Killing ∂t se tiene que, a partir de la condición

(£∂t A)α =ξ
µ

(0)∂µAα −Aµ
∂µξ

α

(0) = 0,

∂tAα = 0 (168)

las componentes del campo son independientes de la coordenada temporal t. Ası́ mismo, el vec-

tor de Killing (2) implica que, debido a la condición de arriba, las componentes del campo son

independientes de la coordenada angular azimutal φ .
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En la dirección de los vectores de Killing (3) y (4) se tiene que las condiciones sobre la

derivada de Lie adoptan la forma

(£
ξ

µ

(2)∂µ
A)α =ξ

µ

(2)∂µAα −Aµ
∂µξ

α

(2) = 0

− cosφ∂θ Aα + cotθ sinφ∂φ Aα −Aµ
∂µξ

α

(2) = 0

− cosφ∂θ (gαβ Aβ )−gµνAν∂µξ
α

(2) = 0. (169)

(£
ξ

µ

(3)∂µ
A)α =ξ

µ

(3)∂µAα −Aµ
∂µξ

α

(3) = 0

sinφ∂θ Aα + cotθ cosφ∂φ Aα −Aµ
∂µξ

α

(3) = 0

sinφ∂θ (gαβ Aβ )−gµνAν∂µξ
α

(3) = 0. (170)

Si α = 0 se tiene de la condición de los vectores de Killing 3 y 4 que

−cosφ∂θ (g00A0) = 0. (171)

Dado que g00 es independiente de la coordenada θ , la componente A0 es independiente de dicha

coordenada, por lo tanto, A0 = A0(r). Si α = 1 se tiene la expresión trivial 0 = 0. En el caso de
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α = 2 se llega a las expresiones

−cosφ∂θ (r−2A2)+gµνAν∂µ(cosφ) = 0

−r−2 cosφ∂θ A2 + r−2 sin−2
θA3∂φ cosφ = 0

∂θ A2−A3 sin−2
θ tanφ = 0, (172)

sinφ∂θ (r−2A2)−gµνAν∂µ(sinφ) = 0

−r−2 sinφ∂θ A2− r−2 sin−2
θA3∂φ sinφ = 0

∂θ A2 +A3 sin−2
θ cotφ = 0 (173)

las cuales al sustraerlas entre sı́ llevan a que la componente A3 sea igual a cero. Finalmente, para

α = 3 se obtienen las siguientes expresiones

r−2A2 csc2
θ sinφ = 0, (174)

r−2A2 csc2
θ cosφ = 0 (175)

de las cuales se llega a que A2 = 0 y, por tanto, el perfil del campo vectorial, compatible con el

espaciotiempo a considerar, es

A = A0(r)dt +A1(r)dr (176)
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6.1. Solución de Reissner-Nordström en Relatividad General

Como preparación, en primer lugar se usará el acomplamiento

G4 =
m2

p

2
, G2 = G3 = G5 = g5 = G6 = 0 (177)

el cual lleva a las siguientes ecuaciones de campo vectoriales y gravitacionales, respectivamente,

0 =∇β Fαβ , (178)

m2
p

2
Gµν =

1
2

(
FµαF α

ν − 1
4

gµνFαβ Fαβ

)
, (179)

en donde el tensor antisimétrico Fµν , para el perfil estático esféricamente simétrico, es el siguiente

Fµν = ∂µAν −∂νAµ (180)

F01 = ∂0π−∂1A0 =−A′0 =−F10. (181)

con las demás componentes iguales cero.
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Las ecuaciones de campo no triviales que se obtienen son

− h
f r

A′0 +
h f A′0
4 f 2 −

h′A′0
4 f
− hA′′0

2 f
= 0 (α = 0) (182)

m2
p

2r2 f −
m2

p f h
2r2 −

1
4

hA′20 −
m2

p f h′

2r
= 0 (µ,ν) = (0,0) (183)

m2
p

2r2 −
m2

p

2hr2 +
A′20
4 f

+
m2

p f ′

2 f r
= 0 (µ,ν) = (1,1) (184)

m2
prh′

4
− hr2A′20

4 f
+

m2
ph f ′r
4 f

−
m2

ph f ′2r2

8 f 2

−
m2

p f ′h′r2

8 f
+

m2
ph f ′′r2

4 f
= 0 (µ,ν) = (2,2). (185)

Si se multiplica la ecuación (183) por (h f )−1 y se suma a la ecuación (184) se obtiene como

resultado que

m2
p

2r

(
f ′

f
− h′

h

)
=0

∂r(ln f ) =∂r(lnh)

ln f = lnh+ const.

f =const ∗h (186)

y, al considerarse un comportamiento asintóticamente plano es claro que f (r) = h(r) = 1 cuando

r→ ∞, por lo tanto const.= 1 y

f = h. (187)
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Posteriormente, al reemplazar (187) en la expresión (182) se llega a la ecuación diferencial

A′0
r
+

A′′0
2

= 0 (188)

la cual tiene como solución

A′′0r+A′0 =−A′0

∂r(A′0r) =−A′0

A′0r =−A0 +Q

A0r = Pr+Q

A0 = P+
Q
r
, (189)

en donde P y Q son constantes de integración. Luego, sustituyendo las ecuaciones (187) y (189)

en la ecuación (183) se obtiene que la función métrica f es

Q2−2m2
pr2 +2m2

pr2( f + r f ′) =0

Q2−2m2
pr2 +2m2

pr2( f r)′ =0

( f r)′ =− Q2

2m2
pr2 +1

f r =
Q2

2m2
pr

+ r−2M

f =1− 2M
r
− Q2

2m2
pr2 (190)
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en donde Q es la carga que origina el campo y −2M es la constante de integración que al llevar al

lı́mite Newtoniano se identifica como la masa del agujero negro. Por lo tanto se tiene la solución

de Reissner-Nordström

f = h = 1− 2M
r
− Q2

2m2
pr2 (191)

A0 = P+
Q
r
, (192)

la cual concuerda con cálculo realizado en la sección (2.2).

Estas soluciones satisfacen también la ecuación (185), ya que usando la condición (187) y

posteriormente las soluciones (191) y (236) se tiene la ecuación

rA′20 −2m2
p(2 f ′r+ f ′′) = 0 (193)

la cual se convierte en la expresión trivial 0 = 0.

Sumado a todo lo anterior, cabe resaltar que la componente longitudinal A1 corresponde a

un modo de gauge no fı́sico, ya que este valor está indeterminado por las ecuaciones (182)-(185).

Ası́mismo la constante P es una constante arbitraria sin significado fı́sico alguno.

6.2. Campo masivo de Proca

También cabe revisar el campo masivo de Proca en Relatividad General, el cual está dado

por las funciones

G4 =
m2

p

2
, G2 = µ

2X , G3 = G5 = g5 = G6 = 0. (194)
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Ası́ pues, para la presente configuración de los acoplamientos las ecuaciones de campo, tanto

vectoriales como gravitacionales, son

µ
2Aα = ∇β Fαβ , (195)

m2
p

2
Gµν =

1
2

(
1
4

Fαβ Fαβ −FµαF α
ν

)
+

1
2

µ
2AµAν +

1
2

µ
2X , (196)

las cuales llevan al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para el perfil de la métrica y el

campo vectorial que se están teniendo en consideración:

µ2

f
A0−

h
r f

A′0−
h

2 f
A′′0−

h′

4 f
A′0 +

h f ′

4 f 2 A′0 = 0 (α = 0) (197)

−µ
2A1h = 0 (α = 1) (198)

m2
p f

2r2 −
m2

p f h
2r2 −

m2
p f h′

2r
− 1

4
hA′20 −

1
4

µ
2A2

0−
1
4

µ
2 f hA2

1 = 0 (µ,ν) = (0,0) (199)

−
m2

p f
2r2 +

m2
p

f h
+

m2
ph f ′

2r
+

1
4

hA′20 −
1
4

µ
2A2

0−
1
2

µ f hA2
1 = 0 (µ,ν) = (1,1) (200)

−
m2

ph f ′2r2

8 f 2 +
m2

ph f ′r
4 f

+
1
4

m2
ph′r+

m2
p f ′h′r2

8 f
+

m2
ph f ′′r2

4 f

− hr2

4 f
A′20 −

µ2r2

4 f
A2

0 +
1
4

µ
2hr2A2

1 = 0 (µ,ν) = (2,2) (201)

− 1
2

µ
2A0A1 = 0 (µ,ν) = (0,1). (202)

A partir de la ecuación (198), pidiendo que µ 6= 0, se tiene que A1 = 0, lo cual anula, además, la

ecuación (202). Reempplazando esto en las ecuaciones (199) y (200) y sumándolas mutuamente
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se llega a la expresión

m2
p( f ′h− f h′) = µ

2A2
0r (203)

que al multiplicar por h−2 se convierte en

m2
p
( f ′h− f h′)

h2 =
µ2A2

0r
h2 (204)

(
f
h

)′
=

µ2A2
0r

m2
ph2 (205)

Analizando el comportamiento asintótico del lado izquierdo de esta expresión se sabe que con el fin

de que rh sea el horizonte de eventos (como se ve al comienzo del presente capı́tulo) f → 0 y h→ 0

cuando r→ rh y que, también, f (r) > 0 y h(r) > 0 para r > rh con el objetivo de que la métrica

sea Lorentziana. Además, debido a esto, las funciones métricas se pueden expandir alrededor del

horizonte de la forma

f = ∑
i=1

fi(r− rh)
i, h = ∑

i=1
hi(r− rh)

i, (206)

por lo tanto, si r→ rh, el factor r−rh se hace infinitesimal, por lo que solo se consideran los térmi-

nos a primer orden en r− rh ya que se considera que ambas funciones tienden a a cero mientras

r→ rh y por consiguiente el lado izquierdo llega tener un valor finito en tal lı́mite asintótico. Asi-

mismo, al analizar el lado derecho en el lı́mite r→ rh, para que éste sea consistente con lo anterior,

su lı́mite debe ser finito y debido a que h(r→ rh)→ 0, A0 debe tender a cero cuando r tiende a rh.

Por otra parte, al estudiar el comportamiento asintótico para r→ ∞, se sabe que en este
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lı́mite f = h = 1. De esta manera la expresión (204) lleva a

lı́m
r→∞

(
f ′h− f h′

h2

)
= lı́m

r→∞

(
µ2A2

0r
m2

ph2

)

0 =
µ2A0(∞)2r

m2
p

(207)

y siendo µ 6= 0 se concluye que cuando r→ ∞, A0→ 0.

Ahora, para ver el comportamiento predicho por la ecuación (197) para valores de r >> rh

se reescribe ésta ecuación y se usa la expresión (205) para obtener

−h
(

A′′0
2

+
A′0
r

)
+

µ2A2
0A′0

4m2
p f

+µ
2A0 = 0.

(208)

Ya que A0 se hace muy pequeño para r >> rh se descartan los términos cuadráticos de éste y ası́

se obtiene la ecuación diferencial

−A′′0
2
− A′0

r
+µ

2A0 = 0 (209)
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cuya solución es

−A′′0r−2A′0 +2rµ
2A0 = 0,

−(A0r)′′+2µ
2(A0r) = 0,

A0(r) = c1
e−
√

2µr

r
+ c2

e
√

2µr

r
. (210)

Ya que la ecuación (207) predice que A0(r→ ∞) = 0, entonces la ecuación 209 llevarı́a a

que

A0 ∝
eµr

r
. (211)

Este comportamiento comienza a ser dominante cuando r > 1
µ

. Además debido a que se debe tener

que si r→ ∞, A0→ 0, entonces µ = 0 para que esto se satisfaga. Por lo tanto no hay solución de

agujero negro estático y esféricamente simétrico para un campo vectorial de Proca debido a que

dicha solución se da solamente si µ = 0, lo cual lleva a la solución de Reissner-Nordström.

6.3. Soluciones exactas para el acoplamiento cuártico G4

Se considera en primer lugar el acoplamiento

G4 =
m2

p

2
+

X
4

(212)
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el cual reduce las ecuaciones de campo a las expresiones

m2
p

2
Gµν =

1
2

[
FµαF α

ν − F2

4
gµν

]
− 1

4

[
1
2

gµν(∇αAα)2−2A(µ∇ν)∇αAα −2∇αA(µ∇ν)A
α

+
1
2

gµν∇αAβ ∇
β Aα +∇α(A(µ∇

αAν)+A(µ∇ν)A
α −Aα

∇(µAν))

+gµνAβ ∇
β

∇
αAα −

1
2
(
AµAνR−A2Gµν −gµν�A2 +∇µ∇νA2)

]
(213)

∇β Fβα =− 1
2

GβαAβ (214)

cuya forma explı́cita, para la configuración del campo y métrica que se está estudiando, es la

siguiente:

0 =−2A0 f (−1+h+ rh′)+ r
[
A′0(hr f ′− f (4h+ rh′))−2 f hrA′′0

]
(α = 0) (215)

0 =A1h( f (h−1)+hr f ′) (α = 1) (216)

0 =−2hr2A′20 +A2
0(−1+h+ rh′)− f

[
A1h2(A1 +4rA′1)+4m2

p(rh′−1)

+h(4m2
p +A2

1(1+3rh′))
]

(µ,ν) = (0,0) (217)

0 =4A0A′0 f hr+A2
0
[

f (h−1)−hr f ′
]
+ f

[
f (−4m2

p +(4m2
p−A2

1)h+3A2
1h2)

+hr(2rA′20 +(4m2
p +3A2

1h) f ′)
]

(µ,ν) = (1,1) (218)
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0 =4A0 f
[
−2h f ′rA′0 + f (rA′0h′+2h(A′0 + rA′′0)))

]
+A2

0
[
3h f ′2r+2 f 2h′

− f (r f ′h′+2h( f ′+ r f ′′))
]
+ f

[
4A1 f h2A′1(2 f + r f ′)+4m2

p(−hr f ′2 +2 f 2h′

+ f (r f ′h′+2h( f ′+ r f ′′)))
]
+A2

1h
[
−hr f ′2 +6 f 2h′

+ f (2r f ′h′+2h( f ′+ r f ′′))
]

(219)

0 =A0A1
[

f (h−1)+hr f ′
]

(µ,ν) = (0,1). (220)

La ecuación (220) admite en primer lugar una solución en donde A0 = 0 o A1 = 0, lo cual

anula la ecuación (215). A su vez, considerando A1 6= 0, la ecuación (216) establece la relación,

entre las funciones métricas,

h =
f

f + f ′r
. (221)

Entonces, al reemplazar esta relación en la ecuación (218) esta última se reduce a lo siguiente:

0 = A2
1 f 2, (222)

lo que inevitablemente lleva a que la componente longitudinal del campo se anule y por consi-

guiente, se tenga una solución de Schwarzschild. En segundo lugar, si se considera la rama A1 = 0

de (220), el sistema de ecuaciones diferencial tiene solución únicamente si A0 = 0, lo que resulta,

de nuevo, en la solución de Schwarschild.

Ahora, considerando la rama en la cual A0 y A1 son diferentes de cero, de la ecuación (220)

se obtiene la relación (221). Reemplazando esta relación y su derivada en la ecuación (218) se tiene
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que

A1 =±

√
r2(A0A′0 f − f rA′20 +A2

0 f ′)

f
. (223)

Al reemplazar esta expresión de A1 en las ecuaciones (215) y (217) y al resolver el sistema, se

obtiene las siguiente soluciones

A0 = P+
Q
r

(224)

f =C− 2M
r

(225)

en donde P, 2M y Q son las constantes de integración. Y dado que, en el lı́mite r→ ∞ se debe

alcanzar el comportamiento Minkowskiano, entonces C = 1. Insertando estas expresiones en (221)

y (223) se obtiene finalmente que la solución para este tipo de acoplamiento es

h = f = 1− 2M
r

(226)

A0 =P+
Q
r

(227)

A1 =

√
2P(MP+Q)r+Q2

r−2M
. (228)

Por consiguiente, las soluciones para el presente acoplamiento cumplen las siguientes con-
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diciones

f = h, (229)

X =−AµAµ

2
= Xc, (230)

con Xc constante, las cuales serán usadas de aquı́ en adelante con el fin de encontrar soluciones

exactas. Esta última condición se traduce en que

A1 =±

√
A2

0−2 f Xc

f
(231)

Para un acoplamiento general G4 = G4(X) las ecuaciones de campo vectorial son

0 =8A0
{

G4,XX A2
1h2 f ′r+ f

[
G4,X +h(−G4,X +G4,XX A1h(A1 +2rA′1))

+(−G4,X +G4,XX A2
1h)rh′

]}
+ r
[
A′20 (h f ′r− f (4h+ rh′))−2 f hrA′′0

]
(232)

0 =A1
{
− f
[

f (G4,X −G4,X h+G4,XX A2
1h2)+2G4,XX A0hA′0r

]

+h
[
G4,XX A2

0 + f (G4,X −G4,XX A2
1h)
]

r f ′
}
. (233)

Para la última ecuación existen dos posibilidades, A1 = 0 y A1 6= 0, que, a continuación, serán

estudiadas de manera separada.
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6.3.1. A1 6= 0. Al proponer que la segunda derivada del acoplamiento G4 evaluada

en Xc cumpla la condición

G4,XX(Xc) = 0, (234)

de la ecuación (233) aparece que las funciones métricas h y f cumplen la siguiente relación

h =
f

f + f ′r
(235)

la cual, debido a que usaremos las condiciones (229), se obtiene que la solución para las funciones

métricas es

f =
f

f ′r+ f

f + f ′r =1

( f r)′ =1

f =1− 2M
r
. (236)

Dicha solución lleva a que la ecuación (232) se reduzca a la expresión

2A′0 + rA′′0 = 0 (237)
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cuya solución ya fue calculada previamente. Esta solución es

A0 = P+
Q
r

(238)

de la cual, a causa de la condición (230), lleva a que la componente longitudinal del campo tenga

la siguiente solución

A1 =±

√
−2Xc

(
1− 2M

r

)
+
(

P+ Q
r

)2
r

r−2M
. (239)

Insertando las expresiones de f , h, A0 y A1 en la ecuación de campo gravitacional de la componente

(µ,ν) = (0,0),

0 =hr2A′20 −4G4,X(−1+h+ rh′)+4 f
[
G4,X A1h2(A1 +2rA′1)+G4(rh′−1)

+ h(G4 +2G4,X A2
1rh′)

]
, (240)

se tiene que

G4,X(Xc) =
1
4
. (241)

Además, realizando el mismo procedimiento anterior en la ecuación de la componente (µ,ν) =

(1,1),

0 =4 f 2 [−G4 +(G4−G4,X A2
1)h+2G4,X A2

1h2]−4G4,X A2
0h f ′r+ f hr

[
8G4,X A0A′0

+ rA′20 +4(G4 +2G4,X A2
1h) f ′

]
, (242)
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y reemplazando (241) en la misma, se logra determinar el valor de Xc en términos de las constantes

de integración. Éste valor es

Xc =
P2

2
. (243)

El mismo indica que la función que describe a la componente longitudinal del campo está dada por

A1 =

√
Q2 +2P(MP+Q)r

r−2M
. (244)

De lo anterior se infiere que la función G4(X) que obedece a las condiciones (234) y (241)

está dada por

G4(X) = G4(Xc)+
1
4
(X−Xc)+ ∑

n=3
bn(X−Xc), (245)

en donde Xc = P2/2 y todas las bn son constantes. El modelo G4(X) = m2
p/2+X/4 es el caso

especial de la última expresión (245), es decir, G4(Xc)=m2
p/2+Xc/4 y todos los bn = 0 para n≥ 3.

La solución de arriba es una solución de Schwarzschild con componente vectorial longitudinal no

cero.

Aunque la carga P en un espaciotiempo de Reisner-Nordström no tiene significado fı́sico,

en este caso es una carga que controla el perfil longitudinal A1(r), aunque no su geometrı́a. Notese

que se puede apagar la carga Q y dejar la carga P, caracterizando un perfil longitudinal no trivial,

encendida en presencia de un agujero negro masivo.

En este sentido, P representa una carga adicional para la configuración además de la masa

y la carga eléctrica. Sin embargo esta carga no es vista aplicando la ley de Gauss -ya que el campo
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no contribuye a Fµν - por lo tanto estrictamente esta configuración no viola la conjetura de no-pelo

6.3.2. A1 = 0. Continuando con la otra posibilidad A1 = 0 e imponiendo la condi-

ción (230), se tiene que A2
0 = 2 f Xc a partir de (231). Bajo la condición (229), la ecuación (233) se

anula y la ecuación (232) se reduce a

8G4,X(Xc)( f − f 2− f r f ′)+
(

1
2

r2 f ′2− f r2 f ′′−2 f f ′r
)
= 0. (246)

Si se toma 1− f − r f ′ = 0, la solución a esto,

f = 1− 2M
r
, (247)

no satisface la ecuación (246). Entonces supóngase que

1
2

r2 f ′2− f ′′ f r2−2r f f ′ = 0, (248)

con G4,X(Xc) Escribiendo a la función métrica f como

f (r) = eλ (r) (249)
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su primera y segunda derivada son, respectivamente,

f ′(r) =λ
′(r)eλ (r), (250)

f ′′(r) =λ
′′(r)eλ (r)+λ

′2(r)eλ (r). (251)

Entonces la ecuación (248), se transforma en una nueva ecuación diferencial para la función λ (r),

la cual es

4λ
′+ rλ

′2 +2rλ
′′ = 0. (252)

Multiplicando ésta expresión por r, se tiene esta ecuación

4rλ
′+ r2

λ
′2 +2r2

λ
′′ = 0, (253)

la cual, usando regla de Leibniz entre el primer y tercer término, se puede reescribir como

r2
λ
′2 +2(λ ′r2)′ = 0 (254)
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y cuya solución es, ∀M < r,

1
r2 +

2(λ ′r2)′

(λ ′r2)2 = 0

(r2
λ )−1 =− 1

2r
+M

λ
′ =

2
−r+2C1r2 =

4C1

2C1r−1
− 2

r

λ = 2ln(1−C1r)−2lnr+ lnC2 = ln
(

C2−Cr
r

)2

, (255)

en donde C1, C2 y C son constantes.

Como consecuencia la función f queda representada por la siguiente expresión

f =
(

C−M
r

)2

, (256)

en donde M =C2. Además, C = 1, ya que el lı́mite cuando r→∞ la función métrica debe ser igual

a 1. Entonces

f =
(

1−M
r

)2

. (257)

Con todo lo anterior, al usar la ecuación de campo gravitacional para la componente (µ,ν) = (0,0)

se tiene que

G4(Xc) =
Xc

2
. (258)

Esto además hace que las ecuaciones de campo resultantes se anulen. Finalmente, se tiene que un
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acoplamiento, G4(X) que cumpla todo lo anterior debe ser de la siguiente forma

G4(X) =
Xc

2
+ ∑

n=2
bn(X−Xc)

n. (259)

Entonces, la solución exacta resultante es

f = h =

(
1−M

r

)2

,

A0 = P−MP
r

,

A1 = 0, (260)

en donde P =±√2Xc. Esto corresponde a una solución de agujero de Reissner-Nordström con una

carga eléctrica igual a la masa del agujero negro.

6.4. Soluciones exactas de agujeros negros para acoplamientos generales

Se procede ahora con la derivación de soluciones exactas de agujeros negros en la presencia

de los acoplamientos G3(X), G5(X), G6(X), g5(X) y G2(X ,F) =−2g4(X)F . Para este análisis se

toma en cuenta el término de Einstein-Hilbert m2
p/2 en G4(X). De manera similar a las secciones

anteriores, se imponen las condiciones (229) y (230) en el desarrollo siguiente.

6.4.1. Acoplamiento cúbico G3(X). Para este caso, la ecuación de campo vectorial

de la componente α = 1 es

G3,X
(
A0r(2 f A′0−A0 f ′)+A2

1 f 2(4 f + r f ′)
)
= 0, (261)
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la cual da paso a dos posibilidades , G3,X(Xc) = 0 y G3,X(Xc) 6= 0, que se estudian cada una por

separado.

(i) G3,X(Xc) = 0

Para la primera posibilidad las ecuaciones para el campo vectorial A0 y las de campo gravitacional

de las componentes (µ,ν) = (0,0) y (µ,ν) = (2,2) son, respectivamente

0 =
A′0
r
+

A′′0
2
, (262)

0 =−2m2
p + r2A′20 +2m2

p( f + r f ′), (263)

0 =−r2A′20 +m2
p(2r f ′+ r2 f ′′), (264)

ya que la ecuación de la componente (µ,ν) = (1,1) es igual a la de la componente (µ,ν) = (0,0)

y las demás son triviales.

A partir de la ecuación (262), la cual ya se ha resuelto en secciones anteriores, se tiene que

la componente en dirección temporal del campo está dada por

A0 = P+
Q
r
, (265)

en donde P y Q son constantes de integración. Adicionalmente, si inserta este resultado en la

ecuación (263) se obtiene la expresión

0 =−2m2
p +

Q2

r2 +2m2
p( f + r f ′) (266)
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cuya solución, para f , es

(r f )′ =1− Q2

2m2
pr2

r f =r+
Q2

2m2
pr
−2M

f =1− 2M
r

+
Q2

2m2
pr2 . (267)

Por lo tanto, para este caso, se tiene una solución de Reissner-Nordström con la componente lon-

gitudinal del campo diferente de cero, la cual se obtiene por la condición (230) y es la siguiente

A1 =±
2m2

pr
√

m2
p(P2−2Xc)r2 +2m2

p(PQ+2MXc)r+Q2(m2
p−Xc)

2m2
p(r2−2Mr)+Q2 . (268)

Por consiguiente, una función que lleve a esta solución debe estar dada por

G3(X) = G3(Xc)+ ∑
n=2

bn(X−Xc)
n (269)

en donde todo bn es una constante.

(ii) G3,X(Xc) 6= 0

Usando las condiciones (229) y (230) la ecuación (261) se tiene

f ′ =
rA0A′0 +2A2

0−4 f Xc

Xcr
. (270)
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Sustituyendo esto en la ecuación de campo vectorial para α = 0 se obtiene rA′′0 +2A′0 = 0, lo cual

lleva a la solución A0 =P+Q/r con dos constantes P y Q. Entonces, insertando esto en la ecuación

(270) se obtiene

f ′ =− 4 f
r
+

Q2

Xcr3 +
2PQ
Xcr2 +

2P2

Xcr

4 f r3 + r4 f ′ =
Q2r
Xc

+
2PQr2

Xc
+

2P2r3

Xc

(r4 f )′ =
Q2r
Xc

+
2PQr2

Xc
+

2P2r3

Xc

r4 f =
Q2r2

2Xc
+

2PQr2

3Xc
+

P2r4

2Xc
+C

f =
1
Xc

(
P+

Q
r

)2

+
C
r4 (271)

en donde C es una constante. Para satisfacer que la métrica sea asintóticamente plana, f → 1, en

r → ∞ se recupera que P2 = 2Xc. Con eso, las ecuaciones de campo gravitacional se satisface

únicamente si C = 0 y P =
√

2mp. Ademas, de la ecuación de la componente (µ,ν) = (0,1) se

tiene que A1 = 0. Entonces, para M = ±Q/(
√

2mp) se obtiene la solución (257), con el modo A1

igual a cero.
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6.4.2. Acoplamiento de quinto orden G5(X). Para este acoplamiento, se tiene que

las ecuaciones de campo vectoriales para la componente α = 0 y α = 1 son

0 =A0r+
1
2

A′′0r2 +
1
f

G5,X A0
(
−(−1+ f ) f A′1 +A1(1−2 f ) f ′

)

+G5,XX A0A2
1( f A′1 +A1 f ′) (272)

0 =
1
f 2 G5,X

(
−2A0( f −1) f A′0 +A2

0( f −1) f ′+A2
1(1−3 f ) f 2 f ′

)

+G5,XX A2
1
(
2A0A′0 f +(A2

1 f 2−A2
0) f ′

)
(273)

Aplicando la condición (230) en ambas ecuaciones, multiplicando la ecuación (272) por

2A1 f y restándola con la ecuación (273) multiplicada por A0, se obtiene la ecuación diferencial

0 = 2A′0 + rA′′0. (274)

Acontece además que la ecuación (273) bajo la condición (230) adopta la siguiente forma

0 =−G5,X(Xc)
[
A0A′0( f −1)− f ′(Xc +A2

0−3Xc f )
]

+G5,XX(Xc)(A2
0−2Xc f )(A0A′0−Xc f ′). (275)

De la ecuación (274) se obtiene, por supuesto, que A0 = P+Q/r, con P y Q constantes. Si

G5,X(Xc) = 0, (276)
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la ecuación (275) se satisface para (i) A0A′0 = Xc f ′ o (ii) A2
0 = 2 f Xc.

Para la primera rama se tiene la expresión

f ′ =
A0A′0

Xc
=−(Pr+Q)Q

Xcr3 , (277)

cuya integración da como resultado

f = h =C− 2M
r

+
Q2

2Xcr2 (278)

con M =−PQ/(2Xc). En el lı́mite ası́ntotico cuando r→ ∞, se debe tener que f = h = 1, lo cual

indica que C = 1

Se tiene que las ecuaciones de campo gravitacionales para las componentes (µ,ν) = (0,0),

(µ,ν) = (1,1) y (µ,ν) = (2,2) son, respectivamente,

0 =
1

2 f r2

{
−m2

p(−1+ r f ′+ f )− r2A′20
}
+

1
4r2 G5,XX a2

1
{

2 f
[
A0A1A′0 +(A2

0−A2
1 f 2)A′1

]

+ A1(A2
0−A2

1 f 2) f ′}, (279)

0 =
f

2r

{
m2

p(−1+ r f ′+ f )+ r2A′20
}
+

1
4r2 G5,XX A3

1 f 2 [2A0A′0 f +(−A2
0 +A2

1 f 2) f ′
]
, (280)

0 =−2rA′20 +m2
p(2 f ′+ r f ′′). (281)

Insertando la solución para A0 y para f en la ecuación de la componente (µ,ν) = (2,2) se obtiene
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que

Xc = m2
p. (282)

Lo que lleva a que, se anulen las ecuaciones de las componentes (µ,ν) = (0,0) y (µ,ν) =

(1,1). Por lo tanto las soluciones para este tipo de acoplamiento son

f =h = 1− 2M
r

+
Q2

2m2
pr2 (283)

A0 =−
2Mm2

p

Q
+

Q
r

(284)

y usando la condición (230) se tiene que

A1 =±
2m2

p

√
2(2M2m2

p−Q)r2

Q
[
2m2

pr(2M− r)−Q2
] . (285)

La existencia de esta solución requiere que 2M2m2
p > Q2.

A partir de la ecuación (230) la opción (ii) corresponde a A1 = 0. Reemplazando esto en la

ecuación (272), se tiene

−r2 f ′2 +2 f (2r f ′+ r2 f ′′) = 0, (286)

la cual es la misma ecuación diferencial (248), cuya solución es

f = h =

(
1−M

r

)2

. (287)
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Por otra parte, de la ecuación (281), se tiene que

Xc = m2
p, (288)

lo que indica que la expresión para la componente temporal del campo vectorial, A0, es la siguiente

A0 =
√

2
(
−mp +

Mmp

r

)
, (289)

con la relación particular Q2 = 2M2m2
p. De hecho, este caso puede ser visto como el caso de las

soluciones de la rama anterior con la componente radial del campo siendo nula.

Un modo concreto de obtener las soluciones de arriba es mediante un acoplamiento G5(X)

que esté dado mediante la siguiente expresión

G5(X) = G5(Xc)+ ∑
n=2

bn(X−Xc)
2, (290)

en donde Xc = m2
p.

6.4.3. Acoplamiento de sexto orden G6(X). En presencia del acoplamiento gene-

ral G6, la ecuación de la componente α = 1 del campo vectorial se reduce a

A1A′20
[
G6,X (3 f −1)−G6,XX A2

1 f 2]= 0, (291)

para la cual se buscarán soluciones que satisfagan que A1 = 0 o A′0 = 0.
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(i)A′0 = 0

En este caso se tiene que

A0 = P = const. (292)

lo que anula las ecuaciones para la componente α = 0 del campo vectorial y para la componente

(µ,ν) = (0,1) del campo gravitacional.

De esta manera, las ecuaciones para las componentes (µ,ν) = (0,0) y (µ,ν) = (1,1) del

campo gravitacionale llevan a la ecuación diferencial

−1+ f + r f ′ = 0 (293)

cuya solución, como ya se obtuvo previamente, es

f = h = 1− 2M
r

(294)

la cual también anula la ecuación de la componente (µ,ν) = (2,2). Por lo tanto, usando la condi-

ción (230) se obtiene que el modo longitudinal del campo vectorial es el siguiente

A1 =±
√

r(P2r+4MXc−2rXc)

r−2M.
(295)

Ya que cuando r→∞ la componente longitudinal A1→±
√

P2−2Xc se tiene que para la existencia

de la solución P2 > 2Xc.
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(ii)A1 = 0

Para este caso, en primer lugar, se anula la ecuación de campo gravitacional de la componente

(µ,ν) = (0,1). Además, debido a la condición (230), A2
0 = 2 f Xc. Esto lleva a que las ecuacio-

nes de campo gravitacional de las componentes (µ,ν) = (0,0) y (µ,ν) = (1,1) se reduzcan a,

respectivamente,

m2
p

2
f (r f ′′+2 f ′)− Xc

4
r f ′2−Xc f f ′ f ′′G6 = 0 (296)

2r f (r f ′′+2 f ′)− r2 f ′2−2
[
2 f 2 f ′′+ f ( f ′2−2 f ′′)+ f ′2

]
G6 +2Xc( f −1) f ′2G6,X = 0. (297)

Para obtener soluciones exactas se tomarán las condiciones

G6(Xc) = 0, y G6,X(Xc) = 0. (298)

De la ecuación (297) se obtiene la solución de Reissner-Nordström cuya carga es igual a la masa

del agujero negro, es decir,

f = h =

(
1−M

r

)2

, (299)

que al reemplazar en la ecuación (296) da como resultado que Xc = m2
p. Además, la componente

temporal del campo vectorial es A0 = P+Q/r en donde P = ±
√

2mp y Q =
√

2Mmp. Esto es

equivalente a la solución obtenida para el acoplamiento de quinto orden G5(X) de la rama A2
0 =

2 f Xc.
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Un modelo concreto que lleve a la solución obtenida para este caso debe ser de la forma

G6(X) = ∑
n=2

bn(X−Xc), (300)

en donde Xc = m2
p.

6.4.4. Acoplamiento cuártico g4(X). Considérese el acoplamiento dado por

G2(X ,F) =−2g4(X)F, (301)

en donde g4(X) es una función de X . De esta manera, la ecuación de campo vectorial de la com-

ponente α = 1, usando las condiciones (229) y (230), es

g4,X A1A′20 = 0. (302)

Considérese el caso en el cual se satisface la relación

g4,X(Xc) = 0. (303)



AGUJEROS NEGROS EN LA TEORÍA GENERALIZADA DE PROCA 96

Por lo tanto la ecuación de campo vectorial de la componente α = 0 y la ecuación de campo

gravitacional de la componente (µ,ν) = (0,0) son, respectivamente,

rA′′0 +2A′0 = 0 (304)

2m2
p(1− f − r f ′)+(1−2g4)r2A′20 = 0. (305)

A partir de la primera ecuación, la componente temporal del campo vectorial es

A0 = P+
Q
r
, (306)

la cual, al reemplazar en la segunda ecuación, lleva a que

f = h = 1− 2M
r

+
Q2

2m2
pr2 [1−2g4(Xc)] , (307)

con el modo longitudinal del campo dado por la expresión (231). Esto equivale a un solución de

Reissner-Nordström con carga efectiva Qe f f = Q
√

1−2g4(Xc) que es diferente de Q a menos que

g4(Xc) = 0.

Un acoplamiento que lleve a estas soluciones está dado por

g4(X) = g4(Xc)+ ∑
n=2

bn(X−Xc). (308)

Si g4(Xc) = 1/2, entonces se obtiene la solución de Schwarzschild f = h = 1−2M/r con
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A0 indeterminado. Por otra parte la ecuación (302) también se satisface si (i)A1 = 0 o (ii)A′0 = 0.

Para la rama (i) las ecuaciones para la componente α = 0 y la componente (µ,ν) = (0,0) son,

respectivamente,

2A0( f +g4,X A0A′0r)+ f A′′0r = 0 (309)

2g4,X A2
0A′20 r2− f

[
2m2

p(r f ′+ f −1)+(1−2g4)A′20 r2] . (310)

Hay una solución exacta bajo las condiciones g4,X(Xc) = 0 y g4(Xc) = 1/2. Esto da como solución

f = h = 1− 2M
r
, A0 =±

√
2
(

1− 2M
r

Xc

)
A1 = 0. (311)

Esta solución existe para la función (308) con g4(Xc) = 1/2.

Para la otra rama, A′0 = 0 se obtiene la solución de Schwarzschild f = h = 1− 2M/r con

A0 = const. y A1 dado por la ecuación (231) para acoplamientos generales g4(X).

6.4.5. Acoplamiento vectorial de quinto orden g5(X). Finalmente se se busca la

solución exacta para el acoplamiento de quinto orden g5(X). Para este acomplamiento, la ecuación

de campo vectorial de la componente α = 0 es la siguiente

A′20 (g5−g5,X(A2
0−2 f Xc)) = 0. (312)

Para la rama A′0 = 0 se obtiene la solución de Schwarzschild f = h = 1−2M/r seguida del modo

longitudinal del campo dado por la ecuación (231), con A0 = const, para acoplamientos g5(X)
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generales.

Para la otra rama f g5 = (A2
0−2 f Xc)g5,X existe solución exacta bajo la condición

g5,X = 0. (313)

Esto lleva a que la ecuación de campo vectorial de la componente α = 0 y la ecuación de

campo gravitacional de la componente (µ,ν) = (0,0) sean las que están presentes en la sección

(6.1). De esta manera se obtiene la solución de Reissner-Nordström con A1 dado por la ecuación

(231). Ya que g5(Xc) = 0 en este caso el acoplamiento de quinto orden de la forma

g5(X) = ∑
n=2

bn(X−Xc)
n (314)

da como resultado la solución de Reissner-Nordström con el modo longitudinal diferente de cero.
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Tabla 1
Acomplamientos y sus respectivas soluciones exactas de agujeros negros estáticos y esféricamente
simétricos

Acoplamiento f = h A0 A1

G4 =
m2

p

2 f = 1− 2M
r + Q2

2m2
pr

2 A0 = P + Q
r ind.

G4 =
m2

p

2 , G2 = µ2X No sol. No sol. No sol.

G4 =
m2

p

2 + X
4 f = 1− 2M

r A0 = P + Q
r A1 = ±

√
2P (MP+Q)+Q2

r−2M

G4(X) = G4(P 2/2) + 1
4
(X − P 2/2) f = 1− 2M

r A0 = P + Q
r A1 = ±

√
2P (MP+Q)+Q2

r−2M

+
∑

n=3
bn(X − P 2/2)n

G4(X) = P2

4
+
∑

n=2
bn(X − P 2)n f =

(
1− M

r

)2
A0 = P − MP

r A1 = 0

G3(X) = G3(Xc) +
∑

n=2
bn(X −Xc)n f = 1− 2M

r + Q2

2m2
pr

2 A0 = P + Q
r A1 = ±

√
A2

0−2fXc

f

G5(X) = G5(m2
p) +

∑
n=2

bn(X −m2
p)

n f = 1− 2M
r + Q2

2m2
pr

2 A0 = − 2Mm2
p

Q + Q
r A1 = ± 2m2

p

√
2(2M2m2

p−Q)r2

Q[2m2
pr(2M−r)−Q2]

G5(X) = G5(m2
p) +

∑
n=2

bn(X −m2
p)

n f =
(
1− M

r

)2
A0 =

√
2
(
−mp +

Mmp

r

)
A1 = 0

G6(X) =
∑

n=2
bn(X −m2

p)
n f = 1− 2M

r A0 = P A1 = ±
√

r(P 2r+4MXc−2rXc)

r−2M

G6(X) =
∑

n=2
bn(X −m2

p)
n f =

(
1− M

r

)2
A0 =

√
2
(
mp +

Mm2
p

r

)
A1 = 0

g4(X) = g4(Xc) +
∑

n=2
bn(X −Xc)n f = 1− 2M

r A0 = P + Q
r A1 = ±

√
A2

0−2fXc

f

+ Q2

2m2
pr

2 [1− 2g4(Xc)]

g5(X) f = 1− 2M
r A0 = P A1 = ±

√
P 2−2Xc(r−2M)

r−2M

g5(X) =
∑

n=2
bn(X −Xc)n f = 1− 2M

r + Q2

2m2
pr

2 A0 = P + Q
r A1 = ± 2m2

p

√
2(2M2m2

p−Q)r2

Q[2m2
pr(2M−r)−Q2]
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7. Conclusiones

En este trabajo se tomó la acción (85) y a partir del método variacional se obtuvieron las

ecuaciones de campo gravitacionales y vectoriales de la teorı́a generalizada de Proca. Posterior

a esto se determinaron los perfiles del campo y del tensor métrico propios de un espaciotiempo

estático y con simetrı́a esférica. Con ello se establecieron condiciones para las funciones métricas

y las funciones componentes del campo vectorial con el fin de obtener soluciones exactas. También

se calculó la forma que deben tener los acoplamientos para llegar a dichas soluciones.

En primer lugar al usar el acoplamiento G4 =m2
p/2 se recuperó Relatividad General para un

espaciotiempo de electrovacı́o. En éste se obtuvo la solución de Reissner-Nördstrom. Por otra parte,

se corroboró la inexistencia de soluciones en el caso de Proca masivo. La inexistencia aparece como

consecuencia de que la solución para el campo vectorial es incompatible con el comportamiento

asintótico que deben tener las funciones métricas, tanto en el horizonte de eventos ( f (rh) = h(rh) =

0) como en el infinito ( f (r→∞) = h(r→∞) = 1). La incompatibilidad desaparece cuando la masa

del campo µ es nula, el cual es un espaciotiempo de Reissner-Nordström.

Seguidamente se encontró la solución para el acoplamiento G4 = m2
p/2+X/4. En esta se

cumplen las condiciones f = h y X = Xc = const., las cuales se usaron para encontrar soluciones

exactas correspondientes a cada tipo de acoplamiento usado. En general, las soluciones obtenidas

para todos los acoplamientos considerados en este documento no difieren de soluciones de Sch-

warzschild y Reissner-Nordström salvo en las funciones componentes del campo vectorial. Esto,

en efecto, aparece a causa de las restricciones usadas con el objetivo de encontrar soluciones exac-
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tas. Entonces, al aliviar las condiciones se pueden encontrar soluciones más generales mediante

métodos iterativos, por ejemplo. Además en varias de las soluciones encontradas en este trabajo

(ver tabla ??) el modo longitudinal del campo vectorial era diferente de cero, en donde aparece una

nueva carga P la cual no rompe estrictamente la conjetura de no pelo, debido esta carga no puede

’verse’ al aplicar la ley de Gauss.

Por lo tanto, al usar una teorı́a y obtener resultados que ya son predichos por una teorı́a más

simple, se tiene mayor preferencia por la teorı́a más simple. En este caso al usar la teorı́a genera-

lizada de Proca, que es de mayor complejidad que la Relatividad General, se obtiene soluciones

exactas que ya son predichas por esta última. Por consiguiente, en el marco de las soluciones exac-

tas de agujeros negros estáticos y esféricamente simétricos, la teorı́a de Einstein predomina por

sobre la teorı́a generalizada de Proca.

Finalmente, al comparar con las soluciones presentadas en el documento (Heisenberg et al.,

2017), no hubo diferencia alguna entre aquellas y las obtenidas en este trabajo. Todo esto pese al

uso incorrecto del método variacional en el documento mencionado(Ellis et al., 2012), lo que pudo

deberse a la simetrı́a del espaciotiempo considerado.
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Apéndices

Apéndice A. Evaluación del término gµν(δΓα
µν)−gµα(δΓ

γ

µγ)

En primer lugar, la variación de los sı́mbolos de Christoffel se puede escribir como

δΓ
α
µν =

1
2

δgαβ
[
∂µgβν +∂νgµβ −∂β gµν

]
+

1
2

gαβ
[
∂µ(δgβν)+∂ν(δgµβ )−∂β (δgµν)

]
. (315)

Debido a que la derivada covariante de la variación de la métrica es

∇αδgµν = ∂α(δgµν)−Γ
λ
µαδgλν −Γ

λ
ναδgµλ (316)

la expresión (315) se puede reescribir de la siguiente forma

δΓ
α
µν =

1
2

δgαβ
[
∂µgβν +∂νgµβ −∂β gµν

]
+

1
2

gαβ

[
∇µ(δgβν)+Γ

λ

β µ
δgλν +Γ

λ
νµδgβλ

+ ∇µ(δgµβ )+Γ
λ
µνδgλβ +Γ

λ

βν
δgµλ −∇β (δgµν)−Γ

λ

µβ
δgλν −Γ

λ

νβ
δgµλ

]

=
1
2

δgαβ
[
∂µgβν +∂νgµβ −∂β gµν

]
+gαβ

Γ
λ
µνδgβλ +

1
2

gαβ
[
∇µ(δgβν)+∇ν(δgµβ )

−∇β (δgµν)
]

=
1
2

δgαβ
[
∂µgβν +∂νgµβ −∂β gµν

]
−δgαβ

Γ
λ
µνgλβ +

1
2

gαβ
[
∇µ(δgβν)+∇ν(δgµβ )

−∇β (δgµν)
]

δΓ
α
µν =

1
2

gαβ
[
∇µ(δgβν)+∇ν(δgµβ )−∇β (δgµν)

]
, (317)
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lo que también puede representarse como

δΓ
α
µν =

1
2

gαβ
[
−gβγgνσ ∇µ(δgγσ )−gβγgµσ ∇ν(δgσγ)+gµγgνσ ∇β (δgγσ )

]

δΓ
α
µν =

1
2
[
−gνσ ∇µ(δgασ )−gµσ ∇ν(δgασ )+gµγgνσ ∇

α(δgγσ )
]
. (318)

Entonces, el término gµνδΓα
µν está dado por la expresión

gµν
δΓ

α
µν =−∇λ (δgαλ )+

1
2

gµν∇
α(δgµν). (319)

Por otra parte la contracción δΓ
γ

µγ queda de la forma

δΓ
γ

µγ =−
1
2

gαβ ∇µ(δgαβ ) (320)

Finalmente se tiene que

gµν
δΓ

α
µν −gµα

δΓ
γ

µγ =
1
2

gµν∇
α(δgµν)−∇µ(δgαµ)+

1
2

gµν∇
α(δgµν)

=gµν∇
α(δgµν)−∇µ(δgαµ) (321)
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