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Resumen

Titulo: Soluciones exactas de agujeros negros en la teoria generalizada de Proca
Autor: Sergio Manuel Cubides Pérez @
Palabras Clave: Agujeros negros, gravedad modificada, Teorias vector-tensor, ecuaciones de campo.

Descripcion: Con el fin de restringir la teoria generalizada de Proca y de determinar su compatibilidad con las fu-
turas observaciones en el dmbito astrofisico, se estudiaron soluciones de agujeros negros en el marco de esta teoria.
Para ello, en primer lugar, se determinaron las ecuaciones de campo y de movimiento correspondientes a la accién
generalizada de Proca para, posteriormente, obtener las ecuaciones de campo vectoriales y gravitacionales propias
de agujeros negros estdticos y esféricamente simétricos. Finalmente se encontraron soluciones de las ecuaciones de
campo para diferentes tipos de acoplamientos dentro de esta teoria las cuales, debido a las condiciones establecidas
para las funciones métricas, difieren de las soluciones de Reissner-Nordstrom y de Schwarzschild inicamente en las

funciones que describen al campo vectorial dependiendo del acomplamiento estudiado.
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Abstract

Title: Exact black hole solutions in Generalized Proca theory
Author: Sergio Manuel Cubides Pérez
Keywords: Black holes, modified gravity, vector-tensor theories, field equations.

Description: In order to constrain the generalized Proca theory and determine its compatibility with the future as-
trophysical observations, it was proposed to study black holes solutions predicted by this theory. For this, firstly,
field and motion equations were determined from the variation of the generalized Proca action to subsequently obtain
the gravitational and vector field equations corresponding to statical and spherically symmetric black holes. Finally,
exact solutions were found for different couplings. These solutions are different from Schwarzschild and Reissner-

Nordstrom solutions only in the functions which describe the vector field, depending on the studied coupling.
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Introduccion

Pese a que el modelo estandar cosmologico (ACDM-A materia oscura fria) es compatible
con las observaciones (Aghanim et al.,[2018)), éste no logra darle una explicacion fisica consistente
a los problemas de la cosmologia moderna como lo son: la actual expansién acelerada del universo
(energia oscura)(Riess et al., |1998; |Perlmutter et al., |1999) y la materia oscura(Bertone and Hoo-
per, [2018). Debido a esto y en un intento por explicar fisicamente el problemas de energia oscura,
se han construido gran cantidad de teorias que modifican la gravedad. Una de las ramas mas im-
portantes de estas teorias es aquélla que comprende todos los modelos en los cuales se asume la
presencia de un campo acoplado de forma no minima con la gravedad que puede ser escalar (Deffa-
yet et al., 2011; Nicolis et al., 2009; Deffayet et al., 2009bla; Horndeski, |1974; Deffayet and Steer,
2013; |Gleyzes et al., 2015; [Crisostomi et al., 2017} |Achour et al., 2016), vectorial (Heisenberg,
2014; [Tasinato, |2014bla; Allys et al., 2016bla; Jimenez and Heisenbergl 2016; |Heisenberg et al.,
2016; |[Kimura et al., 2017; Gomez and Rodriguez, |2019; (Gallego and Rodriguez, [2019) o tensorial
(de Rham et al., [2011; [Hinterbichler, 2012; de Rham), 2014; [Hassan and Rosen, [2012; Hinterbi-
chler and Rosen, [2012). Ademds, este gran numero de teorias existentes es, en si, otro problema
importante de la cosmologia, lo cual hace imperativo discriminar entre ellas para asi descartar las
que no sean compatibles con las observaciones.

Uno de las alternativas usadas ultimamente para intentar discriminar entre las diferentes
teorias ha sido el estudio de las soluciones de agujeros negros, en razén de las recientes observacio-

nes de ondas gravitacionales. Esto se debe a que las ondas gravitacionales contienen informacion
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de los objetos que las producen lo que permite conocer mds sobre la fisica de los agujeros negros y
los alrededores de los mismos. Adicionalmente, con ello se abre la posibilidad de comparar las ca-
racteristicas de las ondas gravitacionales provenientes de las observaciones de agujeros negros con
aquéllas predichas por las diferentes teorias de gravedad para los éstos objetos astrofisicos. Dicho
enfoque ya ha sido recientemente explorado en las teorias escalar-tensor, mediante el andlisis per-
turbativo de las soluciones de agujeros negros (Kobayashi et al., 2012, 2014; Ganguly et al.,|2018])
y el cdlculo de los modos quasinormales de las ondas gravitacionales provenientes de éste tipo de
objetos (Tattersall and Ferreira, 2018; |Dong et al., [2017). También se ha explorado en las teorias
vector-tensor, en especial en la teoria generalizada de Proca, en lo que refiere a a la estabilidad de
las respectivas soluciones (Kase et al., 2018} [Heisenberg et al., 2018)).

En este trabajo se encontrd, como primera aproximacion y con base en el trabajo de la
Ref. (Heisenberg et al., 2017), soluciones exactas de agujeros negros estaticos y esféricamente
simétricas en la teoria generalizada de Proca mediante la correcta aplicacion del método variacio-
nal. Esto se llevé a cabo, en primer lugar, determinando las ecuaciones de campo y de movimiento
de la teoria. Posteriormente se determiné el perfil de la métrica y del campo vectorial acoplado
a la gravedad para cada acoplamiento presente en la accion generalizada de Proca. Finalmente se
establecieron las condiciones necesarias para obtener soluciones exactas para cada tipo de acopla-
miento.

A fin de exponer lo anterior, de manera detallada, se ha ordenado el presente documento
comenzando, en el capitulo|l|por encontrar el perfil de la métrica para un espaciotiempo estatico y

esféricamente simétrico para posteriormente, en el capitulo 3, determinar y estudiar las soluciones
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de este espaciotiempo en Relatividad General (Schwarzschild y Reissner-Nordstrom). Seguida-
mente en el capitulo |3| se presenta la teoria generalizada de Proca. Luego, en el capitulo ?? se
expone el método variacional en la teoria cldsica de campos en espaciotiempo curvo, método que
se uso6 en la teoria generalizada de Proca para obtener las ecuaciones de campo vectorial y gravita-
cional, lo cual se muestra en el capitulo @ Finalmente, en el capitulo @ se obtienen las soluciones
exactas correspondientes a agujeros negros estaticos y esféricamente simétricos para cada tipo de
acoplamiento presente en la accién generalizada de Proca; ademds se determinan las condiciones

que deben cumplir los acoplamientos para llegar a las soluciones presentadas.
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1. Espaciotiempo estatico y esféricamente simétrico
Sea el espaciotiempo el par (.#,g), en donde .# es una variedad 4-dimensional dotada con
la métrica g, un tensor de tipo (0,2) que, escrito en términos de una base local coordenada {%},
se representa como

g = gopdx® ®dxP, (1)

en donde g, son las componentes del tensor g en la base coordenada. Entonces, con el fin de
caracterizar el espaciotiempo, se debe determinar las componentes del tensor métrico en una base
determinada que en este caso es dyu = {d;,d,,dp,dy } para lo cual se hace uso de los vectores de
Killing (Nakaharal, 2003]).

Ahora, debido a que el espaciotiempo a considerar tiene simetria esférica, los vectores de

Killing que dan cuenta de esto son(Frolov and Novikov, [1998)

El1)9u = 9%, 2)
5(‘;)8“ = —cos@dg +cotOsin@dy, 3)
5(‘;)8“ = sin¢dg +cot O cos . 4)

Ademas de esto y puesto que el espaciotiempo es estatico, existe un vector de Killing en la direc-
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cién d;, es decir, (:‘(’8) du = d;. Esto implica que la condicién de simetria

0= ('fa,g)uv;
= 5(%)8;1805[3 "‘aaé(%)guﬁ + aﬁé(%)g“o“

0=0(8ap); &)

endonde £3Y = [)? ,Y] es la derivada de Lie de ¥ en direccién X, da como resultado que las compo-
nentes del tensor métrico deben ser explicitamente independientes de la coordenada ¢. De manera
similar, el vector de Killing (2) lleva a que las componentes del tensor métrico sean independientes

de la coordenada ¢, lo que significa que, hasta el momento,

gaﬁ:gaﬁ(”ae)- (6)

Por otra parte, los vectores de Killing (3) y (4) conducen, respectivamente, a las condiciones

de simetria

—¢08¢dp(gap) — da(cos)gop + da(cotOsing)gsp — dg(cos@)gap
+ dg(cotBsind)gyq = 0, 7
sin@dg(gap) + da(sing)gep + du(cot O cos @)gyp + dp(sin@)gqe

+8ﬁ(cotecos $)gpa =0, (®)
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las cuales,conaa = =0,a=B =1y a,Bf =0,1, indican que

—cos¢dg(goo) =0, )
—cosPdy(g11) =0, (10)
—cosPdy(gi0) =0, (11)

por tanto las componentes goo, g11 Y o1 = &10 sean explicitamente independientes de la coordenada

0, es decir que goo = goo(7), g11 = &11(r), go1 = 8o1(r) y g10 = g10(7).

Para oo =0y B = 2 se tiene, de las expresiones (7) y (8), que

Je(g02) + csc” O tan P g30 = 0, (12)

Je(g02) — csc” B cotpgp = 0. (13)

Si se restan estas dos ecuaciones entre si, se obtiene

csc 6

ST e =0. 14
cos ¢ sin ¢ 50 (14

Como esta ecuacion debe ser vélida para todo valor de 0 y ¢, entonces g39 = g30 = 0. Esto implica

que las expresiones obtenidas de @ = 0y 8 = 3 dan como resultado que gopr = g20 = 0.
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Andlogamente, si @ = 1 y B = 2 se presentan las condiciones

89(g12)+c5029tan¢g31 =0, (15)

Jo(g12) —csc” O cotpgs; = 0. (16)

Nuevamente, restando estas dos ecuaciones se obtiene como resultado que g13 = g31 = 0. De igual
forma que para el caso anterior, si & = 1 y B = 3, resulta que g12 = g21 =0.

Examinando el caso para @ = 3 = 2, el cual da las condiciones

do(g22) + 2csc? O tan ¢ go3 =0, (17)

Jo(g22) —2cs¢? B cotpgaz =0, (18)

en donde la resta entre si mismas establece que g>3 = 0y, por ende, g7 es independiente explici-
tamente de la coordenada 6, es decir que g2o = g22(7).

Por otra parte, si @ =2y 3 = 3 las condiciones de simetria son

csc? O tan 0g33 —tanPgr =0, (19)

—csc? 6 cotpgiz+cotPgr =0, (20)

a partir de las cuales, se llega a la relacion

233 = g228in 6. (21)
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Finalmente, si o = 3 = 3, la expresion obtenida a partir de las condiciones de simetria es

do(g33) —2cotBg33 =0, (22)

en donde, al combinar con la ecuacién (1)), se satisface la expresion (22)), lo que no arroja nada
nuevo.

Teniendo en cuenta que la métrica es Lorentziana, llamese, sin pérdida de generalidad
—f(r) a goo(r). Por lo tanto, de todo lo anterior resulta que el tensor métrico para este tipo de

espaciotiempo se puede expresar de la siguiente manera:

g=—f(r)dt @dr + goi(r)dt @dr+ g1o(r)dr@dt + g1 (r)dr®dr

+ £25(r)dO ® d6 + g (r) sin® d¢ ® do. (23)

Cabe tener en cuenta que, dada la ausencia de un sistema de referencia privilegiado, existe
una libertad en la eleccion del sistema de coordenadas. Con esto en mente, la métrica (23] deberia

permanecer invariante ante el cambio de coordenadas

[=t+®d(r), (24)

donde ®(r) es tal que dq;gr) = _flergr) y llamando m(r) a (g‘;}(#)z. Siendo asi, la métrica queda
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expresada como sigue:
g =— f(r)dfQdi +m(r)dr @ dr+ g2 (r)d0 @ d6 + g2 (r) sin®> 0d¢ @ d¢.. (25)

Sea, por otra parte,

(7)? = g2a(r), (26)

e
47 m(7) >y quitando las tildes, el tensor métrico para un

definiendo la nueva funcién 7! (F) = e (/a2

espaciotiempo estatico y esféricamente simétrico tiene la forma
g=—f(rdr@dt+h ' (r)dr@dr+r*d0 ®d6 + r’sin® 0d¢ @ d¢ (27)

Por tltimo, es oportuno notar que la ecuacién es independiente de la teoria de la gra-
vedad y del contenido energético presente en el espaciotiempo. Ahora, hecha esta aclaracion, en
el siguiente capitulo se tendra en cuenta a la relatividad general como teoria de la gravedad, por lo
cual se hard uso de las ecuaciones de Einstein, en ausencia de la constante cosmoldgica,

1 1
Ryw=—Tyyv—=T 28
uv m% ( w5 gIJV)a (28)

en donde Ry es el tensor de Ricci, Ty es el tensor momentum-energia, T es la traza de este

ultimo tensor (T = T 1)y mp es la masa reducida de Planck (m), = 1 /+/87)(en unidades naturales
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[c=h=kp=€e=G=1]).
2. Espaciotiempo estatico y esféricamente simétrico en Relatividad General

2.1. Solucion de Schwarzschild

Considérese un campo gravitacional estitico y esféricamente simétrico (27) en el vacio.
Esto significa que el lado derecho de la ecuacion @) se anula y por lo tanto R,y = 0. Dado
a que el tensor de Ricci, Ry, es simétrico, se obtiene un sistema acoplado de 10 ecuaciones
diferenciales independientes de las que, debido a la diagonalidad de la métrica, inicamente las
ecuaciones asociadas a las componentes de la diagonal son no triviales. Estas ecuaciones son las

siguientes

hf' hflz L, 1 .
Rypy=-"-+——"—+—Ffh+=-hf"= 2
00 =~ 4t +4f +2 J7 =0, (29)
12 h, /h/ 1/
Ry=1 Ty (30)
4f2  hr 4fh 2f
hrf 1,
Ryp=1—h-— 2 —Erh—(), (31
R33 — sin? ORy;, (32)

en donde las derivadas estdn dadas respecto a la coordenada r.

Multiplicando Ry por (hf )*1 y sumando con R se obtiene

1 1L/F W 1 /dInf dlnk
ROOH—i—Rll—;(?—E)——;( T dr =0. (33)
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A partir de esta ultima ecuacion se llega a que

h = f 4+ const (34)

y dado que cuando r — oo el espaciotiempo debe ser Minkowskiano debido a que se esta consi-
derando un espaciotiempo asintéticamente plano, las funciones métricas deben tener el compor-
tamiento f(r — o0) = h(r — o) = 1. Esto implica que la constante de integracién de la ecuacién

(34) debe ser igual a uno. Por lo tanto se tiene que

h=f. (35)

Sumado a esto, la ecuacion para Ry, y la condicién (35) conducen a que

1—f—rf =0,
1= (rf)
r=rf+ const. (36)

Es decir que, llamando a la constante de integracion 2M, las funciones métricas para un espacio-

tiempo de vacio, estatico y esféricamente simétrico estdn dadas por

f:h:l—zg. (37)
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Por lo tanto la métrica de este espaciotiempo es

r

oM oM\ !
g=— (1 ——) dt @ dr + (1 _ T) dr@dr+r*(d6 ® d6 +sin> 0d¢g © d¢), (38)

en donde parece haber una singularidad en r = 2M la cual es estudiada en el Capitulo
2.2. Solucion de Reissner-Nordstrom

Ahora considérese un espaciotiempo esféricamente simétrico producido por un objeto esféri-
co con una carga eléctrica Q. Antes de continuar cabe recordar que el tensor momentum-energia,

T,v, se puede expresar como

agmat

TNV = 2W

— 8uv-Lmat, (39)

en donde la densidad lagrangiana de materia, %, para el campo electromagnético estd dada
como

1
gmat = _ZF[.LVF”‘/’ (40)

con Fy,y = dyAy — dyAy siendo el tensor de esfuerzos del campo electromagnético, en donde A, =
{@,A;} es el cuadripotencial.
Prosiguiendo con el objetivo de este capitulo, si se remplaza el %, en la ecuacion (39)), se
obtiene que el tensor momentum-energia para el campo electromagnético es
o
19 (FapF®™®)

Tuv == 5 g+ z8uFapF™’.

| =

1
(gv;stF“ﬁ — J8uvFapFP ) (1)
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y por tanto las ecuaciones de Einstein (28)) adoptan la forma

1
Ryy = % (gvﬂF/.taFaB - ZgquaBFaﬁ> . (42)

Obsérvese ahora que, debido a la simetria esférica y a la estaticidad el espaciotiempo, solo
puede haber campo eléctrico, E,, en direccion de la coordenada r. De esta manera el tensor del

campo electromagnético, en su representacion matricial, presenta la forma

0 E 00
~E, 0 00

Fuy = , 43)
0 0 00
0 0 00

lo que lleva a que el primer y segundo término del lado derecho de la ecuacion (42)) sean, respecti-
vamente

FuaF®% = govFu1 + g1 FuoF ', (44)

1 1
—18apFuvF"" = SgapFor F". (45)
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Por lo tanto, las ecuaciones de campo son,

1
%’ -
1
1
1

_ . .
—g00F01 F*! — g1oFooF'° + EgooFmFO]
_ . -
—g01Fi1F*! — g1 FioF'° + 58111‘7011”01

_ . -
—800F0nF' — g12F0F 10 + ~g2n Fy  FO!

2

2

_ . -
—203F03F' — g13F30F 10+ ¢33 FO' | .

24

(46)

47)

(48)

(49)

Dado que las tnicas componentes no cero del tensor del campo electromagnético son Fy; y Fio,

las ecuaciones adoptan la forma

R — 1
00 5
R — 1
1 m%,
R — 1
22 e
R — 1
33 5

J—CF01F10 S FoF%,

2 2m3

1 10 01
—FoF 7| =— o F
10 } 2niZh olF™,

-meFlo :_r2 FioF "
2 2m3 ’

P 2
r-sin” @ r
FOIFIO = —Fl()FlOSiIl2 9,
2 2m3

(50)

61V

(52)

(53)

en donde las componentes del tensor de Ricci, Ry, ...,R33, estdn dadas por las ecuaciones (29)-

(32).

De manera andloga a la seccién anterior, si se multiplica a la ecuacién para Rgq por (fh)~!
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y se suma con la ecuacién de R se obtiene, también, que
f=h (54)

Ademas, al reemplazar esta expresion en la ecuacion de la componente R»;, la expresion que

resultante es

2
r
—1+rf +f=-—5FoF"
mp

2
r
—1+(rf) = —FioF". (55)
mp

Se procede ahora a determinar la expresion para la componente Fjo del tensor electro-
magnético en términos de la carga eléctrica Q del objeto en cuestion. Para ello se hace uso de las
ecuaciones de Maxwell

VsF® =0, (56)

en donde Vg es la derivada covariante, las cuales para el problema que se estd considerando son
0=doF* 4+ o F¥ +T9,F* +1T}, F¥!, (57)

en donde I son los simbolos de Christoffel.
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Si o = 0 se obtiene la ecuacion diferencial

(F'%) + 14, F' + T}, F' + 15, FO' +T3,3F% =0,
01y/ 2 01
(F"') +-F" =0,
r

(rFOI)/+F01 — O,

dFo! dr

—or =2 (58)
la cual se satisface si
t.
FOl = < (59)
r
Por otra parte, ya que F1o = E,, entonces,

FOl = —¢%%" R = E, (60)

y, por tanto, usando la Ley de Gauss del campo eléctrico para una conifguracion de carga esférica-

mente simétrica, se llega a que la componente Fp; del tensor electromagnético es
Q
E,=Fy=5=F", (61)

Debido a esto, la expresién (55]) adopta la forma

1"2 Q2
—1 A) = — = 62
+(r4) 2m1%7 r# 62)
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cuya solucién es

f=1-—+=, (63)

r r

en la cual 2M es la constante de integracion. Por lo tanto, la métrica que describe un espaciotiempo

estdtico y esféricamente simétrico con carga eléctrica (espaciotiempo de Reissner-Nordstrom) es

-1
M Q? 2GM  Q?
= 1-=4+ = 1— = __
g ( p +2m§r2>dt®dt+< p +2m%r2 dr®dr
+r?(d6 @ dr+sin® 0d¢ @ do). (64)

2.3. Agujero negro de Schwarzschild

Después de todo lo anterior es necesario comprender la geometria del espaciotiempo. En
este caso se tendrd en consideracidn el espaciotiempo descrito por la métrica (38). Para lo anterior
se procede a estudiar su estructura causal, la cual estd definida por los conos de luz(Carroll, 2004).
Por lo tanto se consideran las curvas radiales nulas, es decir, las curvas para las que el elemento de
linea,

ds? = guydxHdx, (65)

es igual a cero. A partir de esto y dado que el elemento de linea para el espaciotiempo de Sch-

warzschild (38) es

M VAN
ds® = — (1 - —) dr? + (1 - _> dr? +72(d6° +sin” 0d9?), (66)

r r



AGUJEROS NEGROS EN LA TEORIA GENERALIZADA DE PROCA 28

se obtiene la siguiente condicion para las curvas radiales nulas
dt oM\ !
— =4 (1 — —) . (67)

Se puede observar que esta expresion describe la pendiente de los conos de luz en un dia-
grama de ¢ vs. r (ver figura [I)). Cuando r — o la pendiente tiende a 1, lo que llevaria a un
espaciotiempo de Minkowski, mientras que cuando r — 2M la pendiente tiende a oo, es decir que
el cono de luz se “cierra”.

Por lo tanto un rayo de luz que se aproxima a la superficie » = 2M nunca alcanzaria la
misma, lo que marca una asintota para la superficie en cuestion. Este fendmeno parece ser un
problema de las coordenadas usadas ya que el avance en la direccion r se hace cada vez mas lento
respecto a la coordenada ¢. La manera de resolver este problema es reemplazando ¢ por una nueva
coordenada que se mueva mds lentamente a lo largo de las geodésicas radiales nulas. Para ello se

caracterizan estas curvas resolviendo la rama positiva de la condicién y obteniendo que

r
— r+2GM]1 ( —1> .
t=r+2GMIn e + const (68)

Se define entonces la nueva coordenada llamada coordenada tortuga, la cual se expresa en

términos de la coordenada r como

r"=r+2GMIn ( — 1) ~+ const. (69)

r
2GM
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13 % R

T
0 26M

Figura 1. Cambios en los conos de luz para puntos en las inmediaciones de una agujero negro de
Schwarzschild en las coordenadas que llevan el mismo nombre.

En términos de esta nueva coordenada, la métrica de Schwarzschild adopta la forma

2GM
g= <1— )(—dt®dt+dr*®dr*)+r2(d9®dr+sin29d¢ ®d¢), (70)

r

en donde r es una funcién de r*2. Esto hace que la superficie r = 2GM sea llevada a —oo.
Una vez realizado esto, se definen unas nuevas coordenadas que se adaptan naturalmente a

las geodésicas nulas:

v=t+r", (71)

u=t—r", (72)

donde v = const define geodésicas nulas radiales “entrantes” y u = const define geodésicas nulas
radiales “‘salientes”. Dejando la coordenada r y reemplazando la coordenada ¢ por v se llega a las

coordenadas de Eddington-Finkelstein(Eddington, 1924} |[Finkelstein, [1958) en la cual la métrica
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(66) se expresa como

M
g:-(L———>dv@dv+dv®dr+dr®dv+r%de®dr+sm?9mp®d¢y (73)
r

2GM r

Figura 2. Cambios en los conos de luz para puntos en las inmediaciones de una agujero negro de
Schwarzschild en las coordenadas de Eddington-Finkelstein.

Aunque gy, se hace cero en r = 2GM, no hay degeneracion real; ya que en este caso el

determinante de la métrica, g = detgyy, es

g=—r*sin®0 #£0, (74)

el cual es perfectamente regular en r = 2GM. Por lo tanto, la métrica es invertible y se puede ver
que r = 2GM es un singularidad de coordenadas en el sistema (¢,r, 0, ¢).

En las coordenadas de Eddington-Finkelstein la condicion para las curvas radiales nulas se
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resuelve debido a que la condicién (67) se transforma en

== (75)

En este sistema de coordenadas los conos de luz permanecen bien comportados en la su-
perficie r = 2GM la cual estd en un valor de coordenada finito. Por otra parte, aunque en estas
coordenadas los conos de luz no se cierran, estos se inclinan de tal manera que para r < 2GM
todos los caminos hacia el futuro estdn en direccién de r decreciente (ver figura[2), es decir que la
superficie r = 2GM funciona como un punto de no retorno - una vez que se atraviesa la superfi-
cie, en direcciéon —7, es imposible salir de ella. Entonces se puede definir el horizonte de eventos
como una superficie mas alld de la cual las particulas no pueden escapar hacia el infinito; dicha
superficie, para el espaciotiempo de Schwarzschild, esta ubicada en r = 2M y, aunque el horizonte
estd localizado en una coordenada radial fija, éste es una superficie nula, en lugar de una tipo tiem-
po; por lo tanto, es la estructura causal del espaciotiempo mismo lo que hace imposible cruzar el
horizonte de eventos en direccion saliente (Carroll, 2004)).

Ademads, ya que nada puede escapar del horizonte de eventos, es imposible ver al interior del
mismo desde un punto fuera de €l - por esta razon se llama agujero negro. Por todo lo anterior, un
agujero negro se define como una region del espaciotiempo separada del infinito por un horizonte

de eventos(Carroll, 2004} Frolov and Novikov, [1998)).
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3. Teoria generalizada de Proca

La estructura de una accion que modifique la gravedad debe ser construida de tal manera
que; primero, se definan los campos contenidos dentro de la misma; segundo, se establezcan las
simetrias que debe satisfacer la accién y, por ultimo, se debe evitar la presencia de patologias co-
mo la inestabilidad de Ostrogradski (Ostrogradski, |1850) en la cual el estado de un sistema realiza
transiciones a niveles de energia cada vez mas bajos debido a que el Hamiltoniano no esta aco-
tado inferiormente. Lo anterior llevaria a consecuencias inconsistentes tanto a nivel cldsico como
a nivel cudntico (Woodard, 2015, 2007). Entonces, para evitar esta patologia, en tanto la accién
no esté degenerada, ecuaciones de movimiento de orden mayor a dos no pueden estar presentes
en la teoria, ya que éstas implican que el Hamiltoniano de la misma no esté acotado inferiormen-
te(Woodard, 2015, |2007). Con este fin, se han construido acciones generales, en la presencia de un
campo escalar que lleva a ecuaciones de movimiento a lo mas de segundo orden. Dicho campo se
denomina Galileon escalar debido a que la accion del mismo en el espaciotiempo plano posee una
simetrfa galileana, & — 7 + byx" + ¢ (en donde 7 es el campo escalar y by, y ¢ son un cuadrivec-
tor y un escalar constantes, respectivamente), cuyas ecuaciones de movimiento son de orden no
mayor a dos(Nicolis et al., 2009; Rodriguez and Navarro, 2017). La generalizacion del Galilen
destruye la simetria galileana pero permite derivadas menores a segundo orden en las ecuaciones
de movimiento tanto en espaciotiempo plano como en espaciotiempo curvo (Deffayet and Steer,
2013; |Deftayet et al., 2011).

Por otra parte, en el caso de los campos vectoriales, Horndeski ya habia estudiado el llama-
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do Galileon vectorial Abeliano (Horndeski, |1976)) el cual es un campo vectorial que es invariante
bajo el grupo de simetrias U(1). En el espaciotiempo plano la dnica posibilidad es la accién de
Einstein-Hilbert-Maxwell (Deftayet et al., [2014), pero en un espaciotiempo curvo, las cosas cam-
bian(Horndeski, [1976). Esto puede evitarse relajando la invarianza de Gauge mediante la genera-
lizacién de la accion de Proca,
1 v 1 5 4
S :/ —ZF#VF“ + Fm AyAt | d%x. (76)
3.1. Accion generalizada de Proca
En primer lugar, considérese un espaciotiempo plano. Es sabido que cualquier vector, de-

bido al teorema de Helmholtz, puede expresarse como la suma de una parte sin divergencia y una

sin rotacional de la siguiente manera:

con 7, siendo la parte sin divergencia y 7 siendo un campo escalar el cual es el grado de libertad
longitudinal asociado a Ay. Entonces, si se desea que las ecuaciones de movimiento, tanto para
Ay como para su componente longitudinal 7 no sean de orden superior a dos, la accion del campo
vectorial puede incluir, Gnicamente, al campo mismo y a sus primeras derivadas espaciotemporales
BMAV(Rodriguez and Navarro, 2017)).

Para construir la accion Galileana(Rodriguez and Navarro, [2017; |[Heisenberg, [2014; Jime-
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nez and Heisenberg, 2016; Allys et al., 2016b,a; Tasinato, 2014bla), en primer lugar, se deben iden-
tificar todos los posibles invariantes de Lorentz construidos a partir de la contraccién de campos
vectoriales y derivadas espaciotemporales de primer orden con los invariantes primitivos del grupo
de Lorentz (SO(3,1)): tensores métricos y, cuando mucho, un tensor de Levi-Civita; lo anterior
debido a que el producto de dos tensores de Levi-Civita puede expresarse como una combinaciéon
lineal de productos de tensores métricos. En segundo lugar, se agrupan todos estos términos en
combinaciones lineales generales. En tercer lugar, se establecen relaciones entre los coeficientes
de las combinaciones lineales de tal manera que no se propaguen mds de tres grados de libertad,
lo cual se establece mediante la condicién Hessiana 7YY = O(Heisenberg, [2014; Errasti et al.,
2019alb), en donde
°.L

uy _
A = A oAy 78

Por tltimo, se realiza el reemplazo A, — dy 7 y se remueven los términos cuya accion resultante
no corresponda a la de un Galile6n escalar.
De todo lo anterior resulta que la accion para el Galileon vectorial que generaliza la accion

Abeliana de Proca es

1 1 0
——Fu P+ omA? + Y 74 | dx, (79)
4 2 =,

-
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donde (Jimenez and Heisenberg, 2016} |Allys et al., [2016a)

L5 = f(Au, Fuv, Fav) = folA%, F*,F -F (A-F)?], (80)
L = (AN, (81)
L5 = f(A?) [<s“u>2 -5,78,"). (82)

LG = f5(A%) [(S*0)? = 3(5 1), 8" +25,7867S,F ] + gs(AD)FUHEP S0, (83)

LE = g6 (AN FOPFMY SoSpy, (84)

siendo £y = %QWPGFPG Y Suv = duAy + Ay,

La version para espacio tiempo curvo se obtiene reemplazando las derivadas parciales por
derivadas covariantes y afiadiendo los contratérminos requeridos para evitar la aparicion de deri-
vadas de orden mayor a dos en las ecuaciones de movimiento(Detfayet et al., 2009b).

De tal forma, se tiene que (Heisenberg, |2014; [Tasinato, [2014bla; Allys et al., 2016bja; Ji-

menez and Heisenberg, 2016; Rodriguez and Navarro, 2017)

-

1 1 0
— Py P! omPAT 4 ) U+ L8G4 | Vsd'y, (85)
N=2
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en donde A% = A, A" usando la notacion f; 42 = 9 f;/9A?,

"gCGuarlvA fCWVG'uvA“AV,
ZGXI _f2(A,u7FMV7F[JV> .f2 |:A27F27F'F7(A'F)2}7
L4 =HA%)S,

25 —fa(AD)R+ L Shaae [( )2 —8,785],

o P
L8 [ (A?) Gy SH + f5_‘ 2 (8400 = 3(8*0)8,°S6” +28,7S,'Sy |

1 L
+585 (AZ)Fa“FﬁuSaﬁ,

|
L =g6(A?) LyypF* FPO + 256, 2 FOPEYS e, Spy,

donde fC“" es un escalar constante y Ly vpo es el tensor de Riemann doble dual

1
vpo vpo ~afByé
[HVPO — _ghVPo¢ By RpG]/S'

36

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(€29

92)

(93)

Finalmente, en el presente trabajo se tiene en consideracion la accién re-escrita de la

forma

= /d4x\/—_g <F—|—i.§fi> ,
i=2

(94)
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endonde F = —F, F*V /4y

£ =Gy(X,F,Y), (95)
L5 =G3(X)V,AF, (96)
Ly =G4(X)R+ Gax(X) [(VuyA*)* — VA, VVAH] (97)

1
Zs =G5(X)Gyy VFAY — cGs.x(X) [(V4AY)? =3V, ARV ,AGVOAP +2V,AGVYAPVOA, ]
+gs (X)F“”FﬁuVaAB, (98)

1 o
Lo =Go(X)LMPV, AV Ap + ~Gox (X)FOPFHYV ALV Ay, (99)

con X = —A A /2, Y = AFAVE, “Foa y Gix = dG;/dX. Las funciones G3 456 Yy &5 dependen

solamente de X; mientras que G, depende de F, X y Y ademas de términos como GyAHAY.
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4. Formulacion Lagrangiana de la teoria clasica de campos en espaciotiempo curvo
Sea . la densidad lagrangiana que es una funcién escalar de los campos a estudiar, de las
derivadas covariantes de los mismos, de la métrica y de las coordenadas. Uno obtiene las ecuacio-

nes de campo bajo el requerimiento de que la accion

5= /D L (v, P i, V¥ M) Vg, (100)

sea estacionaria bajo las variaciones de los campos en el interior de una regioén cuadridimensional
compacta D, es decir que la variacion de la accion S sea cero, 05 = 0. Adicionalmente se postula
que en la frontera de la regiéon D los campos no evolucionan, es decir que en la superficie que
encierra a la region las condiciones de contorno son fijas.

Por tanto, a partir de esto, y considerando que el cambio en la accidén S sea inducido por

una variacion de la métrica, los campos y las coordenadas, se obtiene que
58 = /D d4x’%(gLv,T2i),V”‘P'(i),x“') — /D d*xe (guv, ¥ (i), VP i), 4", (101)

en donde o = Z\/—g. La variacion accién se produce al hacer una traslacién infinitesimal en el
espaciotiempo, es decir,

XM — XM= xH 4 SxH. (102)
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Derivando la expresion respecto a las coordenadas x* se tiene

oxt!
W = 5;‘5‘1‘81(5)6”)

Entonces

,J/

I/ :det<3);l) = 140, (8x%).

Por lo tanto

d*x’ = [149u(8x*)] d*x.

Esto lleva a que la variacién se exprese como
65— [ d'x(847 + /9, (5:)).
D

lo que en términos de .Z es

5S:/d4x5\/—g.§f—|—/d4x\/—g5$—|—/d4x\/—g$8u(5x“).
D D D

39

(103)

(104)

(105)

(106)

(107)

Ya que la densidad lagrangiana depende de la métrica, de los campos, de las derivadas de los

campos y de las coordenadas, la variacién adopta la siguiente forma
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6S:/d4x( OV=E v ‘W_a N)g

oghtv
0L 0L 0L
e /—g By N . Sk
+/ 4 [6 w08 w00 T 5w, ) P VHY ) T GO
+ / dxy/ 5. L3 (5:1). (108)
D
Reordenando la expresion se tiene
0L 0L
_ 4 o 2= L o= .
4 V uv
+/d <5uv‘$ V- 5uv)
+/d4x< V_Es5xh .2+ /g 5x”+\/ gaﬂ(axﬂ)> (109)
D

Aplicando la regla de Leibniz en la primera y tercera integral de la expresion (3.88), dado
que la variacion de la derivada es igual a la derivada de la variacion y sabiendo que el primer
término de la segunda integral es

5y/~8

oghv

1
=—5vV-8 guvogh’, (110)
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se obtiene
0.
oS = /d4x\/_[ ( z)) —V“ <—6(V“T(1)>> 5‘1’(1)]
4 6L uv
+/ d x\/_( 5gh ) Og
4 1y, 111
+/Dd 20y (o7 8xM) (111)

Reorganizando la expresion y aplicando el teorema de Gauss ésta toma la forma

0L
o= 4 [ Ty (W)]‘“’@

07
— uv
R (o ) 3

+ d*x.a7 Sx* doy
oD

0.%
+¢ V—geo—8¥;doy, 112
oD g5(vulp(i)) Ut (12

en donde do, son vectores normales a la superficie dD que encierra a la region D. Debido a
que los campos no evolucionan sobre la superficie dD y que 8x* = 0 sobre la misma, las dos

dltimas integrales de la ecuacién (3.91) se anulan. Adicionalmente, como S =0y ¥ (;), 6g""
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son arbitrarios, las ecuaciones obtenidas a partir de la variacion seria

0L ( 0% ) =0 (Ecuaciones del campo escalar (vectorial,..)) 'y (113)

07 1 “_0 Ecuaci del itacional 114
Sehv 2 gl = (Ecuaciones del campo gravitacional). (114)

La tltima ecuacion seria correcta en caso de que la densidad lagrangiana, ., no tenga ningin
término superficial. De lo contrario se debe saber la expresion de la misma para la teoria a estudiar
con el fin encontrar los términos son superficiales y, de esta manera, obtener las ecuaciones de

campo correspondientes.
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5. Ecuaciones de campo para la accion generalizada de Proca
5.1. Ecuaciones de campo gravitacionales
Dicho todo lo anterior, se procede a determinar las ecuaciones de campo para la accién
(94) a partir del método variacional. Para esto, en primer lugar, se realiza la variacién de la misma
respecto a la métrica, para obtener las ecuaciones del campo gravitacional, por lo cual se parte de

la expresion

0= [ a'x(5v=g)

6
F+) 4
i=2

+ / d*xv/—g
D

6
SF+Y. 69%] (115)
i=2
que al re-escribirse, usando la ecuacién (110)), de la forma

0 :/ d*x\/—g {—%gMVSg“VF+5F] +/ d*xy/—g {—%guVSg“V$2+5$2}
D D
1 1
+/L)d4xv -8 {—EgMVSg“V,,% +5.§f3] —l—/Dd4Xv —8 [—iguv5guvﬂ+5iﬂ4]

1 1
+/Dd4x\/—g {—Eg“v5g“vo%5+5pfs} —1—/Dd4x\/—g [—EguVSg“V$6+5,§f6], (116)

permite realizar la variacion de la accién, 6S;, correspondiente a cada densidad lagrangiana, .,
de manera separada, de tal forma que 6S =Y ; 05,=0.
Ahora, por lo tanto, se procede con la variacién de cada una de las densidades lagrangianas.

Entonces, se inicia con la variacion de la accion correspondiente al término de Einstein-Maxwell,
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58, :/d4x\/—g {—%gWSg“VF+6F . (117)
D

Con este fin, es necesario hallar la variacion del término F respecto a la métrica, es decir, OF . Esta

variacion se expresada de la siguiente manera

1 1 1 1
SF=-6 (Zg“agvﬁFquaﬁ) =~ FuvFy VEgho — ZFO‘vFaﬁ 5g"h = —>FuakFy *5ghv. (118)
lo que lleva a
1
6S] = / d4X\/ —& |:—§ (gqu+Fu(va Ot) 6gllv (119)
D

Ahora, continuando con la segunda integral de la ecuacion (I16), se determina la expresion

para el término 6.%5, el cual esta dado por

0.9 = G27x6X + G27F5F + G27y6Y, (120)
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en donde

8Y =8(A*AVF, “Fyq)
=5(g"*g"g*P A3 AyFpFye)
—A A Fy “Fyq 8¢t + AFALF, *Fyo 88”7 + AFAY FypFryo 55%P
=(AyA®F, *Fsq +A°AyFy * Fuq — A“AP g Fua) 8"

—(24%A (uF,*Foq — A“AP Fg, Fuo) 58" (122)

Antes de continuar, es indispensable aclarar que todos los términos de la forma M6 g%k,

mientras Mg no sea simétrico, se llevaran, debido a la simetria del tensor métrico, a la expresion

1 1
Maﬁ5gaB=§ aﬁ5gaﬁ+§Mﬁa5gaﬁZM(aﬁ)58aﬁ7 (123)

en donde M(4p) es la simetrizacion del tensor Mg la cual se ha definido como

1
Miap) = 5[Map +Mpq)- (124)
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Dicho esto se tiene que la segunda integral adopta la siguiente forma

1 1 1
0S5, :/Dd4)€\/ —8 |:—58va2 - EGZ,XA/JAV - EGzyFFIJO‘FV ’

+Gay (2A°A W F,* Foa —A“APFg Fuq)| M. (125)

Siguiento con la tercera integral, se tiene que la variacion de la densidad lagrangiana, 673,
es

8.2 = G3 x VAR 8X +G38(V,AM), (126)

en donde

S(V,AM) =8(g"VV,Ay) = VA, SgHY +g”V(—6rﬁvA;L)

1
=V 88" + 2 (2Vy(88™) — guv V* (8gM"))Az. (127)

Las variaciones correspondientes a los simbolos de Christoffel y a términos que incluyan a los
mismos han sido calculados en el Apéndice|[I] Por otra parte se descartan los términos que, debido
al teorema de la divergencia, lleven a términos superficiales, es decir, términos que sean integrales

sobre la superficie que encierra a D, ya que en ésta los campos no evolucionan. Por lo tanto, se
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tiene

0.7 :G37XV“A“5X+G35(VNA“)

1
= 5 GaxAuAVV A 58" +G3V (uAy) 88" + G5V (88" A,

1
- §G3guvvl(58#v)Al

|
= — 5 GaxAuAVV A Sg" +GsV (u Ay 58V +Vy [Gg,A;L 5g}”7} — A, V,G3 587

1 1 1
— G344, 88" =V, |GaguvA* 8¢V | + ~guvAMV, G38gMY + ZguvG3V A% S g
2 2 2

1 1
= |:—§G3’XAHAvVaAa + G3 (V(“Av) — V(,uAv)) —A(’qu)GTs + Eg/ivGB,VaAa

1
+§guvAaVocG3} ogh”,

en donde

1
VoG = Gix <—§Va(ABAB)) = —GixAPV,Ag. (128)

De esta manera, la variacion 6.%3 queda expresada de la siguiente manera
1

1
8.5 = {_EG&XA“AVVQAO‘ +GaxAuA*Vy)Aa + 58uvG3VaA”

1
—58uGaxA®AP W‘ﬁ] o™, (129)
lo que lleva a que la tercera integral de la ecuacién (116) adopte la forma

1 1
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La variacién 8. de la cuarta integral de la ecuacién (116) se expresa como

8% =G48R+ Gux [ROX + §(VyAM )2 — (VA VYAM)] + Gaxx [(VuAM)?

— VA VYA*] X, (131)
en donde

§(VoA%)? =2V,A%S(g"VV,Ay)
1
=2V ,A% v(uAv)(Sg“u5(2Vy(5g’~V)—guvvl((SgW))A,L , (132)

5(VaAgVPA®) =281 VA,V AP — 28T} 3 A, VPA®, (133)
y, dado que, el tensor de Ricci, Ry es
Ruv =R% 4y = 0TS, — O I%, +T%, %, —T% Th, (134)
su variacion puede ser escrita como

5Ruv :aa(Srﬁv) - 3v(5rﬂa) + Fﬁvara/l + rglsrﬁv - Fﬁaarg/l - rg/ISFﬁa

a

:Voc(‘srgv) _Vv(érﬁa)' (135)
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Por lo tanto la variacidn del escalar de Ricci es:

OR :RuVSg“v +g“V[Va(6r‘ffv) - VV<6rga)]

=Ry 88" + V(8" (8Ty) — 8% (8T1y)). (136)
Finalmente, la variacion de .% se puede escribir de la forma

824 =G48R+ Gy x [RX +5(V,AH)? — 5(V,A, VVAM)]
+ Gaxx [(VuA*)* = VA VVAH] 5X
=G4Ryuy0g"Y + G4V (Vy(58P7) — guv VP (08"Y)) +Gax {_%RAMA&g”V
+2V A%V (4 Ay 88"V +2V AV, (881 T)A) — VA guy VA (88")A;
~28g"YVgA(,V,)AP +26F§CﬁA,1VﬁA°‘] - %64,XXAMAV [(VaA®)?

—VaAﬁVBA“] SqhV,
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en donde, aplicando la regla de Leibniz para encontrar los términos superficiales, se obtiene

0

=G4Ruv 8" +Vp(GaVy(38P7)) = VpGaVy(88P7) =V (guvGaVP (88""))
+8uvVpGaVP (8g1") — %G4,XRAuAv6g“v +2G4xVaAV (A, 68"
2V (Gax VA 8gMA) =24, VyGy x Vo A%8gM — 2G4 x V1ALV A% S
— 2G4 xAV VA% —V, (8uvGaxA* VA% SgHY) + guvA* V) Gy x V4 A* 5 gH
+8uvGax (VaA%)? 88" + guvGaxA* V) Vo A*SgHY — 2Gy x VA,V AP 5
— Gax[gayVp(88") + 85, Va(88"") — gangpy V' (88"")]A, VP A®
1

— 3GaxxAuAy [(VaAO‘)Z —VaAgVPAY] SghY

1
— §G47XRAMAv5g“V + 2G47XVO¢A“V(”AV) 6g“v — 2A(“VV)G47XVO¢A°‘5g”V

— 2G4 xV (uAy) VoA 88" — 2G4 xA (V) VaA" 88" + guvA*V;, GaxV uA®SgHY
+8uvGax (VaA%)? 88" + guvGaxAg VPV A — 2G4 x VA, V) A* 5"
— V5 (8ayGaxAyVPA*SgM) + A3 VGax VP A8 + Gy xV (4, VPA,) 58"
~Va(gp,GaxAyVPAYSGM) + A3 VG x VA% S + G x V(A3 VA%) 5™
+ V3 (GaxAMV AL 88HY) — ANV, Gy x VAL 88%Y — Gax V) (A VA ,)EgHY

1

— 3 GaxxAudy [(V(XA“)Z —VaAgVEAY| 5ghY.
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Se obtiene asi que la variacion de la densidad lagrangiana %% respecto a la métrica es

1
+8uvAp VP V¥ Ay — 2V 0 A, VA% + Vg (A VFAy) + A V) A* — AV (A,
—2A(, V1) GaxVaA® + guvAP V5 Gy x VoA + Vo Gy x (A V¥ Ay +A(, Vi) A®

- AaV(“Av)> }5g“v. (137)

Realizando las derivadas covariantes faltantes se tiene que la expresion para la variacion de

la densidad lagrangiana 6%, con respecto a la métrica es la siguiente:

1 1 1
1 2 1 o o2
+§g#vG47XDA -+ G4’X _ERA“AV — 2A(“VV)VOCA + guv(VaA )

+8uvAp VPV A g — 2V A, V) A% + Vo (A, V*Ay) + A, Vi) A®

1
—AV,Ay)) } + GaxxA(u Vy)A VA" — Eg,qu47xxAﬁVBA2VaAa

1
—§G4,XXV(XA2 (A('uVaAV) —f—A('qu)Aa —AaV(uAv)) } Sguv, (138)
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en donde, al re-organizar se tiene

0.4 = {G4Ruv +Gax [g“v(VaAa) - 2A(uVV)VaAa +g“vAﬁVﬁVaAa
— 2VaA(“Vv)AO‘ —+ Va (A(uVaAv) —|—A(qu)A2 —AaV(uAv))

1
(RALAy +V VA% — gqulAz)} + Guxx L—LVHszvAZ

| =

1 1
- ZgquaszaAz —i—A('qu)AzVaAa — EguvAﬁVﬁszaAa

—%VQAZ (AuV¥Ay) +A,VHAY —A“V(MAV))] } ogMv. (139)

Por lo tanto, la cuarta integral de la ecuacién (116) es

1 1
0S4 :/Dd4xv —8 {G4Guv +Gux bguv(vocAa)2 - EgquaAﬁvﬁAa
— 241,V \ VA" +8uvAg VPV Ag + Vo (A VA + A, VA
1
—AMV(uAy) = 2VaA Vi) A" = o (RALA + VuVyA? — g“vDAZ)}

I I
+Gaxx L—LVMAZVVAZ — 8y VANV AT AT AV A

1 1
- EguvAﬁVﬁszaAa —5 VoA (AuV*Ay) +A VYA —A“V(“Av))} } SghY. (140)

Debido a la gran extension en la variacidon de las dos dltimas integrales, de alrededor de 400
términos entre ambas, se opto por usar el paquete xAct del software Mathematica (Martin-Garcia,
2019) para poder obtener las variaciones de los mismos, las cuales serd presentadas en el capitulo

[6] para las ecuaciones de campo implementando ya la configuracién esféricamente simétrica del
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campo y de la métrica.

Por ultimo, es claro que en la expresion final de la ecuacion @, la variacién de la métrica,
Oguv sera factor comin de todo el integrando. Por lo tanto, dado que esta variacién es arbitraria
para que se satisfaga la condicién de que la accidn sea estacionaria todo el factor que acompaia a

Oguv debe ser cero. Asi se obtienen las ecuaciones de campo gravitacional, las cuales son:

1 1 1 1
0=-— B (gqu + FuakFy, a) - Egqu2 - EGZ,XAuAv - §G2,FFuaFv ¢

1
+Gay (2A°A(F, " Fou —A“APFg Fuo) +Gax [— EAuAVVaA“

1 1

1
— S8 VaApVP A — 24,V VA% + g, A VP VO A
2
Vo (AEVAy) +AEVHA" -~ ATV Ay)
o 1 2 2
—2VaAu VAT =3 (RApAY +V VyA* — gy A )1

1 1
+Gaxx | 7 VuAPVVA® = 2guy VAV A% + A, VAPV oA

1 1
- quvABVﬁszaAa —EVOCA2 (AuVPAy) +A, VA —AO‘V(“AV))} +.. (14D

5.2. Ecuaciones de campo vectoriales
En esta seccion se calculardn las ecuaciones de campo vectoriales correspondientes a la

variacion de la accion (94) respecto a los campos usando la expresion (113), en donde ¥(;) = Aq
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de la siguiente manera

0.7 0.7
5. % (5op00) =° e

en donde .Z es el integrando de la accién mencionada.

Por lo tanto, se comienza calculando el primer término de la ecuacién para cada
densidad lagrangiana de la accién (94). Entonces, para el término de Maxwell, F, dado que el
tensor de Faraday depende Unicamente de derivadas covariantes, la variacion respecto al campo
vectorial Ay es

OF 1 0

o 2 Y (ouv, By _
SA = 154 (g 2 Fv,,F“ﬁ> 0. (143)

Ahora, la variacion de % respecto al campo vectorial A es la siguiente

0.% o0X oF oY
O Gy 2 4 Grp s 4 oy o 144
A, 2’X6Aa+ 2’F6Aa+ 2 §A (144)
en donde
1.6 1 6 1 1

SA. — asa, & AuAy) = —5gt G Ay — SgALS = —AT, (145)
o o
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oY 0

SA :ﬁ(g“wgveAwAengquva)
o o

=g g 053 AgFa Fy A+g" 08" AwSgF F,
=AYF% F,* + AMF,, F*

=2AMF,, F** (146)
e introduciendo el resultado ([143) 1a variacién queda expresada de la siguiente manera:
8.2 = —GoxA% +2G y A F FO. (147)

Seguidamente, la variacion de .73 respecto al campo vectorial Ay es

0.2
0Aqy

= —G3 xA*V A*. (148)

y las variaciones de .Z}, .5 y -Z% con respecto al campo vectorial A son, respectivamente,

6.2,
8Aq

= —GyxA“R — Gy xxA® [(VuAM)? — VA VVAH] (149)

0.5
0Aq

1
== G5 xA“Guy VHAY + - Gs xxA” [(V,AM)? —3V,ARV,AGVOAP

+2V,AGVYAPVOA, ] + gsva“FWFﬁ“vyAB (150)
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0%

1 .
M‘:—waﬁwwWAﬁwm—E%XMWWWWVﬁﬂ%%. (151)
a

Luego de lo anterior se calcula la variacion de cada densidad lagrangiana respecto a la

derivada covariante del campo vectorial, V pAq, entonces, para el término F se tiene

SF 1§
8VpAg  48VpAq

(gl“gchqu/Ic)

1, )
=—_gMooV_— __(V,A,—V,A,)F
48 g SV[;AOC( uay \% u) Ao
1
_Zgl'ugo-vFlJ’v (VA,AO'_VGAA,)

__ ;LF#V(535§ —5¢8F) - %F’l"(&{mg - 5¢8))

SVﬁAa

_ _poB (152)

Posteriormente, para la densidad lagrangiana ., la variacion respecto a la derivada covariante del

campo vectorial es

0.% _ oF oY (153)




AGUJEROS NEGROS EN LA TEORIA GENERALIZADA DE PROCA 57

en dondeE]

oY ARAY

_ Y (Ao

—ARAVghO (8088 — 8380 )Fyy +AMAY O Fu0 (5080 — 5180
—A“AVF,P —APAYF, ® + AFAYF, P — AMAPF, @

:4AVA[O‘FV B] (154)

es decir que dicha variacion queda escrita como sigue

0.5

5VgAa — Gy pFPY 4 4Gy A ABF, Y, (155)
o

y la divergencia de esta expresion es

0% Y
Vp (5VﬁAa) = VG pFP% — Gy pVpFP* + 4V Gy yAYAIPF,

+4Gay (VA )AL, Y 1+ 4G,y AV AP, ) 1+ 4G,y AYAPV4F, . (156)

Por otra parte la variacién de la densidad lagrangiana .#3 respecto a la derivada covariante

' La antisimetrizacion se encuentra normalizada: M, (uv] = 3 (Myy —Myy).
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del campo vectorial es

0% B
=G3g"V 8 6% = G, P 157
5544 G3g"" 6,0, = Gsg (157)
y la divergencia de la misma es
0.4 1
\% —¢*PV3G; = —~G3 xVPA%. 1
B <5VﬁAa) g ﬁG3 2G3’X A (158)

Ahora, para el caso de la densidad lagrangiana .%, se tiene que su variacion respectiva es

0%
SVﬁAa

—Gux |2V, ARtV 8P 5% — 5 5avv Al — g0V gy A, 5P 53]

—=2Gy x (g*PV, AH — VAP (159)

y la divergencia de esta expresion adopta la forma

5.2
Vg (Svﬁ:a) = —2VpGax (8P VAt —VOAP) 102G, x (VOV AP — Vi v2AF)

= — GaxxVpA*(g*PV AF —V*AP) — 2G4 xR™P Ap. (160)
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Luego de esto se prosigue con la variacion de %% la cual viene expresada como

0.%s
SVBA(X

1
—Gs5Gvg"®g 085652 — £Gsx [3(VHA“)2gﬁO‘ — 26"V 8P 89V, AGVOAP
—3V,ARGH SEVOAP — 3V, ARV, AggOt gPTSP 8% 128 5IVVAPVOA,

+2VpAagH gPh8f 8V Ay +2VpAcV AP 8 87| - EntHdr(sf g — 5 5f)

~ gs ~ ~ ~
x FOV;Ag — ?F“‘ guon (8D 8% — 888V, A — gsFAOFI 8P 8¢
1
GsG*P — c 3(V,AR)2g%P —36PV A VOAP —3V,AHVHAP L 2vVAPV a4,

gs

12V A5VIAP +2V,APVoAP | — Eptubefs v, A+ %n““ﬁﬁ"uvﬂxc

85 = 85 e
— EFlwnGwﬁav/lAg—F ?Flwncwa‘gV)LAo-—gsFB”Fau,

que de manera reducida termina adoptando la expresion siguiente:

0.%5
5VﬁAa

1 1
=GsG*P — EGs,X(VHA“)zg“ﬁ + §G57Xg“'8 VpAgVOAP +Gs xV, ARVEAP

—GsxVYAPV®A, +2g5sFOn* PV ; Ay — gs FPRFE, (161)
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Ademas, la divergencia de la misma da como resultado

055 1 1 1
Vp (5vﬁAa) = — G5 x VpAPGPY + G xx VoA (VA )? — =G x VuAH V2V AP

1 1
- ZG5,XXVO‘A2VPAGVGAP +5GsxVE(VpAsVoAP)

1
— §G57XXV[3A2V“A“V°‘A[3 +GsxVp (V,AHVEAP)

1
+ §G57XXV[;A2V"A5 VYA, — Gs xxVp(VVAPVZA, )
—gsxFO NPV 3 Ay +2gsVEO NPV 5 Ay

+2g5F 0, VPV 3 Ag) + 285, PV EV 3 A

1 P N 3 3
+ Egs,XVBAzFﬁ“F“u —gsVFPIFC — gsFPEVFY . (162)

Por ultimo, para el caso de la densidad lagrangiana % se tiene que su variacion respectiva

€S

5.4 1 -
(Wﬁj = ~GoxA“LP VLAV A — S GoxxA“FPFRYV,A,V Ay, (163)
o
la cual toma la forma
5%

SV[;A :2G6Lﬁaycvon + G6,XnYGBOCF'uVVYAlJVGAV
[0

+ G x F*YN POV A,V Ag + G x FTP VA, (164)
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y en donde su divergencia es

0%
Vﬁ (5VﬁAa) :_G67XVﬁA2LﬁaYGV7AG+2G6VﬁLﬁaycvon-+2G6LﬁaYGVﬁVyAG

-~ %G6,XXVﬁA2nV"ﬁO‘F“VVYA”V(,AV +GexVpnTPUFHYV AL VA,
+Goxn POV FRYV ALV GAy + Go xnTOPEFRY (V5 V,A,) VA,
+Goxn"PUFHYV, ALV EV GA, — %G@XXvﬁAﬁﬂvnY"ﬁavﬂAyvac
+GoxVEF"' NPV Ay VY Ag + G x F*Y V7PV ALV A

+ G x FFYN1P%(V gV Ay VoA + G x FFY TPV 1A V5V Ag

— %G@XXVBAzFVBF“O‘VyAM +GexVpFPFFOV,A,

+GoxFPVFFOV A, + G x FTPFHOV VA, (165)

Por lo tanto las ecuaciones de campo vectoriales, usando la expresion (142) quedan escritas
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de la siguiente manera:

0 :VﬁFaﬁ — Gz7an + VﬁGz’FFﬁa + GQ’FVﬁFﬁa —4Vﬁ627YAVA[BFv o]

—2Gay [ARF F* +2(VaY)APF, @ —24*VgalP R, —24¥ APV F, ¥

1
+G37X <§VaA2 —AaV’uA'U') +2G47xGBaA[3 - G4,XX [A(X(V#A,u)Z
1
—A%V, A VY AR — VA? (g%PV AH — VO‘AB)] +Gsx {EVﬁAZGﬁO‘
1 1
~A%Guy VFAY + EV”AﬂVO‘VﬁA/3 —Vp(VuAHVEAP) — EV“(VPAGV"AP)]
1
+ Gs xx {EA“ [(VuAM)? =3V, ARV, AGVOAP +2V,AGVYAPVOA, ]
1 o A2 N2 A2 O AP 2 U0 4B

-2 VA (VAR VARV pAGVOAP 42V A%V ARV A
~2VAVYAP VA, + 442V (VVAP VA, ) | } + g5 |VpFPREC, + FPRVF,
—ZVFGLLT])“”(XBV(AAG) — 2FG“VﬁT]/l“aBV(;LAG) — 2F6”nl”aBVBV(AAG):|

L - 1 ~ By
+85x {AaFwFﬁuVVAﬁ +F6un/waﬁv(7u40) - EVﬁAzFﬁuFau}
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2G| VpLPITV A+ LPUIOV VA | + Gox |VpAPLPU1OV, A
~VpnTPYFRYY ALV GAy — nTOPEV g FRYVLAL V6 A, — nTOPEFRY (VYA )V eAy

— n1OPAFRYY A VpVGA, — ACLFYIPY AV, A — Vg FRYTOPOV A,V A
—FPVVnTPtY AV Ag — FFY TP (VY AV Ag — Y TPV A,V VA g
VP AV A, — FPVFHOV,A, — Gox FIPFROV VA, |

+ %Gé,xx (VoA I PUFYY, A,V oAy — ACFPFRYY,A, VA,

VAR TPV ALY A + VAT PRV, | (166)
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6. Agujeros negros estaticos y esféricamente simétricos en la teoria generalizada de Proca
Para estudiar agujeros negros en un fondo estatico y esféricamente simétrico se toma la
métrica (27) en donde f(r) y h(r) son funciones de la coordenada radial r de tal manera que f(r) >
0y h(r) > 0 fuera del horizonte de eventos r > ry,. rj, es la posicion en la cual f(r,) = h(ry) =
0. Ademas, el campo vectorial a tener en cuenta debe ser compatible con la simetria puesta en
consideracidn, por lo tanto es de esperar que €ste sea invariante al desplazarse sobre las direcciones
correspondientes a los vectores de Killing , , @]) y dy. Por lo tanto, la derivada de Lie del

campo vectorial con respecto a cada uno de estos vectores debe ser cero, es decir,
_[gH _

en donde, usando coordenadas esféricas, A = Agdf +A1dr + A>dO + A3zd¢. Entonces, usando el

vector de Killing o; se tiene que, a partir de la condicién

A% =0 (168)

las componentes del campo son independientes de la coordenada temporal 7. Asi mismo, el vec-
tor de Killing implica que, debido a la condicion de arriba, las componentes del campo son

independientes de la coordenada angular azimutal ¢.
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En la direccién de los vectores de Killing y se tiene que las condiciones sobre la

derivada de Lie adoptan la forma

(£ 0,A)% =53 A — AHIuEfy) =0
—cos pdgA% +cotOsinpdyA* — A9y, 5(0‘2) =0

—cos $dg (8P Ag) — g"VAVAuEG) = 0. (169)

(£€(‘§,>9“A)a :5{;)9}11‘\“ —AR9uc) =0
sindpA* + cot O cos PIyA” —A“&ué(%‘) =0

sin g (§*PAp) — g"Av9u&G) = 0. (170)
Si a = 0 se tiene de la condicion de los vectores de Killing 3|y @] que
004 \ _
—cosPdy(gAg) =0. (171)

Dado que g% es independiente de la coordenada 6, la componente A es independiente de dicha

coordenada, por lo tanto, Ag = Ag(r). Si & = 1 se tiene la expresion trivial 0 = 0. En el caso de
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o =2 se llega a las expresiones

—cos 9g(r ?42) + "V Aydyu(cos¢) =0
—r2cos §gAs + r~2sin 2 HA3 dycosp =0

dpAr —Azsin 2 Otan¢ = 0, (172)

singdg (r 2A;) — g"YA,dy(sing) =0
B, 2 . 2 . o
—r “sin@dgAr —r “sin”~ 0A3dysing =0

dpAr+Azsin 2 Ocotp =0 (173)

las cuales al sustraerlas entre si llevan a que la componente A3 sea igual a cero. Finalmente, para

o = 3 se obtienen las siguientes expresiones

r*2A2 csc? Osin ¢ =0, (174)

r_2A2 csc? 6 cos =0 (175)

de las cuales se llega a que A, = 0y, por tanto, el perfil del campo vectorial, compatible con el

espaciotiempo a considerar, es

A =Ao(r)dt+A(r)dr (176)
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6.1. Solucion de Reissner-Nordstrom en Relatividad General

Como preparacion, en primer lugar se usara el acomplamiento
2
my
G4=7, G,=G3=G5=g5=Gs=0 (177)

el cual lleva a las siguientes ecuaciones de campo vectoriales y gravitacionales, respectivamente,

0=VzFP, (178)
m> 1 1
TPG,UV :E <FuaFv o _ Zg#vFaﬁFaﬁ) , (179)

en donde el tensor antisimétrico Fj,y, para el perfil estitico esféricamente simétrico, es el siguiente

= 8077: — 81A() = —A/() = —Fo. (181)

con las demds componentes iguales cero.
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Las ecuaciones de campo no triviales que se obtienen son

VAL o s W B

fro07 Az ap of

2 2 2 /

n, myfh 1, myfh

—Zf— — —hAf — =0 = (0,0
22! T T T, (1,v)= (0,0
i m AR S

M o - — (1,1
22 o2 Tap T 20 W=
mzz,rh’ B hr?AR mzz,hf’r B mf,hf’zr2

4 4f af 82

m2 f/h/rz mz h f”r2

68

(182)

(183)

(184)

(185)

Si se multiplica la ecuacién (183) por (hf)~! y se suma a la ecuacién (184) se obtiene como

resultado que

In f =Inh+ const.

f =const xh

(186)

y, al considerarse un comportamiento asintéticamente plano es claro que f(r) = A(r) = 1 cuando

r — oo, por lo tanto const. =1y

(187)
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Posteriormente, al reemplazar (187) en la expresion (182) se llega a la ecuacién diferencial

Ao Ao _

1
5 0 (188)

la cual tiene como solucion

Agr+Ay = — Ay

or(AGr) = —Aj

Ajr=—Ao+0Q
Agr=Pr+Q
A0:P+%, (189)

en donde P y Q son constantes de integracién. Luego, sustituyendo las ecuaciones y (I89)

en la ecuacion (183) se obtiene que la funcién métrica f es

0> — 2m]2,r2 +2m12,r2(f—|— rf') =0

0> — me,rz + 2m§,r2(fr)’ =0

2
/ 0
=——+41
(7) Zm%,rz +
2
fr= Q2 +r—2M
2mpr
XM Q?
f:l_T_Zmzr2 (190)
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en donde Q es la carga que origina el campo y —2M es la constante de integracién que al llevar al
limite Newtoniano se identifica como la masa del agujero negro. Por lo tanto se tiene la solucién

de Reissner-Nordstrom

XM Q?
f:hzl_T_W (191)
Ao=p+2 (192)

la cual concuerda con calculo realizado en la seccion (2.2]).
Estas soluciones satisfacen también la ecuacién (185)), ya que usando la condicién (187)) y

posteriormente las soluciones (I91)) y (236) se tiene la ecuacién
rAg —2mo(2f'r+ f") =0 (193)

la cual se convierte en la expresion trivial 0 = 0.

Sumado a todo lo anterior, cabe resaltar que la componente longitudinal A; corresponde a
un modo de gauge no fisico, ya que este valor estd indeterminado por las ecuaciones (182)-(185]).
Asimismo la constante P es una constante arbitraria sin significado fisico alguno.
6.2. Campo masivo de Proca

También cabe revisar el campo masivo de Proca en Relatividad General, el cual estd dado
por las funciones

mz
@=§%Gpm%,®=%:&=%=a (194)
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Asi pues, para la presente configuracion de los acoplamientos las ecuaciones de campo, tanto

vectoriales como gravitacionales, son

HA* =VgFoP, (195)
m> 1/1 1 1
~ Guv =5 (ZFaﬁF“ﬁ — FuoF, “) - 5uZAMAv + Euzx, (196)

las cuales llevan al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para el perfil de la métrica y el

campo vectorial que se estin teniendo en consideracion:

2 / /
u B o W b
T Ag— —AN— —Al— —A! =0 =0 197
—u*Ah=0 (a=1) (198)
mif mifh  mifh 1 1

p)  Tpstp 2 o2 2 —

2,,.2 27‘2 2 4hA0 4‘LL AO th (uuv) (070) (199)

mypf | mp  mphf 1 _luzAz__uthzzo (Lv)=(1,1)  (200)
A T S i L ’ ’

mghflzrz th/ lef/hIFZ +m12,hf”r2

_ 2/
82 4f 4mphrJr 8f 4f
P TR/ SR B _
4fA i AG+IPhPAT =0 (V) = (2,2) (201)
—§u2A0A1:0 (s v) = (0,1). (202)

A partir de la ecuacién (198)), pidiendo que u # 0, se tiene que A; = 0, lo cual anula, ademas, la

ecuacion (202)). Reempplazando esto en las ecuaciones (I99) y (200) y sumandolas mutuamente
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se llega a la expresion

mo(f'h— fi') = W*Agr (203)
que al multiplicar por 4~2 se convierte en

(fh—fH)  u*A§r
ekl (204)
u

£\ A
L) =20 205
< h mlz,h2 (205)

2
mp

Analizando el comportamiento asint6tico del lado izquierdo de esta expresion se sabe que con el fin
de que r, sea el horizonte de eventos (como se ve al comienzo del presente capitulo) f -0y h —0
cuando r — ry, y que, también, f(r) > 0y h(r) > 0 para r > r;, con el objetivo de que la métrica
sea Lorentziana. Ademas, debido a esto, las funciones métricas se pueden expandir alrededor del

horizonte de la forma

=Y filr—=m), h=Y hi(r—n)", (206)
i=1

i=1
por lo tanto, si r — ry, el factor r — ry, se hace infinitesimal, por lo que solo se consideran los térmi-
nos a primer orden en r — r ya que se considera que ambas funciones tienden a a cero mientras
r — ry, y por consiguiente el lado izquierdo llega tener un valor finito en tal limite asintético. Asi-
mismo, al analizar el lado derecho en el limite r — ry,, para que éste sea consistente con lo anterior,
su limite debe ser finito y debido a que h(r — r,) — 0, Ag debe tender a cero cuando r tiende a ry,.

Por otra parte, al estudiar el comportamiento asintdtico para r — oo, se sabe que en este
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limite f = h = 1. De esta manera la expresion (204)) lleva a

24 (o0)2
HAg (o) r (207)

y siendo u # 0 se concluye que cuando r — o0, Ag — 0.

Ahora, para ver el comportamiento predicho por la ecuacién para valores de r >> ry,

se reescribe ésta ecuacion y se usa la expresion (205)) para obtener

A// A/ ‘uZAZA/
_h(20 20 Z 770770 240 = 0.
<2+ r)+ a2y TR

(208)

Ya que Ap se hace muy pequefio para r >> ry, se descartan los términos cuadraticos de éste y asi

se obtiene la ecuacion diferencial

A// A/
~20 S0 uag =0 (209)
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cuya solucién es

—AQr—2A4 +2ru*Ag =0,

—(Agr)" +2u*(Agr) = 0,

o~ V2ur oV2ur

Ao(r) =] + . (210)
r r

Ya que la ecuacién (207) predice que Ag(r — o) = 0, entonces la ecuacion llevaria a
que

Ap o< —. @211)
r

Este comportamiento comienza a ser dominante cuando r > % Ademas debido a que se debe tener
que si r — oo, Ag — 0, entonces yu = 0 para que esto se satisfaga. Por lo tanto no hay solucioén de
agujero negro estatico y esféricamente simétrico para un campo vectorial de Proca debido a que
dicha solucién se da solamente si 4 = 0, lo cual lleva a la solucion de Reissner-Nordstrom.

6.3. Soluciones exactas para el acoplamiento cuartico G4

Se considera en primer lugar el acoplamiento

2
m
G4:7p+

INES

(212)
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el cual reduce las ecuaciones de campo a las expresiones

2 1 F2 171
4

m
2
TPGHV =5 | FuaFy % _ 2 8uv 5guv(vo,AO‘) — 24, V) VoA —2V4A(,V,)A”
1
+58uvVaApVPA + Va(A, VI Ay + A VA — A%V Ay)
1
+euvAg VPV A — 5 (AuAvR — A*Gyy — guv DA +V, V,A?) (213)

1
VP =—-GPAg (214)

cuya forma explicita, para la configuracion del campo y métrica que se estd estudiando, es la

siguiente:
0=—2A0f(=1+h+rh)+r[Ay(hrf — f(4h+rh')) —2fhrA5] (¢ =0) (215)
0=Ah(f(h—1)+hrf") (a=1) (216)

0=—2hr"Af +AG(—1+h+rh) — f [A1R* (A1 +4rA}) +4m? (ri — 1)
+h(4ms +AT(143r1))]  (u,v) = (0,0) (217)
0 =4A0Apfhr+AG [f(h—1) —hrf'] + f [f(—4m, + (4m), — AT)h+ 3ATH?)

+hr(2rAG + (4m? +3ATh) )] (1,v) = (1,1) (218)
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0 =4Aof [—2hf'rAy+ f(rAGh +2h(AG + rAQ)))] +AG [3hfr+ 221
—frf' R +2h(f +rf")] + f [AALFRPAL2F +rf') +4my (—hrf? 4+ 271
+f(rf' W+ 20(f +rf")] +ATh [—hr f? + 6 f2H
+fQ2rf'H +20(f +rf"))] (219)

0=AoA, [f(h—1)+hrf'] (u,v)=(0,1). (220)

La ecuacién (220) admite en primer lugar una solucién en donde Ay =00 A; =0, lo cual
anula la ecuacion (215)). A su vez, considerando A; # 0, la ecuacion (216) establece la relacion,

entre las funciones métricas,

f

h= @21)

Entonces, al reemplazar esta relacion en la ecuacién (218)) esta ultima se reduce a lo siguiente:
0=Aif%, (222)

lo que inevitablemente lleva a que la componente longitudinal del campo se anule y por consi-
guiente, se tenga una solucion de Schwarzschild. En segundo lugar, si se considera larama A} =0
de , el sistema de ecuaciones diferencial tiene solucion unicamente si Ay = 0, lo que resulta,
de nuevo, en la solucién de Schwarschild.

Ahora, considerando la rama en la cual Ag y A son diferentes de cero, de la ecuacion

se obtiene la relacion (221)). Reemplazando esta relacion y su derivada en la ecuacion (218)) se tiene
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que

VP Aoy f — frag +A3f)
Al =+ 7 : (223)

Al reemplazar esta expresion de A; en las ecuaciones (215)) y (217) y al resolver el sistema, se

obtiene las siguiente soluciones

Ay=P+—= (224)

f=c-2 (225)

en donde P, 2M y Q son las constantes de integracion. Y dado que, en el limite r — o se debe
alcanzar el comportamiento Minkowskiano, entonces C = 1. Insertando estas expresiones en (221])

y (223) se obtiene finalmente que la solucién para este tipo de acoplamiento es

h=f=1- 2%4 (226)

Ay =P+ 2 (227)
2P(MP 2

| V2P r_;g)HQ . (228)

Por consiguiente, las soluciones para el presente acoplamiento cumplen las siguientes con-
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diciones

f=h, (229)

A Ak
X=-"t—=x, (230)

con X, constante, las cuales serdn usadas de aqui en adelante con el fin de encontrar soluciones

exactas. Esta dltima condicién se traduce en que

\JAS—2fX.
Aj=tFr—— (231)

f

Para un acoplamiento general G4 = G4(X) las ecuaciones de campo vectorial son

0 =840 { GaxxATH* f'r+ f [Gax + h(—Gax + GaxxArh(A; +2rA}))
+(=Gax + GaxxATh)ri'] } +r [AG (hf'r — f(4h+rh')) — 2 fhrA(] (232)
0=A1 {—f [f(Gax — Gaxh+ GaxxATh*) + 2G4 xxAohAyr]

+h [G4,XXA(2) + f(Gax — G4,XXA%h)] rf'}. (233)

Para la dltima ecuacion existen dos posibilidades, A} =0 y A; # 0, que, a continuacion, seran

estudiadas de manera separada.
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6.3.1. A; £ 0. Al proponer que la segunda derivada del acoplamiento G4 evaluada
en X, cumpla la condiciéon

Gaxx(X;) =0, (234)

de la ecuacién (233)) aparece que las funciones métricas 'y f cumplen la siguiente relacién

f

la cual, debido a que usaremos las condiciones (229)), se obtiene que la solucién para las funciones

métricas es

_f
I~y
fHfr=1
(fr) =1
oM (236)

Dicha solucién lleva a que la ecuacién (232)) se reduzca a la expresion

240+ 1Ay =0 (237)



AGUJEROS NEGROS EN LA TEORIA GENERALIZADA DE PROCA 80

cuya solucién ya fue calculada previamente. Esta solucion es

Ag=P+= (238)

de la cual, a causa de la condicién (230), lleva a que la componente longitudinal del campo tenga

la siguiente solucién

\/—ZXC (1—21) 4 (P+%)2r

A==
r—2M

(239)

Insertando las expresiones de f, h, Ag y A1 en la ecuacidn de campo gravitacional de la componente

(,v) =(0,0),

0 =hr’A§ —4Gax(—1+h+rl) +4f [GaxA1h*(Ay +2rA}) + Ga(rl — 1)

+ h(Gy+2Gy xATri)] (240)

se tiene que

1
Gux(X;) = 1 (241)

Ademds, realizando el mismo procedimiento anterior en la ecuacién de la componente (i,Vv) =

(1,1),

0 =412 [~G4+ (G4 — G4 xAD)h+2Gy xATh*| — 4Gy xAGhf'r+ fhr [8Ga xAoAy

+ rAG +4(Gy +2Ga xATh) f] (242)
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y reemplazando (24 1)) en la misma, se logra determinar el valor de X, en términos de las constantes
de integracién. Este valor es

Xe=—. (243)

El mismo indica que la funcién que describe a la componente longitudinal del campo estd dada por

_ Q> +2P(MP+Q)r

A
! r—2M

(244)

De lo anterior se infiere que la funcién G4(X) que obedece a las condiciones (234) y (241)
esta dada por

Ga(X) = Ga(X) + (X —X0) + X bulX ~Xo), 245)
n=3

en donde X, = P?/2 y todas las b, son constantes. El modelo G4(X) = mf, /2+X/4 es el caso
especial de la dltima expresién , es decir, G4(X,) = mlzg /2+X./4y todos los b, =0 paran > 3.
La solucidn de arriba es una solucién de Schwarzschild con componente vectorial longitudinal no
cero.

Aunque la carga P en un espaciotiempo de Reisner-Nordstrom no tiene significado fisico,
en este caso es una carga que controla el perfil longitudinal A;(r), aunque no su geometria. Notese
que se puede apagar la carga Q y dejar la carga P, caracterizando un perfil longitudinal no trivial,
encendida en presencia de un agujero negro masivo.

En este sentido, P representa una carga adicional para la configuracién ademads de la masa

y la carga eléctrica. Sin embargo esta carga no es vista aplicando la ley de Gauss -ya que el campo
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no contribuye a Fy;y- por lo tanto estrictamente esta configuracion no viola la conjetura de no-pelo

6.3.2. A; = 0. Continuando con la otra posibilidad A; = 0 e imponiendo la condi-

cién 1] se tiene que AZ = 2fX. a partir de lh Bajo la condicion 1} la ecuacion 1i se

anula y la ecuacion se reduce a
8Gax(X)(f — f2— frf) + (%rz = frif —2f f’r) =0. (246)
Sisetoma 1l — f —rf’ =0, la solucion a esto,
f=1-", (247)
-
no satisface la ecuacién (246). Entonces supéngase que
%rz fP=f"fr?=2rff =0, (248)
con G4 x (X.) Escribiendo a la funcién métrica f como

f(r) =t (249)
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su primera y segunda derivada son, respectivamente,

£(r) =2 (r)e*?, (250)

£(r) =A"(r)e* D 4 12 (r) et ). (251)

Entonces la ecuacion (248)), se transforma en una nueva ecuacién diferencial para la funcién A(r),
la cual es

AN + A2+ 2rA" = 0. (252)

Multiplicando ésta expresion por r, se tiene esta ecuacion

4rd' + A% +2r°2" =0, (253)

la cual, usando regla de Leibniz entre el primer y tercer término, se puede reescribir como

PA? 420 P) =0 (254)
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y cuya solucién es, VM < r,

1 2 AI 2\/
2 (A2)2
1
2911
A  =——+M
(r°A) >t
;o 2 o AG 2
4202 2Cir—1
Cy—Cr\?
7L:2ln(1—Clr)—2lnr+lnC2:1n< 2 r) , (255)
r
en donde Cy, C; y C son constantes.
Como consecuencia la funcién f queda representada por la siguiente expresion
M\ 2
f= (C— —) , (256)
r

en donde M = C,. Ademas, C = 1, ya que el limite cuando r — o la funcién métrica debe ser igual

a 1. Entonces

2
f= (1 _]‘_4) . (257)

r

Con todo lo anterior, al usar la ecuacién de campo gravitacional para la componente (i, v) = (0,0)
se tiene que

X,
Gs(X) =5 (258)

Esto ademds hace que las ecuaciones de campo resultantes se anulen. Finalmente, se tiene que un
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acoplamiento, G4(X) que cumpla todo lo anterior debe ser de la siguiente forma

G4(X) = % + ) ba(X - X.)". (259)

A =0, (260)

en donde P = ++/2X.. Esto corresponde a una solucién de agujero de Reissner-Nordstrom con una
carga eléctrica igual a la masa del agujero negro.
6.4. Soluciones exactas de agujeros negros para acoplamientos generales

Se procede ahora con la derivacion de soluciones exactas de agujeros negros en la presencia
de los acoplamientos G3(X), G5(X), Gg(X), g5(X) y G2(X,F) = —2g4(X)F . Para este andlisis se
toma en cuenta el término de Einstein-Hilbert mlz, /2 en G4(X). De manera similar a las secciones
anteriores, se imponen las condiciones (229) y (230) en el desarrollo siguiente.

6.4.1. Acoplamiento ciibico G3(X). Para este caso, la ecuacion de campo vectorial

de la componente @ = 1 es

Gsx (Aor(2fAy —Aof') +ATf2(4f +rf)) =0, (261)
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la cual da paso a dos posibilidades , G3 x(X;) =0y G3 x(Xc) # 0, que se estudian cada una por

separado.

(i) G3x(Xc) =0

Para la primera posibilidad las ecuaciones para el campo vectorial Ag y las de campo gravitacional

de las componentes (i, v) = (0,0) y (1, v) = (2,2) son, respectivamente

A/ A//
0="204% (262)
r 2
0= —2m3 +rPAg +2m (f +rf'), (263)
0= —r?A§ +m(2rf + 2 f"), (264)

ya que la ecuacién de la componente (u,v) = (1,1) es igual a la de la componente (i, v) = (0,0)
y las demads son triviales.
A partir de la ecuacién (262)), la cual ya se ha resuelto en secciones anteriores, se tiene que

la componente en direccion temporal del campo esta dada por
Ag=P+ =, (265)

en donde P y Q son constantes de integracion. Adicionalmente, si inserta este resultado en la

ecuacion (263)) se obtiene la expresion

2
0= —2m,2,+g—2+2m,2,(f+rf’) (266)
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cuya solucion, para f, es

2
/ 0
(rf) =1 2m12,r2
2
rf=r+ —Q2 2M
2mpr
2M B
f=1-—+ sz (267)
r 2mpr

Por lo tanto, para este caso, se tiene una solucién de Reissner-Nordstrom con la componente lon-

gitudinal del campo diferente de cero, la cual se obtiene por la condicién (230) y es la siguiente

i izmgr\/m;,(ﬂ —2X,)r2 +2m2(PQ + 2MX,)r + Q*(m3 — X,
1 p—

268
2m3(r* —2Mr) + Q> (268)
Por consiguiente, una funcién que lleve a esta solucién debe estar dada por
G3(X) =G3(Xe)+ Y ba(X —X.)" (269)
n=2
en donde todo b,, es una constante.
(i) G3 x (Xc) #0
Usando las condiciones (229) y (230)) la ecuacion (261)) se tiene
ApA) +2A% — 4£X,
f/:r 04y + 243 fc‘ 270)

X.r
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Sustituyendo esto en la ecuacién de campo vectorial para o = 0 se obtiene rA{j +2A; = 0, lo cual

lleva a la soluciéon Ag = P+ Q/r con dos constantes Py Q. Entonces, insertando esto en la ecuacion

(270) se obtiene
) 4f  Q@* 2PQ 2P?
=t v3tv3
ro X Xer X.r
er 2PQr2 2P
4 r3+r4 I
f S X, X, X
( 4f)/ er 2PQr2 N 2P2%p3
r e
XC Xc XC
2.2 2 2 4
4 Or 2PQr P=r
= C
e T T, T
1 2 ¢
f=x (P+%> + 7 (271)
.

en donde C es una constante. Para satisfacer que la métrica sea asintdticamente plana, f — 1, en
r — oo se recupera que P> = 2X,. Con eso, las ecuaciones de campo gravitacional se satisface
dnicamente si C =0y P = v/2m,. Ademas, de la ecuacién de la componente (i, V) = (0,1) se
tiene que A; = 0. Entonces, para M = +Q/ (\/Emp) se obtiene la solucién , con el modo A

igual a cero.
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6.4.2. Acoplamiento de quinto orden G5(X). Para este acoplamiento, se tiene que

las ecuaciones de campo vectoriales para la componente @ =0y o = 1 son

1 1
0 =Agr+ =A§r* + —Gs xAo (— (= 1+ f) fAL + A1 (1 =21)f")

2 f
+Gs xxAoAT(fA| +A1Lf') (272)
0 =55 Gx (~2A0(f = fAg+ A3 = 1) + A1 =3)FF)
+Gs xxAT (24040 f + (ATf> - A5) 1) (273)

Aplicando la condicién (230) en ambas ecuaciones, multiplicando la ecuacion por

2A1 f y restandola con la ecuacién (273) multiplicada por Ay, se obtiene la ecuacion diferencial

0 = 245 + rAg. (274)

Acontece ademds que la ecuacion (273)) bajo la condicién (230) adopta la siguiente forma

0=—Gsx(Xc) [AoAy(f — 1) — ' (Xe +Af — 3Xc.f)]

+ Gs xx (Xo) (A§ — 2X. f) (AoAy — Xef ). (275)

De la ecuacion (274) se obtiene, por supuesto, que Ag = P+ Q/r, con Py Q constantes. Si

Gsx(X:) =0, (276)
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la ecuacion (275) se satisface para (i) ApAf = Xcf' o (ii) A3 = 2fX..

Para la primera rama se tiene la expresion

_ AAy  (Pr+0Q)Q

r X, X3 @77)
cuya integracién da como resultado
fop—c M, O (278)
r 2X,.r?
con M = —PQ/(2Xc). En el limite asintotico cuando r — o, se debe tener que f = h = 1, lo cual

indica que C =1
Se tiene que las ecuaciones de campo gravitacionales para las componentes (i, v) = (0,0),

(u,v)=(1,1)y (u,v) = (2,2) son, respectivamente,

1 1
0=37n {=mp (=1t rf'+f) = r°AG } + 5 Gs xxai {2/ [AoA1Ag + (A — AT/)AY]
+A1(A(2)_A%f2)f/}; (279)
1

0=—2rAg +m(2f +rf"). (281)

Insertando la solucién para Ag y para f en la ecuacién de la componente (i, V) = (2,2) se obtiene
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que

Xe=m,. (282)

Lo que lleva a que, se anulen las ecuaciones de las componentes (i, v) = (0,0) y (i,v) =

(1,1). Por lo tanto las soluciones para este tipo de acoplamiento son

XM Q?
—h=1-""4 = 2
f=h r +2m§r2 (283)
2Mm?
Ap=— M ©Q (284)
0 r

y usando la condicién (230) se tiene que

2m?\ [2(2M2m2 — Q)r?
A=+ 2002, ~ ) . (285)
0 [2m2r(2M —r) — Q?]

La existencia de esta solucion requiere que 2M 2mlz7 > Q2.

A partir de la ecuacion (230) la opcién (i) corresponde a A; = 0. Reemplazando esto en la

ecuacion (272), se tiene
—rfr L 2f@rf +r7 ") =0, (286)

la cual es la misma ecuacion diferencial (248)), cuya solucion es

2
f:h:<1_1‘_4) | (287)
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Por otra parte, de la ecuacion (281)), se tiene que

(288)

lo que indica que la expresion para la componente temporal del campo vectorial, Ag, es la siguiente

Ag=V2 (—mp " M:””) 7 (289)

con la relacién particular Q2 = 2M2m12,. De hecho, este caso puede ser visto como el caso de las
soluciones de la rama anterior con la componente radial del campo siendo nula.
Un modo concreto de obtener las soluciones de arriba es mediante un acoplamiento Gs(X)

que esté dado mediante la siguiente expresion
Gs(X) = Gs(Xc)+ Y ba(X — X.)?, (290)

en donde X, = mf,.

6.4.3. Acoplamiento de sexto orden G¢(X). En presencia del acoplamiento gene-

ral Gg, la ecuacién de la componente o = 1 del campo vectorial se reduce a
AIAG [Gox (3f —1) = GoxxATf*] =0, (291)

para la cual se buscardn soluciones que satisfagan que A =0 0 Ay = 0.
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(i)Ay =0

En este caso se tiene que

Ay = P = const. (292)

lo que anula las ecuaciones para la componente & = 0 del campo vectorial y para la componente
(u,v)=1(0,1) del campo gravitacional.
De esta manera, las ecuaciones para las componentes (¢, v) = (0,0) y (u,v) = (1,1) del

campo gravitacionale llevan a la ecuacion diferencial

~1+f+rf =0 (293)

cuya solucién, como ya se obtuvo previamente, es

fen=1-2 (294)

la cual también anula la ecuacién de la componente (i, v) = (2,2). Por lo tanto, usando la condi-

cion (230) se obtiene que el modo longitudinal del campo vectorial es el siguiente

P Vr(P2r+4MX, — 2rX,)
= r—2M.

(295)

Ya que cuando r — o la componente longitudinal A} — 41/ P2 — 2X, se tiene que para la existencia

de la solucién P? > 2X..
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(i)A; =0

Para este caso, en primer lugar, se anula la ecuaciéon de campo gravitacional de la componente
(1,v) = (0,1). Ademds, debido a la condicién (230), A3 = 2fX,. Esto lleva a que las ecuacio-
nes de campo gravitacional de las componentes (u,v) = (0,0) y (i,v) = (1,1) se reduzcan a,

respectivamente,

2
mp /! / XC 12 ! ol
S Ff +2f ) = T = Xeff f"Ge = 0 (296)

2rf(rf" +2f) =2 f2 =2 202"+ F(f* = 2f") + ] Ge +2Xc(f — 1) f*Gex =0.  (297)
Para obtener soluciones exactas se tomaran las condiciones
Ge(X.) =0, y G6’X(XC) =0. (298)

De la ecuacion (297) se obtiene la solucion de Reissner-Nordstrom cuya carga es igual a la masa

del agujero negro, es decir,

2
f:h:(l—]‘é) : (299)

que al reemplazar en la ecuacion (296)) da como resultado que X, = mlz,. Ademas, la componente
temporal del campo vectorial es Ag = P+ Q/r en donde P = iﬁmp y Q= \/§Mmp. Esto es
equivalente a la solucién obtenida para el acoplamiento de quinto orden Gs(X) de la rama A(z) =

2fX..
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Un modelo concreto que lleve a la solucion obtenida para este caso debe ser de la forma

G6(X) = Z bn(X _Xc)7 (300)

en donde X, = mlz,.

6.4.4. Acoplamiento cuartico g4(X). Considérese el acoplamiento dado por

G2(X7F> = _284(X)F7 (301)

en donde g4(X) es una funcion de X. De esta manera, la ecuacion de campo vectorial de la com-

ponente & = 1, usando las condiciones (229) y (230), es

gaxAAG =0. (302)

Considérese el caso en el cual se satisface la relacion

gax(Xc) =0. (303)
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Por lo tanto la ecuaciéon de campo vectorial de la componente & = 0 y la ecuacién de campo

gravitacional de la componente (i, v) = (0,0) son, respectivamente,

rAl 424 =0 (304)

2m(1—f—rf")+ (1 —2g4)r*Ag = 0. (305)
A partir de la primera ecuacién, la componente temporal del campo vectorial es
Ag=P+ =, (306)

la cual, al reemplazar en la segunda ecuacion, lleva a que

XM Q?

foh=t- S 2, (307)

con el modo longitudinal del campo dado por la expresion (231)). Esto equivale a un solucién de
Reissner-Nordstrom con carga efectiva Q. rr = 04/ 1 —2g4(X.) que es diferente de Q a menos que
84(Xc) =0.

Un acoplamiento que lleve a estas soluciones estd dado por

ga(X) = ga(Xe) + ) bu(X — Xo). (308)

Si g4(X.) = 1/2, entonces se obtiene la solucion de Schwarzschild f =h=1—2M/r con
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Ay indeterminado. Por otra parte la ecuacién (302) también se satisface si (i)A; =0 o (ii)Aj, = 0.
Para la rama (i) las ecuaciones para la componente & = 0 y la componente (u,v) = (0,0) son,

respectivamente,

2A0(f + gaxAoAyr) + fAGr =0 (309)

284 xAGAGT — f [2m (rf' + f = 1) + (1 — 284)AG ] . (310)

Hay una solucién exacta bajo las condiciones g4 x (X.) =0y g4(X.) = 1/2. Esto da como solucién

oM oM
f=h=1-=", Aozi\/2(l—7XC) A =0. (311)

Esta solucién existe para la funcién (308) con g4(X.) = 1/2.
Para la otra rama, A6 = 0 se obtiene la solucion de Schwarzschild f = h = 1—2M/r con
Ao = const. y A; dado por la ecuacion para acoplamientos generales g4(X).
6.4.5. Acoplamiento vectorial de quinto orden gs(X). Finalmente se se busca la
solucion exacta para el acoplamiento de quinto orden gs(X ). Para este acomplamiento, la ecuacion

de campo vectorial de la componente o = 0 es la siguiente

A (g5 — g5.x(A§—2fX.)) = 0. (312)

Para la rama Aj, = 0 se obtiene la solucién de Schwarzschild f = h = 1—2M/r seguida del modo

longitudinal del campo dado por la ecuacién (231)), con Ay = const, para acoplamientos gs(X)
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generales.

Para la otra rama fgs = (A(z) —2fX.)gs x existe solucién exacta bajo la condicion

g5x =0. (313)

Esto lleva a que la ecuacién de campo vectorial de la componente o = 0 y la ecuacion de
campo gravitacional de la componente (i,v) = (0,0) sean las que estan presentes en la seccion
(6.1). De esta manera se obtiene la soluciéon de Reissner-Nordstrom con A dado por la ecuacién

(231). Ya que gs5(X.) = 0 en este caso el acoplamiento de quinto orden de la forma

gs(X) =Y ba(X —X.)" (314)

da como resultado la solucién de Reissner-Nordstrom con el modo longitudinal diferente de cero.
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Tabla 1
Acomplamientos y sus respectivas soluciones exactas de agujeros negros estdticos y esféricamente
SImétricos

Acoplamiento f=h Ay Aq
Gi="2 fe1-2y 8 Ay=P+9 ind.
2
Gy = %7 Gy = X No sol. No sol. No sol.
_m X _q1_2M _ Q _ L \2P(MP1Q)+Q?
Ga=2"+7 f=1-2=7 Ao =P+ A=ty
/ 2
Ga(X) = Ga(P?/2) + 1(X — P?/2) f=1-2M1 AO:P+% Ay :iw
+3, s ba(X — P2/2)"
GuX)= B4 Y bax P f=(1- M) Ag=P-ME A =0
. /A2 _2fX,
G3(X)=Gs(Xe)+ Y, ,bn(X —Xon  f=1-2M 4 ﬁ Ag=P+ 2 A = i#
2 2Mm? 2m?2 ., /2(2M?m2—Q)r>
G3(X) = Gslm) + 32,y bn(X —mdy f=1-24 0y Ay=——Fo+ A = = @]
Gs(X) = Ga(m2) + 32, ba(X —m2)n f = (1= M) Ay =2 (—mp - M;””) 4=0
Go(X) =3 _ bn(X —m2)" f=1-2M Ag=P Ay = £ YA X 22r Xe)
2
Go(X) =3, _,ba(X —m2)" f=(1- %)2 Aog =2 (m,, + M:"") A1 =0
y AZ—2fX,.
(X)) = (X + Y, _,ba(X—Xor  f=1-2M Ay=P+2 Ay = £V
+2m272 [1 - 294(XC)]
v/ P2-2X.(r—2M
95(X) f=1-2¢ Ao =P Ay = £ Y200
n B oM Q> o Q B 2m?2 ., /2(2M?m2—Q)r>
95(X) = X2,y ba(X = Xo) f=1-2 At gm A=P+ T A= e 7]
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7. Conclusiones

En este trabajo se tomd la accién (85)) y a partir del método variacional se obtuvieron las
ecuaciones de campo gravitacionales y vectoriales de la teoria generalizada de Proca. Posterior
a esto se determinaron los perfiles del campo y del tensor métrico propios de un espaciotiempo
estatico y con simetria esférica. Con ello se establecieron condiciones para las funciones métricas
y las funciones componentes del campo vectorial con el fin de obtener soluciones exactas. También
se calculo la forma que deben tener los acoplamientos para llegar a dichas soluciones.

En primer lugar al usar el acoplamiento G4 = mlz, /2 se recuperd Relatividad General para un
espaciotiempo de electrovacio. En éste se obtuvo la solucion de Reissner-Nordstrom. Por otra parte,
se corroboro la inexistencia de soluciones en el caso de Proca masivo. La inexistencia aparece como
consecuencia de que la solucioén para el campo vectorial es incompatible con el comportamiento
asint6tico que deben tener las funciones métricas, tanto en el horizonte de eventos (f(ry,) = h(ry) =
0) como en el infinito (f(r — o) = h(r — o) = 1). La incompatibilidad desaparece cuando la masa
del campo p es nula, el cual es un espaciotiempo de Reissner-Nordstrom.

Seguidamente se encontrod la solucion para el acoplamiento G4 = mg /2+X /4. En esta se
cumplen las condiciones f = hy X = X. = const., las cuales se usaron para encontrar soluciones
exactas correspondientes a cada tipo de acoplamiento usado. En general, las soluciones obtenidas
para todos los acoplamientos considerados en este documento no difieren de soluciones de Sch-
warzschild y Reissner-Nordstrom salvo en las funciones componentes del campo vectorial. Esto,

en efecto, aparece a causa de las restricciones usadas con el objetivo de encontrar soluciones exac-
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tas. Entonces, al aliviar las condiciones se pueden encontrar soluciones mas generales mediante
métodos iterativos, por ejemplo. Ademads en varias de las soluciones encontradas en este trabajo
(ver tabla[??) el modo longitudinal del campo vectorial era diferente de cero, en donde aparece una
nueva carga P la cual no rompe estrictamente la conjetura de no pelo, debido esta carga no puede
’verse’ al aplicar la ley de Gauss.

Por lo tanto, al usar una teoria y obtener resultados que ya son predichos por una teoria mas
simple, se tiene mayor preferencia por la teoria mas simple. En este caso al usar la teoria genera-
lizada de Proca, que es de mayor complejidad que la Relatividad General, se obtiene soluciones
exactas que ya son predichas por esta ultima. Por consiguiente, en el marco de las soluciones exac-
tas de agujeros negros estaticos y esféricamente simétricos, la teoria de Einstein predomina por
sobre la teorfa generalizada de Proca.

Finalmente, al comparar con las soluciones presentadas en el documento (Heisenberg et al.,
2017), no hubo diferencia alguna entre aquellas y las obtenidas en este trabajo. Todo esto pese al
uso incorrecto del método variacional en el documento mencionado(Ellis et al.,[2012), 1o que pudo

deberse a la simetria del espaciotiempo considerado.
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Apéndices
Apéndice A. Evaluacién del término g""(oI'y,) — gH*(8Thy)

En primer lugar, la variacion de los simbolos de Christoffel se puede escribir como

1

1
SFﬁv = —Sgaﬁ [augﬁv+avguﬁ —aﬁguv] + _gaﬁ [au(Sgﬁv) +av(68uﬁ) - aﬁ(aguvﬂ . (315)
2 2

Debido a que la derivada covariante de la variacién de la métrica es

Vaaguv = 806(68/,LV) _Fﬁasé’)w _F&aagul (316)

la expresion (315) se puede reescribir de la siguiente forma

1 1

STy =588 [Jugpy + Oveup — Ipguv] + 587 | Viu(8gpy) + 5, 82my + 15,825
2 2 Bu
+ V“(5gu5) +Fﬁv5gw +F§v3gug - Vﬁ(&é’uv) - rﬁﬁ 68y — F&/}&%’ul

1 1
==088%F [ugpy + Ovgup — Ipguv] +8*P T, 8gp + anﬁ [Vu(6gpy) +Vv(8gup)

2
_VB(5guV)}

=28 [ugpy + dveup — pguv] — 88 Thusns + 38° [Vu(B2p0) + V1 (Sgyp)
_VB(&?;W)}

1
STy =58 [Vu(88pv) + Vv (88up) — Vi (8uv)] (317)



AGUJEROS NEGROS EN LA TEORIA GENERALIZADA DE PROCA

lo que también puede representarse como

1
51"ffv :_gaﬁ [—8ﬁygvovu(58y6) _gﬁygucvvwgoy) +guygvovﬁ(5gw)}

2

1
6Ty, =5 [—8vo Vi (88%%) — 8uo Vv (88%%) + guygva V¥ (887)] .

2

Entonces, el término gMv

ghvé

0L}/, estd dado por la expresion

1
I, =—V(8g™)+ 5guvv‘%(csgw).

Por otra parte la contraccién 6 FZW queda de la forma

Finalmente se tiene que

g“VSFffv —gh*sT

1
5F,Zy = _igaﬁ Vli (5ga[3)

1 1
Zyzzgguvva(3g”v>-Vu(5g““)*-§8uvva(5g“v)

=guvV*(0g") =V (8g*)

109

(318)

(319)

(320)

(321)
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