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RESUMEN

TITULO: LAS RELACIONES DE GREEN Y REPRESENTACION DE SEMIGRUPOS POLACOS
AUTOR: YESLI NATALI DELGADO MORALES ~

PALABRAS CLAVE: SEMIGRUPO, RELACIONES DE GREEN, COMPLEJIDAD TOPOLOGICA, BO-
RELIANOS, ANALITICOS, CONTINUIDAD AUTOMATICA.

DESCRIPCION:

Un semigrupo es un conjunto con una operacién asociativa; cuando el conjunto es un espacio to-
polégico y la operacion es continua, se le llama semigrupo topolégico. Recientemente, ha habido
un interés creciente en estudiar semigrupos polacos, es decir, semigrupos topolégicos donde la to-
pologia es completamente metrizable y separable. Uno de los principales objetivos de este trabajos
fue extender algunos resultados conocidos sobre los grupos polacos a los semigrupos polacos; por

ejemplo, la continuidad automatica.

Cada semigrupo tiene asociadas cinco relaciones de equivalencia llamadas relaciones de Green.
Han sido ampliamente estudiados y han demostrado ser una herramienta esencial para estudiar la
estructura de semigrupos. Cuando el semigrupo es polaco, las relaciones de Green resultan analiti-
cas. En este trabajo, presentamos algunos resultados sobre la teoria descriptiva de conjuntos y las

relaciones de Green.

Trabajo de grado
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en Matematicas.



ABSTRACT
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DESCRIPTION: A semigroup is a set with an associative operation; when the set is a topological
space and the operation is continuous, it is called a topological semigroup. Recently, there has been
increasing interest in studying Polish semigroups, i.e., topological semigroups where the topology is
completely metrizable and separable. One of the main purposes of these works was to extend some

known results about Polish groups to Polish semigroups; for instance, automatic continuity.

Each semigroup has associated five equivalence relations called Green’s relations. They have been
extensively studied and shown to be an essential tool for studying the structure of semigroups. When
the semigroup is Polish, Green’s relations turn out to be analytic. In this text, we present some initial

exploratory results about the descriptive set-theoretic properties of Green relations.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Ph.D.
en Matematicas.



1. INTRODUCCION

El teorema clasico de Cayley afirma que todo grupo es isomorfo a un subgrupo de
un grupo simetrico S, (X ), que consiste de todas las biyecciones de X en X con la
operacién de composicién de funciones, para algun X no vacio. Recordemos que
un semigrupo es un conjunto con una operacion asociativa. Un resultado andlogo al
teorema de Cayley también vale para los semigrupos. Todo semigrupo es isomorfo
a un subsemigrupo de X* (el semigrupo de todas las funciones de X en X, ver
Teorema 2.2.12).

Andlogamente a lo que ocurre con los grupos topoldgicos, cuando el semigrupo
tiene una topologia compatible con la operacién algebraica se dice que el semigru-
po es topoldgico. Recientemente ha crecido el interés en estudiar los semigrupos
polacos (aquellos espacios cuya topologia es métrica, completa y separable) con
el objetivo de determinar qué resultados conocidos de los grupos polacos siguen
validos en los semigrupos 1,2,2,4 5 6. Becker y Kechris ® caracterizaron los grupos

polacos isomorfos a subgrupos cerrados de S..(N) (ver Teorema 2.4.1).

1 K. ARANA, PEREZ J. y UZCATEGUI C. “Pettis property for Polish inverse semigroups.” En: Ap-
plied General Topology 24 (2023), pags. 455-467.

2 S. BARDYLA et al. Topological embeddings into transformation monoids. 2023.

3 H.BECKER y KECHRIS A. “The Descriptive Set Theory of Polish Group Actions”. En: (London
Mathematical Society Lecture Note Series). Cambridge: Cambridge University Press. (1996).

4 L. ELLIOTT et al. “Automatic continuity, unique Polish topologies, and Zariski topologies on mo-
noids and clones.” En: Transactions of the American Mathematical Society (2023).

5 J. PEREZ y UZCATEGUI C. “On the Polishness of the inverse semigroup I'(X) on a compact
metric space X.”. En: Aceptado para su publicacion en European journal of mathematics (2023).

6 J. PEREZ y UZCATEGUI C. “Topologies on the symmetric inverse semigroup.” En: Semigroup
Forum. 104 (222), pags. 1-17.
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Como dijimos mas arriba, todo semigrupo es isomorfo a un subsemigrupo de X~
para algun conjunto X. La teoria descriptiva de conjuntos trata de espacios pola-
cos, por esto, una pregunta natural es clales semigrupos se sumergen en N, Un
resultado de Elliott et al 4 caracteriza a los semigrupos que son isomorfos a un
subsemigrupo de N (ver Teorema 2.4.4). Por otra parte, en ? caracterizaron a los
subsemigrupos compactos de NV,

Los semigrupos inversos son un tipo de semigrupos algebraicamente mas parecidos
a los grupos (ver Definicion 2.3.2). El ejemplo mas importante de semigrupo inver-
so es el semigrupo inverso simeétrico, 1(X), que consiste de todas las biyecciones
parciales entre subconjuntos de X. Este semigrupo es universal para la clase de los
semigrupos inversos, pues un teorema de Vagner-Preston afirma que todo semigru-
po inverso es isomorfo a un subsemigrupo de (X), para algun conjunto X no vacio
(ver Teorema 2.3.9). Especialmente importante para nuestro trabajo es el caso X
numerable, pues sabemos que /(N) admite una Unica topologia que lo hace semi-
grupo inverso polaco , . Elliott et al * caracterizaron los subsemigrupos inversos de
I(N), y adicionalmente en 2 estudiaron los subsemigrupos compactos de 7(N).

El documento esta dividido en 3 capitulos. En el Capitulo 2, se presentan defini-
ciones y resultados conocidos en la literatura que son utiles para una comprensién
adecuada del contenido del trabajo. En la Seccion 2.1 damos a conocer los prelimi-
nares sobre espacios polacos y teoria descriptiva de conjuntos. En la Seccién 2.2
presentamos algunas propiedades de semigrupos, al igual que en la Seccién 2.3
con los semigrupos inversos y en la Seccién 2.4 presentamos algunos resultados
de representacioén de semigrupos en algunos semigrupos universales como NV e
I(N).

Al estudiar la estructura algebraica de un semigrupo es usual encontrarse con el
concepto de ideal, esto es, dado un semigrupo S, decimos que T' C S es un ideal

a izquierda en S si es cerrado bajo multiplicacién a izquierda, es decir si ST C T}

11



similarmente, definimos ideal a derecha e ideal bilatero. Una de las herramientas
fundamentales para comprender un semigrupo son sus relaciones de Green, las
cuales dan informacion sobre la estructura del semigrupo y cémo interactian sus
elementos dependiendo de los ideales principales que estos generan. En un semi-
grupo hay cinco relaciones de Green: H, £ , R, Dy J que definimos a continuacién

(ver Capitulo 3):

<~
<
<
— (zr,y) € LNR,

€D < (z,y) € LoR.

Aqui L o R se entiende como la composicion usual de relaciones de equivalencia, y
St = Su{ls} es el semigrupo que surge al adicionar a S un elemento que funcionara
como la identidad.

En el Capitulo 3 presentamos las relaciones de Green, algunas propiedades basicas
de estas y damos introduccién al Lema de Green para poder estudiar su version to-
polégica. Recordemos que si ¢ : G — T es un homomorfismo entre grupos polacos,
un resultado conocido afirma que si ¢ es Baire-medible, entonces es automatica-
mente continua (ver Teorema 3.4.1). Esta propiedad de los grupos polacos llamada
continuidad automatica ha sido extendida a algunos semigrupos polacos (ver ', 4).
En la Seccidén 3.4 mostramos una conexion entre las H-clases de un semigrupo y la
continuidad automética. Para ello, nos apoyamos en el Lema de Green y en el he-
cho conocido de que las ‘H—clases que contienen idempotentes resultan ser grupos
(ver Teorema 3.2.5). Esta seccion es una de las mas importantes de esta investiga-
cion. El resultado principal es el siguiente (ver el Teorema 3.4.6): Suponga que S'y

T son semigrupos polacos tal que cada H-clase de S es Gs. Si ¢ : S — T es un

12



homomorfismo medible Borel, entonces ¢|y es continua para toda H—clase H en S.
Uno de los objetivos de esta tesis fue determinar la complejidad topoldgica de la
relaciones de Green para un semigrupo polaco (como subconjuntos de S x S). Para
explicar qué se entiende por complejidad topoldégica necesitamos recordar algunos
conceptos de la teoria descriptiva de conjuntos. Esta teoria estudia varias clases de
conjuntos de un espacio Polaco X, tales como la clase de los borelianos 5(.X), que
es la o- algebra mas pequena que contiene a los abiertos de X; los analiticos, que
son las proyecciones de los borelianos de X x NV y, la clase de los coanaliticos,
gue son los complementos de los analiticos. Estas tres clases permiten hacer una
clasificacidén de los subconjuntos de un espacio métrico X que refleja la complejidad
topoldgica (ver Seccion 2.1). Cuando nos referimos a complejidad de un subconjunto
boreliano de un espacio polaco, nos referimos a su posicion dentro de la jerarquia

de Borel. Podemos visualizar un poco esa jerarquia en el siguiente diagrama:

Abiertos Fy Analiticos
30 39 30
1 2 ¢
0 & < < < 0 1 &
Al Ag A£+1... Al
< C < C <
m = m m’
: 13
Cerrados Gs Coanaliticos
Borelianos

En primer lugar, mostramos que todas las relaciones de Green son analiticas, pero
eso solo indica una cota superior de la complejidad de esas relaciones. Por otro
lado, para los semigrupos inversos Polacos, mostramos que las relaciones L, Ry H
son cerradas. Por ese resultado nos centramos en semigrupos que no son inversos.
Una condicidn mucho menos restrictiva que la de ser inverso es la regularidad (ver
Definicion 2.2.6). Mostramos que el semigrupo NY es un semigrupo regular (ver
Proposicién 2.2.15) pero sus relaciones £,R y H no son todas cerradas (ver Tabla

5). De esta manera surge naturalmente la siguiente pregunta:

13



= ; En qué semigrupos regulares las relaciones de Green £, R y H son cerradas?

En el Capitulo 4 estudiamos caracterizaciones de las relaciones de Green que per-
mitan determinar su complejidad topoldgica. Lo primero que hicimos fue caracteri-
zar las relaciones de Green de /(N),N" y de algunos subsemigrupos importantes
de NY, como el subsemigrupo Iny(N) de las funciones inyectivas, el subsemigrupo
Sob(N) de las funciones sobreyectivas, el subsemigrupo Mon(N) de las funciones
monétonas y el subsemigrupo FU(N) de las funciones finita a uno, es decir, aque-
llas donde la preimagen de cada elemento es un conjunto finito. Este ultimo es el
unico semigrupo de los estudiados en esta tesis que no es polaco como subespacio
de N,

Una pregunta que quedé abierta es la caracterizacion de la relacion 7 en el semi-
grupo Sob(N). Este semigrupo resalta en nuestra investigacion, puesto que a pesar
de no tener una caracterizacién para la relacién 7 en este semigrupo, mostramos
un ejemplo de dos funciones que no estan en D3, pero si estan en 7°°° (ver Propo-
sicidén 4.4.5). Lo que muestra que es el unico semigrupo de los que estudiamos en
donde las relaciones Dy J no son iguales. La Tabla 1 presenta de forma resumida

los resultados obtenidos.

Tabla 1. Caracterizacién de las relaciones de Green en algunos semigrupos

Semigrupo Relaciones de Green
(f,g) €L (f;9) €R (f,9) €D (f,9)ed

NN Ker(f) = Ker(g) Im(f) = Im(g) [Im(f) = [Im(g)| [Im(f)| = [Im(g)|
Iny(N) N\ Im(f)| = [N\ Im(g)| Im(f) = Im(g) N\ Im(f)| = [N\ Im(g)| | N\ Im(f)| =[N\ Im(g)|
Sob(N) Ker(f) = Ker(g) Vn € N|f~1(n)| = |[g~(n)]| vr e N | M| = |M¢| ?
FU(N) Ker(f) = Ker(g) Im(f) = Im(g) FU(N) x FU(N) FU(N) x FU(N)
Mon(N) f=g f=g f=g f=g

I(N) Dom(f) = Dom(g) Im(f) = Im(g) [Im(f) = [Im(g)| [Im(f)| = [Im(g)|

Con esas caracterizaciones a la mano ya pudimos calcular la complejidad topologica
de las relaciones de Green respecto a la topologia polaca de cada semigrupo. Los

resultados obtenidos los presentamos en la Tabla 2.

14



Tabla 2. Complejidad topolégica de las relaciones de Green en algunos semigrupos

Semigrupo | Inverso | Polaco %omp;sjlda:{Topgloglc?
S X Vo st sl s s st
S v Vo m| s st
NN X vV I Gs |G| AYAY
Iny(N) X vV AV GGy AYAY
Sob(N) X vV oG |memgme| ?
FU(N) X X I | Gs | Gs | 10| I
Mon(N) X Vo m|m|m || m
I(N) v Vo mm m| Al Af

Note que en los ejemplos especificos que tomamos la complejidad topolégica de

todas las relaciones de Green es Boreliana. Asi surge la siguiente pregunta

» ; Existe un semigrupo polaco tal que alguna de sus relaciones de Green no

sea boreliana?

15



2. SEMIGRUPOS Y ESPACIOS POLACOS

En este capitulo se presentan definiciones y resultados conocidos en la literatura

gue son utiles para una comprension adecuada del contenido del trabajo.

2.1. ESPACIOS POLACOS

En esta seccion definiremos las nociones basicas de los espacios polacos. Usare-

mos ’ y 3 como referencia general para la fundamentacion tedrica.

Definicion 2.1.1. Un espacio topoldgico (X, 7) es completamente metrizable, si

existe una métrica d completa compatible con la topologia T, es decir, tal que 7, = 7.

Definicion 2.1.2. Un espacio topoldgico X es polaco si es separable y completa-

mente metrizable.

Ejemplo 2.1.3. Algunos espacios que son polacos son dados por:
= N con la topologia discreta.
m [ 0s espacios compactos metrizables.

Teorema 2.1.4. E/ producto de una coleccion numerable de espacios polacos es

polaco con la topologia producto.

De esta manera, es posible obtener mas ejemplos de espacios polacos como lo son

R", Cantor 2%, el cubo de Hilbert [0, 1]" y el espacio de Baire NV.

7 C.DIPRISCO y UZCATEGUI C. Una introduccién a la teoria descriptiva de conjuntos. Ediciones
Uniandes, Bogota, 2020.
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Otro concepto fundamental para el estudio de los espacios polacos son los con-
juntos borelianos que definiremos a continuacién. Diremos que 2 es una clase de
conjuntos si todo A € 2 es un subconjunto de algun espacio polaco. Si X es un

espacio polaco, denotaremos por 2(X) a la coleccion Q@ NP (X).

Por otro lado, sea 2 un conjunto no vacio. Liamamos o-algebra sobre 2 a una familia

A C P(Q) no vacia que verifique:
1. Qe A
2. SiAe A, entonces A°=Q\ Aec A

3. Si A, € Aparatodon € N, entonces (J A, € A.
neN
Definicion 2.1.5. La clase de los borelianos de X, que denotaremos por B(X), es
la menor o-algebra de subconjuntos de X que contiene a los abiertos. Un conjunto

perteneciente a esta clase se llama un conjunto boreliano.

Si €2 es una clase de subconjuntos de un espacio polaco X, denotaremos por ¢f2 a
la clase de uniones numerables de conjuntos en 2, por 62 denotamos la coleccion
de intersecciones numerables de elementos de (2, y <2 denota la clase de comple-

mentos de conjuntos en (2.

Definicion 2.1.6. Sea X un conjunto, definimos X9(X) como la clase de los abiertos

de X, I1Y(X) la clase de los cerrados de X y

AJ(X) = (X)) NII}(X).

17



Inductivamente, para o < w, (donde w, es el primer ordinal no numerable)

0(X) =0 (U (M(x): ¢ < a}> ,
I(X) = cX0,(X),
AL (X) = B (X) NI (X).

Proposicidn 2.1.7. Sea X un espacio polaco. Entonces para o < w; (donde w; es

el primer ordinal no numerable) tenemos que
a. AY(X) es cerrada bajo uniones finitas e intersecciones finitas.
b. X2(X) es cerrada bajo uniones numerables.
c. II(X) es cerrado bajo intersecciones numerables.

Proposicidon 2.1.8. Sea X un espacio polaco y G C X un boreliano de X. Entonces
B(G)={ANG:AeB(X)}.

A continuacion definiremos los conjuntos analiticos, que son una clase de conjuntos

que extiende propiamente a los borelianos. Si A ¢ X x Y, entonces
Prx(A)={zxe X :Fy ey, (x,y) € A}
Definicién 2.1.9. Sea X un espacio polaco.

SHX) = {Pr(A): A e B(X x NY)},
IT; (X) = cZy(X),
ANX) =3I (X) nITH(X).

Un conjunto se llama analitico si pertenece a la clase X1, y un conjunto es coana-

litico si pertenece a la clase I11.

18



Es facil ver que todo boreliano pertenece a Al. El siguiente teorema muestra el

reciproco y es un resultado fundamental de la teoria descriptiva (ver 7).

Teorema 2.1.10. (Suslin) Sea X un espacio polaco no numerable. Entonces Al(X) =

B(X).

Figura 1. Jerarquia de Borel

Abiertos Fy Analiticos
0 9 0
N C
AY A) A - Al
\Q\ HO C; \(\ HO HO C; \Q\
1 2 i3
Cerrados Gs Coanaliticos
Borelianos

Definicion 2.1.11. Sea X polaco. Entonces:
a. A C X es nunca denso siint(A) = ().
b. AC X esmagrosi A= |J A,, con A, es nunca denso para cadan € N.

neN

c. A C X tiene la propiedad de Baire o la PB si existe U C X abierto tal que

AnU es magro.

Un teorema bastante conocido que nos sera de gran utilidad mas adelante es el

siguiente (ver 7).
Teorema 2.1.12. Todo conjunto analitico o coanalitico tiene la propiedad de Baire.
Definicién 2.1.13. Sean X, Y espacios polacos. Entonces

a. o : X — Y es medible Borel, si para cada U C Y boreliano, se tiene que

¢~ 1(U) es boreliano.

19



b. ¢ : X — Y es medible Baire, si para cadaU C Y abierto, se tiene que o~ (U)
tiene la PB.

Proposicién 2.1.14. Toda funcion medible Borel es medible Baire.

Finalizamos la seccion con los siguientes dos resultados conocidos sobre espacios

topolégicos y funciones continuas.

Lema 2.1.15. f: X — {0,1}Z es continua si, y solo si, para cada » € Z el conjunto

{r € X : f(z)(z) = 0} es abierto-cerrado.
Lema 2.1.16. Sean X,Y espacios topologicos Hausdorff y ¢ : X — Y continua.

Entonces {(x,y) € X x X : p(x) = ¢(y)} es cerrado.

2.2. SEMIGRUPOS

En esta seccion se daran las nociones basicas de semigrupos. Usaremos como

referencia general para la teoria de semigrupos los libros & y °.

Definicién 2.2.1. Un semigrupo es un conjunto S no vacio con una operacion bi-

naria asociativa -.

Sea (5, -) un semigrupo, se dice que S tiene identidad si existe e € Stalque e - s =

s-e= s paratodo s € S. En este caso, S es llamado monoide.

Definicion 2.2.2. Sea (S, ) un semigrupo sin identidad, S* = S U {1} es un semi-
grupo, donde 1 ¢ S y la operacion binaria - en S* se define como sigue: 1 es la

identidad y s - a = s x a para todos s,a € S.

Cuando el semigrupo S tenga un elemento identidad se define S! = S.

8 J. CAIN ALAN. Nine Chapters on the Semigroup Art. AJC Porto & Lisbon, 2020.

9 J. M. HOWIE. Fundamentals of Semigroup Theory. Clarendon Press, Oxford, 1995.
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Ejemplo 2.2.3. Sea X un conjunto. El conjunto X de todas las funciones f : X —
X es un semigrupo con la composicion de funciones. Note que la funcion identidad

1x € XX corresponde a la identidad del semigrupo.

Definicion 2.2.4. Un subsemigrupo de un semigrupo (S, -) es un conjunto no vacio

AC Stalquexy € Asix,y e A.

Definicion 2.2.5. Sean S un semigrupoyx € S. Siz € S y x* = x entonces decimos
que z es un elemento idempotente de S. Denotaremos por E(S) al conjunto de los

idempotentes de S.

Definicion 2.2.6. Sean S un semigrupo y x € S. Si existe z € S tal que xzx = «,
entonces diremos que x es regular. Si todo elemento de S es regular, entonces S

es un semigrupo regular.

Un concepto interesante de analizar son las funciones entre semigrupos que con-

servan las operaciones: los homomorfismos de semigrupos.

Definicion 2.2.7. Sean (Si,) y (52, ) dos semigrupos y f : S; — Sy una funcion.
Se dice que f es un homomorfismo entre S, y S, si para todos x,y € S; se verifica
que

fx-y) = f(z) = f(y)
Definicion 2.2.8. Un monomorfismo o inmersion de semigrupo es un homomor-
fismo inyectivo. Un epimorfismo es un homomorfismo sobreyectivo. Finalmente, un

isomorfismo es un homomorfismo biyectivo.

Cuando existe un isomorfismo entre los semigrupos S; y S, diremos que son semi-

grupos isomorfos y lo denotaremos por S; = S;.

Sean S un semigrupoy s € S. Dos funciones que usaremos continuamente a lo largo
de este trabajo son las funciones )\, multiplicacion a izquierda y p, multiplicacion

a derecha definidas de la siguiente manera:
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As 0 S — Sdadapor \s(z) =sz y ps:S— Sdadapor ps(z)= xs.

Definicion 2.2.9. Sean S un semigrupo y T una topologia sobre S. Diremos que
es semitopoldgica a izquierda en S si para todo s € S la funcion \, de multipli-
cacion a izquierda es continua. Si para todo s € S la funcion p, de multiplicacion a
derecha es continua, entonces decimos que T es semitopoldgica a derecha en S.
Si T es semitopoldgica a izquierda y a derecha en S, entonces decimos que T es

semitopoldgica en S.

Definicion 2.2.10. Sea  una topologia en un semigrupo (S, -). Si la multiplicacion
- 8 xS — S dada por -(a,b) = a - b es continua, llamamos a S un semigrupo

topolégico.

Ejemplo 2.2.11. Considere N con la topologia discreta. El espacio N~ con la topo-
logia producto es conocido como el espacio de Baire. Sea o : NY x NN — NY dada
poro(f,g) = f o g esta operacién es continua, luego obtenemos que (NV, o) es un

semigrupo topologico.

El teorema de Cayley para grupos establece que todo grupo es isomorfo a un sub-
grupo de un grupo simétrico. El siguiente resultado es el analogo para semigrupos
y muestra que cada semigrupo es isomorfo a un subsemigrupo de un semigrupo de

transformaciones (ver 8).

Teorema 2.2.12. Sean S un semigrupo. Existe un conjunto X y un monomorfismo

¢S — XX,

Demostracién. Considere X = S' = SU{ls}y ¢ : S — XX dada por ¢(x) = A,.
Veamos que ¢ es monomorfismo. Sean z,y € S tales que ¢(x) = ¢(y) entonces
Az = A,. Luego, A\, (1s) = A\,(1s). Por lo que, x1s = ylg es decir, x = y. Asi ¢ es
inyectiva. Por otro lado, sea s € S note que ¢(y) - ¢(z)(s) = Ay 0 Ay(s5) = Ay(Aa(s)) =
Ay(xs) = yrs = Ayy(s) = ¢(xy)(s). De esta manera ¢ es homomorfismo y por tanto,

concluimos que ¢ es monomorfismo.
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2.2.1. El semigrupo N  Como mencionamos anteriormente, un semigrupo muy
importante es el semigrupo N dado que es universal entre los semigrupos nume-
rables. La idea en esta seccidén es mostrar algunas propiedades y resultados cono-

cidos sobre este semigrupo como lo es su regularidad y su topologia.

Recordemos que si S es un semigrupo, el conjunto E(S) hace referencia a los ele-

mentos de S que son idempotentes, es decir, aquellos que cumplen que z - x = x.
Proposicion 2.2.13. E(NY) = {f e NV: f(n) =n paracadan € Im(f)}.
Demostracion. Sea f € {g € N¥ : g(n) = n paracadan € Im(g)}. Entonces
fof(x) = f(f(z)) = f(x). Luego, E(NY) C {f € NV : f(n) = n paracadan €
Im(f)}. Por otro lado sea f € E(S). Considere x € Im(f), luego existe y € N tal

que f(y) = . Como f(y) = f(f(y)), tenemos que = = f(y) = f(x).
0

El siguiente resultado es estandar, pero incluimos su demostracién por completitud.

Lema 2.2.14. Sea f : A — B una funcion.
a. Si f esinyectiva si y solo si existe g : B — A sobreyectiva tal que go f = 14.
b. Si f es sobreyectiva si y solo si existe h : B — A inyectiva tal que f o h = 15.

Demostracion.  a. (=) Sea f inyectiva. Fije d € A. Defina g : B — A por

(

r siyelIm(f)y f(z)=y;

\d siy ¢ Im(f).

23



Note que por la inyectividad de f tenemos que g esta bien definida. Ahora,
veamos que g es sobreyectiva. Para ello, sea y € A. Luego, existe x € B tal
que f(y) = z. De esta manera, g(x) = y. Asi, g es sobreyectiva. Ademas, note
que f(x) € Im(f), luego g(f(z)) = . Como la anterior igualdad se tiene para

cada x € A, concluimos que go f = 14.

(<) Sean f, g funciones tales que g es sobreyectivay go f = 14. Veamos que

f es inyectiva. Sean x,y € A tales que

flx)=fly) = g9(f(x) =g9(f(y) ==y

. (=) Sean f sobreyectivay y € B, defina

Xy={zreA: f(z) =y}

Como f es sobreyectiva, cada X, # (). Note que A = |J X,. Ademas, siz # y
yeB

entonces X, N X, = (. Ahora, para cada y € B fije z, € X,. Definah: B — A

por

h(y) = z,.

Es facil ver que h esta bien definida. Veamos que h es inyectiva. Sean z,y € B
tales que h(z) = h(y). Es decir, z, = z,. Entonces z, € X, N X,. Por tanto

x = y. Finalmente, sea = € B entonces

foh(z) = f(hx)) = fz) = .

De esta manera, foh = 15.
(<) Sean f, h funciones tales que h es inyectivay f o h = 15. Veamos que f

es sobreyectiva. Para ello, sea y € B. Note que f(h(y)) = y. Por tanto, f es
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sobreyectiva.

La siguiente proposicion, aunque esta enunciada en NV, también vale para X~¥.

Proposicion 2.2.15. E/ semigrupo N~ es regular.

Demostracion. Sea f € NN, Considere f' : N — Im(f), tal que f(x) = f/(z), para
cada z € N. Como [’ es sobreyectiva, por el Lema 2.2.14, existe ¢’ : Im(f) — N tal

que f' o g = 1y. Entonces

floghof =lyof'=f = fogof=F

Ahora, considere g : N — N definida como sigue

g'(x) si xelIm(f);
g(x) =
0 si x & Im(f).

Note que como para cada = € I'm(f) tenemos que g(x) = ¢'(x). Entonces, fogo f =
f. Por tanto, f es regular.
0

La siguiente proposicion muestra que se puede factorizar cualquier funcion como la
composicidn entre una sobreyectiva y una inyectiva. Aunque esta enunciada para

NY también es vélida en X* cuando X es un conjunto infinito.

Proposicion 2.2.16. Para cada f € N" existen h ¢ NY inyectiva y g € NN sobreyec-

tiva tales que f = g o h.

Demostracion. Sea f €¢ NV y k: N x N — N una biyeccion. Defina h : N — N por

W) = k((z, f(2)))-
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Note que h esta bien definida y es inyectiva. Por otro lado, defina ¢ : N — N de la
siguiente manera sea y € N entonces como k es sobreyectiva existe (a,b) € N x N

tal que y = k((a,b)). De esta manera, definimos

g(y) =10

Veamos que g es sobreyectiva. Sea =z € N. Note que k((0, z)) = m para algun m € N.

Asi, g(m) = z. Finalmente, sea = € N. Note que

goh(z) = g(h(z)) = g(k((z, f(x))) = f(z).

2.2.2. El semigrupo polaco N  Ahora, la idea es dotar de una topologia a este
semigrupo de manera que resulte semigrupo polaco, esta topologia es definida a

continuacion.

Definicion 2.2.17. E/ espacio de Baire es el conjunto N~ con la topologia producto

que resulta de dotar a N de la topologia discreta.

Proposicion 2.2.18. Sea s € N<“ y
U, = {f e NV f(i) = 5(1),Vi < |s]}.

La coleccion {U, : s € N<“} es una base de abiertos-cerrados para el espacio de

Baire.

Una subbase de este espacio que usaremos mucho a lo largo del escrito es dada

por la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.2.19. Sean x,y € N. Defina

u(z,y) ={f e N": f(z) =y}.

La coleccion {u(x,y) : z,y € N} es una subbase de abiertos-cerrados para el espa-

cio de Baire.

Proposicion 2.2.20. Sea («;);cy una sucesion en NY. Se tiene que («;) converge a

« S, y solo si, para cadan € N, existe m € N tal que ay(n) = a(n) para todo k > m.
Teorema 2.2.21. E/ semigrupo (NV, o) es semigrupo polaco.

La topologia mostrada anteriormente es la Unica topologia que hace al semigrupo

N un semigrupo polaco (ver ).

2.3. SEMIGRUPOS INVERSOS
En este seccidn presentaremos los semigrupos inversos, los cuales son algebraica-
mente mas parecidos a los grupos.

Definicién 2.3.1. Sean S un semigrupo y x € S. Si existe y € S tal que © = xyx y

y = yxy decimos que y es un inverso de x.

Definicion 2.3.2. Un semigrupo inverso S es un semigrupo donde para cada s € S

existe un unicot € S tal quet es inverso de x. En este caso, denotaremos s~! = t.

Definicion 2.3.3. Sea S es un semigrupo inverso. Si S es semigrupo topoldgico y la
funciéni : S — S, dada pori(s) = s~! es continua, diremos que S es un semigrupo

inverso topologico.
El siguiente teorema es una caracterizacion de los semigrupos inversos 8.

Teorema 2.3.4. Sea S un semigrupo. La siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) S es un semigrupo inverso;
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b) Cada elemento de S tiene un inverso unico;

c) S es regular y sus idempotentes conmutan.

Proposicion 2.3.5. Sea x € S. Entonces x tiene inverso, si y solo si, x es regular.

Demostracion. Note que si x tiene un inverso y, entonces zyx = x, asi x es regular.
Ahora, supongamos que z es regular. Luego existe y € S tal que zyx = x. Considere

' = yxy € S. Note que

rx'y = x(yzy)r = (zyx)yr = (r)yx = zyz = x.
o'za’ = (yry)z(yzy) = y(zyz)yzy = y(@)yzy = y(zy)y = y(o)y = yoy = 2"
Por tanto, 2’ es inverso de z. O

Recordemos que si S es un semigrupo, E(S) hace referencia al conjunto de los

idempotentes de S.

Proposicion 2.3.6. Sea S un semigrupo regular y x € S. Siy es un inverso de z,

entonces xy,yx € E(S).

El siguiente lema es de gran utilidad pues describe algunas propiedades de los

idempotentes en un semigrupo inverso.

Lema 2.3.7. Sea S un semigrupo inverso.
a. Paracadae, f € E(S), sieS = fS, entonces e = f.
b. Paracadae, f € E(S), tenemos que eSN fS =efS.
c. Paracadax € S, se cumple que xS = xz~'S.

d. Paraxre Syee E(S), elelemento f =z 'ex € E(S) yexr = xf.
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Demostracion.  a. Seane, f € F(S). Noteque e =¢? € eS = fS. Asi, existe x € S

tal que e = fz. Entonces

fe=f(fz)=(fflx=fr=e

Andlogamente, ef = f. Ahora, como S es semigrupo inverso por el Teorema
234ce=fe=ef =f.

b. Note que e¢fS C eS. Nuevamente por el Teorema 2.3.4 ef = fe. Entonces
efS = feS C fS. Por tanto, efS C eS N fS. Ahora, sea x € ¢S N fS. Luego,

r=ewyx= fzconw,z € S. Asi,

v=[fz=(ff)z=f(fz) = fz = flew) = (fe)w.
Por lo que, z € feS =efS. Porlo tanto, eS N fS =efS.

c. Note que 27 1S C S. Ahora, S = zx~'2S C x2~1S. Luego, xS = 2~ 1S.

d. Como zz~! es idempotente y los idempotentes conmutan, entonces
2= (z7tex)(x tex) = v te(za Hex = (27 'wr ) (ee)r = 27 er = f.

Luego f € E(S). Ademas,

er = e(zz'z) = e(zz™ N = (z27Vex = x(z 7 ex) = xf.

Similarmente tenemos el resultado anterior para la multiplicaciéon a derecha.

Lema 2.3.8. Sea S un semigrupo inverso.
a. Paracadae, f € E(S), siSe = Sf entoncese = f.
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b. Paracadae, f € E(S), tenemos que Sen Sf = Sef.
c. Paracadax € S, se cumple que Sx = Sx~'x.

d. Parax e Syece E(S), el elemento f = xex™ € E(S) yxe = fx.

El siguiente resultado muestra que el semigrupo I(X) es universal entre los semi-

grupos inversos (ver 8).

Teorema 2.3.9. (Vagner — Preston) Para cualquier semigrupo inverso S existe un
conjunto X y un monomorfismo ¢ : S — I(X). Por tanto cualquier semigrupo inverso

es isomorfo a algun subsemigrupo inverso de 1(X).

Demostracion. Sea X = S. Para cada = € S definamos 7, = \,|,-15 donde 7,(y) =
ry. Note que Im(7,) = z(2~'S) = S por el Lema 2.3.7. Veamos que 7, € I(X).

Sean y,z € z71S. Luego existen p,q € Scony =x7py 2 = v !¢ tales que

ro(y) = o(2) = 2y = v

z(z”'p) = z(z”q).

Luego, 7, es inyectiva, concluimos que 7, € I(X). Sea z € domt, = z~1S. Entonces

Ty O Tyx—1 0 TI(Z) = TJC(TGE’l (TI(Z)))
= x(x7(z2)).

= (vz 'z)z.



Sea z € domt,-1 = zS. Entonces

Typ—1 0T, 0 Tp-1(2) = Tp-1 0 T, © Tp—1(2).
=z Hz(z12)).
= (v ez M)z
-1

=T Z.

= 7,-1(2).

Asi, (7,)"! = 7,-1. Ahora, defina ¢ : S — I(X) dada por p(z) = 7,. Sean x,y € S

tales que

1S =y 'S
v 28 =y ysS. Lema 2.3.7 (c).
e =y . Lema 2.3.7 (a).
To(a”w) =7 (y'y). T =Ty.
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Luego ¢ es inyectiva. Ahora, sean z,y € S. Luego,

1

dom(r, o 7,) = 7, (Im7, N domT,).

(

=7, (y(y ') NalS).
(
(

=7 (yy 'S Nz 'x9). Lema 2.3.7 (c).

= 7 (yy V(@ '2)S). Lema 2.3.7 (b).

— 1 (yy~'2'2S) =

=7, (z  wy(y1S)) Teorema 2.3.4 (c).
= 1,1 (x ey (y~'yS)) Lema 2.3.7 (c).

=y lyy o layS. Teorema 2.3.4 (c).
=y o taysS.

= (y 'z HaysS.

= (zy)"'ayS.

= (zy)~'S. Lema 2.3.7 (c).

= dom(7yy).

Ahora, sea z € dom(r,,). Entonces, 7, o7,(2) = zyz = 7,,(2). Por tanto, ¢(z) op(y) =
o(zy). Por ende, ¢ es monomorfismo.
O

2.3.1. El semigrupo inverso simétrico /(N) = Como mencionamos anteriormen-
te, entre los semigrupos inversos hay uno que es universal, el cual definimos a con-

tinuacioén.

Definicion 2.3.10. E/ semigrupo inverso simétrico en N se define de la siguiente
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manera.:

IN)={f:A— B| A BCNYyf es biyectiva}.

Si f : A — B es biyectiva denotaremos, como es usual, por Dom(f) y Im(f) el
dominio y contradominio de f. La operacion en I(N) es la composicion habitual, es

decir, dadas f,g € I(X), f o g se define haciendo

Dom(f o g) =g ' (Dom(f)NIm(g))

y definiendo (f o g)(x) = f(g(x)), six € Dom(f o g).

Las identidades parciales son las funciones 14 : A — A dadas por 14(z) = x para
todo x € A, con A C N. Observe que 1 es la funcion vacia que también pertenece a

I(N). Las funciones 14 son los idempotentes de I(N). Observe que f~'o f = 1pm(s)

y fof ™ =1mmy-
El semigrupo inverso simétrico /(N) admite una topologia que lo hace semigrupo

inverso polaco. En esta seccién presentaremos esa topologia que fue definida en ¢,
4

Definicidon 2.3.11. Paraz,y € N, sea

v(z,y) ={f € IN) |z € Dom(f) y f(x) =y},
wi(z) ={f € I(N) | x & Dom(f)},
way) ={f € IN) |y & Im(f)}.
La topologia generada por estos tres conjuntos es llamada la topologia producto
parcial y sera denotada por 7,,.
Teorema 2.3.12. ¢, % (I(N), ,,) €s un semigrupo inverso polaco.
De hecho, Elliot et al. en * mostraron que esta topologia es la Unica topologia que

hace al semigrupo /(N) un semigrupo inverso polaco.
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2.4. REPRESENTACION DE SEMIGRUPOS

En cierto sentido cada grupo es un grupo de permutaciones, ya que cada grupo
es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico S, (X) para algun conjunto X. Para

grupos polacos un resulta mas preciso es el siguiente:

Teorema 2.4.1. 3 Sea G un grupo polaco. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
1. G es topolégicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de S,..
2. G admite una base numerable de 1, que consta de subgrupos abiertos.
3. G admite una base numerable B tal que, siU € B y g € GG, entonces gU € B.

Esto sugiere un pregunta similar para los semigrupos. Ya comentamos que cada
semigrupo se puede ver como un subsemigrupo de X~ para algin conjunto X (ver
Teorema 2.2.12). Cuando X es un espacio topoldgico, X~ tiene una topologia de
semigrupo candnica (la producto), por lo tanto es natural preguntar qué semigrupos
topolégicos son topoldgicamente isomorfos a algin subsemigrupo de X~ con la to-
pologia producto. Esta pregunta fue parcialmente resulta por Elliott et al en 2 para

los semigrupos compactos.

Recordemos que un espacio topolégico X es totalmente disconexo si los Unicos
subconjuntos conexos de X son los conjuntos unitarios. El siguiente teorema es

una caracterizacion de los subsemigrupos compactos de NV,

Teorema 2.4.2. 2 Sea S un semigrupo topoldgico compacto. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
i. S es homeomorfo a un subespacio de NV;

ii. S es topolégicamente isomorfo a un subsemigrupo de N¥;
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iii. S es metrizable y totalmente disconexo.

En 2, los autores mostraron que no todo semigrupo topoldgico numerable se puede
sumergir topoldégicamente en NY. Es natural preguntarse cuales semigrupos pola-
cos numerables pueden sumergirse topolégicamente en NY o I(N). Por otra parte,
también es interesante estudiar los subsemigrupos cerrados (polacos) de N™.

Los subsemigrupos inversos compactos de /(N) se caracterizan de la siguiente ma-

nera.

Teorema 2.4.3. 2 Sea S un semigrupo topoldgico inverso compacto. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. S es homeomorfo a un subespacio de NV,
ii. S es topolégicamente isomorfo a un subsemigrupo inverso de I(N);

iii. S es metrizable y totalmente disconexo.

Otra manera de representar a los semigrupos que ha sido estudiada usa congruen-
cias. Sea S es un semigrupo y p una relacién de equivalencia sobre S. Diremos que

p €s una

1. Congruencia a izquierda si para todo z,y, z € S se tiene que

(x,y) € p= (2w,2y) € p.

2. Congruencia a derecha si para todo z,y, z € S se tiene que

(x,y) € p= (vz,yz2) € p.

La clases de equivalencia respecto a una relacion p las denotaremos como se indica:

m], ={x € X : (m,z) € p}.
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2.4.1. Representacion de semigrupos en NV

Teorema 2.4.4. *
Si S es un semigrupo semitopoldgico a derecha T, entonces las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

1. Hay una sucesion {p;}.cn de congruencias a izquierda de S, cada una con

cantidad numerable de clases, tal que {[m],,

7

:m € S,i € N} es una subbase

para S;

2. Hay una sucesion {o;},cy de congruencias a izquierda de S, cada una con
cantidad numerable de clases, tal que {[m|,, : m € S,i € N} es una base para
S;

3. S es topolégicamente isomorfo a un subsemigrupo de NY(con topologia pro-

ducto y la composicion como operacion).

Demostracion. Veamos que 3 = 2 =1 = 3.

(83 = 2) Supongamos que S es un subsemigrupo de NY. Defina

pi ={(f,9) e N" x N f(i) = g(i)}

para cada i € N. Es facil notar que, para cada i € N, p; es relacién de equiva-

lencia. Sean f,g,h € S tales que (f, g) € p; entonces

f(@) = g(i) = h(f(i)) = h(g(i)) = ho f(i) = hog(i).

Luego, (hf,hg) € p; y por tanto p; es congruencia a izquierda. Ahora, para

f € S tenemos que

floo={9€S:(f,9) €pi} ={g9€S:f(i)=g(i) =n}.
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2=1)

(1=3)

Asi, {[f],, : f € S} es numerable para cada : € N. Ahora, veremos que {[f],, :

f € 8S,ie N} esunasubbase de S. Para ello, note que

[flo. =19 €8 f(i) =g()} =T {f@}) N S.

Paracadan € N, sea ¢, =(),.,, pi- Una vez mas, note que o,, es una relacion

de equivalencia. Sean f,g,h € Scon (f,g) € o,. Tenemos que paracadai: <n

1) = 9(i) = h(F(0)) = h(g(i)).
= ho (i) = hogli).

= (ho f,hog) € g,.

Por tanto, o,, es congruencia a izquierda. Ahora, note que

Luego, {[fls, : f € S}nen €S Una base numerable de S.

Esta implicacion es directa de la definicion de base y subbase de un espacio

topoldégico.

Sea S' = S U {1} la unién disjunta topolégica. Si p es una congruencia a
izquierda en S, entonces note que p U {(1,1)} es congruencia a izquierda en
S1. Asi, considere {o;};cn Una familia de congruencias a izquierda en S cuyas
clases {|m|,, : m € S};en forman una subbase para S. De esta manera, {o; U

{(1,1)} };en es una familia de congruencias a izquierda en S*. Denotemos o/ =
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o; U{(1,1)}. Note que

A={[m], :me S ieN}={[m], meS,ieNU{[(1,1)], :ieN}

k3

De esta manera, vemos que A es subbase de S!. De las hipétesis tenemos

que A es numerable. Considere en siguiente conjunto,
X ={([m]y;,i) : m € S',i e N}.

Veamos que S! es topolégicamente isomorfo a un subsemigrupo de X con
la topologia producto. Note que X es numerable y defina ¢ : S' — X* como
sigue

p(m)(([no;,4)) = ([mnl;, 0).

Veamos que ¢ esté bien definida. Sean m € S' y (a,b) € o.. Entonces

w(m)((lals, 1))

([malor, ).

([mbl,r, i), pues o; es congruencia a izquierda.

= @(m)(([b]s7, 7).

Luego, cada clase tiene una Unica imagen. Veamos que ¢ es inyectiva. Para
ello, sean m,n € S! tales que p(m) = ¢(n) entonces para cada i € N se tiene

que

Por lo tanto (m,n) € o] para cada i € N, es decir, (m,n) € () o;. Ahora, note
1€EN
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que como o, es reflexiva entonces

{(z,2) 2 € S} C ﬂaz’-.

1€EN

Sea (z,y) € [) o, es decir, para todo i € N,(z,y) € 0. Supongamos que
x # y, COMO zSelN: S U {1} es Ty y A es subbase, existe m € S! tal que para
algin i € N se cumple que z € [m], Y y ¢ [m],. Por tanto, (z,y) ¢ o;. Lo que
contradice el hecho de que (z,y) € rLag. De esta manera y = x, por tanto,

1€

{(z,2) 2 €S} = ﬂag.

1€EN

Asi, como (m,n) € () o, concluimos que m = n. Luego, ¢ es inyectiva. Veamos
€N
ahora que ¢ es homoemorfismo. Considere m,n,a € S'y j € N luego,
p(n) o p(m)(([als, i) = @(n)(p(m)(([alo:, 7))
= @(n)(([mas, 7)).
= ([nma]g;,’i).
([(nm)alo;, 7).
p(mn)(([a]o;, 7).

De esta manera, ¢ es monomorfismo. Ahora veamos que ¢ es continua. Para ello,

sea B una subbase de XX que consiste de los conjuntos de la siguiente forma,

V(a,8)={f e X" fla) =8}

Donde «, 5 € X. Supongamos que V(«, 3) € B. Note que existeni,j e Ny a,b € S!
tales que a = [a],; y B = [b],;. De esta manera, si V(a, 8) N ¢(S") = V(la]y, [blo;) N

»(S") # 0. Entonces existe m € S* tal que ¢ (m)([al,;) = [mal,, = [b],;. De manera
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que i = j. Asi,

¢ (V(e, B)) = {m € §* : p(m)(a) = 8.}.
={m e 5" p(m)([alo;) = [B]oy.}-
= {m € 5" : [mal,; = [B]o.}.
={m e S':ma € [bly.}.
= {m € 5" : pa(m) € [b]o.}.

= P ([Blor)-

De esta manera, como S es semigrupo topoldgico y {1} es punto aislado, tenemos
que S' es topoldgico, por lo que p, es continua y como [b],, es subbasico de S*
entonces p, ' ([b],/) es abierto. Luego, ¢ es continua. Finalmente, veamos que ¢ es

abierta. Seani e Ny m € S!

p(([mlor, i) = {e(n) : € [my}-
= {p) : e(n)([o;) = [mlor}-

3 7

= V([l}oga [m]oi}) ns.

Por lo tanto, ¢ es abierta y de esta manera es homeomorfismo. Por lo que S! es

topolégicamente isomorfo a un subsemigrupo de X%, por ende también lo es S.

2.4.2. Representacion de semigrupos en /(N)

Definicién 2.4.5. Si S es un monoide inverso cuya identidad es 15 y p es una con-
gruencia a derecha, entonces decimos que p es Vagner-Preston si paracada s € S,

alguno de los siguientes casos se cumple

= Sit € [s], entonces[t't], = [15], 0;
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» Paratodot € S tenemos que [ts], = [s],.

Teorema 2.4.6. * Si S es un monoide inverso topoldgico Ty, entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
1. Existe una sucesion {p; : i € N} de congruencias a izquierda de Vagner-
Preston en S, cada una con cantidad numerable de clases, tal que el conjunto

{[s]p:; [s];il :s€8S,ieN}

es una subbase para la topologia en S;

2. S es topolégicamente isomorfo a un subsemigrupo inverso de 1(N) con la to-

pologia 7,,,,

3. S es topolégicamente isomorfo a un submonoide inverso de 1(N) con la topo-

logia 7,,.

Una pregunta que naturalmente surge es como se caracterizan los subsemigrupos

cerrados (polacos) de I(N).
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3. RELACIONES DE GREEN

Las relaciones de Green surgen del estudio de los ideales principales generados por
los elementos de un semigrupo, estas relaciones dan informacién sobre la estruc-
tura del semigrupo y cémo interactian sus elementos dependiendo de los ideales
principales que estos generan. La idea con este capitulo es introducir las relacio-
nes de Green y algunas propiedades relacionadas a éstas que seguiremos usando
a lo largo del escrito. Por otro lado, la idea también es mostrar una conexién que
hay entre las relaciones de Green y la continuidad automética de semigrupos, esto
motivado de propiedades conocidas de las relaciones de Green y de la continui-
dad automatica en grupos, que trata sobre las condiciones suficientes para que un
homomorfismo entre grupos polacos sea automaticamente continuo (ver Teorema

3.4.1). Usaremos como referencias bibliograficas los libros 8 y °.

3.1. PROPIEDADES BASICAS

Sean p, o relaciones de equivalencia en S entonces definimos
pVo=[){aCSxS:aesrelacion de equivalenciay pUo C a}.
De la misma manera, definimos
pANo=phno.
Ahora, dadas dos relaciones de equivalencia p, o sobre S tenemos que

poo={(z,y) € SxS:(3z€8)(x,2) €py(z,y) €0}
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La siguiente proposicion muestra una conexion entre p VV o con la composicién po o
(Ver 8).
Proposicion 3.1.1. Sea S un conjunto y p, o relaciones de equivalencia en S. Si

poo=oopentoncespV o =poo.

Definicion 3.1.2. Sea S un semigrupo. Definimos L, R y J como sigue:

(z,y) € L < S'z =5y,
(r,y) € R <= 28" =yS,
(z,y) € J <= S'aS' = S'ys’.

Note que si S es un semigrupo regular, entonces para cada =z € S tenemos que
r = xyx, para algun y € S. De manera que = = (zy)z € Sz y x = z(yx) € zS. De
esta manera, para definir las relaciones de Green en un semigrupo regular podemos
trabajar con S, en lugar de S*.

La siguiente proposicion nos da otra forma de ver las relaciones de Green definidas

anteriormente, la cual usaremos a lo largo del escrito. &

Proposicion 3.1.3. Sea S un semigrupo, entonces

(z,y) € L <= (3p,q € Sz =py) A (y = qx),
(z,y) € R <= (Ip.q € S")(z =yp) A (y = 2q),

(r,y) € T <= (I, q,r,5 € SY(z =pyq) A (y = rxs).

Definicion 3.1.4. Sean S un semigrupo y L, R las relaciones definidas anteriormen-

te. Definimos la relaciones D y ‘H por

H=LNR,
D=LVR.
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Proposicion 3.1.5. Sea S un semigrupo, entonces Lo R =R o L.

Demostracion. Sea (z,y) € Lo R. Entonces existe z € Stalque (x,2) € Ly (z,y) €
R. Segun la Proposicion 3.1.3, existen p, ¢,r,s € St talesque x = pz, 2 = qx , z = ys
Yy =2zr.

Sea 2/ = pzr. Entonces zr = pzr = 2’y 2/s = pzrs = pys = pz = x. Asi, (z,7') € R.
Por otro lado, py = pzr = 2’y ¢z’ = qpzr = qer = zr = y. Luego, (2/,y) € L. Por tanto
(x,y) € Ro L. De manera similar Ro L C Lo R.

Corolario 3.1.6. Sea S un semigrupo, entonces D = Lo R.

De la Definicion 3.1.4 esvemosque H C L, H C R, L C Dy R C D. La siguiente
proposicién muestra que la relacién de Green J es la mas grande de todas respecto

a la inclusién de conjuntos.

Proposicion 3.1.7. Sea S un semigrupo, enfonces L C J y R C J.

Demostracién. Sea (z,y) € L entonces existen p,q € S* talesque z = py y y = qx.
Ahora, note que como 15 € S cumple que para cada w € S', (1s)w = w(lg) = w.
Asi, tenemos que = = (py)1s y y = (qz)ls. Luego, (z,y) € J. Por tanto, £ C J. Con

un argumento simétrico vemos que R C 7.

Corolario 3.1.8. Sea S un semigrupo, entonces D C J.
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Figura 2. Diagrama de Hasse de las relaciones de Green ordenadas por inclusion

J

T
D
s
N,
Si S es un semigrupo, una relacion de equivalencia p sobre S es
1. Congruencia a izquierda si para todo =, y, z € S se tiene que
(z,y) € p= (27, 2y) € p.
2. Congruencia a derecha si para todo z,y, z € S se tiene que
(x,y) € p= (xz,yz2) € p.
3. Compatible si para todo z,y, z,t € S se tiene que
(z,y) €py (2,t) € p= (2z,yt) € p.

Proposicion 3.1.9. Sea S un semigrupo. Entonces
1. L es congruencia a derecha.
2. R es congruencia a izquierda.
Si z € S, denotaremos por L., R,, H,, D, y J, a las respectivas clases de = en cada

una de las relaciones de Green definidas anteriormente.
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Proposicion 3.1.10. Sea e € S un idempotente. Entonces
1. ex = x paracadax € R,.
2. re=xparacadazx € L..

Demostracién. Sea b € L, entonces b = ye para algin y € S* Asi,

be = (ye)e = y(ee) = y(e) = b.

Sea a € R, entonces a = ex para algun = € S*. Luego,

ea = e(ex) = (ee)r = ex = a.

O]

La siguiente proposicién es util para garantizar la existencia de idempotentes en

semigrupos regulares. (Ver 8)

Proposicion 3.1.11. Sean S un semigrupo y x € S. Si x es regular, entonces L, y

R, contienen un idempotente.

Como todo semigrupo inverso es un semigrupo regular, de la proposiciéon anterior,
obtenemos que en un semigrupo inverso cada L- clase y cada R- clase contienen
un idempotente. El siguiente teorema es una caracterizacién de los semigrupos in-
versos, garantizando no solo la existencia de idempotentes en las £- clases y R-

clases sino también su unicidad (ver 8).

Teorema 3.1.12. S es un semigrupo inverso si, y solo si, cada L-clase y R-clase de

S tienen un unico idempotente.

Si U C S es un subsemigrupo de un semigrupo S, denotamos por £V, RV, HY DV y

JY a las relaciones de Green de U. El siguiente teorema describe las relaciones de
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Green L, R y ‘H de un subsemigrupo regular de S en términos de las relaciones de
S (®).

Teorema 3.1.13. Sea U un subsemigrupo regular de un semigrupo S. Entonces

LV =250 (U xU),
RY =RYN (U x U),
HY = H N (U x U).

Demostracion. (C) Es facil ver que £V C £5N (U x U), pues

LYV ={(z,y) eUx U :3p,qc U talesque z = py y y = qz}.

C{(z,y) e U x U:3p,qge St talesque r = py y y = gz }.

(D) Sea (a,b) € L5 N (U x U), en particular (a,b) € U x Uy como U es regular,

entonces a y b son regulares. Asi, existen o/, i’ € U tales que
ad’a=a y bb'b=0.

Considere x = d'ad’ y y = b'bb'. Por la demostracion de la Proposicion 2.3.5
tenemos que x es inverso de a y y es inverso de b. Ahora, note que como

r = z(ax) y a = (ax)a entonces
(za,z) € LY C L7
Como (a,b) € L7, por transitividad tenemos que (za, yb) € L. Por otro lado,

(za)? = (za)(va) = (var)a = za.

(yb)* = (yb)(yb) = (yby)y = yb.
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Luego za y yb son idempotentes. Por la Proposicion 3.1.10 xza y yb son identi-

dades a derecha en L7, = LY. En particular,
(za)by = za y (yb)(za) =yb = (za,yb) € LY.

Como (a, za), (xa,yb), (yb,b) € LY entonces (a,b) € LY. Por tanto, £V = £5N

(U xU).
Con un argumento simétrico, mostramos que RY = R¥N(UxU)y HY = HEN(U xU).
[

Lema 3.1.14. Sea S un semigrupo inverso y x,y € S. Entonces
a. (rv,y) e L < v lzv=yly.
b. (z,y) e R < zz ' =yy L.

Demostracion. Veamos que (b) se cumple:

(=) Sea (z,y) € R, de la Definicién 3.1.2 tenemos que zS* = yS*. Note que del
Lema 2.3.7(c) tenemos que zz 'St = £S5t = yS! = yy~1S1. De esta manera,
tenemos que zz~* € L,,-1. Pero, note que de la Proposicién 2.3.6 tenemos
que yy~ !y xz~! son idempotentes. Asi, por el Teorema 3.1.12 obtenemos que

rot = yy‘l.

(<) Sean x,y € S tales que zz=! = yy~'. Luego, zz~'S = yy~'S. Ahora, note
que del Lema 2.3.7(c) tenemos que zz~1S! = 25! = yS! = yy~1S'. Por tanto,
(r,y) € R.

Con un argumento por simetria tenemos que (a) se cumple. O
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3.2. LEMA DE GREEN

Un resultado muy conocido al estudiar las relaciones de Green es el Lema de Green
o también conocido como "egg-box". Este resultado permite movernos entre las cla-
ses de equivalencia generadas por las relaciones de Green por medio de biyeccio-
nes que preservan clases de equivalencia. El objetivo de esta seccion es estudiar
una version topoldgica del lema de Green que es la clave para los resultados sobre

continuidad automatica en semigrupos, presentados en el Capitulo 3.4.

Definicion 3.2.1. Sean S un semigrupo y f : S — S una funcién. Decimos que f
preserva L-clases si (f(x),x) € L para cada x € S. Analogamente, f preserva

R-clases si (f(x),z) € R paracadax € S.

Proposicién 3.2.2. Sea S un semigrupo. Entonces, S es semigrupo inverso si y solo

si cada L-clase y R-clase de S contiene exactamente un idempotente.

Recordemos que si x € S tenemos que )\, : S — S es la funcion multiplicacién
a izquierda por z, es decir, para s € S tenemos que \,(s) = xs. Analogamente,
pe » S — S es la funciébn multiplicacién a derecha por x, es decir, si s € S entonces
p.(s) = sx. El siguiente resultado habla de estas funciones, el cual sera de gran

importancia en secciones posteriores y es conocido como el Lema de Green. &

Lema 3.2.3. (Lema de Green) Sean S un semigrupo y x,y € S.

a) Si(x,y) € Lyp,qe S tales que qy = x y px = y. Entonces:

i. Las funciones \,|r, ¥ \|r, SON biyecciones mutuamente inversas entre
R,y R,.
ii. M\plr, ¥ A|R, Preservan L-clases.

iii. A\plm, ¥ Aq|H, SON biyecciones mutuamente inversas entre H, y H,.

b) Si(z,y) € Ryp,qe S talque yq =z yxp =y . Entonces:
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i. Las funciones p,|r, ¥ pq|L, SON biyecciones mutuamente inversas entre L,
yL,.
ii. pplr. ¥ pqlr, Preservan R-clases.

iii. pplu, ¥ pqelu, SON biyecciones mutuamente inversas entre H, y H,.

Demostracion. Sea (z,y) € L. Luego existen p,q € S talesque qy = x y pr = 3.

Si z € R,, entonces (z,z) € R. Asi, de la proposicion 3.1.9 (pz,pz) € R. Es decir,
(y,pz) € R. Luego, pz € R,. De esta manera, \,(z) = pz € R,, para cada z € R,.
Por lo que \,|r, : R, — R,. Similarmente, si w € R,, entonces \,(w) = quw € R,.

Entonces, \(|r, : Ry, — R..

Ahora veamos que \,|r, Y A¢|r, SON inyectivas. Sean u,v € R, tales que

pu = pv.
qpu = gpv.
Note como u,v € R, que existen

r,s € S'tales que zr = uy xs = v.

De esta forma,

gpu = qp(xr) = gp(xs) = qpv. R, | ﬁy. ______ R,
q(px)r = p(qz)s. IR
qyr = qys. AT I I O N I Ml
xr=xs. \ 1 1 1 I~
vy Rl gl | R,
P

Ahora, sean z € R, y u € R,. Luego,
existen r,s € S' tales que z = ary 90

u = ys. De esta manera



/\‘1|Ry © )\P|RJ(Z) = gp=. /\P|Rx o )\q‘Ry(u) = pqu.

= gp(ar). = pq(ys).
= qyr. = pxs.

= r. = ys.

= 2. = u.

De esta manera, \j|r,o\,|r, = 1r, ¥ Ap|r.0A¢|r, = 1r,- LUEQO, estas dos funciones
son mutuamente inversas. Veamos que preservan L - clases. Sea » € S! tal que
z = Mg, (t). Entonces z = pt 'y (\y|r,) ' (2) = t. Note que como pz = ¢, entonces
t = qzluego (z,t) € L, es decir, (t,\)|r,(t)) € LY (2, A\g|r,(2)) € L. Ahora, considere
A\o|m, note que si z € H, = L,NR,, por lo que existenr, s € S' tales que z = rz = xs.

Entonces

Mplm, (2) = pz
= p(xs) = (pz)s.

=ys € Ry.

Como (z,y) € L, tenemos que L, = L,. Asi, pz = \,|n,(2) € H,. Finalmente, sea

z € H,, entonces existen r, s € S! tales que z = rz = xs. De esta manera:

Al © Aplm, () = qpz.
= qp(xs).
= qys.
= I8.

= Z.

Luego, A\y|u, © A\p|la, = 1, Similarmente probamos que A,|x, o A|x, = 1u

y®
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La siguiente proposicion es la version topoldgica del Lema de Green, lo usaremos

en algunos resultados de la Seccién 2.3.

Proposicion 3.2.4. Sea S un semigrupo topoldgico y x,y € S.
a) Si(x,y) € Lyp,qe S tales que qy = x y px = y. Entonces:

i. Las funciones \,|r, y \¢|r, SONn homeomorfismos entre R, y R,.

ii. Mplm, ¥ Agla, SON homeomorfismos entre H, y H,,.
b) Si(xz,y) € Ryp,q € S talque yqg =z y xp =y . Entonces:

i. Las funciones p,|r, ¥ p4|r, SOon homeomorfismos entre entre L, y L,,.

ii. ppla, ¥ pqlu, SON homeomorfismos entre H, y H,.
Demostracion. Como S es semigrupo topoldgico, tenemos que la operacion multi-
plicacién - es continua, de manera que es facil ver que paratodo z € S, A\, y p. son
funciones continuas. Por otro lado, si (z,y) € L. Del lema de Green, tenemos que si

qy = x Yy pr =y entonces \,|r, Y A\;|r, SON biyecciones mutuamente inversas, luego

Molr. Y Aglr, SON homeomorfismos entre R, y R,
U

El siguiente resultado es bien conocido (ver por ejemplo &)

Teorema 3.2.5. Sea S un semigrupo y x € S. Sea H, una H-clase de S. Las si-

guientes afirmaciones son equivalentes
i) HXN H, # 0;
i) H, contiene un idempotente (es decir, existe e € H, tal que ¢* = ¢);
i) H?> = H,;
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iv) H, es un subsemigrupo de S;
v) H, es un subgrupo de S.

La siguiente proposicidn es una caracterizacion de las #-clases que contienen idem-

potentes. (ver 8 ).

Proposicion 3.2.6. Los subgrupos maximales de S son justamente las H—clases

que tienen idempotentes.

Corolario 3.2.7. Una H—clase contiene a lo mas un idempotente.

3.3. COMPLEJIDAD TOPOLOGICA
En esta seccion calcularemos la complejidad topologica de las relaciones de Green
para un semigrupo S polaco arbitrario.

Proposicion 3.3.1. Sea S un semigrupo polaco. Entonces los siguientes conjuntos

son cerrados.

{(z,y,p,q) € ()" : (x = py) A (y = qz)}.
{(z.y.p.q) € (SN : (z = yp) A (y = zq)}.

(
(
{(@.y,p,q,7,5) € (S1)° 1 (w=ry) Ay = s2) A (z = yg) A (y = ap)}.
(
(

{(z,y,2,p,q,7,8) € (S :(z=r2)AN(z=s2) ANz =yq) A (y = 2p)}.

0=
A
P
z
Q= {(z,y.p,q,1,5) € (S")°: (x = ryp) A (y = swq)}.

Demostracion. Sean (., Yn, Pn, ¢n) € O tal que (z,, Yn, Pn, ) — (x,y,p, q). Es decir,

Ty = T, Yn — Yy Pn — P Y Gu — q- COMO (2, Y, P, ¢n) € O SADEMOS que

Tn =PnYn Y Yn = qnTn.
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Pero note que p,y, — py Y ¢.x, — qx. Asi, z, — py Y v, — qx. Luego, por la unicidad
del limite tenemos que = = py y y = qx. Por tanto (z,y,p,q) € O.
De manera analoga obtenemos que A, P, Q y Z son cerrados.

O

Proposicion 3.3.2. Si S es un semigrupo polaco, entonces todas las relaciones de

Green son analiticas.

Demostracion. Sean O, A, P, Zy Q los conjuntos definidos en la Proposicién 3.3.1.
Asi,
(r,y) € L < Tp,q c S tal que (z,y,p,q) € O.

De la Proposicién 3.3.1 tenemos que O es cerrado. Por tanto O es boreliano de
(S1)%. Ahora, note que £ = Proysi 51 O. Luego £ es X1. De manera analoga pode-
mos ver que R = Proysixst A, H = ProysiyxsiP, D = Proysixsi: ZY J = Proysixs Q.
Por tanto, R, H,Dy J son X}.

[

Corolario 3.3.3. Si S es un semigrupo polaco y x € S, entonces las clases de = bajo

cada una de las relaciones de Green son analiticos.

Demostracion. Sea x € S tenemos que L, = ProysiO, R, = ProysiA, L, =
ProysiP, D, = Proysi 2y J, = Proys: Q.
O

El siguiente teorema nos permite acotar la complejidad topoldgica de tres de las

cinco relaciones de Green en cualquier semigrupo inverso Polaco.

Teorema 3.3.4. Sea S un semigrupo inverso Polaco, entonces L, R y H son cerra-

das.
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Demostracion. Note que del Lema 3.1.14 tenemos que
L={(x,y) €SxS:atw=yy}

Sea (z,,y,) € L, tal que (z,,y,) — (z,y). Ahora, como (z,,y,) € L, tenemos que
r, 'z, =y, 'y,. Note que como x, — =y y, — y entonces =, 'z, — z 'z y y, 'y, —
y~ly. Por tanto, x~'x = y~y. Luego, (z,y) € L. De manera que L es cerrada.

Debido a que del Lema 3.1.14 tenemos que R = {(z,y) € S x S : zz~! = yy~'}.
Por un argumento por simetria al anterior obtenemos que R es cerrada. Finalmente,

como H = LN R, entonces H es cerrada.

Tabla 3. Complejidad topolégica de las relaciones de Green en un semigrupo
Polaco y un semigrupo inverso Polaco

Complejidad Topolégica

Semigrupo | Regular | Inverso | Polaco

LIR[H[D]JT
S X X Vot sl s sl sl
S X v Vo m|mm| x| st

Dado que hay una similitud entre semigrupos regulares y semigrupos inversos. Una
de las preguntas que nos result6é de esta seccion fue si era posible acotar la comple-
jidad topoldgica de las relaciones R, £ y H de un semigrupo regular, sin embargo
posteriormente, mostramos ejemplos de semigrupos regulares en los cuales las di-

chas relaciones no son cerradas, por tanto la pregunta que nos queda es:

Pregunta 3.3.5. ;En qué tipo de semigrupos polacos regulares las relaciones R, L

y H son cerradas?
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3.4. CONTINUIDAD AUTOMATICA EN SEMIGRUPOS

Una propiedad bastante conocida para grupos topolégicos es la continuidad auto-

matica enunciada a continuacion.

Teorema 3.4.1. (Continuidad automatica en grupos) Sean G y T grupos polacos
y ¢ : G — T un homomorfismo de grupos. Si ¢ es medible Baire, entonces ¢ es

continua.

Una prueba de este teorema puede ser consultada en 3. La idea de esta seccién es
mostrar una conexién entre las #-clases de un semigrupo y la continuidad automa-
tica. Para ello, nos apoyamos en el Lema de Green y en el hecho conocido de que
las H—clases que contienen idempotentes resultan ser grupos (ver Teorema 3.2.5).

Esta seccion es una de las mas importantes de esta investigacion.

Dado que las relaciones de Green se definen a partir de la estructura de un semi-

grupo, tenemos que estas se preservan bajo homomorfismos.

Proposicion 3.4.2. Sean S, T semigrupos y o : S — T homomorfismo. Sea x € S

entonces

a. p(L%) = Lg(x).

S\ _ pT
c. p(H}) = HZW

c. p(D7) =Dy,

c. o(J9) = Jg(x).

56



Demostracion. Seay € ¢(L2.) Entonces y = ¢(z) paraalgun z € LS. Asi, (z,2) € £

de manera que, existen p, q € S tales que x = pz y z = qz. Por tanto,

Ademas, note que

p(r) = p(pz) = 0(p)p(2) = ¢(p)2.

Luego, (y,¢(x)) € LT. Entonces y € LZ(I). De manera andloga vemos las otras
igualdades para el resto de relaciones de Green.
O

Ahora presentaremos condiciones suficientes para obtener una version parcial del
teorema de continuidad automatica para semigrupos. El resultado principal es que la
restriccion de un homomorfismo Baire medible a una #-clase resulta continuo (bajo
ciertas condiciones).

El problema técnico que encontramos es el siguiente. Sea X un espacio polaco y
Z C X un subespacio de X. Si A C X tiene la PB en X, ;bajo qué condiciones
AN Z tiene la PB en Z? Un caso especial es cuando A es Boreliano de X y Z es
polaco (i.e. Gs), la respuesta es claramente positiva. Pero no tenemos una respuesta
general. Ese problema lo conseguimos al restringir un homormorfismo a una H-
clase por eso introducimos el siguiente concepto.

Sean Sy T semigrupos polacos. Un homomorfismo ¢ : S — T es H-localmente

medible Baire, si ¢|;s es medible Baire para todo idempotente e de S.

Proposicion 3.4.3. Sean S y T' semigrupos polacos. Suponga que para toda H? -
clase H y todo abierto W C S, W N H no es nunca denso en S, siempre que
HNW #0. Sip:S— T es un homomorfismo medible Baire entre S y T, entonces

© es H-localmente medible Baire.
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Demostracion. Sean ¢ : S — T un homomorfismo medible Baire y e € E(S). No-
te que como ¢ es homomorfismo, entonces por la Proposicion 3.4.2 tenemos que
Qlps : HS — Hg(e). Veamos que ¢|,s es medible Baire.

Sea U C Hg(e) abierto. Queremos ver que go]lgis(U) tiene la propiedad de Baire en

H?.Noteque U =V N Hg(e) para algun V" abierto de T'. Note que
e (U) = (V)N (HL ) =0 ' (V)N H.

Ahora, del Corolario 3.3.3 tenemos que H_! es analitico. Luego por el Teorema 2.1.12
sabemos que Hg(e) tiene la propiedad de Baire. Asi, o~ !(U) tiene la propiedad de
Baire en S, pues ¢ es medible Baire. Por tanto, existe W C S abierto en S tal que
o 1 (U)W es magro en S. Sea {A, : n € N} una colecciéon de conjuntos nunca
densos en S tales que

e (U)aW = ] A,

neN
Afirmamos que ¢ *(U)a(W N HY) es magro en H?. En efecto, note que como

¢~ 1(U) C H? entonces

T (U)a(WNHY) = (¢~ (U)N HY)a(W N HY).

= (o " (U)aW) N HY.
(J A nH,.

neN

= J@,nHY).

neN
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Ahora mostraremos que H2 N A,, es nunca denso en H?, para cada n € N. Note que

Clys(HZ N A,) =clg(HS N A,) N HY.
Cclg(H?)Nclg(A,) N HZ.

- Cls(An) N Hg

Supongamos que intys(HS Nclg(A,)) # 0. Es decir, existe W C S abierto en S tal
que WNH?S #0yWnH? Cclg(A,)NH?S C cls(A,). Como cls(A,) es nunca denso
en S, entonces W N HY también es nunca denso en S, lo que contradice la hipétesis.
Por lo tanto, =1 (U)a(W N H?) es magro en H?. Lo que implica que »1(U) tiene la
propiedad de Baire en H> y por ende ¢|us es medible Baire.

[

Proposicion 3.4.4. Sean S y T semigrupos polacos tal que cada H-clase de S
es Gs. Entonces, todo homomorfismo medible Borel entre S y T es H-localmente

medible Baire.

Demostracion. Sean ¢ : S — T un homomorfismo medible Borel y e € E(S). No-
te que como ¢ es homomorfismo, entonces por la Proposicion 3.4.2 tenemos que
¢lus « HY — H . Veamos que ¢|ys es medible Baire.

Sea U C HY

»(c) abierto. Queremos ver que ¢|s(U) tiene la propiedad de Baire en

H?.Noteque U =V N H] . paraalgin V abierto de 7. Ademas,
e (U) = (V)N H.

Ahora, como ¢ es medible Borel, entonces ¢~*(V) es boreliano en X. Luego, como
H? es G, tenemos que ¢~ *(U) = ¢~ 1(V) N HY es boreliano en HY (ver 2.1.8) y por

lo tanto tiene la propiedad de Baire en el espacio polaco H?.
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Teorema 3.4.5. Sean S y T' semigrupos polacos requlares tales que toda H-clase
es Gs. Sea ¢ : S — T un homomorfismo H-localmente medible Baire. Entonces ¢|y

es continua, para toda H-clase H en S.

Demostracion. Sea x € S, luego x es regular. Asi, por la Proposicion 3.1.11 tenemos
que existe e € E(S) tal que e € LS. Es decir, (z,¢) € L. Luego, existen p,q € S!

tales que e = px y = = ge. Por el Lema 3.2.3 tenemos que las funciones
MIHS HY - HS 'y N\ J|HS: HS — H?

son biyecciones mutuamente inversas. Ahora, como e € E(5), por el Teorema 3.2.5

tenemos que H? es un grupo.

Ahora, como ¢ es homomorfismo y (z,e) € L7, por la Proposicién 3.4.2 tenemos

que (¢(z), p(e)) € LT. Ademas, note que

p(e) = o(pz) = p(p)p(x),

o(r) = p(ge) = p(q)p(e).

Luego, por el Lema 3.2.3 tenemos que las funciones

T . T T T . T T
Ao Hoy - Howy = Hoey Y Ao Hpey - Hoey = Hyay-
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son biyecciones mutuamente inversas. Note que si z € H?, tenemos que

Por lo tanto,

= M) ((P2))

Ao(g) © Pls © Ap(2) = Ao (#lus (p2))

= v(q)v(p2)

= ¢(@)p(p)p(z)
= As(g) © Ap(p) (0(2))

= ¢(2).

@!Hg(z) = Ap(g) © W’H;? o Ap(2).

Ahora, note que A\, Y A, son continuas pues S'y 7' son semigrupos polacos. Resta

ver que p|ys es continua. Por hipdtesis, ¢ es H—localmente medible Baire, entonces

¢|us es medible Baire. Finalmente, dado que HSy HZ(E) son (G5 tenemos que ambos

son grupos polacos. Luego del Teorema 3.4.1 concluimos que ¢|s es continua. Por

tanto, ¢|x es continua, para toda H-clase H.

Figura 3. Representacion de la demostracion del Teorema 3.4.5

T,

A

P‘Rg

e e
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Corolario 3.4.6. Sean S, T semigrupos polacos tal que cada H—clase de S es Gs.
Sip : S — T es un homomorfismo medible Borel, entonces ¢|y es continua para

toda H—clase H en S.

Aunque el Teorema 3.4.5 resuelve la pregunta sobre las condiciones suficientes
para obtener continuidad automatica en las H—clases de un semigrupo, surge la

siguiente pregunta:
Pregunta 3.4.7. ;Qué semigrupos cumplen con las hipdtesis del Teorema 3.4.57

Lema 3.4.8. Sean S,T semigrupos polacos y ¢ : S — T un homomorfismo. Sean
x € S,HS suH— clase. Entonces ¢|ys es continua si y solo si ¢|ys es continua en

x.

Demostracion. Sean x € Sy g € HS. Asi, existen h, j, m,n € S! tales que
g=hx N g=axm AN x=7j9 N x=gn.

SeaU C H],, abierto tal que ¢(g) € U, es decir p(h)p(z) = p(hr) = ¢(g) € U. Note
que A, (») €s continua, pues 7' es semigrupo polaco. De esta manera, existe U; C T
vecindad abierta de ¢(x) tal que ¢(h)(U;) € U. Como ¢ es continua en x, existe B;

una vecindad abierta de z tal que
p(x) € p(B1) C Us.

Ahora, de la Proposicion 3.2.4 tenemos que \,|4s es abierta, entonces A, |ys(B1) =

hB; es vecindad abierta de ¢g. Por tanto,

©(g) € p(hB1) = p(h)p(B1) C (h)U; C U.

Luego, ¢|xs es continua.

62



Para la otra direccion, sabemos que si ¢|ys es continua entonces es continua en x.
L]
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4. CARACTERIZACION DE LAS RELACIONES DE GREEN EN ALGUNOS
SEMIGRUPOS

En este Capitulo 4 caracterizamos las relaciones de Green de 7(N), NY y de algunos
subsemigrupos importantes de N, como el subsemigrupo /ny(N) de las funciones
inyectivas, el subsemigrupo Sob(N) de las funciones sobreyectivas, el subsemigrupo
Mon(N) de las funciones monétonas y el subsemigrupo FU(N) de las funciones
finita a uno, es decir, aquellas donde la preimagen de cada elemento es un conjunto
finito. Este ultimo es el unico semigrupo de los estudiados en esta tesis que no
es polaco como subespacio de NY. Con esas caracterizaciones a la mano pudimos
calcular la complejidad topolégica de las relaciones de Green respecto a la topologia
polaca de cada semigrupo. Este es uno de los capitulos mas importantes de nuestra

investigacion, pues es donde se encuentran mayormente resultados propios.

4.1. EL SEMIGRUPO INVERSO SIMETRICO /(N)

Proposicion 4.1.1. Sean f,g € I(N). Entonces
a. (f,g9) € £L'™ <« Dom(f) = Dom(g).

b. (z,y) € R'W «— Im(f) = Im(g). D

o

(z,y) € H'™ <= Dom(f) = Dom(g) y Im(f) =

N
Im(g). \H e

d. (f.9) € D'V = [Im(f)| = |[Im(g)|.
e. (f,9) € J'W «— |Im(f)| = [Im(g)|.

Demostracion.  a. (=) Sean f,g € I(N) tales que (f,g) € L. Entonces existen
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h,k € I(N) talesque f =hogyg=ko f. Asi, Dom(f) = Dom(g).

(<) Sean f,g € I(N) tales que Dom(f) = Dom(g). Considere la funcién h =
fog . Note que & es biyectiva, pues fy g lo sony asi h € I(N). Ahora,

note que

hog=(fog ')og
=fo(g'oyg)
- f © 1D0m(g)

= f o 1Dom(f) = f
Andlogamente, hallamos %k € I(N) tal que g = ko f. Y por ende, (f,g) € L.

b. (=) Sean f,g € I(N) tales que (f,g) € R. Entonces existen h, k € I(N) tales
que f = gohy g = fok.Deestamanera, Im(f) C I'm(g),y andlogamente
Im(g) C Im(f). Portanto, Im(f) = Im(g).

(<) Sean f,g € I(N) tales que Im(f) = Im(g). Considere la funcion h =
g~ ' o f. Note que K es biyectiva, pues f y g lo son. Asi h € I(N). Ahora,

note que

goh=go(g~"of)
=(gog )of
= lim@) o f
— 1Im(f)of:f‘
Andlogamente, hallamos & € I(N) talque g = fok. Y porende, (f,g9) € R.

c. SesiguedeaybpuesH=LNR.

d. (=) Sean f,g € I(N), tales que (f,g) € D = L o R. Luego existe h € I(N)
tal que (f,h) € Ly (h,g) € R. Luego, Dom(f) = Dom(h) € Im(h) =
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Im(g). Como h es biyectiva, tenemos que |Dom(h)| = |Im(h)|. Luego,
| Dom(f)| = [Dom(g)|.

(<) Ahora, sean f,g € I(N), tales que |Dom(f)| = |Dom(g)|. Luego, existe
j : Dom(f) — Dom(g) biyectiva. Como |Dom(f)| = |[Dom(g)| = |[Im(g)|
existe k : Dom(f) — Im(g) biyectiva. Asi, note que (f,k) € L pues
Dom(f) = Dom(k) y (k,g) € R pues Im(g) = Im(k). Por lo tanto,
(f,9) € D.

e. (=) Sea (f,g) € J, luego existen h, j, k,m € I(N) tales que

f=hogoj y g=kofom.

Asi, |Dom(f)| < [Dom(j)| < [Dom(g)| = [Im(g)|y [Dom(g)| < [Dom(m)| <
| Dom(f)| = [Im(f)]. Luego, |Im(f) = [Im(g)].

(<) Sean f,g € I(N) tales que [Im(f)| = |[Im(g)|. Luego existe h : Im(g) —
Im(f) biyectiva. Considere k = g=* o h™1 o f. Note que k € I(N). Ahora,

hogok=hogo(gtoh™of)
=holpygoh of
=hoh™tof
= Limm © f = 1m0 f
= f.

Analogamente, encontramos m,t € N tales que ¢ = m o f o t. Luego,
(f.9) € J.

66



4.1.1. Complejidad topolégica de la relaciones de Green  Del Teorema 3.3.4
tenemos que £/ RIM y 24! son cerrados. Veamos la complejidad topologica de

las otras dos relaciones.

Lema 4.1.2. Sea A C N finito, entonces X (A) = {f € I(N) : Im(f) = A} es A en
I(N).

Demostracion. Note que
X(A) ={feIN): AC Im(f)} = ({f € I(N) :a € Im(f)}.

= ﬂ U v(k,a).

acA keN

Luego, como A es finito, tenemos que X (A)" es abierto en I(N). Por otro lado,

X(A) ={feIN): Im(f) A} = () UL € IN) : f(n) = a}.

neNacA

= m U v(n,a).

neNacA

Luego, como A es finito, tenemos que X (A)” es cerrado en I(N). Por tanto X (A) =
X(A) NX(A)" es A en I(N). O

I

Proposicion 4.1.3. D'™ y 710 son AY en I(N).

Demostracion. Note que de la Proposicion 4.1.1 tenemos que D'V = 7/M_ De

esta manera, sabemos que

(f.9) € D' = [Im(f)| = [Im(g)!.

> (Bk e N)(Im(f)] = [Im(g)| = k) V ([Im(f)| = [Im(g)| = o0)

Sea n € N, considere el conjunto C,, = {f € I(N) : |Im(f)| = n}. Ahora, como

[N]* = {B C N : |B| = n} es numerable, fijemos una enumeracion [N|" = {F};cn.
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Asi, tenemos que

Co = € 1)« Im(f) = F7'}.

1€EN

=Jx@E.

1€EN

Luego, como F; es finito, del Lema 4.2.6, X (F") es AY en I(N). Por tanto C, es X9

en I(N). Por otro lado, note que

(N IN)\ C, = {f € I(N) : Im(f) es infinito}

neN

Por tanto, {f € I(N) : Im(f) es infinito} es II) en I(N). De esta manera, como

DI — (U cg) U (ﬂ([(N) \ cn)) .

neN neN

Entonces D™ es la union de un Iy y un 9. Por tanto, D'™ es AY en I(N).

Tabla 4. Complejidad topoldgica de las relaciones de Green en I(N)

. Complejidad Topoldgica
Espacio | Polaco CTTRIHTDI 7
I(N) Vo [m|m | m| Al Al

4.2. EL SEMIGRUPO NV

En esta seccion calcularemos las relaciones de Green del semigrupo N y su com-

plejidad topoldgica.

Definicion 4.2.1. Sea f € X, definimos el Kernel de f, denotado por Ker(f), al
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siguiente conjunto:

Ker(f) ={(z,y) € X x X : f(z) = f(y)}.

Sea f € X* y considere ~; dada por

rpy = f(x) = fy).

Es facil ver que ~; es una relacion de equivalencia en X x X. Ademas, note que

Ker(f) = {(z,y) - v ~5 y}.

Proposicion 4.2.2. Sea f,q € NV. Entonces
a. (f,g9) el < Ker(f)=Ker(g).
b. (f,g) e RN < Im(f) = Im(g). AN

c. (f,g) € HY' < Ker(f) = Ker(g) y Im(f) = EK' RN
I'm(g). \ /
H N
d. (f,9) €DV <= |Im(f)| = [Im(g)].
e. (f.9) €TV = [Im(f)| = [Im(g)!.

Demostracion.  a. (=) Sean f,g € N tales que (f,g) € £N'. Entonces existen
h,k € NNtalesque f =hogyg=ko f. Asi,

Ker(f) ={(z,y) e Nx N: f(z) = f(y)}
{(z,y) eNxN:kof(z)=ko f(y)}
{(z,y) e Nx N:g(x) = g(y)}

er(g).

N
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Con un argumento por simetria, obtenemos que Ker(g) C Ker(f). De

esta manera, Ker(f) = Ker(g).

Sean f,g € N" tales que Ker(f) = Ker(g). Defina h € NY como

fly) si zelm(g)yyeg(z)

h(z) =
flx) si x & Im(g). g h
/\A /\
Veamos que h esta bien defini- |—— x
da. Sean z,z,w € N tales que %

.Y

x € Im(g), h(z) = 2z y h(z) = w.

97 (@) =f(a)

De esta manera, existen y;,1, € hte) — £

g '(z) para los cuales z = f(y;)

y w = f(y2). Entonces g(y1) = e

x = g(y2). Por tanto, (y1,y2) €
Ker(g) = Ker(f). Asi, z =

fn) = f(y2) = w.

Ahora veamos que f = hog. Sea z € N. Como g(z) € Im(g), elijay €
g (g(z)). Por tanto h(g(z)) = f(y). Ahora, como y € g~ '(g(z)), entonces
g(x) = g(y) y como Ker(f) = Ker(g) tenemos que f(z) = f(y). Luego,
h(g(x)) = f(x).

Analogamente, hallamos k € NN tal que g = ko f. Y por ende, (f,g) € £V

Sean f,g € NN tales que (f,g) € RY". Entonces existen i,k € NV tales
que f = gohyg = fok. De esta manera, como f = g o h entonces
Im(f) € Im(g), de igual manera como g = f o k tenemos que Im(g) C
Im(f). Portanto, Im(f) = Im(g).
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(<) Sean f,g € N" tales que I'm(f) = Im(g). Defina h € NY por
h(z) =y donde f(z)= g(y).

Note que h esta bien definida, ya que Im(f) = Im(g), de ahi, para z € N,
existe y € N tal que f(xz) = g(y). Veamos que f = go h. Sea =z € N.

Entonces,

(goh)(z)=g(h(z)) =g(y) = f(x).

Anélogamente, definimos k& € NY tal que g = f o k. Y por ende, (f,g) €
RN

c. Sesiguede aybpues HY' = LN QRN

d. (=) Sean f,g € NV tales que (f,g) € DV = £V o RY". Luego existe h € NN
tal que (f,h) € LNy (h,g) € RY". Luego, Ker(f) = Ker(h)y Im(h) =
Im(g). Considere j : Im(f) — Im(g) dada por

j(x) = h(y) siy € f ().

Note que j esta bien definida, pues si x € I'm(f) entonces () # f~(z) =
h='(w), para algun w € N ya que Ker(f) = Ker(h). Veamos que j es
biyectiva.

Sean z,y € Im(f) tales que j(z) = j(y). Seaz € f~(x)y w € f~(y).
Entonces j(z) = h(z) = h(w) = j(y). Luego, (z,w) € Ker(h) = Ker(f).
Porlo que, z = f(z) = f(w) = v.

Ahora veremos que j es sobreyectiva. Sea y € Im(g) = Im(h). Luego,
existe z € Ntal que h(z) = y. Note que z € h=!(y) como Ker(h) = Ker(f)
entonces existe z € N tal que = € f~!(z). Por tanto, j(z) = h(z) = y.

Asi, [Im(f)] = [Im(g)]
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(<)

Sean f,g € NY tales que |Im(f)| = |[Im(g)|. Luego, existe j : Im(f) —
Im(g) biyectiva. Defina h € NY por

Note que h esta bien definida pues f(x) € Dom(j). Note, ademas que
que Im(h) C Im(g). Sea x € I'm(g), entonces existe y € Im(f) tal que
j(y) = x.Como y € Im(f), existe z € Ntal que f(z) = y. De esta manera,
h(z) = j(f(2)) = j(y) = =. Por lo que, Im(g) C Im(h). Asi, (h,g9) € R.
Ahora,

Ker(f)={(x,y) e NxN: f(z) = f(y)}
C{(z,y) e Nx N:j(f(z)) =3(f(¥)}
={(z,y) e NxN:h(z) =h(y)}

= Ker(h).

Por tanto, Ker(f) C Ker(h). Ahora, sea (x,y) € Ker(h) entonces h(x) =
h(y), luego, j(f(x)) = j(f(y)). De esta manera, por la inyectividad de j,
tenemos que f(x) = f(y). Es decir, (z,y) € Ker(f). Luego (f,h) € L. Por
tanto, (f,g) € DV

Sea (f,g) € J, luego existen h, j, k,m € N tales que
f=hogoj y g=kofom.

Asi, Im(f) C Im(h)y Im(g) C Im(k). Supongamos que |Im(g)| < |Im(f)].
Como |h(Im(g))| < [Im(g)|, entonces |h(Im(g))| < [Im(f)|. Lo que impli-
caque

[h(g(Im(7)))] < [h(Im(g))] < [Im(f)|.
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Lo que contradice que hogoj = f. Asi, |[Im(g)| < |Im(f)|. Andlogamente,
si suponemos que |[Im(f)| < [Im(g)|. Llegamos a contradecir que g =
ko fom.Luego, [Im(f)| = [Im(g)|.

(<) Sean f,g € NV tales que |Im(f)| = |Im(g)|. De esta manera, (f, g) € DV
Asi, de la Proposicién 3.1.8 tenemos que DV' € 7N, entonces (f,g) €
JV.

4.2.1. Complejidad topoldgica de las relaciones de Green
Proposicion 4.2.3. La funcion Ker : NN — 28¥<N eg continua.

Demostracion. Considere 11, ,, : {0, 1}'*N — {0, 1} dada por
Mn,my(A) = xa(n,m).
De esta manera, tenemos que
Ker es continua <= (¥(n,m) € N x N)(II(,,,) o Ker : N — {0,1}) es continua.
Note que del Lema 2.1.15 tenemos que
(I, myoKer : N¥ — {0,1}) es continua < {f € N": (n,m) € Ker(f)} es abierto-cerrado.

Sea (n,m) € N x Ny considere el conjunto
F={feN":f(n)=fm)}=|J{feN": f(n)=k}n{f eN": f(m) = k}
k

= | J(n, k) nu(m, k)).

De esta manera, F' es abierto. Veamos que F' es cerrado.
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Sea (fx)r € F una sucesion tal que (f)r — f. Luego, frx(n) = fi(m). Luego, existen
s1,82 € N tales que paracadat > s; y r > sy tenemos que fi(n) = f(n)y f.(m) =

f(m). Considere s = max{s;, s}, note que para cada t > s se tiene que

fi(n) = f(n)y fi(m) = f(m).

Pero, f;(m) = fi(n). Entonces para todo f(m) = f(n). Por tanto, f € F. De esta

manera, Ker es continua.

Proposicion 4.2.4. LN es cerrado en NV,

Demostracion. Note que como Ker es continua, por el lema 4.3.4 tenemos que
{(f.9) e NN x NN : Ker(f) = Ker(g)} = £ es cerrado.

Lema 4.2.5. RY' es G5 en NV,

Demostracion. Note que

(f,9) € RN <= Im(f) = Im(g).

< (Vm)(m € Im(f) +— m € Im(g)).
Defina

Om ={(f,9) e NN x NY:m € Im(f) +— m € Im(g)}

={(f.9) e N"x N+ (m € Im(f) N Im(g)) V (m € (N\ (Im(f)) N (Im(g)))}.

De esta manera, note que

O, ={feN"imeIm(f)} = J{f eNV: f(k) =m} = Ju(k,m).

keN k
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Como cada u(k,m) es abierto, tenemos que O, también es abierto. Ademas, note
que
N\ 0, ={feN":m¢ Im(f)}.

De esta manera,
Om= (0, xO YUN\O xN\0O ).

Asi O,, es la unién de un abierto con un cerrado, luego, O,, es AY. Por tanto,
RY' =N, 0, esGsen N\,

Note que como HY' = £¥' N1 RN tenemos entonces que HY' es G5 en NV,
q q

Lema 4.2.6. Sea A C N, entonces
a. Si A es finito, entonces Y, = {f € NN : Im(f) = A} es A en NV,
b. Si A es infinito, entonces Y, = {f € N : Im(f) = A} es Gs en NV,

Demostracion. Note que

Yy={feN:ACIm(f)} = {f eN":acIm(f)}

a€A

Ademas, como para cada a € A tenemos que |J u(k,a) = {f € NY¥ : a € Im(f)}
keN

Y, = ﬂ U u(k,a).

a€A keN

entonces,
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Por otro lado,

Vi={feN:Im(f)c Ay =V U{f eN": f(n) = a}

neN acA

= ﬂ U u(n,a).

neNacA

Caso 1 Si A es finito, entonces Y, es abierto y Y, es cerrado. Luego, Y, =Y, NY, es
AO
2-

Caso 2 Si A es infinito, entonces Y, y Y, son Gs. Por tanto, Y, = Y, NY, es G;.

Proposicion 4.2.7. DV' y 7" son A en NV,

Demostracion. Note que

(f,9) € D" = [Im(f)| = [Tm(g)!.
= (Bk e N)([Im(f)] = [Im(g)| = k) V ([Im(f)] = [Im(g)| = o0)

Considere el conjunto C,, = {f € NY : |[Im(f)| = n}. Ahora, como [N]* = {B C N :
|B| = n} es numerable, fijemos una enumeracion [N]” = {F"},cn. De esta manera

tenemos que

Cp = J{reN": Im(f) = F}

€N

= J Ve

€N

Luego, como F; es finito, del Lema 4.2.6, Y» es AJ en N". Por tanto C, es X en
NF,
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Por otro lado, note que

(YN"\ C, = {f € N": Im(f) es infinito}

neN

Por tanto, {f € NY : I'm(f) es infinito} es ITJ en NY. De esta manera, como

DV = (U O§> U (ﬂ(NN\Cn)>2.

neN neN

Luego DV' es AJ en NV,

Tabla 5. Complejidad topoldgica de las relaciones de Green en NV

Complejidad Topolégica
L|R | H|D | T
NN vV om0 |G Gs| AVl AY

Espacio | Polaco

4.3. EL SEMIGRUPO Iny(N)

Consideremos el siguiente semigrupo:
Iny(N) = {f € NV : f es inyectiva}.

Proposicion 4.3.1. Los elemento regulares de Iny(N) son las funciones biyectivas,

por lo tanto Iny(N) no es regular.

Demostracion. Sea f € Iny(N) regular. Mostraremos que f es biyectiva. Por la

regularidad, existe g € Iny(N) tal que

fogoef=1F
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Ahora, como f es inyectiva, por el Lema 2.2.14, existe h sobreyectiva tal que ho f =

1n. De esta manera,

fogof=f =hofogof=holf
Inogo f=1y.

go f=1lx.
Entonces g es sobreyectiva. Luego, g es biyeccion. Asi
f=gloly.

Por lo que, f es biyectiva. En particular, Iny(N) no es regular.

Proposicion 4.3.2. Sea f, g € Iny(N). Entonces
a. (f,g9) € L™ <= |N\Im(f)|=|N\Im(g)|

b. (z,y) € R <« Im(f) = Im(g). r

[
Q

c. (z,y) € HI™ «— Im(f) = Im(g).

[|— 9

x

d. (f.g) € D™ <= [N\Im(f)| = [N\Im(g)].
e. (f,.9) € J™ <« |N\Im(f)| = [N\Im(g)|

Demostracion.  a. (=) Sea (f,g) € £, luego existen h,j € Iny(N) tales que
f=hogy g=jof Notequeh(g(N))=f(N)y;j(f(N)) = g(N). Como
h, j son inyectivas, entonces

h(N\ Im(g)) € N\ Im(f).

JINN\Im(f)) € N\ Im(g).
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Luego, [N\ Im(g)| < [N\ Im(f)| 'y [N\ Im(f)] < [N\ Im(g)|. Portanto,
INA Im(f)] = [N\ Im(g)].

(<) Sean f,g € Iny(N) tales que |IN\ Im(f)| = I[N\ Im(g)|. Luego, existe
hy : N\ Im(g) — N\ Im(f) biyectiva. Defina h : N — N como sigue

flz) si yelm(g)y g(x)=y;
h(y) =
hi(y) si y ¢ Im(g).

Note que h esta bien definida pues g y h; son inyectivas. Ahora, veamos

que h es inyectiva. Sean =,y € N, consideremos los siguientes casos
Caso 1. Siz,y € Im(g). Supongamos que h(x) = h(y). Entonces, f(x) = f(y).
Luego, r = v.
Caso 2. Si z,y ¢ Im(g). Supongamos que h(z) = h(y). Entonces, hi(z) =
hi(y). Luego, = = y.
Caso 3. Siz € Im(g) yy ¢ Im(g). Entonces, h(x) = f(z) y h(y) = hi(y).
Luego, h(x) # h(y).

Finalmente, sea = € N, entonces hog(z) = h(g(z)) = f(z). Analogamente

podemos definir k € Iny(N) tal que g = k o f. Por tanto, (f, g) € £'™.

b. (=) Sean (f,g9) € R™. Luego, existen h,j € Iny(N) tales que f = gohy

g = f oj. De esta manera I'm(f) = Im(g).

(<) Sean f, g € Iny(N) tales que Im(f) = Im(g). Defina h : N — N como

Note que & esta bien definida pues Im(f) = Im(g), ademas como g es

inyectiva, entonces ¢g—!(z) es Unico.
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Veamos que h es inyectiva. Sean z,y € N tales que h(x) = h(y), entonces

g (f(z)) =g ' (f(y)). Asi como g es funcién f(x) = f(y) y por f inyectiva,
tenemos que z = y.

Ahora mostraremos que (f,g) € R. Sea = € N entonces

goh(x) = g(g_l(f(x)) = lim(g) © f(z) = Lim(py © f(x) = f(x).

Analogamente, definimos £ € N tal que g = fok. Portanto, (f,g) € R'™.

c. Veamos que R'™ C L£"v. Sea (f,g) € R'™. Luego Im(f) = Im(g). De esta
manera, N\ Im(f) = N\ Im(g), por tanto [N\ Im(f)| = |IN\ Im(g)|. Asi,

(f,g) € L™, De esta manera, como H!™ = LI"YNRI" entonces H!™Y = RI™v.
d. Como DI = L™ o RIW y RI™ C LI tenemos que D™ = LI,

e. (=) Sean (f,g) € J'™. Luego existen h, j, k,m € Iny(N) tales que f = hogoj
y g = ko fom. De esta manera, Im(f) = h(g(Im(5))). Entonces, como h
es inyectiva

h(NA (g(Im(5))) € N\ Im(f).

Note que g(Im(j)) € Im(g), de manera que N\ Im(g) € N\ g(Im(j)).

Entonces,

h(N\ Im(g)) € h(N\ g(Im(j))).

Por tanto, h(N'\ (Im(g)) C N\ Im(f). Luego,
IN\ Im(g)| = |h(N\ Im(g))| < [N\ Im(f)].
Analogamente, podemos mostrar que

IN\ I (f)] = [K(N\ Im(f)] < [N\ Im(g)].
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Por tanto, IN\ Im(f)| = N\ Im(g)|.

(<) Sean f,g € Iny(N) tales que [N\ Im(f)| = [N\ Im(g)|. De esta manera,
(f,g) € D"v. Asi, de la proposicién 3.1.8 tenemos que D™ C J!m,

entonces (f,g) € J™.

4.3.1. Complejidad topoldgica de las relaciones de Green

Proposicion 4.3.3. E/ semigrupo Iny(N) es cerrado en NV,

Demostracion. Sea (f;);en una sucesion en Iny(N) tal que (f;)ien — f. Sean x,y €
N tales que f(z) = f(y).

Como f; — f, por la Proposicién 2.2.20, existen my, ms € N tales que

fe(z) = f(x) paratodo k > my.
fr(y) = f(y) paratodo k > m,.

Considere m = max{mg, m,}. Note que para cada k > m

fe(x) = f(@) y fuly) = [(y).

Entonces, como f(z) = f(y) tenemos que
fr(x) = fr(y) paratodo k > m.
Por lo que =z = y. Asi, f € Iny(N).

]

Lema 4.3.4. Sea A C N finito, entonces el conjunto C(A) = {f € Iny(N) : N\
Im(f)= A} esGs en Iny(N).

81



Demostracion. Note que

C(A) ={f € Iny(N): ACN\ Im(f)}
= ({f € Iny(N) s a ¢ Im(f)}

a€A

= ({f € In(N) : (vk € N)(f (k) # a)}

a€A

= () (u(k,a))¢ N Iny(N)).

a€A keN

Donde (u(k,a))° es el complemento del abierto basico u(k,a). Por tanto, C(A) es

cerrado en Iny(N). Ahora, note que

Cy = {f € Iny(N) : N\ Im(f) C A}
= ({f € Iny(N) : (n ¢ (Im(f))°) V (n € A)}

neN

= ({f € Iny(N) : (n € Im(f)) V (n € A)}

neN

= ﬂ U u(k,n) N Iny(N).

neN keN

Asi, C(A)" es G5 en Iny(N) y por tanto C(A) = C(A) N C(A)" es Gs en Iny(N).

Proposicion 4.3.5. £ D™ y 7" son AY en Iny(N).

Demostracion.

(f.9) € L™ <= [N\ Im(f)] =[N\ Im(g)|
< (Fn e N)(IN\Im(f)] = [N\ Im(g)| = n) v (IN\ Im(f)] = [N\ Im(g)| = o0).

Considere el conjunto Z = {f € Iny(N) : N\ Im(f) esfinito}. De esta manera
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tenemos que

U {f € Iny(N) : N\ Im(f U Cy.

AE[N]<“’ ]<w

Del Lema 4.3.4 tenemos que C4 es G; en Iny(N). Por tanto Z es XY en Iny(N).

Ahora, considere el conjunto

K ={f € Iny(N) : N\ Im(f) es infinito}
={f € Iny(N) : (Ym € N)(In > m)(n € N\ Im(f))}
={f € Iny(N) : (Vm € N)(In > m)(Vk € N)(f(k) #n)}
(

meNn>m keN

Por tanto, K es IT3. en Iny(N). De esta manera, L™ = (Z x Z)U (K x K) es A en
Iny(N).

[
Proposicion 4.3.6. R/ y H!™ son G5 en Iny(N).
Demostracion. De la Proposicion 4.3.2 tenemos que
HIM =R = {(f,9) € Iny(N) x Iny(N) : Im(f) = Im(g)}
={(f.9) € N": Im(f) = Im(g)} N (Iny(N) x Iny(N))
=R N (Iny(N) x Iny(N)).
Por la Proposicion 4.2.5, RN es G5 en NV. Tenemos que R'™ es G5 en Iny(N).
[

83



Tabla 6. Complejidad topoldgica de las relaciones de Green en Iny(N)

Complejidad Topolégica
L|IR|H|D| J
Iny(N) vV oAV Gs|Gsl Al Al

Semigrupo | Polaco

4.4. EL SEMIGRUPO Sob(N)

Consideremos el siguiente semigrupo.

Sob(N) = {f € NV : f es sobreyectiva}.
Proposicion 4.4.1. E/ semigrupo Sob(N) no es semigrupo regular.

Demostracion. Sea f € Sob(N) un elemento regular. Mostraremos que f es biyecti-
va y en particular, Sob(N) no es regular. Sea g € Sob(N) tal que fogo f = f. como
f es sobreyectiva, por el Lema 2.2.14 existe h inyectiva tal que f o h = 1y. De esta

manera,

fogof=Ff = fogofoh=foh
fogoly=In
fog:1N.

Entonces g es inyectiva. Luego, g es biyeccion. Por lo que existe ¢g~! biyectiva. Asi

f=1yo0g . Porloque, f es biyectiva. O

La prueba de la proposicion anterior es similar a la prueba de la Proposicion 4.3.1.

Ademas, podemos concluir el siguiente resultado.
Corolario 4.4.2. Sea f € Sob(N) entonces f es regular si y solo si f es biyectiva.

La siguiente definicién sera de utilidad para la caracterizacién de las relaciones de
Green en Sob(N).
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Definicion 4.4.3. Seanr € Ny f € Sob(N). Definimos

M/ ={neN:|f(n) =1}

M{ = {n e N: f~Y(n) es infinito}.

En la siguiente proposicion caracterizamos las relaciones £,R,H y D en Sob(N).
Sin embargo, nos queda la pregunta de la caracterizacion de la relacién 7 en este
semigrupo. Este semigrupo resalta en nuestra investigacion, debido a que es el uni-

co semigrupo de los que estudiamos en donde las relaciones Dy 7 no son iguales.

Teorema 4.4.4. Sea f,g € Sob(N). Entonces 75ob

a. (f,g) € L9 < Ker(f) = Ker(g).
DSob

.
/

Sob

b. (f,g) € R°® <= Vn € N |[f}(n)| =

g~ (n)]- Esﬁ///’
hN

RSob
c. (f,g9) € D5 «— Vr e N|M/S| =|MJ|.

Demostracion.  a. (=) Sea (f,g) € £5° entonces existen h, j € Sob(N) tales que

f=hogyg=jof. Noteque

Ker(f) ={(z,y) e Nx N: f(z) = f(y)}.
C{(z,y) eNxN:ko f(z) =ko f(y)}.
= {(z,y) e Nx N: g(z) = g(y)}.
= Ker(g).

Con un argumento por simetria, obtenemos que Ker(g) C Ker(f). De

esta manera, Ker(f) = Ker(g).

(<) Ahora, sean f,g € Sob(N) tales que Ker(f) = Ker(g). Definah : N — N
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como sigue
h(z) = f(y) donde y € g~'(x).

Note que h esta bien definida, ya que Ker(f) = Ker(g) y g '(z) =
fHx) # 0, pues f,g € Sob(N). Veamos que h € Sob(N). Sea z € N,
como f es sobreyectiva, existe y € N tal que f(y) = 2. Ahora, como g
es funcion tenemos que ¢(y) € N. Considere x = ¢(y), note que y €
g ' (g(y)) = g '(x). De esta manera, h(z) = h(g(y)) = f(y) = 2. Por tanto,
h € Sob(N).

Ahora veamos que f = hog. Sea z € N. Como g(z) € Im(g), elija

y € g (g(x)). Por tanto

hog(x) = h(g(x)) = f(y).

Como y € g !(g(x)), entonces g(z) = g(y), es decir, (z,y) € Ker(f) =
Ker(g) de esta manera tenemos que f(x) = f(y). Luego, ho g(z) = f(z).
Anélogamente, hallamos k € Sob(N) tal que g = ko f. Y por ende, (f,g) €
‘CSob'

Sean (f,g) € R, luego existen h,k € Sob(N) tales que f = gohy g =
fok.Seann e Ny T = f~!(n). Como f = goh. Entonces, h(T) C g~*(n).
Ahora como h es sobreyectiva tenemos que g~ (n)| < |f~*(n)|. Con un

argumento simétrico, tenemos que |f~*(n)| < |g~(n)|.

Sean f,g € Sob(N) tales que paracadan € N, |f~*(n)| = |¢g~*(n)|. Luego,
para cada n € N existe j, : f~'(n) — ¢~ '(n) biyectiva. Defina h : N — N

de la siguiente manera

h(z) = jn(x) conn € Ntalque z € f~(n).
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Note que h esté bien definida pues f es

T T sobreyectiva.Veamos que h € Sob(N).

(@) Sea z € N, note que como g € Sob(N),
- /M existe m € N tal que z € g~'(m). Aho-
im)| " ra, considere j,,,, como esta funcion es
_n| sobreyectiva, existe = € f~!(m) tal que
Jjm(xz) = z. De esta manera, h(z) =

f Jm(x) = z y por tanto, h € Sob(N).

Finalmente, veamos que f = go h. Seaz € N,y n = f(z), entonces

goh(z) = g(h(z)) = g(jn(x)).

Note que I'm(j,) = g~'(n), lo que implica que j,(x) € g~!(n) es decir,

goh(x) = g(h(x)) = g(jn(x)) =n = f(z).

Por tanto, f = g o h.

Analogamente hallamos k£ € Sob(N) tal que g = f o k. Por lo tanto (f,g) €
RSob.

Sean f,g € Sob(N) tales que (f,g) € D = L£5° o R5. Entonces existe

h € Sob(N) tal que (f,h) € L5y (h,g) € R5. Es decir,
Ker(f) = Ker(h)y [h™!(n)| = |g~'(n)| para cada n € N.

Supongamos que existe r € N tal que |M/| # |MY|.

Caso 1. |M/J| < |MY|.

Como Ker(f) = Ker(h), entonces |MJ| = |M"|. De esta manera

| M| < |MY]. Asi, existe n € N tal que r = |g~*(n)| # |h~!(n)|. Lo que
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contradice que (g, h) € R,

Caso 2. |MY| < |M/|.

Como Ker(f) = Ker(h), entonces |M/| = |M"|. De esta manera
|MJ| < |MP!|. Asi, existe m € N tal que r = [g~'(m)| # |h~'(m)]|. Lo
que contradice que (g, h) € R,

Por tanto, |M/| = |MY|.

Sean f,g € Sob(N) tales que para todo r € N, |M/| = |[MY|. Sear € N,

considere
Al ={f"(n):ne M/}

Note que |Af| = [ M| = |M¢]. Luego existe j, : A} — M¢ biyectiva. Defina
h : N — N como sigue
ha) = j,.(f71(b)), siae f71(0) y|fH(b)]=r.

Note que & esta bien definida pues como f € Sob(N), entonces para cada

n € N tenemos que f~!(n) # (). Ahora, note que n € Mﬁ},l(n)', por tanto
g

M-y 7 0-

Veamos que h es sobreyectiva. Sea z € N como g € Sob(N) existe z € N
tal que g(z) = z. Luego, existe » € N tal que z € M¢. Ahora, como j,
es biyectiva tenemos que j,.(f~'(n)) = 2 para algin n € N. Por lo tanto,

considere a € f~*(n) note que h(a) = z. Asi, h € Sob(N).

Ahora veamos que (f, h) € £5°. Para ello veamos que paracadan € Ny

r = |f~!(n)| tenemos que
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Sea n € N. Note que

v € (G (f7H () == h(z) =j,(f'(n)) <= v € f(n)

Luego, f~1(n) = h™1(4.(f~(n)). Por tanto Ker(f) = Ker(h). Finalmente,
veamos que (g, h) € R,

Sea n € N, Note que como h € Sob(N) existe m € N tal que n =
J»(f~1(m)) donde r = |f~'(m)|. Entonces por definicién de j, tenemos

que n € MY. Luego, r = |g~*(n)|. Veamos que f~'(m) = h=!(n).
r€h M n) &= n=h(x)=74(f"m)) = ze€ f(m).
Por tanto, |h=1(n)| = |f~*(m)| = |g~(n)]|. Luego, (g, h) € R5.
[

A pesar de no tener una caracterizacion para la relacién 7 en este semigrupo, en
la siguiente proposicidn mostramos un ejemplo de dos funciones que no estan en

D5 pero si estan en 75,

Proposicion 4.4.5. D% £ 75

Demostracion. Considere las siguientes funciones
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Note que | M| =1 # 2 = |M{|. Luego (f, g) ¢ D5°. Sin embargo, observe que

90



L0 0 0

&

2 1 1 k g m
b A : s
vt 20 {on 0
v 5 ;‘S, 3 5 s 0
v 6" r il 1
h:fj;\‘ A L2 2h
x%\ - " 3 8 2 2
4 90 /) I 0/
‘10 - " 5 {gill — 3+
ot ) 5 -_5;7»-5% T — 3
ﬂll% "6 L6 4
¥12\ 6 6 a7 /‘ - =~ T4
i s R
) %'?_ 7 /‘ %? 7‘ o 61— | 6
z/ 8 /r'ii‘--

18- / L2 ;12 R
917 15 © > 8 8
22 9 ” 10 16 A5,
= 17 | 16‘:‘% 9 9
24 117+

- : 12 ; ' '
v33: 12;

: : «13

a2l 14 :

De esta manera, note que f =mogokyg=ho foj Portanto, (f,g) € J°.

[
4.4.1. Complejidad topoldgica de las relaciones de Green
Proposicion 4.4.6. E/ semigrupo Sob(N) es un G5 de N,
Demostracion. Note que Sob(N) = N U u(a,n). O

neN aeN

Proposicion 4.4.7. L5 es G5 en Sob(N).
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Demostracion. Del Teorema 4.4.4 tenemos que

L5 = {(f,g) € Sob(N) x Sob(N) : Ker(f) = Ker(g)}.
={(f,9) e NV: Ker(f) = Ker(g)} N (Sob(N) x Sob(N)).
= £ N (Sob(N) x Sob(N)).

Como Sob(N) es G5 en NV y £N" es cerrada en NV (por la Proposicion 4.2.4), tene-

mos que £ es G5 en Sob(N).

Lema 4.4.8. Seann € N y A C N finito. Entonces el conjunto
T(A,n) ={f € Sob(N) : f1(n) = A}

es AY en Sob(N).

Demostracion. Note que

T(A,n)" ={f € Sob(N): AC f1(n)}.
= ({f € Sob(N) : f(a) = n}

acA

= m u(a,n) N Sob(N).

acA
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Por tanto, como A es finito, entonces T'(A, n)" es abierto en Sob(N). Ahora, note que

T(A,n)™ ={f € Sob(N) : f~'(n) C A}
= (N UJ{f € Sob(N) : (f(j) =n) = (j = a)}.

jeNaeA

= (" U{f € Sob(N) : (j = a) V (£(j) #n)}

jeNacA

= (Y UJ{f € Sob(N) : f ¢ u(j,n)} U{f € Sob(N) : j = a}.

jeNacA

= (N U (G, m)° 1 Sob(N)) U{f € Sob(N) : j = a}.

jENaeA

Asi, T(A,n)™ es cerrado en Sob(N) y por tanto T'(A,n) = T(A,n)" NT(A,n)" es A
en Sob(N).

Teorema 4.4.9. R esTIS en Sob(N).
Demostracion. Sean f, g € Sob(N) note que
(f,9) € R = (YneN)(If (n)| =g~ (n)]).
= (M eN)(GkeN)(f ()] =g ()] =k V(f(n) =g (n)] = o0)).
Sean n, k € N. Defina

F(n, k) = {f € Sob(N) : | f~}(n)| = k}.
= |J {f € Sob(N): f7'(n) = A}

A€[N]k

= |J 174n).

A€[N]F

De esta manera, por el Lema 4.4.8, T(A,n) es AY en Sob(N). Luego F(n, k) es X9
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en Sob(N). Por otro lado, sea C(n) = {f € Sob(N) : f~'(n) es infinito}, entonces
C(n)={f e Sob(N): (YmeN)3s >m)(m € f'(n)=sc f1n)}

={f e Sob(N): (vmeN)3s>m)(m¢ f1(n)V(sec f1tn)}
= (" U (uls,n) U (u(m,n))¢) N Sob(N).

meN s>m

Entonces C,, es G5 en Sob(N). Finalmente, tenemos que

R =N <<U(F(n, k) x F(n, k:))) U (C(n) x C(n))> .

neN keN

Note que |J (F(n,k) x F(n,k)) es 39 en Sob(N). Por tanto, R es I3 en Sob(N).
keN
]

Corolario 4.4.10. 15 esTI3 en Sob(N).

Lema 4.4.11. Sear € N y A C N finito, entonces el conjunto
E(A,r) = {f € Sob(N) : M! = A}

T

es AY en Sob(N).
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Demostracién. Definamos por E(A,r)" al siguiente conjunto

E(A,r)" = {f € Sob(N) : A C M/}.

= ﬂ{fGSob(N):aEM,f}.

acA

= ({f € Sob(N) : | (a)| = r}.

a€A

= U {f€Sob(N): f*(a) = B}.

a€A Be|NJ"

= U 7(B.a).

a€A Be[N]"
Del Lema 4.4.8 tenemos que T'(B,a) es A en Sob(N) y como A es finito entonces

E(A;7)" es 9 en Sob(N). Ahora, sea E(A, 7)™ = {f € Sob(N) : M/ C A} = {f €

Sob(N) : A° C (MS)C}, donde X¢ es el complemento del conjunto X. Tenemos que

E(A,r)™ = ﬂ{feSab:agéMf}.

a€AC

= [V {f € Sob:[f(a)| #7}.

acAC

= () ({f€Sob(N): |f*(a)| = r})°

acAC

c
= | U {resom: = B})

acA¢ \ BC[N]”

=Nl U T(B,a)) :
}7"

a€A¢ \ BC|N

Asi, del Lema 4.4.8 tenemos que T'(B,a) es A9 en Sob(N), entonces E(A,r)" es
19 en Sob(N). Por tanto E(A,r) = E(A,r)" N E(A,r)™ es A en Sob(N). O

Teorema 4.4.12. D5 esT1§ en Sob(N).
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Demostracion.

(f.9) € D™ = (vr e N)(IM]| = [M?)).
= (Vr e N)((3k € N)(IM]| = [M?| = k) v (IM]] = |M7] = 00)).

Sean r, k € N. Defina

PF = {f € Sob(N) : |M/| = k}.
= |J {f € Sob(N): M = A},

A€[N]k

= |J E@A).

A€[NJk

De esta manera, del Lema 4.4.11 E(A,r) es A en Sob(N) entonces P* es 39 en

Sob(N). Por otro lado, sea Q, = {f C Sob(N) : M/ es infinito} entonces

Q. = {f € Sob(N) : (vm € N)(3s > m)(m € M! = s ¢ M))}.
= {f € Sob(N) : (Vm € N)(Is >m)(m ¢ M) Vv (s € M)}
—ﬂU{fESOb ):m ¢ MIYU{f € Sob(N) : s € M)}

ZmU({fESob( mEMf} (U{fESob (N): f~ ()B})
meN s>m Be[N]"

=N U ( U {/ € Sob(N) : £~ (m >B}> U(U T(B,s)).
meN s>m \ BE[N]" Be[N)"

nu(u >) u(u T<B7s>)
meN s>m \ Be[N]" Be[N]"
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Del Lema 4.4.8 tenemos que T'(B, s) es A3 en Sob(N) entonces

meN s>m  \ Be[N]"

(.

oQ=NU ( U T(B,m)) u( U T(B,s)).

N~
(0] 0
115 35
" /

A3

-~

=3

De esta manera obtenemos que Q. es IT$ en Sob(N). Finalmente, tenemos que

DS _ m ((U(prk’ % F,f“)) U (Qr x Qr)) :

reN keN

Por tanto, D°° es T1$ en Sob(N).

Tabla 7. Complejidad topolégica de las relaciones de Green en Sob(N)

Complejidad Topolégica
LR |H|D|J
Sob(N) | v/ | Gs | MO |19 | 1M9 | 2

Espacio | Polaco

4.5. EL SEMIGRUPO DE FUNCIONES CRECIENTES

Considere el siguiente conjunto.
Mon(N) = {f € NV : f es creciente}.

Proposicion 4.5.1. El conjunto Mon(N) es un cerrado en NV.

Demostracién. Sea (fi)ren Una sucesion en Mon(N) con f, — fenNY. Seann <m

en N. Entonces fi(n) < fx(m) paratodo k. Luego f(n) < f(m) pues la convergencia
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de fr a f es puntual. Por lo tanto, f € Mon(N). ]
Proposicion 4.5.2. E/ conjunto Mon(N) es un subsemigrupo de NV,

Demostracion. La composicidén de funciones crecientes es creciente. O
Proposicion 4.5.3. El semigrupo Mon(N) no es regular.

Demostracion. Sea f € Mon(N) inyectiva, tal que f # 1y. Supongamos que existe
g € Mon(N) tal que fogo f = f. Como f es inyectiva, por el Lema 2.2.14 existe
h € Sob tal que

hof=1y= hofogof=gof
go f=1ly.

Luego, g € Sob(N) y por tanto g = 1y. Asi tenemos que

Inof=1y= f=1n

Lo que contradice que f # 1n. Asi, Mon(N) no es regular.

Proposicion 4.5.4. Sea f,g € Mon(N). Enton-
ces

a. (f.9) eLM" = f=g

b. (f,9) € RM" = f=g.

¢ (f.g) eHM" = f=g.

d (f.9) eD¥" = f=g.

e (f,g) e T"" <= f=y
Demostracion. Para ello veamos e.
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(=) (f,g) € JM°". Luego existen h,j, k,m € Mon(N) tales que f = hogojy
g = k o f om. Entonces, para cada n € N tenemos que n < m(n). Asi, n <

f(n) < f(m(n)). Por tanto,

f(n) < k(f(n)) < k(f(m(n))) = g(n).

g(n) para cada n € N. Analogamente obtenemos que
f(n). Asi, f=g.

De esta manera, f(n) <
paracadan € N g(n) <

(<) Sea f € Mon(N). Como J¥°" es reflexiva tenemos que (f, f) € J*on,
De esta manera como JM" contiene a todas las relaciones de Green obtenemos

a,b,cyd. [

4.5.1. Complejidad topoldgica de las relaciones de Green

Corolario 4.5.5. £Y°" es cerrado en Mon(N).
Demostracion. Note que
LM = {(f,f): f € Mon(N)}.

Como Mon(N) es Hausdorff, tenemos {(f, f) : f € Mon(N)} es cerrado, entonces

LMo ag cerrado. ]

Tabla 8. Complejidad topolégica de las relaciones de Green en Mon(N)

Complejidad Topolégica
LR |H|D|J
Mon(N) | v/ [100 110 | 119 | 119 | 119

Espacio | Polaco
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4.6. EL SEMIGRUPO DE FUNCIONES FINITA-A-UNO

Considere ahora el conjunto
FU(N) = {f e NV (V2 € N)(f (=) es finito)}.

Proposicion 4.6.1. E/ conjunto FU(N) es un subsemigrupo I13 de NV,

Demostracion. Sean f,g € FU(N) entonces

(fog) (@) =g o f(2) =g (f'(x))

Como ¢~ !(f~!(x)) es finito, entonces f o g € FU(N). Ahora, observe que K, = {f €
NN f=1(z) es finito} es F, para todo z € N. Por tanto, FU(N) = ),y K. es I} en
FU(N).

O

Proposicion 4.6.2. E/ semigrupo FU(N) es regular.

Demostracion. Sea f € FU(N), veamos que f es regular. Considere g : N — N
dada por
x si y€Im(f)y x=min[f(y);
9(y) =
y si y¢&Im(f).
Veamos que g € FU(N). Para ello sea z € Ny sea z € g~!(z) entonces considera-

remos dos casos.

Caso 1. Siz € Im(f). Luego existe y € N tal que f(y) = z. Note que

g2)=z=min[f ()] =2e f1(2)= f(z) =2
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Caso 2. Siz ¢ Im(f). Note que ¢g(z) = z = x.

De lo anterior tenemos que g~ !(z) C {z, f(z)}. Luego, g € FU(N).

Finalmente, veamos que fogo f = f. Sea z € N, entonces

fogo f(z)= flg(f(2))).
= fly)  talquey=min[f~'(f(x))] =y € [T (f(2)).
= f(x)

Por tanto f es regular.

Proposicion 4.6.3. Sea f,g € FU(N). Entonces
a. (f,g) € LY «— Ker(f) = Ker(yg).
b. (f,g) € R"Y «— Im(f) = Im(g). D=J

c. (f,9) € H'Y <<= Ker(f) = Ker(g) y Im(f) =

7N\,
Im(g). \% e

d (f,g) € D'V < (f,g) € FU(N) x FU(N).
e. (f,9) eI < (f,9) € FUN) x FU(N).

Demostracion. Note que como FU(N) es semigrupo regular, del Teorema 3.1.13

tenemos que

LFUN) _ pNY A (FU(N) x FU(N)),
REVM) — RN (FU(N) x FU(N)),
P FUN) — /N A (FU(N) x FU(N)).
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De esta manera tenemos que

LFUMN) _ {(f,9) € FUNN) x FUN) : Ker(f) = Ker(g)},
REVN) — {(f,g) € FUN) x FU(N) : Im(f) = Im(g)},
HE = {(f,9) € FUN) x FU(N) : Ker(f) = Ker(g) y Im(f) = Im(g)}.

Asi, hemos probado a, by c.

d. (=) Obviamente D'V C FU(N) x FU(N).

(<) Sean f,g € FU(N). Luego X = {f~!(z) : = € N} es infinito numerable y
I'm(g) es un subconjunto infinito de N. Asi, existe j : X — I'm(g) biyectiva.

Defina h : N — N como sigue
W) =3(f"'(y) size f(y).

Es facil notar que h esta bien definida.

Ahora, veamos que h € FU(N). Sea z € Ny h(z) = z. Entonces z =
JUTHS (). Asi b= (z) = [ ().

Por otro lado, sea =z € N note que
rehH(z) <= h(x)=2=j(f"'(y) = z€ ().

Por tanto, Ker(f) = Ker(h), es decir, (f,h) € LIV,

Finalmente, claramente Im(h) C Im(j) = Im(g). Por otra parte, sea z €
Im(g) entonces existe £ € N tal que = = j(f~!(k)) pues j es biyeccion.
Luego, sea = € f~!(k) entonces h(z) = z. Por tanto, = € Im(h). Asi,

Im(g) = Im(h), es decir, (f,h) € RFY. Luego, (f,h) € DI'V.
e. Note que FU(N) x FU(N) = DFV C g%V C FU(N) x FU(N). Por tanto, 7%V =

102



FU(N) x FU(N).

4.6.1. Complejidad topoldgica de las relaciones de Green

Teorema 4.6.4. L'V DIV y 77V son 11 en FU y RYY, H'Y son Gs en FU.
Demostracion. De la Proposicién 4.6.3 tenemos que
L = {(f.9) € FUN) x FU(N) : Ker(f) = Ker(g)}.

={(f,9) e NV: Ker(f) = Ker(g)} N (FU(N) x FU(N)).
= V' N (FU(N) x FU(N)).

Como £N' es cerrada (por la Proposicién 4.2.4), tenemos que £V es cerrada en

FU(N). Similarmente, vemos que

R™ ={(f,9) € FUN) x FU(N) : Im(f) = Im(g)}.
= {(f,9) e N": Im(f) = Im(g)} N (FU(N) x FU(N)).
=R N (FU(N) x FU(N)).

Como RN es G5 entonces R*V es G5 en FU(N). De manera que H*V es G5 en

FU(N).
Finalmente, como DIV = 7%V = FU(N) x FU(N) sabemos que DV y 75V son ITY
en FU(N). N

Tabla 9. Complejidad topoldgica de las relaciones de Green en FU(N)

Complejidad Topoldgica
LIR|H|D| T
FU(N) X 10| Gy | Gs | 110 | I

Espacio | Polaco
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