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Resumen

TITULO: SEMIGRUPO DE PICARD Y ACCIONES PARCIALEY]
AUTOR: Jhoan Sebastian Baez Acevedd?]
PALABRAS CLAVE: Grupo de Picard; Semigrupo de Picard; Acciones parciales.

DESCRIPCION

El grupo de Picard de un anillo conmutativo con unidad R es un elemento de gran
trascendencia en la geometria algebraica, justamente por su dificultad para calcular y
sus aplicaciones a otras dreas, como por ejemplo en la teoria de Galois y teoria de
cohomologia. Justamente la idea de la sucesion exacta de Chase-Harrison-Rosenberg
en el contexto de extensiones parciales de Galois hizo que fuera necesario temer una
estructura algebraica que contenga el grupo de Picard, por esto fue necesaria la aparicion
del semigrupo de Picard como solucion a esté inconveniente.

Este trabajo consiste en estudiar algunos conceptos y resultados en torno a dicho semi-
grupo, asi como su aplicacion en el contexto de acciones parciales. En los dos primeros
capitulos nos enfocaremos en resultados fundamentales que nos permitan definir y tra-
bajar de forma adecuada el semigrupo en cuestion partiendo de la idea del grupo de
Picard.

En el tercer capitulo veremos algunos resultados fundamentales respecto al semigrupo
de Picard para usarlo en el cuarto capitulo que consiste en las acciones parciales, para
concluir con la construccion de una accion parcial de un grupo G cualquiera en el
semigrupo de Picard de un anillo conmutativo con unidad.

Ademds, finalizamos con el quinto capitulo enfocado en las personas que se encuentren
interesados en las acciones parciales, asi como la idea de la globalizacion de algunas
acciones parciales, que nos deja algunas prequntas abiertas y una posible continuacion
de los resultados del cuarto capitulo.

I Tesis.
2Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas.
DIRECTOR: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.



Abstract

TITLE: PICARD’S SEMIGROUP AND PARTIAL ACTIONS
AUTHOR: Jhoan Sebastian Baez Aceveddl
KEYWORDS: Picard’s group; Picard’s semigroup; Partial actions.

DESCRIPTION

Picard’s group of a commutative ring with unit R is an element of great importance in
algebraic geometry, precisely because of its difficulty in calculating and its applications to
other areas, such as in Galois theory and cohomology theory. Just the idea of the Chase-
Harrison-Rosenberg’s exact sequence in the context of Galois’s partial extensions made
it necessary to have an algebraic structure containing Picard’s group, so the appearance
of the Picard’s semigroup was necessary as a solution to be inconvenient.

This paper is to study some concepts and results around said semigroup, and their
application in the context of partial actions. In the first two chapters we will focus on
key results that allow us to define and work properly semigroup in question based on the
tdea Picard’s group.

In the third chapter we will see some fundamental results regarding the Picard’s semi-
group to use it in the fourth chapter consisting of partial actions, concluding with the
construction of a partial action of a group G anyone in the Picard’s semigroup of a
commutative Ting unity.

In addition, we completed the fifth chapter focused on people very interested in partial
actions, and the idea of globalization of some partial actions, which leaves some open
questions and a possible continuation of the results of the fourth chapter.

3Thesis.
4Faculty of Science, School of Mathematics.
DIRECTED BY: Dr. Héctor Edonis Pinedo Tapia.



Introduccion

Evariste Galois vivio durante los tumultuosos afios de la restauracién monarquica en
Francia después de Napoledén. El importante estudio que realizé sobre la resoluciéon
de ecuaciones algebraicas por medio de grupos de permutaciones ha brindado a las
Matematicas una de sus partes més bellas, conocida hoy de forma genérica en su honor
como teoria de Galois. Sus trabajos no recibieron la merecida atencién en su tiempo, y
no alcanzaron difusiéon entre la comunidad matemética hasta mas de una década tras
su muerte.

La teoria de Galois trata de representar la estructura de la extension generada por todas
las raices de un polinomio, por medio de sus simetrias. Para que este objetivo funcione
en un contexto general son necesarias dos condiciones: encontrar un campo donde vivan
las soluciones de dichos polinomios y que ningin elemento sea raiz multiple de todos
los polinomios que anula. Estas condiciones tienen que ver con los conceptos de cuerpo
de descomposicion y de extension normal, estos resultados estructurales sobre este tipo
de campos han sido altamente estudiados en los tltimos anos hasta llegar al siguiente
concepto:

L es una extension galoisiana de K (o de Galois de K ) si L es una extension normal
y separable de K.

Maurice Auslander y Oscar Goldman introdujeron el concepto de extensiones de Galois
para anillos conmutativos [2], luego de esto S. U. Chase, D.K. Harrison y A. Rosenberg
dieron varias equivalencias para la definicion de extension de Galois en [6], estableciendo

un teorema de correspondencia, obteniendo la sucesion exacta de siete términos que
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lleva el nombre de sucesién Chase-Harrison-Rosenberg [6] y [7]. Esta generaliza dos
resultados importantes de la cohomologia de campos de Galois que son el Teorema 90
de Hilbert y el isomorfismo entre el grupo de Brauer y el segundo grupo de cohomologia
del grupo de Galois. Desde ese momento la sucesion en cuestion ha tenido mucho peso
y ha sido motivo de estudio de algebristas de todo el mundo.

Por otra parte, las acciones parciales de grupos fueron introducidas en la teoria alge-
braica de operadores y han servido como herramientas poderosas para su estudio, los
primeros resultados algebraicos sobre estos nuevos conceptos fueron establecidos en [13],
[10], [24], [25], [17] v [9], v el desarrollo de una teoria de Galois basada en acciones par-
ciales [11], estimulando la creciente actividad algebraica en torno a acciones parciales.
En particular, los resultados en teoria de Galois parcial se han obtenido en [3], [4], [5],
[14], 18], [22].

Por lo tanto, una de las preguntas que apareci6 fue ;Cual es la version de la sucesion
exacta de Chase-Harrison-Rosenberg en el contexto de extensiones parciales de Galois?
Para responder esto fue necesario introducir un semigrupo asociado al grupo de Picard
(Pic(R)).

El grupo de Picard seré el motivo de estudio de este proyecto como via de acceso al
estudio del semigrupo de Picard, de la misma forma trataremos de obtener acciones
parciales en dicho semigrupo. Este trabajo busca analizar y estudiar las acciones par-
ciales aplicadas a PicS(R), asi como una ciertas caracterizaciones con las que podemos

representar dicho semigrupo.
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Objetivos

Objetivo General

Estudiar el semigrupo de Picard PicS(R) y obtener una accion parcial para tal semi-

grupo.
Objetivos Especificos

= Adquirir una fundamentacion tedrica fuerte en los topicos referentes a R-modulos

proyectivos finitamente generados, donde R es un anillo conmutativo.
= Estudiar el grupo de Picard clasico y obtener ejemplos no triviales.

» Adquirir conocimientos bésicos sobre acciones parciales con el proposito de ex-

ender una accion parcial « en R a una accién parcial o en Pi .
tend | R l o* PicS(R

12



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se establecen algunos conceptos y resultados conocidos del algebra
conmutativa y no conmutativa, que son fundamentales en el desarrollo y comprension
de los capitulos posteriores. Varios de estos conceptos y resultados preliminares, asi
como algunos ejemplos aparecen en [I, [19] y [2I], por tanto para las demostraciones y
demés detalles faltantes recomendamos consultar en estas referencias.

En todo este trabajo la letra R denotara un anillo conmutativo con 1.

1.1. Definiciones Basicas

Definicién 1.1. Un anillo R es llamado anillo local si tiene un sélo ideal maximal.

Si R tiene un numero finito de ideales maximales, R es llamado anillo semilocal.

Asi mismo, definimos U (R) las unidades de R como sigue:
U(R)={x € R: Jy € R tal que xzy = 1}.

Teorema 1.1. Sean Iy, 1,...,1I, ideales de R, tales que I, + I; = R, para © # j.

Entonces:

(1) LO-NL,=1-1,
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(2) Tenemos un isomorfismo de anillos

R/Huth/hme/Q

Este teorema es conocido como el Teorema chino del Residuo.

Definicion 1.2. El Radical de Jacobson J (R) de un anillo R es la interseccion de los

ideales maximales de R. Es decir
J(R) := ﬂ {m: m es maximal en R}.

Veamos ahora la definicion de uno de los objetos algebraicos fundamentales en nuestro

trabajo:

Definicion 1.3. Sea M un grupo abeliano y R un anillo conmutativo. Decimos que M

es un R-moédulo, si existe una operacion llamada "producto por escalar"

RxM — M

(r,m) — rm

tal que para todo r,7" € R, m,m’ € M tenemos las siguientes:

(r+rYm=rm+1rm,
w r(m+4+m)=rm+rm,
s (r-r)ym=r('m),

m lp-m=m.

Ejemplo 1.1. Si I es ideal de R, R/I es un R-mddulo, donde

RxR/I — R/I
(rpa+1) — rx+1.
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En particular para todo n € N, Z,, es un Z-mddulo.

Sean M y N R-moédulos, una funcién f: M — N es un homomorfismo de R-mddulos

si para todo m,m’ € M y r € R tenemos:
w f(m+m)=f(m)+ f(m),
= frm) =rf(m).

Analogamente a el caso de grupos o anillos, se definen monomorfismos, epimorfismos e

isomorfismos de R-moédulos. Ademas definimos:

Homgr (M,N)={f: M — N : f eshomomorfismo}

el grupo de los homomorfismos de R-mo6dulos entre M y N donde la operacion es la

suma usual de funciones. Por lo tanto, dicho grupo es abeliano.

Ejemplo 1.2. Hompg (M, N) es un R-mddulo.

Para esto considere:

R x Homg (M,N) — Hompg(M,N)
(r, f) — rf

donde,
rf: M — N

m — rf(m).

Claramente rf € Hompg (M, N) pues dados m,m’ € M, tenemos que (rf) (m+m') =
rf(m+m')=rf(m)+rf(m). Ademds (rf) (r'm) =1 (rf (m)).

Proposicion 1.2. Si M es un R-mddulo, Hompg (R, M) ~ M como R-mddulos.

Definicion 1.4. Sea M un R-médulo y N C M. N es un submédulo de M. Si N

es subgrupo de M y para todo r € R, n € N tenemos que rn € N.
Si N es submoédulo de M, escribimos N < M.
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Ejemplo 1.3. Si M es un R-mddulo y {M;},. es una familia de submddulos de M.

Entonces:

ZMi = {ij : JCX, Jes finitoym; € Mj}

= jeJ

es submodulo de M.

Ejemplo 1.4. Si M es un R-mddulo y {M;},. es una familia de submddulos de M.
Entonces (\M; es un submddulo de M.

iel
Ejemplo 1.5. Sea M un R-maddulo y S C M, entonces:

<S>:{2n:7’isi : 1 € R, SZ’GS}Z ﬂ J.

=1 Jel(M)

(S) es el submddulo generado por S.

Ejemplo 1.6. Sean M un R-modulo e I ideal de R. El submddulo generado por I en
M es:

IM—{ZTW%' €1, m; e M, nEN}.

i=1
Sif: M — N esun homomorfismo de R-modulos, tenemos que ker f = {z € M : f(z) =0}

y imf = f(M). Entonces definimos el cokernel de f como sigue:

cokerf = N/imf'

Ejemplo 1.7. Si f € Hompg (M, N), entonces ker f < M y imf < N.
Ahora sea M un R-moédulo y N < M, entonces M /N es un R-moddulo con la accion:

Rx(M/N) —- M/N
(rrm+N) +— rm-+ N.

Observacion 1.1. Si N es solamente subgrupo abeliano de M, puede ocurrir que
M /N no sea modulo, por ejemplo Q es un Q-espacio vectorial y Z es subgrupo de Q

que no es Q-modulo, se puede ver que Q/Z no es un Q-modulo.
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Al igual que para grupos y anillos, en los R-médulos también se cumplen los teoremas

del isomorfismo, en este caso son:

(1) Si f € Homp (M, N), entonces f (M) ~ M/kerf como R-moédulos. En particular
si f es epimorfismo N ~ M/kerf'

(2) Si My, My < M, entonces (M; + Mz)/ ~ MQ/ como R-modulos.
M, My N M,

(3) Si My < My < M, entonces M/, ~ M/Ml/ Ma/py, como R-médulos.

(4) Si N < M existe una correspondencia uno a uno entre:

{Submédulos de M que contienen a N} <— {Submodulos de M/}
N’ — N'/n

Si {M;},.; es una familia de submédulos de M, se tiene que Y M; < M. Si Y m; =0,
i€l jel
implica que m; = 0, para todo j € J, en este caso decimos que Y M; es directa y
i€l
escribimos:

> M; =P,

iel el

el cual es llamado de suma directa interna.

Definicion 1.5. M es un R-mdédulo libre, si existe una familia {M;},., de R-modulos

tales que

M ~ EPM;
iel
y M; ~ R como R-modulo.
Note que si M es un modulo libre y N ~ M, entonces N es un modulo libre.

Proposicion 1.3. Sea M un R-mddulo. Son equivalentes:

(1) M es mdodulo libre.

17



(2) Erxiste X C M tal que (X) =M y si x1,29,....;xp € X, 11,...,T, € R tal que

n

Zrixi:O = r=--=r,=0.

i=1
Para todo n € N.

El conjunto X de la Proposicion es llamado base para M.

En particular se dice que un R-médulo libre es un R-mo6dulo L con una base {x; : i € I},
esto es, todo elemento x € L se escribe de forma tnica como x = > \;x;, donde \; € R
y son todos nulos excepto un numero finito de indices. !

Observacion 1.2. Cabe resaltar que los moédulos libres no se comportan como los
espacios vectoriales, por ejemplo:

Considere Z como R-moédulo, note que Z = (H), donde H = {2,3}, pero no es cierto
que {2} o {3} generan Z. Por lo tanto, no todo conjunto generador contiene una base,
tampoco es cierto que todo conjunto linealmente independiente puede ser extendido a

a una base.

Ademas no todo R-moédulo es libre, pues Z,, como Z-moddulo no es libre.

1.2. Lema de Nakayama

El lema de Nakayama es uno de los resultados mas famosos del algebra conmutativa,
dicho resultado tiene muchas versiones (equivalencias) que seran bastante ttiles para

nuestro trabajo.

Lema 1.4 (Lema de Nakayama).

V1. Si M es un R-mddulo finitamente generado, J (R) M = M, entonces M = 0.
V2. 5t M es un R-modulo finitamente generado, N un R-submodulo de M y M =
N+ J(R) M, entonces M = N.

V3. St M es un R-mddulo finitamente generado y ¢ : M — M/J(R)M un ho-

momorfismo. Si ¢ (m1),...,¢(my,) generan a M/J (R) como R-mddulo, entonces

M

18



ma,...my genera a M como R-mddulo.

Este resultado tiene aplicaciones interesantes, sobretodo si R es un anillo local.

1.3. Sucesiones Exactas y Producto Tensorial
Sea ¢ : -+ — M;_,4 L> M; M M;;; — --- una familia de R-moédulos y R-

homomorfismos. Si imf; = ker f;11, ¢ es llamada sucesién exacta.

Ejemplo 1.8. La sucesion:

0— M -5 N

es exacta si y solo si f es inyectiva. La sucesion:
M- N-—0

es exacta st y solo si f es sobreyectiva.

Por lo tanto una composicion de los dos ejemplos anteriores garantiza que
0>M-LNZ P50

es exacta si y solo si f es inyectiva y g es sobreyectiva y imf = ker g.

Proposiciéon 1.5. Sea 0 — M’ = M 5 M” — 0 una sucesion ezacta de R-mddulos.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) Ewiste un homomorfismo de R-mddulos s : M" — M tal que pos =14, ,,.
(2) Eziste un homomorfismo de R-mddulos r: M — M' tal que roi =14, ,.

En particular, si se cumple cualquiera de estas, M ~ M'&M".

Definicién 1.6. Las sucesiones exactas 0 — M' — M — M" — 0 se llaman su-
cesiones exactas cortas. Diremos que una sucesion exacta corta escinde si verifica

cualquiera de las condiciones de la Proposicién anterior.
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Proposicion 1.6. Toda sucesion exacta 0 — M’ S MBL—0de R-modulos, donde

L es libre, escinde.

Ahora veamos el producto tensorial entre moédulos, pero primero un resultado funda-

mental para la construcciéon de dicho producto.

Teorema 1.7 (Propiedad Universal). Sean M, N y P R-mddulos, existe un inico
R-maodulo T y una funcion @ : M x N — T tal que para cualquier f : M x N — P

bilineal existe un tnico f: T — P tal que f = f o ®.

Como un bosquejo de la demostracion, considere el R-moédulo libre R[M x N] =

@ R(m,n). En R[M x N| tomemos el subconjunto

(m.n)eMxN

Entonces T'= R [M x N]/<S>

Denotamos T'= M ®g N el producto tensorial de M y N. La clase (m,n) de (m,n)

en T es denotada por m ®x n que es llamado el tensor elemental. Asi dado = € T,

tenemos que existe n € N tal que:
n
x:ZminRni en M ®r N.
i=1

Observacion 1.3. De ahora en adelante, cuando hablemos del tensor ® se sobreentendera

que es ® = ®g, a menos que se especifique lo contrario.

Note que para M y N R-moédulos, M ® N es un R-modulo via 7 - (m ®@n) = rm ® n,
de ahi r <Zml ® nz) = > rm; ®n;. Entonces, para M, N y P R-moédulos se cumplen

los isomorfismos de R-moddulos:
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(1)  M@N)@P~M® (N®P).
(2) M®N~Na M.

(3) R& M ~ M.

4) (M®N)® P~ (M®P)& (N P).
(5) Silesideal de R, R/; @ M ~ M/}

Proposicion 1.8. Sean M y M’ R-mddulos libres con bases {e;},.; vy {e}}jey entonces

! < . /
M ® M’ mddulo libre con base {ei ® ej}(i’j)dx].
Se puede mostrar que L es un R-mo6dulo libre con base dada por n elementos si y solo

si L ~ R™ como R-modulos.

Observacion 1.4. Para un anillo arbitrario S puede ocurrir que S™ ~ S™ con m # n,

por ejemplo sea R un anillo con 1z y considere:

CFMy(R) := {A = (a;j) cada columna de A es casi nula} :

ijEN *

Note que C'FMy (R) es un anillo con el producto de matrices y es un C FMy (R )-médulo.
Ahora

A — (columnas impares de A, columnas pares de A)

es un C'FMy (R) isomorfismo, esto es CFMy (R) ~ CFMy (R).

Pero como R es conmutativo R™ ~ R™ si y solo si m = n, para ver esto sea m ideal

maximal de R, entonces tenemos los isomorfismos de R / m espacios vectoriales
ror/ ~(r/ ) vy r"eRr/ =(r/ )
m m m m

21



(0] = (5],

espacios vectoriales, lo que implica n = m.

1.4. Producto tensorial de Homomorfismos

Sean f: M — M’y g: N — N’ homomorfismos de R-mo6dulos, entonces:

MxN — M®eN
(m,n) = f(m)©g(n)

es bilineal. Luego por la propiedad universal, existe un homomorfismo de R-modulos
f®g: M@N — M @ N
Ahora, el producto tensorial es exacto a la derecha, esto es, si
ML NS PO

es exacta, entonces

MoT B NoT poT =0

es exacta para cualquier R-modulo 7'.

Definicién 1.7. un R-médulo plano es un R-moédulo N tal que si
0—>M —>M-—M —0
es una sucesion exacta de R-modulos, entonces

0 >M@rN —->MrN —>M' @z N =0

22



es exacta.

1.5. Topologia de Zariski

El espectro de un anillo R es el conjunto:
SpecR := {p: p esideal primo de R}.
Dado I ideal de R, denotamos
V(I):={p € SpecR: p 21}

este conjunto es llamado la variedad cortada por I.
Proposicion 1.9. Sean I, J ideales de R, entonces
(1) Si I C J, entonces V(1) 2V (J).
(2) V(0) = SpecR y V (R) = 0.
B) VUIJ)=V({INnJ)=V(I)uV(J).

el

(4) V (ij) = NV (Ji), para cualquier familia de ideales {J;}

iel iel
Por lo tanto, los conjuntos V' (I) con [ ideal de R, verifican los axiomas de cerrados en
un espacio topoléogico, dicha topologia del cual estd dotado SpecR es conocida como la
Topologia de Zariski. Luego en Spec(R) tenemos una topologia cuyos abiertos son

de la forma SpecR\V (I), con [ ideal. Para x € R definimos:
D (z):={p e SpecR: x ¢ p}.

Asi D (z) = SpecR\V ({x)), se puede probar que los D (z) son abiertos basicos de la
topologia de Zariski.
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Veremos una relacion que existe entre los idempotentes de R y las componentes conexas

de Spec(R).

Lema 1.10. Siz € [\ p, entonces x es nilpotente.
peSpecR

Proposiciéon 1.11. SpecR es disconexo, si y solo si R contiene idempotentes no tri-

viales (e # 0, 1).

Demostracion. Seae € Ridempotente no trivial, veamos que SpecR = D (e)UD (1 — e).
Seap € SpecR,sip ¢ D (e)UD (1 —e), entonces e, 1 —e € p,asie+(1 —e) =1 € p, que
es una contradiccion. Ahorasip € D (e)ND (1 —e),e¢ pyl—e & py como p es primo
e(l—e)¢p,asi0¢p que es una contradiccion. Es decir, la union D (e) U D (1 — e) es
disyunta y D (e), D (1 — e) son abiertos.

Reciprocamente, supongamos que SpecR es disconexo y escribamos SpecR =V (I) U
V' (J), por tanto no existe p € SpecR tal que p O I y p O J, asi ningun ideal maximal
m de R contiene a I 4+ J, entonces I + J no es ideal propio y I + J = R. De esta forma
existen x € I,y € J tal que x4y = 1. Por otro lado como todo p € SpecR estaen V (1)
oV (J), tenemos que p D INJyasizy € ()] p, luego xy es nilpotente y asi existe
m € N tal que (zy)"™ = 0. Ahora, cualquier ;EZZld;rimo que contiene a ™ contiene a x
y analogamente cualquier ideal primo que contiene a y™ contiene a y, asi ningun ideal
primo contiene a (z™,y™) y tenemos (z™,y™) = 1, entonces existen 7, s € R tales que
1=ra™+ sy™.

Por lo tanto

(rz™) (sy™) = rs(zy)" =0

(7“:17”)2 = (rz™) (1 —sy™) =ra™
(sy™? = sy
re™ +sy™ = 1.

Asi, {rz™, sy™} es un conjunto completo de idempotentes ortogonales. Ademas, V' (I) C

V ({ra™)), V(J) C V ({(sy™)). Como V ((rz™)) NV ({(sy™)) = 0 tenemos que V (I) =
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V ((ra™)) y V(J) =V ((sy™)), luego ra™ y sy™ son idempotentes no triviales. @

1.6. Localizacion

Sea R un anillo. Un conjunto multiplicativo S C R es un conjunto tal que:
(1) 1eS.
(2) Dados s,t € S, st € S.

Para S C R multiplicativo. La localizacién S™'R de R con respecto a S es

S_IR:{E: a € R, SGS}.

aq (05}
Donde — = — si y solo si existe t € S tal que ¢ - (a182 — azs;) = 0. Anélogamente
S1 52

se define la localizacion para modulos, sea M un R-moédulo y S

N

R multiplicativo,

entonces:

S’lM:{T: m e M, SES}.

S

En particular, S~'M es un S~!R-modulo.
Proposicién 1.12. Si S es multiplicativo, entonces S~'R es un R-mddulo plano.

Definicién 1.8. Si S = R\ p con p € Spec (R), el modulo S™*M es denotado M,,.
Entonces M, ~ R, ® M como R, médulos y

(M ®R N)pﬁMp ®Rp Np. (11)

Donde el altimo isomorfismo se sigue del hecho que para cualquier S C R multiplicativo,

el siguiente homomorfismo:

fr M ®,_,, ST'N — ST (M®gN)

m n mrn
P ®7 — |_>
s SR p rs
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es un isomorfismo de S™!R-modulos. En particular si S = R\p tenemos la conclusion

LIl

Proposicion 1.13. Sea M un R-modulo. Son equivalentes:
(1) M =0.
(2) M, =0 para todo p € Spec(R).
(3) My =0 para todo m mazimal en Spec(R).

Luego ¢ : M — N un homomorfismo de R-mddulos, es inyectivo si y solo si ¢, : M, —

N, es inyectivo para todo p € Spec(R), en particular para los ideales maximales.

Proposicion 1.14. Sea M 2y N -5 P una sucesion de R-mddulos, entonces ella
es exacta si y solo st My P, Ny 22 P es exacta para todo m mazimal si y solo si

M, LN N, AN P, es exacta para todo p € Spec(R).

Proposicién 1.15. Si f : M — N es un homomorfismo de R-modulos y f, : M, — N,

es un isomorfismo, para todo p € SpecR, entonces f es un isomorfismo.
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Capitulo 2

Grupo de Picard

En este capitulo estudiaremos el grupo de Picard de un anillo conmutativo R con unidad
y daremos algunos ejemplos de como calcular este grupo, asi como algunos resultados
interesantes que caracterizan dicho grupo.

Iniciamos presentando algunos resultados preliminares sobre moédulos proyectivos que

seran usados para la construccion de tal grupo.

2.1. Mobdulos Proyectivos

Un submoédulo de un R-moédulo libre L puede no ser un sumando directo de L, por otro
lado pueden existir sumandos directos de L que no son libres, basados en esto definimos

un modulo proyectivo.

Definicion 2.1. Un R-moédulo P es llamado proyectivo si es sumando directo de un

R-modulo libre.

En otras palabras, P es proyectivo si es submoédulo de un R-médulo libre L y existe un
submoédulo  de L tal que P®(Q) = L. Note que () también sera un R-modulo proyectivo.
Se puede probar que todo R-moédulo es imagen homomorfa de un R-moédulo libre. Es

decir, si M es un R-modulo entonces existe un R-moédulo libre L y una proyecciéon
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L — M — 0. Los R-mo6dulos proyectivos son aquellos para los cuales la sucesion exacta
L — M — 0 se escinde.

Veamos una proposicion que caracteriza los R-modulos proyectivos.
Proposicion 2.1. Sea P un R-mddulo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) P es proyectivo.

(2) Dado el diagrama

J!'J

M —m—> N —m—m =

de R-modulos, donde 6 es sobreyectiva, existe un homomorfismo de R-mddulos

o*: P — M tal que el diagrama

rd J!J
rs

ot 7
’

vy (e}

s
»
M —+ N — ()

)

es conmutativo.

(3) Si0 — M’ 5 M % N — 0 es una sucesion ezvacta de R-mddulos, entonces la

sucesion de R-maddulos

0 — Homp (P, M') 55 Hompg (P, M) %S Hompg (P,N) — 0
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es exacta, donde B, y o, son dadas por B, (f) = Po f ya.(g) = aog, para todo
fe Homgr(P,M') yge Hompg (P, M).

(4) Toda sucesion exacta de R-modulos M % P =0 se escinde.

(5) Existen conjuntos {p;: i € I} en P y{fi: i € [} en P* = Hompg (P, R) (cono-
cido como el dual de P) tales que para todop € P, p=>_fi (p)p; donde f; (p) =0

excepto para un numero finito de indices.

La condicién (5) es conocida como el lema de la base dual y {f;,p;},c; es llamada la
base dual de P.

Para la demostracion de la Proposicion [2.1] necesitamos el siguiente resultado.

Lema 2.2. Sea X un conjunto no vacio, entonces existe un R-maddulo libre con base

X.

Demostracion. Sea X un conjunto no vacio. Se define el R-modulo libre @ R que es el
conjunto de aplicaciones de X en R tal quesi f € @ R, entonces f (x) = 0 salvo para
una cantidad finita de z, adicionalmente definimos la suma y el producto por escalar

como sigue:

(f+9) (@) =f(2)+g (),
(rf) (x) =rf(z).
Claramente @ R es un R-moédulo, ademas
u: X — xR
r = T

tal que T(z) = 1y T(y) = 0 para x # y. Tome f € Py Ry {z1,22,...,2,} T X
tal que f(y) = 0siy & {x1,x9,...,2,}. Entonces f = > r;7;, donde f(x;) = r;, asi
X ={Z: z € X} genera a @y R. Por otro lado, si > r;z; = 0 implica que r; = 0,
entonces X es linealmente independiente.

Por lo tanto X es una base para DR &
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Ahora si procedemos a demostrar la Proposicion [2.1]

Demostracion. (1 = 2)

Considere el siguiente diagrama con 6 sobreyectivo

Como P es sumando directo de un R-médulo libre L, existe un submodulo @ de L tal
que L = P@®Q. Sea 7 : L. — P la proyeccion canonica, consideremos la base {e; : i € I'}
de Lysean; =com(e;) € N para cada i € I. Como 0 es sobre, existe m; € M tal que
0 (m;) = n;, para cada i € I.

Definimos 7 : L — M por

. (Z/\ieZ) = himi,

i€l el

donde ambas sumas son finitas. Note que 7 es R-lineal y 8 o7 = o o 7, por lo tanto
ot =T|p.

(2=3)

Considere la siguiente sucesion exacta
0M B M N0,
y probemos que
0 — Homp (P, M') 55 Hompg (P, M) %S Hompg (P,N) = 0

es exacta.
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Si B« (f) = 0 para algin f € Hompg (P, M’), entonces o f (p) = 0 para todo p € P,
luego f (p) € ker 5 = {0} para todo p € P. Luego f = 0, es decir 3, es inyectiva.

Sea g € Hompg (P, M), si g = fo f para algin f € Hompg (P, M'), tenemos que s (g) =
aog=(aof)of =0,luego g € ker a,. Esto muestra que g, (Hompg (P, M')) C ker .
Reciprocamente, sea g € ker o, entonces aog = v, (g) = 0, asi «o g (p) = 0, para todo
p € P. Luego ¢ (p) € kera = §(M’), para todo p € P y por lo tanto existe z, € M’
tal que (3 (z,) = g (p), para todo p € P. Definimos f : P — M’ por f (p) =z, € M’ tal
que B (x,) = g (p), para todo p € P. Note que f € Hompg (P, M'), ademas:

Be(f)(p) = (Bof)(p)=B(f(p) =B (xp) =g (p) paratodop € P,

luego g = B. (f). Asi, g € B, (Hompg (P, M")), entonces B, (Hompg (P, M')) = ker a.
Solo falta ver que «, es sobre, para esto sea v € Hompg (P, N), de esta forma tenemos
el diagrama:

1'}

(8
M - N - ()

Por (2) existe v, € Hompg (P, M) tal que oy, = 7y, tenemos que o, (7«) = 7.
(3=14)

Supongamos que la sucesion de R-modulos M 2% P 0 es exacta. Entonces,
0 NSME P50 (2.1)
donde N = ker ¢, luego es exacta. Por (3) sabemos que
0 — Homp (P,N) %5 Homg (P, M) % Hompg (P,P) — 0
es una sucesion exacta. Luego, dado iqap € Homp (P, P) existe ¢ € Hompg (P, M) tal
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que:

Gy () = iap = potp =iqp,

por lo tanto la sucesion dada por es una sucesion exacta que escinde.
(4=15)
Sea P generado por {p; : i € I} como R-mo6dulo. Sea L un R-moédulo libre con base
{e; : i € I}. Definimos el homomorfismo de R-modulos p : L — P, tal que p(e;) = p;
para todo 7 € I. Note que

L& P—0

es exacta y escinde por (4). Entonces existe un homomorfismo de R-modulos § : P — L

tal que pod =igp. Sea m; : L — R la i-ésima proyeccioén canonica, esto es
T (Z)\jej> = )\Z Vi e 1.
J

Definimos f; : P — R tal que f; = m; 0 d, para todo i € I.
Note que {f; : i € I} C P*. Ahora, para todo p € P tenemos:

0 (p) = Z)\iei = Zfi (p) " €4,

il icl

con \; = f; (p;) = 0 excepto para un numero finito de indices 7, ademas

el el icl

p=pod(p)=p (Zf (p) 61’) =>fip)-ple)=> _f:(p) pi

(5=1)
Sean P un R-modulo tal que {p; : i € I} C Py {f;: i € I} C P* familias de elementos
que satisfacen (5) y por el Lema[2.2) existe L un R-médulo libre con base {e; : i € I}.

Definimos el homomorfismo de R-médulos p : L — P tal que p(e;) = p; para todo
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1 € I. Ademaés por hipotesis para todo p € P:

> fip) - pi=p,

iel

entonces la familia {p; : i € I} genera P, por lo tanto p : L — P es sobreyectivo.

Ahora, sea 0 : P — L el homomorfismo dado por:

0(p)=> fi(p)- e

el

Luego,

pod(p)=p (Zf (p) - ez-) => fi)-ple)=> fip) pi=p.

iel el iel

Es decir, po d = igp, de donde P ~ 6 (P) y L ~ § (P) @ ker (p), lo que completa la

demostracion.

Decimos que P un R-modulo proyectivo es finitamente generado (denotado pfg) si P

es sumando directo de un R-moédulo libre finitamente generado.
Observacion 2.1. Todo R-moédulo pfg es plano.

Para ver esto sea P un R-mo6dulo pfg, entonces por la Proposicion P es sumando
directo de un R-moédulo libre y como es fg L ~ R™. Entonces P es plano ya que es

sumando directo de un plano ya que R es plano. Ver [23].
Observacion 2.2. Se puede mostrar que P es pfg, si y solo si, P tiene base dual finita.

Sea P un R-modulo, la aplicacion:

¢: P®P* — Endg (P)
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donde Endg (P) = Homg (P, P), definida por

(sz ® fz> Zfz pi VpeP

es un homomorfismo de R-moédulos.

Proposicion 2.3. Sea P un R-mddulo, las siguientes son equivalentes:
(1) P es pfy.
(2) P® P* ~ Endg (P) via ¢.

Demostracion. Sea P un R-modulo pfg, por el item (5) de la Proposicion existe
{pi, fi}1§z‘gn base dual de P. Esto es, para todo p € P se cumple que

p= Zf () - pi-

Veamos que ¢ es sobreyectiva, para todo o € Endg (P) tenemos que f;o € P* y para

todop e P

) <Zpi ® fm) (p) = Zf (o (p)pi =0 (p).

Es decir, ¢ (sz ® fm) = 0.
=1

Veamos que ¢ es inyectiva, sea v = > q; ® g; € P ® P* tal que ¢ (o) = 0. Entonces:
i=1

a = qu ®g; = Z <Zfz (9;) ®pi> ®gj = ZZfz (¢;) pi®g; = Zpi®Zfi (g5) g

j=1 \i=1 j=1i=1

pero para cualquier p € P,

Z 9(p) fila) = (Zgj ) ( (Z% ®9J> )fz(¢(0¢)(p))—fi(0)—0
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Por lo tanto, Zfl (¢)g;, =0y a= sz ® ZfZ (g5) g, sz ® 0 = 0, entonces ¢ es

Jj= Jj=1 Jj= Jj=1
un 1somorﬁsmo.

Reciprocamente, supongamos que ¢ : P ® P* — Endg (P) es un isomorfismo. Como ¢

es sobreyectiva existen py,...,p, € Py fi1,..., fn € P* tales que:

lgp = ¢ (sz ® fz)

como p = igp (p), entonces:

(Zmﬁ) Zfz pi

Por el item (5) de la Proposicién [2.1] tenemos que P es pfg. &
Proposicion 2.4. Si P es un R-mddulo pfg, entonces P* es R-mddulo pfg.

Demostracion. Como P es pfg existe Q tal que P ® Q ~ R™, con n € Z*. Entonces:
®Q*=Hompgr (P,R)® Homp (Q,R) ~ Homr (P® Q,R) ~ Homp (R",R) ~ R".

Por lo tanto P* es pfg. &
Definicion 2.2. Una R-algebra es un anillo A tal que A es un R-mddulo.

Proposicion 2.5. Sean A y B R-dlgebras. Si M es un A-mddulo, entonces M & B es
proyectivo sobre A® B si M es proyectivo sobre A.

Demostracion. Como M es proyectivo, existe una base dual {f;,m;},., de M. De esta

iel
forma {f; ® iga, m; ® iqg} forma una base dual para M ® A sobre A, asi M ® A es un

A-moédulo proyectivo. &

Por lo tanto si M es proyectivo sobre R, entonces para toda R-algebra B tenemos que
M ® B es proyectivo sobre B.

Ahora veamos el tensor de Homomorfismos que se define como sigue:
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Sea R un anillo conmutativo y A, B R-algebras. Sea M un A-moédulo pfg y N un
B-moédulo pfg. Entonces, para todo A-moédulo M’ y todo B-modulo N’ la aplicacion

Y Homy (M,M')®r Homp (N,N') — Homag,g (M @r N, M' ®p N’)
dada por ¢ (f® g)(m®n) = f(m)®g(n) es un homomorfismo de R-mo6dulos. Ver 8]
Pag 14].

Corolario 2.6. Para alguna R-dlgebra A y N R-mddulo pfg tenemos el isomorfismo
de R-modulos

A®gr Homg (N,N'") ~ Homa (A®pr N,A®p N')
con N' un R-mddulo.

Demostracion. Usando el tensor de homomorfismos con M = M’ = Ay B = R se sigue

el resultado. &

Proposicién 2.7. Sea R un anillo local con ideal maximal m y M un R-mddulo pfy.
Suponga que my +mM, ..., m, +mM es una base del mddulo libre M/mm sobre B/m.

Entonces mq,...,m, es una base para M sobre R.

Demostracion. Sea ¢ : R" — M definida por ¢ (ay, as, ..., a,) = > a;m;, como my +
i=1
mM, ..., m, + mM genera a M/mM, por la V1 del Lema de Nakayama, aplicado al

mo6dulo M/(Rmi+Rmo+--+Rm,) concluimos que es nulo y tenemos que ¢ es sobre, entonces:
Rmy+ Rmo+---+ Rm, = M.

n
Ahora, supongamos que (o, ..., a,) € kerp, entonces » a;m; = 0, pero también
i=1

Zai (m; + mM) =0en M/mM.

=1

Entonces cada «; € m para 1 < ¢ < n, ya que {m; + mM}? | es libre sobre R/m, asi
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kerp C mR"™. Como M es proyectivo tenemos:
0— ker¢g — R* 5 M — 0

es exacta y escinde, entonces existe un submodulo L de R"™ tal que L & kerp = R™. En

consecuencia,
kero C mR" Nkerp = (m - kero ®mL) N kerp =m - kery,

ya que mL Nkery = 0. Pero ker ¢ es un sumando directo de R", entonces ker ¢ es
finitamente generado y como mker ¢ = ker ¢ nuevamente por el Lema de Nakayama

V1, tenemos que ker p = {0}. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. &

2.2. Grupo de Picard

Ahora buscamos introducir el concepto de rango en un moédulo proyectivo, Supongamos
que M es un R-modulo proyectivo finitamente generado, dado p € Spec(R) trabaja-
remos con el Ry-modulo M,.

Por las Proposiciones 2.5y 2.7, M, ~ M ®g R, es un R,-modulo libre fg, entonces existe
un tnico entero no negativo n, tal que M ®x R, ~ R,”, llamamos a n, el p-rango de
M y lo denotamos rk, (M).

Para n entero no negativo, llamamos a n el rango de M y lo denotamos rk (M) = n
si y solo si rky, (M) = n, para todo p € Spec(R), es decir, podemos definir el rango de

M si todos los p-rangos son iguales.

Observacion 2.3. Denotaremos rk (M) cuando se sobreentienda que M es un R-

modulo, en caso contrario se daré a entender mediante la notacion rkg (M).

Veamos algunos resultados sobre el rango de moédulos pfg que seran importantes para

nuestro trabajo.
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Proposicion 2.8. Sean P y Q R-mddulos pfg. Luego PRQ es pfg, ademds sitk (P) =n
y 1k (Q) = m, entonces 1k (P ® Q) = nm.

Demostracion. Como P es proyectivo, existe P’ tal que P & P’ ~ R", asi tenemos que

(POP)®Q=(PRQ)® (P ®Q),

ademas como (P @ Q)® (P ®Q)~ (PHP)®Q ~R"®Q ~ Q" y Q es pfg entonces
cualquier sumando directo de () también es pfg.

Ahora, como rk (P) = n y rk (Q) = m, para todo p € SpecR tenemos:

Pp:Rg y Qp:R;f‘,

entonces

(P®Q), ~ F ®r, Qp ~ Ry ®g, Ry ~ R™.
Por lo tanto tk (P ® Q) =nm. ®

Proposicion 2.9. Sea M un R-mddulo pfg tal que vk (M) estd definido, entonces para
cualquier R-dlgebra S,

I'kS (M ®R S) = I'kR (M)

Demostracion. Sea B un ideal primo de S. Note que p ={x € R: z -1 € *B} esideal

primo de R. Ahora, Sy es una R,-algebra ya que

(R\p)-1s € S\'B.
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Entonces:

(M ®pS)®s Sy ~ Mg (S®sSs)

12

M ®p Syu

12

M ®g (RP ®R, S%)
(M ®@r Ry) ®r, S»
R ®p, Su

12

12

12

Se,
donde n = rk(M). Como B € SpecR es arbitrario se tiene que rkg (M ®z S) esta
definido y kg (M ®g S) =rkg (M). &

Sea a € R, entonces S = (a) es multiplicativo, luego S~ M sera denotada M), y sera

un R,)-modulo.

Proposicion 2.10. Sea M un R-mddulo pfg y p € SpecR. Entonces existe a € R\ p

tal que
M Qg R(a) ~ M(a)

es libre como R,)-mddulo.

Demostracion. Sabemos que M, es libre de rango finito. Sean 72—11, ’2—22, -++, = una base
n
de M, sobre R, pero como -, - - .. | i € U (R,) tenemos que

a1’ az’?

mi1 ma

T 10T % también

forman una base de M, sobre R,. Defina el homomorfismo ¢ : R — M tal que

©((p1y. .- pn)) :Z pim;

obtenemos la sucesién exacta

0 — kergo — R" 5 M — cokerp — 0. (2.2)
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Como R, es plano, entonces tensorisando por I, tenemos

0 — (kerp), — [R"], M, — (cokery), — 0

ma ..

pero como habfamos visto {%, 2,

- %} es base, ¢, es isomorfismo, luego (ker go)p =
(cokemp)p = 0, ademas como M es fg, entonces cokery es un modulo fg. Para todo
p € SpecR se cumple que (cokergp)p = 0, entonces existe § € R\p tal que 3 [cokery] = 0,

luego [cokery] g = 0. Asi por (2.2)) tenemos:

PB)

0 — (ker )z — [R"] 5 — Mg — 0. (2.3)

Como Mg es proyectivo sobre Rg), tenemos que la sucesion (2.3)) escinde, entonces
[ker ] 5, es sumando directo de Ry, luego [ker ¢] 45 debe ser fg sobre R(s). Ademds,

R, es una Rg)-dlgebra , entonces:

[ker go](ﬁ) QR g R, =~ (kergo QR R(B)) QR Iy
~ kery ®g (R(B) OR(s) RP)

~ kerp @r Ry = [ker ¢], =0,

para todo p € SpecR. Por lo tanto existe - € R(g)\pRg) (recuerde que pR(s) es el
maximal de Rg)) tal que gf— [ker ] 3 = 0, pero como ﬁi es unidad de R(g), tenemos
que

1 [ker @] 5 = 0.

Note que [R(B)} (#) ~ R(,p), entonces de 1) tenemos
0— [Rn](,,ﬁ) 5 Mgy — 0

es exacta, lo que implica que M, sea un R(,-modulo libre, donde o = 3 € R\p. &
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Corolario 2.11. Sea M un R-mddulo pfg. La aplicacion:

v SpecR — ZtU{0}
p = rky (M)

es continua, donde los enteros mo negativos estin dados por la topologia discreta vy

SpecR con la topologia de Zarisk:.

Demostracion. Sea q € Spec(R), por la proposicion anterior existe € R\ q tal que

M) es libre de rango m sobre Rg). Entonces

RP ®@rM =~ RP ®R(a) (R(a) QR M)
= RP ®R(a) [R(a)}m

Ry

12

Asi tk, (M) = m. Suponga que existe p € SpecR tal que rk, (M) = n, por la Pro-
posicion existe « € R\ p con M, libre de rango n sobre R, por lo ante-
rior su rango sera n. Considere SpecR \ V (a) que es abierto y contiene a p (donde
V() ={p € SpecR : p DO (a)} un cerrado en la topologia de Zariski).

Ahora si q € SpecR\ V (o), 1kq (M) = 1k, (M) = n, entonces la preimagen de {n} es
abierto en SpecR pues contiene a SpecR \ V («), por lo tanto ¢ es continua. @

Proposicion 2.12. Sea R un anillo conmutativo cuyos idempotentes son solo 0 y 1.

Entonces, para cualquier R-modulo M pfg, tk (M) estd bien definido.

Demostracion. Si los tnicos idempotentes son 0 y 1, SpecR es conexo, por lo tanto
como {n}, paran € ZT U {0} es abierto y cerrado, su preimagen es abierta y cerrada,
es decir esta sera SpecR o (.

Por lo tanto, solo existe un ng € N tal que ¢! (ng) = SpecR, asi tk (M) =ng. @

Dado un moédulo proyectivo P pfg, veamos una relacion que tiene P con P* cuando

tiene rango 1.
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Definiciéon 2.3. Sea M un R-mo6dulo, decimos que M es fiel si para cualquier a,b € R

existe x € M tal que ax # bzx.

Observacion 2.4. Sea P un R-moédulo pfg tal que rk (P) esta bien definido y rk (P) #

0, entonces P es fiel.

Proposicion 2.13. Sea P un mddulo proyectivo, fiel y finitamente generado sobre el

anillo R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) vk (P) = 1.
(2) rk (P*) =1.
(3) Hompg (P, P) = Endgr (P) ~ R como anillos.

(4) P*® P ~ R como R-mddulos.

Demostracion. (1 < 2)

Para todo p € SpecR por el Corolario tenemos que
R, ® Hompg (P, R) ~ Homg, (F, Ry) .

Ahora, por la Proposicion cualquier R,-moédulo fg es libre, entonces P, ~ R.
Ademas

(P*)p = Hompg, (P, R,) ~ Homg, (R;}, Rp) ~ Ry,

entonces rk (P) = 1 si y solo si rk (P*) = 1.
(1=3)

Defina el homomorfismo de anillos

¢: R — Hompg(P,P) l.: P - P
donde
T l, T = rx

Por hipotesis para todo p € SpecR, P, ~ R,, entonces localizando ¢ por p tenemos:

¢
R, = Homp, (P,, Ry) ~ Hompg, (Ry, Ry) ~ R,
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que es un isomorfismo para todo p € SpecR, por lo tanto ¢ es un isomorfismo.
(3=4)
Por Proposicion se sigue el resultado.
(4=1)
Note que
R, ~ (R, ®pr R) ~ (R, ® (P*® P)) (2.4)

pero tenemos

R, @ (P"®P) ~ (R,®P")®g, (R,®P)
~ (Ry® Homp (P,R)) ®g, (R, ® P)

~ Hompg, (P, Ry) ®r, b,
:

12

P;@RPPP P

Por lo tanto, para todo p € SpecR tenemos que rkp, (P,) = 1, entonces tk (P) = 1. &

Ahora, se define la relacion de equivalencia P ~ () si y solo si P ~ () como R-mé6dulos
(es claro que ~ es reflexiva, simétrica y transitiva por tratarse de isomorfismos), en

particular si P cumple con las condiciones de la Proposicién tenemos:
[P] ={Q| Q@ ~ P como R-mo6dulos}

Sean P y () R-moédulos proyectivos, finitamente generados, si P ~ P’y ) ~ ()’ como
R-modulos, entonces:

PQ~P®Q,

como R-mo6dulos. Por lo tanto, si definimos
[Pl Q] = [P®d], (2.5)
de la Proposicion [2.13] se sigue que esta bien definido y es cerrado por Proposicion [2.8]
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en particular:

[P]-[PT]=[P® P =[R] (2.6)

Entonces, definimos el grupo de Picard (Pic(R),-) como el conjunto de las clases
de isomorfismos de R-mo6dulos proyectivos finitamente generados de rango 1. Como se
vio, se denota cada clase de isomorfismos del modulo P por [P]. La operacion "-"del
grupo se define en y por las propiedades del tensor Pic (R) es un grupo abeliano,
ademaés por la Proposicion tenemos que el inverso de [P] es:

[P =[P

y el elemento neutro es [R] ya que [P] - [R] = [P ® R] = [P], para todo [P] € Pic(R).

Veamos el siguiente resultado:

Proposicion 2.14. Sea R un anillo conmutativo tal que existen ideales P y Q) con

R =P ® Q. Entonces, Pic (R) ~ Pic (P) x Pic(Q).

Demostracion. Escribamos 1g = e; + eg, con e; € Py es € @, entonces e; v e
son idempotentes ortogonales con P = Re; y () = Res, siendo P y () anillos con
unidad e; y e, respectivamente. Sea M un R-moédulo y defina My = MP = Me, y
My = M@ = Mes, por lo tanto M = M; & M, ya que para todo m € M tenemos:

m=mlr =m/(e; + e3) = mey +mey € My + Ms.
Ademas, si m € M; N My, entonces m = me; = mes, multiplicando por e; tenemos:
m = me; = mey = 0,
entonces M = M; @& M,. Observe ahora

M@RP2M®RR€1:M®R€12M€1:M1
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M@RQ:M@)RRBQ:M®R622M62:M2,

por lo tanto

M~ (M®rP)®(MegrQ). (2.7)

Considere ahora [M] € Pic (R), entonces [M ®r P] € Pic (P) y [M ®r Q] € Pic(Q).

Definimos
¢: Pic(R) — Pic (P) x Pic(Q)

(M] = ([M®gP],[MarQ]).
Ahora, sean M; un P-mo6dulo y Ms un @Q-moédulo, entonces M = M; & M, es un
R-modulo via:

(p+q) - (mq +mg) =pmy + gmo.

Es decir, si [M;] € Pic(P) y [Ms] € Pic(Q), entonces [M] € Pic (R). Asi, podemos

definir
¢*: Pic(P)xPic(Q) — Pic(R)

(], [Me]) = [My& M.

Vamos a probar que ¢* es la inversa de ¢. Sea [M] € Pic (R), entonces

v* ([M ®r P], [M ®r Q])

= [(M®rP)d(MerQ)
M)

@ e ([M])

Ahora, para [M;] € Pic (P) y [M,] € Pic(Q) tenemos:

e ([Mi],[Ms]) = @ ([M @ Ms])
= ([(My©® M) ®r P],[(M; © M) ®r Q).

Ademas, si vemos a M; y My como R-modulos via las acciones (teniendo r = p+q € R,
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conp € PyqeQ):
r-my = (p+q)-my = pmy, para m; € M,

r-mgo = (p+q) - me = pmsy, para mg € M.

Luego tenemos

(M, ® My) @ P ~ (M, ®g P) ® (M, ®g P).

Pero como M; es un P-moédulo y My es un (Q-modulo tenemos
M, ®r P =M, ®p P ~ M,

MQ@RP:M2€2®R€1P:M2€261 ®RP:O,

luego

(Ml @ Mz) ®R P ~ Ml-

Analogamente, (M; @& M) ®r Q =~ Ms, por lo tanto:

p* ([My], [Ma]) = ([Mi], [Ms]) .

Concluimos que Pic (R) ~ Pic (P) x Pic(Q). &

2.3. Ideales Fraccionarios en Pic (R)

Sea S O R una extension de anillos, si Py ) son R-submoédulos de S, entonces:
» Definimos P~! ={se€ S: sP C R}.

= Definimos P() como sigue:

k
PQ:{ZPZ‘% c keN, peP, inQ}-
=1
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por lo tanto P(Q) es R-submodulo de S, en particular PR = RP = P.

= Note que para todo P es posible definir P~!, pero no necesariamente PP~! = R,

como veremos posteriormente en el Ejemplo [2.1}

Lema 2.15. Sea P un R-submddulo de S, las siguientes son equivalentes:
(1) Existe un R-submddulo Q de S tal que PQ = R.
(2) PP'=R.

Si (1) o (2) se cumplen, decimos que P es un R-submddulo invertible de S.

Demostracion. (2 = 1) Es claro, ya que P! siempre existe y satisface (1) por hipotesis.
(1 = 2) Dado que existe Q un R-submodulo de S tal que PQ = R, luego Q C P~
Ahora por definicién de P! tenemos que PP~ C R, y por lo visto PP~' D PQ = R,

esto implica que PP~' = R. &
Proposicion 2.16. Sea P un R-submodulo invertible de S. Entonces

(1) P es un R-mddulo pfy.

(2) Para M un R-submddulo de S, la aplicacion o : PRrM — PM via o (Y p; @ m;) =

> pim; es un isomorfismo de R-modulos.
(3) P*~ P~ como R-mddulos.

(4) P es libre si y solo si P = sR para algin s € S (necesariamente una unidad de

S).

Demostracion. Sea Q = P~!. Como PQ = R, existe una combinacion

1=> "piti pi€P ¢€cq. (2.9)

=1

(1) Fijei € {1,...,n} y defina f; € P* como sigue

fi (p) = pa; (2.10)
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para todo p € P, ¢; € (), entonces:

p :Z ppigi :Z pifi(p),
i=1 i=1

por lo tanto, P es un R-modulo pfg, con base dual {f;, p;};;.

(2) Note que P ®r M tiene estructura de R-modulo via la accion:
(p@m)r=(pr)®@m=p (mr).

Definimos o : P ®@g M — PM tal que a (> a; ® m;) = > a;m;. Claramente « es un
epimorfismo, para ver que es isomorfismo, como en la prueba de (1), P es generado
por {pi1,...,pn}, entonces P @p M = > p;, @ My z € P ®r M se puede escribir
z =Y p; ®m; para algunos my, ..., m, € M, supongamos que o (z) =0 = >_ p;m;, asi

por 2.9
z = Z (pinjqj> Km; = ij X Z (pig;) ms.

Pero fijando j, tenemos que > p;,q;m; = ¢;»_pim; = 0, entonces z = 0, por lo tanto «
es un isomorfismo. Z l
(3) Defina
g: @ — P*
q¢ — B

(2.11)

donde g, (p) = pq, para todo p € P, q € Q. Si 3, = 0, entonces ¢ € ¢R = q¢PQ = 0, por
lo tanto [ es inyectiva.

Ahora, usando ([2.10)) tenemos que f; = 3,,, entonces

P = ZRfi =p (Zqu> )

por lo tanto [ es sobreyectiva.

(4) Supongamos P = sR, donde s € S. Entonces R = PQ = s@Q, por lo tanto existe
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q € Q tal que sq =1, luego s € U (S). En particular, P es libre con base {s}.
Ahora, como P es libre tenemos que P ~ R" para un n finito ya que R es conmutativo

y P es pfg, por (3) tenemos @ ~ P* ~ R™. Entonces:
R=PQ~P®pQ~R"®R"~R".

Asi, si R ~ R”Q, por lo tanto n? = 1, luego n = 1 y existe ¢ : R — P un isomorfismo

de R-modulos, y se tiene que
P=¢(R)=¢(ss'R) =s¢ (s 'R) =s¢(R) dondesell(S). [ )

Veamos ahora unos ejemplos que nos seran bastante ttiles.

Ejemplo 2.1. Sea R = Z [0] donde 6 = V5. Note que R es un subanillo propio del anillo
S = Z 1] de enteros algebraicos en el campo Q (0), donde T corresponde a “la proporcion
durea”, es decir (6 + 1) /2. Veamos como hallar m™" para el R-ideal m = (2,1 + 6).

Note que los elementos de m™! deben ser de la forma (a + b6) /2 con a,b € Z. Entonces,

si (a+bb) /2 € m™! por definicion se cumple que:
(1+6)(a+b0)/2=](a+5b)+ (a+0)0]/2 € R,

por lo tanto a debe ser congruente con b modulo 2. Luego, por lo visto previamente y

como se definio S tenemos que m~*

=S, entonces:
m=2R+ 2Rt =25
pero como S es un anillo tenemos
mm ' =25.5=25=mCR.

Es decir, m no es invertible.
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En los siguientes ejemplos ilustraremos ideales invertibles que no son principales:

Ejemplo 2.2. Sea R =Z10] con 6 =+/—5, donde R es el anillo de enteros algebraicos
en K=Q(0). Seat=(0+1)/2ym=(2,1+6) CR. Al igual que en el Ejemplo[2.]]

tenemos que m~' estd dado por S := R+ R, pero a diferencia del Ejemplo aqui S

1
no es un anillo, solo un R-mdodulo. Entonces S = R+ RT = §m, y ast tenemos:

1 1

mm~' = §m2:§<4,2(1+9),1+29+02>

= (2,1+6,6-2)=R.

Por lo tanto, m es invertible. Ahora, la ecuacion m? = 2R nos sirve para ver que m no
es ideal principal (por lo tanto tampoco es libre), ya que si m = (x + y0) para x,y € Z
tendriamos que 2 = a(x + y9)2 para algin o € R. Tomando N la norma al cuadrado

de los complejos (N (z) := z-Z, para z € C), tenemos:
4=N(a)N (z+yb)* = N(a) (z* +55°)°

que solo es posible si x = £1 yy =0, entonces m = (1) = R que es una contradiccion,

luego m no es principal.

Ejemplo 2.3. Sea i =+/—1 y considere el dominio:
R=ZI[6i]|=Z+6Z-iCZli]Cc K=Q().

Es conocido que Z[i] es DIP, pero estamos interesados en ver que R no es DIP. Sea
m = (3,1+2i) C K ideal en R, note que m®> = (3,2i) y m* = R, entonces m es

L= m3. Veamos que m?* (al igual que m) no es principal.

invertible con m~
Para esto, supongamos que m? es principal, luego 3m?* = (9,6i) C R es un ideal princi-

pal, es decir 3m? = (z + 6yi) - R para algunos x,y € Z. Entonces:
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9R = 9m* = (z + 6yi)° R,

pero tenemos que 9 = 04($+6y7l)2 para algin o € R. Nuevamente, tomando N la
norma al cuadrado de los complejos tenemos que 9% = N () (22 + 36y2)°, por lo tanto
y=0yx e {£l,4£3}. Pero eso implicaria que (9,6i) = (x + 6yi) R es R 0 3R, que

resulta imposible. En conclusion, m? no es principal, asi R no es DIP.
Ahora nos interesa un tipo especial de ideal en R.

Definicion 2.4. Sea m un R-submoédulo de S, decimos que m es un ideal fraccionario

de R, si existe a € R no nulo tal que am C R.

Note que segun la definicién de ideal fraccionario, si m es ideal fraccionario de R,
entonces am es ideal de R. Ademas, si I es es ideal de R, él sera ideal fraccionario de
R.

Ahora, sea R un dominio con campo cociente K = @ (R). Definimos I (R) el conjunto
de todos los ideales fraccionarios de K. Sea [P, (R) el conjunto de los elementos de I (R)
que son generados por un solo elemento, este conjunto corresponde al conjunto de los
ideales principales fraccionarios.

De ahora hasta el final de esta seccion R serd un dominio de Dedekind, esto es, R

noetheriano y cada E € I(R) es proyectivo sobre R, ver [8, Pag 34].

Observacion 2.5. Si R es un dominio de Dedekind, los ideales fraccionarios de R

forman un grupo, ver [15, Pag 58].

Sea R un dominio de Dedekind, y FE; € I(R), veamos que K ®r E; ~ K, para esto
defina:
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as{ mismo, fijando x € E; no nulo considere:

K % KogpkE

r r 1
PR e
Note que
C a C-
Al a®sl ] = v la
c-a T
= %las

como E; € [(R), existe o € R tal que aF; C R, asi tenemos:

(@)
IS

AS)
n)
S
S

I
I
|

@

Anélogamente 1 o ¢ = ig, por lo tanto K ®g b ~ K.

Ademas, como R es un dominio de Dedekind, si £} € T(R) tendremos que E; es pfg,



entonces para p € Spec (R):

Kp ~ (K®REl)p
~ KP®R (El)p

12

Tp
Kp

luego n, =1y rk (Ey) = 1, asi [E1] € Pic (R). Ahora, sea E, € I(R) entonces tenemos

un isomorfismo
El ®R EQ ~ El E2

a®b — ab

que corresponde al producto de ideales fraccionarios dado en la ecuacion ([2.8]).

Por lo tanto existe un homomorfismo

I(R) = Pic(R)
E [E]

Veamos que kera = P.(R), Si E € P, (R) tenemos que [E]| = [R]. Para esto, note que
hay un isomorfismo entre F = (a), con a # 0y a € Q (R) y R dado por:

FE - R

r=a-r — 1-r

por ser @ (R) un campo, luego [E] = [R] y P, (R) C kera. Ahora sea E € ker «, por
tanto [E] = [R], es decir £ ~ R como R-moddulos, y como R = (1), tenemos que E
debe ser ideal principal, asi P, (R) 2 ker a.

Mostremos ahora que « es epimorfismo. Sea [E] € Pic (R), asi E es pfg y rk (F) =1,
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entonces para todo p € Spec (R)

(K®RE)p ~ Kp®Rp Ep

~ K, Qg, Ry

12

Ky

Veamos que K ®r E ~ K, para esto considere

¢: KoprE — K

xR e —  xe

pero por lo visto previamente

TpRey, > Xpey

es un isomorfismo para todo p € Spec(R), entonces ¢ es un isomorfismo, es decir,
K®rE~K,luego E ~{lg-e: e€ F}yaquee~1g®e~1-e€ K, es decir F
puede ser visto como un ideal fraccionario F' en K, lo que significa que £ ~ F' € [ (R),

asi a (F) = [F] = [E], por lo tanto « es epimorfismo y tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.17. Sea R un dominio de Dedekind, sea I (R) el grupo de ideales fra-

ccionarios y P (R) el subgrupo de los ideales principales fraccionarios. Entonces:

Pic(R) ~I(R) /P, (R).

Ejemplo 2.4. Como sabemos, los anillos R de los Ejemplos[2.3 y[2.3 son dominios de
Dedekind por ser anillos de enteros algebraicos, por lo visto previamente se construyeron
ideales fraccionarios invertibles que representan, respectivamente, elementos de ordenes
2y 4 en I(R) /P, (R) ~ Pic(R), entonces Pic(R) resulta ser justamente Z [27 vy
Z JAZ en esos ejemplos.
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2.4. Una sucesion exacta de 5 términos

Ahora, queremos crear una sucesion exacta de 5 términos que involucre algunos re-
sultados vistos previamente. Antes de esto, necesitamos estudiar mejor como relacionar
Pic (R) con los ideales fraccionarios.

Un elemento » € R es llamado no divisor de 0 si ra = 0 implica que a = 0, en este
caso el elemento r es también llamado regular en R. Definimos Cg el conjunto de los
elementos regulares de R, claramente 1 € Cr y Cg es cerrado para la multiplicacion.
La localizaciéon de R por Cgr es un anillo conmutativo K que contiene a R, con la
propiedad que cualquier elemento regular de R es invertible en I, dicho anillo K es
conocido como el anillo total de cocientes de R.

Tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.18. Para el ideal fraccionario m C K, las siguientes afirmaciones son

equivalentes
(1) m es ideal fraccionario invertible.
(2) m es R-mddulo proyectivo y m N Cr # (.

Si (1) o (2) se cumplen, m como R-mddulo debe ser fg, y es libre si m = sR para algin

s € Q (R) por la Proposicion[2.16,

Demostracion. (1 = 2)
Por el item (1) de la Proposicion [2.16, m es R-modulo proyectivo, entonces como m es
ideal fraccionario invertible se cumple que 1 = Y p;q; con p; € m, con ¢; € m~*. Ahora,

para r € Cr adecuado tendremos que

pi=air 'y q=br!

1

Note que tal r existe ya que p; = xirl-_l = x;S (sri)_l = x;ST; 3*1, para todo s € Cg

a;
y tomando a r € Cr un denominador comin conveniente para los r;, donde a; € m y
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b; € m~! ya que a; = rp; v b; = rq;. Entonces

D aibi=> (rpi) (rgs) =Y pigi =1* € mNCh.

(2=1)

Por el lema de la base dual existen a; € m, f; € m*, con @ € [ tal que

a= Zaifi (a), para todo a € m,
iel
donde {f; (a)},.; es casi nula.
Por la Demostracion del item (3), de la Proposicion tenemos que m* ~ m~! y
cada f; € m* es la multiplicacion por algtin b; € m~! por . Tomemos r € m N Cg,
entonces f; (r) = b;r y como r € Cg, la condicion b;r = 0 implica b; = 0. Quitando los

1 € I tales que b; = 0 tenemos

n

r :Z a; fi (1) :Zn: a;b;r,

=1

para algin n € N. Luego, >~ a;b; =1 € mm~
i=1

L porlotantomm'=R. @&

Sea K un anillo conmutativo y f : R — K un homomorfismo de anillos, por lo tanto

K es un R-modulo via f, ademés para [P] € Pic (R) tenemos que
[P®gr K] € Pic(K),

esto ya que por la Proposicion 2.6, tenemos que P ®p K debe ser un K-modulo pfg y
por la Proposicion [2.9] tenemos que rkg (P ®p K) = 1.

Defina
f«: Pic(R) — Pic(K)

[P] — [P ®r K]
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es un homomorfismo de grupos ya que

L(P1QD) = f([PerA))
= [(P®rQ)®r K],

pero note que (P ®r Q) @r K ~ (P ®r K) Qk (Q ®r K) pues

(PorK)®x (QerK) ~ P®r(K ek (Q®grK))

~ (P®rQ)®rK,

asi

f([P11Q)) = [P ®r K][Q ®@r K] = f. ([P]) - f« (IQ)) -

Ademas, Si g : S — R es también un homomorfismo de anillos tenemos que (f o g), =
f«g« y para el homomorfismo identidad se cumple (igg), = lapic(r). Para ver esto,
sean S, Ry K anillos con f: R — Ky ¢g: S — R homomorfismo de anillos, note que

fog: S — K también es un homomorfismo de anillos, ahora como lo vimos previamente

f.: Pic(R) — Pic(K) g.: Pic(S) = Pic(R)
P [PenK] Q  — [QesH
entonces
(f-9),: Pic(S) — Pic(K)
U] o Uesk]
bero
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(fe-9)[U] = fu(9.([UD)
= [ (U®sR)
= [(U®s R)®r K|
= [U®s (R®r K)]

= UesK]=(f-9),[U].
Ademéas

(ia), : Pic(R) — Pic (R)
[Pl = [P®rR]=[P],

ya que P~ P ®pg R.
Por lo tanto, en un lenguaje categérico podemos decir que Pic es un functor cova-
riante de la categoria de los anillos conmutativos en los grupos abelianos.
Ahora, sea K (la localizacion de R por el el conjunto multiplicativo Cg de elementos
regulares), y sea f : R — K la aplicacion inclusion. Segun lo visto hasta ahora, todo
ideal fraccionario invertible en K es un R-moédulo pfg de rango 1, pero en general un
R-moédulo pfg no es necesariamente isomorfo a ideal fraccionario invertible en C, esto
ya que previamente vimos que m € [ (R), a (m) = [m] € Pic (R) es un homomorfismo,
no necesariamente inyectivo.

Definimos:
T UK) — I(R)

S — SR

Note que 7 esta bien definida ya que (sR)(s7'R) = R. Con todo esto, estamos en

posicion para probar uno de los resultados mas importantes de este capitulo.

Teorema 2.19. Para f : R — K, tenemos la sucesion exacta de 5 términos

1 — U(R) LU (K) = I1(R) - Pic(R) L5 Pic (K).
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Demostracion. Veamos que ima C ker f,. Sea E € I(R), note que ENCgr # 0 por la

Proposicion [2.18] veamos que F @ K ~ K, para esto considere
¢: E@rK — K = Ciz'R
r er
eRQr— = —
s

donde r € R, s € Cgl. Fijando ¢ € Cg defina

v: K — E®rK

r r
s sc
donde r,c € R, s € Cj;', entonces:
r r
elv| - = ¢lc®—
s sc
crr
- sc s

Sea a € R es tal que aF C R, que existe por definicién de ideal fraccionario, ademas

dicho a es un valor regular, es decir a € Cg. Luego

rca

sca
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Por lo tanto [K] = [E ® K| para todo E € I (R), es decir, f,a =0y ima C ker f,.

Veamos que ker f, C ima.

Si [P] € ker f. C Pic(R), f.([P]) = [P®rK] = [K], entonces P ®p K ~ K como

KC-modulos. Sea

P i> P®rK

12
A

p = p®lk.
Veamos que h es monomorfismo, para esto sea p € P tal que si p® 1x = 0 y como P
puede ser inmerso en un R-modulo libre y fg, existe n € N tal que P C R" :Gn} R,
entonces p es de la forma (r1p,...,7p, ..., pp) con rj, € R para 1 < j < n. A(Zi:einés
como p ® 1x = 0, entonces r;;, ® 1x = 0 para todo 1 < i < n, luego r;, = 0, lo que

implica que p = 0, por lo tanto la aplicaciéon h: P — P ®g K es inyectiva.

Ahora, para P C K, y como P ®z K ~ K existe un isomorfismo g : P ®r K — K de

K-modulos, tal que

7 K®r — - 17
g ; bi Or 5
y como h es inyectiva, P ~ h(P) C P Qg K L IC, entonces podemos identificar cada

p € P con h(p), es decir, sin perdida de generalidad podemos suponer que P C K.

Luego
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n
Ahora, haciendo s =[] s; y t; = [[s; tenemos

i=1 i
- Ti - / 1 /

l=g sz‘@’R; =9 sz‘@R; , donde p; = p;r;
i=1 ! i=1 ¢

= g ;pé@mg

= g Zp;ti @R )
i—1

1
s

1
s
= g (Z piti Qg 1)
i=1
fse)
i=1

g (h(p)) n
Luego ——— =1, donde p =>_ pit;, entonces p's ' =1, asi PNCr # 0y P € I(R),
S i=1

(VAR

es decir, a (P) = [P] € ima.

Para finalizar, sea E € ker o, asi o (F) = [E] = [R], luego F ~ Ry F es libre, entonces
E = 7 (s), lo que implica que E € imm, ya que por la Proposicion , E = sR con
s €U (K), asi ker v C im.

Ahora, para s € U (K) tenemos a - 7 (s) = a(sR) = [sR] = [R] (esto se da porque
definiendo ¢ : R — sR por ¢ (r) = sr y como s € U (K) tenemos que s -7 = 0 si y s6lo
si 7 =0, es decir es inyectiva, y ¢ claramente sobreyectivo), por lo tanto ker a = imr.
Sea s € kerm, asi 7 (s) = sR = R, entonces s € U (R) y sR = R, entonces existe s’ € R
tal que ss’ = 1. Por lo tanto s € kerm, asi 7 (s) = R, implica que s € U (R) y que
s € imf. De esta forma, kerm C imf. Ahora, si s € U (R) ya que
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entonces kerm =1imf. &

Note que P, (R) = 7 (U (K)), por el Teorema |2.19|se sigue que coker (1) = I (R) /P, (R).
Este grupo es conocido como el grupo de clases de ideales de R y tenemos el

siguiente:

Corolario 2.20. Defina el grupo de Picard relativo Pic (K /R) como ker (f.) en la
sucesion exacta de 5 términos. Entonces Pic (K /R) ~1(R) /P, (R). En particular, si
f+ es el homomorfismo trivial (lo que vale cuando R es un dominio conmutativo y K su
campo cociente), tenemos que Pic (R) ~1(R) /P, (R). En ese caso P es un R-mddulo

pfg de rango 1 si y solo si P es isomorfo a ideal invertible de R.

Note que Teorema [2.19| generaliza la Proposicion [2.17] Este resultado es ttil para cal-
cular el grupo de Picard de algunos anillos conmutativos especificos, por ejemplo ver

|20, Pag 39-41]. Veamos un ejemplo que usa el Corolario [2.20]

2.5. Ejemplos

Veamos algunos ejemplos bastante interesantes

Ejemplo 2.5. Sea R un DFU, entonces Pic (R) = {1}.

Para esto, veamos que todo ideal invertible m C R es principal. Sea
1 :Z aibi,
i=1

Ci
, respectivamente. Tome b; = — con ¢;,d; € R

tal que ged {c;,d;} = 1. Como ba; € R, tenemos que d; |c;a;, por lo tanto d;|a; para

donde {a;, },;, generan am yb; € m™*

cualquier i, j. Definamos d = mem{d,,...,d,}, entonces d|a;, para todo 1 < j < n,

entonces m C (d).
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Por otro lado,

Por lo tanto m = (d), entonces por el Corolario tenemos que Pic (R) = {1}.
Ahora veamos un resultado muy ttil.

Lema 2.21. Sea R un anillo, J (R) el radical de Jacobson y R = R /J (R). Sean P y Q
R-mdédulos pfg, entonces P ~ @) como R-mddulos si y sélo si P /PJ(R) ~Q /QJ (R)

como R-modulos.

Demostracion. =) Sea f: P — @ un isomorfismo de R-mo6dulos. Entonces:

F(PJ(R)) = f(P)J(R)=QJ(R),
por lo tanto, f induce un isomorfismo de R-modulos

P/PI(R) —  Q/QJ(R)
p+PJ(R) — [f(p)+QJ(R).

<) Considere el diagrama donde f es un isomorfismo de P /P.J (R) en Q /QJ (R).

™

T
P T P/PJ(R)

7

-- - -

Q — Q/Q JR)
()

que puede ser visto asi:
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Q — = Q/Q JR) —=

Asi, como P es un R-moédulo proyectivo, existe un R-homomorfismo f : P — @ que

hace que el diagrama conmute. Entonces, como forp = mgo f tenemos que g (f (P)) =

f(mp(P)=Q/QJ(R), pero

f(P)+QJ(R)
QJ(R)

mq (f (P)) = mq (f (P) + QJ (R)) =

entonces

J(P)+QI(R)  Q

QJ(R)  QJ(R)
y tenemos que imf + QJ (R) = Q.

Ahora, como @ es pfg, por el Lema de Nakayama tenemos que imf = (). Es decir, f es

sobre. Asi mismo, como () es proyectivo, la sucesion exacta
f
P=0Q—=0

escinde, por lo tanto existe una descomposicion P = P’ & @', donde P’ = ker f y

floo=1Ff: Q — @ es un isomorfismo. Entonces

P/ @ Q/ P/ @ Q/ P/ Q/

P/PJ(R) = (P’@Q’)J(R): P/(](R)EBQ’J(R)2 P/J(R)EB QJ(R)

({983

Ademas, como f es isomorfismo y @ ~ ), por lo ya probado en la parte “si” tenemos

que
Q Q
QJ(R)  QJ(R)
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Entonces
P P Q P’

PIR) - PIR QIR PIER)

Es decir, P’ = P'J (R) y como P’ es sumando directo de P, él también es un R-mo6dulo

fg. Aplicando el Lema de Nakayama nuevamente, P’ = 0. Por lo tanto, f es inyectiva,

esdecir, P~Q. &

Ejemplo 2.6. Sea R un anillo local. Para comenzar veamos que si R es un anillo local,
todo R-maodulo pfg de rango 1 es libre.

Tome [P] € Pic (R), entonces [P /PJ (R)] € Pic(R/J (R)), como R es local J (R) =
m, donde m es el unico ideal maximal, y como P es un R-mddulo pfg tenemos que
P /mP es R-mddulo pfg, asi P /mP ~ (E)n ~ (R /m)".

Ahora, como [P] € Pic(R), tenemos que tkg (P) = 1, entonces y como (R /m)" ~
R™ /R™m conn =1, ast por el Lema[2.21] tenemos que P ~ R, es decir [P] = [R], para
todo [P] € Pic (R). Por lo tanto, Pic (R) = {1}.

Ejemplo 2.7. Sea R un anillo semilocal, con my, ms, ..., m, ideales maximales, enton-
ces, el radical de Jacobson es J(R) = myN---Nm, y aplicando el Teorema chino del

residuo tenemos:

R:=R/J(R) ~R/m; x---R/m,.
Aplicando la Proposicion tenemos que

Pic (R) ~ Pic (R /m;) x Pic(R /my) x --- x Pic (R /m,) = {1}" ~ {1},

ya que cada Pic (R /my) es trivial por el Ejemplo[2.6. Ahora, sea [P] € Pic (R), por lo
visto [P] € Pic (R), donde P = P /J (R) P y por tanto tenemos que P ~ R, entonces
aplicando el Lema P ~ R, es decir, Pic (R) = {1}.

En particular, Pic (Z,) = {1} para todo n € N.
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Capitulo 3

Semigrupo de Picard

En este capitulo construiremos el semigrupo de Picard PicS (R) que sera vital en nues-
tro estudio, para esto es necesario estudiar conceptos y resultados en torno a la teoria de

semigrupos, ademas queremos ver la como construir PicS (R) y su relacion con Pic (R).

3.1. Teoria de Semigrupos

Decimos que (S, i) es semigrupo si la operacion binaria g : S x .S — S estéd bien

definida y es asociativa, es decir, si para todo x,y, z € S se cumple:

pw: SxS — S
=z (y-2)=(r-y) 2

(z,y) = x-y
Un semigrupo es conmutativo si para x,y € S tenemos que z -y = y -z, y contiene al 1
si existe un elemento 1g € S tal que x- 15 = 1g-x = x para todo x € S. Un semigrupo
con unidad es llamado monoide.
Si existe 0 € S tal que 0- 2 =2 -0 = 0 para todo = € S, decimos que S tiene elemento
cero, 0 que es un semigrupo con cero.

Definimos las unidades de un monoide .S como sigue

US)={xeS: TJyeS tal que zy = 15}.
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Ahora, sean S 'y T semigrupos con unidad, decimos que ¢ : S — T es un homomorfismo

de semigrupos con unidad si y s6lo si para todo xz,y € S:

¢z y)=¢(@)-o@y) v ¢(ls)=1r

De forma equivalente con los homomorfismos de otras estructuras se dice:
= ¢ es epimorfismo si ¢ es un homomorfismo sobreyectivo.
= ¢ es monomorfismo si ¢ es un homomorfismo inyectivo.
=  es isomorfismo si ¢ es un homomorfismo biyectivo.

Definimos el conjunto:

E(S)={e€S: e =¢}
de los idempotentes de S. Entonces E (S) admite un orden parcial llamado el orden
de Rees, que se define de la siguiente forma:

e<f & ef=fe=e (3.1)

Veamos que de hecho < es orden parcial.
Claramente se cumple e < e, ahora si e < fy f < e tenemos que ef = fe =ey

fe=ef = f, porlo tanto f = e, restaria ver la transitividad, sie < fy f < g tenemos

que ef = fe=ey fg=gf = f, entonces:
eg=cefg=ef=ec y ge=gfe=fe=e,

entonces e < g.
Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado, llamamos a Y el semireticulo de X
al mayor subconjunto de X tal que:

a,beY = aAb aVbey.
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Donde a Ab = inf {a,b} y aVb = sup{a,b}. Es decir, a Ab denota la mayor cota inferior
y a V b la menor cota superior.

Por lo tanto, E (S) admite un semireticulo.

Ejemplo 3.1. Sean X,Y conjuntos. Una funcion parcial f de X enY es una funcion
de un subconjunto de X en un subconjunto de Y (la cual denotaremos f : X --» Y ).

Sea g: X --»Y yf:Y --—» 7, ast
dom (fog) =g ' (domf N img).

Nos vamos a concentrar en funciones parciales que inducen una biyeccion entre el do-
minio y la tmagen, dichas funciones parciales son llamadas biyecciones parciales,

cuando dicha biyeccion sea la identidad serd denotada como i4, la tdentidad parcial

de A C X.
Para XY, Z conjuntos y f : X --+ Y biyeccion parcial se cumple:
(@) [ = lagmy ¥ FF71 = iy

(b) Para una biyeccion parcial g : Y --» X las ecuaciones f = fgf y g = gfg se

cumplen si y sélo si g = f~ L.
() (SN =1
(d) ig,la, =la,np = ldagyla,, para A, B C X.
(e) (gf)"" = f'¢g7! para cualquier biyeccion parcial g : Y --» Z.

Demostracion. Solo probaremos la condicion “si” de (b).
Sean f: X --» Y y g :Y --» X biyecciones parciales tal que f = fgf v g = gfg,

usando (a) tenemos lo siguiente:
(i) o, = ff = foff~ = fg.

(ii) iy, = f'f ="' fof = 9f.
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(iii) iq,,, =99~ ' =9f99 ' =gf.

(iv) lagom, =9 9 =9 '9f9 = fg.

Entonces por (ii) y (iii) deducimos que img = domf = imf~!, mientras que por (i) y

(iv) tenemos que imf = domg = domf~!, por lo tanto g = f~1. &

La coleccién de biyecciones parciales entre conjuntos forma una categoria donde los
conjuntos son los puntos, y las biyecciones parciales las flechas, pero nos interesan las
biyecciones parciales de X en si mismo, estas forman un monoide que se denota I (X),

llamado el monoide inverso simétrico en X.

Lema 3.1. Sea I(X) el monoide inverso simétrico de X, entonces los idempotentes de
I1(X) son justamente las identidades parciales en X. En particular, los idempotentes

forman un subgrupo conmutativo.

Demostracion. Por (d) las identidades son idempotentes de 1(X). Suponga que f €
E (I(X)), entonces f = fff, entonces por (b) f = f~typor(a) f=ff=f1f=

iddomf . .

Este ejemplo introduce una nueva forma de ver el “inverso”. Sea S un semigrupo, si

a € S decimos que a’ es el inverso de a si
adla=a y dad =d.

El hecho que S sea semigrupo no implica que todo a € S tenga inverso, esto hace que
el estudio de los semigrupos sea mas complicado que el estudio de grupos, pero para

nuestro trabajo nos interesan los siguientes semigrupos:

Definicion 3.1. Un semigrupo S es llamado regular si todo elemento tiene inverso en

S.

Proposicion 3.2. Sea S un semigrupo reqular. Entonces los idempotentes de S con-

mutan, st y solo si, cada elemento de S tiene unico inverso.
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Demostracion. Sea S un semigrupo inverso con idempotentes que conmutan. Suponga-

mos que para x € S existen u,v inversos de x, entonces
u = uzru = u (zvr)u = (uzx) (vr)u,
como uz y vx son idempotentes entonces
u = (vz) (uz)u = vru = (vev) zu = v (zv) (zu),

asi tendremos

u=wv(zu) (xv) = v (ruxr)v = vrv = v,

Por lo tanto u = v. Reciprocamente, veamos primero que en S regular el producto de
e, f € E(S) tiene inverso idempotente.

Sea z = (ef)’ el inverso de ef, note que fze es idempotente ya que

(fre)* = f(vefz)e = fre

y es inverso de ef ya que

(fze)ef (fre) = (fwe)’ = frey ef (fre)ef = (ef)a(ef) = ef,

y como en S los idempotentes son tnicos, se cumple que fre = x. Por lo anterior

flef)e=(ef) =ef=ecf € E(S)

entonces F (S) es cerrado bajo el producto, asi

ef (fe)ef =efef =efy felef) fe= fe

y como ef, fe € E(S)y fe = (ef) tenemos que fe =ef. @
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Definicion 3.2. Un semigrupo S es llamado semigrupo inverso si
(1) S es regular.
(2) Los idempotentes conmutan.

Si S es un semigrupo inverso y x,y € S se cumple que:

i

= (ry) =y
» Si 2 =eae con e € E(S), entonces 7' = (eae)’ = e'a’e’ = ed'e.

Note que el Ejemplo nos dio una estructura interesante, que llevandola al contexto de
semigrupos da sentido a los semigrupos inversos. Veamos otro ejemplo de un semigrupo

Inverso:

Ejemplo 3.2. Sea G un grupo, definimos
G"={(A,9): {lL.g} CA, |Al<+o0, ACG}

con la operacion (A, g)-(B,h) = (AU gB, gh), conocido como la expansion de Birget-
Rhodes de G. Entonces GE es un SEMIGrupo INVerso.
Para comenzar veamos que cada (A, g) € GR tiene inverso. Para esto necesitamos un

(A", ¢") que satisfaga
(A,9)- (A 9)-(Ag)=(Ag) y (Ag)-(Ag) - (A,g)=(A4d)

entonces tomando ¢ = gt y A = g7'A se satisface la condicion exigida (El ele-
mento (g7'A, g7 ) estd bien definido ya que {1,9g7'} C g 'A ya que {1,9} C A).
Ademds que (A, 9)-(97'A,97") = (AUg(g7'A)997") = (A, 1) y (¢4, 97") - (A g) =
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(TTAU g (A), g7 g) = (1A, 1). Note que G tiene neutro ({1},1) y que los idem-

potentes de G® son de la forma:
E(éR) —{(B,1): 1€ BCG)

y claramente por como se definio la operacion estos conmutan.

Definimos £ y R en un semigrupo inverso .S como sigue:

(s,t) € L& s's =1t
(s,t) e R & ss' =tt.

En particular, para e € F (S)

(s,e) e L& s =,

(s,e) E R < ss' =e.

Observacién 3.1. £ y R son relaciones de equivalencia.
Definimos H = £ N'R, que también es una relaciéon de equivalencia. Por lo tanto la
H-clase de e € E (S) es

H.={seS: (s,e) e H}

y como (s,e) € H, implica que (s,e) € Ly (s,e) € R tenemos que
H.={seS: s =e=5's}. (3.2)

La H-relacion esta cercanamente asociada con la presencia de subgrupos en un semi-

grupo, por lo que el siguiente resultado seré bastante 1til en nuestro trabajo.

Proposicion 3.3. Sea S un semigrupo inverso con 1g ye € E (S). Luego las siguientes

afirmaciones son verdaderas:

(1) eSe es monoide inverso con identidad e.
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(2) H.=U (eSe). En particular, H, es un grupo.

(3) Todo subgrupo de S estd contenido en alguna H-clase.

Demostracion. (1) Sea x € eSe, asi existe a € S tal que x = eae. Por lo tanto

(3)

er = eeae = eae = I,

Ire = eaee = eae = o,

entonces e es el neutro de eSe. Ahora, sean x,y € eSe, veamos que zy € eSe. Por

definicién, existen a,b € S tal que x = eae y y = ebe.

zy = (eae) (ebe) = e (aeb) e € eSe.

Luego eSe es un monoide y como sabemos para z,y € S se tiene que (zy) = y'2/,

. / . .
asi ' = (eae) = €'a’e’ = ed’e, por lo tanto eSe es monoide inverso.

Sea a € H,, por (3.2) se tiene que aa’ = e = ad’, de aqui se sigue que:

= ead'a, = eae.
~—
e
Por tanto a € eSe. Ademés, como o’ = ed’e € eSe, tendremos que a € U (eSe) ya
que e es el neutro de eSe. Ahora, si a € U (eSe) tenemos que @’ € U (eSe), por lo
tanto

ad' =eyda=e = ac€ H,.

Sea G un grupo con identidad e tal que G < S. Entonces para todo a € G existe
aleGy

aat =e vy ala = e,
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entonces (a,e) € H, es decir G C H.. &

Sea S un semigrupo inverso y conmutativo. Dado s € S entonces ss’ € E (5) ya que

Asi, haciendo f = ss’ tenemos que s € Hy. Luego todo elemento de S pertenece a algin
subgrupo de S. Por lo tanto
S = H.. (3.3)
(S)

ccE
La unién es disyunta ya que las clases de equivalencia sobre un conjunto forman
una particion de este si e # f entonces H. N Hy = (). De hecho, si H. N H; # () existiria
a € S tal que (a,e) € Hy (a, f) € H, pero como H es de equivalencia tendriamos que
e = f. Ademas

H, H;C H,;.

Para ver esto, sea a € H,, b € Hy, entonces aa’ = e =d'ay bb' = f =b'd
(ab) - (ab)’ = abV/a' = afd

y como S es conmutativo

afad = ad f = ef.

Por lo tanto ab € H,y.

Un semireticulo de grupos es un semiresticulo en que cada uno de sus elementos es
un grupo, junto con un conjunto de homomorfismos de grupos que hacen compatible
dichos grupos con la estructura de semireticulo. Clifford demostré que la unién de
estos grupos forma asi un semigrupo, donde la multiplicacién esta determinada por las
operaciones de los grupos y dichos homomorfismo de grupos.

Entonces por lo visto en tenemos que todo semigrupo inverso y conmutativo S

con unidad es un semireticulo de grupos. Pero, en particular se conoce la siguiente
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definicién:

Definicion 3.3. Un semigrupo de Clifford es un semigrupo en el que cada H-clase

es un grupo.

Observacion 3.2. Por la Proposicion [3.3] tenemos que todo semigrupo inverso S con

1g es un semigrupo de Clifford.

Ademas, la ecuacion (3.3)) también puede ser vista es consecuencia del siguiente resul-

tado, conocido como el Teorema de Clifford.

Teorema 3.4 (Teorema de Clifford). Sea S un semigrupo, las siguientes son equi-

valentes
(1) S es semigrupo de Clifford.
(2) S es semireticulo de grupos.

Demostracion. Ver [16, pag 76]. &

3.2. Semigrupo de Picard

Sea P un R-modulo pfg, si para todo p € Spec (R) tenemos:
P,=0 6 P, ~ R, como R,-mo6dulos.

Decimos que el rango de P es < 1y escribimos rk (P) < 1. Ademaés por la demostracion

de la Proposicion [2.9] tenemos
Corolario 3.5. Sitk (M) < 1, entonces rk (M ®pr S) < 1.

Ahora, definimos

PicS (R) = {[E] : F es R-modulo pfg y rk(E) < 1}. (3.4)
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Dicho conjunto es conocido como el Semigrupo de Picard donde su producto estéa
definido de la misma forma que en (2.5 y como ya vimos previamente dicho producto
es asociativo.

Los siguientes resultados dan informacion sobre la estructura de PicS (R).

Proposicion 3.6. El conjunto definido en y
A={[P]: P es R-mddulo pfg y existe un epimorfismo R — Endg (P)}

son iguales.

Demostracion. Sea E un R-modulo pfg tal que rk (E) < 1. Considere la aplicacion:

mr: R — End(E)

T m,

donde m, (x) =rx parar € Ry z € E.
Sea p € Spec (R), entonces

(mR)

R, — Endpg, (E,)

es epimorfismo en vista que:
Endg, (E,) = Homg, (E,, E,) ~ Hompg, (Ry", Ry")

que es isomorfo a R, si ny, =1 6 es nulo si n, = 0.
Reciprocamente, si [E] € A, entonces E es un R-moédulo pfg y existe un epimorfismo

de R en Endg (F). Luego para p € Spec (R) existe un epimorfismo de R-algebras
R, — Endp, (Rg”) ~ Ry,

donde n, = rkg, (£,), asin, <1. &
La Proposicion anterior significa que PicS (R) es el conjunto de clases [P], R-modulos
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parcialmente invertibles, donde P es llamado parcialmente invertible si P es un
R-moédulo pfg y existe un epimorfismo de R-algebras A — Endg (P), donde en este

caso A’ = R por tratarse de un anillo conmutativo con unidad. Ver [12].
Proposicion 3.7. U (PicS (R)) = Pic (R).

Demostracion. Por la definicion dada en es claro que U (PicS (R)) 2 Pic (R) ya
que si [P] € Pic(R) entonces rk (P) = 1 y existe [P*] € Pic (R) tal que [P][P*] =
[R], es decir [P] € U (PicS (R)). Reciprocamente, si [E] € U (PicS (R)) existe [P] €
PicS (R) tal que E ® P ~ R, entonces F, ® F, ~ R, para todo p € Spec(R). Por lo
tanto E, # 0, que implica que tk (E) =1. &

Lema 3.8. Si L es un R-maodulo pfg, entonces existe ¢ : L — L™ un isomorfismo de

R-madulos.

Demostracion. Sea F' un R-mo6dulo libre con generadores ey, ..., e,. Podemos definir
los elementos e/ € F* por:

el (e;) =1sii=j,

el (e;) =0 sii+# 7.

Sea x € F', entonces

solo es posible si = 0, luego e!, ..., e" son linealmente dependientes.
Asi, como f : F — R es determinado por los elementos f(e;) = r; € R, entonces
f=>¢€’r;, lo que implica que F* es libre con generadores €', ... e".
Ahora, la aplicacion pp : F — F** tal que a cada e; le asigna al elemento de la base dual

de {e/: 1 <j <n}, es un isomorfismo. Como L es pfg, existe F' libre y finitamente

generado tal que F'~ L @ L', asi F** ~ L** @ L™ y se cumple:
Lol ~F <~ [

donde este isomorfismo lleva a L en L**, de donde se concluye el resultado. &
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Proposicion 3.9. El conjunto PicS (R) es un monoide conmutativo, inverso con 0.

Ademds, [E)' = [E*].

Demostracion. Si [M] € PicS (R), (M*), ~ (M,)" ~ Homp, (M,, Ry) para todo p €
Spec (R). Debemos probar que [M|[M*] [M] = [M]y [M*|[M][M*] = [M*].
Dado que M ® M* ~ Endg (M) ya que M es R-modulo pfg. Entonces

[M][M*][M] = [Endg (M)} [M].

Counsidere el homomorfismo de R-mo6dulos

K: Endg(M)®@M — M
fem = f(m)

Ahora, localizando por p € Spec (R) tenemos los siguientes casos:

» Caso 1: Si M, = 0, entonces K, : 0 — 0 es claramente un isomorfismo de R-

modulos.

» Caso 2: Si M, ~ R,, entonces

K,: R,®r, Ry, — R,

/

plp

/
Ty @R, Tp > T
es un isomorfismo de R,-moédulos.

De ahi se concluye que [M][M*]|[M] = [M] para todo [M] € PicS (R) y como M es
R-médulo pfg, por el Lema se tiene que M ~ (M*)", entonces

(M) = [MF][M*][M?] = [M] [M] [M"]. L

Por la Proposicic’)ny (3-3)) que corresponde a uno de los Teoremas de Cliford, tenemos
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que PicS (R) es un semireticulo de grupos abelianos, en particular:

PicS (R) = | J PicS(R),
CeF(R)

donde F'(R) es el semireticulo isomorfo al semireticulo de idempotentes de PicS (R).
Nuestro objetivo ahora es describir F' (R).

Sea M un R-moédulo, definimos:
Anng (M) ={z € R: zm =0, Vm € M}

el anulador de M.

Proposicion 3.10. Sea M un R-mddulo finitamente generado, los conjuntos:

Suppr (M) = {p € Spec(R) : M, # 0},

V (Anng (M)) ={p € Spec(R): p 2 Anng (M)}
son iguales.

Demostracion. Seap € Suppr (M), entonces M, # 0. Supongamos que p 2 Anng (M),
luego existe r € Anng (M) tal que r ¢ p. Asi, denotando S = R\p tenemos que

m m 0
r € S, por lo tanto — € M, para m € M. Note que M, > — = — pues para todo
r r S

t € S se cumple que t (ms — 0r) = 0, lo que resulta en una contradiccion, por lo tanto
Reciprocamente, sea p € V (Anng (M)) y {m;},c; el conjunto generador de M con [

finito, entonces Anng (M) C p, supongamos que M, = 0, por lo tanto:

~ =71 = dt; € Stalquet;(m;-1—s5-0)=0 = t;m; =0,
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ademés, como m = > r;m; para todo m € M, defina t = [[¢;, note que t € S ya que S
i€l iel
es multiplicativo, asf:

tom =]t rimi =3 ((th) m) =0,

i€l el el el
-

=0

/

m 0

entonces — = 7Y t € Anng (M) que es una contradiccion. @
s

Sea M un R-modulo y Iy = Anng (M), entonces M es un R/I -modulo fiel, donde
M

R/ «M — M
IIW

(7, m) —  Tm.
El siguiente lema caracteriza a los idempotentes de PicS (R).

Lema 3.11. Sea M un R-mddulo pfg y Iny = Anng (M). Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(1) M@ M ~ M;
(2) M ~ R/ como R-mddulos;
11\4
(3) M ~ Re para e idempotente de R. Ademds Iy = R(1 —e).

Demostracion. (1 = 2) Si M ® M ~ M, entonces existe un isomorfismo de R-mo6dulos
¢ : M®M — M, veamos que existe \ : M ®p/1,, M — M isomorfismo de R/[ -
M

modulos. Para esto, definamos:

A MxM — M

(m,m’) — emem)

80



que resulta siendo bilineal:

A(m+n,m') = ¢((m+n)om)
= p(mem')+enhem)

= AX(m,m')+ X(n,m’),
es balanceada, pues para a € R / 7 tenemos
M

A(@am@m') = X(am,m') = ¢(ame@m’)
= p(m®am)

= X(m,am').

Por lo tanto
A M®R/,M M — M

m®R/1M ml — (P(m®m/)

es un homomorfismo de R / 7 -modulos. Ahora, como ¢ es isomorfismo, es facil ver que
M

A es un isomorfismo. Entonces, para p € Spec (R) tenemos:
MP ®R/I]\/I MP = MP’

pero

2
Tp np

M, ~ (R/]M>"" y M,®grr,, My ~ (R/[M)np@)R/IM (R/IM) ~ <R/]M) ,
asi )
p Tp
(#/0,) =(#/,)"

por lo tanto n, € {0,1}, luego rky/,,, (M) < 1. Ademés, como Suppy;,, (M) =V (0) =
Spec (R /Iy )y M es un R-modulo pfg fiel tenemos que [M] € Pic R/I , Pero como
M
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[M] es idempotente por hipotesis, él debe ser la identidad del grupo Pic <R / 7 ) es
M

un grupo. Entonces
M~R /
I]M

como R / -moédulos, entonces existe o : M — R / isomorfismo de R / -moédulos,
I]w I]\/[ I]\l
que nos lleva a que ¢ es R-lineal.
(2=3) Como M ~ R/I como R-moédulos, entonces R/I es pfg. Por tanto la
M M
sucesion

O—>[M—>R—>R/ — 0
]]W

escinde, asi Ij; es un sumando directo de R, y como sabemos, si R es un anillo con un
ideal I que es sumando directo de R, entonces existe un idempotente e tal que I = Re,

consecuentemente, existe un idempotente f tal que I; = Rf, por lo tanto:
R=Rf®R(1-f),

entonces

M~R/Iy =R/Rf ~R(1— f)

y haciendo e = 1 — f, concluimos que M =~ Re.

(3= 1) Si M ~ Re, entonces:
M @M ~ Re® Re ~ Re* ® R~ Re ® R ~ Re ~ M. )

Sea I, (R) el semireticulo de idempotentes de R con respecto al producto. Por el Le-
ma tenemos que I, (R) es isomorfo al semireticulo de idempotentes de PicS (R),
entonces:

PicS (R) = | PicS.(R),

e€lp(R)

con PicS. (R) grupo abeliano, entonces para todo e € I, (R) denotamos por [M,] la

82



identidad de PicS. (R), asi [M,] [Mf] = [Mc] ¥y

PicS. (R) PicS; (R) C PicS.; (R) Ve, f €I, (R).

Lema 3.12. Note que para un R-modulo N

Anng (N) = Anng (Endg (N)),

y st N es proyectivo tenemos que:

Anng (N) = Anng (N7).

Demostracion. Sean r € Anng (N)y f € Endg (N), entonces:

rf(n)=f(@n)=f(0)=0 = r € Anng (Endgr (N)).

Ahora, si r € Anng (Endg (N)), entonces f (rn) = rf(n) = 0, en particular para
f =idy tenemos que 0 = idy (rn) = rn para todo n € N. Por lo tanto r € Anng (N).

Ademaés, supongamos ahora que el R-modulo N es proyectivo, sea r € Anng (N*), como

N es proyectivo satisface el teorema de la base dual, es decir, existen { f;, n;},.; tal que:
n = Zfl(n)n, Vn € N,
iel
entonces,
rn = eri (n)n; = eri (n)n; =0 = r e Anng (N).

iel i€l

Asi mismo, si r € Anng (N)y f € N*
rf(n)=f@n)=f(0)=0 = re Anng (N"). [ )

Lema 3.13. PicS. (R) = {[N] € PicS(R) : Anng(N)= R (1 —e)} ~ Pic(Re) para

83



todo e € I, (R). En particular, el elemento identidad de PicS. (R) es [Re].

Observacién 3.3. Para la demostracion que sigue vamos a denotar [N], la clase de

N enfatizando que es un R-moddulo.

Demostracion. Veamos primero que
PicS. (R) = {[N] € PicS(R) : Anng(N)=R(1—¢)}

Sea [N] € PicS, (R). Entonces

&
Enda(N) =N o N* & M, ~ Re, (3.5)

donde (&) se da por [N ® N*| ser el neutro en PicS, (R) y el altimo isomorfismo
gracias al Lema[3.11] Ademas, como Anng (N) = Anng (Endg (N)) y por tenemos
que Anng (Endg (N)) = R(1 —e), por tanto Anng (N) = R(1 —e), asi PicS, (R) C
{[N] € PicS(R) : Anng(N)=R(1—e)}.

Ahora si Anng (N) = R(1 — e) tenemos que

N@Me~N®Re~Nex~Ne®N(l—e)=N
como R-moédulos, luego [N] € PicS, (R). Por tanto
PicS. (R) D {[N] € PicS(R) : Anng(N)=R(1—e)}.
Veamos que

¢: PicS.(R) — Pic(Re)
[N]R — [Ne]Re
es un isomorfismo.

Note que ¢ es inyectiva en vista que si [N] € ker ¢, entonces Ne ~ Re como Re-modulos,

gracias a que Anng (N) = R(1 —e). Ademas, ¢ es sobre ya que si [N] € PicS,. (R),
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tenemos que N = Ne = Ne@ N (1 —e) y Anng (N) = R(1 — e) implica que N = Ne,
luego haciendo M = Ne se concluye el resultado.
Para finalizar note que la imagen de e R, es 0 (sie € p) 6 1 (si e ¢ p). Por lo tanto,

(eR), es libre de rango 0 6 1, asi [eR] € PicS(R). #

Por el Lema y lo que tenfamos hasta ahora podemos concluir que:

PicS (R U PicS, ( U Pic (Re), (3.6)
e€lp(R) e€I,(R)

es decir, el semigrupo de Picard de R (PicS(R)) es la uniéon disyunta de grupos de
Picard.

3.3. Ejemplos

Como vimos en ([3.6)) una forma de calcular PicS (R) es mirar los idempotentes de R, por

lo tanto, en un principio nos centraremos en una forma de hallar dichos idempotentes.

Ejemplo 3.3. Sea R un dominio o un anillo local, entonces los inicos idempotentes de

R son Or y 1r. Entonces podemos concluir que
PicS (R) = Pic (R) U {[0]}.

Calcular idempotentes no es facil, mas atin porque no siempre tenemos una estructura
sencilla en R, veamos los idempotentes en anillos que sean familiares para nosotros

como lo son los anillos Z,,.

Ejemplo 3.4. Considere R = Zg, note que I, (Z¢) = {0,1,3,4}, y por la descomposi-

cion obtenida

PicS (Zg) =~ Pic(Zs) UPic (4Zs) U Pic (3Z¢) U Pic (0Z)
~ Pic(Zs) UPic (Z3) U Pic (Z,) U Pic(0)
= {[Zﬁ] ’ [ZS] ) [22] ) [0]} :
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Donde hemos usado que Pic(Z,) = {[Z,]} por ser semilocal.

El ejemplo anterior generd un resultado bastante curioso ya que como sabemos la parte
dificil es hallar los idempotentes no triviales, pero en el caso de Z, tenemos que los

idempotentes satisfacen lo siguiente

Observacion 3.4. Sie ¢ {6, T} es idempotente de Z,, para n € N, entonces eZ,, ~ Z,,,

donde Z,, es un sumando directo de Z,,.

Esto lo fundamenta el hecho que si e € I, (R), entonces Re es sumando directo de R.
Reciprocamente, si R = I & J, existen f,g € I, (R) tal que I = Rf y J = Rg. Entonces

existe una correspondencia entre I, (R) y los sumandos directos de R.

I, (R) — Sumando Directo
e > Re

f — I

Por lo tanto, nos interesa hallar los sumandos directos de Z,, para n € N.

n
Lema 3.14. Los sumandos directos de Z,, son de la forma Z,,, donde gcd X m, — » = 1.
m

Demostracion. =) Existe s|n tal que Z, = Zs ® Z,, (n =m - s). Sea d = ged {s,m},
entonces d|s y d|m, por lo que en Zs y Z, habra un subgrupo de orden d. Pero

como la suma es directa tenemos que Zg N Z,, = {0}, por lo tanto d = 1, es decir

n
gedd — m p = 1.
m

<) Sear,s € Z tal que ged {r,s} = 1y r-s = m. Entonces (F) @ (3) = Z,, y como
(3) =7,y (F) = Z, entonces (T) N (5) =0. &

Ahora, usando esté lema podremos hallar los idempotentes de un Z,, cualquiera.

Ejemplo 3.5. Usando el lema anterior tenemos que Zio = Zg @ Z4, por lo tanto

necesitamos ey, es tales que e Znoy =~ L3 y esZis =~ Zy. Note que e y es deben satisfacer

86



la siguiente congruencia
e1-3=0(modl2) y ey-4=0(modl2)

De ahi que las opciones para ey sean 4 y 8 mientras que para es son 3 y 9, pero como

tenemos que

tenemos que I, (Z12) = {0,1,4,9}. Pero como vimos, no es necesario hallar los idem-

potentes porque tendremos lo siguiente:

PicS (Zu) ~ Pic (le) U Pic (4Z12) U Pic (9212) U Pic (OZH)
~ {[Z1],[Zs],[Z4] , [0]} -

Esto garantiza que no era necesario hallar los idempotentes ya que al fin y al cabo

queremos son los sumandos directos de Zqo.

Asi mismo, note que PicS (Zzo) = {[Zso] , [Zs], [Z3] , [Zs] , [Ze] , [Z10] , [Z15] , [0]} ya que
2,3, 5,6, 10 y 15 satisfacen el lema anterior. Por lo tanto, podemos generalizar la idea

de PicS (Z,,) para n € N como sigue:

PicS (Z,) = {[Z4], [0} U {[Zm]} e

donde M = {m|n : ged (m,2) =1}.
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En general, si R tiene un niimero finitos de idempotentes se cumple

R :é R@i
=1

donde e; es un idempotente minimal, usando el orden de Rees definido en (3.1)). Ademas,

para M pfg se cumple que
» Sirk es 0en Spec(Re;), entonces Me; = 0.
» Sirkes 1en Spec(Re;), entonces Me; es un Re;-modulo invertible.

Por lo tanto:
n

PicS (R) =(_ ({0} UPic (Rey)).

=1
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Capitulo 4

Accilones Parciales

En este capitulo nuestro interés es estudiar las acciones parciales de un grupo en
PicS (R), para ello necesitaremos estudiar en detalle algunos resultados relacionados
con las acciones parciales, en particular en semigrupos inversos que nos proporcionan

ejemplos bastante interesantes en este contexto.

4.1. Acciones de Grupo

Sea G un grupo y X un conjunto. Una accién de G en X es un homomorfismo ¢ :
G — Sy, donde Sy es el grupo de permutaciones de X con producto la composicion de
funciones. En este caso decimos que G opera en X via ¢.

En ocasiones es conveniente ver una accién de G en X como la funcion:

b GxX — X
(9,2) w &(g,7) = g-x

satisface los siguientes axiomas de identidad y compatibilidad:

1. Sea e el elemento identidad de G, entonces ¢ (e,z) = e -z = id - © = x para toda

reX.
2. ¢(gh,x)=gh-z=g-(h-z)paratodo ghe Gyx € X.
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Hay distintas clases de acciones y dependiendo de ellas hay gran cantidad de aplica-
ciones, en particular para la geometria, teoria algebraica de niimeros, teoria descriptiva

de conjuntos, entre otras.

4.2. Acciones parciales

Definiciéon 4.1. Sea GG un grupo con identidad 1 y X un conjunto.
Una accién parcial (conjuntista) o de G en X es una coleccion de subconjuntos

D, C X (g € G) y biyecciones ay : D,~1 — D, tales que:
(i) Dy = X y oy es la identidad de X;
(ii) Dgpy— 2 ;" (Dy N Dyr);

(iii) o, 0 oy (2) = ag (z), para todo z € a; ' (D, N Dy-1).

Note que las condiciones (ii) y (iii) significan que la funcién a4, es una extension de

o o . Para esto observe que:
dom (ay 0 ) = ;' (D N Dy-1) . (4.1)

Para comprobar la afirmacién anterior, tome = € dom (ay o «vy,), entonces existe y €
ap (Dp-1) N Dy-1 y es tal que oy (x) = y. Como «y, es una biyeccion oy, (Dp-1) =
Dy, asi y € Dy N Dy-1, por lo tanto x € oz,:l (D, N Dy-1). Reciprocamente, sea x €
;' (DN Dy1) C ' (Dh) = Dy-1. Entonces existe y € D, ND,-1 tal que oy, (z) =,
y como Dy, N Dy-1 C Dy-1, entonces ay, (x) € Dy-1, esto es, € dom (g 0 up).

Note que y (iii) garantizan que o, es una extension de a, o ay,.

Ademas, se puede probar que aj-1 = a,:l. Para esto observe que a;l : Dy, — Dj-1 es

una biyeccion (recuerde que ajp-1: Dy — Dj-1) y veamos que &y, © -1 = lap, -
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En efecto:
(4.1)

dom (Oéh @) Oéh—l) Oé}:,ll (Dh—l N Dh—l)

= o' (D) =Dy
y para x € Dy,

Qp O p—-1 (l’) (: App—1 (ZE)

= o« (2) © idp, ().

Ahora, la parte (ii) de la Definicion puede ser cambiado por una condicién mas
fuerte que es la siguiente:

(ii") ;' (DN Dy1) = Dy-1 N Dpy-141.

Veamos que (ii) y (ii’) son equivalentes:

Demostracion. (ii') = (ii)

a,:l (DN Dgfl) =Dp-1NDp-15-1 CDp-151 = D(gh)fl.

(ii) = (it)

Por (ii) tenemos a;, " (D, N Dy-1) C Dypy-1 = Dp-14-1 y como qj-1 = ! luego

Qp—1 (Dh N Dg—l) - Dh—lg—l.

Sea & € ap-1 (Dp NDy-1), entonces x € a1 (Dy), y como -1 es biyectiva entonces

x € Dy-1, por lo tanto:
ap-1 (D N Dgfl) C Dyp-1 N Dp-14-1, para todo g,h € G. (4.2)
Reemplazando h por h~! y g por gh en (4.2)) tenemos:

ap (Dp-1 N thlgfl) C D, NDy-1,
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entonces aplicando aj,-1 tenemos:
Qp—1 (Dh N Dg—l) g Dh—l N Dh—lg—l. ‘

Por lo tanto, las condiciones (i) - (iii) son equivalentes a:
(i) D1 = X y aq es la identidad de X;

(ii") a;' (DN Dy1) = Dy-1 N Dpy-141;

(iii) ayoap (z) = ag () para todo z € Dy-1 N D1

Observacién 4.1. Si « es una accién parcial G en X' se denotara por o = (ay, DQ)gEG
oa = {ag: Dy = Dy},

Definicion (4.1

cc» donde se sobrentiende que los «, y los D, satisfacen la

Un caso particular que suele suceder es que cuando X = A con A un K-algebra cada
uno de los D, resulta ser un ideal de A y cada o, un isomorfismo de algebras.

Veamos un ejemplo de una acciéon parcial:

Ejemplo 4.1. Sea R un anillo conmutativo y S = Re; @ Res @ Res, donde {eq, es, 3}
es un conjunto de idempotentes ortogonales, no nulos, cuya suma es 1. Denotemos por
G el grupo ciclico de orden 4 generado por o, y definimos la accion parcial de G en S

tomando:

Sleyoq:ids.

Sy = Re1 ® Rea y o, : Sg3 — S, tal que o, (e2) = €1y a, (e3) = es.

Syz = Rey @ Reg y a2 @ Sy2 — Sy tal que agyz (€1) = e3 y aye (e3) = e3.

Sos = Reg @ Reg y s : Sy — Sys tal que ags (e1) = ea y ags (€2) = es.

Es claro que S, es un ideal de S por como estan definidos, asi como cada a,: es un
isomorfismo definido convenientemente para satisfacer a la Definicion 1.1} Ahora para

h = o' € G observemos los siguientes casos:
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s S,NS =S,y a;l (Sp) = Sp-1, para todo h € G.

= S,NS,=S5,y a,:l (Sp) = Sp-1 C Sy, para todo h € G.

Con las anteriores se cumplen los numerales (ii) y (iii) (aprovechando las propiedades

de G) para todos los casos excepto para:
s S.2NS,s = Res
" a,2 (Reg) = Rey C S,
n a, (g2 (rey)) = a, (reg) =reg ¥ ags (reg) = reg

Por lo tanto a = (ay, Sy) ¢ es accion parcial de G en S.

Trabajaremos con acciones parciales a = (o, D) de grupos en algebras. Esto es,

geG
acciones parciales conjuntistas tal que cada D, es ideal y cada o, es un isomorfismo de

algebras.

4.3. Acciones parciales en Semigrupos

Nos interesa estudiar la estructura que debe tener una accién parcial o de G en un
semigrupo S (en particular, cuando el semigrupo es PicS (R)).

Cuando trabajamos las acciones parciales de G' en un algebra A, necesitdbamos que
D, fuera ideal de A para todo g € Gy los o, fueran isomorfismos, por lo tanto para
estudiar las acciones parciales en semigrupos es necesario recordar como son los ideales

de un semigrupo S, asi como los homomorfismos de semigrupos.
Definicion 4.2. Sea S un semigrupo, I C S es ideal si:
s vI C [ para todo v € S

m [~y C [ para todo v € S.
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Note que es muy similar a los ideales en anillos, salvo que aqui no se pide que sea grupo
aditivo, esto ya que la estructura de semigrupo es bastante peculiar, por ejemplo, sea

s € S, entonces:

(sy ={y: y=7s\, v,Ae S},

el ideal generado por s € S, que en general se tiene (s) = SsS, pero si S es conmutativo

(s) = sS.
Observacion 4.2. Es posible que s ¢ (s) en semigrupos.

Por lo tanto, una accién parcial a de G en un semigrupo S es:

a={ay:D;-1 = Dy}

geaG

con D, ideal de S y a4 isomorfismo de semigrupos para todo g € G, que satisfacen:
(1) D1 =Sy o =idg;
(2) Diypy-1 2 an-1 (D N Dy1);
(3) ayoay (x) = ag, (z) para todo z € aj " (D, N Dy-1).

Recordemos que (2) y (3) son equivalentes a que ayy, extiende a oy, o ay,.

4.4. Acciones parciales en PicS (R)

Sea o = (ay, Dg)gEG una accion parcial unitaria de un grupo G en R, esto es, dado

g € G existe 1, idempotente de R tal que D, = R - 1,. Entonces:

ag (o (Ylp-1) 1-1) = agp (yl(ghrl) 1, (4.3)
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en vista que:

ag(an (Ylp-1)1,-1) = ay (o (ylp-1) 115-1)
ay (ah (ylp-1) ap <1(gh)71 1h71>>

Qg (ah (ylhfll(gh)fl 1h71>)

51
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Los siguientes resultados nos permitiran construir una accion parcial en PicS (R).

Lema 4.1. Sean E, F R-modulos y g € G con G grupo. Suponga que
lywrz=a y lyay=y, Vexek, Vyeclk
Denotemos por Ey el conjunto E con la accion de R dada por:
rex,=a,1(rly)x reR, x, €L, (4.4)

Entonces:

(1) Ey es un R-mddulo y (Ey), = (Ey), como R-mddulos, donde la accion de R en
(Ep), es:

re—=————>=— rcR xze€kE secR\p.
s

(2) Homp (E,F) = Hompg (E,, F,) como conjuntos. En particular:

Isop (E,F) = 1Isop(E,,F,) vy Endg(E)=Endg(E,).

(3) Si E es pfg, entonces E, es pfg.
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4) (E@F),~E,®F,.
(5) Sitk(E) <1, entonces rk (E,) < 1.
Demostracion. (1) Este resultado es inmediato teniendo en cuenta que

r rex
re— =
s S

Vr € E, s € R\p,

esté bien definida.

(2) Sea f € Homp (E, F), f por definicién de E, esta bien definida como funciéon de

E, en F,, debemos ver que es homomorfismo:

frex) = flag(rly)z) = ag1(rly) f(z) =re f(z),

luego Homp (E, F) C Hompg (E,, F,). Ahora sea f € Homp (E,, F,), entonces

fre) = f(riga) = fag (Mlg) x) = f (r'z) = r'f (2),

donde 7" € R es tal que a,-1 (1'1,) = rl,, por lo tanto:

fro) =7r'f(z) = agr (r'ly) f (x) = rlga f (z) = rf (z).

(3) Sea f € E*, entonces:

agxf: By — R

r = oy (f(x)l-1).
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Tenemos que ay * f es un elemento de (E,)" ya que:

(agx f) (rex) = (ag*[f)(ag(rly)x)
= ag(f(ag-1(rlg)x) 14-1)
= rlg(ay (f () 141))
= rag(f(z) 1)
= rllag* f) ()],

ademaés,

(ag=f)x+y) = ag(f(z+y)1lg1)
= O‘g(f(x) 19*1)+O‘g(f(y)1g*1)
= (ag* f) (@) + (ag = f) (y).

Como FE es pfg, existen {f;, z;},.; base dual con I finito. Luego

i€l

v = Zfi (z)z; = Zfz- (@) Ly =Y (ag * f;) (x) @ 24,

i

donde:

(ag* fi) (x)ex; = oy ((og * fi) () 1g) 25
= g (y (i () 1) 1)
= (fi (@) 1g1) 1gr;

= fz (.T) 1971[E2‘.

Por lo tanto E, tiene base dual {o, * f;, x;}, entonces E, es pfg.
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(4) Sea
p: EgxFy — (E®F),

(r,y) = (z®y),

veamos que ¢ es R-balanceada:

prexy) = p(ag(rly)z,y)
= (a1 (rly)z®y),

= (z® Qg—1 (rlg)y

~—
Q

= p(z,rey),
ademaés,
p(r1+22,y) = ((21+22) ®Y),
= ($1®y+$2®y)g
= QO(.I'l,y) _I'SO(CEQ,y)
Entonces:

v E,@F, - (EQF),
@y — (z®y),

es un homomorfismo de R-moédulos, que es biyectivo. Por lo tanto F, ® F, ~

(E®F),
(5) Sea p € Spec(R). Consideremos los siguientes casos:

= E, =0, entonces usando (1) tenemos (Ey), = (&), = 0.

» Si B, ~ R, como R-moédulos, sabemos que 1,12 = z para todo z € E,
asi tenemos que 1,17, = 7y, para todo r, € R,. Entonces 1,-1 € p (de lo

contrario 1,-1 ¢ p implica que R, = 0, que seria una contradiccion) luego:

Ey ~ R, = (Dy-1), como R-médulos,
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por lo tanto, usando (1) nuevamente:

Entonces tk (E;) < 1. &

Lema 4.2. Para g € G:
X, ={[1,E] : [E] € PicS(R)} = [D,] PicS (R).

Entonces, X, es un ideal de PicS (R) y
(i) X, = {[E] € PicS(R) : E =1,E},
(ii) Para [E] € X,-1 tenemos [E,] € X,.

Demostracion. Note que para [F] € PicS (R):
[Dg] [F] = [Dy @ F] = [Il,R@ F] = [RQ 1,F] = [1,F].

(i) Por la forma en que se define X, tenemos {[E] € PicS(R) : £ =1,E} C X,.

Ahora dado [E] € X, existe [F] € PicS (R) y un isomorfismo ¢ de R-mo6dulos
tal que ¢4 : 1,F — E. Entonces,

E =, (15F) = ¢4 (14 (1,F)) = 150 (1,F) = 1,E.
(ii) Note que 1,-1z, = 1,12, = x4, para todo z, € E,, en vista que por (4.4]) tenemos:
lyox, =0, (11y)xy =0y (1g) 2y = 112y = 24, VYV, € E,.

Como z, € E, que es igual como conjunto a F, por (i) £ = 1,-1+F ya que
g g g
[E] € X,-1, entonces x, € 1,-1F, por lo tanto existe e € E tal que 1,-1e = z,

luego 1,-1 (1,-1€) = 1,-124, que implica z, = 1,-1e = 1,-12,.
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Asi, 1,8 E, = E,. Por el Lema E, es pfg y 1tk (E,) < 1. Por lo tanto [E,] €
PicS(R) y por (i) [E,] € X,. &

Teorema 4.3. La familia o* = (Xg,a;)geG, donde:

oz;: X1 — X,
[E] = [E]

Define una accion parcial de G en PicS (R).

Demostracion. Veamos que « esta bien definida para todo g € Gy es un isomorfismo
de semigrupos.

Sean [E] = [F] € Xy1, as1 E = 1,1E y F = 1,-1F, por el Lema parte (ii)
[E,] = [F,] € X,. En efecto, como E ~ F existe ¢ : E — F isomorfismo y por el item
(2) del Lema [4.1] tenemos que Isog (E, F) = Isog (E,, F,), por lo tanto ¢ : E, — F,

es un isomorfismo. Ademas para [E], [F] € X, -1 arbitrarios tenemos:

o ([E)[F)) = oy (B F)) = [(E@ F),| @ [E, @ F] = [E] [F,].

g

Veamos ahora que oy, extiende oy o aj,.
Si [E] € Xjp-1 es tal que [Ey] € X1, entonces E = 1,1 By E = E = 1,1 0 £, =
ap-1(1;-11,) B = Lgny-11p-1 £ =11 E, que garantiza dom (a; o a;) C dom (a;h).
Ademas o oaj ([E]) = [(Eh)g} , @y, ([E]) = [Egn] y como (Ejp), = Eg, como conjuntos,
nos falta ver la igualdad como moédulos.

Sear € R, x = (zp,), € (En), y tenemos:

re(zy), = agi(rly)ex,

ap-1 (ag-1(rly) 1)

s
5

Oé(gh)—l (Tlgh) 1h—1£C

A gmy-1 (T1gn) @
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y como sabemos que E = FEj-1 como conjuntos, si x € F, tenemos que x € Ej,-1, luego:

re (:zch)g = Qgp1 (rlgn)x

= eIy,

Entonces (E}), ~ Egp, via
(En), = Egn
H

«rgh

donde ¢ (r . (xh)g) =rep <(a:h)g> =1 ey, y oy es un isomorfismo ya que su inversa

es a;,l. ®

Concluimos que a = (ag,Dg)geG accion parcial de G en R induce o* = (a;,Xg)geG
accion parcial de G en PicS (R). Terminamos esté seccion describiendo otra relacion
entre X, y D,, para g € G.

Como tenemos por definicion que X, = PicS (R) [D,], y por (3.6) se tiene:

U Pic (Re) [D, U Pic (Dye) ,

e€I,(R) e€Ip(R)

donde la ultima igualdad se tiene gracias a la aplicacion:

Pic (Re) — Pic(Dye)
[M] —  [M ® D,e]

es un epimorfismo de grupos. De esta forma, tenemos:

= |J Pic(Dye) = | Pic(Rely) = |J Pic(Re)=PicS(D,).
e€I,(R) e€l,(R) e€l,(Dy)
elg=e
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Capitulo 5

(zlobalizacion

Un problema natural en acciones parciales es ver cuando estas se pueden obtener como
restriccion de acciones globales, tales acciones parciales son llamadas Globalizables. En

este apéndice veremos una caracterizacion de acciones parciales globalizables.

Definicién 5.1. Si « es una accion parcial de G en & tal que D, = X para todo g € G,

entonces « es llamado una accién global.
Proposicién 5.1. Si a es accion global, entonces ay o o, = gy, para todo g, h € G.

Demostracion. Por definicion si oo = (ay, D) es accion global entonces es accion

geG
parcial con D, = X para todo g € G. Entonces por el item (iii) de la Definicion

oy 0 ap (z) = agy, (z) para todo x € o' (D), N Dy1)

pero como D, = X entonces o, ' (D, NDy1) = (X)=X. @

Uno de los hechos mas importantes sobre las acciones parciales es como a partir de

una acciéon global 8 = (8,,)) de G en Y, se puede definir una acciéon parcial o =

geG

(g, Dy) yer de G en X C Y donde a sea la restriccion de . Para esto solo basta definir
Dy=XNp(X) ya,= 59|Dg_1 :
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Veamos que « es accion parcial de G en X.

Demostracion. Para comenzar veamos que o, y D, estan bien definidos para todo

g€ qG.

im () = By (Dy1) = By (X1 By (X)) 2 B, (X) M B, (B, (X)) = B, (X) N X =D,

Donde (<») es valido porque S, es biyeccién. Ahora debemos probar (i) a (iii) de la
Definicion [4.1]

Para probar (i), como [ es accion global 57 = idy, entonces D; = X' N 1 (X) = X.
Ademas:

o) = 61'2\’ = ldX

-1
Para probar (ii), note que Oz,?l = <5h|ph_1> = 5h71|Dh ya que [ es accién parcial.

Entonces:

@, (DyNDy1) = Bu-1(DpNDy-1)
= Bn (XN G (X) N AN Py (X))
= Bu (XN B (X) N g1 (X))
= B, (X)N XN By (X)
= XN B (X) N By (X)
X0 Bigmy-1 (X) = Dygy-1.

N

Y (iii) se sigue de la Proposicion y la forma en que estén definidas o, y D,. @

Veremos ahora bajo que condiciones una acciéon parcial se puede obtener como restri-

ccion de una global. Pero antes de esto, necesitamos algunos lemas y definiciones.

Definicién 5.2. Sea 8 = {f,: B — B}, accién de G en B. Entonces X es G-
invariante, si f, (X) C X para todo g € G.
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Proposicion 5.2. X' es G-invariante si y solo si |, = {ﬂg]X X — X}QGG es accion

global en X .

Demostracion. Observe quesi ], = {69|X X — X}gEG es accion global en X implica
que es G-invariante. Por lo tanto, supongamos X G-invariante, entonces §, (X) C X

para todo g € GG, ademés:

X =3, (8, (X)) = By1 (B, (X)) € By (X) C A,

entonces X = 3,1 (X) para todo g~! € G, haciendo h = ¢g~! tenemos que X = 3, (X),
para toda h € G. &

Ahora, suponga que el grupo GG acttia en una algebra B por automorfismos:
By :B— B

y sea A un ideal de B. Por lo visto antes a = (%ng)geG es una accion parcial de
G en Adonde D, = ANG,(A) y a, = ﬁg|,Dg_1. En este caso decimos que a es una
restriccion de 5 en A. Queremos saber las condiciones bajo las cuales se puede obtener
una accién parcial equivalente que sea la restriccion de una accion global.

Como se sabe si tenemos {B)},., una familia de subalgebras del algebra B, entonces
J By no es necesariamente subalgebra de B. En particular si consideramos la familia

AEA
de subalgebras {3, (A)}

e tenemos lo siguiente:

Lema 5.3. B; = < U 59(A)> = > By (A) es subdlgebra de B.

geG geG

Demostracion. Sea x € |J B(A), entonces existe ¢’ € G tal que x € §,(A), asi:
geG

m::p—l—ZOgGZBg(A),

geG gEG
9#9’

por lo tanto, | 8,(A) C > 5, (A). Ahora veamos que Y 3, (A) es subalgebra de B:

geG geG geG
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= Note que 0, € §, (A), entonces 0, € > 5, (A).

geG

» Sean z,y € Y S, (A), entonces existen finitos =, € 8, (A), y, € B, (A) tal que:
geG

xzzxg y yzzyg

geG geG

(Completando con ceros si es necesario) Entonces, sea z, =z, + y, € (3, (A), asi

rHy= Y z,€ Y By (A).

geG geG
Ademas, sea zy, = Ty yp, luego -y = > 2, pero como G es grupo, existe | € G
g,heG
tal que [ = g - h, entonces z -y = ) z. Ahora, como z, = S, (a1) ¥y yn = Bn (az)
leG

para ag, as € A tenemos:

Ty Yn = By (a1) - Bu(a2) = By (a1) - Bgg-1n (az)
= By (a1) - (By (By-1n (a2)))
— 5, (al By (a2>) .

N—————
€A

Por lo tanto, 2z € B, (A) C > 5, (A).

geG

» Sea S una subalgebra de B tal que |J 5, (A) C S. Nuevamente sea x € Y 3, (A),
geG geq

previamente vimos que existe x, € 3, (A) para todo g € G tal que x = )z,
geG

(suma finita). Como z, € f,(A) € |J By (A) C S, entonces z, € S'y como S es
geG

subélgebra z = > x, € S.

geG

Por lo tanto > 3,(A) C S, es decir > f,(A) es el subalgebra mas pequena que
geG geG

contiene a J B, (A). Entonces < U ﬁg(A)> =3 6,(A). &

geG e geG
Proposicién 5.4. Sea A ideal de B y o = (ag, Dy) ; con Dy = AN By (A) y ag =

Bylp | accion parcial de G en A. Si A es ideal de X, con X G-invariante tenemos la
.
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accion de G en X dada por:
B’X = {Bg|x X = X}geg

x _f x.px X
y sea ot = {ag : Dg_1 — Dy }QEG, donde

D;( =AnN (5g|x> (A) y 04;( = (ﬁg‘xﬂpf_l - 69’?(017231 :

Entonces o = .

Demostracion. Sea Dy = AN(By|,) (A). Como X es G-invariante §, (X) = X, ademés
A es ideal de X, entonces 3, (A) C X. Ahora, (8],) (A) = B, (A) ya que A C X,
luego Dy =D, y Dy € X. Por lo tanto:

af - (Bg|x)‘D;71 = Bg‘XngX_l = ﬁg]Dg_l = a,. '

Si X = B es la subalgebra de B definida en el Lema [5.3] puede pasar que B # By,
y como B es G-invariante con respecto a 3 por la Proposicion y a se puede
obtener como la restricciéon de una acciéon de GG en B; que es un subélgebra propia de B.
Por lo tanto, buscando condiciones de minimalidad es razonable requerir que B = By,

en este caso decimos que « es una restriccion admisible de .
Definicion 5.3. Decimos que una accion parcial @ = {ay : Dy-1 — Dg}geG de un grupo

G en un algebra A, es equivalente a la accion parcial o/ = {o/g : D’g = D’g} de
geG

G en el algebra A’ si existe un isomorfismo de algebras
o: A— A

tal que para todo g € G se cumpla:
(1) ¢(Dy) = Dy;
(2) ayop(z) =¢poa(r), para todo x € Dy-1.
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El item (2) significa que el siguiente diagrama es conmutativo:

¥ /
Dg—l - Dg_l
a ]
g a,
¥ '
D, - D

Observacién 5.1. Ser equivalente segtin la Definicién es una relacion de equiva-

lencia entre acciones parciales de G en algebras.
Ahora veamos un tipo bastante especial de acciones parciales:

Definicion 5.4. Una accién parcial § de un grupo GG en un &lgebra B es llamada
globalizacién de la accion parcial a de G en A, si a es equivalente a una restriccion

admisible de 8 en un ideal de B.

En otras palabras, 8 es una globalizaciéon para « si existe un monomorfismo de algebras

¢ : A — B tal que para todo g € G, se cumple:

(i) »(Dy) = ¢ (A) N By (¢ (A));

(ii) g oay () = By 0 ¢ (x) para todo x € Dy-1;
(iii) B es generado por | B, (¢ (A)).
geG
Lema 5.5. Suponga que A es un dlgebra que es suma (no necesariamente directa) de
un numero finito de ideales, cada uno de ellos es dlgebra unitaria. Entonces A es dlgebra

unitaria.

Demostracion. Solo basta probar para A = I + J, y de manera inductiva se deduce el

resultado.
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Sean 17,1 los elementos unidad de I y J respectivamente. Entonces 1;,1; son idem-
potentes centrales de Ay 17+ 1; — 1;1; es la unidad de A ya que paraxz € [,y € J

tenemos que x +y € A y se cumple:

($+y)(1]+1j—1jlj) = ZE'1]+ZL"1J—J}~1[1J+y'1[+y'1J—y~1[1J
= o+z-ly—zl,+y-Li+ty—y- -1

= x4y B

Lema 5.6. Sea A, dlgebra unitaria tal que Ay es un ideal del dlgebra A. Entonces

existe un idempotente central 1, € Ay tal que Ay =1, - A.

Demostracion. Si x € A, entonces x - A C A,. Como A, es unitaria, existe 1, € A,

tal que para todo a € Ay 1,-a =a-1) = a, ademas:
A)\QA:>A,\:1)\~A>\Q1)\'A.

Sea r € A, como A, es ideal y 1, € A, tenemos que 1, -x € A,. Por lo tanto

Ay =1, A '

Lema 5.7. Sean A, y Ay dlgebras unitarias e ideales del dlgebra A, con 1y, 1) los

elementos unidad de Ay y Ay respectivamente. Entonces 15-1y es la unidad de AxNA,.

Demostracion. Sea x € Ay N Ay, entonces -1, =x = x - 1, por lo tanto:

- (Iyv-Iyv)=(z- L) - ly=z-1y == o

El siguiente Teorema caracteriza las acciones parciales de grupos en algebras que admi-

ten globalizacion.

Teorema 5.8. Sea A un dlgebra unitaria. Entonces la accion parcial o de G en A ad-
mite una globalizacion [ si y solo si cada ideal Dy (g € G) es dlgebra unitaria. Ademds,

si (B existe, es unica salvo equivalencia.
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Demostracion. =) Si (3 existe y ¢ : A — B verifica (i) a (iii) de la Definicion [5.4]
entonces ¢ (Dy) = ¢ (A) N By (¢ (A)) es algebra unitaria para todo g € G, porque
¢ (14) es la unidad de ¢ (A) y B, 0 ¢ (14) la unidad de B, (¢ (A)), por lo tanto la
unidad de ¢ (Dy) es ¢ (1) - (By (¢ (14)))-

Como ¢ es monomorfismo, ¢ (D,) =~ D, y en vista que ¢ (D,) tiene unidad se concluye
que D, tiene unidad.

<) Supongamos cada D, ideal y algebra unitaria para todo g € G, entonces por el
Lema |5.6 existe un idempotente central 1, € A tal que D, =1, - A. Sea F = F (G, A)

el algebra de las funciones de G en A, por conveniencia en la notacion f (g) se escribira

fly(f€F, g€q).
Para f € F, g € G defina g, (f) € F por:

By (f): G — A
ho— By(Nl, = f(g7'h).

Veamos que f +— [, (f) es un automorfismo de F. Sean fi, fo € F, entonces:
By (i + fo)l, = (fr + f2) (g7 h) = fr (¢7'h) + fa (g7"h) = By (F),, + By (f2)l,,

/Bg (fl : f2)|h = (fl : f2) (g_lh) = f1 (g_lh) - fa (g_lh) = (ﬁg <f1>|h) ’ (59 (f2)|h) .

Donde ;-1 es su correspondiente inversa ya que:

Bg—l © ﬁg (f)‘h = 69—1 (f (gilh)) = 59—1 (f)’gflh = f (ggilh) = f’h?

De forma analoga para 3, o By-1 (f)],, luego tenemos que f3, es biyectiva. Por lo tanto:

B={8y: F = F} cc
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es una accion de G en F. Veamos que 3, 0 B, = Bygn:

By (Bn (f))’l = B (f)’g_ll =f (h_lg_ll) =f ((gh)il l) = Byn (f)‘z .

Ahora por el Lema [5.6]y Lema [5.7 sabemos que Dy N Dy, = 1,- 15, - A. Como « es accion
parcial, la igualdad:

(% (Dgfl N Dh) = Dg N Dgh
implica

ag (11 -15) =1, 1y, (5.1)

Para a € A, por el Lema[5.6]a -1, € D, defina:

v: A —» F

a — ¢(a)
tal que:
pla): G - A
g = (10<G>’g = ag1(a-1)

veamos que ¢ es un monomorfismo, sean a,b € A:

platbd)l, = agi((a+d)ly)
= ¢(a-b)l,
= ag1(a-1,+b-1y)

— o (ar 1) +ag (b-1,) = ¢ (@), + ¢ B,
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go(a-b)|g = o4 (a-bl,

Ademas, kerp = {a € A: ¢ (a) es la funcién nula de G en A}, sea a € ker ¢, enton-
ces:

go(a)|g =ay1(a-1;)=0 Vgegd,

y como ay-1 es un isomorfismo a - 1, = 0 € A para todo g € G, en particular si g = 1
tenemos que 1, = 14, por lo tanto a = 0, entonces ¢ es inyectiva.
Sea B el subalgebra de F generada por |J f, (¢ (A)), queremos ver que la restriccion

geG
de 8 a B es una globalizacion de «, como vemos con lo anterior se satisface la condicién

(iii) de la Definicion [5.4]

Para g,h € Gy a € Dy1 tenemos que By (¢ (a))l, = ¢(a)l,-1, = an-14(a-14-11) ¥
¢ (ag (a))], = ap-1 (agy (a) - 1;). Entonces (ii) de la Definicion [5.4f se cumple si y s6lo si
la igualdad

Op—1g (a : 1971;1) = Op-1 (ag (CL) : 1h) (5.2)

se tiene para todo g,h € G y todo a € Dy-1. Observe que a - 1,-1, € Dy N Dy-1p,, por

esta razoén podemos separar ay-1, y de esta forma:

ap-1g(a-1,-1) = g1 (o (a-14-13))

X
g

S
T
—-
—~ —~ —~ —~ —~
e
@
— —~ —~ — —
s
Q
Q
—~
—
@
L
—_
s
L
=
~—
~—

|
Q
T
R
<
IS
~—
—_
>
~—

ya que 1, es la unidad de D,
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Por lo tanto S, (¢ (a))|, = ¢ (o (a))], que equivale a (ii) de la Definicion [5.4]
Ahora veamos que ¢ (Dy) = ¢ (A) N B, (¢ (A)) para todo g € G. Un elemento de
¢ (A)NB, (¢ (A)) se puede escribir como ¢ (a) = B, (¢ (b)) para algin a, b € A. Entonces

para todo h € G la ecuacion:

p(a)l, = By (0 ()],

significa:

ap-1 (alp) = @ (b)],-1), = an-1y (D1g-11) . (5.3)

Haciendo h = 1, tenemos:

a=ay(blg—1) € Dy = ¢(a) € ¢(Dy),

y ast ¢ (A) N B, (¢ (A)) C ¢ (D,). Ahora dado a € D,, debemos encontrar b € A tal
que (5.3) se cumpla. Tome b = ay-1 (a) y reemplazando en la parte derecha de (5.3))

tenemos:

CYh—lg (blg—lh) = Oéh—lg (Oég—l (a) 19—1h) s

que es igual a la parte izquierda de ([5.3) usando (5.2)):

Qp—1 (alh) = Qp-1 (Oég (b) 1h) = Oéh—lg (blg—1h> = Ozh—1g (ag—l (a) 1g—1h) .

Por lo tanto tenemos (i) de la Definicion . Para ver que 3 es una globalizacion de «

tenemos que probar que ¢ (A) es un ideal de 3, basta ver que:

By (@ (a)) - @ (b), ¢ (b)- By (p(a)) € p(A),

ya que para x € B, x = Y 3, (¢ (a;)) con I finito, g; € G y a; € A. Entonces:

el
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Para h € G,

By (p(a))l, - o )], = ¢ (a)| -1y, - © O)],, = an-14 (alg-1p) - ap-1 (b14),

donde

B-2)
ap-1 (g (aly-1)1,) = ap-14(aly-11,-1p)

=  Qp-14 (alg_lh) cOlp—1g (19—119—1h)
-1)
= (ah—lg (alg—lh) . 1h—1g) 1h—1
= Qp-1g4 (algﬂh) 1h—1,

luego,

ap-1 (g (alg-1) 1) a1 (b)) = (ap-14(aly-1p) 1p-1) ap-1 (b1y)
= 14 (alg-1p) - ap-1 (b1y)
= -1 (g (alg-1p) 1) a1 (01p)
= ap-1 (0 (alg-1p) blp)

= @ (ag (alg—lb)>’h .

Por lo tanto 5, (¢ (a))-¢ (b) = ¢ (ag (a - 1,-1) b) € ¢ (A), andlogamente ¢ (b)-3, (¢ (a)) =
@ (b-ag(a-1,-1)) € p(A). Entonces ¢ (A) es ideal de B.

Para finalizar veamos que (3 es tnico salvo equivalencia.
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Supongamos que existe 5’ accion de G en B’ que es una globalizacién de «. Sea

B = <Uﬂg (¢ <A>>>

geG

con ¢ : A — B’ un monomorfismo.
Un elemento de B’ puede escribirse como suma finita de Y3/ (¢’ (a;)), con g; € G'y

i€l
a; € A. Defina:
O : B’ — B

2B (¢ (@) = 3B (p(a))

iel iel
con g; € G, a; € A e I finito. Como la suma no es directa debemos ver que ¢ esta bien

definida.
Basta ver que si )3, (¢’ (a;)) = 0, entonces »_ B, (¢ (a;)) = 0. Tenemos:
i=1 =1

D B (¢ (@) B (¢ () =0 VheG, ac A
aplicando (3, _,,
> By (¢ (@) ¢ (@) =0,
pero como ¢’ (A) es ideal de B’ el elemento:
Bri1g, (¢ (@) - &' (@) S By, (¢ (A) N (A)
= 90/ (Dh*lgi)

= 30/ (‘A ’ 1h_lg¢)
= ¢ (A)- ¢ (1hy,),

entonces

Brg, (¢ (@) - ' (@) © @' (A) - ¢ (1n1g,) - (5.4)
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Donde ¢’ (1,-1,,) es la identidad de ¢ (A) - ¢’ (1,-14,). Ahora,

Bty (¢ (@) @ (@) = Bhosg, (¢ (@) - ' (Insg) - ' (0)
= Bhorg, (¢ (a) - ¢ 0 g, (1,01,) - ¢ (@)
D B (¢ (@) ¢ o, (1,) ¢ (@)
= By 0¥ (@l ) ¥ (@)

= ¢ oapy, (ailg;1h> ¢’ (a)
= ¢ (ahqgi (ailgf1h> a) .

De forma similar -1, (¢ (a;)) - ¢ (a) = ¢ <ah719i (ailgf1h> a). Entonces,

S S

0= By, (¢ (@) (@) =D ¢ (g, (@il 1) a) = ¢ (Z g, (aily) ) ,

i=1 i=1

S
como ¢’ es monomorfismo > ap-1, (ail gf1h> a = 0 para todo a € A, en particular
i=1 ¢
para a = 14, esto implica que:

s
E Ap-1g4, (ailg_flh) = 0,
=1

por lo tanto

3 i (e (@) @) =3 ¢ (e, (a,) @) =0,

y aplicando [},,0btenemos

> Ba(p(@) Bulp(a) =0 VaeA
Asi, i:l Bg: (¢ (a;)) anula By (¢ (A)) para todo g € G. Sea By = <LSJ1 By: (¢ (A))>,
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entonces Y (3, (¢ (a;)) anula a B;. Por lo tanto:
i=1

Z Bgz E Bla

por el Lema [5.5] la 4lgebra B; posee unidad 1z,, entonces

Z 591‘ ( Z Bgz 131 0,
=1

lo que implica

ZB (a;) —0:>Zﬁgl

y ¢ : B' = B esta bien definida. Por simetria ¢’ : B — B’ tal que
By (¢ (a:)) = By, (¢ (a:))
es un homomorfismo y como
¢po¢ =idp, ¢ o¢=idp,
tenemos que ¢ es un isomorfismo y ademaés
Bgop=¢op, VgeG,

por lo tanto 8 y (' son equivalentes. &

Para finalizar, la idea a futuro sera mirar que relaciéon tiene la globalizacion de o =
(ag, Dy) geG accion parcial de G en R, con la globalizacion de la acciéon inducida o* =
(a X ) e quees accion parcial de G en PicS (R), dicha globalizaciones existen gracias

al Teorema [5.8]
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