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RESUMEN

TITULO: SOBRE LAS ECUACIONES DIOFANTICAS*
AUTOR: WILLIAM BENEDICTO SARMIENTO RONDON**
Palabras Claves:

- Ecuacion Diofantica.

- Analisis Diofantico.
Diofanto de Alejandria.
- Ecuacion de Pell.
Ecuacioén Lineal.

Contenido:

EL analisis diofantico es una rama de las matematicas que se dedica exclusivamente a
encontrar soluciones enteras positivas a ecuaciones de diferentes grados y variables, que
aparecen de forma natural o como planteamiento de problemas.

Se llama analisis diofantico debido a que fue el matematico griego Diofanto de Alejandria
quién se caracterizé por plantear problemas cuyas soluciones fuesen enteras y positivas;
tales resultados se encuentran recopilados en su obra llamada "La Aritmética". Entre las
ecuaciones tipicas se encuentran la ecuacion diofantica lineal de dos o mas variables, la
ecuacion pitagorica, la ecuacion de Pell. Para obtener la solucion a dichas ecuaciones no
existen métodos unicos, y dependen en gran manera de la intuicion del ser humano. En el
caso de la ecuacion lineal se emplea el algoritmo de Euclides con el fin de encontrar una
combinacion lineal del maximo comun divisor de los coeficientes que al multiplicarla por un
factor ¢ determinado es una solucion.

Esta monografia se basa primero en mostrar el origen del anélisis diofantico por medio de la
vida y obra de Diofanto, segundo en solucionar las ecuaciones diofanticas tipicas por varios
métodos y por ultimo solucionar una ecuacioén diofantioca especial que se refiere a nimeros
poligonales.

* Tesis.

** Facultad de Ciencias. Licenciatura en matematicas. Edilberto José Reyes Gonzalez.



ABSTRACT

TITLE: ABOUT OF DIOPHANTINE EQUATIONS. *
AUTHOR: WILLIAM BENEDICTO SARMIENTO RONDON. **
Key words:

- Diophantine equation.

- Diophantine Analysis.

- Diophantus of Alexandria
- Pell equation.

- Lineal equation.

CONTENTS:

The diophantine analysis is one of the mathematies branches concerns mainly in finding
positive integers solutions to equations of different grades and variables, that appear in a

natural form or as a mathematical expression.

Diophantine comes from the name of a Greek mathematician Diophantus who is known for
stating problems in which the solutions would be positive integers. Those results could be
find in a collection called "Aritmethies". In the typical equations it is possible to find the linear
diophantine equation of one or more incognits, the Pythagorean equation and Pell’'s
equation. To obtain a solution for those equations it do not exist just one method, it depends
on the ability of human being. In the case of the equation lineal it is used the Euclidean
Algorithm in orden to will obtain a lineal combination of the greatest commom divisor of the

coefficients which when being multiply by a ¢ determined fact give us a solution.

This monography is based mainly in showing the Diophantine Analysis taking into account
the biography and works of the Greek mathematicies . Then we proposed solutions to
diophantine typical equations using different methods and finely we will give a solution of a

diophantine special equation that refers to a polygonal numbers.

* Thesis.

** Faculty of Sciences, mathematics licenciature. Edilberto José Reyes Gonzalez.



INTRODUCCION

El estudio de los problemas diofanticos es una de las ramas mas antiguas de
las matematicas, ya que los enteros positivos se han usado durante mucho
tiempo, mas que cualquier otro sistema numérico. Tal rama recibe
actualmente el nombre de analisis diofantico, la cual se dedica a la
busqueda de soluciones enteras positivas de ecuaciones que aparecen en
forma natural o planteadas. Aunque Diofanto recibe la autoria de la primera
investigacion sistematica de dichas ecuaciones, resultados parciales han

sido obtenidos por griegos mucho antes.

Diofanto en el siglo Il D.C., propuso y resolvi6 muchos problemas
indeterminados acerca de cantidades y combinaciones relacionadas con los
lados, areas, perimetros de triangulos rectangulos, entre otros. Aunque la
mayoria de los problemas de este dominio pueden ser enunciados en
lenguaje libre de tecnicismos matematicos, su investigacién requiri6 ayuda
de matematicas avanzadas. Una mera referencia de materias que se usan
frecuentemente en el analisis diofantico son funciones elipticas y enteras,
series y productos infinitos, numeros complejos y algebraicos, etc.

Tales tipos de problemas fueron recopilados por este matematico en su libro
llamado Aritmética. Diofanto, mas que un cultor de la aritmética, y sobre
todo de la geometria, como lo fueron los cientificos griegos, debe
considerarsele un precursor de algebra, a tal punto que es llamado el padre
de ésta. En la solucion a sus problemas aplica ingeniosos métodos, métodos

que son totalmente diferentes para cada problema.

En el estudio de los numeros poligonales se generan situaciones
relacionadas con caracteristicas propias, tales como saber cuando un

numero es triangular y a la vez piramidal, por decir algo. Tales situaciones



han dado origen al planteamiento de problemas que se reducen a resolver
una ecuacion diofantica, y por lo tanto se convierten en una aplicacion y

hacen parte del analisis diofantico.

Gracias a Diofanto se gener6 un estudio por la matematica de parte de otros
matematicos para dar soluciones a este tipo de ecuaciones que
supuestamente eran faciles. Entre estos personajes se encuentra Fermat
quién modificé un problema del libro de Aritmética y generd una ecuacion,

que fue la frustracion de muchos matematicos, la cual es x" + )" =z" .

En la presente monografia se muestra un poco del trabajo de Diofanto, y la

solucién de algunas ecuaciones clasicas y especiales.



1. BREVE RESENA HISTORICA DE DIOFANTO Y SU OBRA.

1.1 Diofanto de Alejandria.

Matematico de la época helénica que mas que un cultor de la aritmética, y
sobre todo de la geometria, como lo fueron los cientificos griegos, debe
considerarsele un precursor del algebra y, en cierto sentido, mas vinculado
con la aritmética de los pueblos orientales que con la de los pueblos griegos.
El nombre de Diofanto de Alejandria es inmortalizado en la designacion de
ecuaciones indeterminadas y la teoria de la aproximacion. Sin embargo esta
atribucion es cuestionada debido a que Diofanto no inventé las ecuaciones
indeterminadas puesto que Pitagoras (VI A.C) habia encontrado la solucién
x=2n+1 y=2n"+2n z=2n+2n+1con neZ, para la ecuacion
x* + )’ =2, y ademas por la existencia de un sin nimero de problemas
antiguos indeterminados que ya existian. Diofanto, ademas no considero el
tipo de problema mas comun (ecuacién lineal) como prioridad para

desarrollar su trabajo o mejor dicho para solucionar en los enteros.

Los escritos disponibles permiten conocer que él fue, el primero en introducir
procesos algebraicos sistematicos para la solucion de ecuaciones no lineales
indeterminadas y ademas fue el primero en introducir notaciones algebraicas
concretas y extensas que representaron un gran avance sobre los estilos
verbales de sus predecesores y muchos sus sucesores. El hallazgo del libro
Aritmética por fuentes Bizantinas ayudd en gran parte al renacimiento de la
matematica al oeste de Europa y estimuld6 a muchos matematicos a su
estudio, de los cuales el mas destacado fue Fermat.

Muchos de los trabajos de Fermat son conocidos por sus notas hechas en el

libro de Diofanto.



De Diofanto como individuo no tenemos mucha informacion. Un famoso
problema de la antologia griega indica que él muri6é a los 84 afios de edad,
pero en qué afno y en qué siglo es desconocido, él menciona a Hicicles y es
citado por Theon el padre de Hipatia. En la introduccion del libro XIV, el
llamado libro de Euclides, Hicicles coloca a Diofanto mas o menos en la
generacion de Apolonio de Pérgamo del cual si se sabe con precision en qué
tiempo vivio. Asi podemos colocar a Hicicles a mediados del siglo segundo
A.C con razonable precision. Por otro lado, Theon presencio el eclipse en el
afio 364 D.C. Con esta brecha de 500 anos, los historiadores estan en libre
disposicion de colocar a Diofanto donde les convenga segun sus teorias del
desarrollo histérico. La mayoria sigue las bases de una dudosa referencia
por el Byzantine Psellus, asignandolo al siglo Ill D.C. Es asi que Diofanto de
Alejandria, vivio una época dificil de precisar, pero que probablemente debe

situarse en el siglo tercero después de Cristo.



1.2 La Aritmética.
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Figura 1. Caratula de la Aritmética de Diofanto.

El trabajo sobreviviente de Diofanto consiste en seis libros de la Aritmética y

un fragmento Sobre los nimeros poligonales. La introduccion de la Aritmética

promete trece libros de los cuales la posicion y contenido de los siete libros

perdidos es un misterio. Un libro corresponde a un pergamino que representa

de 20 a 25 paginas ordinarias. Estos libros se pueden resumir asi:

Libro |. Sistemas determinados de ecuaciones que involucran métodos

lineales y cuadraticos.



Libros II-V. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones, la mayoria de las cuales
son indeterminaciones cuadraticas, aunque los libros IV y V contienen una
seleccién de ecuaciones cubicas determinadas e indeterminadas.

Libro VI. Ecuaciones que involucran triangulos rectos. [12]

La Aritmética es un libro interesante y original, que no contiene teoremas o
proposiciones, sino problemas entre numeros abstractos, con excepcién de
los problemas del ultimo libro, en el cual los datos y las incognitas son
elementos del triangulos rectangulos, y un problema con cantidades, unico
en toda la Aritmética, que trata de una compra de dos clases de vinos. Las

caracteristicas de esos problemas son:

1. Se trata de problemas, a veces determinados, pero la mayoria de los
casos indeterminados, en los cuales las soluciones que Diofanto busca y
encuentra son numeros racionales positivos (no enteros como la

denominacion actual del analisis diofantico).

2. En la solucidon de estos problemas se aplica cierto simbolismo bastante
eficaz, semejante al nuestro, por lo menos en le tratamiento de los

polinomios con una letra.

3. No aparece un orden, ni en lo que se refiere a la naturaleza de los
problemas, ni en cuanto al método de resolucion, aunque ellos pueden

agruparse adoptando ciertos criterios de analogia.

Los métodos de la resolucién aparecen diferentes en cada caso, pero la
eleccion de estos métodos y los recursos auxiliares de los que Diofanto
hecha mano, son tan ingeniosos y originales que confieren a este trabajo la

fisonomia algebraica que lo caracteriza y distingue de los demas escritos



griegos. Esta habilidad e ingeniosidad se pone especialmente de manifiesto
en los problemas de analisis indeterminado de primero, segundo y hasta de

tercero y cuarto grados.

Esta habilidad no es casual; se funda sobre el conocimiento de una gran
cantidad de propiedades aritméticas que los problemas de Diofanto revela;
propiedades que no demuestra pero que aplica, por ejemplo el producto de
dos numeros, cada uno de los cuales es una suma de dos cuadrados, puede
expresarse de dos maneras distintas como suma de dos cuadrados; todo
cubo puede expresarse como suma de tres cubos, etc. La demostracion de
la primera proposicion es la siguiente:

Sea a=x"+)°, b=w’+Z entonces

ab = ¥wo+ xX°2 + yZWZ n y222,
=x'w+ X7+ y2w2 + y222 — 2xywz + 2xywz,

=(w+ yz)’ + (xz-yw)’ = (ew - yw)’ + (xz + yz)°.

Por otro lado, el fragmento Sobre los niumeros poligonales es un interesante
escrito tedrico sobre estos numeros, que encierran una importante
generalizacién de la propiedad de los numeros triangulares de que si
tomados ocho veces un numero triangular y le sumamos la unidad se obtiene
un numero cuadrado. Diofanto demuestra que cualquier numero poligonal de
lado p, tomado tantas veces como indica el numero 8(p - 2) y se le suma el
cuadrado de (p — 4), se obtiene un numero cuadrado. El fragmento termina
con el problema no resuelto de saber cuando un numero entero positivo es

poligonal o no.

1.3 El epigrama de la antologia griega.
Con el nombre Antologia griega o Antologia palatina (grupo de sabios de

finales del siglo V o comienzos del siglo VI), se conoce una coleccion de



problemas de indole muy variado y que hoy se incluiria en la llamada
matematica recreativa. En general, son problemas curiosos con enunciados
pintorescos que se resuelven mediante simples raciocinios y a los sumo con
ecuaciones de primer grado. La uUnica excepcion es precisamente un
problema que figura en la Aritmética de Diofanto, unico en el que Diofanto
trata de cantidades y no de numeros racionales, ni de medidas, ni de
elementos geométricos, que es un problema indeterminado de segundo
grado. Este problema exige conocer las cantidades de dos vinos, cuyo costo
es a 8 y 5 dracmas el congio respectivamente, tal que el valor sea un numero
cuadrado que sumado a 60 de el numero total de congios al cuadrado. La
solucién que traen la Antologia y Diofanto es (59/12) y (79/12) congios,
respectivamente, cuya suma es (23/2) y cuyo cuadrado, disminuido de 60, da
el cuadrado de (17/2); (289/4). Haciendo la prueba de la respuesta se ve que

cumple con las condiciones. El valor es

59 79)_289 289 529 (23Y (59) (79 (23
8 2 |+5 — |==22, =2 ve0="2=| 2|y [ |+ 2= 2.
12 12) 4 4 4 \2 12) (12) (2

El epigrama es un problema que se refiere a la edad en que Diofanto habria
fallecido, pero es poco probable que ese epigrama tenga alguna finalidad
informativa. El epigrama de la Antologia que revela la edad en que murid
Diofanto dice que éste transcurrio el sexto de su vida en la nifiez, un doceavo
en la adolescencia, y que después de transcurrir otro séptimo de su
existencia se desposo, naciéndole un hijo después de cinco afios de casado.
Pero el hijo vivio la mitad de la vida del padre, y éste, afligido, busco
consuelo en la ciencia de los numeros y cuatro ainos después de la muerte
del hijo, también fallecié. Un calculo simple da para la vida de Diofanto 84

anos. Este calculo se realizara mas adelante. [8]



1.4 El simbolismo de Diofanto.

La notacion numérica usada por Diofanto es por supuesto la notacion
helenistica estandar la cual usa letras del alfabeto griego con tres letras
arcaicas que sumadas dan 27 simbolos diferentes. Los primeros nueve
simbolos para las unidades, los segundos para las decenas y los ultimos
para las centenas.

En el libro | de la Aritmética de Diofanto, se expone los signos (simbolos) que
utilizara y sus reglas operatorias. Esos signos son: una letra para indicar la
incognita y también signos literales para indicar el cuadrado o el cubo de ella;
para la cuarta, quinta y sexta potencia utilizaba oportunamente los dos
signos anteriores; un signo especial agregado a los seis signos anteriores
indicaba que se debia tomar la reciproca de esas seis potencias; un signo
especial para indicar la sustraccion y otro para la igualdad (la suma no tiene
signo especial; los términos que se sumaban se escribian uno a continuacion
de otro). Las fracciones se representaron insertando la palabra “dividido por”
entre expresiones numéricas en la misma linea. Los reciprocos de los
enteros y las potencias negativas de la incognita se designaron por un

simbolo especial después del numero o potencia.

Como la mayoria de los signos empleados por Diofanto (deformados, sin
duda, por los copistas posteriores) parecen ser las iniciales de las palabras
griegas para unidad, numero, cuadrado, cubo, igual, etc., este simbolismo
conduce a decir que si, con algun exceso de lenguaje, hablaramos de un
algebra de Diofanto, deberiamos agregar que se trata de un “algebra
sincopada”, es decir, en una etapa intermedia entre el algebra retorica sin
simbolos y el algebra simbdlica actual.

Por lo demas, el simbolismo de Diofanto es limitado, no dispone mas que de
una incégnita que obliga a ciertos recursos o artificios en el caso de tratarse

de problemas de varias incognitas, ademas sus potencias van, en lenguaje



moderno, desde el exponente —6 al exponente 6. Pero que a la final, le
permite operar con potencias y polinomios. Estas operaciones incluyen las
operaciones enteras con polinomios, combinadas con la transformacién de

las ecuaciones mediante el despeje de términos.

1.5 Los problemas de Diofanto.

En todos los problemas que resuelve, Diofanto adopta para las constantes
valores numéricos particulares, pero el método que utiliza en general es
independiente de esos valores. Claro que elige esos valores de manera que
las soluciones sean posibles. Algunos ejemplos que se mostraran mas
adelante daran idea del contenido y de los métodos de la Aritmética de

Diofanto.

1. Problemas de primer grado con una incégnita.
El primer problema que trae la Aritmética es el de calcular dos numeros
conociendo su suma y su diferencia. Si x es el menor, dice Diofanto, el
mayor sera x + D (diferencia)y portantox +x + D =S (suma), de donde
2x+D=S y 2x=S5-D,
y los numeros seran
x=(S-D)/2, y=D+ (S—D)/2.
Un problema interesante de la Aritmética de Diofanto es el siguiente: Dados
dos numeros, buscar un tercero tal que los tres productos de cada uno de
ellos por la suma de los otros dos, estén en progresion aritmética.
Diofanto plantea mediante desigualdades los tres casos que pueden
presentarse y los resuelve. Considerando unicamente el caso en el que el
producto del primer numero dado, por la suma de los otros dos sea la media
aritmética, es decir con simbolos actuales
2a(b+x)=(a+ b)x + (a + x)b,

10



de donde,
X = (ab)/ (2b - a).

Para que la solucidn sea positiva se debe cumplir que 25 > a, y en efecto, los
datos de Diofanto son a =5, b =3 y por consiguiente x =15 tal que

60 = 3(5+15), 90 = 5(3+15), 120 = 15(3+5).
2. Sistemas lineales.
En los problemas que actualmente exigirian sistemas lineales para su
solucion, Diofanto los reduce, en general mediante la adecuada eleccion de
una variable auxiliar. En otros problemas la eleccién es mas acertada. Por
ejemplo para calcular cuatro numeros, conociendo las cuatro diferencias
entre la suma de tres de ellos y el cuarto, Diofanto toma como incégnita
auxiliar la semisuma de los cuatro numeros, que se obtiene facilmente de los
datos mediante una ecuacion de primer grado y con ella obtiene los cuatro
numeros buscados. En efecto, si a, b, ¢, d son los datos y x, y, z, u, los

numeros buscados, es facil ver que si v es la semisuma de éstos numeros

entonces
x=v—(a/2),
y=v—(b2),
z=v—(c/2),
u=v-—(d?2),

v=w-a2)+(v-b/2) +(v—-c/2) + (v—4d/2).

3. Ecuaciones de segundo grado.
En la solucion aritmética de la ecuacion de segundo grado, Diofanto
completa los cuadrados y determina de ahi los valores de la incognita.
Veamos para ello la solucion del problema de los vinos que lleva a un
sistema indeterminado de segundo grado de la forma

Sx+35y=2 Z2+60=(x+y)’

11



Diofanto empieza por tomar la suma (x + y) como variable auxiliar, que lo
lleva al nuevo sistema, haciendo u = x+ y tenemos
1w~ 60 =3x + 5u = 8u— 3y,

0 a las inecuaciones

8u > u’ — 60 > 5u.
Para resolver estas inecuaciones, primero deben resolverse las ecuaciones
correspondientes, pero en este caso ambas tienen una sola raiz positiva.
Diofanto llega a las mismas en la forma correspondiente //<u<1/2, pero
como u’ — 60 debe ser un cuadrado, Diofanto adopta como nueva incégnita
un valor v tal que u’— 60 = (u —v)°, de donde resultan las nuevas inecuaciones

22v<60 + V' < 24,
cuyas ecuaciones respectivas tienen ahora, en ambos casos, un par de

raices positivas.

Si Diofanto las hubiese tenido en consideracién, habia llegado a la limitacion
3<v<2I, en cambio llega a 19<v<21, que es la que se obtiene cuando de las
dos raices se toma unicamente la que corresponde al radical positivo.

Diofanto en el problema toma v = 20, con lo cual u = 23/2; x = 59/12; y = 79/12.

También en el caso de sistemas de grado superior al primero busca y
encuentra variables auxiliares adecuadas. Asi en el problema de encontrar
tres numeros x, y, z tales que se conocen los productos a, b, ¢ de cada uno
de ellos por la suma de los otros dos

xytz)=a; y(+x)=b; z(x+y)=c,
adopta como nuevas incognitas u =xz, v =yz tal que se reduce a calcular
dos numeros dadas la suma vy la diferencia

utv=c, u—v=a->b,

y de ahi facilmente los valores de los numeros buscados son

12



XV =u(a—u) yzu =v(a—-u); Z(a—u)=uv.
Los problemas de Diofanto son formulados en términos de numero pero el
“‘numero” siempre es positivo racional. Las soluciones son trabajadas en
términos de ejemplos numéricos particulares. Las proposiciones generales
no son enunciadas aun cuando la solucion lo implica. Las restricciones a la
elecciéon de valores iniciales no son siempre dadas. La conclusion mas
razonable es que Diofanto no conocia como restringir o no como expresar los

numeros que satisfacen la restriccion.

Al igual que los babilonios, Diofanto no tenia inconvenientes para sumar
areas y longitudes, aunque para ser preciso, adicionaba el “numero en el
area” y “el numero en la longitud”. Su técnica en el algebra es supremamente
avanzada mas alla de cualquier cosa que posean los babilonios, pues las
ecuaciones cubicas complicadas y de grado mas alto no estaban aun
sugeridas en el algebra de Babilonica.

Aun en el caso cuadratico hay una buena diferencia. Cuando una ecuacion
cuadratica es solucionada, Diofanto hace el mayor esfuerzo para seleccionar
la variable de tal forma que resulte una ecuacién binomial; pero si esto no se
realizara, entonces se usa la férmula general cuadratica

Es inutil intentar adivinar que parte de los problemas avanzados y métodos
son propios de Diofanto. La mayoria de los historiadores modernos postulan
una continua tradicién de los métodos algebraico orientales en la matematica
griega, de una repentina invasion en el periodo romano; si esto es asi, los
textos y problemas dados deberia ciertamente haber existido. Es probable
que la Aritmética fuera una gran compilacién de tal calidad que los
predecesores no la tuvieron en estima. Hay rastros de la notacion diofantica
en otra parte por ejemplo, Heron (60 D.C) usé el signo menos; pero ninguna
evidencia existe que la notacién semi-algebraica de los métodos generales

permitidos fueran usados antes de la publicacion de la Aritmética.
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Para resumir, la aproximacién basica algebraica de Diofanto es babildnica.
La generalidad y la abstraccion es griega. El trabajo puede ser visto como
un episodio en la declinacion de la matematica griega o como el mas fino

florecimiento del algebra babildnica.

4. Sistemas indeterminados.
En la solucién de estos sistemas es donde Diofanto muestra su habilidad
“algebraica”. Para las ecuaciones indeterminadas de primer grado Diofanto
no muestra mayor dificultad, pues siendo los coeficientes racionales
encuentra una solucion de las tantas que existen o determina la que
corresponde a un valor especifico de una de las incognitas. Pero en los
sistemas de grado superior al primero, esto no puede hacerse y es necesario
recurrir a soluciones especiales.
En algunos casos Diofanto habla de "expresién general"; por ejemplo,
cuando se trata de encontrar dos numeros tales que su producto mas (o
menos) la suma, sea un numero dado. Esa expresidn general en esencia
equivale a que sixy £(x +y) =a, entonces (xx1)(yt1)=a+ 1, de manera
que fijando uno de los factores se puede determinar el otro. Dada la
naturaleza de las soluciones de Diofanto, es evidente que el problema
consiste siempre en tratar de reducir las ecuaciones de grado superior a
lineales, cosa que logra mediante adecuadas elecciones de variables
auxiliares. Asi, en los siguientes problemas indicamos a la derecha la
sustitucién adecuada:

> X*+y'=a"+b* x=zu—a;, y=zv-b.

> x*-y'=d, x=y+z.
En algunos casos la solucion es realmente genial. Asi por ejemplo, en el
caso de determinar cuatro numeros tales que sumando a cada uno de ellos
el cuadrado de la suma se obtenga otro cuadrado. Para esto se aplica la

propiedad de los triangulos rectangulos la cual dice: que el cuadrado de la
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hipotenusa mas cuatro veces el area, igual a un cuadrado (de la suma de los
catetos); e identidades entre suma de cuadrados para tener cuatro triangulos
rectangulos de igual hipotenusa. En efecto, de dos triangulos rectangulos de
catetos b,c; b'c' e hipotenusas a,a’ respectivamente, se obtienen los cuatros
triangulos rectangulos de catetos ba’, ca’; b'a, c'a; bb'+ cc', be'—b'c 'y bb'—
cc', bc'+b'c todos de hipotenusa aa'. Aplicando la propiedad antes
mencionada de los triangulos rectangulos, se obtienen cuatro numeros que
sumados a un mismo cuadrado dan siempre cuadrados. Para satisfacer la
condicion del problema (el mismo cuadrado debe tener por base la suma de
los cuatro numeros) basta introducir un factor indeterminado que se deduce

imponiendo esa condicion.

El dltimo libro de Aritmética, con excepcidn del ultimo problema, que es el de
las dos clases de vino, esta dedicado integramente a problemas de
triangulos rectangulos de lados racionales, de ahi que todos esos problemas
se resuelvan con sistemas de ecuaciones, una de las cuales es la pitagorica.
Para resolverlos, o bien elige los numeros indeterminados que aparecen en
la solucion de la pitagérica de manera que satisfagan las condiciones del
problema dado, o bien, por tanteos, busca un triangulo semejante al dado
que cumpla con las condiciones del problema, y luego encuentra el factor de

proporcionalidad.

Por ejemplo, determinar los lados de un triangulo rectangulo tal que el area
mas un cateto sea un cubo y su perimetro de un cuadrado. La solucion parte
de la solucion de la ecuacion pitagorica
x=Qu+1)/(u+1), y=2u, z=Qu@u+1)+1)/(u+1),
con u racional, de acuerdo a las condiciones del problema tenemos que
xy/2+x=2u+l=da’, x+y+z=2Qu+1) =5,
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obligando que »°= 24’ para a =2v' y b =4y, de donde 2u +1=8"yla
solucién del problema es
x=16V/8V+1); y=8V—1; z=(8°-1)(&°+ 1) +2)/ (8’ + I).

La solucion de Diofanto es el triangulo de lados 16/9, 7y 65/9, cuya area mas

2
un cateto es 72/9 y cuyo perimetro es (%} cuandov = 1.

Observemos el siguiente problema.

Determinar un tridngulo rectangulo en el que el area mas un cateto sea una
cantidad dada (que Diofanto hace igual a 7). En este problema Diofanto
adopta como una solucion opcional un triangulo semejante a un triangulo
dado, es decir, hace x = bx,, y = by, z= bz, tal que be Z, y x,,y,,z, son valores
que satisfacen a la ecuacion pitagorica. Aplicando ésta solucion provisoria a
la condicién del problema a =xy /2 + x = (1/2) b’x,y, + bx,, y multiplicando por
el coeficiente del cuadrado de » y completando el cuadrado, se llega a que

((12)bx,y,+1/2 x)°=(1/2) axy + (1/4)x’.

Si el segundo miembro fuese un cuadrado el problema estaria resuelto, pero
con los valores adoptados no; luego, diriamos, que el tridngulo buscado no

es semejante al de lados x,, y, z.. [8]

5. Problemas indeterminados.
El problema 9 del libro Il dice: Si n = a*+ b, encontrar otras representaciones
de n tal que sea la suma de dos cuadrados.
Primeros hacemos a = (x + @)y b = (rx—b), x es la incognita y a, b, r son
valores especificos dados, como n = &>+ b* entonces

n=((x+a7’ +(rx—b)

n=0+Dx +(2a-2br)x + da° + b
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Por lo tanto x = (2br — 2a)/(¥* + 1) donde r puede ser cualquier racional tal que
los valores pedidos sean positivos. La seleccién de »x — b en vez de b — rx
fue dictada solamente para valores numéricos seleccionados de b — rx que
resulten ser negativos. Por ejemplo sea 13 = 2* + 3°, entonces busquemos
otra forma de expresar /3 como la suma de dos cuadrados. De acuerdo a lo
2*3*2—2*2) 8

=— or lo tanto
4+1 5 yp

2 2 2 2
13=22+32=[§+2j + (2*%—3) =[§j +Gj cuya suma es /3.

anterior a =2, b = 3y sea r =2 entonces x =(

Euler escribio el planteamiento del problema como

a+b=(a+ )’ +(b- gy,
la cual muestra la solucion mas apropiada, pero esta solucion es extrafa y
bastante general. Aqui habria una oportunidad perfecta para enunciar una
proposicién en lugar de un problema. Y seria la siguiente: “Cualquier
numero que se pueda expresar como la suma de dos cuadrados, puede ser

representado de infinitas de formas”.

El problema 6 del libro Il dice: Encontrar tres numeros tales que su suma sea
un cuadrado y ademas que la suma de cualquiera dos de ellos sea un
cuadrado, es decir
xty+tz=~F

xty= w,
ytz= v2,

x+z=w
Aqui Diofanto asigna un valor fijo a w, que en notacidn moderna le permite
jugar el papel de parametro. Selecciona una incognita r tal que

t=r+1, u=r, v=r—1,

entonces reemplazando obtenemos que
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z=2r+1, y=r2—4r, X =4r, w’=6r+ 1.
Por lo tanto » = (w’ —1)/6 donde w es un racional arbitrario mayor que 5 para
que y sea positivo. Luego
x=02w =2)/3, y=W =DM -25)/36 z=w" +2)/3.
Este problema es seleccionado para ilustrar que Diofanto no estaba
interesado en generalizar excepto como un algo inesperado. Una muestra
del avance considerable en la generalidad puede ser obtenido del reemplazo
por ejemplo de r+ 1 por r+s; en un problema cualquiera.
Este problema es claramente equivalente a la ecuacién u* + V' + w? = 2¢,
pues x+y+y+z+x+z=u2+v2+w2= F+17 =2r.
Usando métodos poco conocidos por Diofanto, que probablemente eran
complicados en su notacion se obtiene una soluciéon mucho mas general de
la ecuacion como se muestra en el sistema
(u, v, w, t) = (W = 1)/6, (W’ = 7)/6, w, (W’ + 5)/6).
Para obtener esta solucién partimos de la solucion dada por Euclides a la
ecuacion pitagérica la cual es x =2mn, y =m’-n’, z =m’ + n’.
Como (x +y)’ + (x-y)’ =27, y haciendo p =x + y, g =x - y, z = k tenemos que
p= 2mn+m2-n2,q=2mn-m2+n2,k=m2+n2yp0r|0tant0r=2m+2n.
Entonces la solucién a la ecuacion u* +v* +w* =2¢, es:
(v, w, 1) = (s* +n’=2mn - m’, §* -n’—2mn + m’, 2s(n +m), s° +n’n’).

La solucion previa es obtenida escogiendo m =2, n =1y dividiendo por 6.

El problema 24 del libro IV dice: Encontrar una solucién de x* + y* + z* = £.

2

Sea ='-m) y x*=(m" -y’ - z")2m. Entonces se debe encontrar un

entero m tal que (m’ — y* — z*)2m sea un cuadrado. Si hacemos m= )’ + 2°

entonces x°

=1%2%/ (47 + 2%). Por lo tanto ° + 2 debe ser un cuadrado digamos
(v + r)’=’. Entonces igualando

y2+22:(y+7')2,
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de donde
y= - )2,

y por lo tanto haciendo los reemplazos tenemos

vz 0)=( - PN+ ), &@=r)/2r z &+ 142 + Py @7 + 7)),
es la solucién del problema para z, re Z. Este ejemplo se ha seleccionado
por dos razones.

La primera es de gran interés histérico. En este problema Fermat afnadio lo
siguiente “; Por qué Diofanto no se pregunto si la suma de dos bicuadrados
seria un cuadrado? De veras es imposible ...” Mas tarde Euler conjeturd que
también era imposible encontrar tres potencias cuartas tales que su suma no
es una potencia cuarta. Pero este enunciado es falso puesto que Naom
Elkies en 1988 encontro el siguiente contraejemplo:

2682440° + 15365639 + 18796760° = 20615673".

Segundo, el problema indica lo que sucede cuando la notacién es
insuficiente. Primero se selecciona a x como la incognita x; y m, y, z como
parametros. Pero, para obtener la solucién completa el autor toma un
subproblema en el cual y es la incégnita y entonces ésta deja de ser

parametro.

Miremos el siguiente problema: Encontrar un tridngulo rectangulo tal que su
area sumada a uno de sus catetos es un cuadrado, mientras que a su
perimetro es un cubo.
Tenemos el triangulo de la forma a = 2x+1, b = 2x° + 2x, ¢ = 2x° + 2x + 1. El
perimetro es 4x’ + 6x + 2 = (4x + 2)(x + 1). Como es dificil pasar de un
cuadrado a un cubo; consideremos de nuevo el triangulo

aj= (x+D/x+1),b;=2x,¢c;= (2 +2x+ D/x + 1),

obtenido al dividir por (x + 1).
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El perimetro es de 4x+ 2y el area (2x° + x)/(x + 1). Luego sumando el valor
del area al cateto (2x + 1)/(x + 1), tenemos 2x + 1. Por lo tanto 4x + 2 debe
ser un cubo y 2x + I/ un cuadrado. El valor obvio para 2x + I es 4. Por lo tanto
x = 3/2 vy el triangulo es 8/5, 3, 17/5 catetos e hipotenusa respectivamente.
[12].

1.6 Un problema de aproximacion.

En el problema 9 del libro V se necesita encontrar dos cuadrados mayores
que 6, cuya suma sea /3.

En el primer problema de los problemas indeterminados se da un método
general para descomponer un numero dado en dos cuadrados cuando la
particién es dada. Partiendo de que 13 = 2*+ 3’y escogiendo un r adecuado
obtenemos los numeros con las condiciones pedidas. En este caso seria

2 2
r =10y los numeros 258 + 275\ 2 13.
101 101

Por supuesto que Diofanto no podria haber hecho esto sin tener unos datos

iniciales. Primero encuentra un numero ligeramente mas grande que +/13/2,

como 13/2 = 26/4 escribe la siguiente desigualdad 2+/13/2 = V26 <5+ 1k,

tal que x°

< 10x + 1. En este caso toma x = 10 y obtiene una aproximacion
V13/2 = 51/20. Luego 51/20 = 3 - 9/20 = 20 + 11/20, y por lo tanto vemos que
encuentra un numero con una aproximacion de 1/20 tal que

(3-9y)7+ @2+ 11y) = 13.
Luego cuando y = 5/101 los cuadrados son precisamente los mencionados

arriba. [12].
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1.7 La vida de Diofanto.

La historia ha conservado pocos rasgos biograficos de Diofanto, notable
matematico de la antigiiedad. Lo que se conoce de él con respecto a su edad
ha sido tomado de la dedicatoria que figura en su sepulcro, inscripcion
compuesta en forma de ejercicio matematico. El epitafio y su planteamiento

se muestran en el siguiente cuadro:

En la lengua vernacula En el idioma del algebra:

jCaminante! Aqui fueron sepultados los restos de
Diofanto. Y los numeros pueden mostrar, joh, milagro!, X

cuan larga fue su vida,
Cuya sexta parte constituyé su hermosa infancia. X/6

Habia transcurrido ademas una duodécima parte de su

; . . X/12
vida, cuando de vello cubriése su barbilla
Y la séptima parte de su existencia transcurrié en un /7
matrimonio estéril.
Pas6 un quinquenio mas y le hizo dichoso el nacimiento 5
de su precioso primogénito,
que entrego su cuerpo, su hermosa existencia, a la tierra, /2
que durd tan sélo la mitad de la de su padre
Y con profunda pena descendio a la sepultura, habiendo p

sobrevivido cuatro afios al deceso de su hijo

Cuadro 1. Tabla de planteamiento del epitafio de Diofanto

En si consiste resolver la siguiente ecuacién
x/6+ x/12+x/7 +5 +x/2 +4=x
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Cuya solucion es x = 84, y nos permite saber que Diofanto se caso a los 2/

afos, fue padre a los 38, perdié a su hijo a los 80 y muri6 a los 84 entre otros.

[8].

1.8 Transmisién de Diofanto.

Cuando los arabes recorrieron al suroeste del Mediterraneo en el siglo VII,
tomaron posesion de los manuscritos y trabajos relacionados con el algebra,
los cuales habian sido publicados en ediciones suficientemente grandes
para que sobrevivieran a las guerras que sucedieron antes de la caida del
imperio romano. Entre estos estaba la Aritmética o al menos una parte de
ella. Las primeras traducciones y comentarios fueron publicados en arabe
pero de estos no se conoce documento alguno, los unicos rastros estan en
las referencias de los bibliébgrafos. Cuando los arabes formularon su propia
algebra aparentemente apelaron la tradicion basica oriental. Los comienzos
de una notacién algebraica y de numeros abstractos no se ven por ningun
lado. Ademas ningun problema de la Aritmética ha sido encontrado en el
algebra de Al-khwarizmi o hasta donde es conocido en cualquier otro texto
de algebra oriental. Probablemente los arabes encontraron a Diofanto poco
practico para sus matematicas utilizadas; los hindues lo vieron alguna vez en
su Aritmética pero no se interesaron por su contenido pues no estaban

estudiando temas relacionados con la teoria de problemas.

En otro lugar del conocimiento Bizantino, los manuscritos de Diofanto
permanecieron casi intactos por mas de ocho siglos. No conocemos cuando
los libros faltantes fueron perdidos, pero la parte que existe escapo al saqueo
de Constantinopla por los Cruzados en el afio 1204 y posteriormente en el
mismo siglo M. Planudes y G. Pachymeres escribian comentarios sobre la

primera parte de la Aritmética.
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En el periodo de la emigracion de los sabios bizantinos, durante las
conquistas turcas, las copias fueron enviadas a ltalia entre los afios 71461 y
1464.

La primera traduccion al latin fue hecha por W. Holzmann quién escribié bajo
la version griega de nombre X'ylander. Esta traduccién fue publicada en el
afo 1575. Mientras tanto Bombelli, en 7572 publicé cuatro libros de algebra
con problemas entre ellos algunos de su autoria.

Bachet, quién tomo prestado libremente a Bombelli y Holzmann hizo otra
traduccién en el afio 1621 y publicé una segunda edicion fue publicada en
1670 que incluia notas marginales de Fermat. En los siglos XVIIl y XIX varias
traducciones fueros hechas a todos los idiomas, basadas en las primeras
ediciones mencionadas por Bachet y Holzmann. Finalmente en 71890 P.
Tannery preparé un edicidon definitiva al texto griego.

Muchos de los problemas que resolvié Diofanto se originaron en la teoria de
numeros y su proposito fue buscar soluciones enteras para las ecuaciones
que generaban tales problemas.

Actualmente se llaman Ecuaciones Diofanticas a las ecuaciones con
coeficientes enteros cuyas soluciones se buscan en el conjunto de los
enteros positivos, y la parte de la teoria de numeros dedicada a tales

ecuaciones se llama Analisis Diofantico. [12].
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2. SOLUCION DE ALGUNAS ECUACIONES DIOFANTICAS
CLASICAS.

En este capitulo daremos las soluciones a tres tipos de ecuaciones
diofanticas clasicas bien conocidas y otras que no lo son:

* La ecuacion diofantica lineal.

* La ecuacion de Pell.

* El tridngulo pitagorico o la ecuacién x° + 7 =2’

Empezaremos por estudiar la ecuacion lineal y su generalizacién para n
variables. Luego la ecuacion ¥ - dy2 = ], llamada ecuacion de Pell desde el
siglo XVII, pero que seria mas adecuado llamarla ecuacion de Fermat, pues
éste si contribuyd a su solucién. Después estudiaremos la ecuacion

Pitagorica o x°+ y° = 7
y

cuya solucién conocida desde la época griega pues,
estos se interesaron en encontrar triangulos rectangulos con catetos enteros;
cada triangulo o mejor cada tripla de enteros (a4, b, ¢) es llamada tripla
pitagérica. Por ultimo presentaremos la solucion de algunos problemas

curiosos y un pequeio comentario de el ultimo teorema de Fermat.

2.1 La ecuacion Diofantica Lineal.
Primero conozcamos que un problema se llama problema diofantico si se
resuelve para enteros. En particular una ecuacion de la forma ax + by = ¢ con

a, b#0 se llama ecuacion lineal diofantica con dos variables si se resuelve

para enteros.
Por ejemplo la ecuacion x + y = [ tiene infinitas soluciones enteras, mientras
que la ecuacion 6x+ 8y = 7 no tiene soluciones. Mas adelante sabremos por

qué estas afirmaciones.



Del curso de introduccion a la teoria de numeros conocemos las condiciones
y métodos para dar solucion a este tipo de ecuacion.
En esta seccion presentaremos los teoremas necesarios para resolver tales
ecuaciones, en algunos casos sin su demostracion.
Sea la ecuacion lineal

ax + by =c¢, (2.1)

entonces podemos enunciar los siguientes teoremas.

Teorema 2.1. La ecuacién (2.1) tiene solucidn siy solo si (a, b)|c.
Demostracion

i) Sea d=(a, b) y supongamos que d|c entonces existe un entero £ tal que
¢ =kd. Como d es una suma de multiplos de a y de b, entonces am + bn =d.
Esta combinacién existe gracias al algoritmo de Euclides, cuya demostracion
se va hacer mas adelante.

Multiplicando la ultima ecuacion por k& tenemos que amk + bnk=c=dk y
por lo tanto x =mk y y = nk es una solucion.

if) Supongamos que xy, yy €s una solucion de la ecuacion.

Luego axy+ byy=c. Comodla y d|b entonces d|c. De i) de ii) tenemos la

demostracién. = [10].

Teorema 2.2. Si (a, b) = d en la ecuacion (2.1) entonces existe una
combinacion lineal tal que

am + bn =d. m,ne’Z. (2.2)
Demostracion.
Supongamos que a>b entonces por el algoritmo de la division tenemos que

a=bqg;+ry, 0<r;<b.

Si r; = 0 entonces b divide a y (a, b) = b. Si no, aplicamos nuevamente el
algoritmo para obtener

b=r;q,+r, 0<r<r.
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Si r; = 0 entonces r; = (r; b) = (a, b). Si no, repetimos el proceso hasta llegar
a lo sumo en b pasos, a un residuo cero; obteniendo las siguientes

ecuaciones:

a=bg; +r 0<r;<b,
b:I’1QQ+I’2 0<r,<ry,
r=r>qz;tr; 0<r;<r,
Tk-3= Vie2 Q-3 T Ty 0 <rp <rrs
Tk-2= Vi1 Qk 7k 0 <ry <res

V1= Tk Qi +1 + 0.
EL M.C.D es el penultimo residuo de todas las ecuaciones es decir r, el cual
se puede expresar como combinacion lineal de a y b por medio del
reemplazo de cada una de los r; y asi se muestra que existen m, ne Z tal

que am+bn=d=r;, pueslosr; sonenteros m[3].

Observemos que la prueba del teorema provee un método practico para
obtener la solucion de la ecuacion (2.1), pues se puede obtener una
combinacion lineal de (a, b) = d y luego multiplicarla por el cociente de dividir
c por d.
Ejemplo.
Resolver la ecuacion diofantica
109x + 89y = 1

Solucion:
Como a =109 y b =389 entonces aplicando el algoritmo tenemos

109 = 89*1 + 20

89= 20+ 9
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Los residuos son subrayados para no confundir los posibles reemplazos.

Para obtener la combinacion empezamos por escribir

1=9-4%2
y sustituyendo de la tercera division
2=20-2%9,
obtenemos
1= 9%9— 4*20,
ahora sustituyendo
9=89-4*20,

de la segunda relacion, obtenemos
1 =9%89 —40%*20,
en el ultimo paso usamos la primera division y escribimos
20 =109 - 89,
y asi hemos llegado a la combinacion
1 =49%89 — 40*109 = 109*(-4)+89*(49),

y por lo tanto una solucién de la ecuacion seria x =-40 y = 49. [7].

El procedimiento que damos a continuacién , conocido como el algoritmo
extendido de Euclides, se puede programar faciimente y permite hallar el
M.C.D. de dos numeros qa, b y escribirlo como combinacion lineal de ellos.

Sea (a, b) =d y supongamos que 0 < b < a entonces.

a=bq;+r 0<r;<b,
b=riq+r; 0<r<ry,
r=ryq;+r; 0<r;<r,
Tk-3= Fi2 Q-3 T Ty 0 <rp; <rrs
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Fi-2= i1 Gk try 0<re<ren
Fie1= Tk Qi +1 + 0.
Definimos xy=0, x;=1, yo=1, y;= - q; Yy las férmulas de recurrencia
Xi = Xi—2—Xi-14i,
Yi=Yi-2Vi-14.
Parai=23,...k
Por el algoritmo euclideano sabemos que (a,b ) = r; y afirmamos que

rk=axk+byk. Xk, Vi € Z.

Teorema 2.3. Si (a, b)) =d y sixy yp€s una solucion de la ecuacion (2.1)
entonces la solucion general es:
ka

x=xo+%, v =y0—g keZ.

Demostracion.

Sabemos que si k£ es un entero entonces x| +% . Yo —% es también una

solucioén; solo resta mostrar que todas las soluciones son de esta forma.
Sea x;, y; una solucion de (2.1) entonces
ax;+ by;=c =axpt+ byy,

a(x;-xg) =-b(y;- o).
Como (a, b) = d, existe primos relativos a', b’ talque a =da’, b =db', y
reemplazando en lo anterior y dividiendo por d tenemos

a'(x;-xg)=-b' ()/1 - yo),
por lo tanto b'|la’ (x; - xg) y como (a’, b') = 1, tenemos que b'|( x; - x9) Y
entonces x; - xo= kb’ con k € Z. Sustituyendo (x; - xy) en lo anterior tenemos
yi-yo =-ka' y por lo tanto

xX;= Xx9 + kb' = XO"’%’
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. ka
yi= yo+t ka =Yoo

ya que x;, y;son soluciones al azar. m [10].
Es decir, six, y y, es una solucion particular de (2.1) tenemos que

axg + byy = c, (2.3)
entonces para hallar la solucion general de x y y, restamos (2.3) de (2.1) y
obtenemos

a(x —x)) +b(y—y,) =0,
la cual se puede escribir como
a(x -xy) = =b(y —yy). (2.4)

Esta ecuacion muestra que el producto de a y x — x, es divisible por b de lo
cual concluimos que

X—Xxy = tbh,
donde ¢ es cualquier entero.
Cuando esto se sustituye en (2.4), obtenemos

Y=y =-1a,
de lo cual concluimos que la solucién general es

xX=x,+1tb, y=y—ta, te”.

2.1.1 Método de Euler
Este método involucra un método simple que se repite varias veces. El
proceso es facil de aplicar, requiere un poco de division y las propiedades de
los enteros bajo la suma vy la resta.
Este proceso es mas corto que el algoritmo de Euclides, en particular con
ecuaciones de mas de dos variables. [10].
Ejemplo
Resolver la siguiente ecuacién diofantica

738x + 621y = 45
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Solucion:
La ecuacidn tiene solucion pues el M.C.D (728, 621) =9 y 9 divide 45.

Empecemos por despejar y,

45—-"738x —117x+45
y = =Xt —
621 621
como x, y deben ser enteros entonces % =t,teZ.Lluego

621t =-117x +45.
Haciendo lo mismo con x tenemos

— 621t +45 —36t+45 —36t +45
X=———=-5t+————=-5t+u, U=———-—
117 117 117

ahora despejamos ¢ tenemos

t=$=—3u+l+_9:6+9=—3u+1+v, donde V=_9u+9

, VEZ Yy por

lo tanto u = —4v+1. Una solucién podria ser cuando v = 0, y por consiguiente
u=1t=-2, dedonde x =11,y =-13 es una solucion.
La solucion general esta dada por

u=-4v+1 t=-3u+1+v=13v-2

tLuvel.
x==5t+u=-69v+11 y=—x+t=82v—-13

2.1.2 Método de fracciones continuas.
La ecuacion (2.1) la podemos escribir de la siguiente manera
ax +by=c

donde a =a'd, b =b'd, c = c'd, d = (a, b). A partir de esta ecuacién podemos

. , . .y . a'
aplicar el método. Primero debemos encontrar la fraccién continua R con
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d' . s e ' 2
(a’, b)= 1. Como P es racional, el ultimo convergente C, de la fraccion

p,_a
g, b~

. . - a' .
continua simple finita que representa a o esiguala C,=

Si (a, b) =1 entonces p,=a’'y q,=b"
Por teoria de fracciones continuas tenemos p,q, , — p,.,q, =(-1)" 'y por lo
tanto a'q, ,— p,,b'=(~1)". Multiplicando ambos miembros por (-1)"c'd
obtenemos
da'(~1)'c'q, )+ adb' (—(=1)"cp, ) =dc'.
Por consiguiente una solucion particular x, y y, de la ecuacion diofantica
lineal esta dada por
x, =(-1)"cq,. yo=-(-1)'¢cp,..
Y la solucioén general es:
x=x,+bt, y=y,—at, teZ.
Como lo hemos dicho anteriormente. [10].
Ejemplo.
Resolver la ecuacion diofantica lineal
18 + S5y =7.
Solucion:
Como (18, 5) =1, entonces existen soluciones de la ecuacion. La fraccion

continua de % es [3, 1, 1,2] y por medio del siguiente cuadro se muestran

los convergentes respectivos.

i -1 0 1 2 3 4
aj 3 i 1 2
pi 0 1 3 4 7118
i i 0 1 i 2 5

Cuadro 2. Tabla de la solucidon de I18x + 5x =7
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Donde p,=0, p,=1, q,=1,9,=0,p,= a,
Los convergentes correspondientes son C,= 3, C,=4, C;=7/2, C, = 18/5.
Asi p, =18 q,=5 p;=7 ¢q;=2.Comon=4 entonces
piqs — s qs= (1)
18q;—5p; =1
18q; + 5(—p;) =1
18(7q;) + 5(-7 p;) =7
18(14) + 5(-49) =7
Por lo tanto x = 14 y y =-49 es una solucion particular y por lo tanto la

solucion general es x = 14 +5t y =-49 -18t.

2.1.3 Ecuaciones Diofanticas lineales con n incognitas.
El método basico para tratar ecuaciones con n incognitas es bastante
parecido al método utilizado cuando es una ecuacion de dos incognitas. Para

varias incégnitas nosotros formularemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4. La ecuacion ax; +... + ax, = ¢ tiene solucion si y solo si el
M.C.D. de los ¢; divida a c.

Demostracion.

Sea d = (ay, ay, ... a,) el M.C.D de todos los numeros a;, y supongamos que d
divide a ¢, entonces existe un entero £ tal que ¢ = kd. Como d es una
combinacion lineal de de los a;, entonces am, +... + am, = d, m; € Z. Esta
combinaciéon existe gracias a algoritmo de Euclides. Multiplicando esta
ecuacion por k tenemos amk +... + a,mk = dk, y por lo tanto x; = m;k es una
solucion para la ecuacion. cada término y también a ¢ pues la ecuacion tiene

solucion. Por otra parte, supongamos que x,, x,, x;. ..x, €S una solucion de la

ecuacion. Entonces ax;, +... + a.x, = ¢. Como d divide g; entonces d divide a

c. De esta manera tenemos la demostracion.m [7].
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La existencia de la combinacion lineal de d que nombramos anteriormente

existe debido a el siguiente teorema.

Teorema 2.5. Si a,, a,, ..., a, €s un conjunto de enteros con maximo comun
divisor, d = (a,, a,, ..., a,) entonces existen enteros x,, x,, ..., x, € Z tal que

ax;+ ax,+ ...+ ax,=d.

Demostracion.
La demostracion se hara por inducciéon matematica. Para esto necesitamos
observar que el resultado es verdadero para cuando n = I entonces d =a, y
x; = 1. Si n = 2 es verdadero como se demostrd anteriormente. La induccién
consiste en suponer que el teorema es verdadero cuando existe n -/
nameros «; y luego para n numeros. Supongamos que
d., =(a,..., a,.),
el M.C.D. de n — 1 primeros numeros. De acuerdo a la condicion podemos
encontrar n — I numeros
Yis Y25 -ois Vn-1
tal que
ayitay:t ..t anynr = du.
Pero por propiedades de M.C.D. se tiene que si d es el M.C.D de los a; es
tambiénelM.C.Dded,,; y a,
d=(d,,,a,).
Esto significa que uno puede encontrar dos enteros ¢ y x, tal que
d.t+ax,=d,
y al reemplazar d,., obtenemos
ay,t+...+ta,y. t+tax,=d,

y esto es exactamente lo que buscamos haciendo

33



X; :ylt’ X, = )/'2 t} e ) Xnl = )/'n-lt:

y de esta manera se concluye la prueba.m [7].

Ejemplo.
Resolver la ecuacion diofantica 100x, + 72x, + 90x; = 2.
Solucion:
Como a,=100, a,=72, a;=90, y (100, 72, 90) = 2 = d. Debemos encontrar
X;, X5 X3 enteros tal que

100x; + 72x, + 90x; = 2.
El (100, 72) =4 =d'. Por lo tanto debemos resolver la ecuacion

100y, + 72y, =4,

25y, + 18y, = 1.
Por el método usual se encuentra que y, =-5 y, =7 es una solucién. Nuestro
préximo paso para la solucion es encontrar ¢, x; tal que
4t + 90x; =2,

2t + 45x; = 1.
Claramente una solucion seria x; = 1, t = —22. Multiplicando y, y y, por -22
obtenemos una solucion de la ecuacion
x; =110, x, =—154, x; = 1.

Otro ejemplo.
Hallar la solucidén general de la ecuacién diofantica
100x; + 72x, + 90x; = 6.

Solucion:
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Cuando existe s6lo dos incognitas es bastante facil derivar la solucion
general en cuanto se conocen una solucion particular del conjunto de valores
que satisfacen la ecuacion.

Para varias incognitas, la situacion es mas complicada. El método de mas

apropiado para encontrar la solucion general es el siguiente:

Si dividimos la ecuacion por 2 tenemos que
50x; + 36x, + 45x; = 3.

Y despejando
_ 3-50x, —45x, 3—14x, —9x,
S T Ta
donde
_ 3-14x, —9x,
36 ’
debe ser un entero. Ahora despejando x; tenemos
(3+4x,)

X3 :—41_2)6'1 + T

Y por lo tanto
(3+4x,)
u=———-—
9
debe ser un entero y despejando
X, =2u + (u-3)/4.
Esto da finalmente que

L w=3)

4

es un entero y u = 4v+3. Cuando sustituimos u = 4v+3 tenemos la solucion
general en términos de v.
x;=9v + 6,

X, =5t + 5v + 3,
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X;=—4t—14v—9,

donde v, r son enteros arbitrarios.

2.1.4 Un método alternativo para la solucién de esta ecuacion.
Sea la ecuacion

ax +by + cz=w, (2.5).
En este método de solucidon el algoritmo no es bastante claro, pero su
efectividad es rapida. La idea fundamental es la siguiente: Supongamos que
M.C.D de (a, b, ¢) =1, entonces si podemos encontrar d, e, f, g, h, i enteros

tales que el determinante

a b c
d e f|=1
g h i

Formamos las ecuaciones

ax + by + cz =x/,

dx tey+jfz=y'

gx+thy+iz==z"
Como el determinante de los coeficientes es [/, las ecuaciones pueden
resolverse para los enteros x, y, z en términos de x', y’, z". Haciendo x'=d'y
considerando a y’, z’ como parametros, tenemos una solucion general. La
dificultad principal es encontrar el segundo y tercer renglén del determinante.
Seag'=(a, b)yas—br=g'. Como (a, b, ¢) = 1 implica que (g’, ¢c) =1y que
existan enteros u, v tales que g'u — cv = 1. Por tanto hacemos el determinante

de la siguiente

a b

r S

Ve Ve

T S O
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El cual tiene por valor I, como lo podemos ver en el siguiente calculo

c(@_ﬂ)"'u(as—rb): Cv(rb_saj+u(as_”b)=—c"+g'”:1- [1].

g g g'
Ejemplo.
Resolver la ecuacion diofantica

8 + 10y + 3z = 34.
Solucion:
Note que g'= (8, 10) =2y s = -1, r = -1 es una solucién de 8 —10r = 2,
mientras que u = 2, v = I es una solucién de 2u — 3v = 1. Por lo tanto, tenemos
las ecuaciones

8x + 10y + 3z =x',

X -y =y,

Idx +5y+2z=7"

Resolviendo en términos de x, y, z obtenemos las ecuaciones

x =—-2x"-5y'+ 3z,

y = 2x"+4y'-3z',
z=—x"+ 2z",
. . , ., _
haciendo x’ 34, tenemos la solucidon general en términos de los

parametros y’, z'.

2.2. El tridngulo pitagérico o la ecuacién diofantica x*+y? = 7%

Entre las tantas escuelas griegas de matematicas y filosofia mas viejas y
venerables se encuentra la Pitagorica. Pitagoras nacio alrededor del afio 570
A.C., en la isla de Samos, se dice que viajé ampliamente y después instald
su escuela en Crotona al sureste de lItalia, pero el fin no es hablar de quien
era Pitagoras sino del teorema que afirma que en un tridngulo rectangulo, el
cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de cada uno

de sus catetos es decir
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a+ b =c (2.6)
donde a, b son los catetos del triangulo y ¢ es la hipotenusa.
Este resultado fue conocido con toda seguridad por los pitagoricos y ellos
obtuvieron una demostracién satisfactoria.
Una de las soluciones mas conocidas del teorema ocurre cuando los lados
del triangulo son
a=3 b=4 c=235,
puesto que
F+4=5
En los trabajos de la cultura China e Indu se encuentran otras soluciones por
ejemplo
a=95 b=12, ¢c=13,
a=8 b=15 c=17.

El pitagorismo considera al numero como elemento primordial para el
principio de todas las cosas o mejor dicho la omnipotencia y omnipresencia
de este elemento en todo. Por esta causa se preocuparon por investigar las
matematicas y por resolver esta ecuacidn de manera general.
Una férmula que genera soluciones para tal ecuacion, la cual se atribuyé a
Pitagoras es la siguiente:

a=2n+1,  b=20"+2n, c=2n"+2n+1 (2.7)
donde n es un entero.

Se puede verificar que los valores de (2.7) satisfacen la ecuacion. Por
ejemplo para n =1, 2, 3 tenemos las siguientes soluciones respectivamente
(3,4,5), (5,12, 13), (7,24, 25).

En la solucién que Pitdgoras muestra, podemos ver que tiene una propiedad
especial, la cual es que la hipotenusa es una unidad mas larga que uno de

sus catetos.

También se les atribuye a los pitagdricos una solucion particular dada por
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n* -1 n*+1
, Yy =n, z= s

2 2

X =

n impar. Es probable que ésta solucién fuera deducida de la propiedad de
que todo numero cuadrado es la suma de nr primeros numeros impares
consecutivos, de modo que la diferencia entre dos cuadrados consecutivos

€s un numero impar cuadrado.

La primera solucion general del problema pitagorico es encontrada en el libro

diez de los elementos de Euclides. Esta solucién es

2 2 2 2
m-—n m-+n
xX=mn, y= 2 , Z= 2, m, ne Z

Con n = I tenemos la solucion anterior ( Pitagoras).

Miremos ahora como podemos llegar a la solucion general de la ecuacidon en
enteros positivos.

La restriccidn de los enteros no es importante, si se encuentra una solucion
racional uno podria escribir los tres nUmeros con un comun denominador

b, c

_) c:_i
m m

gl
m
y se tiene que
ai +b’ =cr,
es una solucion.
Primero se encuentra una solucién entera primitiva de la ecuacién, es decir,
una solucion en la cual no existe un factor comun de q, b, ¢ y ademas para

cualquier par de los numeros a, b, ¢ se tiene que son primos relativos.
Por ejemplo si a y b tienen a e como factor comun, se cumple que ¢’ divide a

¢’, luego entonces ¢ es divisible por e, contrario a la idea de que sea una

solucién primitiva.

39



El préximo paso es ver que en una solucion primitiva a, b, ¢ los numeros q, b
no pueden ser ambos impares. Esta es una consecuencia del teorema de
que todo numero cuadrado es congruente con 0 o I médulo 4. Por lo tanto si
ambos son impares se tendria que ¢* es congruente con 2 (mod 4), luego a, b
no pueden ser ambos impares.

Supongamos ahora que a es par, entonces b y ¢ son impares puesto que no
tienen factores en comun. Luego la ecuacion (2.6) se podria escribir como

@ =c- b =(c—b)c+b).

De acuerdo a lo anterior ambos miembros son divisibles por 4 y tenemos que

(gj2:c+b.c—b. 2.7)

2 2

Aqui vemos que los dos factores enteros de la derecha son primos relativos,
es decir no hay un factor comun d que divida tanto la suma como la
diferencia, ademas

c+bJr (c—-b) —c

’

2 2
c+b _(c-b) _p,
2 2

y como b, ¢ son primos relativos, se tiene que d = I.

Cuando los dos numeros de la derecha (2.7) son primos relativos estos
factores primos son diferentes, y entonces el producto no puede ser un
cuadrado, a menos que cada uno de ellos sea un cuadrado.

Podemos, por lo tanto hacer

c+b 2 c—b 2

=u , =V,
2 2
y sustituyendo en (2.7) tenemos
a=2uv, b=u'—Vv', c=u’+1. (2.8)

40



Para asegurar que esta solucion es primitiva, debemos observar que
cualquier factor comun de b y ¢ debe dividir la suma y la diferencia de estos
numeros. Pero como
c+b=2u2, c—b=2v2,
y como u, v son primos relativos, el unico posible factor comun es 2. Este
factor se excluye cuando uno de los numeros u, v es par y el otro impar.
De la solucion general primitiva (2.8), donde u y v son enteros sujetos a
condiciones ya mencionadas, uno puede encontrar las soluciones de la
ecuacion por multiplicacion de un entero cualquiera.
La solucién general racional es obtenida por multiplicacion de (2.8) por un
numero racional. Poco después, por medio de un problema Diofanto opté
por buscar una solucién general racional con férmulas un poco diferentes a la
obtenida. Al dividir la solucién general (2.8) por v’ obtenemos
ah’ =2ul, bV =)y —1, o’ =@wn)’+1.
Por lo tanto a partir de la solucion (2.8) existe una solucion racional
a, =2t b =r-1, c=~£+1,

donde ¢ = u/v. Cuando estos valores son multiplicados por algun numero
racional, obtenemos la solucion general

ay=2tr, by=(F—1Dr, c¢y=(+Dr (2.9)
donde ry ¢ son racionales arbitrarios. [7].
Algunas de las soluciones enteras primitivas mas pequefas puede ser

obtenida de (2.8) y se muestran en la siguiente tabla

u v A B C
u=2 v=1 4 3 5
u=3 v=2 12 5 13
u=4 v=1 8 15 17
u=4 v=3 24 7 25

Cuadro 3. Tabla de soluciones de (2.1) por medio de (2.8)
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Extensas tablas de triangulos pitagoricos enteros han sido calculadas.
Por ejemplo A. Martin da todos los triangulos primitivos para los cuales la
hipotenusa es menor que 3000.
Existe un gran numero de cuestiones que pueden ser preguntadas en
consideracion con los triangulos pitagdricos y que por siglos han sido la
fuente de muchos problemas.
Por medio de las soluciones de la ecuacion pitagorica se ha dado respuesta
a problemas tales como:
1. ¢Cuando la diferencia de la hipotenusa y uno de sus catetos es igual a
uno?
Primero, no se puede tener que

c—b=1,
puesto que cuando los valores de (2.8) son sustituidos en (2.6) se encuentra
que la ecuaciéon

2 =1,
no tiene solucion en los enteros.
La otra posibilidad es que

c—a=1,
y por lo tanto

W+ = 2uy = (u—v)2 =],
de donde u =v +1. Cuando esto es sustituido en (2.8) obtenemos
a=2v2+2v, b=2v+1, c=2v2+2v+1,

que es la solucion pitagorica.
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2.2.1 El inradio de las triplas pitagoéricas.
Consideremos las triplas (x, y, z) tal que x’ + ' = 2, x, 5,z ¢ Z" y sea rel
radio del circulo inscrito en tal triangulo rectangulo, a cual llamaremos

“inradio”

X
Figura 2. El inradio de un triangulo Pitagorico
Teorema 2.6. Dada la tripla pitagorica (x, y, z), entonces el inradio » es un
numero entero.
Demostracion.
Hay dos maneras obvias para expresar el area A del triangulo
r(x+y+z)=24=xy,

2 son de la forma

ademas, como todas las soluciones positivas de ¥+ y2= z
x = k2uv, y =k’ =), z =k’ +V9),
talque (u, v)=1y kuveZ .
Por sustitucion en la ecuacion mostrada obtenemos la relacion
2rk(i’ + uv) = 2K uv’ =7,
la cual se reduce a
r=kv(u—v),

asi se demuestra que r es un entero. =
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Por el teorema fundamental de la aritmética podemos escribir cualquier

entero positivo r, de forma unica de la siguiente manera
r=2p " p,".p,, a >0, n >0, (2.10)

donde p; es un primo impar a;>1, y 2<p;<p,<..<p, Sin=0, tenemos
r=2“y sia=0 r=2"=1.

Sea la funcidon P(r) numero-tedrica que representa el numero de tripletas

pitagoricas primitivas positivas distintas, que tienen a » como inradio.

Teorema 2.7. Sir se representa como (2.10) entonces P(r) = 2"
Demostracion.
Los enteros x, y, z usados en la demostracion del teorema 2.6 son tripletas
primitivas si y solo si k = 1. Entonces la ecuacion para r toma la forma
r = v(u — v), donde el segundo factor (u —v) debe ser impar, puesto que u, v
son no pares o impares a la vez. Como (u, v) = 1 se sigue que (v, u —v) = 1.
De la misma forma, si » = VU donde ¥, U son enteros positivos con U impar
y (V, U)=1, entonces las ecuaciones V'=v, U=u—v tienen solucion para
u=U+V, v="V,donde u, v son enteros positivos tal que u>v, (u, v)=1yu, v
no son pares o impares a la vez.
Por lo tanto todas las triplas pitagoéricas primitivas positivas que tienen a r
como inradio se encuentran factorizando » en todas las maneras posibles
como un producto VU de dos factores primos relativos 7, U con U impar.
Como U debe ser impar, U = I o U contiene factores primos impares. Sir es
dado por (2.10), y si U tiene factores p;, entonces U debe tener un factor p/*
en orden tal que » = VU con (¥, U) = 1. Por lo tanto la seleccién de U, y el
valor de P(r) es exactamente el mismo que el numero z(r) de factores de
r'=p', ph.. p,de donde

t(r)=(e;+1)(ex+1)...(e, + 1) =2"
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dado que cada ¢; en r’ tiene valor / y como P(r) = t (r), tenemos la
demostracién. =

En particular, tenemos que mostrar que P(r) es positivo para todo r y que el
rango de P(r) consiste exactamente de todas las potencias de 2 incluyendo
2’ =1.

Como ejemplo consideremos r = 15=2"3'5" para el cual n =2y P(15) = 4. Las

soluciones son

\% U u v X y z
15 1 16 15 480 31 481
5 3 8§ 5 80 39 89
3 5 8 3 48 55 73
1 15 16 1 32 255 257

Cuadro 4. Tabla de soluciones de P(15).
Ahora representemos N(r) como el numero total de triplas pitagoricas
distintas positivas, no necesariamente primitivas que tienen a r» como su

correspondiente inradio.

Teorema 2.8. Sires dado por (2.10) entonces
N(r)=(a+1)2a;+ 2ay+ 1)...... Ca, + 1).

Demostracion.

De la formula » = kv(u — v) en el teorema 2.6 vemos que k debe ser un divisor
de r. Entonces d =1/, y es el inradio de una tripla pitagorica primitiva. De la
misma manera, si d es un divisor de r, decimos que r = kd, entonces la tripla
pitagdrica de inradio r puede ser encontrada por una magnifica tripla
pitagérica primitiva de inradio d por un factor de proporcionalidad k; y
soluciones distintas de d conducen a soluciones distintas para r, por lo tanto

se sigue que la funcién N(r) puede ser obtenida como
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N@r) = Y. P@),
Donde la sumatoria se extiende para todos los divisores d de r. Aplicando el
teorema de multiplicidad de funciones podemos mostrar que P(d) es una
funcidén multiplicativa.
Por el teorema 2.7 conocemos que P(d) = 2'“, donde w(d) es el nimero de
enteros menores que d y primos relativos con 4.
Si (a, b) = 1, tal que a, b pueden no tener factores primos impares, a, be Z".
Entonces v(ab) = v(a) + v(b). Por consiguiente si (a, b) = 1 entonces

P(ab) = (@) — Jv@v(b) — Jv(a) Hvb) P(a) P(b),
y asi P(d) es una funcién multiplicativa. Luego N(r) = >, P(d) es una funcién
multiplicativa, y asi para encontrar N(r) necesitamos solo investigar N(p“)
para p primo.
Cuando p = 2, encontramos
N2 =P)+P2") +.+P2)=2"+2"+.2"=a+1
Cuando p es impar, encontramos
N@*) =P(l) + P(p) + P(p°) +..+ Pp*) =2"+ 2" +2' + .+ 2 =2a + I.
Combinando estos resultados con el hecho que N(r) es multiplicativa
completamos la demostracion. m [11].
Ejemplo.
Tomemos r=15ya=20, a;,=1, a; =1, entonces
NI5) =0+ D2+D2+1)=9.

Calculando tenemos que
k=15 d=1 P(l)=1con (4, 3, 5) que llevan (60, 45, 75).
k=5 d=3 P(3) =2con (8 15 17) que llevan (40, 75, 85) y con (24, 7, 25)
que llevana (120, 35, 125).
k=3 d=15 P()=2con (12, 35 37) que llevan (36, 105, 111) y con (60,
11, 61) que llevan a (180, 33, 183).
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k=1 d =15 P(l5) = 4 llevan a las cuatro triplas primitivas dadas de los

ejemplos anteriores.

2.3 El ultimo teorema de Fermat.

Es el mas famoso de todos sus teoremas. El problema & del libro Il dice:

Descomponer un cuadrado dado en dos cuadrados, es decir, sea ¢’ el
cuadrado dado y «a, b los valores a encontrar tal que
c=d+b. (2.11)

Este problema parece simple, pero no lo es. Los comentarios de Fermat con
relacion a este problema son de caracter constructivo y de consecuencias
mayores. “Sin embargo, es imposible escribir un cubo como la suma de dos
cubos, una cuarta potencia como la suma de dos cuartas potencias y en
general cualquier potencia mayor que dos como una suma de dos potencias
del mismo grado. Para esto he descubierto una prueba maravillosa pero el
margen es tan pequefo para contenerla”.
Este es el famoso teorema de Fermat, algunas veces llamado el ultimo
teorema de Fermat. En el cual los mas prominentes matematicos han puesto
todos sus esfuerzos para resolverlo, desde el momento que se enuncié. En
el lenguaje algebraico, se requiere mostrar que la ecuacion diofantica

X'y =2, (2.11)
no tiene solucién en enteros x, y, z diferentes de cero, para n > 3. Un caso
particular del teorema de Fermat para el cual no existe solucién y que se
demostrara mas adelante es el siguiente

e y4 _ 24,
tal ecuacion se puede escribir z*— y* = (x)? y esta diferencia de dos cuartas
potencias no puede ser un cuadrado. Es mas si el exponente n de (2.11) es
divisible por 4 entonces podemos escribir » como n = 4m y la ecuacion toma

la forma (x")? + (»")? = (z")?, de manera que se generaliza la demostracién.

47



De manera similar podemos reducir la ecuaciéon general (2.11) a el caso
donde el exponente es primo impar. Supongamos que n =mp, p > 2, p primo.
Entonces la ecuacion de Fermat se puede escribir

X+ (") = (")
asi es suficiente probar que la ecuacién es imposible para exponentes
primos p > 2.
La cuestion de que Fermat tuviera una demostracion de éste ultimo problema
sigue siendo un enigma. Fermat indudablemente poseia una de las mas
poderosas mentes en el campo investigativo de las leyes de los numeros, y
por esto se le considera una razon para creer que Fermat lo demostro.
Ademas el comentario de que la margen fuese demasiado pequena es quiza
una excusa. El problema de Fermat ha sido notablemente activo durante
toda su historia y sus resultados e investigaciones han sido publicadas
frecuentemente en revistas de matematica y es el que mas demostraciones
erroneas ha generado. Ademas el teorema ha sido extremadamente
importante como una meta y fuente constante de nuevos esfuerzos y por lo
tanto de nuevos resultados en matematicas.
Como hemos mencionado, Fermat da una prueba de este teorema cuando
n = 4. Para el caso n = 3 lo present6 como un problema desafio para los
matematicos franceses e ingleses.
La primera prueba para el caso cubico fue publicada por Euler en una
traduccién famosa de su algebra. El caso » = 5 fue probado independiente
por el matematico aleman Lejeune-Dirichlet y el francés Legendre en el afo

1825y en 1839 Lamé lo demostro paran = 7.
El mas significante avance en las investigaciones de este problema fue

hecha por el matematico aleman E. Kummer (1810-1893). El extendi6 el

dominio de la teoria de numeros para incluir no solamente los numeros
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racionales sino los numeros algebraicos, es decir, nimeros que satisfacen

ecuaciones algebraica con coeficientes racionales.

En 7843 Kummer le dirigié a Lejeune-Dirichlet un manuscrito que contenia
una prueba del teorema de Fermat basada en numeros algebraicos.

Dirichlet quién habia trabajado por tener la demostracion, inmediatamente
encontré un error en su prueba; en el dominio de los numeros algebraicos el
teorema fundamental no siempre representa un numero de forma unica como
un producto de sus factores primos. Esta falla le causé a Kummer atacar el
problema con mayor vigor y ainos mas tarde encontré un sustituto para el
teorema de factorizacién unica en la teoria de ideales, una teoria que mas
tarde gand importancia en varias las areas de la matematica.

Por medio de los ideales, Kummer fue capaz de derivar una condicion muy
general para la insolubilidad del teorema de Fermat. Todos los avances para
la solucion de este problema se han basado principalmente en la idea de
Kummer. Numerosos criterios fueron desarrollados por medio de la ecuacion
de Fermat; probada imposible para todos los exponentes menores a n = 600
con n# 1,2][7].

Hasta 1995 se reconocido como acertada la demostracion de Andrew Wiles
de la conjetura de Shimura-Taniyama, conjetura que en 1986 Kibet habia
demostrado que es equivalente al teorema de Fermat, quedando éste
comprobado por métodos altamente sofisticados. Queda aun la duda si

Fermat realmente tenia una demostracion de su sencilla aseveracion.

2.4 La ecuacion de Pell.

Sea la ecuacion

x> —dy’ =n, (2.12)
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donde d, neZ. Cuando d < 0 y n < 0, la ecuacion (2.12) no tiene solucion.

Cuando d < 0y n > 0, existe a lo sumo un numero finito de soluciones puesto

y< /%ﬂ‘ Ademas cuando

d = D’, D € Ztenemos que, x> —dy’ =x’>—Dy*= (x—Dy)x+Dy) = ny por

que la ecuacion (2.12) implica que ‘xS\/;‘ y

consiguiente las soluciones serian las soluciones de x + Dy =a, x — Dy = b,
donde a, be Z tal que n = ab. De manera que es mas interesante encontrar la

solucién cuando d#= D’.

Un caso especial de la ecuacion (2.12) sucede cuando n = 1, es decir

xt—dy? =1, (2.13)
y se conoce como ecuacion de Pell. Aunque la ecuacién lleva su nombre,
Pell no contribuyéd a su solucidon; en cambio deberia haberse llamado
ecuacion de Fermat, pues el si dedicé esfuerzo y estudio para resolverla. La
importancia de la ecuacion de Pell radica principalmente en la investigacion
de numeros poligonales.

La principal idea o herramienta para dar solucion a esta ecuacién parte de
. , . . a . .y .
que si /d es un numero irracional y n es una aproximacion racional de

2 2

Jd entonces a—z es una aproximacién de d y por lo tanto a—z - d z% es
b b b

decira’- db’ = .

Observe que si x, y es una solucion de (2.13), x, -y, -x, y, -x, -y, también lo son.

Ahora si y = 0 entonces x = +I, six = 0 no tendria soluciones excepto cuando

= -1, y por lo tanto y = £/. Si la ecuacién (2.13) tiene soluciones positivas y
si x;, y; hacen que x; + y; \/d sea el minimo valor entonces ésta solucion se

llama solucion fundamental. [10].
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Para la solucion de la ecuacion (2.13) utilizaremos algunos conceptos
relacionados con las fracciones continuas, algunos de ellos sin su

demostracion pertinente.

Teorema 2.4.1. Si d es un entero positivo, d = s°, se Z tal que el desarrollo de

Jd como fraccién continua tiene una parte peridodica con k términos,

entonces x;, yx €s una solucion de (2.13). [1].

Teorema 2.4.2. Si * es una solucién de la ecuacion (2.13) con x, y enteros
y

iy . . X
positivos primos entre si , entonces — es un convergente en el desarrollo de
y

Jd como fraccién continua. [1].

Teorema 2.4.3. Si d es un entero positivo, d = s°, seZ. Sea Y |a k-ésima
Ve

convergente de la fraccién continua simple Jd, k=12 3. y sean la
longitud del periodo de la fraccion continua. Entonces cuando n es par las
soluciones positivas de la ecuacion diofantica (2.13) son x = Xj,.;, ¥ = qjn-1,
j =123, .. cuando n es impar las soluciones positivas de la ecuacion (2.13)

SON X = X2jn-1, ¥V = YV2jn-1, j =123 .. [9]

Por udltimo sea x, y, una solucion de (2.13) entonces podemos encontrar
todas las soluciones positivas a partir de ella como se prueba en el siguiente

teorema.

Teorema 2.4.4. Sea x, y, la solucion fundamental de la ecuacion (2.13)

entonces todas las soluciones positivas x,, y, estan dadas por:

(xo+yo\/3)k: Xt yk\/g
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Demostracion.
Supongamos que x, y; es una solucién positiva. Entonces x; + y,\/g esta
entre las potencias de (x, + yoﬁ). Es decir para algun entero positivo m la
siguiente desigualdad se cumple

(xo+ ydd )" < x4 yild <o+ yodld )" (2.14)
Haciendo (x, + y,}\/g)’” =X, + ym\/gy dividiendo la desigualdad (2.74) por esta
cantidad, tenemos

]§t+u\/g <xpt yo\/g,

donde

x1+J’1\/E
X +ym\/g

ysetienequetr=x;xy — YiVmd, U=XuVi— VXl

= (x; +yNd ) G yud ), (2.15)

t+uAd =

Sustituyendo Jd por—\/g (2.15), tenemos

t—u~d = (xi—yNd ) (et yurld), (2.16)
multiplicando (2.15) y (2.16) tenemos
£ — di= (xp—dy?) (x,"— dy.2)= 1.

Supongamos que ¢y u son positivos. Entonces

F=1+di, x,° =1+dy/
nos demuestraque t>x,, u> y, odeotromodo ¢<x,y u< y,.
Las desigualdades (2.14) implican entonces que anterior se cumple y a la
vez niega nuestra suposicidon de que x, y, es la solucion positiva mas
pequeia o solucion fundamental.
Por tanto, para completar la demostracion necesitamos solamente mostrar
que ¢y u son positivos.
Como

Xl — yid=1=x7—dy’, (2.17)

implica que x, > y,~/d, x,> y./d y porlo tanto > 0.
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También u tiene el mismo signo que (X, — VuX; )Xy + VuXy) = X7V —Vu X, . Sin
embargo (2.17) implica que x,v/’ =y’ + y.’yid, y.’x7 = y.>+dy’ . Yy por
tanto u no tiene el mismo signo que

X V= VX = vyl —yu'= (x/ —x, )d. (2.18)
Sin embargo x,, +ym\/2 <X +y1\/2 implica que x,<x;, oque y,<y,. Enel
primer caso, la segunda igualdad (2.18) demuestra que u es positivo; en el

ultimo caso la primera igualdad (2.18) muestra que u es positivo. m [1].

Ejemplo. Solucionar la ecuacion x* —13y* =1.

La fraccion continua simple de 13 es [3;1,1, 1, 1, 6]. Entonces las soluciones
a esta ecuacion son los convergentes x,.,,y,,, para j = 1,2,3,... donde
X10;-1 . - . :

—2 es la (10j-1) n-ésima convergente de la fraccion continua V3. Se
Yioj-1

escoge la (10j—1) n-ésima convergente, ya que como su periodo, n = 5,

. , Xig i
entonces las soluciones seran todos los convergentes —~—

Yioj-1

. De la siguiente

tabla tenemos la solucion:

1 -2 1 0 1 3 4 5 6 7 8 9
a 3 1 1 1 6 1 1 1 1
pi 0 1 3 4\ 11| 18| 119| 137| 256| 393| 649
Qi 1 0 1 1 3 50 33| 38 71| 109| 180

Cuadro 5. Tabla de la soluciéon de x* —13y” =1.

De la tabla extraeremos la solucion cuando a;= a, porque su periodo es 5.

Por lo tanto las soluciones son: p, =x =649, g, =y = 180.
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Ejemplo.
Resolver la ecuacion
X =14y = 1.

La fraccion continua para x/ﬁ=[3, 1,2,1,6 ]. Lalongitud del periodo de la
fraccidon es n = 4. Entonces la convergente que es solucidn de la ecuacion es

Paja
q4j

. Entonces por medio de la siguiente tabla tenemos que en la columna

i = 3 muestra la solucion de la ecuaciéon, x =15,y = 4.

i -2 -1 0 1 2 3 4
a 3 1 2 1 6
Pi 0 1 3 41 11| 15| 101
Qi 1 0 1 1 3 4 27

Cuadro 6. Tabla de la solucién de x*—14y* = 1

2.5 Otras ecuaciones diofanticas.

Puesto que existen métodos sistematicos para resolver numerosas
ecuaciones diofanticas, diferentes soluciones dependen del ingenio de quien
las resuelve. Para demostrar como puede encontrarse tales soluciones

consideremos los siguiente problemas.

a. En la fraccidén 16/64 se puede suprimir por error los seis y obtener 1/4;

que es el resultado correcto. Si ab representa al numero de dos digitos

10a+ b,y be representa /0b + ¢, ¢ Para qué fracciones Z:bel cociente es igual
C

a a/c, donde el numerador es un numero de dos digitos que son a, b, y el

denominador es un numero de dos digitos que son b, ¢; 5> 0?7 [1].
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Para resolver este problema necesitamos encontrar los enteros positivos

menores que 10, tales que

10a+b _ a
10b+¢ ¢’
es decir
10ac + bc = 10ab + ca,
de donde

10a(c —b) = c(a—Db). (2.14)
Vemos que /0 es un divisor del segundo miembro de esta ecuacién y no es
divisor ni de ¢ ni de (a — b), ya que qa, b, ¢ son enteros positivos menores que
10. En consecuencia, ¢ es pary a — b es divisible por 5, 0 a—b esparyces
divisible por 5.
Consideremos estos dos casos por separado

1.a—-b=0 (mod 5)y c = 2¢' para algun entero ¢’. Entoncesa—b=006=+5. En

el primer caso (2.14) demuestra que ¢ = b y nuestra fraccion es 9 Enel

aa
segundo (2.14) se reduce a

(b£5)2c'-b) = *c.
El primer miembro es par, ya que el primer factor, o el segundo, es par, si b
es impar o par respectivamente. Entonces, como ¢’ no debe ser mayor que
4y como con el signo mas, el primer miembro seria mayor que 4, del doble

signo debe tomarse el negativo. Entonces

a=b-5>0,
y tenemos
(b—5)2c'-b)=-c',  b>5,
de donde
b —b(5 +2¢') + 9¢' = 0.
Por tanto, si

c'=2 b=6 a=1; sic'=4 b=9, a=4,
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y tenemos las fracciones
16 49
64" 98
2. Supongamos ahora que a — b = 2u, ¢ = 5. Entonces la ecuacién (2.14) nos
da
2a(5-b) =a-b.
Como a divide al primer miembro, debe dividir al segundo y, en
consecuencia, es un divisor de b. Haciendo b = ka, y sustituyendo en la ultima
ecuacion se obtiene
9 =k(2a—1),
lo que demuestra que k divide a 9y por lo tanto es /, 3, 6 9.
En los casos respectivos obtenemos las fracciones
552619
557 65" 95’
de este modo las unicas soluciones del problema son

e 16 26 15 49

aa 64" 65 95~ 98
b. El problema de Newton acerca de los toros. El problema, en realidad, no
fue ideado por Newton, sino de origen popular.
"Tres prados cubiertos de hierba de una misma espesura y con el mismo
grado de crecimiento, tienen un area de 3 /; hectareas, 10 hectareas, y 24
hectareas. La hierba del primero es comida por 12 toros durante 4 semanas;
la del segundo, por 21 toros durante 9 semanas. ¢, Cuantos toros comeran la

hierba del tercero durante /8 semanas?"

Para la solucion tomamos la incognita auxiliar y, que significa la parte de la
reserva inicial de hierba que crece en una hectarea durante una semana. En
el primer prado crece durante la primera semana una cantidad de hierba

igual a 3'/; . ; durante 4 semanas, 3'/3.y .4 =(40/3) .y de la reserva de
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hierba que habia inicialmente en una hectarea. Esto equivale a un
crecimiento del area inicial del prado igual a: 3//;+ (40/3).y hectéareas. En
otras palabras: los toros comen tanta hierba como la que se necesita para

cubrir un prado de (3'/;+ (40/3) .y ) hectareas. En una semana 12 toros
se comen un cuarto de esta cantidad, y un toro come en una semana 7 /48,

es decir, la reserva de hierba que hay en un area de

(3'/5+(40/3).y)/48 =(10+ 40y )/ 144 hectareas.
De esa misma manera, con los datos del segundo prado, hallamos el area de
este que alimenta a un solo toro durante una semana: crecimiento de la
hierba en I hectarea durante / semana lo asignamos con la incognita y.
La superficie del sector que contiene hierba suficiente para alimentar 2/ toros

durante 9 semanas es igual a 10+90.y.
El area necesaria para mantener un toro durante una semana sera:

(10+90y)/9 *21 =(10+ 90y )/ 189 hectareas.

Ambas normas de alimentacion deben ser idénticas:

(10+40y)/144=(10+ 90y )/ 189.
Al despejar la incognita encontramos que y =1/12. Veamos ahora cual debe
ser el area del prado con hierba suficiente para mantener un toro durante una
semana:
(10 +40*y) /144 =(10+40/12) /144 = 5/ 54 hectareas.
Si representamos el numero desconocido de toros con la x , tendremos:
(24 +(24%18/12))/18x =5/54,
de donde x = 36.

El tercer prado puede mantener 36 toros durante /8 semanas.
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’ no tiene soluciones

c. Ahora miremos que la ecuacién diofantica x *+ ' =z
en x, y, z enteros diferentes de cero. [9].
Asumamos que la ecuacion tiene soluciones enteras positivas x, y, z# 0 .
Supongamos que (x, y) = I, pero si (x, y) = d, entonces x = dx; y y = dy, con
(x,,v;) = 1 donde x,, y;, son enteros positivos. Como x* + y* = 2%, tenemos que
(dx)' +dy) =2,
y factorizando
d4(x14 +y14) — Z2’
Por lo tanto d*|2* y por consiguiente ¢’ |z Asi que z = d’z,, donde z, es un
entero positivo. Entonces
et +y)f) = @z) =d'zr
asi que x,’+ y," = z°,. De esto concluimos que x,, y, z; es una solucién positiva

con (x,y,)=1de x*+y’=7.

Ahora supongamos que x = X,, ¥ =y, z = z, €S una solucién de x ‘+y* =7’
donde x,, y, z, SOn enteros positivos con (x, y,) = 1. Entonces se mostrara que
existe otra solucion en enteros positivos x =x,, y =y, z =2z, con (x,, y,) = [ tal
que z, < z,
Como x, “+ y," = 2%, tenemos que
(X02)2+ ()}02)2 — 220.

Luego x,°, v/, z, es una tripla pitagérica y ademas (x,, y,°) = I, ya que si p es
primo tal que p|x,” y p|y/’, se tiene que p|x, y p|y,, contradiciendo el
hecho de que (x,, vy = 1.
Por lo tanto x,°, y,°, z, es una tripla pitagérica primitiva y por la solucién dada
anteriormente a la ecuacion pitagérica existen enteros m, n con (m, n) =1,
m#n x7, yi, (mod 2 ) tal que

o ——

y02 = 2mn,

2 2
Zo=m +n,
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e intercambiar x,°, y, si es necesario para que y,” sea par o viceversa.
De la ecuacion x,° vemos que
x02 + n2 = mz.
Como (m, n) = 1, se sigue que x, n, m €s una tripla pitagérica primitiva.
De nuevo usando la premisa anterior existen r, s enteros con (r, s) = I,
r#s (mod 2 ) tal que
Xo= P - sz,
n=2rs,

2 2
m=r +s".

Como m es impar y (m, n) =1 sabemos que (m, 2n) = 1. Veamos que y,” = 2mn,

2

entonces existen enteros positivo z, w tal que m =z y 2n =w’. puesto que

w es par, entonces w = 2v, veZ se tiene que

2

Vv = =7rSs.

NS

Como (r, s) = 1, por lo tanto existen x, y, tal que r=x7 s =y’ note que
como (7, s) =1 se sigue que (x, y,) = I y por lo tanto x,*+ y* =z, donde x, y,,
z, son enteros positivos con (x,, y,) = . Ademas z, <z, porque
z; < 21421712<1712-|rrz2 =2Z.

Para completar la demostracién, asumamos que x*+ y* = 2’ tiene la minima
solucion entera. Por la propiedad del buen orden sabemos que entre las
soluciones positivas, existe una solucion menor z, para la variable z Sin
embargo, mostramos que podemos encontrar otra solucion z, menor;;
induciendo una contradiccién. Este método de demostracién se conoce con
el nombre de método "de descenso al infinito".

Este método fue ideado por Fermat para resolver algunas de sus cuestiones
de la teoria de los numeros, es una combinacion de la induccion completa
con la propiedad de que la sucesion de los numeros admite un minimo. Una

aplicaciéon a las proposiciones "negativas", seria como por ejemplo que
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ningun triangulo rectangulo de lados enteros tiene su area igual a un
cuadrado. "Si hubiera algun triangulo rectangulo de lados enteros, cuya area
fuera un cuadrado, habria otro triangulo menor que el anterior con igual
propiedad. Si hubiera este segundo triangulo con tal propiedad, por el mismo
raciocinio existiria un tercero menor que el anterior con la misma propiedad y
luego un cuarto , un quinto etc..., hasta el infinito, descendiendo. Ahora bien,
dado un numero no existen infinitos numeros menores que el; luego es
imposible que exista un triangulo de lados enteros... " Para las cuestiones
afirmativas combina el método con la reduccién al absurdo. Asi, para
demostrar que todo numero primo es de la forma 4n+1 es siempre suma de

dos cuadrados, dice: " si no se compone de dos cuadrados, existira otro
namero primo de la misma forma, menor que el anterior, que tampoco se
compone de dos cuadrados, y luego un tercero etc... descendiendo hasta el
infinito, hasta llegar al numero 5, que es menor de todos los numeros de este
tipo y por lo tanto no seria suma de dos cuadrados.. Como esto es imposible,

todos los numeros de esa naturaleza, estan compuestos de esta manera. "

[8].
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3. SOLUCION DE ALGUNAS ECUACIONES DIOFANTICAS
ESPECIALES.

3.1 Numeros Cuadrados expresables como la suma de n cuadrados

consecutivos.

En 1875 Edouard Lucas propuso el siguiente problema a partir de una
situacion en particular: ¢ Cuando una piramide de bolas de cafon con base
cuadrada contiene un numero cuadrado?
Desde el punto de vista geométrico es encontrar todos los numeros que sean
cuadrados piramidales y triangulares a la vez. Este problema es claramente
equivalente a solucionar la ecuacion diofantica

P+2+ . .x=). (3.1)

Lucas aseguro que la unica solucion no trivial es x = 24, y =70.

La historia de la solucion de esta ecuacidn empieza en 1876 cuando Moret-
Blanc di6 una prueba incompleta, pero aceptable para solucionar la
ecuacion. Moret dividio el problema en dos casos, cuando x es par y cuando
x es impar.

En 1877 Lucas publicé una prueba para completar la de Moret, pero también
presento fallas. Lucas manejaba el caso con x par pero no con x impar.

En 7918 Watson manejo la falla de Lucas especificamente con la teoria
Jacobiana de funciones elipticas y obtuvo la primera prueba completa de la
proposicion, era muy complicada para entender.

En 7952 Ljunggren, uso el método de Skolem’s para dar una prueba simple

desde el punto de vista aritmético



En 1966 Baker y Darenport usaron un teorema de los numeros
transcendentales para solucionar simultaneamente las ecuaciones
diofanticas 3x’ - 2=)" y 8&x-7=2".
En 7975 Kanagasabapathy y Ponndurai dieron una solucion elemental de las
ecuaciones diofanticas anteriores.
En 7985, De Gang Ma uso la teoria de los dos matematicos anteriores para
dar una solucién elemental al problema de Lucas.
Para probar que la solucion no trivial para la ecuacion en estudio es x = 24 y
y = 70 utilizaremos las ideas de De Gang Ma.
La ecuacion (3.1) es equivalente a

x(x+ 1)2x + 1) = 6)°.
Supongamos que x es par y con la ayuda de los siguientes tres lemas

podremos dar solucion a ella.

Lema 3.1. El area de un triangulo Pitagoérico nunca es un cuadrado.
Demostracion.
Supongamos que existen triangulos pitagoricos que tienen area cuadrada.

Sea w” el area mas pequefia para tales triangulos. Sea x, y los lados del

2 Xy

. +yP=2y 7=w2.C0mOw

triangulo pitagérico con area w®. Entonces x*

es minima y x, y son primos relativos, (Tripla Pitagorica Primitiva). Ademas
existen enteros positivos r, s tal que (. s) =l yquex =7/ —s" y y = 2rs,

(férmula de triangulo pitagorico).
S
Por lo tanto (¥ — s))rs = w’ y Z<ssw2, y comor s, r— s, r+ s, SON

primos dos a dos se tiene (r — s)(r + s)rs = w’. Se sigue que hay enteros
positivos @, b, ¢, d talque r=d°, s=b°, a— b’ =r—-s=c"y &’ +b=r+s=
&’. Note que (¢ ,d) = I puesto que (r—s, r +s) = 1. Ademas que ¢, d son

impares porque r, s N0 SOn pares e impares a la vez.
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(c+d) d-c

Sea X = yY:T.Talque(X,Y)=1yX2+Y2=a2.ComoX,Yno
. . XY d*-c¢* b* s
son pares e impares al a vez se tiene que == =—=" es un
2 8 4 4
cuadrado.

.. .y . o , S
Como el triangulo con X, Y, a; un es triangulo pitagdrico con area "

S . e
entonces w” < 7 lo cual es una contradiccion. m [13].

Lema 3.2. No existe un entero positivo x tal que 2x* + I es cuadrado.
Demostracion.

La haremos por contradiccién. Supongamos que (x, y) es la menor solucidn
de 2x*+ 1= )°. Entonces para algun entero positivos, y=2s+1 y x’=
2s(s + 1). Sis esimparentonces (s, 2(s + 1)) = I talque s =u’, v/ =2(+1)
para enteros u, v. Luego 2(u’+ 1) =v* con u impary v par.

Por lo tanto si u = I tenemos 2(1 + 1) =0 (mod 8) imposible; s no puede ser
impar. Entonces s es par, (2s,s +1) =1y 2s=u’, s+ I=V"para enteros u,
v>1

Sea w un entero positivo tal que u = 2w. Sea a un entero positivo tal que v’ =
2a +1. Entonces (u’/2) + 1 =s + 1 =V’ asi que 2w’ = v'—1)/4 = a(a + 1). Como
v = 2a +1 se sigue de la congruencia médulo 4 que a es par. Como 2w’ =
a(a + 1) se sigue que existe enteros positivos b, c tal que a = 26’y a+1=¢".
Sin embargo esto implica que 26’ +1 = ()’ y que y < ¢ por ser (x, y) la

minima. Por lo tanto ¢’< a + 1 <V’ <s + I <y es una contradiccién. m [13].

Lema 3.3 Existe solamente un entero positivo a saber x = / tal que 8* + I es

un cuadrado.
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Demostracion.
Supongamos que 8’ + I = (2s + 1)°. Entonces 2x” = s(s + 1). Si s es par
entonces hay enteros u, v tal que s =2u’y s+ 1 =v'. Eneste caso 2u’+1 =
s+ 1=v"yporelLema 3.2, u=0y porlotantox=0. Sis esimpar entonces
existen enteros u, vtal que s =u’ y s + 1 = 2v'en tal caso u’+ 1 = 2v*. Como
u es impar se deriva que v es impar.

Elevando al cuadrado ambos lados u* + I = 2v* obtenemos #° — 4u*= u® —
2u’*+1 y por lo tanto v — W) + °) = (' - 1)/2)* es un entero cuadrado.
Como (v*, u’) =1 se sigue que (v'— u’)/2 y (v*+ u*)/2 son cuadrados.

Ahora

4 v +u’)

= 4?
2 b

vV —u )Y+ O +u ) =

(v +u) _ v —u?)
2 2

Por el Lema 3.1 esto es imposible a menos de que v* = +u. Puesto que

v —u) =B’

u’+ 1= 2v' obtenemos u’— 2u’+1 =0 donde u’=1,luego s=/ y x=*1I.m
[13].
Con los tres lemas anteriores podemos solucionar la ecuacion diofantica

x(x + D2x + 1) = 6°.
Supongamos que x es par. Entonces x + 1 esimpar y por consiguiente x,
x + 1, 2x + 1 son primos relativos dos a dos, y x + / 6 2x+/ es un cuadrado o
un triples cuadrado. Entonces x+1#2 (mod 3) y 2x+1#2 (mod 3). Por lo tanto
x=0 (mod 3) y para algun entero no negativo p, ¢, » tenemos x = 6¢°, x + I=p’
y 2x+1=7r". Asi

6q° = (r—p)(r + p).

Puesto que p y r son ambos impares, 4 es factor de (r —p)(r + p) = 64° y se

tiene que ¢ es par. Sea & un entero tal que ¢ = 2h. Entonces
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6h’ = ((r;p)j((r;p)j y como ((r;p)} [(ﬁ;p)J son primos relativos

porque (+, p°) = I obtenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. Uno de los ((r;p)j 6 ((r;p)j, tiene la forma 64° y el otro B’.

Entonces p = +(64° - B>) y q = 24B. Como 6¢° + 1= x+I1= p’, tenemos
24A4°B’+1 = (64° - B?) 6 (64 —3B°)’— 8B’ = 1. Porel Lema3.3,B=006B =1

por lo tanto x = 6¢°=0 6 x = 24.
Caso 2. Uno de los [sz)j o (sz)J tiene la forma 34’ y el otro 2B°.

Entonces p = +(34°—2B°) y q = 24B. Asi 244’B’+ 1 = (34°- 2B°) y por lo
tanto (34°— 6B°)° - 2(2B)? =1. Por el Lema 3.2, B =0 y por lo tanto x = 64°= 0.
Asi cuando x es par la unica solucion a la proposicion de Lucas es x = 24.
Para el caso de x impar la demostracién es mas complicada, pero concluye
que el Unico entero de la formax(x + )(2x+ 1) =6y° es x=1.

Por lo tanto que los unicos numeros cuadrados y a la vez cuadrados

piramidales son 1y 4900.

Un problema mas general que parte de esta ecuacion es el determinar el
conjunto S de los valores de %, para el cual existe un cuadrado que es la
suma de k£ cuadrados consecutivos, por ejemplo 600< S puesto que

2574+ 26° + ...+ 6237+ 6247 = 9010’
Actualmente existe una tabla que contiene todos los elementos de S menores
que 1000. Para encontrar este conjunto S daremos las condiciones y lemas

necesarios.

Por convencion escribimos p”||k, si p*|k pero p**'1k ; o siempre es un

entero estrictamente positivo.
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Condiciones necesarias para que ke S.

Se da el siguiente lema con el fin de conocer un resultado importante para
las demas proposiciones.

Lema 3.4. Six’ +)° =0 (mod 2”"), entonces 2"|x y 2|y

Demostracion.

La proposicién es trivial para n = 1. Supongamos que es verdadera para n—/,
entonces x° + )7 =0 (mod 2" ). Porlotanto x =2""a y y=2""b,y
reemplazando tenemos 27" 2 4’ +2”* 2 b* = 0 (mod 2*"). Dividiendo por 2%,
obtenemos a’ + b’ = 0 (mod 4) por lo cual se deduce que a y b son pares. Por

lo tanto 2"|x y 2"|y. m [5].

Proposicion 1. Sea k un elemento de S

1) Si2”||k entonces a esimpar

2) Si 3|k, entonces a es impar

3) Si p es un primo, p>3 y p”|k con a impar, entonces p = +1
(mod 12)

4) Sip es un primo, p>3y p*||k+1 con p =3 (mod 4), entonces a
es par

5) Si 3%||k+1, entonces a es impar

6) k# 3 (mod?9)

7) k#2°—162" (mod 2*"?) para cualquier a > 2

Demostracion.

k
Como keS, existe m, neN tal que Y (n+i)’ =m’.

i=1

Esto puede escribirse de

varias maneras

ki’ + k(k + Dn +

k(k + 1)6(2k +D) o o
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kn(n+k+1)+k(k+l)6(2k+l) o (i)

O(2n+k+ 17+ 3k —-1) =36m* =/’ (iii)
Demostracion de (iii).
Primero multiplicamos (ii) por 36 y tenemos
36kn(n + k + 1) +6(k +1)2k + 1)k = 36m’,
ahora sumamos cero en forma de 9k(k +1)° —9k(k +1)’ y obtenemos
36kn(n + k + 1) +9k(k +1)* =9k(k +1)* + 6(k +1)2k + 1)k = 36m’,
y factorizando se tiene que
Ok(2n+k+ 17+ 3k —1) =36 m’ =" m
1). Supongamos que k£ = 2rcon a par (e > 2) y r impar. Entonces, por (iii),
9*¥ 2%k (2n + 2% r + 1)7 + 3¥2°r(2* ¥ — 1) =7,
y puesto que 2 es cuadrado,
9r(2n + 2°r + 17 + 3r(2° ¥ - 1) =,

Reduciendo médulo 4 tenemos que 2 =7 (mod 4), contradiccién.

2). Es similar. Supongamos que k = 3“rcon a par (@ > 2) y 31 r. Entonces
por (iii),
3 r2n + 3 + 1) + 37 (3 - 1) = P,
y como 3% es un cuadrado tenemos
9r(2n + 3%r+ 17 + 3r(3° ¥ - 1) = F,

reduciendo médulo 9 tenemos que 6r =7 (mod 9), contradiccién puesto que

3tr

3). Sea p>3, p primo tal que p“||k con a impar. Puesto que a es impar y
KOCn +k+1)+ 30— 1) =,
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p debe dividir el segundo factor del lado izquierdo, y asi 9(2n + 1)° = 3 (mod p).
Puesto que p#3, 3(2n + 1) = 1 (mod p) y por Legendre (3/p) = I, que es
p==x1 (mod 12).

(1

4). Sea p>3, p primo tal que p“||k+1 con p=3 (mod 4). Entonces k + I= ap
con pt a,y asi

(ap”— 1)(9(2n + ap”)’ + 3ap"(ap"~2)) = ',
de la cual se sigue que —(6n)° = m* (mod p). Si ptn, entonces (-1/p) = 1
(puesto que pT 6) contradiciendo que p = 3 (mod 4). Por lo tanto, n = bp” con

ptoyp>0y

(ap" = D(92bp" + ap®)’ + 3ap™(ap”-2)) = j° (3.2)

Si a < 2, entonces
(ap” — 1) p"(9(4b°p™ " + dabp’ + &’p") + 3a(ap” - 2)) =/,
en este producto, el Unico factor divisible por p es p”, por lo tanto a es par. Si
a = 2f, entonces a es obviamente par. Supongamos ahora que a > 2f; y si
dividimos (3.2) por p* obtenemos
(ap" = 1) (9(2b + ap™ ")’ + 3ap™ ¥ (ap" ~ 2)) = ',

reduciendo médulo p, llegamos a —(6b)° = (mod p). Puesto que pT 6b,
tenemos (=1/p) = 1, de nuevo contradiccion, p =3 (mod 4), y asi o > 2f no

es posible.

5). Seak + 1 =3%adonde 3t ay a > 2. Entonces
(3%a—1) ((2n + 3%a)’ + 3* 'a (3%a—2)) =,
de la cual deducimos que — (2n)’=j? (mod 3) y asin = 3”b, donde 3t by
S > 0. Por los tanto
(3%a—D((2*3’b+ 3%a)* + 3* 'a(3%a - 2)) = °.
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Haciendo o' =a — 1, y aplicando el mismo argumento como en 4)

(comparando o'y 2) mostramos que o’ es par, y asi o es impar.

6). Empezamos por la igualdad (ii). Supongamos que
2k(k+D2k+D

dkn(n + k+ 1) +

donde k = 9u + 3. Entonces, reduciendo modulo 3, tenemos
2Cu+ DOu+ 4)(18u+7) =m’ (mod 3),

que es 2 =m’ (mod 3), contradiccién.

7). Supongamos que

3kGk+DRk+D) _
2

donde k = 2“+ u2**? (a >2), reduciendo médulo 2", tenemos 3*2* = m

’

Ykn(n +k + 1) +

2

(mod 2°*!). Si a es impar, entonces a — I esimpary 3 =m’ (mod 4). Siaes
par, entonces dividiendo por 2“ “ se obtiene 6= m’ (mod 8). En cada caso
tenemos una contradiccion.
El segundo caso de 7) es decir k =2°— [+ 2" "7 da 3*2* ' — 90’ =’
(mod 2" ).
Supongamos entonces que m’ + 9’ = 3%*2* ! (mod 2* 7 ’), lo cual implica
m’+ 9n’= 0 (mod 2*™). Si a es impar, por el Lema 3.4 tenemos m =2 "/%q y
n=2""py asi

2912+ 9% 201 2 = 3900 (o 24+ )
de lo cual deducimos que a’+ b°= 3 (mod 4), contradiccion. Si a=2, entonces
m’ + n’° =6 (mod 8, contradiccidon. Si a es par y a>2, tenemos que
m’+ 9’ =0 (mod 2" ?), y asim=2""?"2ay n=2""?"?p lo cual da 2* *d’
+ 9% 2 = 3% mod 2°*) 'y &’ + b’ =6 (mod 8), otra contradiccion. m

[5].
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Observemos que la condicion 7), excluye inmediatamente 970 valores de
k<1000. De los 90 valores restantes 88 se dan en la tabla. Sin embargo £ = 25

y k=842 cumplen la condicién 7), pero no son solucion de la ecuacion.

Para demostrar que {25,842} ¢S, se hara con una aplicacién de la ecuacién

de Pell ala ecuacion (n + 1)° + ... +(n +x)° =)°.

Tales teoremas seran enunciados y no se daran todas las demostraciones.

Sea la siguiente ecuacion

¥-k'=a (3.3)
llamada ecuacion de Pell, donde keN y aeZ. Aceptaremos como unicas
soluciones de (3.3), aquellas de las cuales x, y son enteros positivos.

Consideremos primero el caso cuando k£ es un cuadrado. Entonces

(x —@)(x +./ky ) = a, tiene un numero finito de soluciones. Para cada par de

u, v de enteros tal que uv = a, u>v y 2-/k | (u - v) produce una solucién

(u+v) (u—v)
X = L,y = ——.
2 Y ok
Ejemplo.

Encontrar todos los numeros cuadrados que se pueden expresar como la
suma de 49 cuadrados consecutivos.

Solucion:

Para ello debemos resolver la ecuacién diofantica 49n° + 2450n + 40425 = m’
(ver igualdad (i)). Haciendo m = 7x, tenemos n’ + 50n + 825 = x’, la cual se
reduce a la ecuacién x° — 37 = 200, (ecuacion de Pell), haciendo y = n + 25.

Las soluciones son las parejas (x, y) € {(15,5),(27,23),(51,49)}. Como n debe

ser positivo, y y > 25y asi la unica soluciéon es n = 24 y m = 357; la cual
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muestra la suma de 49 cuadrados consecutivos que es igual a un cuadrado
es decir,
257+ 26" +..+ 73’ = 357",

Ahora para mostrar que no hay un cuadrado, el cual sea la suma de 25
cuadrados consecutivos, primero escribiremos la ecuacién 254° + 650n +
5525 =m’, de (i) la cual se reduce a x’ —)’ = 52, haciendo m =5x, y=n+ 3.
Entonces se concluye facilmente que la ultima ecuacion no tiene solucion
conn > 0.

Supongamos ahora que k£ no es cuadrado. Si (x;, y;) v (x2 y2), son dos

soluciones diferentes de (3.3), escribiremos (x;, y;) < (x2, y2) Six; <x; Yy y;<

2

Lema 3.5. Las soluciones de (3.3) pueden ser ordenadas

Demostracion.

Sea (x;,y;)) Y (x2,y;) dos soluciones diferentes de (3.10).

Entonces x;°— ky,” = x> — ky,” = a, lo cual implica x,°— x,° = k(y,/~ y5°) y por lo
tanto x;—x, y y;—y, son ambos positivos 0 ambos negativos. Asi se tiene

(x;,y) <(x2,y2) O (x2,y))<(x; ,y;)m

Lema 3.6 La ecuacién x’ — &k’ = I tiene siempre una solucion diferente de

(1, 0).
Demostracion.

Por lo menos (-1, 0) es solucién. =

Lema 3.7. Sea (/4 w la solucién mas pequefia o fundamental de x’— &y’ = I

diferente de (7, 0) y sea M la matriz

L)
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Entonces, si (x, ») es una solucion de (3.3), M*(x, y) es también una solucién
para cualquier k € Z, donde M’ es una matriz idéntica 2x2.

Demostracion.

Ax+k,
ComoM(x,y):( " ’uyj

px + Ay
S N B | N ot

I R B B R 7 i
Ax + e kuy

tenemos que probar solamente que(
Ex+ Ay

J con ¢ =+ ]/ es una soluciéon

de (3.3), lo cual es bastante facil. m

Lema 3.8. Si (x;, y)) < (x2, y2) entonces M(x;, y;) <M (x3, y2) Y
M (x1, y1) < M (x2, y2)

Demostracion.

A
(S
oA

A K Ax, +k
M-(XI,J/J):( ﬂJ(XJ,yJ) Z( 1 'uylj,
uoA pxy + Ay,
A K Ax, +k
M.(x2, y3) :[ ﬂ) (x2, ¥2) :( ? 'usz-
uoA o, + Ay,

Ahora estableciendo la relacién menor y por la hipotesis de induccion
tenemos
M(x1, y]) < M()Cz, yz). | |

Lema3.9. M'(x,y)<(x y) < Mk, y).
Demostracion.

/bc—k,uyj

Afmw=( :
— M+ Ay
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Comparando tenemos que
M'(x,y) < (x,y) < M(x,y). m

Los resultados anteriores sugieren el siguiente método para resolver (3.3).

Primero, si a > 0, la solucién real mas pequefia de (3.10) es (~/a, 0). Como
M(la,0)="la (),

y si podemos encontrar todas las soluciones enteras de (3.3) entre (-/a, 0)

y-la (., w), decimos que (x;, yi), ..., (x-, y,), es el conjunto de todas las

soluciones de (3.3) y es dado por {M “ (x;, y;) |ae N, i = 1...r}. Igualmente, sia

< 0, es suficiente determinar todas las soluciones (x;, y;) entre

(0-—alk)y M(0—alk)=-—alk (u A).

El orden para aplicar este método, es determinar las solucion no trivial (4, w)

de x’— ky’ = I, la cual puede ser encontradas usando fracciones continuas.

Ejemplo.

Encontrar un cuadrado el cual pueda ser expresado como la suma de 7/
cuadrados consecutivos.

De (i) tenemos la ecuacién /1n’ + 132n + 506 = m”. Haciendo m =11, x =n +
6, obtenemos x° — 11y’ = —10, para k =11 tenemos por medio de fracciones
continuas que A = 10, u = 3 es la menor solucién y asi es suficiente encontrar

todas la soluciones entre

J10/11¢0, 1)y ~10/11(33,10),

es decir las soluciones (x, y) con I < y< 9,son (1, 1)y (23, 7). Todas las

otras soluciones son dadas por
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CH T

x| [10 33]% [23

S o
Ahora para mostrar que no hay un cuadrado el cual es la suma de §42
cuadrados consecutivos se hace lo siguiente:
Debemos resolver la ecuacion de (i)

842n° + 709806n + 199337185 = m’.

Haciendo x = 2n + 843, m = 421y, tenemos

x’— 842y° = -236321.
Para k = 842 tenemos 1 = 1683 y u = 58, (por fracciones continuas) asi es
suficiente encontrar las soluciones (x, y) con 0<x<818154 y 17< y<28195
pero es facil observar con ayuda de programa computacional que no existen
soluciones en este intervalo (este chequeo se puede hacerse muy rapido
porque x’ = 281 (mod 842), y asi x = + 165 (mod 842) por lo cual se sigue que
solamente los enteros x de la forma 842t + 165 con 0<t<97] deben ser

considerados). [5].
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Tabla de los elementos de S menores que 1000.

Para cada uno de los valores de x, el valor mas pequefio es (n + 1), para que

m+1)7°+m+2)7. . +... +m+x)f =y

X n+l X n+l X n+l X n+l
1 1 184 7 383 9985 625 301

2 3 191 4493 393 802 649 38
11 18 193 83342 407 183 673 177
23 7 194 83 409 71752 674 126031
24 1 218 65 431 10123 698 322
26 25 239 899 443 16806 722 131
33 7 241 3807 457 94707486 753 197
47 539 242 64 458 1081 767 6665193
49 25 249 556 479 7989 793 516232
50 7 289 20 481 1663 794 1122
59 22 297 106 491 11476 841 1678
73 442 299 132 506 1778 856 8617
74 225 311 2277 529 255 863 23172625
88 192 312 15 537 68680 864 65
96 13 313 1788 539 172 866 12116
97 15 337 5063 554 25 887 413
107 20914 338 27 568 443 897 454
121 244 347 11320 577 167065 913 688013
122 50 352 280 578 3 914 3480
146 5552 361 358 587 310097726 961 3
169 30 362 1805 599 2927 971 51958
177 553 376 210 600 25 983 9977

Cuadro 7. Tabla de los elementos de S<1000
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