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Presentacion

En el campo de la educacibn mateméatica, el tema de las concepciones
docentes es de gran importancia para la investigacion puesto que los
profesores normalmente manejan diversidad de ideas, comportamientos y
actitudes sobre la naturaleza de la ciencia y las estructuras conceptuales, asi
como de los procesos de ensefianza-aprendizaje adquiridos de manera
acritica como resultado de sus experiencias educativas. Asi, muchas de las
concepciones de los docentes sobre la ciencia y los conceptos que ensefian
estan constituidas por ideas deformadas, incompletas y de sentido comun
que se llegan a constituir en verdaderos obstaculos epistemol6gicos para el
logro de los objetivos y las finalidades que se buscan con los procesos de

innovacion en el aula, de ahi que,

“[...] toda cultura cientifica deba comenzar por una catarsis intelectual y
afectiva. Queda luego la tarea mas dificil: poner la cultura cientifica en
estado de movilizacion permanente, reemplazar el saber cerrado y
estatico por un conocimiento abierto y dinamico, dialectizar todas las
variables experimentales, dar finalmente a la razon motivos para
evolucionar” (Bachelard, 1985, p. 21).

Hasta hace pocos afos, aproximadamente a finales del siglo XX, la
preocupacion de los investigadores en Educacion Matematica ha tomado gran
interés por la forma como estan aprendiendo los profesores de matematicas
los conceptos que ensefian, la forma como conciben la misma Matematica y
el interés que manifiestan en la ensefianza de estos mismos conceptos. En un

comienzo, la investigacion en Educacion Matematica surgié de la necesidad
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de ver que no solo era importante el conocimiento matematico formal que
pudiera llegar a tener el profesor sino que también se hacia importante el
dominio de estrategias para ensefiar conceptos matematicos en los salones
de clase. A esto se puede afnadir que se vio la necesidad de analizar los
factores que influyen en el aprendizaje de la Matematica ya que aun teniendo
algunas estrategias para su ensefianza, era necesario mirar el contexto en el

cual el nifio aprendia, dando asi origen a la llamada Etnomatematica.

Pero ahora, no solo nos hemos preocupado por mirar como el estudiante
aprende la matematica, sino de evaluarnos al profesor en tanto qué
concepciones acerca de algunos temas en Matematicas tiene pues es claro
que la forma como aquel conciba un concepto y aun a la misma Matematica,

influird de forma relevante en el aprendizaje del estudiante.

Segun lo anterior, Cooney (1994) plantea algunos interrogantes acerca del
tipo de conocimiento que el docente necesita para su labor, preguntas como
cQué tipos de conocimientos necesitan los profesores para ser eficientes?
cQué clase de experiencias deben vivir esos profesores para construir ese
conocimiento?, han incitado a la investigacion sobre la concepcion que tienen
los profesores en ejercicio de algunos temas relevantes en la Matematica.
Cabe precisar que cuando hablo de profesores, no hago referencia a aquellas
personas que estudiaron una carrera afin con la ensefianza de la matematica,
sino a quienes han dedicado su vida a la labor docente tal como los

licenciados e ingenieros.

Siguiendo esta reflexion acerca del estudio formal del conocimiento
profesional del profesor, investigaciones realizadas acerca del concepto de
derivada en profesores de matematicas, como por ejemplo en Badillo (2003),

Ortega y otros, permiten notar tacitamente que estos presentan dificultades
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en la concepcidon de la derivada pasando desde las vivencias propias como

estudiantes de pregrado y después como profesores de matematicas.

De esta manera, a traves de este proyecto de investigacion propio de la
Especializacion en Educacion Matematica de la Universidad Industrial de
Santander, me interesa analizar la reconstruccién del concepto a partir de un

curso abordado desde otra perspectiva de ensefianza.

Asi, los objetivos de esta investigacion fueron: primero, observar la
transformacion de las concepciones de algunos profesores de matematicas en
cuanto a la derivada y su ensefianza como resultado del proceso de
ensefianza vivenciado en un curso de Didactica del Célculo abordado desde la
resolucion de problemas. Segundo, caracterizar esta transformacion para dar
respuesta la pregunta de investigacion: (CoOmo se transforman las
concepciones de algunos profesores de matematicas sobre la
derivada y su ensefianza al participar en un curso abordado desde

la resolucién de problemas?

Asi, como propdésito inicial de este proyecto se identificaron las concepciones
previas de los profesores que se tomarian como muestreo de la investigacion
y que participaron en la Especializacion en Educacion Mateméatica —quinta
cohorte- en la Universidad Industrial de Santander, tal como se mencioné
anteriormente, antes de comenzar el curso de Seminario IV de Calculo;
Dichas concepciones previas son el fruto de la clase de Célculo Diferencial
que cursaron en sus estudios de pregrado, la concepcion adquirida en la
ensefianza de esta, asi como también los estudios hechos, por algunos de

ellos, del tema.

Una vez identificadas las concepciones previas en los profesores, se analizo la
evolucion de la concepcion de derivada en ellos durante el desarrollo del
curso abordado desde la resolucion de problemas. Asi, para una mayor

comprensién de dicho andlisis, y del mismo objetivo especifico, es
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conveniente hacer una concisa descripcion de la metodologia del curso en el
cual se desarroll6 la investigacion: En el curso se abord6 especificamente la
ensefianza de la Derivada y de la Antiderivada para llegar la Teorema
Fundamental del Calculo. El profesor director del curso lo desarrolld, tal cual
se ha mencionado, a partir de la resolucion de problemas a la luz del texto
“Los Elementos del Calculo” de los autores Salinas y otros (2002), quienes
son especialistas en la ensefianza de la matematica. En cuanto al texto, no
estd demas mencionar que ha sido construido a partir de varios estudios
previos de los cuales se ha podido concluir que a partir de la ensefianza del
calculo con libros que contienen conceptos encadenados en un orden “l6gico”
no puede, primero, existir una comprension cabal por parte de los
estudiantes del concepto; segundo, el profesor tiende a algoritmizar parte de
los contenidos, enfatizando en el aprendizaje de técnicas mas que en la
comprensién del concepto como tal haciendo, asi, que las ideas
fundamentales del célculo dificilmente puedan ser extraidas produciendo

desanimo y desencanto de las Matematicas en los estudiantes.

Su propuesta de ensefianza (la del profesor director) incluyé ideas y nociones
ausentes en el discurso tradicional, fue una propuesta fuera de los
paradigmas. De esta manera, en concordancia con el texto guia, la
metodologia a seguir en el desarrollo del curso fue inductiva, pues fue el
profesor-estudiante quien, a partir de la resoluciébn de problemas, llegé a
definir la derivada sin que en algin momento del curso se haya trabajado el
concepto de derivada ni antiderivada. Para ser mas explicita, las clases del
curso, que fueron 4 sesiones, se desarrollaron bajo la metodologia propia de
un seminario en la cual algunos profesores-estudiantes presentaban el tema
y los demés, junto con el profesor-director, intervenian ordenada y
propositivamente segun lo permitiran las situaciones-problemas propuestas

para ir paulatinamente reconstruyendo el concepto que nos atafiia-.
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Por otro lado, durante el desarrollo del curso se estudiaron, apoyados en los
niveles de la teoria APOE (accion, proceso, objeto, esquema) y en los
esquemas del concepto de derivada que son trabajados por Badillo (2003) y
Ortega a cuatro profesores de matemdticas que en el trabajo se describid
cada uno de ellos de forma concisa; cada uno de los profesores-estudiante
fue asignado después de detectadas sus concepciones previas en uno de los
niveles inter, intra o trans antes de comenzar el curso para detectar la
evolucion que tuvieron en el concepto de derivada durante el desarrollo de

este.

Una vez se abordé y desarroll el curso, se evaluaron las concepciones de los
profesores de matematicas posteriores al mismo por medio de una evaluacion
oral y por medio de algunas preguntas de forma escrita; en la evaluacion
oral, se trabajé un estilo de entrevista con el profesor orientador del curso.
Finalmente se hizo una comparacién entre las concepciones previas de los
profesores y la reconstruccion del concepto de derivada una vez terminado el

Seminario, para dar cumplimiento del objetivo general planteado inicialmente.
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CAPITULO 1

Marco Teorico

Este capitulo se encuentra estructurado en tres secciones. En la primera
seccion se hace una introduccion acerca de la importancia del planteamiento
de situaciones —problema como estrategia para la conceptualizacion
matematica. En la segunda seccion se hace un andlisis acerca del
conocimiento profesional del profesor, bajo algunas investigaciones sobre las
concepciones de derivada en los profesores de matematicas. En la tercera
seccién se enunciaran algunos trabajos realizados acerca de la ensefianza de
la derivada y de sus dificultades, de algunas investigaciones realizadas sobre
la enseflanza de la misma en algunas universidades asi como de su
didactica. Finalmente se enuncian algunas propuestas realizadas bajo estas
investigaciones que aportan a la ensefianza de la derivada en los profesores

de matematicas.

1.1 LAS SITUACIONES-PROBLEMA COMO
ESTRATEGIA PARA LA CONCEPTUALIZACION
MATEMATICA

En la actualidad, se ha evidenciado la fuerza que ha tomado la preparacion
de clases de matematicas a partir del planteamiento de situaciones-problema;
Obando (2003) afirma que:

Una situacion problema la podemos interpretar como un contexto de

participacién colectiva para el aprendizaje, en el que los estudiantes, al
interactuar entre ellos mismos, y con el profesor, a través del objeto de
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conocimiento, dinamizan su actividad matematica, generando procesos
conducentes a la construcciéon de nuevos conocimientos. Asi, ella debe
permitir la exploracion, la sistematizacion, la confrontacion, el debate, la
evaluacién, autoevaluacion y la heteroevaluacion. (Ibidem, p.01)

Esto implica que las situaciones problema deben ser estructuradas de tal
manera que, los elementos que la constituyen permitan en el estudiante
desarrollar de manera autbnoma los procesos de exploracion, tales como la
formulacion de hipdtesis, la verificacion de su validacion y si es necesario una

reformulacion.

En consecuencia con este hecho, las situaciones problema al propiciar
espacios que permiten particularizar, conjeturar, verificar y argumentar, se

convierten en escenarios naturales para el camino hacia la generalizacion.

La actividad matematica del alumno tiene un objetivo primordial: hacer que
el estudiante alcance esquemas generales de pensamiento; es decir, que
ante un problema pueda reconocer un caso particular de una clase general
de problemas, o de forma contraria, dado una forma general, el estudiante
pueda determinar casos particulares de la generalizacion. Pero, dado que la
construccion del conocimiento es contextualizado por naturaleza, implica que
el paso a la generalizacion no es facil ni mucho menos inmediato, como
muchas veces se pretende creer en la enseflanza de la matematica. Esto
implica, que el profesor deba formular variadas situaciones en varios
contextos, con el fin de lograr que los alumnos puedan identificar los
invariantes comunes en todas las situaciones, que son los elementos que
constituyen el conocimiento que se desea ensefiar asi como la constitucion

de esquemas generales de pensamiento en los estudiantes.

Una vez constituidos esos esquemas, se espera que el estudiante tenga la
capacidad de utilizarnos en la solucién de situaciones problemas particulares,
es decir, que el estudiante sea capaz de tratar a un caso particular como el

representante de una clase general y viceversa; ya que la generalizacion no
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solo debe consistir en ir de lo particular a lo general, sino también, que de lo

general el estudiante pueda plantear casos particulares.

Asi que el planteamiento de situaciones problema se convierte en el eje
central para el aprendizaje del estudiante y ademas permite que él sea el
autor principal en la construccion de su conocimiento. Por esto, que las
situaciones problema contienen elementos fundamentales que se describiran

a continuacion.

Las situaciones problema: Descripcion de los elementos fundamentales

En el articulo acerca de las situaciones problema como estrategia para la
conceptualizacibn mateméatica escrito por Obando (2003) hace una
descripcion de los elementos basicos de las situaciones problema, que a

continuacion se enunciaran.

Describe 4 elementos fundamentales como lo son: la red conceptual, el

motivo, los medios y los mediadores, las actividades y la evaluacion.

La red conceptual: se entiende como una especie de malla donde los
nudos son el centro de las distintas relaciones existentes entre los conceptos
asociados a los conocimientos que la situacion permite trabajar.

La red conceptual es la encargada de que el proceso de exploracion y
sistematizacion genere cada vez mas significados entre los conceptos y que
las relaciones entre éstos no se agoten de inmediato. Es decir, la red puede
extenderse desde los distintos nudos hacia el establecimiento de relaciones
con otros nudcleos tematicos, posibilitando la motivacion hacia nuevas

representaciones de los objetos involucrados.

La red conceptual se constituye en el elemento basico de la situacién

problema, en tanto que ésta permite tomar decisiones sobre los medios y

18
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mediadores, y del tipo de actividad que se debe proponer al estudiante, de
tal forma que se logre concordancia entre las relaciones estructurales légico-
matematicas que se establecen en la situacion y los aspectos conceptuales de
la red que se espera aprendan los alumnos. Asi, se puede determinar la
mejor manera de organizar la contextualizacion de los diferentes conceptos y

relaciones de la red conceptual.

De esta forma, la actividad matematica desplegada por el estudiante en el
desarrollo de la situacion es el motor generador de conocimientos con

multiples conexiones entre si.

Motivo, medios y mediadores: Las matematicas tradicionalmente han sido
consideradas como la ciencia de lo abstracto y lo general por excelencia,
fundamentalmente porque la validez de sus postulados y teoremas no
depende de la comprobacién empirica de los mismos, sino de la insercion de

un marco formal deductivo.

Pero esta forma de presentacion del conocimiento matematico oculta todo
rastro de su origen y génesis. EI matematico, en su quehacer, comete
errores, elabora hipdtesis, realiza inducciones, generalizaciones, etc., y
posteriormente, cuando juzga que ha encontrado un resultado digno de ser
comunicado, elige, del gran laberinto de sus reflexiones, aquello que es
comunicable y «susceptible de convertirse en un saber nuevo e interesante
para los demas».

Haciendo esta reflexion acerca de la construccién de conceptos matematicos,
es necesario que para que ellos ingresen a la escuela deben sufrir una re—
elaboracion didactica, que los re-contextualice, los re-personalice y los re-
temporalice. Esto es relevante, pues no debe olvidarse que el aprendizaje es
el resultado de la actividad matemética del alumno, mediada por las

situaciones problema a través de las cuales toman sentido y significado los
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conceptos matematicos. Asi, una situacion problema genera un ambiente en
tiempo y espacio propio, sobre la base del conocimiento de los alumnos para
quien es disefiada, que da vida a los conceptos matematicos en el aula. Pero
tomar en consideracion a las personas, el tiempo y el espacio para efectos
del disefio de una situacién problema, obliga a tomar decisiones en términos
de la forma, o de los elementos conceptuales que son pertinentes para las
circunstancias particulares del momento. Es en esta reelaboracion didactica
donde se debe centrar la actividad profesional del maestro de matematicas, a
fin de propiciar para el alumno una verdadera actividad cientifica, pues sin
este cuidado se pueden proponer situaciones a los alumnos que, por su
dificultad, superen sus posibilidades de actuacién, o que por su simpleza, no

constituyan un reto intelectual.

Y es en esta reelaboracion didactica donde juegan un papel fundamental los
medios y los mediadores, al igual que el motivo dentro del cual se desarrolle
la situacion problema. Estos, por asi decirlo, deben constituir el contexto
significativo de la situacion, sabiendo que cuando me refiero a contexto
significativo, no es por el hecho de hacer situaciones que tengan que ver
expresamente con la realidad o la cotidianidad, es en el sentido de mostrar
por medio de situaciones problema la posibilidad de hacer analisis con

argumentos matematicos.

El motivo es la excusa, la oportunidad, el evento, la ocasion, el
acontecimiento, la coyuntura, o el suceso, que puede ser aprovechado para
generar una situacion problema en el aula de clase. Su eleccion es muy
importante, pues determina en gran medida las posibilidades de comprensién
de la situacion por parte de los estudiantes, y por ende, el que la situacién

pueda constituirse en un verdadero problema.
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El medio es el material, el instrumento que se usa para que el estudiante
pueda llegar a adquirir ese conocimiento matematico que se pretende; por
ejemplo, los materiales concretos como lo juegos, los bloques, el
computador, etc., se convierten en medios que pueden facilitar el aprendizaje
del estudiante. Este medio se convierte en mediador cuando hace que el
estudiante llegue a comprender el concepto que se pretende; aqui es
importante darse cuenta que cualquier pregunta, o ejemplo que se desarrolle
en la clase puede hacerse mediador entre el conocimiento y el estudiante,
aprovechar las preguntas de los estudiantes puede provocar un aprendizaje

significativo.

Una vez trabajadas las situaciones problema en el aula de clases, el profesor
viene a ser el encargado de darle estructura a los conceptos reconstruidos, es
decir, de institucionalizarlos. Este se constituye quizds en un elemento
fundamental del trabajo, ya que en la institucionalizacion el profesor
organiza, sistematiza, da cuerpo y estructura a los objetos matematicos que
se queria fueran objeto de aprendizaje en los alumnos a través de las
situaciones problema. En este momento, el maestro retoma Ila
responsabilidad del trabajo, pues debe organizar de manera clara los objetos
de conocimiento matematico presentes en la situacion y asi, ayudar a los
estudiantes a organizar los esquemas generales de pensamiento a través de

los cuales estructura su conocimiento.

La institucionalizacion debe darse sobre la base del trabajo realizado por los
alumnos y de la red conceptual que sustenta la situacion. El trabajo realizado
por los alumnos permite analizar y confrontar los diferentes procesos y
procedimientos y asi, ver las similitudes, diferencias, eficiencia,
inconveniencia, restricciones, etc. De esta manera, a travées de la

socializaciéon, se logra que cada alumno aprenda de los demas, tanto al
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realizar criticas constructivas del trabajo de sus compafieros, como al

recibirlas.

En suma, la institucionalizacion debe permitir a los alumnos una mejor
aproximacion y toma de conciencia de los aspectos conceptuales que ellos

deben aprender, y que la situacion les permite generalizar.

1.2 EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL

DEL PROFESOR

En los dltimos afios, hablar acerca del conocimiento profesional del profesor
de matematicas —es decir, de las concepciones que tiene el profesor sobre la
matematica que ensefia y sobre la forma como la ensefia— ha sido sin duda
alguna un tema que ha cobrado un creciente valor entre los investigadores
en Educacion Mateméatica. Por ejemplo, Badillo (2003) en su tesis doctoral
acerca de la concepcion de derivada en profesores de matematicas en
Colombia, hace una recopilacién de algunas investigaciones realizadas acerca
del conocimiento profesional del profesor de matematicas desde el punto de
vista pedagdgico y cientifico, recopilacion que sera tomada como base para

esta investigacion.

De otra parte, Shulman (1986) inicialmente considera el conocimiento de la
materia y el conocimiento pedagdgico como dos componentes separados del
conocimiento del profesor. Sin embargo, las investigaciones en educacion
matematica han intentado la integracion de estas dos componentes cuando
se considera el ideal del conocimiento profesional del profesor. Dado lo
complejo que resulta hacer investigacion sobre el conocimiento profesional

del profesor en la matematica, es necesario limitarse, por asi decirlo, a
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investigarlo centrandose en temas especificos de la Matematica como lo
tomaremos a continuacion centrandonos en la ensefianza de la derivada ya
que esto nos permite comprender mejor el dominio del pensamiento
matematico de los profesores y la influencia de este en la ensefianza y el
aprendizaje de las mismas. De hecho, Badillo (2003) considera que uno de
los logros de las investigaciones sobre el pensamiento de los profesores de
matematicas ha sido, precisamente, el profundizar sobre su conocimiento

profesional y su influencia en los procesos de ensefianza.

Por su parte, Salvador Llinares (1998) adopta una perspectiva profesional
basada en marcos teoricos de la psicologia cognitiva, desde la que cual
pretende analizar los procesos de formacion de los profesores de matematica.
Entre los elementos que se tienen en cuenta para la descripcion de las
componentes del conocimiento profesional, y que dan relevancia a la

determinacion de los saberes, se tienen (Llinares 1998):

= Conocimiento de matematica (conceptos, procesos, etc.) y sobre la
matematica (concepciones sobre la naturaleza de la matematica).

= Conocimiento del curriculo de matematica.

= Conocimientos sobre las cogniciones de los estudiantes: caracteristicas
del aprendizaje de nociones matematicas especificas, dificultades,
errores y obstaculos.

»= Conocimiento pedagdgico especifico de la matematica.

= Conocimiento sobre la ensefianza (planificacion, organizacion de la

ensefianza de matematica.)

Por su parte, Broome (1994) plantea que la forma como se genera el
conocimiento  practico obedece a transformaciones heuristicas de
conocimientos tedricos y a la integracion de los mismos por parte de los
profesores. De ahi que se sugiere la caracterizacién de la generacion del

conocimiento profesional del profesor como un proceso inductivo; es decir,
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que la generacion del conocimiento practico del profesor se plantea como
una construccion personal del profesor, que proviene del uso del
conocimiento profesional en el momento de la ensefianza y en la propia
reflexion que debe hacer de la misma. Por lo tanto es relevante conocer que
la caracterizacion del conocimiento profesional del profesor de matematicas

no solamente esta en los que sabe sino también en lo que hace.

De otra parte, Cooney (1994) plantea algunos interrogantes en relacion con
el tipo de conocimientos que los profesores necesitan para su practica, y por
tanto cuestiona las bases tedricas sobre la ensefianza y el aprendizaje que
orientan los cursos de formacion inicial y permanente del profesorado: “;Qué
tipos de conocimientos necesitan los profesores para ser eficientes? ;Qué
tipos de experiencias deben vivir esos profesores para construir ese

conocimiento?” (ibidem, p. 608).

Basandose en las diferentes investigaciones que ha adelantado en el estudio
del pensamiento del profesor —con respecto a lo pedagogico—, Cooney sefiala
que la mayoria de ellas dan razén de los conocimientos locales de los
profesores y dejan de lado el paso de lo particular a lo general. Ademas, el
autor afirma que las investigaciones realizadas llevan implicitas el
pensamiento en los profesores de versen como los transmisores y los
estudiantes como los receptores de los contenidos que transmiten. Es por
esto que Cooney plantea la necesidad de promover la formacién del
profesorado como un campo de indagacion sistematica que se base en la
cognicién, el contexto y el paradigma constructivista. Esto implica que hay
gue ver al profesor como un agente cognitivo y asumir la importancia que

tienen los procesos de cognicidon por parte de los mismos.

Simon (1995), enfatizando lo dicho anteriormente por Cooney, plantea que la
ensefianza del profesor estd guiada por unas trayectorias hipotéticas acerca

del aprendizaje de los estudiantes; esto quiere decir que el profesor hace una
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serie de analisis de los caminos que pueden conducir de forma mas efectiva
al aprendizaje del estudiante y esto se plasma de forma clara en la
planeacion del clases del profesor. En este punto, Gomez (2001) plantea que
estas trayectorias son las que se deben evaluar para la didactica de la misma
matematica. Es asi como Gomez nos deja ver algo de mucha importancia del
conocimiento didactico en la formacién inicial de los docentes que es
precisamente el conocimiento propio de la Didactica de las Matematicas que
el profesor usa cuando disefia, lleva a la practica y al mismo tiempo le
permite reevaluar su practica pedagodgica una vez realizada. Asi que se
concluye, por su parte, que para mejorar la formacion de docentes de
matematicas, debe contemplarse, ademas del contenido disciplinar, una

formacioén en las nociones de la Didactica de las Matematicas.

De ahi que se puede considerar que un programa que contemple el disefio de
actividades concretas de ensefianza, tal y como lo afirma Badillo (2003),
propicia en el profesor procesos de reflexion y autoanalisis sobre los procesos
de aprendizaje y sobre su practica profesional, que contribuyen a la

construccion y reconstruccion de su conocimiento practico.

Por otro lado, en tanto al conocimiento profesional de los profesores
participantes de la investigacion, cabe decir que, teniendo en cuenta los
resultados de Badillo (1999), se detectaron algunas inconsistencias en los
discursos de los profesores con relacién al concepto de derivada. Asi, de esto
se desliga que si en el conocimiento profesional del profesor la componente
de su conocimiento matematico presenta dificultades, esto conlleva a que
halla dificultades en la ensefianza del concepto jugando asi esto un papel
determinante en el aprendizaje de los estudiantes. De esta manera, Badillo
(2003) sefiala como “inconsistencias” a las dificultades que se presentan (a)
en la mente, en tanto comprension en los conceptos; (b) en las matematicas;
y, (c) en el mensaje, que serian pues, las que podrian explicar las dificultades

en la ensenanza.
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Con respecto a la primera, puede afirmarse que esta puede aparecer tanto en
la mente de los profesores de matematicas como en la de los estudiantes;
este problema mental en los profesores de matematicas puede ser debido a
falencias en la construccion cognitiva del conocimiento y en la percepcion
misma de la matematica; de ahi que lo ideal es detectarlas en los profesores,
hacerlos conscientes de su presencia y buscar las alternativas de solucién

para poder modificarlas.

La segunda, en las inconsistencias matematicas, hace referencia a la mala
conceptualizacion de algin concepto complejo, al no entendimiento completo
del mismo, y pone como ejemplos el concepto de limite, el concepto de

infinito y el concepto de derivada (Badillo, op cit).

En la tercera inconsistencia, en el mensaje, Badillo (2003) afirma que en este
caso, el concepto matematico, el de derivada, puede ser transmitido de
forma errénea y expresada inadecuadamente, de manera que evoca ideas
inapropiadas. En esta misma, el autor plantea tres categorias que pueden
provocar esta inconsistencia: el lenguaje, el curriculo y la instruccién.
Haciendo referencia concretamente al concepto de derivada el profesor
puede no tener el lenguaje apropiado para darse a entender ante sus
estudiantes, lo que hace que su aprendizaje no sea exitoso, aunque el
profesor tenga claro el concepto. A este paso del conocimiento, a través del
lenguaje y otras herramientas, del profesor al estudiante se le conoce, segun
los Lineamientos Curriculares de Matematicas, como “transposicion didactica”
que puede realizar 6ptimamente en términos de conceptos y comunicacion si
quien la lleva a cabo ha abordado cursos sobre la Didactica del Célculo que

permiten hacer reflexiones acerca del uso de la misma para la ensefianza.

Una investigacion realizada por Garbin (2000) presenta una revision
exhaustiva en esta linea de investigacion sobre las Ultimas inconsistencias

enunciadas y establece un paralelo entre estas y las enunciadas por Badillo
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(2003) y que para efectos de esta investigacion se tomaron en cuenta para
analizar las concepciones sobre derivada de cada profesor antes de comenzar
el curso de calculo a partir de la resolucion de problemas. Asi, la autora

define las incoherencias y las inconsistencias de la siguiente manera:

“Si bien es cierto que son términos que pueden considerarse sinénimos,
nosotros los usamos y los seguiremos usando como matices diferentes
aunque estén estrechamente relacionados. [...] Cuando se habla de
alguna idea o pensamiento inconsistente es con relacion al concepto
matematico involucrado, o a contradicciones dentro de una teoria
matematica dada. Generalmente aparecen durante la resolucién de un
problema o en una respuesta al mismo. [...] Hemos hablado que una forma
particular de inconsistencias directas son las que se presentan en la
situacion en la que los estudiantes tienen que resolver un mismo problema
representado de diferente forma, poniendo de manifiesto que los alumnos
no tienen respuestas consistentes ante varias representaciones. Es decir,
una respuesta puede ser consistente frente a algun tipo de representacion
e inconsistente con el contexto para una representacion distinta. [...] Ante
esta situacién en la que un estudiante debe resolver un mismo
problema pero expresado de diferentes maneras, se generan
respuestas contradictorias entre si. Nosotros llamamos a estas
respuestas contradictorias entre si, respuestas incoherentes, o
coherentes en caso contrario. En consecuencia, podemos tener un
estudiante en que sus respuestas sean inconsistentes con el concepto
involucrado, y sin embargo, mostrarse coherente en su pensamiento —
ideas o0 respuestas equivalentes en problemas diferentes—" (ibidem, pp.
255-258).

Lo anterior permite inferir que cuando se analizan las inconsistencias, el
estudio se centra en los errores conceptuales que presentan las ideas de los
estudiantes teniendo como referencia el conocimiento matematico formal. En
cambio, cuando se analizan las incoherencias, se estan centrando la atencion

en la coherencia que exhiben los estudiantes con relacion a los procesos de
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resolucion con los cuales abordan cada una de las situaciones planteadas en

los diferentes contextos y mediante la utilizacion de diferentes lenguajes.

En esta investigacion tomaremos las dos acepciones propuestas por Garbin de
la forma como lo manejo Badillo (2003) en su investigacion: El término
inconsistencia hard referencia a la deteccion de errores formales en el
concepto de la derivada. Es decir, a la forma como los profesores conciben la
derivada y la forma como conciben la misma matematica. Por su parte, el
término coherencia o incoherencia se intenta definir en el proceso en el
cual los profesores abordaron situaciones sobre la derivada —asi fuera de

forma implicita-, haciendo su analisis tanto de forma algebraica como grafica.

1.2.1 Analisis de la formacion del concepto

Badillo (2003) plantea la importancia de realizar un andlisis tedrico acerca del
conocimiento matematico del profesor; argumenta que esto permite a los
investigadores describir ciertas construcciones mentales que son importantes
a la hora de reconstruir un concepto matematico. Otros investigadores
manifiestan que el andlisis tedrico en los docentes investigados debe
comenzar, primero, por la concepcion que los investigadores tienen acerca del
concepto matematico a estudiar, asi como de sus experiencias que como
ensefantes tienen del concepto. Los interrogantes que deben acompariar esta
primera fase de la investigacion son: “;qué significa comprender un concepto
matematico?”, y, “;cOmo esa compresion puede ser construida por un

individuo?”.

De otra parte, en la teoria APOE (accién, proceso, objeto, esquema), la cual es
aplicada por la autora, se parte de una gran afirmacion sobre lo que significa
aprender y conocer un concepto matematico, que es la premisa que sustenta

las investigaciones que se desarrollan:
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“El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder,
ante la percepcién de situaciones problematicas de mateméatica, mediante
la reflexion de los problemas y sus soluciones en un contexto social, y por
medio de la construccion y reconstruccibn de acciones mateméticas,
procesos y objetos, y de su organizacion en esquemas, para usarlos al tratar

con esas situaciones” (ibidem, p. 33).

Como se puede observar la afirmacion anterior tiene una postura teorica sobre
el aprendizaje y el conocimiento matematico. Se sabe que lo que un individuo
conoce y es capaz de hacer, no esta disponible siempre para €él en una
situacion dada. Este fendbmeno, resulta en cierto grado familiar —al menos en
mi experiencia— tanto en nuestra labor como profesores asi como en el papel
de estudiantes pues la mayoria habremos vivenciado momentos angustiosos
en los cuales no comprendemos cémo a la hora de un examen no hemos sido
capaces de resolver un problema, pero minutos posteriores a este, lo hacemos
correctamente. Otra situacién que ejemplifica este suceso es cdmo a veces no
somos capaces de resolver una situacion problema, pero cuando el profesor
—si estamos como estudiantes— 0 un compafiero, nos orienta minimamente, ya
somos capaces de hacerlo. De este modo, notamos que hay dos situaciones
importantes a tener en cuenta a la hora de evaluar el concepto en los
investigados: el aprendizaje de un concepto y el acceso a él cuando lo

necesite.

Asi, enlazando lo anterior y retomando un poco acerca de las acepciones:
inconsistencia e incoherencia, se puede clarificar un poco mas sobre estas:
hablamos de /ncoherencia cuando hay un problema en acceder a ese
conocimiento y de inconsistencia cuando hay fallas en el aprendizaje de ese
concepto. Ahora, para que las incoherencias puedan disminuir, Dubinsky
(1996) plantea que, debe implementarse en los salones de clase y los grupos
de investigacion el trabajo colaborativo ya que esto ayuda como proceso a
que la persona pierda el temor a enfrentarse a los problemas y aprenda a

comprender situaciones que se plantean.
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Esta postura frente a la problematica del conocimiento nos aporta dos
direcciones: por un lado, a nosotros como profesores, nos invita a reflexionar
sobre la forma cdmo evaluamos a nuestros estudiantes para, de esta manera,
acercarnos de una mejor manera al conocimiento que ellos puedan tener
realmente sobre el concepto ensefiado; y, por otro lado, nos lleva a los
investigadores a plantearnos la necesidad de que las conclusiones a las que
lleguemos en este tipo de investigaciones sean producto del analisis de varios
factores influyentes en el aprendizaje del concepto y no solo en la evaluacién

escrita que casi siempre implementamos.

Es por esto que para este trabajo de investigacion realizado, en la evaluacion,
se trabajé a partir de los niveles de comprensién de un conocimiento en un
esquema que plantea, reiterando, la teoria APOE tal cual describird a

continuacion.

Niveles de comprension de un esquema: intra, inter y trans

En la tesis de Badillo (2003) se explica acerca de los niveles de comprension
de un esquema, que resumidamente, podemos decir, que fueron propuestos
por Piaget y Garcia en 1982 aunque anteriormente Piaget ya los habia
enunciado informalmente en publicaciones anteriores. Estos niveles son
trabajados formalmente por la teoria APOE en la parte de los esquemas y
pueden ser encontrados en el desarrollo de los niveles de comprension. Antes
de entrar a tratarlos puntualmente, se debe tener en cuenta que aunque,
segun este esquema y sus niveles, a medida que el estudiante avanza en el
conocimiento y en mejora los procesos de formacion de conceptos, este
organiza y re-organiza las ideas construidas en el nivel anterior lo cual no
implica que la progresion se gradual y necesariamente lineal ya que algunos
no pasan de un nivel por determinadas condiciones contextuales, situaciones

académicas y de estrategias de estudio, entre otras cosas. Veamos los niveles:
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e Nivel intra

Se convierte en la fase preliminar. Un objeto en este nivel no es reconocido
por el estudiante como debiera ser y su forma es parecida a la de una
generalizacion simple. En este nivel el estudiante se concentra en una accién
repetitiva o una operacion pero no tiene una capacidad para reflexionar y
relacionar la accion con el sistema de condiciones para asi sus aplicaciones y
llevarlas a sistema de transformaciones. Un ejemplo para el nivel intra desde
el concepto de derivada podria ser: los estudiantes interpretan la derivada
como la pendiente de la recta tangente a una curva dada en un punto
especifico, demostrando esta interpretacion con los intervalos de crecimiento y
de decrecimiento o alternativamente resolviendo un problema de tasa de
cambio; sin embargo, los estudiantes no pueden hacer conexiones entre estos
problemas; es decir, no consideran que se estda presentando una misma

variacion en los diferentes problemas
¢ Nivel inter

En el nivel inter, los estudiantes usan, comparan y reflexionan sobre ideas que
tienen aisladas y esto les lleva a construir relaciones y transformaciones. En
este nivel, los estudiantes pueden, ademas, de una operacién inicial, una vez
la tienen comprendida, las otras operaciones que estan implicadas o que
pueden coordinarse con operaciones similares. Para el nivel inter en el
esquema del concepto de derivada Baker y otros (2000) proponen el ejemplo
donde el estudiante coordina la nocion de derivada como la pendiente de la
recta tangente con la idea de derivada como la razon de cambio en un punto
dado. El estudiante puede con esta idea, describir la variacién local de una
funcién; es decir, se le dificulta describir el comportamiento de la razén de

cambio en un intervalo de la funcion.
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e Nivel trans

En el nivel trans, el estudiante reflexiona sobre estas coordinaciones y
reflexiones desarrollando nuevas estructuras. El estudiante construye y tiene
conciencia de que el sistema estd completo y puede percibir nuevas
propiedades globales que eran inaccesibles en otros niveles. Los estudiantes
pueden, también, discriminar entre aquellas relaciones que estan incluidas y
aquellas que no estan demostrando coherencia del esquema. En tanto
ejemplo, siguiendo el anterior, en el nivel trans en el esquema del concepto de
derivada Baker (ibidem) propone como tal que los estudiantes agrupan todas
las derivadas como pendientes o razones de cambio en una funcién sobre un
punto dado y reconocen que todas las situaciones en las cuales hay variacion
estan relacionadas con el concepto de derivada. Asi para este trabajo de
investigacion, tomamos en cuenta para cada uno de los investigados el nivel
en el que comenzaron y sus caracteristicas principales, luego el avance y
retroceso en los niveles en el desarrollo del curso, y finalmente en el nivel que
culminaron, esta fue la forma como identificamos la evolucion del concepto

de derivada en los profesores investigados.

1.3 ACERCA DE LA ENSENANZA

DE LA DERIVADA

En este apartado del marco tedrico mostrar algunas de las dificultades que se
han deducido de investigaciones acerca de la ensefianza y el aprendizaje de
las mateméaticas, asi como de algunas investigaciones realizadas sobre la

ensefianza de la derivada en las universidades.
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1.3.1 Acerca de las dificultades en la ensefianza y aprendizaje de

la derivada

Los autores Pinzén y otros hacen una recopilacién sobre algunos de los
diferentes tipos de dificultades tanto en la ensefianza como el aprendizaje del
concepto de derivada, de acuerdo a su origen didactico —es decir, de
enseflanza- 0 a su origen epistemologico. Esta clasificacion se establece
después de un estudio profundo del origen y el devenir histérico del concepto
de derivada, asi como de la comprension e interpretacién de la forma de
ensefarla segun los procesos de aprendizaje. A continuacion se describen las
dificultades de origen didactico y epistemoldgico, que se enunciaran de forma
casi textual dada la claridad y la precision con la cual hacen referencia a estas
(ibidem, p. 1):

De origen didactico

La derivada en un punto. En los textos escolares se muestra de las
destrezas que se tiene para hacer conversiones de las representaciones
graficas a las algebraicas, pero muestra también la preponderancia de los
procedimientos de caracter algoritmico-algebraico ligados a mas

procedimientos de caracter puntual centrados en la nocion de convergencia.

Tangencia local. Se presenta la derivada como la concepcién de D™ Alambert
que interpretd la tangente como el resultado de un proceso al limite de una
familia de rectas secantes debido a que los estudiantes conservan la idea de
tangente que proporciona la matematica griega en la antigledad clasica: la
recta (toda la recta) es tangente a la curva, s/'/a toca pero no la corta; asi que
ejemplos graficos como el que vemos a continuacion hacen que el estudiante

lo rechace como una recta tangente a la curva.
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v

Figura 1.

Y para nosotros es claro que la recta es tangente a la curva en el punto P,
pero indiscutiblemente corta a la curva en otro punto, pero esto no le quita el

ser tangente.

Dificultad para percibir la derivada como una funcion y caracterizarla
de manera global. La identificacion de esta dificultad esta en el aprendizaje
de la derivada y de los procesos de derivacion, en donde prevalece una
concepcion puntual mediante la identificacion de que la derivada es la
“pendiente de la recta tangente en un punto”. En la creacion de dicha
dificultad concurren factores tanto didacticos —como se ha catalogado- pero

sin desmeritar que también pueden ser epistemoldgicos.

No estd demas decir que la concepcion de funcidbn como objeto es necesario
para entender que la derivada de una funcién es otra vez una funcion, y que
la solucién de un problema —por ejemplo, una ecuacion diferencial— podria

ser una funcion.( Ed. Dubisnky)

La concepcidon dinamica (sucesion de secantes). Esta viene ligada
fuertemente con la segunda dificultad descrita ya que se presenta cuando se
ensefia la derivada apoyada en la concepcion de D Alambert, debido a la
conservacion del caracter estatico en la determinacién de la tangente en la

Geometria Euclidiana (pues es dada como un lugar geométrico); es dificil
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comprender que por medio de una sucesion de secantes se obtenga

realmente la tangente.

La algebrizacion del calculo diferencial escolar. Esta dificultad es
seflalada por Artigue (citado en Gascén, 1998) que se manifiesta en un
enfoque algebraico y reduccionista del célculo y se basa en las operaciones
algebraicas con limites y derivadas, pero que trata de una forma simplista las
ideas y técnicas especificas del Andlisis, como son la idea de razén de cambio
instantaneo, o el estudio de los resultados de esas razones de cambio. Todo
esto no es de desconocimiento para nosotros, pues en los colegios, y aun en
algunos cursos universitarios, las clases de calculo se convierten en desarrollar
destrezas para realizar ejercicios de calculo de limites y de derivadas pero no

se conoce nada del concepto.

Los ejemplos prototipicos de un concepto. Es el ejemplo que posee
caracteristicas que son atributos no requeridos por la definicion. Aunque los
ejemplos colaboran al interpretar la definicién, el problema que involucra es
qgue la gama que se presenta en el texto no es suficientemente rica y, por lo
tanto, se corre el riesgo de generalizar los atributos comunes a dichos
ejemplos como si fueran todos relevantes al concepto. Consecuentemente, los
atributos irrelevantes corren el riesgo de convertirse en una dificultad de
origen didactico o de ensefianza, al ser transferidos como caracteristicos del
concepto. En algunas ocasiones, esto lleva a rechazar objetos que cumplen
con la definicion y en otros casos, reconocen como ejemplo un objeto que
asocian al prototipo aunque no cumpla con los requisitos de su definicion del
concepto. Por ejemplo, el tomar a la derivada solamente como la pendiente

de la recta tangente a una curva en un punto dado.

Terminologia que utiliza el texto. En la ensefianza de las Matematicas se

pueden encontrar tres clases de palabras (Pimm, 1987):
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- Palabras técnicas, que normalmente no forman parte del lenguaje cotidiano.

- Términos que aparecen en Matematicas y en el lenguaje ordinario, aunque
no siempre con el mismo significado en los dos contextos como, por ejemplo,

limite, convergencia o derivada.

Palabras que tienen significados iguales o muy proximos en ambos
contextos. Asi, esta dificultad se refiere al uso de las palabras del lenguaje
ordinario para facilitar la comprension de concepto cientifico. Muchas veces,
como profesores utilizamos las palabras del lenguaje cotidiano, y aunque
nosotros lo vemos desde la rigurosidad matematica, no tenemos la precaucion

de hacer la diferencia de la misma palabra bajo diferentes lenguajes.

Uso de la terminologia matematica. El lenguaje matematico adquiere la
facultad durante el proceso de ensefianza y aprendizaje de facilitar la
expresion de los conceptos; pero, se puede configurar en una dificultad al
otorgarle mas importancia a la notacién que al significado del concepto. Por
ejemplo, cuando se trata de trabajar formalmente y hacer demostraciones
bajo la definicién de limites, dejamos de lado la esencia del concepto y nos

guedamos con el aprendizaje, casi memoristico, de la definicion de limite.

Falta de enlace para crear una estructura conceptual. Es el intento de
relacionar un concepto con una estructura conceptual sin ser capaz de
establecer dicho enlace, obstaculizando la posterior construccion vy
comprensién de nuevos conceptos que dependen de éste, impidiendo la

generalizacion de dicha nocion.

De origen epistemoldgico

Desdoblamiento de la derivada. De acuerdo con Duval (1983, p. 410) el

obstaculo del desdoblamiento aparece cuando el estudiante debe “[...] separar
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propiedades o caracteristicas, hasta entonces fuertemente asociadas a un
objeto, o atribuir denominaciones y representaciones diferentes a un objeto

que se piensa que es el mismo”.

La resistencia que presentan estas concepciones ante distintos intentos
instruccionales muestra que se estda ante una dificultad con raices
epistemoldgicas. Evidentemente, no se puede concluir de ahi que con la sola
“maduracién” el estudiante alcanzard un nivel de conceptualizacién conforme
al cuerpo tedrico de la Matematica. Es necesaria la intervencion de procesos
didacticos bien planificados, que tengan en cuenta las dificultades que el

estudiante tiene que vencer.

El problema de calcular el ritmo de cambio. Este problema surgio
directamente del dominio de la mecanica en el intento de enfrentarse con
movimientos donde la rapidez y la aceleracién variaban con el tiempo: se
trataba de encontrar la rapidez y aceleracion en cualquier instante a partir de
la ecuacion de la posicion; e, inversamente, calcular la rapidez y el
desplazamiento sobre la trayectoria a partir de la ecuacion de la aceleracion
de un cuerpo en funcion del tiempo. En estos casos, el concepto de “rapidez
media” resultaba insuficiente: no podia calcularse la rapidez en un instante,
pues al ser cero tanto el desplazamiento como el tiempo empleado, se llegaba
a la indeterminacion: 0/0. Del mismo modo, no podia -calcularse el
desplazamiento multiplicando la rapidez por el tiempo empleado, pues si la
rapidez cambiaba durante ese intervalo de tiempo, ¢/qué valor de la rapidez

debia tomarse?

Se debe resaltar, como sefiala Schneider (1992), que las dificultades que
plantearon historicamente estos problemas iban més all4 de la comprension
del concepto de limite, y procedian también de una vision fuertemente
empirista de las ciencias en general y de las Matematicas en particular; una

visibn que se negaba a admitir la existencia de conceptos como el de rapidez
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instantanea por carecer de un referente empirico directo. En efecto, la rapidez
media es un concepto que puede ser percibido coordinando las sensaciones de
duracion y desplazamiento, y puede ser medido; por el contrario, la rapidez
instantanea es un objeto mental que escapa al universo de los sentidos —no
existen ahora las sensaciones mencionadas— y de la medida directa. Segun la
autora, la dificultad consiste en que “se le niega a las Matematicas el derecho
(o simplemente la posibilidad) de delimitar con precisién algo que los sentidos

no aprehenden mas que imperfectamente”.

Debido a esta dificultad, se pretende llegar al concepto de rapidez instantanea
a través del mundo de los sentidos, del cual escapa una y otra vez, lo que
provoca un claro rechazo hacia el concepto de rapidez instantanea. Esta
resistencia a aceptar los objetos teoricos construidos por la ciencia,
confundiéndolos con los objetos reales del mundo, tal como se recoge en los
dialogos entre Galileo y su maestro Del Monte, es un obstaculo caracteristico
del nacimiento de la ciencia moderna, bien documentado por historiadores y
filosofos de la ciencia (Mathews, 1994a, 1994b; Westfal, 1977, pp. 38 y ss.).
Asi, sabemos que el problema de calcular la rapidez instantanea y la distancia
recorrida en movimientos no uniformes muy pronto se transformé en un caso
especial del problema de calcular el ritmo de cambio instantaneo de una
variable con respecto a otra, y su inverso. Su solucion fue propuesta

principalmente por Newton.

El problema de encontrar la tangente a una curva dada. Se trataba de
un problema de geometria pura pero con importantes aplicaciones en el
dominio de la Optica y en el de la mecanica. El concepto mismo de tangente
no estaba claro, pues la concepcion griega de linea que toca a la curva en un
solo punto y se encuentra a un lado de la misma, no era suficiente para

curvas que iban mas alla de las cénicas.
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El problema de calcular valores maximos y minimos de una funcion.
Era un problema de interés para la mecénica y la astronomia, en relacion, por
ejemplo, con el angulo que determina el alcance maximo de un proyectil o con

la mayor y menor distancia de un planeta al sol.

Dificultad en la interpretacion del papel de las definiciones de la
derivada en la actividad matematica. La definicibn se ve como la
descripcion de un objeto ya conocido por los sentidos o por “insight”, no es la
definicion quien determina al objeto sino el objeto es quien determina a la
definicion (Sierpinska, 1992 apud Calvo, 2001, p.40).

La derivada como un limite. Se manifiesta en la tendencia a evadir los
procesos infinitos y a rechazar el paso al limite como una nueva operacion

matematica, se considera el limite sélo como una aproximacion (ibidem).

1.3.2 Acerca de la ensennanza de la derivada en las universidades

Un estudio realizado por la Universidad Catdlica de Valparaiso (Chile), el
Instituto de Matematicas tratd de darle solucién a la pregunta ;como ensefian
la derivada los profesores de calculo, en la universidad?, esto con la idea de
buscar el mejoramiento de la ensefianza de la matematica y de la derivada,
asi como también mejorar el quehacer docente y las estrategias posibles para
este mejoramiento. Esta iniciativa se gener6 por la baja calidad en el
aprendizaje del céalculo de los estudiantes de los ultimos semestres de la
universidad, y esto fue detectado a través de cuestionarios con preguntas

basicas del calculo.

Asi, Ortega y otros (2002) elaboraron una encuesta dirigida a los profesores
de matematicas y se consideraron siete aspectos: el concepto de derivada,
calculo de la derivada, interpretacion de la derivada, teoremas claves,

maximos y minimos, grafico de curvas y otros problemas. Para cada uno de
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estos aspectos se trabajaron siete parametros en las preguntas: grado de
dificultad, grado de importancia, distribucion del tiempo, uso de ejemplos
ilustrativos, uso de ejercicios y problemas, tipo de presentacion de la materia

y metodologia en clases.

Una vez trabajados estos aspectos, los autores plantearon como conclusiones
generales que de los 32 profesores encuestados, todos ellos trataban de dar
un buen curso de céalculo en la ensefianza de la derivada, tenian un buen

conocimiento del tema —lo cual era de esperarse—.

Cabe mencionar dentro de la investigacion se distinguieron tres grupos de
profesores investigados: el primero, eran los profesores que se preocupan por
dar una buena ensefianza a sus estudiantes, poniendo bastante empefio en
esta tarea; el segundo grupo, no mostraba el minimo de interés en la
preparacion de clases y en general en su actividad docente; el tercer grupo,

no se pronuncié sobre el tema.

Los resultados obtenidos gracias al uso de la CHIC (instrumento estadistico)
les permitieron concluir explicitamente algunas de las situaciones que dan
explicacion a las falencias detectadas en los estudiantes, debido al bajo nivel
de aprendizaje del célculo. Entre ellas observaron: el uso de un solo registro
de representacion en la ensefianza de los temas, privilegiando lo algebraico-
simbdlico; la seleccion de ejercicios y problemas rutinarios y clasicos, no
presentaban problemas abiertos ni realizaban demostraciones en general. La
metodologia predominante era la exposicion, y no se privilegiaba la actividad
de los estudiantes. De esta manera, haciendo mas visible las practicas
docentes de los buenos profesores, estas podrian ser imitadas por los otros

profesores, que era lo que finalmente pretendi6 la investigacion.

En nuestro medio, no es dificil darnos cuenta de las mismas falencias que
tenemos en los salones de clases. Muy seguramente, el hecho de dictar un

Mismo curso semestre tras semestre, hace que el profesor finalmente, tienda
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a volverse rutinario en sus clases, reflejandolo en sus exposiciones, en la
preparacion de las clases y en los ejercicios y problemas que propone para el

desarrollo de la misma.

Haciendo un andlisis previo ante estas situaciones, la investigacion esta
basada en problemas abiertos, donde el estudiante es el protagonista de su
solucion y no el profesor ni el algoritmo que rutinariamente ha aprendido,

privilegiando en un gran porcentaje la actividad de ellos.

Continuando con el paralelo anterior, también se puede analizar que en la
academia el tiempo dedicado a la realizaciébn de situaciones probleméaticas
usando el concepto de derivada es poco comparado con el tiempo que se le
dan a otros contenidos, siendo que lo principal de un curso de calculo es
precisamente llegar al conocimiento del concepto de derivada. Segun esto y
reflexionando sobre la forma cémo deberia ensefiarse el concepto de
derivada, Ortega y Sierra presentan un trabajo acerca de algunas indicaciones
para la ensefianza del concepto de derivada que a continuacion se presentan,

veamos (ibidem, p. 93):

1.3.3 Algunas indicaciones para la ensefianza del concepto de

derivada

Diversas investigaciones parten de concebir la enseflanza de la derivada
partiendo de ciertos conceptos de precalculo como lo son velocidad media y
velocidad instantdnea, pendiente de una recta y tasa de variacion; esto debido
a que se encontraron muchos estudiantes que tenian un dominio sobresaliente
en tanto manipulaciones algoritmicas para el calculo de derivadas complejas
pero, en cambio, no dominaban los conceptos relacionados con velocidad
media y tasa media de variacién, junto con el paso al limite lo que forma parte

de la estructura profunda del Andlisis Matematico.
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Azcarate y sus colaboradores (1996) presentan varias propuestas para

abordar la ensefianza del concepto de derivada, a continuacion dos de ellas:

e La propuesta del Grupo Cero de Valencia (1982) comienza trabajando
con la tasa de variacion en diferentes contextos. A través de dos
situaciones problematicas que se van desarrollando en paralelo, trata

de la variacién instantanea y de la velocidad media instantanea.

e £/ School Mathematics Project (1996) propone una presentacion de la
derivada sin usar el concepto de limite, utilizando calculadoras gréaficas
0 programas de ordenador. Se proponen diferentes textos en los que el
estudiante va pasando por niveles, pero lo fundamental es que, en un
principio, la nocién de derivada aparece a partir de situaciones-

problemas pero sin trabajarlo desde el concepto de limite.

Otras investigaciones como la realizada por Badillo (2003) propone de igual
modo, aunque no especificamente dado que no era su finalidad en su trabajo
investigacion, la ensefianza de la derivada a partir de situaciones problema;
argumenta la necesidad que debe haber en ensefiar mas que algoritmos,
pues esto finalmente lo terminan haciendo las calculadoras; afirma, ademas,
gue hay que ensefar a los estudiantes a pensar matematicamente, propiciar
los espacios para que aprendan a comprender el concepto de derivada de
forma inductiva, donde él mismo se convierta en el protagonista de su propio
aprendizaje. Con esta misma idea trabajamos esta investigacion, esperando
que los profesores investigados sean los protagonistas de la reconstruccion

del concepto de derivada.

42



CAPITULO 2

Metodologia de la investigacion

El propésito de este capitulo es describir la metodologia usada en esta
investigacion, los sujetos de estudio, el contexto donde se realizo, el tipo de
investigacion que se realiz0 y las fases que se crearon para darle cumplimiento a
cada uno de los objetivos propuestos con el fin de dar respuesta a la pregunta de
investigacion (Cémo se transforman las concepciones de algunos profesores de
matematicas sobre la derivada y su ensefianza al participar en un curso abordado

desde la resolucién de problemas?

2.1 TIPO DE INVESTIGACION

El disefio de este trabajo se clasifica como un estudio de casos. Es de tipo
descriptivo con analisis cualitativo, ya que se realizé un estudio que describe un
suceso observado: la reconstruccion del concepto de derivada en profesores de

matematicas a partir de un curso abordado desde la resolucion de problemas.

2.2 LOS ESTUDIANTES Y LOS CASOS

Esta investigacion fue realizada con 15 estudiantes de la Especializacion en
Educacién Matematica, quinta cohorte, que ofrece la Universidad Industrial de
Santander a profesores de matematicas de la region; el escenario fue el Seminario
IV: Calculo, curso dirigido por el profesor Gabriel Yafiez, profesor de la

Universidad.
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Sin embargo, para el andlisis de la reconstruccion del concepto se trabajo con
cuatro profesores® con el fin de ser un poco més concretos en la reconstruccion del
concepto en cada uno de ellos, pudiendo llevar una observacibn méas detallada y
obtener un analisis y unas conclusiones mas cercanas a la realidad. Dentro de las
caracteristicas que tuve en cuenta al momento de escogerlos, estuvieron la
experiencia en el ejercicio docente, universidad de la cual egresaron como
licenciados, entre otras que a continuacion describiré detalladamente en cada uno

de ellos.

2.2.1 Los profesores protagonistas

Los datos que se muestran a continuacion fueron recolectados al comienzo de la
investigacion en una ficha, como la que se muestra y a partir de entrevistas

informales.

Queridos colegas, les agradezco de ante mano la colaboracion en el diligenciamiento de esta hoja.
Universidad en la que se gradud:

Titulo que obtuvo (completo):

Modalidad (presencial o a distancia):

Afio en que ingreso y semestre:

Afio en que se gradud:

Trabajo de grado que realizdé (nombre):

Estudios, seminarios, cursillos relacionados con la ensefianza de la matematica que haya realizado:

Numero de afios en los que ha ensefiado en 112 (si lo ha hecho):

Grados en los que dicta matematica:

Afos de experiencia docente:

Colegio donde labora: Rural o urbano:

Sus nombres propios no seran publicados por respeto a la privacidad. Asi que para la descripcién de los profesores y
el posterior analisis de sus actividades, se le asignard a cada uno una letra para citarlos.
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PROFESOR A:

Egresado de la Universidad Nacional de Colombia —sede Bogotd— como Ingeniero
Civil en el afio 1999, estudi6 de forma presencial. Su trabajo de grado se
fundament6 en estudios de “Zonificacion de Inestabilidad en Cerros Orientales en
Bogota”. No habia realizado estudios posteriores como seminarios o cursillos
acerca de la ensefianza de la matematica; su inclinacion siempre ha estado dirigida
hacia la ensefianza de la matematica de forma recreativa, inclusive, para la época
trabajaba dando clases de matematica recreativa en basica primaria, y se dedicaba
a crear materiales didacticos que faciliten el aprendizaje de temas matematicos
tanto para primaria como para bachillerato. Se describia asi mismo como un
apasionado de la Matemética desde su historia; buen lector de las estrategias
didacticas para la ensefianza de la matematica debido, en cierto modo, a su
trabajo; sumaba cuatro afios de experiencia docente con nifios de primaria en un

colegio del sector urbano.

En el cuestionario aplicado acerca de la ensefianza de la derivada y de la
matematica en general, el profesor dejo ver las siguientes caracteristicas: esmero
para que los estudiantes comprendan la matematica, preocupandose asi por saber
qué y como aprenden; no le preocupaba que los estudiantes abarcaran todo el
tema propuesto para el afio escolar; por ende, segun sus respuestas, dedicaba
mayor tiempo a que los estudiantes comprendieran los conceptos matematicos que
se alcanzaran a ver durante el afio lectivo, utilizando diferentes metodologias,
preocupandose asi porque los estudiantes adquieran los principales conceptos de

la asignatura.

Con respecto a la ensefianza de la derivada, aunque no habia ensefiado este tema
formalmente en un curso dado que no habia ensefiado en 11° grado ni en
universidad, manifestd que estaba interesado en conocer todas las estrategias

posibles para ensefiar la derivada. Del mismo modo, afirmé que le parecia
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importante que en las aulas de clase hubiera mayor espacio para que temas como
estos se abordaran o se profundizaran en sus aplicaciones, mas que en las reglas o
en su rigurosidad matematica. Finalmente, de manera personal, y sin aun haberle
hecho la prueba diagndéstica sobre el concepto de derivada, el profesor manifesté

no tener dominio de él.

PROFESOR B:

Egresado de la Universidad de Pamplona como Licenciado en Supervisiéon
Educativa en el afio de 1990; estudid a distancia; su trabajo de grado consistio en
los “Aspectos Metodoldgicos para la Actividad Docente en la Alfabetizacion” que
debian cumplir los alumnos de 11° grado. Ha realizado cursos en ayudas y
técnicas educativas en la matematica; ha sido docente durante doce afios en 11°
grado y, en general, lleva treinta y cuatro afios de experiencia como profesor de
matematicas. Actualmente dicta matematicas en los grados noveno, décimo y
undécimo, en el sector urbano a las afueras de Bucaramanga. Profesor con
riguroso conocimiento en el curriculo de mateméticas, asi como de la importancia
que le dan al profesor en Colombia. Una caracteristica sobresaliente de él, es que
a pesar de su gran experiencia, mostraba un gran interés en el aprendizaje de

nuevas estrategias didacticas para la ensefianza de la Matematica.

En el cuestionario respondido y en la entrevista hecha de manera informal, el
profesor manifesto ser paciente y sensible a las preocupaciones de los estudiantes.
Interesado en que los estudiantes terminen su afo escolar con buenos apuntes;
preocupado porgue los estudiantes vieran todos los temas propuestos para el afio
escolar. De lo anterior, se deduce que sus clases en cierto modo eran tradicionales
en donde €l dicta la clase en gran porcentaje, comparado con el espacio que le da
al estudiante para realizar otras actividades aparte de escucharlo. No obstante,
durante el desarrollo del curso, mostr6 mucho interés en aprender como aprenden

los estudiantes y en conocer las diferentes estrategias didacticas para la ensefianza
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de la Matemética. Con respecto a la derivada, manifestd tener un dominio regular
del concepto, de no tener muchas estrategias para la ensefianza de la misma, a
pesar de los afios de experiencia que tiene de dictar en 11° grado, aunque

argumentd que muchas veces no alcanzaba a ver este tema debido al tiempo.

PROFESOR C:

Egresado de la Universidad Industrial de Santander como Licenciado en
Matematicas en el afio 1996; su trabajo de grado fue realizado acerca de pruebas
aleatorias en Estadistica. Desde la finalizacion de sus estudios, el profesor ha
comenzado su labor docente con joévenes de bachillerato. Lleva doce afios de
experiencia docente, de los cuales once de ellos ha enseflado en 11° grado.
Manifiesta ser un profesor muy comprometido con su labor docente, es apasionado
por la ensefianza de la matematica y muestra estar en la constante bdsqueda de

estrategias para su ensefianza.

En el cuestionario que realizé el profesor, manifestd ser paciente y sensible a las
preocupaciones de los estudiantes, procura que los estudiantes terminen el afio
con buenos apuntes, a veces analiza de donde parten los estudiantes para
comenzar a ensefiar en el transcurso del afio escolar, sus clases parecen no ser
tan clasicas, muestra interés y esmero en la preparacion de sus clases, poco se
basa en los libros para su preparacion, mas bien, le dedica tiempo a qué es lo

necesitan los estudiantes aprender y cémo lo pueden aprender.

Con respecto a la ensefianza de la derivada el profesor manifiesta tener dominio
en el concepto de la derivada, le parece interesante que los estudiantes aprendan
a pensar en solucionar problemas mas que en aprenderse reglas de derivacion,

aunque manifiesta tener escasas estrategias para su ensefanza.
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PROFESOR D:

Egresado de la Universidad de Pamplona en el afio de 1999 como Licenciado en
Matematicas. Lleva catorce afios de experiencia docente con jovenes de
bachillerato, de los cuales siete de ellos ha ensefiado en 11° grado el concepto de
derivada. Es un profesor de comprometido con su labor docente y busca a través

de ella que jovenes de veredas puedan llegar a formarse como profesionales.

En la entrevista y en la encuesta aplicadas, el profesor manifesto ser flexible en las
tematicas de la planeacion escolar del afio lectivo, esto en el sentido que no le
preocupaba abarcar estrictamente lo programado en el afio escolar para los cursos
que le correspondia la ensefianza. ExpresOd analizar los pre-saberes de los
estudiantes para comenzar a dictar el curso; comunmente dicta su clase de forma
clasica aunque le gusta investigar en estrategias didacticas para la ensefianza de la
matematica, y cada vez que conoce alguna, se esmera en llevarla al salon de
clases de la mejor forma. Es un profesor serio en su labor docente y comprometido
con ella. Con respecto a la ensefianza de la derivada, el profesor manifesto tener
buen dominio del concepto, asi como interesarse por buscar estrategias que
faciliten la ensefianza y aprendizaje de la misma; aunque aclaré que no las conoce
hasta el momento, pues los textos guias no son de gran ayuda a la hora de

encontrarlas.

2.2.2 El curso en general

Los profesores de la quinta cohorte, en su mayoria son docentes con mas de 5
afios de experiencia; la edad media estd en los 35 afios, es decir, que son
profesores con una buena experiencia y madurez en el campo de la docencia. En
forma general, son profesores con mucho empefio y animo para estudiar, son
bastante receptivos a la hora aprender. Respecto a conocimientos matematicos

aproximadamente la mitad de ellos manifiestan tener vacios en muchos de los
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conceptos matematicos aparte del que nos atafie; expresaron que el poco
conocimiento que tienen es, consideran, porque en los cursos de su formacion
docente los recursos didacticos usados en la ensefianza fueron muy escasos pues
no iban mas alla del tablero y la tiza, y que por tanto no comprendieron los
conceptos verdaderamente. Por otro lado, dos profesores que hacian parte del
grupo trabajaban en veredas —uno de ellos estd dentro de muestreo para el
andlisis de datos—, los demas, eran profesores de &reas urbanas. Por ultimo, no
esta demas mencionar que no todos los profesores son propiamente licenciados en
matematicas, algunos de ellos son licenciados en otras areas y uno de ellos es
ingeniero civil, que también hace parte de los investigados debido a las

interesantes concepciones que tiene acerca de la derivada.

2.3 ETAPAS DE LA INVESTIGACION

Con el fin de darle respuesta a la pregunta de investigacion y cumplimiento al
objetivo general planteado para esta investigacion acerca de caracterizar la nueva
concepcidn que adquiririan algunos de los profesores de matematicas sobre la
derivada y sobre su ensefianza en un curso abordado desde la resolucion de
problemas, se plantearon igualmente cuatro objetivos especificos, los cuales se
desglosan en las etapas propias de la investigacion con el fin de darle
cumplimiento a cada uno de ellos. Estas son dichas etapas partiendo, para su

descripcién, del analisis de cada objetivo:

2.3.1 Identificar las concepciones previas sobre derivada y sobre su

enseinanza

El curso dio inicio con dos pruebas (véanse los Anexos 2 y 3), la primera de ellas

acerca del concepto de derivada que manejan los profesores antes de haber
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comenzado el curso, que es explicitamente un diagndstico acerca del concepto de
la derivada y de su ensefianza. El diagnéstico se realizé con los 15 profesores que
hacian parte del curso, con el fin de tener una idea global del nivel matematico del
grupo respecto a este concepto y asi, posteriormente al andlisis de este, escoger
los profesores que participarian en la investigacion. En tanto, la segunda prueba
fue sobre la aplicabilidad que sus conocimientos sobre derivada en situaciones-
problemas; esta prueba fue realizada por el profesor director del curso, con el fin
de darle inicio al curso a partir del andlisis individual y luego grupal sobre las
posibles soluciones a cada uno de los tres problemas planteados, que se salen de
los tradicional, y que, en un comienzo, pareciera no tener relacién con el concepto.
Con esta prueba se pudo detectar el manejo de lo variacional y de las razones

cambio manifiestas en los diferentes problemas.

2.3.2 Analizar la evolucion de la concepcion de derivada en profesores de
matematicas durante el desarrollo del curso de calculo abordado desde la

resolucion de situaciones-problemas

Este objetivo se desarroll6 en el desarrollo del curso. Para ello, ya habiendo
escogido a los profesores a ser investigados, se realizaron grabaciones en las
clases con el fin de evaluar cada argumento de los profesores. Dichas grabaciones
—de las cuatro sesiones que se realizaron en el curso con una intensidad cada una
de 8 horas— fueron la base central para analizar la verdadera evolucién del
concepto en los profesores, ya que alli se pudieron analizar las opiniones que
daban acerca del planteamiento de los diferentes problemas, asi como del dominio
en la preparacion de los temas que les correspondia, que mostraban de forma
clara qué iban fortaleciendo del concepto. Asi, las clases se llevaron a cabo
mediante exposiciones de situaciones-problemas por cada uno de los profesores y
se analizaron las soluciones a dichos problemas. Estos problemas fueron

trabajados, como ya se menciond, del libro Elementos de Calculo, en este texto,
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cabe resaltar que, la idea central es la de llegar al Teorema Fundamental de
Calculo a partir de situaciones-problema, de alli se deducen las reglas de
derivacion, la definicion formal tanto de la derivada como de la integral, para darle
cumplimiento al objetivo central que plantea el texto. Los problemas son
propuestos en orden ascendente de dificultad, afiadiendo nuevos elementos de

analisis, tal como ya se explicé en la presentacion de este trabajo.

De otra parte, el profesor director del curso era quien moderaba las clases y las
discusiones que se producian alrededor de las situaciones planteadas. De esta
manera, se hace pertinente describir las tematicas trabajadas en el desarrollo del

Ccurso:

e En la primera sesion se trabajé “La problematica cuando la razén de
cambio es constante” y se trabajaron dos situaciones problemas para ello.

e En la segunda sesion se trabajé “La problematica cuando la razon de
cambio no es constante”, con magnitudes que crecen cada vez mas lento o
que lo hacen cada vez mas rapido, con magnitudes que manifiestan un
decrecimiento y también, con magnitudes que manifiestan ambos
comportamientos. Al final de este andlisis se hizo un estudio de gréaficas de
las funciones derivadas —incluyendo el modelo cuadratico— a partir de la
observacion de las funciones como magnitud de interés y se llegan a
conclusiones muy importantes de forma intuitiva.

e En la tercera sesién se trabajé “La problematica cuando la razén de cambio
no es constante” a partir del método de aproximacion de Euler. Ademas de
"La conceptualizacion de ideas fundamentales”, a partir la interpretacion
geométrica de la razon de cambio.

e Por dultimo, en la cuarta sesién se trabajé la conceptualizacion de la

derivada, de los procesos de derivacion de funciones polinomiales, de la
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conceptualizacion de la antiderivada y finalmente, del Teorema

Fundamental de Célculo.

2.3.3 Examinar la concepcion de derivada en profesores de

matematicas posterior al curso de calculo.

Para darle cumplimiento a este objetivo, se realizé una prueba de forma escrita y
oral a los profesores investigados acerca del concepto de derivada y de su
ensefianza una vez terminado el curso. La prueba oral fue grabada; alli, el profesor
expuso su conocimiento adquirido durante el curso que permiti6 hacer una
comparacion entre el conocimiento previo mostrado y el nuevo conocimiento
adquirido y asi poder caracterizar su nueva concepcién sobre derivada y sobre su

ensefanza.

Algunos de los profesores no tuvieron buen desenvolvimiento en la prueba oral,
manifestaban estar algo nerviosos y presionados, lo que condujo a plantearles una
prueba escrita. Finalmente, se les realizé una entrevista de manera informal, con el
fin de conocer las fortalezas y las debilidades de haber abordado un curso con la
metodologia planteada para poder, asi, deducir conclusiones acerca de esta

propuesta metodoldgica para la ensefianza de la derivada.
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CAPITULO 3

El proceso de reconstruccion y

transformacion

3.1 Pruebas Diagndsticas

Como bien se describieron en el capitulo anterior, las pruebas diagnésticas para
clasificar a los profesores investigados en los respectivos niveles del esquema de la
derivada propuestos por la teoria APOE y apoyados en los trabajos de Badillo
(2003), fueron dos; una de ellas, acerca del concepto de derivada que tenian los
profesores antes de comenzar el curso y también acerca de su ensefianza, y la
otra prueba consisti6 en la proposicibn de tres situaciones-problemas a ser

resueltos de manera intuitiva, sin nombrar la utilizacién del concepto de derivada.

PRIMERA PRUEBA

A continuacion describiré la primera prueba, en cada uno de sus puntos y la
importancia de haberlos formulado. Para ver la prueba completa, puede ir al anexo
2. Seguidamente se hara el andlisis de cada uno de los profesores con las

respuestas en esta prueba.
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Primera pregunta:

' Para usted, ¢qué es la derivada? Expliquelo ya sea por un ejemplo o como lo !

g :
Con esta pregunta se pretende analizar qué concepto de derivada tienen los
profesores investigados. En esta pregunta, se esperan respuestas de tipo formal,
informal o por medio de ejemplos. Decidi involucrar la opcion de los ejemplos,
debido a que, segun las lecturas que he hecho, algunos docentes posiblemente
tengan dificultad en expresar el concepto como tal, y lo que hacen cominmente es
relacionarlo con algin ejemplo clasico para tratar de darle explicacion. Esta
pregunta, asi abierta como se propone, deja ver qué relacion establece el docente
entre la derivada y su aplicabilidad, analizar si el profesor relaciona la derivada con

una razon de cambio, o con la pendiente de una recta tangente, etc.

Segunda pregunta:

USSP -
' En la vida diaria, cqué ejemplos retoma para comprender y hacer :

i comprender al estudiante el concepto de derivada? !

Con esta pregunta, tomada del trabajo realizado por Badillo (2003) se pretende
detectar qué aplicacion concibe el profesor que la derivada puede tener en
situaciones de la vida diaria; asi mismo, cémo le hace concebir al estudiante el
concepto de derivada; comunmente, cuando el profesor utiliza ejemplos en
matematicas lo que trata de hacer, es darle un sentido légico a la tematica y
ademas aplicable, esto, hace que los estudiantes tomen una idea mas “clara”

segun la concepcion que tenga el profesor acerca del tema.
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Tercera pregunta:

' ¢Qué conceptos debe tener un estudiante para que pueda comprender el !
concepto de derivada? i

.......................................................................................

Con esta pregunta, intento detectar qué concepcion sobre derivada e incluso,
sobre la misma matematica tiene el profesor investigado. Asi, que en esta
pregunta se espero intuir —ayudado luego de la entrevista- qué manejo historico

tienen de derivada y qué tipo de profesor puede ser —clasico o didactico-.

Cuarta pregunta:

. Dada la gréfica siguiente, y partiendo de lo que usted sabe sobre derivada, enuncie 1
i cuales puntos son diferenciables y cudles no. Explique por qué.

%'
/U

Este gréafico fue planteado con el propdésito de descubrir qué manejo grafico acerca
de funciones y puntos diferenciables o derivables tienen los profesores
investigados; es decir, si relacionan o manejan la relacion entre derivabilidad y

continuidad de funciones.
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Quinta pegunta:

Analice la siguiente definicion de derivada encontrada en un libro de Calculo, luego
especifique como comenzaria una clase con el tema de derivada.

DEFINICION

La derivada de una funcién 7 es otra funciéon 7~ (léase f prima) cuyo valor
para un ndmero cualquiera c es:

£/(c) = lim f(c+h)— f(c)
h—0 h

Una vez que dicho limite exista.

Con esta pregunta se pretende analizar si el profesor maneja la definicién formal
de derivada, y qué manejo le da en el aula de clase; es decir, si ve importante que
el estudiante conozca su definicion formal y si es asi, cdmo le ensefia para que la
conozca. Esta pregunta es muy importante, ya que permite describir dos cosas
concisas: una, la concepcion formal de derivada en los profesores; dos, la forma

como el profesor concibe la ensefianza de la derivada.

SEGUNDA PRUEBA

La segunda prueba —creada por el profesor director del curso— fue estudiada con el
propésito de observar el analisis que hacen los profesores en situaciones-
problema, donde es notoria la variabilidad y el manejo de esta con el concepto de

derivada. A continuacién se muestran los tres problemas planteados.
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Primer Problema

Problema 1: El problema de optimizacién en nimeros reales

Una linea de fibra éptica debe tenderse entre dos pueblos situados en orillas opuestas a
un rio en puntos A y B. El ancho del rio es un kilbmetro y B esta situado a dos
kilometros rio debajo de A. el costo del tendido de la red en tierra es de ¢ pesos por
kilbmetro y de 2c por kilbmetro cuando se realiza bajo el agua. Se pregunta por la forma

mas econdmica de tender la fibra dptica.

Plantear este problema, no es tan sencillo, primero es necesario hacer un analisis
de la descripcion de la situacion; ademads, darle solucion una vez entendido no es
muy trivial cuando no se tiene conocimiento de herramientas que ayuden a
solucionarlo. En este problema lo que prima es la nocion de la variacion, de las
multiples posibles soluciones que se pueden plantear como alternativa para el

problema planteado, pero ciertamente hay que llegar a la solucién precisa.

Para plantear el problema, el profesor debe tener en cuenta que debe plantear un
modelo matematico que represente esta situacion que no es precisamente el
lineal, como se esta acostumbrado a modelar muchas veces, para poder encontrar
la solucién precisa, utilizando las herramientas que nos permite el concepto de
derivada. Lo que se pretende analizar con el problema es detectar si el profesor
es capaz de modelar una situacion que no es precisamente la lineal, o si por el

contrario, para darle solucién no toma en cuenta que hay una variacion.
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Segundo Problema

Problema 2: la modelizacién mateméatica de la realidad

(Célculo de una variable, James Stewart, 2001, p 27). En la tabla 1 se ilustra el nivel
promedio de diéxido de carbono en la atmésfera, medido en partes por millén en el
observatorio de Mauna Loa, desde 1972 hasta 1990. Se trata de hallar un modelo
matematico que permita estimar la cantidad de diéxido de carbono que pudo haber en
1987 y predecir el que puede haber en el afio 2005. De otro lado ¢(Cuando excedera de

400 partes por millén el nivel de CO,?

ANO CO; nivel
1972 327.3
1974 330
1976 332
1978 335.3
1980 338.5
1982 341
1984 344.3
1986 347
1988 351.3
1990 354

El problema 2, es un problema que se trabaja en los libros de calculo con los que
comunmente se enseflan estos cursos. La idea central de este problema es
observar en los profesores el planteamiento de modelos matematicos que

representen cercanamente el comportamiento de una situacion.

Este problema, puede solucionarse analizando y deduciendo la correlacion entre
las variables; lo interesante, es que el profesor manifiesta ser consciente de la
variabilidad que hay presente y de las herramientas que posee para darle solucion,
al igual que en el primer problema, con la diferencia, que este problema se puede

modelar por medio de una representacion lineal.
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Tercer Problema

Problema 3: Un problema antiguo

Leonardo de Pisa, Fibonacci, Liber Abaci (1202)

Dos torres, cuyas alturas son 30 pasos y 40 pasos, estdn a una :

dos péjaros volando, en el mismo momento, desde las dos torres y a i
la misma velocidad llegaran al mismo tiempo. (A qué distancia se !

1
1
1
1
1
1
1
1
. . 1
distancia de 50 pasos. Entre las dos torres hay una fuente en la cual ;
1
1
1
1
1
encuentra la fuente de las dos torres? :

1

1

Este es un problema planteado desde hace afios, y su analisis, que no es nada
trivial, se hace interesante porque deja ver la recursividad y creatividad del
profesor para resolverlo. Hay que tener claro, que la fuente debe tener una altura

diferente de cero, y esto es lo que hace mas interesante aun el problema.

El objetivo principal de este problema es descubrir en el profesor investigado la
recursividad que posee en la utilizacién de las herramientas que conoce y maneja
muy bien, en la soluciébn de situaciones-problema historicos. Aunque no es un
problema que, honestamente, espero que resuelvan completamente, si espero

encontrar herramientas que muestren la recursividad en la solucion de ellos.

De esta manera, se da por concluida la presentacion de los problemas que
constituyeron la prueba diagnostica aplicada al grupo de profesores. Ahora,

presentaré las respuestas de aquellos a cada uno de los problemas planteados:
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3.1.1 Respuestas de los Profesores

A continuacion haré un analisis de cada una de las respuestas de los profesores en

cada una de las pruebas.

PRIMERA PRUEBA DIAGNOSTICA

PROFESOR A:

El profesor A, como ya se conoce, no ha ensefiado el concepto de derivada, pero
en sus respuestas manifiesta tener una concepcion de derivada como lugar

geomeétrico incluso la describe de la siguiente manera:

Es un lugar geométrico de dimension n perpendicular

a un elemento de dimension n+1.

Lo que muestra en esta respuesta, es que ve la derivada como la pendiente de
una recta tangente en el plano, pero amplia esta misma idea al espacio o, en
general a un elemento de dimension n o n+1. Para él es importante que el
estudiante maneje las representaciones del espacio.

Al hacer el analisis en la cuarta pregunta acerca de los puntos diferenciables o no,
el profesor A manifiesta que en los puntos maximos o minimos locales es donde se
puede presentar la diferenciabilidad, porque alli es donde hay “cambio de signo”,
gueriendo decir con esto, que es donde hay cambio de concavidad, o que la
pendiente de la recta que es tangente a los puntos antes del minimo o maximo

local es diferente a la de los puntos posteriores a este.
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En el quinto punto, el profesor manifiesta no entender esta definicion, lo que
muestra que no maneja la definicion formal de derivada, pero plantea que la
ensefianza del concepto debera dar inicio con el planteamiento de un problema
“donde el estudiante se encuentre en un callejon sin salida aparentemente”. Con

esto, el profesor pretende que el estudiante deba plantear alternativas de solucion.

Realizando un analisis a partir de las respuestas del profesor, es claro, que no
tiene un concepto formal de la derivada, en esta investigacién se cataloga que el
profesor puede tener una inconsistencia en el concepto, ya que, aunque lo
relaciona con la tangencial de cualquier elemento en cualquier dimension n-ésima,
su concepto como tal tiene algunos vacios, incluso, el mismo hecho de no
manejar la definicion, hace que sea inconsistente. Con esto no quiero decir, que el
profesor no sepa algo del concepto de derivada, pero si puede presentar algunos

vacios en el mismo.

En los esquemas de la comprension del concepto de derivada en el profesor A, se
muestra por el analisis grafico que hizo en el cuarto punto, que parece estar en el
nivel intra; el profesor parece que comienza en una fase preliminar, su analisis
acerca de la derivada en un punto lo relaciona con intervalos de crecimiento y de
decrecimiento, pero no hace conexion entre la pendiente de una tangente y una
taza de cambio, al menos esto no se logra evidenciar en esta prueba, pero con el

analisis de la siguiente, se podra concluir si pertenece a este o no.

PROFESOR B:

El profesor B, recordemos, ha trabajado durante doce afios en los grados
superiores, aunque también aclara, que pocas veces a ensefiado el concepto
porque el tiempo del afio escolar es bastante restringido; sin embargo, el profesor

ha trabajado algo mas que el profesor A.
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Describe la derivada como:

La derivada de una funcion es otra funcion,

teniendo en cuenta los incrementos y el limite si existe.

Esta respuesta da a entender que el profesor no tiene una nocion precisa de
derivada; la pretende expresar como otra funcion y no como la pendiente de una
recta en un punto, es decir, el profesor lo que quiere decir, es que la derivada de
una funcién es otra funcién que es la familia de pendientes a los puntos de una
curva, y ademas sabe que en su definicion esta el limite pero, ciertamente no tiene
definido ni claro el concepto formal de derivada.

Con las respuestas hechas en las preguntas tres y cinco, el profesor B muestra dar
una clase bastante clasica, y fundamentada en la habilidad para resolver ejercicios;
plantea que el estudiante debe manejar limites, productos notables, factorizacion y

los incrementos.

Propone que para comenzar una clase con la ensefianza de la derivada, el profesor
debe ensefiar qué es limite, resolver ejercicios sobre ellos, y luego llevarlos al

concepto de derivada.

Ante esto, debo concluir, para esta primera parte, que el profesor no tiene un
concepto claro de derivada, su aplicabilidad no la maneja, y no la toma en cuenta

para el desarrollo del concepto de derivada en los estudiantes, luego para esta
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prueba diagnostica, el profesor seguramente tiene inconsistencia en el concepto de

derivada y a un grado un poco mas notorio que el del profesor A.

Para clasificarlo en los niveles del esquema de comprension del concepto, el
profesor parece encontrarse en un nivel intra, pero con mas dificultades por
atender en su concepcion de derivada. En la siguiente prueba, veremos si es

correcta la clasificacion dada.

PROFESOR C:

El profesor C, egresado de la UIS, y habiendo trabajado once afios con 11° grado,

ha mostrado tener una idea algo clara acerca del concepto de derivada.

Plantea la definicion de derivada de la siguiente forma:

i ax) -0
== oo

En ella, se muestra que relaciona fuertemente la definicibn de derivada con la
pendiente de la recta tangente a una curva, planteando primero la pendiente de la
recta secante a una curva y luego aplica la nocion de limite. Su definicion de
derivada, como “el limite de una razon de cambio”, manifiesta tener dominio del

concepto.

Con respecto a la ensefianza de la derivada, el profesor C plantea que los

estudiantes deben conocer primero, el concepto de razoén, de funcién y de limite, y
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propone que la ensefianza de esta debe partir de un ejemplo, para llegar a la

definicion formal de derivada.

Realizando el andlisis a sus respuestas, se debe decir que el profesor no mostro en
estas preguntas inconsistencias en el concepto, parece que relaciona la razén de
cambio con la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto de interés,
también relaciona la derivada con la continuidad o discontinuidad de funciones, asi

como maneja la algunas estrategias para la ensefianza de la misma.

® | ;
o AT % ]‘ /ﬁ J,/\fi
S g ~JB&/ (76

A

Y

El profesor C, se intuye que debe clasificarse en el nivel inter, ya que coordina la
nocion de derivada como la pendiente de la recta tangente con la idea de derivada
como razon de cambio en un punto. Aunque podria tener algunos conceptos mas
formales, para ser clasificado en el nivel trans, no puedo concluirlo tan facilmente,

pero lo haré en el analisis de la segunda prueba.

PROFESOR D:

El profesor D, mantiene alguna idea sobre lo que es la derivada, define la derivada
como:

Es la razon de cambio entre dos magnitudes
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Y propone un ejemplo, como lo ven a continuacion:

Donde relaciona la derivada con la variacién de una situacion sencilla.

A la segunda pregunta sobre ;qué ejemplos retoma de la vida diaria para hacer

comprender el concepto de derivada? El profesor plantea el siguiente ejemplo:

Alli se nota que el profesor parece no tener mayor profundidad en el concepto de
derivada, pues, aunque reconoce la variabilidad que hay en la situacién y su
relacion con la derivada, sus ejemplos muestran algo de escasez conceptual y

didactica en la enseflanza de esta.

Relaciona derivabilidad con la continuidad [

y la nocion de limite pero de forma *N A T Ifﬂ//N
errénea, manifestando que en el punto A /\A“ \\ j/ ¢

de la cuarta pregunta, la funcion no es ‘ | >
derivable porque no existe el limite en ese ‘ }

punto, pero realmente el limite si existe, lo ¢

que pasa es que ahi la funcién no es continua. Con esto, el profesor D muestra

algunos vacios o inconsistencias en las nociones de continuidad y de derivada.
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Manifiesta no recordar la definicion de derivada, por lo cual no puede decir si esa
definicion planteada en el libro es 0 no correcta; ademas, sugiere que para la
ensefianza de la derivada debe tenerse en cuenta primero el concepto de

funciones, de limite y ensefiar a partir de esto.

Concretizando todo lo analizado en estas respuestas, de puede decir que el
profesor D manifiesta tener algunos vacios en el concepto de derivada, lo que lleva
a decir que puede tener inconsistencias en el concepto, es decir, cosas que no
encajan una con la otra en su discurso acerca del concepto. Por otro lado, el
profesor muestra que en la ensefianza de esta, puede ser un poco clasico, aunque
en un principio —en la descripciéon que se hizo de él en el capitulo anterior- el
profesor mostré ser mas activo en las clases y dar méas participacion a los alumnos,
parece que cuando no domina el concepto tiende a volverla tradicional. Con esto,

el profesor puede clasificar, para comenzar, en un nivel intra.

SEGUNDA PRUEBA DIAGNOSTICA
PROFESOR A:

Para el problema 1, el profesor A hace un analisis muy |
preciso acerca del problema planteado, describe las

| .

! F oAk
infinitas soluciones que hay para pasar el cable de fibra |
I

lj
| 3

Optica entre los dos pueblos, como se ve en la figura de
tiene tampoco mayores dificultades hasta llegar a la derivacion de la funcién, pero
en su planteamiento, el profesor muestra tener una buena habilidad para resolver
problemas de este tipo. Esto, puede ser, debido a que —recordemos- es Ingeniero

y esto da a pensar que es muy creativo.

En el segundo problema, el profesor plantea muy bien la solucion del problema,

realiza una grafica con los datos dados, halla la correlacién para hallar la ecuacion
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de la recta que modela mas preciso los datos recolectados. Aunque no halla la
ecuacion de la recta debido a confusiones en el momento de encontrar los puntos
de corte con el eje y-aunque no era necesario-, el profesor deja ver que tiene una
habilidad para plantear soluciones de problemas aqui podria afirmar que lo que le
hace falta es corregir algunas inconsistencias en conceptos matematicos, pero la
habilidad para plantear soluciones a los problemas planteados es clara, es decir,

manifiesta coherencia en la resolucion de problemas.

En la tercera pregunta, el profesor plantea el problema despreciando la altura de la
fuente, lo que hace que el problema se vuelva sencillo. Al preguntarle, el profesor
manifiesta que sabia que no debia despreciar la altura, pero lo hizo, porque con

ella no sabia como plantear el problema.

Asi que, para comenzar la investigacion con el profesor A, se deduce que tiene
algunas inconsistencias en el concepto de derivada, dicho en la primera prueba y
aun en otros conceptos como el de funciones lineales; ademéas hemos catalogado
al profesor en el nivel intra, pero algo avanzado, ya que aunque no tiene las bases
para estar en el nivel inter, el profesor muestra habilidad en el planteamiento de
soluciones, lo que implica que tiende a establecer relaciones de la derivada como

razones de cambio.

PROFESOR B:

En el primer problema, el profesor no nota que las posibles soluciones para este
problema son infinitas, el profesor, sin ningun analisis escrito, presenta la siguiente

afirmacion:

-\.
[
{
b
i
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Lo que implica que le profesor no relaciona la variabilidad en el problema, solo
observa las dos posibles soluciones mas triviales, las cuales son: pasarlo todo por
agua (que seria la hipotenusa del triAngulo que se forma) o pasar un kilometro por
agua y dos kildbmetros por tierra, y esta ultima es la que escoge por los analisis que

hace.

En el segundo problema el profesor analiza la variacion que hay de CO, cada dos
afnos y afirma que la cantidad de CO, para el afio de 1987 es la del afio 1986 mas
un valor entre 2 y 3, escogiendo 2.5 que es deducido de haber sacado la media
entre estos dos valores. El profesor no realiza ninguna grafica, ni trata de hallar un
modelo matematico que represente en algo el problema, lo que muestra que el
profesor puede tener dificultades en el uso de la matematica para el planteamiento

de soluciones o de modelos que representen situaciones.

En el tercer problema, el profesor plantea que como los péajaros llegan al mismo
tiempo a la fuente, entonces, es “claro” —para €l- que la fuente debe estar mas

cerca de la torre mas alta, tal como se lee a continuacion:
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El profesor hace un analisis intuitivo, algo asi como de “légica”, pero no tiene en
cuenta ningun tipo de andlisis matematico para darle solucidon a este. Lo que se
puede analizar es que esta “légica” que él maneja tiene mucho sentido y es un

andlisis valido para comenzar, pero que no concretiza ni verifica en ningun
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momento; esto muestra que el profesor se quedo6 corto para poder probar si su

intuicién era verdadera o no.

En conclusion, el profesor B, comienza con inconsistencias bastante notorias en el
concepto de derivada —como ya lo habiamos descrito en la prueba anterior-,
ademas se clasifica en el nivel intra basico debido a las grandes dificultades en el
planteamiento de soluciones a problemas. El profesor muestra concebir la

matematica como reglamentaria, pero poco aplicable a la realidad.

PROFESOR C:

En el primer problema, el profesor C analiza, al igual que el profesor B, solo las dos

soluciones mas evidentes en el problema, y describe su solucion asi:

No descubre las demas soluciones al problema, y que, entre esas otras soluciones
es donde esta la verdadera solucion que hace mas econdémico el traslado de la
fibra Optica al otro pueblo. El profesor no plantea un modelo que represente la

situacion.

En el segundo problema el profesor C hace la grafica con los datos dados, halla la

pendiente de la recta, -aunque no hace correlacién- usando dos puntos dados y
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plantea un modelo lineal para el problema, de alli deduce las preguntas planteadas

de forma coherente.

De esta manera, el profesor aplica la matematica que conoce para modelar
situaciones de la vida diaria, siempre y cuando esa situacion se modele de forma
lineal. Con esto no se puede decir que el profesor no utilice las herramientas para
modelar situaciones, es sencillamente, que la mayoria de veces se modelan

situaciones con funciones lineales, y casi no se manejan los otros modelos.

En el tercer problema el profesor plantea la siguiente solucion:

o .
lo Fuenile se e@encuenba g 30 Rasc le la Jone dli' 20 Hacsos
I de altura y @ 20 Patos de la fore de 4 I

No describe ningun analisis en la hoja, pero, en el momento de socializar las
respuestas el profesor muestra que su solucion se deduce de tomar la fuente con
una altura cero. El planteamiento del profesor, en un comienzo parece ser preciso,
pero al encontrarse sin herramientas de solucion decide no tomar la altura de la

fuente.

Es asi, como el profesor C no muestra tener inconsistencias en el concepto de
derivada, pero si manifiesta tener incoherencias en este, es decir, el profesor a
veces se le dificulta como plantear las soluciones a problemas utilizando el
concepto, sin embargo, si sabe modelar matematicamente algunas situaciones-
problema. Se clasifica en el nivel inter —como lo habiamos dicho en la primera
prueba-, y no en el nivel trans, pues aun no interpreta la variabilidad en algunos

problemas. Es claro, que el profesor comienza en un buen nivel lo que implica que

70



RECONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE DERIVADA
EN DOCENTES DE MATEMATICAS

tiene bases en la comprension del concepto, por lo cual sera un caso interesante

en esta investigacion.

PROFESOR D:

En el primer problema, el profesor D —al igual que el profesor B y C- plantea la
solucion del problema a partir del analisis de las dos soluciones mas triviales,
afirmando que la solucion precisa es la de atravesar el rio y luego los dos

kilometros por tierra.

En el segundo problema, el profesor plantea que aunque no hay una constante
para la variacion del CO, a través de los afios, si manifiesta que un modelo lineal
puede representar el problema y poder darle solucion, hace un analisis similar al
del profesor C, tomando dos puntos cualesquiera y hallando la pendiente de la

ecuacion lineal que la modela.

En el tercer problema, el profesor desprecia la altura de la fuente y lo resuelve sin

tomarla en cuenta.

En conclusion, y por dltimo en cuanto a las respuestas de los profesores en la
prueba diagndstica, el profesor D puede tener inconsistencias en el concepto de la
derivada, ademas se clasifica en el nivel intra, pues muestra no descubrir

variaciones en los diferentes problemas planteados, aunque sabe modelar algunos
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problemas algo triviales como el de la segunda situacion, pero cuando se

encuentra la variabilidad no explicita en el problema no la detecta.

Asi, frente esta primera fase, podemos decir que, en general, los profesores
presentan algunos vacios en el concepto de derivada, en su mayoria no tienen
estrategias de ensefianza de la misma y la deteccion de modelos matematicos para
situaciones que contienen variabilidad implicita, no son evidenciados por la

mayoria de ellos.

Los profesores comienzan con concepciones sobre derivada no comprendidas
completamente y esto lo puede explicar que la mayoria de ellos no lo trabajan en
las aulas de clases y hace mucho tiempo que lo estudiaron formalmente, sin
embargo, es de resaltarse la creatividad matematica que tienen algunos de ellos
para resolver problemas, utilizando las herramientas conocidas por cada uno de
ellos. En la siguiente tabla, se muestra como comienza cada profesor el curso de

calculo, segun la clasificacion dada.

ANOS DE ;
EXPERIENCIA 5 COMPRENSION
PROFESOR | EXPERIENCIA CLASIFICACION
EN 11° DEL CONCEPTO
DOCENTE
Con
A 4 0 Intra avanzado _ _ _
inconsistencias
_ Con
B 34 12 Intra basico _ _ _
inconsistencias
Buena
C 12 11 Inter .
concepcion
_ Con
D 14 7 Intra medio _ _ _
inconsistencias
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3.2 LA RECONSTRUCCION
VS.
EL PROCESO DE CLASES

Con el fin de dar cumplimiento al segundo objetivo especifico planteado para esta
investigacion, acerca de analizar la evolucion de la concepcion de derivada en
profesores de matematicas durante el desarrollo del curso, se describen las cuatro
sesiones que se trabajaron, especificamente en las exposiciones realizadas por los
profesores investigados asi como los aportes hechos por ellos en determinadas
situaciones y las respuestas hechas a las preguntas realizadas por el profesor

director del curso.

3.2.1 Primera sesion: “La problematica cuando la

razon de cambio es constante”

El profesor director del curso da inicio con el planteamiento de tres situaciones
problema para esta primera sesién. A continuacion se hard una exposicién de
cada situacién y los aportes realizados por los profesores investigados, que es

nuestro mayor interés en esta investigacion.

El modelo lineal

Problema 1:

Un automavil transita por una carretera recta a una velocidad constante de 40 metros
por segundo. Se trata de calcular la posicion del automdvil en cualquier momento,
respecto a cualquier lugar que se toma como referencia. Es decir, se trata de saber la
distancia que el automovil ha recorrido después de que ha hecho cierto tiempo.
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El primer problema que se plantea, es muy conocido por los profesores, ya que se
trabaja en la mayoria de los textos guias; ante este problema, se sugiere hacer
una tabla de datos, un analisis que describa algunas propiedades y regularidades
de la tabla, una gréafica y, finalmente una expresion que permita calcular la

posicién del automovil para cualquier tiempo t.

Los profesores del curso realizaron la grafica de este problema, y dedujeron
facilmente la formula pedida para hallar la posicion del automdévil en cualquier
tiempo t. Este problema es muy parecido al de la situacién 2 planteada en la
segunda prueba diagnostica, en donde los profesores investigados, trataron de

buscar un modelo y darle solucién al mismo.

Para este caso, lo profesores investigados, sin ningun problema, dedujeron que la
forma general de expresar esta situacion es , donde t es el tiempo

recorrido y la distancia avanzada.

-
i Problema 2:

|
| Dé una expresién que permita calcular la distancia recorrida del carro, si se empieza

. a tomar el tiempo en un punto situado a 30 metros a la derecha de un punto de
referencia O respecto al cual calculamos la distancia recorrida.

Para la solucibn de este segundo problema, los profesores en general no

presentaron dificultad, cuando se pidi6 una explicaciéon de la solucion del problema
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al profesor A, él paso y explicd claramente que la distancia de 30 metros era ahora
una “ventaja con la que comenzaba el automovil y debia anexarse”. El profesor
hace un bosquejo de la grafica después de haber realizado una tabla de valores y
es el profesor B quien explica que cuando el automovil no se ha desplazado lleva

recorrido una distancia de 30 metros, eso explica que pasa por el punto (0,30).

Un profesor propone la expresion general, y los demas estdn de acuerdo en que es

la que modela la situacion planteada.

Hasta el momento los profesores no han manifestado dificultad en el andlisis de
estos problemas, debido muy seguramente, a que son trabajados muy a menudo
en las aulas escolares en muchos temas, no solo en el de funciones o en el de

derivada.

Por otro lado, llegar a plantear la solucion para el modelo del problema 3 ya dejé
de ser trivial para algunos profesores. El profesor B comenz6 a manifestar
dificultad en el entendimiento del problema, el hecho de tener que restar en vez
de afiadir a la distancia comenz6 a crearle confusiones, finalmente, el profesor
haciendo su propio andlisis junto con un profesor del curso, plantearon un ejemplo
en el contexto calculando por medio de datos reales la distancia que le hacia falta
para llegar a determinado lugar y poder darle la generalizacion al problema

inicialmente planteado.

i Problema 3:

: Analice el problema desde el punto de vista de la meta. Es decir, las distancias se toman
. ahora, respecto a un punto B que se encuentra a la derecha a d metros del lugar donde se |
| empieza a contar el tiempo. éCdmo se expresa ahora la distancia en funcién del tiempo '

|

|
|

|
|

|
|

|
I |
! |
! |
I transcurrido? i
|

|
|

|
|

|
|

|
I |
! |
|

|
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Este hecho, hizo que el profesor B entendiera mucho mas el problema y que su

solucion fuera la precisa.

En este momento, se hace notorio que el aprendizaje cooperativo, es decir, el
aprendizaje donde todos proponen y discuten acerca de un problema, hace que el
profesor participante supere sus dificultades —en la mayoria de los casos- y pueda
expresar su punto de vista con mas propiedad. Los otros tres profesores
investigados, no tuvieron ninguna dificultad en determinar la formula general de

esta expresion y de sustentarla muy bien.

De esta manera, con respecto a la solucibn de los problemas planteados, los
profesores no manifestaron tener mayor dificultad, esto pudo ser debido a que los
problemas son muy trabajados por ellos en diferentes tematicas y pudo volverse

algo metddico la solucion de ellos.

En el analisis de los profesores A, B y D hizo falta mostrar como relevante en la
sustentacion de los problemas que eso que permite afiadir constantemente una
cantidad a un dato para obtener el siguiente es lo que llamamos la razon de
cambio; es decir, cada profesor manifestd que hay variacion en el problema
porque hay movimiento del automdvil, pero no relacionaron esto con la razén de

cambio, aun habiéndola calculado para hallar la expresion general.

En este punto el profesor director del curso, enfatiza en la necesidad de ver qué es
lo que esta haciendo que cierta situacion tenga variacion y que esa variacion es la
llamada razén de cambio entre dos magnitudes. En la socializacion que se realiz
con el curso al finalizar el analisis de los problemas se concluy6 que esa razoén de
cambio es constante si y solo si el modelo, que representa el problema,

es lineal.

Haciendo una evaluacion del desarrollo del curso se hace notoria en los profesores
investigados una motivaciéon, ya que le comienzan a ver sentido a lo que

realizaron para resolver el problema y la relacion que hay directamente con el
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concepto de derivada, aunque no se halla nombrado aun en el curso. Una de las
cosas que podrian ser re-evaluadas son los problemas planteados, ya que el ser
tan usados en los profesores, y el hecho de haberles dado la razén de cambio —la
velocidad- le quitd bastante andlisis al problema por parte de los profesores para
ser resueltos. Finalmente, en esta sesion se concluyo que la razon de cambio de
un modelo lineal es siempre constante, esto explica que su variacion siempre es la

misma.

3.2.2 Segunda sesion: “La problematica cuando la

razon de cambio no es constante”

En esta sesion analizaré qué pasaba con las situaciones en donde la razén de
cambio ya no es una constante. Para esto, se plantearon cuatro situaciones; cada
una de ellas representa cuando la razon de cambio es decreciente o creciente, y si
su comportamiento es rapido o lento. Asi, las situaciones fueron planteadas
primero, para que los profesores las resolvieran de forma individual, y luego se
realizd la socializacion para finalmente hacer las conclusiones de los
comportamientos de las graficas de razon de cambio y las caracteristicas de esta
magnitud de interés. Para culminar la sesion, el profesor A inicia con las
exposiciones acerca de un modelo cuadratico en una situacion especifica que

plantea el libro “Los Elementos del calculo” (2002).

PRIMERA SITUACION-PROBLEMA

En el analisis individual, los profesores comenzaron a realizar un razonamiento
totalmente algebraico; lo que les interesaba en ese momento era hallar la ecuacion
de la altura en funcion del tiempo de llenado; asi que en su recursividad trataban

de ubicar al radio en términos de la altura de llenado.
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....................................................................... o

Situacion-problema 1 (pag. 49)

Un recipiente con forma de cono con 0.4 metros de radio de la base y dos metros de la !
altura. El recipiente que, originalmente estd vacio, se empieza a llenar de agua a través |
de una llave que se encuentra en la parte superior. La llave arroja agua al depdsito a
una razén de constante de 0.01 metros cubicos/minuto (10 litros por minuto). Nos -

|
|
|
|
|
|
|
. . . .7 . . I
interesa estudiar la variacion de la altura del llenado al transcurrir del tiempo. |
i
i
|
|
|
|
|
|
|

Una vez se comenzd a socializar, los profesores mostraron este analisis, el cual no
era el apropiado para la situacion, asi que, el profesor director del curso pidio
comenzar el problema con un analisis intuitivo acerca del comportamiento de la

altura de llenado en el cono con respecto al tiempo.
Los analisis que los profesores realizaron fueron:

e La altura de llenado va aumentando al transcurrir el tiempo.

e El radio del cono aumenta a medida que el agua ingresa al recipiente.

e Se intuye que la variacion del llenado debe ser creciente, tomando la altura
como lo que se va llenando.

e La altura ya no varia de forma constante

e La altura crece pero cada vez mas despacio.

e El radio no aumenta constantemente por la forma que tiene el recipiente.

Con estos analisis, el profesor director del curso, planteo la idea de poder graficar
las posibles representaciones del comportamiento de la altura de llenado con

respecto al tiempo, teniendo en cuenta las caracteristicas previamente establecidas.
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Después de varias discusiones alrededor de la grafica que modelara el problema de
manera coherente con las caracteristicas planteadas, las representaciones que los

profesores bosquejaron fueron los siguientes:

hA ha

v
v

-V

Grafico 1 Grafico 2 Grafico 3

Claramente cada una de las gréaficas es creciente, y son las tres clases de graficas
gue existen para hablar de crecimiento en forma general. Esto debido a que se
concretd que la altura de llenado cada vez es mayor al transcurrir el tiempo.
Ahora, en cuanto al andlisis, este se centr6 en determinar cudl era la grafica que
representaba la variacion de la altura de llenado con respecto al tiempo. El
profesor director del curso planted, a partir de las caracteristicas previamente
descritas acerca del comportamiento de la altura, determinar cual podria ser la

grafica que modelara de forma coherente la situacion.

Los profesores socializaron entre ellos, y se comenzd a hacer un andlisis del
crecimiento en cada una de las gréaficas. En el grafico 3 el crecimiento es
constante, luego no modela la situacion planteada puesto que, en un principio, se
analizé que debido a la forma del recipiente, el crecimiento no podia ser el mismo
siempre. Al analizar las graficas 1 y 2, y mirar su crecimiento a medida que

transcurre el tiempo, se hace el siguiente analisis grafico:
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ZAh AR

Grafico 1 Grafico 2

v
v

En el grafico 1 la altura crece pero lo hace cada vez mas lento -Ah es cada vez mas
pequefio en intervalos iguales de tiempo-, y en el grafico 2 la altura también crece
pero lo hace mucho mas rapido a medida que pasa el tiempo -Ah es cada vez mas
grande-. La situacion planteada, y las caracteristicas propuestas de forma intuitiva
en un comienzo, respaldan la idea que el grafico que modela la situacién es el
graficol; ya que muestra el crecimiento de la altura con respecto al tiempo, pero
lo hace cada vez mas lento debido a la forma del recipiente, tal y como lo habian
analizado. Una vez terminado este andlisis, el profesor enfatiza en la importancia
de hacer primero un analisis de esta forma antes de irse al buscar algebraicamente
recursos para resolver el problema, que finalmente sera necesario hacerlo, pero
que le quita importancia al problema mismo para volverse en un analisis

netamente algebraico.

SEGUNDA SITUACION PROBLEMA

Para esta situacion, los profesores ya comienzan a realizar un analisis de este
estilo, miran primero las caracteristicas que puede tener el comportamiento de la
altura de llenado con respecto al tiempo. De este analisis se deducen algunas de

las siguientes caracteristicas:

e La altura de llenado aumenta a medida que transcurre el tiempo.
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e La altura de llenado aumenta pero cada vez mas rapido debido a la forma del
recipiente.

e El radio se hace cada vez menor

i Situacion-problema 2 (pag. 55)

: Consideremos un recipiente cdnico truncado de la parte superior, cuyas dimensiones se
. muestran en la siguiente figura. El recipiente originalmente esta vacio y se empieza a
i llenar de agua a través de una llave que se encuentra en la parte superior; la llave arroja
: agua al depdsito a una razén constante de 0.01 metros clibicos/minuto. (10 litros por ;
- minuto). Nos interesa estudiar la variacion de la altura del llenado al transcurrir del

& 0.16 m

0.64m

|
' i
' i
' i
' i
' i
' i
' i
' i
b |
| tiempo. i
' i
' i
' i
' i
' i
' i
' i
' i
' i

El profesor director del curso, le propone al profesor B que bosqueje las posibles
graficas que representan esta situacion; el profesor propone —con la colaboracién

del curso- las siguientes graficas:

hA ha

v
v

Grafico 1 Grafico 2 Grafico 3
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Que son finalmente las mismas que se habian planteado en la situacion anterior. El
grafico 3 claramente no corresponde al analisis hecho previamente para esta

situacion, ya que el crecimiento de la altura no es siempre la misma.

Para el segundo y tercer grafico, se volvio a plantear y analizar los incrementos en
la altura de llenado a medida que transcurre el tiempo. De ellos, se pudo analizar
gue el incremento en esta situacion es cada vez mas rapido y esto debido a que el
radio del recipiente es cada vez mas pequeiio hasta llegar a llenarse
completamente. Por esto, después de buenas discusiones alrededor del mejor
modelo que representara la situacion, los profesores dedujeron que debia ser el
gréfico 2, debido a que los incrementos son cada vez mayores, esto indica, que la

altura, a medida que pasa el tiempo varia mas rapidamente.

Hasta ese momento se habia trabajado con los profesores dos comportamientos
importantes cuando la razén de cambio de una magnitud de interés no es
constante: cuando crece lentamente (situaciébn 1) y cuando crece rapidamente

(situacion 2)

TERCERA SITUACION PROBLEMA

Situacion-problema 3 (pag. 60)

Una taza de café se calienta en un horno microondas vy alcanza una temperatura de 80°C.
La taza de café se extrae del horno y se expone al medio ambiente que se encuentra a una
temperatura de 209C. Nos interesa determinar la rapidez con la que esta disminuyendo la
temperatura.
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Siguiendo la misma linea de andlisis, se propuso el siguiente problema, que los
profesores desarrollaron primero de forma individual, para reevaluar lo que habian
hecho anteriormente, y luego realizaron la socializacion para concretar el modelo

gue mas se ajustaba a la situacion.

Se pregunta acerca de la rapidez con la que esta disminuyendo la temperatura al
pasar le tiempo una vez la taza de café ha sido expuesta la medio ambiente. Para

este problema, los profesores plantearon los siguientes gréaficos:

hA ha

v
v

Grafico 1 Grafico 2 Grafico 3

Fueron graficados de esta manera, porque notaron que la temperatura, a medida
qgue transcurria el tiempo, era cada vez menor, luego el grafico que modelara la
situacion debia ser decreciente. Al igual que en los primeros planteamientos, los 3

posibles modelos que representan un decrecimiento son ellos solamente.

Ahora el anélisis estaba en determinar cudl de esas gréficas era la que se ajustaba
al modelo solucién de la situacion. Para determinarlo, debia plantearse primero
como era el comportamiento de la temperatura; es decir, si decrecia de forma
constante o no, o lo hacia rapido o lentamente. Alrededor de este interrogante se
forma una discusion algo extensa, pero que, finalmente no se puede concretar a
menos que se hubiese hecho un experimento y se dedujera como es el

comportamiento de su decrecimiento.
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Haciendo una revision en el texto que disefia esta situacion, 4
plantean que incluso, las soluciones inicialmente propuestas
) ) P
pueden ser mas de esas tres, y proponen una mas (ver
Figura 1) que también podria modelar la situacion.
Concluyen que el grafico 3 es el que se ajusta a la Figura 1

situacion.

Para nuestro caso, no se pudo concluir lo mismo debido a que, conscientemente
no se conocia el comportamiento de la temperatura de la taza de café una vez

expuesta al medio ambiente.

Este problema, no pudo ser solucionado de la forma como se pretendia, pues si se
estaba partiendo de solucionar problemas reales en lo posible, resolver este, no

era lo mas honesto.

CUARTA SITUACION PROBLEMA

i Situacién-problema 4 (pag. 64)
i
i Un cuerpo se deja caer desde una altura de 500 metros. Evidentemente la altura

''h del cuerpo con respecto al suelo ird disminuyendo. Nuestro interés es
determinar la variacién de la altura con respecto al tiempo.

(&
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El problema plantea la situacion de analizar la variacion de la altura con respecto al
suelo a medida que transcurre el tiempo. Para ello, los profesores ya sabiendo el
tipo de analisis que debe hacerse para esta situacion, plantean de forma individual

una solucion.

Para observar los andlisis hechos por algunos de los profesores investigados, el

profesor C para al tablero y expone su analisis grafico de la siguiente manera:

h4 hA

-V
v

Grafico 1 Grafico 2

Plantea estas dos posibles soluciones para determinar la variacion de la altura con
respecto al tiempo, aclarando que la altura se esta tomando con respecto a lo que
le falta para llegar al suelo. Un profesor del curso le cuestiona el por qué no
incluyo la grafica lineal, a lo cual el profesor C le responde que su analisis no es
coherente debido a que el objeto cae cada vez mas rapido y eso implica que la

altura es cada vez menor pero ya no de forma constante.

En este punto, los profesores comienzan a tener algo de confusibn en el
planteamiento del grafico que modele la variacion de la altura, lo interesante es
que el profesor C mantiene su concepcion en que el grafico lineal no representa la
situacion, pero ya no halla cémo explicarlo. El profesor director del curso, le
pregunta al profesor que manifiesta que la solucion es la lineal, que dé una
explicacion clara acerca de su creencia y nos damos cuenta de que el profesor lo
que esté planteando es la variacion de la velocidad con respecto a tiempo que si es

una constante, pues la aceleracion es siempre la misma.
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Una vez aclarado este punto que se volvid mucho mas interesante que los analisis

anteriores, ya que muestra que los profesores no solo notan variaciéon en la altura

sino que también la reconocen en la velocidad con la que baja el objeto; pero por

no ser este el interés inmediato del problema, se continda con el analisis de la

variacion de la altura con respecto al suelo.

El profesor C determina entonces, una vez hecho el analisis a cada gréafico con los

incrementos, que la representacion de la situacion que se plantea la da el gréafico

2. Para culminar con este analisis y poder llegar a generalizaciones, el director del

curso hace una breve exposicion acerca de las propiedades encontradas en el

desarrollo del las situaciones anteriormente desarrolladas.

HACLA LA GENERALIZACION
TIPO 1 TIPO 2 TIPO 3 TIPO 4
Creciente y céncava | Creciente y céncava | Decreciente y concava | Decreciente y
hacia abajo. hacia arriba hacia arriba concava hacia abajo.

La magnitud de interés
crece cada vez mas

lentamente.

La magnitud de interés
crece cada vez mas

rapidamente.

La magnitud de interés
decrece cada vez mas

lentamente.

La magnitud de
interés decrece cada
vez mas

rdpidamente.
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En socializacidén con el curso y a manera de conclusiones de esta segunda parte, se
presentaron 4 tipos de graficas de razones de cambio. Cuando la grafica de la
razon de cambio es creciente y concava hacia abajo, la magnitud de interés crece
y lo hace lentamente (deducido de la situacién 1); cuando la grafica de la razon
de cambio es creciente pero concava hacia arriba, la magnitud de interés crece
pero rapidamente (deducido situacién 2); cuando la grafica de la razén de cambio
es decreciente y concava hacia arriba, la magnitud de interés decrece cada vez
mas lento y finalmente, cuando la grafica de la razon de cambio es decreciente
pero céncava hacia abajo, la magnitud de interés decrece cada vez mas rapido

(deducido situaciéon 3y 4).

Se proponen dos gréficos para analizar en forma general, donde los profesores
participan en las conclusiones que alli se plantean (ver la siguiente gréfica). La
grafica es de una funcién de interés que llamamos F(x), y lo que se analizaron
fueron las razones de cambio en cada uno de esos intervalos. El director del curso
plantea la necesidad de que el estudiante proponga soluciones de forma intuitiva,
antes de hacer demostraciones y procesos algebraicos; que el estudiante se haga

consciente de que lo que esta haciendo y lo que esta aprendiendo es cierto.

El profesor D plantea que si la razon de cambio en el intervalo | es positiva, y
después del punto K la razobn de cambio es negativa, implica que la razon de

cambio en ese punto sea cero.

87



RECONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE DERIVADA
EN DOCENTES DE MATEMATICAS

Proposicidon 1: la razén de cambio es positiva en el intervalo |, la magnitud es creciente en ese
intervalo.

Proposicidn 2: la razén de cambio es negativa en el intervalo J, la magnitud es decreciente en ese
intervalo.

Encontramos un punto donde la magnitud toma su maximo valor. En las cercanias de ese punto la
razon de cambio es muy pequefia. Antes de es punto la razén de cambio es positiva, después de ese
punto, la razén de cambio es negativa.

La razon de cambio es decreciente en todo el intervalo, la grafica de la magnitud es concava hacia
abajo en ese intervalo.

Una vez expuesto y socializado el analisis de este grafico, se pasé al analisis de

siguiente gréfica:

v

Proposicidn 1: la razén e cambio es negativa en el intervalo |, la magnitud es decreciente en ese
intervalo.

Proposicidn 2: la razon de cambio es positiva en el intervalo J, la magnitud es creciente en ese
intervalo.

Encontramos un punto donde la magnitud toma su minimo valor. En las cercanias de este punto la
razon de cambio es muy pequeiia. Antes de este punto, la razén de cambio es negativa, después de
este punto, la razén de cambio es positiva.

La razon de cambio es creciente en todo el intervalo, la grafica de la magnitud es céncava hacia
arriba en todo el intervalo.

a
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La razon de cambio esta creciendo en todo el intervalo, lo que implica que cuando
la funcidon de interés es cdncava hacia arriba, la razén de cambio es creciente, que
es equivalente a la derivada positiva —adelantandose un poco a la tematica-. Esto
se deduce cuando trazamos rectas tangentes a la curva en puntos cualesquiera,
las pendientes de ellas vienen de los negativos, llega a cero en el punto K y se

vuelven positivas, pero siempre crecientes.

Para el punto de inflexion el profesor director del curso, plantea la siguiente grafica

y pregunta acerca de la importancia de ellos:

r
Puptos de Inflexion

»

En la grafica, antes de llegar al punto t;
la razén de cambio es decreciente, pero
a partir de ese punto, la razén de cambio
comienza a crecer, luego ese punto t; es
un punto minimo, pero de la razén de

ramhin

i
|
i
i
i
|
|
|
i
i
i
|
e e e e e e e e e e e — J

Se pregunta “;qué es un punto de inflexién?”, el profesor D responde: es donde

ocurre un cambio de concavidad.

El profesor director del curso afirma: “los puntos de inflexibn son un maximo
ccierto?”, el profesor D dice que si. ¢Cual es el punto de inflexion ahi?, t,
responde. ¢Pero si tiene la misma concavidad antes de él y después de él?, ah, no
entonces es en t;. La gréafica antes de él es cdncava hacia abajo y después de él

concava hacia arriba.

El profesor director del curso plantea qué otra cualidad tiene ese punto de
inflexion, a lo cual un profesor del curso afirma: “en ese punto la razén de cambio

deja de decrecer para comenzar a crecer.” El profesor director afirma entonces
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que tiene razon para decir que es un punto minimo, porque deja de decrecer y
comienza a crecer, luego el punto de inflexion en ese caso es un minimo, pero,

¢un minimo de quien?

El profesor C dice que para él no es un minimo, porque segun lo que él ha
aprendido no es coherente decir que es un minimo. El profesor director le aclara
que efectivamente NO es un minimo de la funcion de interés, es de la RAZON DE
CAMBIO. Por eso es que para hallar lo puntos de inflexion de la funcion de interés
se iguala la segunda derivada a cero y ese analisis muy seguramente nadie se

habia dedicado a hacerlo.

El analisis de los puntos de inflexion, fue muy interesante; los profesores en un
principio aceptan la afirmacion hecha por el profesor director, pero es el profesor C
quien verdaderamente se cuestiona acerca de ser un minimo pero de cual funcién.
Recordemos que es el profesor C a quien hemos catalogado como el profesor que

comienza este curso con mejores bases del concepto de derivada.

Después de reflexionar acerca de los puntos de inflexion se exponen las siguientes

conclusiones:
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Antes de llegar al punto P la funcién es

céncava hacia arriba, y luego se vuelve
P céncava hacia abajo. La razén de cambio
es creciente antes de P, y luego
decreciente después de P; luego P es un

punto maximo de la razén de cambio.

Antes de llegar al punto P la funcién es
concava hacia abajo, y luego es cdncava
hacia arriba. La razén de cambio antes de
P es decreciente, y luego es creciente:

v

luego P es un punto minimo de la razén
de cambio.

Antes de llegar al punto P la funcién es
P concava hacia arriba, y luego es concava
hacia abajo. La razén de cambio antes de
P es creciente, y luego es decreciente:

v

luego P es un punto maximo de la razén

de cambio.

Antes de llegar al punto P la funcidn es

concava hacia abajo, y luego es cdncava
P hacia arriba. La razén de cambio antes de
P es decreciente, y luego es creciente:

luego P es un punto minimo de la razén

v

de cambio.

Una vez concluidos estos analisis, podemos afirmar que para esta primera parte de
la segunda sesion el avance ha sido muy bueno, el profesor A resume que, en
primera medida cuando lo razén de cambio no es constante, el modelo de la
situacion ya no es lineal; ademas de los avances en el andlisis grafico cuando
analizamos la funcidn de interés para llegar a la funcion derivada sin necesidad de

hacer procesos algebraicos.
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Para culminar con esta sesion el profesor A plantea en su exposicion el siguiente

problema del texto guia:

Situacidn-problema 5: (pag. 94)

Un objeto se lanza desde el suelo hacia arriba con una velocidad inicial v,=49 |
metros/segundo. Nos interesa deducir la férmula de la altura con respecto al tiempo.

I~ |
' |
! [
! [
! [
! [
! |
! o T i
! i
! |
! [
! [
! [
! [
! [

Para comenzar, el profesor A plantea que la velocidad del objeto es cada vez mas
lenta debido a la fuerza de gravedad, que impulsa al objeto hacia el suelo. Como la
gravedad es una constante de 9.8 m/s® y es la razén de cambio de la velocidad,
entonces la expresion que muestra el comportamiento de la velocidad con respecto

al tiempo es la siguiente: v(t) = 49 — 9.8t

»

Donde 49 es la velocidad con la que comienza el objeto. |, 4
Esta es entonces la razén de cambio de la altura h con 49
respecto al tiempo, cuya grafica se muestra a

continuacion.

) : 0 5 Tt
Aqui el profesor A junto con el profesor B plantean que \

para hallar la altura en un tiempo cualquiera menor a 5,
solo hay que hallar el area debajo de la curva; por ejemplo para hallar la altura a

los 4 segundos, se tiene que es el area del sector A mas el area del sector B.
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) 1
49 Area A = 5(4)(4g) = 89
A Area B = (4)(49 — 4g) = 196 — 16g
B Area (A + B) = 117.6 metros

v

045\ t

La altura a los 5 segundos, es mas sencillo pues es el area de todo el triangulo de
base 5 y altura 49, luego la altura del objeto a los 5

segundos es de: 122.5 metros.
49

La pregunta surge de parte del profesor D sobre qué A

pasa con la altura del objeto después de los 5

v

segundos, pues el area de la regidon daria negativa;

ante esto, el profesor C hace el siguiente esquemay le

plantea al profesor D que hay que calcular el area del

sector B y sumarle la del sector A que ya se sabe que es de 122.5 metros.

El profesor director del curso, cuestiona a los profesores sobre qué explicacidon
puede darse, pues finalmente es claro que el area B va a dar negativa, luego la
suma de ellas dos -area A y B- seria realmente una resta. El profesor A de forma
concisa y clara explica que este suceso ocurre porque el objeto comienza a
descender, entonces las distancias comienzan a ser cada vez menores hasta llegar

a cero.

El profesor A hace un analisis muy preciso y coherente acerca del problema, lo que
refleja un buen manejo de las variables, de las magnitudes de interés y de la

relacién entre ellas.

93



RECONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE DERIVADA
EN DOCENTES DE MATEMATICAS

Para culminar y encontrar la expresion general de la altura del objeto con respecto
al tiempo, el profesor A plantea dos expresiones, una de ellas para cuando el
tiempo es menor a cinco y otra cuando este sea mayor a cinco, de la siguiente

manera.

h(t) = %(t)(49 — (49 —9.8t)) h(t) = 122.5 — % (t —5)(—49 4+ 9.8t)
+ (t)(49 — 9.8t)

1
1 h(t) = 122.5 — (—49t + E9.8t2 +122.5)
h(t) = 59.81:2 + 49t — 9.8t2

1
1 h(t) = 49t — 59.8152 parat =5
h(t) = 49t — 59.8t2 parat <5

De alli se dedujo que la altura para cualquier tiempo t esta dada por la misma
expresion. Tanto geométrica como algebraicamente llegar a este tipo de
descubrimiento es realmente importante en la ensefianza de la matematica; en un
principio, los profesores argumentaban no tener la misma expresion para el primer
caso y el segundo, pero a partir de un analisis geométrico en un comienzo, y
luego acompafnado de un proceso algebraico se ha concluido que la expresion es

la misma, cosas que se forman realmente fascinantes al hacer matematica.

Sin embargo, algunos profesores argumentan aun que lo que demora en subir un
cuerpo no es el mismo que demora en bajar. No obstante, el profesor D no esta de
acuerdo y afirma que cuando el cuerpo llega a su altura maxima su velocidad es
cero y el objeto comienza a descender y llega la misma velocidad con la que inicid
al suelo, y eso lo explica la expresion que el profesor A hall6. Finalmente, en forma

general se concluye la expresién que comunmente se utiliza en fisica para hallar la

altura de un cuerpo y es la siguiente: h(t) = v,t — %gtz.

De esta manera, para concluir este apartado, resalto que hacer el analisis
geométrico acerca del comportamiento de las magnitudes de interés, provocé en
los profesores un cambio significativo en la concepcion que tenian acerca de

resolver situaciones donde se puede aplicar la nocién de derivada. En este
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momento, el profesor deja a un lado lo que “sabe” acerca de resolver problemas
de aplicacion de la derivada, y comienza a realizar ahora un andlisis que parte de
lo intuitivo acerca de las magnitudes de interés, y que pueden llegar a

conclusiones relevantes en la matematica.

En los cuatro primeros problemas planteados, los profesores investigados,
mostraron en un comienzo tener dificultades en el andlisis, ya que no habian
hecho nunca este tipo de reflexiones. Sin embargo, el desarrollo que tuvieron
durante la sesion mostro en los profesores A, C y D una comprension buena acerca
del andlisis grafico de las razones de cambio y de sus caracteristicas, asi como de
los puntos de inflexién en las funciones de interés y su importancia en la funcién
derivada. No obstante, el profesor B mostr6 un avance menos presuroso, en el
andlisis grafico, reflejdndolo en confusiones en la relacion entre la gréfica de la

funcion de interés y en la de la funcién derivada.

El profesor C muestra en el andlisis de los puntos de inflexion hacer reflexiones
constantes acerca de su conocimiento y de la relacion que pueda establecer en el

conocimiento adquirido en este curso y los conocimientos ya conceptualizados.

A partir del analisis grafico —dedicado gran parte de la sesién a este— se espera
que los profesores teniendo la grafica de una funcion de interés realicen el
bosquejo de la funcion derivada, tal y como se analiz6 en los graficos 1 y 2

después del planteamiento y socializacion de los problemas.

En la exposicion realizada por el profesor A junto con el profesor B, el profesor A
deja ver que ha comenzado a tener un avance importante en la forma de concebir
la derivada; su analisis en la situacién planteada y en la interpretacion hecha en la
solucion que propone el texto, deja ver el dominio que tiene cuando habla de las
funciones de interés, de la razén de cambio de esa funcién de interés y de la

relacion que puede establecer entre ellas.
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Las conclusiones a las que se llegaron en el problema expuesto por los profesores
A y B, dejaron ver de manera clara lo fascinante que puede llegar a ser la
matematica, debido a la forma como se abordé el problema; el hecho de
comenzar a hacer un analisis intuitivo y geométrico para luego comenzar a realizar
un analisis  algebraico permite establecer un puente entre estos  dos
razonamientos que, finalmente Illevan a establecer generalizaciones tan
importantes como a las que se llegaron. Se debe enfatizar también que no se
propusieron solamente problemas para analizar las razones de cambio, sino que
se esta construyendo el concepto a partir de ese puente —por asi decirlo— de ir y

venir entre las funciones de interés y las razones de cambio.

En la segunda sesion se llega a un resultado importante y es el analizar que si la
razon de cambio de una funcion de interés no es constante, pero la razén de la
razon de cambio si lo es —como en la situacion 5-, entonces la magnitud de interés
se halla encontrando el area bajo la curva la razén de cambio. A este resultado se
llega de una manera bastante intuitiva, que luego debera llevarse a la rigurosidad

matematica, pero que en un comienzo deben manejarse intuitivamente.

3.2.3 Tercera sesion: “La problematica cuando la

razon de cambio no es constante”

En la tercera sesién el profesor C realizdé una exposicién acerca de “la probleméatica
cuando la razén de cambio no es constante” a partir del método de Euler utilizado

en el siglo XVII, donde la funcion razén de cambio ya no es una funcién lineal.

A continuacién se describira el problema que plantea el profesor C y la solucion a

este:
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Situacion-problema 6 (pag. 103)

Un automovil parte del reposo en el instante t=0 y se mueve a lo largo de una carretera |
recta. Su velocidad, en cualquier instante t, estd dada por la férmula:
t=4

|

|

|

|

t=0 i
« i

éh—’ ﬂi v(t) = 3¢% i
|

|

i

|

|

|

d

Encuentre el valor aproximado del desplazamiento d del automévil cuando han
transcurrido 4 segundos.

Este problema lo que busca es encontrar la antiderivada de la velocidad —de forma
implicita-, y para eso se parti6 del mismo tipo de analisis realizado en las

situaciones anteriores.

Para comenzar a resolver el problema el profesor C pidié a los demas colegas las
caracteristicas generales para esta situacion. El profesor D propuso las siguientes

caracteristicas:

e La velocidad aumenta
e Larazoén de cambio aumenta

e El desplazamiento es creciente

La primera es clara, debido que el mismo problema da la expresion de la velocidad
con respecto al tiempo. En la segunda se refiere precisamente a la misma
velocidad; en la tercera caracteristica el profesor D ya hace un andlisis intuitivo

acerca de lo que sucede con la funcién
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desplazamiento.

El profesor C realiza una grafica de la velocidad

con respecto al tiempo, la cual se muestra a

#oil. ycill.
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continuacion. Se desprecia la grafica con valores menores a cero en el eje t. una
vez realizada la grafica, el profesor pide un bosquejo de la posible gréafica del
desplazamiento con respecto al tiempo que es, finalmente la de mayor interés en

el problema.

El profesor B pasa al tablero y bosqueja la siguiente grafica:

En su argumento muestra que la ha deducido una vez ha conocido por la férmula
que la velocidad es cuadréatica, y explica que la del 44
desplazamiento debe ser una cubica. Su deduccién no
es nada intuitiva y si muy procedimental; asi que el

profesor director del curso le pide olvidar la férmula y

.

hacer la grafica de desplazamiento si solo conoce la —
Grafico 1

grafica de su razén de cambio. El profesor B muestra
tener dificultades nuevamente en deducir el grafico que modele esta situacion. Al
cabo de varias discusiones acerca de la posible gréafica, el profesor, ya teniendo en
cuenta que la funcion desplazamiento es creciente, plantea las tres posibles
graficas que modelan esta situacion, y de ellas escoge la linea recta argumentando

gue el desplazamiento es rectilineo.

Dada esta situacién nos podemos dar cuenta que el profesor si tiene dificultades
aun en el analisis de graficos y en ese ir y venir entre la funcién de interés y su
razon de cambio. Al finalizar la discusion el profesor logra entender algo del

porqué la grafica que modela la situacion debe ser céncava hacia arriba.
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Una vez deducida la gréfica, el profesor C paso a realizar un analisis para deducir
el desplazamiento del automovil a los 4 segundos de haber comenzado a rodar.
Enfatizd en que en el problema anterior, cuando la razén de cambio tampoco era
constante, pero la razén de la razon de cambio si, se tenia que la razon de cambio
de la funcion de interés era una linea recta y hallar el area bajo esa curva no
representaba mayor dificultad. En este momento, hallar el area bajo esta curva —
qgue no es lineal-, ya no es un problema tan sencillo de solucionar. Lo que propuso
fue, haciendo uso de las herramientas usadas en el siglo XVII por Euler, dividir el
segmento bajo la curva desde cero hasta cuatro en varios segmentos iguales de
tiempo y calcular el area bajo esa curva por exceso y por defecto tal y como se

muestra a continuacion:

A Por defecto A Por Exceso
t [0 (1 [2 [3 |4 d d
Vo |0 |3 |12 |27 |36
Ad 0 3 12 27
Ad 3 12 27 36
d(4) #3412+ 27 + 36 = 78 metros
12 3 4 't 12 3 4 Tt
d(4) * 0+ 3+ 12+ 27 = 42 metros
d(4) ~ 42 metros d(4) = 78 metros

En este ejemplo tomd sub-intervalos de 1 unidad en el tiempo y le resulta que la
distancia recorrida por el automdvil a los 4 segundos esta entre los 42 y los 78
metros, intervalo que es realmente muy grande; asi que el profesor C propone
dividir el segmento (0,4) en sub-intervalos de 0.5 de unidad, luego en el
computador muestra el acotamiento del intervalo que contiene el desplazamiento a
los 4 segundos, y utiliza sub-intervalos de 0.2, 0.1. 0.01 y 0.001 que para este
altimo se muestra que el desplazamiento esta entre los 63.904 por defecto y los
64.093 por exceso, este resultado casi que obliga a deducir que la distancia

recorrida a los 4 segundos debe ser de 64 metros.
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El uso del computador y del programa Geogebra, muy utilizado por el grupo del
profesor C, les permitié inferir esta solucion sin tener que hacer célculos manuales,
cosa que permitié el avance casi inmediato, una vez entendido el método, para

llegar a la generalizacién para cualquier t.

En la generalizacion, el profesor director del curso les propone a los profesores
deducir una expresién que permita calcular el desplazamiento del automdavil para
cualquier tiempo t, sabiendo que los intervalos que se van a tomar ahora para ese
tiempo t es de tamafio t/n y la altura esta dada por expresion de la velocidad
v(t) = 3t?; los profesores realizan los calculos correspondientes y en la

socializacion se obtiene lo siguiente:

De alli en trabajo con todo el curso se resuelve esta sumatoria de los cuadrados de

los primeros n nimeros, que estad dada por:

t3 +1D@2n+1)\ 32n3+3n +
a =35 nn+1(2n+1)\ t°@2n n° +n)
n3 6 2n3

De esta expresion se tiene que n debe tomar valores muy grandes para que los
intervalos tiendan a ser muy pequefios y acercarse a cero. Con esta expresion,

calculamos el limite cuando n — oo, y se obtiene:

o 2n®+3nf+n
lim =1
n—oo 2n3

Reemplazando en la ecuacion deducida de la distancia en funcion del tiempo, se
obtiene que:
d(it) =¢t3
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Y con esto se ha encontrado finalmente la expresion que determina el
desplazamiento de un automovil con velocidad v(t) = 3t? en cualquier tiempo t. El
andlisis hecho para deducir esta generalizacion, fue realizado en trabajo junto con
el profesor director del curso; lo interesante de esta situacidn, es observar como a
través de un planteamiento que en un comienzo solo se preocupa por deducir el
desplazamiento a los 4 segundos y utilizando el método de Euler en el silgo XVII,
los profesores pudieron llegar a deducir una expresion general sin hacer célculos
para hallar la antiderivada de la funcion y llegar exactamente a lo mismo. Este
hecho es relevante para cumplir con el propoésito del curso que es que el profesor

llegue a descubrir el Teorema Fundamental del célculo.

Para culminar con la primera parte de la sesion, se hizo un andlisis en forma
general acerca de las funciones de interés cuando su razén de cambio es una

funcion polindbmica, determinando lo siguiente:

e Cuando la razén de cambio de una funcién de interés es una constante,
entonces la funcién de interés es una funcién lineal (primera sesion).

e Cuando la razon de cambio de una funcién de interés es una funcién lineal,
entonces la funcién de interés es una funcion cuadratica (primera segunda
sesion).

e Cuando la razén de cambio de una funcién de interés es una funcién

cuadratica, entonces la funcién de interés es una funcion cubica (tercera

sesion).
Razon de cambio | Funcion de interés

f)=k F(x) = kx
2

fO) = x FOO ==
3

f(x) = x? mm=%
n+1

x) = x" =
f(x) F(X) —
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Con estas caracteristicas acerca del comportamiento de la funcion de interés dada
la razon de cambio, se pudo construir un modelo de anti-derivacién para las

funciones polinémicas, tal como lo se muestra en la siguiente tabla:

En forma general, se ha concluido una expresion para hallar la funcién de interés
una vez conocida su razon de cambio, y es precisamente la que se trabaja como
reglas de integracion en los cursos de calculo. Seguidamente, se muestra a groso
modo, la exposicion realizada por otros profesores de la especializacion para
conocer la importancia del llamado valor inicial al realizar procesos de anti-
derivacion por medio de una situacion cuya razén de cambio no es una funcion

polinbmica:

Situacion-problema 7 (pag. 115)

Una varilla tiene 20 centimetros de longitud. Se coloca sobre un eje x, medido en
centimetros, con el extremo izquierdo en el origen. (x=0). Lo que se pretende es
calcular la masa total de la varilla.

20

La funcion de densidad de masa (en gramos/centimetro) esta dad por la férmula:

4si0<x<10
Fx) =1 120

110 < x < 20
x+20 b =%=

La grafica que bosqueja la variacibn de la masa con respecto al tiempo (la
densidad) es la que se muestra a continuacién; en ella se ve que la varilla tiene
una densidad constante los primeros 10 centimetros, y de los 10 a los 20
centimetros, la densidad comienza a ser decreciente; es decir, la razén de cambio

de la masa es decreciente.

102



RECONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE DERIVADA
EN DOCENTES DE MATEMATICAS

Densidad de |la masa

Una vez conocido el grafico de la razon de cambio, el profesor D plantea el gréafico

de la funcion masa, y es el siguiente:

Explica que como en el primer intervalo, la razén de cambio de la masa es
constante, luego la grafica de la masa en ese intervalo de [0,10] es una linea
recta; a partir de los 10 centimetros, la razon de cambio es decreciente pero
decrece cada vez mas lento, luego la grafica de la masa en ese intervalo es una

curva creciente y concava hacia abajo.

Calcular la masa total de la varilla, se convierte finalmente en calcular la masa
después de los 10 centimetros, pues antes de este valor, la masa tiene 40
gramos/centimetro, haciendo uso de las reglas deducidas en la situacion anterior.
Para este intervalo [10,20], sabiendo que la funciébn que representa la razoén de
cambio de la masa no es una funcién polinébmica, se hallé el area bajo la curva
tomando sub-intervalos pequefios de longitud en la funcion densidad, y los

resultados se muestran a continuacion:
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Estos sub-intervalos son de 0.1 centimetros, y parten de los 40 gramos/centimetro
de masa que hay a los 10 centimetros de longitud. Luego se pudo concluir que la

masa acumulada debe ser de 74.5 gramos/centimetro.

Queriendo llegar nuevamente a una generalizacién, se planteé que la masa
acumulada en un valor cualquiera b, era semejante a la sumatoria del producto de
la densidad en un valor determinado por la longitud escogida, mas el valor inicial
dado.

M (b) = M(a)+zn:r(x])-Ax

Donde la exactitud de M(b) depende de la cantidad de sub-intervalos que se
tomen para cada caso. Alli el profesor director del curso enfatiza en la importancia
de conocer el valor inicial al hallar la funcion de interés, ya que existen infinitas
funciones de interés que tienen una misma razén de cambio, y es solo el valor
inicial el que hace que de esa familia de funciones se escoja solo la funcién de

interés en ese instante.
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En términos de conclusiones, finalmente, la aplicacion del método de Euler para
encontrar una funcién de interés una vez conocida su razén de cambio, hizo que el
profesor re-descubriera las reglas o propiedades de anti-derivacion utilizadas en
los cursos de calculo y que comunmente se aprenden de memoria. El hecho de re-
descubrirlas provoco en los profesores un apropiamiento del concepto mismo de

la anti-derivacion.

Inducido que el mismo proceso de la anti-derivacion viene a ser realmente la
sumatoria de los incrementos del area, dejé ver en el profesor una concepcién mas
clara de forma geométrica sobre el concepto; ademés, manifestdé la estrecha
relacion entre las areas y conocimientos de la matematica, estableciendo la
relacion de la anti-derivada con sumatorias, areas bajo una curva y procesos
algebraicos acerca el limite que se constituyen en una riqueza grande en la
concepcidn que se tenga acerca de la matematica misma en los profesores

investigados.

Aunque no se pudo llegar a una expresion clara para la situacion 7, ya que la
razon de cambio no era una funcién polinémica, deja claro la importancia de tener
una condicién inicial para hallar con exactitud la funcion de interés una vez

conocida su razén de cambio.

Con respecto a la evolucién de los profesores investigados, el profesor B mostro
tener dificultades en el entendimiento de las graficas de la funcidon de interés una
vez conocida la de su razén de cambio; su dificultad se basa en el no salir de sus
“conocimientos” que se han vuelto procedimentales, y de analizar intuitivamente lo
gue pasa en estos casos. En importante recalcar que para la solucion de
situaciones problema, el analisis intuitivo como primera medida, hace que se tenga

mas propiedad de lo que se busca y de a donde se quiere llegar.

El profesor C manifiesta haber entendido la relacion gréfica entre la funcion de
interés y su razén de cambio, y lo muestra en la propiedad de las exposiciones que

realiza asi como en los analisis realizados en las diferentes situaciones. Sus bases
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acerca de la concepcion de derivada son coherentes y muestra un empalme entre

los conocimientos previos y los que esta construyendo en el curso.

El profesor D manifesté avance en el manejo grafico de la funcion de interés una

vez conocida su razon de cambio.

El objetivo de esta sesion fue la de llegar a la conceptualizacion de ideas
fundamentales de la antiderivada a partir de la interpretacion geométrica de las
razones de cambio, y de establecer la relacion de la antiderivada con el area bajo

la curva de la funcién razén de cambio.

3.2.4 Cuarta sesion: “La derivada: razon instantanea de

cambio”

En las sesiones anteriores se habia dedicado espacio a reconstruir tanto
geométrica como algebraicamente la funcion de interés una vez conociamos su
razon de cambio, y se dedujeron reglas conocidas en la antiderivacién. En esta
sesion se dedico espacio a conocer la razon de cambio de una funcion de interés

especifica en el planteamiento de un problema.

El proposito fundamental fue construir la conceptualizacion de la derivada, las
reglas de derivacion y la conceptualizacion del Teorema Fundamental del Calculo.
Para esto, el profesor C y su grupo de trabajo realizaron la primera exposicion que

partié de la siguiente situacion:
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i Situacién-problema 8: (pag. 135)

Un objeto se encuentra a una gran altura del suelo y se deja caer. Aceptamos que |
conocemos la férmula que nos calcula la distancia recorrida en términos del tiempo:

|
|
|
|
|
|
|
|
of o0 1 |
o s s(t) = Egt2 = 4.9¢> i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Donde s estd medido en metros, t en segundos y t=o cuando el cuerpo se suelta.

¢Cual sera la velocidad del cuerpo cuando ha transcurrido 1 segundo?

El profesor C comienza la exposicion aclarando que en este problema esta dado el
desplazamiento —que era lo que en sesiones anteriores se buscaba- y se busca es

la raz6n de cambio de la funcion de interés.

Para conocer la velocidad del automovil en un tiempo t=1, se dividié el intervalo
[0,1] en 10 sub-intervalos, y se asumié la velocidad como constante en intervalos

pequefios de tiempo, asi que la expresion parte de afirmar que:

As = v(1)(0.1)

Q

s(1+0.1) ~ s(1) + v(1)(0.1)

Despejando v(1) se obtiene que: v(1) = w y sabiendo que se tiene la
funcion desplazamiento, se reemplazd en los valores de s y se obtuvo para esta
situacion que:

s(1+0.1)—s(0.1) 5929 — 49

v(1) ~ 01 01

=10.29
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Y concluyd que para cuando el objeto lleva un segundo de caida, su velocidad es
aproximadamente de 10.29 m/seg. Si se toman sub-intervalos més pequefios, la
cercania a encontrar la velocidad verdadera en un tiempo t=1 segundo, va a ser
cada vez mas precisa. Pero este proceso tiende a volverse algo “sin sentido”

cuando lo que se pretende es llegar al valor exacto del desplazamiento.

Aqui se manifiesta la idea de que ese intervalo que se tome pueda ser tan
pequefio como se desee, y acercarse a cero para encontrar lo que se llama la
velocidad instantanea; esa tendencia a ser cero pero no serlo, es la idea intuitiva

del limite.
En forma general, el grupo del profesor C planted la siguiente expresion:

s(t + At) — s(At)

t) =
v(t) AL

Que viene a transformarse en una igualdad cuando aplicamos el limite y se obtiene

que:

~ s(t+ At) — s(At)
v(t) = Al%r—l:lo At

Bajo esta expresion es que concluyen que se puede hallar el valor de la velocidad
con la que va bajando el objeto en cualquier tiempo t. En este caso, sabiendo la

expresion para s(t) dedujeron que:

= 9.8t

»(®) = lim s(t + At) — s(At) ~ lim 49(t + At)? — 4.9t

At—0 At At—0 At
El planteamiento para llegar a esta expresion es bastante conocida por algunos
profesores como lo son el profesor A y el profesor C, ademas es la manera como
introducen la nocién de derivada en los cursos de calculo, que haciendo un buen
trabajo sobre esto, el avance hacia la concepcién de derivada es bastante
interesante. En el proceso de resumir todo lo visto hasta el momento, el profesor

director del curso pide al profesor C hacer un resumen de lo que se ha visto
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durante el curso, a lo cual el profesor realiza la siguiente tabla —que ya se habia

deducido en la sesidon anterior—:

. ) . Forma geométrica de hallar la
Razdon de cambio | Magnitud de interés (M.I)

M.I.
Constante Lineal
F Y
Lineal Cuadratica
rF
Cuadratica Clbica

Polinomio de | Polinomio de grado

grado n n+1

El método de Euler fue el que permitié hallar la magnitud de interés dadas las
razones de cambio como funciones polindmicas, hallando el area bajo la curva.
Cuando la razén de cambio no era una funcién polindmica, la precision para hallar
la expresion no era suficiente con los datos conocidos, sino que se necesitaba

ademés de un valor inicial, resolver una sumatoria mucho mas compleja.

Establecer esa sumatoria, y plantear que la expresion para encontrar la funcion de

interés dada la razon de cambio es:

M (b) = M(a)+Zn:r(xl)-Ax

Es lo que define finalmente el Teorema Fundamental de Calculo. Este hecho se
hace relevante en el salon de clase; el profesor director del curso hizo énfasis en la
importancia del proceso para llegar finalmente a un hecho tan importante en el
Calculo, partiendo de situaciones-problema y sin ninguna intenciéon de utilizar las

reglas de derivacion o antiderivacion, se lleg6 a concluir algo realmente importante
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para la matematica. Sin embargo, la deduccién no fue tan trivial, lo interesante del

caso es que esta expresion en un comienzo es deducida cuando se tiene la funcion

razon de cambio junto con un valor inicial y se quiere llegar a la funcion de interés.

v

Teniendo la funcién de la razén de cambio, y
conociendo un valor inicial M(a), podemos
hallar la funcidon de interés hallando el area
bajo esa curva que se expresa como
~ y . donde r(x) es la
M(b)_M(a)+iZ:l:r(xl) AX» (xi)
altura de cada uno de los rectangulos por los
incrementos en el eje x.

Ahora, si se realiza la grafica de la funcién de interés en el intervalo [a, b] se

obtiene que:

M(b)

M(a)

Ax

>
<

O t----------"-

Conociendo m(a) y queriendo conocer m(b), se puede
expresar a m(b) = m(a) + XL, Ay;. Donde se tiene
que si i—z =1r(x) que es la razén de cambio entonces
Ay =r(x)Ax, que reemplazando en la primera
expresion se tiene que:

m(b) = m(a) + z Ax;r(x;)
i=0

Que es la misma expresién deducida cuando se tenia la
funcién razén de cambio y se queria llegar a la funciones
de interés en el punto b.

Este hecho tan importante es lo que muestra la existencia de una relacion estrecha

entre la derivada y la antiderivada, como procesos inversos, que es finalmente

como se expresa en palabras el Teorema Fundamental de Célculo.

La deduccién fue realizada dentro del resumen que el profesor C realizd6 en un

comienzo con la orientacién del profesor director del curso y la participacion de los

demas profesores.
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A continuacion el profesor A y el profesor B exponen una situacion acerca de la

derivada como razén de cambio instantanea, y se muestra a continuacion:

i Situacion-problema 9: (pag. 153)

: Una barra de aluminio que tiene 5 centimetros de longitud se encuentra en un
. ambiente donde la temperatura es de 5 grados centigrados. A medida que la
i temperatura ambiente aumenta, la barra se expande.

| La longitud L de la barra en términos de la temperatura T del ambiente esta dada por
. la férmula:

| Para I%S,Avdalores de temperatura entre los 5 y los 25°C.

Y e e

v

I |
L 50.000 —{

~ 50.160 4'

|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
|
i L =49910 + 20T — 0.4T?
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

El interés de esta situacion es la de aproximar el valor de la razén de cambio de la
longitud L de la barra con respecto a la temperatura T cuando la temperatura es

de 10°C; es decir se quiere encontrar r(10).

Al igual que en la situacién 8, se toman intervalos muy pequefios a 10, en este
caso, 10.1 y se calcula la razén de cambio entre estas magnitudes suponiendo que

la razén es constante, y se obtiene que:

50071.196 — 50070
r(10) ~ 1 =11.96

Haciendo uso de las herramientas computacionales, el profesor A hace una tabla
de valores en Excel donde muestra el acercamiento de r(10) cuando se toman sub-
intervalos muy pequefios de tiempo pero que, como en la situacion 8, no llevan a

encontrar el valor de interés exactamente, sino siempre serd una aproximacion. Asi
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que el profesor recurrié a plantear ese AT tan pequefio como se quisiera haciendo

uso del limite y escribio la siguiente expresion:

~ L(T +AT) — L(T)
A%r—r}o AT
Para calcular el valor exacto de la razon de cambio de la longitud L a los 10°C, les

resulta que:

o

L(10 + AT) — L(10) _q C
AT B centimetros

ro)= i

Para generalizar estas dos situaciones, unos profesores del curso realizaron el

siguiente analisis:

Situacioén problema FOormula

Un objeto se encuentra a una gran altura
del suelo y se deja caer. Aceptamos que
conocemos la férmula que nos calcula la

distancia recorrida en términos del tiempo:

1
s(t) = Egtz = 4.9¢*

s(t + At) — s(At)
v(t) = lim
( ) At—0 At
Donde s estd medido en metros, t en

segundos y t=o cuando el cuerpo se suelta.
éCual serd la velocidad del cuerpo cuando

ha transcurrido 1 segundo?
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Una barra de aluminio que tiene 5

centimetros de longitud se encuentra en

un ambiente donde la temperatura es de 5

grados centigrados. A medida que la

temperatura ambiente aumenta, la barra se

expande.

La longitud L de la barra en términos de la
. L(T+AT)-L(T)

temperatura T del ambiente estd dada por T(T) = llInAT—>0 T AT

la férmula:

L = 49910 + 20T — 0.4T*>

Para los valores de temperatura entre los 5

y los 259C.

El interés de esta situacién es la de

aproximar el valor de la razén de cambio de

la longitud L de la barra con respecto a la

temperatura T cuando la temperatura es

de 102C; es decir se quiere encontrar r(10).

Luego para calcular la razén de cambio o fx+4Mx) - f(x)
r(x) = lim
Ax—0 Ax

instantanea una vez conocida la funcién de

interés, se tiene que:

Y dedujeron a la derivada como una razon de cambio instantdnea entre dos

magnitudes, y lo instantaneo lo da el limite entre los incrementos.

La deduccion hecha por los profesores expositores contempla un proceso inductivo
partiendo de situaciones particulares, y encontrando que siempre se llega al mismo
proceso sea la situacion que sea donde se tiene la magnitud de interés y se quiere

conocer la razén de cambio en un punto especifico.

En esta misma sesion, y con el animo de llegar formalmente al Teorema
Fundamental de Calculo, se dio un espacio de discusion acerca de qué es un

diferencial, dado un ejemplo que plantea el libro describiéndolo como una porcién
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infinitesimal; después de realizar varios analisis con los profesores entre los cuales

se encontraron respuestas como:

e Es un valor tan pequefio como se quiera
e Es un valor que nadie puede estimar cuanto es pero existe

e El diferencial es lo mismo que un incremento

Donde se muestra la relacion que establecen de semejanza entre incrementos y
diferenciales, sin tener mayor distincion uno del otro. Finalmente, el profesor
director del curso muestra que los diferenciales como tal no pueden ser trabajados
por separado, lo que se puede es establecer una estrecha relacion entre el limite
de los incrementos y el cociente de los diferenciales tal y como se muestra en la

siguiente expresion:

r) — tim TET0 —F® _ df ()

Ax—0 Ax dx
Que en otras palabras de puede expresar a la razobn de cambio como el cociente
entre los diferenciales. De alli se pudo llegar a establecer la expresion que propone
el Teorema Fundamental de Caélculo en términos de una sumatoria, que al
resolverla hay que aplicar también un limite, entonces en vez de hablar de los
incrementos en la variable independiente, se expresa como un diferencial en la

variable de interés, de la siguiente forma:

X
M) = M(a) + f r(x)dx

a
Donde x serd un valor cualquiera, m(a) es la condicién inicial y la sumatoria se
convierte en la integral definida, al cual no hay que aplicar el limite, lo que hace
que se establezca una igualdad entre estas dos expresiones de forma concreta,
haciendose el mismo analisis previamente realizado en esta sesion acerca del
Teorema Fundamental de Célculo donde se establece una estrecha relacion entre

la funcion de interés y su razén de cambio como procesos inversos uno del otro.
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Por ultimo, para cerrar esta sesion, una de las principales conclusiones que se
pueden deducir es el hecho de haber deducido un Teorema tan importante y poco
comprendido —en muchos casos- por los profesores como lo es el Teorema
Fundamental de Calculo; concluir que la derivada y la antiderivada son procesos
reciprocos uno del otro por medio del analisis grafico mas que procedimientos,
hizo que la matematica misma tomara un valor més serio en su misma

comprensidn y ensefianza por parte de los profesores.

Otra de las conclusiones fue el hecho de poder establecer una expresion general
para hallar la funcion de interés dada su razén de cambio, por medio de la solucion
de situaciones problema con las funciones polindmicas, que aunque se habia
trabajado ya en la anterior sesion, finalmente se concretizod en esta. Asi, se definio
formalmente el concepto de derivada como una razon de cambio instantanea

utilizando la nocién de limite, a partir de situaciones problemas.

Con respecto al avance de los profesores, el mismo hecho de reconstruir estos
conceptos matematicos, que muy seguramente trabajaron en la universidad en sus
cursos de calculo, hizo que tomaran un sentido algo diferente al que tenian acerca
del concepto de derivada y su verdadera relacion con la antiderivada, incluso su
concepcidn de la misma matematica debié reevaluarse, el hecho de ensefiar y ver
uno temas de la matematica de forma tradicional o estatica, hace que la
percepcion acerca de ella deje de ser dindmica y con el sentido y la utilidad de la
misma en la vida diaria; los profesores manifestaron darse cuenta de nuevo que la
matematica nace de estudiar la realidad y no de procedimientos rudimentarios que

la hacen hasta desmotivante.
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3.3 EVALUACION DEL PROCESO

DE RECONSTRUCCION DE LOS PARTICIPANTES

Para examinar la concepcion de derivada en los profesores investigados una vez
finalizado el curso, el profesor director del curso les realiz6 una prueba de forma
oral que se describird a continuacién para cada uno de los profesores, con el fin de
analizar la evolucion en la concepcion de derivada y darle cumplimiento al objetivo
principal de esta investigacion. A continuacion se describe la prueba hecha para

cada profesor y después se haran las conclusiones segun los resultados obtenidos.
PROFESOR A

El director del curso le pide hallar una expresion general para encontrar la longitud

de una curva en un intervalo cualquiera, profesor hace el siguiente planteamiento:

Toma diferenciales tanto en x como en y
escribe por Pitagoras que:

dL = +/dx? + dy?

A dv2
v dL = |dx? <1 + d—L)
N :/- F(x) o
dvi Como E:f (x) reemplazé en la anterior
dx E expresion y tuvo que:
5 i R dL = de2(1 +(F@)?)
a b X

Como se pretende hallar la longitud de la
curva desde a hasta b, debe sumar todos esos
diferenciales, que se expresa como:

f dL = f i [+ ()
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—;Qué es la derivada?, pregunta el profesor director del curso.
—Es la razon de cambio instantanea en un punto de esa curva.
—(Qué quiere decir eso?
—Eso nos da un indicio de como esta variando esa magnitud; bueno, y lo instantaneo es ver
justo en ese instante como es la variacion.

—Defina la derivada en un punto.

. , . d
—Bueno, la derivada en un punto estaria dada por:f (x) = d—i

. . .. d
—Pero, (qué significa d—i’?
—Es la pendiente de la recta que pasa por un punto en la curva.

—Pero no la ha definido; yo con eso no puedo calcular la derivada en un punto especifico

dy . . .
porque —- no me dice nada. Es solo una notacion que se hace valiosa para resolver el
X

problema que usted hizo ahora, pero en si eso no me sirve para hallar la derivada de nadie.
Si la derivada es una razon de cambio instantidnea, justed como expresa una razon de
cambio?

—No le entiendo profesor porque el cociente de diferenciales es lo que llamamos la
derivada.

—Si, pero la primera nocioén que se hace para llegar a la definicion de derivada no es con
diferenciales sino con incrementos.

—Ah, si profesor; lo que pasa es que el cociente de diferenciales finalmente es el limite del

. . . Ay _ d
cociente de los incrementos asi: limyy_, A—‘Z = d—i

—Esa es la derivada, pero ;Qué significa eso geométricamente?
—Bueno lo que quiere decir es que se pretende encontrar la razon de cambio en un punto x y

se hace con el limite cuando delta de x tiende a cero asi:

Ay
Ax

v
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—Qué diferencia hay entre incrementos y diferenciales?
—Pues eso es muy similar pero, hablamos del cociente de los diferenciales como el limite
del cociente de los incrementos.
—(Cual es el teorema fundamental del calculo?
—Bueno, el teorema fundamental del célculo nos dice que cuando yo tengo aca una
magnitud, y tengo un diferencial de esa magnitud, entonces tenemos que la razén de cambio
por esa dx es igual al diferencial de esa magnitud; entonces la sumatoria de esos

diferenciales va a ser igual a la sumatoria de esas razones de cambio por ese diferencial.

r(x)dx = dM

M= |dM= | r(x)dx
Jom=]

dx

v

—Bueno, pero en palabras, el Teorema Fundamental del calculo ;qué es lo que dice?

—Que el cambio de magnitud es el area bajo la curva; es decir, mejor dicho, en palabras
concretas, se dice que la derivada es la inversa de la antiderivada, pero realmente me
confundo todavia para hace la reconstruccion del proceso.

—Si usted tiene una razon de cambio ;puede hallar la funcion de interés?

— Ah, no, con la sola razén de cambio no se puede, porque hay una familia de funciones que
tienen la misma razén de cambio, entonces para descubrir cual de esas es, toca tener una

condicion inicial.
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PROFESOR B

—,Qué tipo de problemas se pueden solucionar por medio del calculo?, pregunta el profesor
director.

—Bueno los tipos de problemas que se pueden solucionar por medio del céalculo y que
hemos visto vienen a ser por ejemplo la velocidad instantanea, la caida libre, subida de los
cuerpos, tenemos también la masa de una varilla metélica, lo del temperatura.

—Bueno si, usted puede citarme infinitos ejemplos, pero ;para qué situaciones me sirve el
calculo?

—Bueno profesor para resolver problemas con razones de cambio.

—;,Como cuales?

—Por ejemplo si yo quiero hallar la derivada de la funcion f(x) = x? + x + 3, entonces

f(x+Ax)—f(x)

aplico la definicion de derivada que es limay_,q -

y deduzco cual es la derivada de

la funcién.

El profesor mostr6 no estar preparado para la prueba y tener bastantes
dificultades en la comprension del concepto asi como de su utilidad en la vida
diaria. En esta prueba, el profesor manifest6 grandes vacios todavia en el concepto
y la dificultad para no pensar de forma procedimental al realizar problemas de

matematica.

Para poder hacerle otra valoracion se le pidio al profesor prepararse para un
examen escrito, acerca de todo lo visto en el curso. En el anexo 5 puede encontrar
el examen planteado para el profesor. En este, los resultados no fueron los
mejores, el profesor mostrd seguir teniendo grandes dificultades en el andlisis de
gréficas, en la interpretacion del Teorema Fundamental del céalculo, en el mismo
concepto de derivada y en la resolucion de problemas. En el siguiente capitulo se

hara una descripcion de estas dificultades de forma mas concisa.
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PROFESOR C

1. {Qué es la derivada?
R/. Es una razén de cambio instantanea, es decir, la derivada permite encontrar en un punto

de interés como es su variacion.

2. ;Qué significa que la derivada de la funcién y = x? sea Z—Z = 2x?

R/. Significa que el comportamiento con el que va variando la funcién y = x? es de forma
lineal y creciente; es decir, que en forma general, la razon de cambio de esa funcion
cuadratica para cualquier valor de x esta dada por esa expresion lineal.

3. (Cuadl es el Teorema Fundamental del calculo?

R/. El Teorema lo que dice es que la derivada es el proceso inverso de la antiderivada.

4. ;Lo puede explicar en una grafica?

R/. Bueno haciendo una grafica de una funcion de interés por ejemplo:

M(b)

M(a)

Y se toman incrementos pequefios tanto en x como en y. Entonces si a uno le dan un valor
inicial de la funcion de interés llamado M(a) y se quiere encontrar el valor de M(b),
entonces se tiene que M (b) = M(a) + Yj=; Ay . Cuando se tiene la funcién derivada y se

quiere encontrar la funcion de interés se llega a lo mismo y eso se vio en las clases.
5. (Puede hacer ese bosquejo?

R/. Bueno, si se tiene ahora la grafica de la funcion derivada, que aprovechando que tengo

una de la funcion de interés, entonces la de la derivada es una linea recta, asi:
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v

Se sabe que cuando se quiere llegar a la funcion de interés y se tiene la funcion derivada,
entonces se halla el area bajo esa curva que viene a ser un triangulo para este caso, €so seria
utilizando la formula para hallar el area del tridngulo sabiendo que la base es x y la
altura r(x) que es la razon de cambio. Entonces como nos deben dar un valor inicial para

poder hallar Ia funcion de interés exacta, y al sumar eso queda asi:

M(b) = M(a) + Z xr(x)
i=1

6. Para usted, ;qué importancia tiene la ensefianza de la matematica en la secundaria,
especialmente el concepto de derivada?

R/. Bueno profe, la idea de ensefiar la matematica es porque primero es una ciencia basica y
necesaria para resolver problemas, mejor dicho, ella facilita los procesos de solucion a
problemas que se presenten no solo los que se ponen en el salon sino también los problemas
de la vida cotidiana. Y ensefiar el concepto de derivada, aunque los estudiantes muchas
veces no tienen las bases, les sirve para aprender a pensar, y facilita la solucién de

problemas reales que tengan variaciéon como lo vimos en el desarrollo del curso.

PROFESOR D

Durante la sesion el profesor D mostr6 no estar preparado para presentar la
prueba, asi que se hace el analisis del profesor basado en una prueba escrita tal

como la que se le realizé al profesor B (ver anexo 5).
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<
\4

El profesor escogio la grafica Ill.

En los dos siguientes puntos el profesor no respondi6. Para el punto 4 de falso y
verdadero, el profesor manifestd que la derivada es la razon de cambio, pero no
tomd en cuento lo instantaneo. En los literales c), e) y f) el profesor respondio
correctamente y su justificacibn comprueba el buen analisis que hizo para llegar a
ella. En esta prueba se puede observar que el profesor D tiene un buen manejo
de analisis gréafico al analizar el comportamiento de una funcién de interés dada su

razén de cambio.
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3.4 CARACTERIZANDO LA TRANSFORMACION
DEL CONCEPTO DESPUES DEL PROCESO DE
RECONSTRUCCION CONCEPTUAL

Aqui pretendo presentar el andlisis de la reconstruccién del concepto de derivada
de los cuatro profesores investigados, estableciendo, ademas, un paralelo entre los
conceptos con cuales comenzaron el curso de céalculo y el concepto que se percibio
en la ultima prueba. Esto con el fin de caracterizar la transformacion del concepto

de derivada en los profesores. Veamos:

PROFESOR A

Al comenzar la investigacién, el profesor fue catalogado en un nivel de
comprension de derivada inter pero en una etapa avanzada al intuir su facilidad
para plantear de forma clara soluciones a situaciones problema que implicaban
variacion, ademdas de concluir que el profesor comenzaba con algunas

inconsistencias en el concepto de derivada.

En el transcurso de las cuatro sesiones que se desarrollaron en el seminario, el
profesor manifestd, en un principio, no tener conocimiento del andlisis gréafico de la
funcién de interés dada su razon de cambio; no manejaba un andlisis intuitivo de
los problemas planteados —tal y como se trabajé en el curso- para realizar la
grafica de una funcion de interés una vez conocida la grafica de su razon de
cambio y viceversa. Sin embargo, en el transcurso de las sesiones el profesor
mostro llegar a tener un manejo mas claro en la graficacion de funciones, y una

vez conocida la grafica de funcién de interés, deducir la de su razén de cambio.
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En lo que se refiere a la comprension del concepto de derivada, el profesor mostré
tener una idea mas clara, conoce la definicion formal de derivada y la sabe
expresar en palabras concretas; aunque tiende a confundirse un poco en su
razonamiento geométrico, el profesor mostré claramente un avance en la

definicion de concepto.

En su comprension acerca del Teorema fundamental del Célculo, el profesor
manifesté con palabras concretas en qué consiste el Teorema, pero no fue capaz
de probarlo geométricamente, lo que muestra que aun tiene dificultades en el

entendimiento de este.

En forma general, el profesor mostré durante el curso tener un avance en su
concepcién acerca de la derivada, que era la finalidad de esta investigacion-,
aungue el espacio dedicado para la reconstruccion del concepto fue poca, solo
cuatro sesiones de 8 horas aproximadamente, el profesor mostré aprender algo
mas sobre el concepto de derivada, partiendo desde su mismo andlisis en la

blusqueda de soluciones a situaciones planteadas.

Al culminar el seminario, el profesor ha mostrado tener una mejor comprension del
concepto de derivada, y esto mismo lo lleva a ser catalogado en el esquema de
comprension del concepto de derivada en un nivel inter; sus inconsistencias en el
concepto como tal han sido corregidas, sin embargo pueden existir todavia vacios
en la comprension geomeétrica y en la relacion que establece entre los incrementos
y los diferenciales. En la resolucién de problemas, el profesor manifesté con el
analisis realizado en la prueba final, tener un gran avance en el planteamiento de
la solucién de problemas, y eso implica que su comprension de derivada ha sido

mejor formada.
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PROFESOR B

Al comienzo de la investigacion el profesor fue catalogado en un nivel intra basico,
mostrando tener inconsistencias en el concepto de derivada, dificultades en el
concepto mismo y en la relacion grafica entre una funcion de interés y su razon

de cambio.

En el desarrollo del curso, el profesor mostro realmente tener dificultades al
realizar andlisis intuitivos en el planteamiento de las diferentes situaciones para
analizar graficas de razones de cambio y de funciones de interés. Esto, puede ser
debido a que el profesor, a pesar de sus afios de experiencia, ha concebido la
matematica como una ciencia procedimental, estatica y reglamentaria —que todo
problema se soluciona con alguna regla-, y en un curso —de corto tiempo de
duracion- realmente era dificil que pudiera cambiar radicalmente su forma de
pensar matemdticamente. Sin embargo, en algunas entrevistas informales
realizadas, el profesor manifiesta lo interesante que es ver y ensefar la
matematica a partir de la resolucién de problemas, aunque por falta de tiempo no

se pudo dedicar al estudio el espacio necesario.

Con relacion al concepto de derivada, el profesor expresa en palabras concretas a
la derivada como la razébn de cambio instantdnea, pero su interpretacion
geométrica no la maneja, parece que aun lo asimila con aquel concepto que sirve

para calcular derivadas.

Siendo algo criticos en el abordaje que se le dio al curso, es claro, que no era un
curso apto para todos los conocimientos previos con los que llegaron los
profesores, ya que en si, el curso abordado desde la resolucion de problemas
implica que el profesor sea algo reflexivo e intuitivo en su andlisis, que sea abierto
en la proposicion de ideas para resolverlos, pero que también maneje conceptos

matematicos previos para resolver problemas.
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Concluyendo el analisis con el profesor B, su concepcion acerca de la derivada
sigue teniendo inconsistencias, aunque ahora ya vea que no es lo procedimental
que ha trabajado, la reconstruccion de su concepto necesita mucho mas tiempo

que 32 horas aproximadamente y un tiempo mas de estudio personal.

En el esquema de comprension del concepto de derivada, el profesor sigue en el

nivel intra aunque con algo mas de conocimiento, asi que es intra-medio.

PROFESOR C

Cuando se dio inicio al curso, y con €l a la investigacion, el profesor C en la
prueba diagndstica que presentd mostro tener buenas concepciones acerca de la
derivada, su manejo formal del concepto en la primera prueba, y algo de manejo

en el modelamiento matematico de situaciones problemas.

En el desarrollo del curso, el profesor fue de los que mas se mostrd por sus
aportes en el desarrollo de los problemas que se planteaban. Las conclusiones de
una de las sesiones fueron expuestas por €l y en ella mostrd tener una concepcién

buena acerca de la derivada.

Dentro del curso, el profesor manifestd en un principio no hacer el andlisis intuitivo
a los problemas y en un comienzo, tuvo algunas dificultades con la interpretacion y
bosquejo de gréaficas de funciones, dada la de su razén de cambio y viceversa.
Pero en el transcurso de las clases, el proceso mostr6 un gran avance y

comprension del analisis gréfico.

En la comprension del Teorema Fundamental de célculo, el profesor mostré buen
entendimiento de este, pues no solo lo expresé en términos sencillos, sino que
también logré hacer un grafico que explicara a la derivada y la antiderivada como
procesos inversos. Aungue su proceso de demostracion grafica no fue preciso del

todo, si manifestd tener una idea mas amplia acerca de este Teorema.
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En forma general, el profesor mostré avanzar mas en el dominio del concepto y en
la comprensién del mismo; tiene una comprension del concepto mucho méas amplia
y enriquecedora, y en la clasificacion el profesor se puede catalogar en un nivel

trans en el esquema de comprension del concepto.

El profesor C es uno de los profesores que mostré que un curso abordado desde la
resolucion de problemas, teniendo en cuenta las bases con las que comenzo, la
concepcion de derivada se puede fundamentar mucho mas, dando a intuir que las
clases abordadas desde el planteamiento y resolucion de problemas puede

provocar en el estudiante una comprension mas precisa del concepto.

PROFESOR D

En la prueba diagndstica realizada para el profesor D, mostré tener algunos vacios
en el concepto de derivada y se catalog6 en un nivel de comprension del concepto
de derivada intra medio, ya que aunque si manejaba la idea de la variabilidad en
los problemas que se planteaban, su concepcion formal y analisis grafico no

mostraban tener comprension.

Durante el desarrollo del curso, el profesor mostré tener un avance en el andlisis
de graficas, en una de las sesiones, el profesor realizd un analisis coherente acerca
de los puntos de inflexibn como méximos o minimos de la funcién derivada, partir
de discusiones generadas alrededor del tema en el curso. También mostré en la
prueba final —la escrita- una comprensién del comportamiento gréafico de la razén

de cambio de una funcién dad la grafica de la magnitud de interés.

Con respecto al desarrollo de situaciones problema utilizando la derivada o la
antiderivada, el profesor muestra tener algunas incoherencias en el uso de ellas.
Aungue su avance en la solucién de problemas ha sido bueno, su manejo total de

situaciones que representen la variabilidad aun presenta dificultades.
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Con la concepcidn de derivada, el profesor mostré un avance, bueno al concebir la
derivada desde su formalidad; ya que en un principio, el profesor no manejaba la
definicion de derivada, aun ensefiando el concepto, pero en las pruebas finales, el

profesor manifesto tener una idea de concepto un poco mas formal.

A manera de conclusion, el profesor D mostré tener un avance en la comprension
del concepto aunque no mostré superar las inconsistencias en el concepto, si
mostré un avance en la comprensién del concepto, lo que hizo que sus vacios
hayan menguado un poco. En un principio el profesor se clasificé en el nivel intra
medio, y al finalizar el curso el profesor, dentro de este mismo nivel, mostré tener
una mejor comprension de analisis graficos y del concepto mismo de derivada, lo

gue lleva a catalogarse finalmente en un nivel intra avanzado.

A continuacion se muestra en una tabla la clasificacion antes del curso y después

de este para cada uno de los profesores investigados.

ANTES DEL CURSO DESPUES DEL CURSO
PROFESOR | COMPRENSION _ | COMPRENSION
CLASIFICACION CLASIFICACION
DEL CONCEPTO DEL CONCEPTO
Con Buena
A Intra avanzado inter
inconsistencias concepcion
Con Con
B Intra basico Intra medio
inconsistencias inconsistencias
Buena Buena
C Inter trans
concepcién concepcién
Con Algunas
D Intra medio Intra avanzado
inconsistencias inconsistencias
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CAPITULO 4

Conclusiones

Como culminacion a la investigacion, hago mencion de las conclusiones mas

relevantes en el estudio:

Como culminacioén a la investigacion, hago mencion de las conclusiones mas
relevantes en el estudio:

e Abordar un curso desde el planteamiento y resolucibn de problemas
permitio de manera significativa un avance en la concepcion de derivada en
profesores de mateméaticas. Aqui es relevante darse cuenta que el trabajo
en el aula de clase que se realizd a través de las situaciones problemas,
implicé, por supuesto, una labor delicada de planeacién por parte del
maestro y un proceso de seguimiento muy detallado del trabajo de los

alumnos, con el fin de lograr un mejor apoyo al trabajo realizado por éstos.

e La ensefianza de la matematica a partir de conocimiento tedricos y luego su
aplicacion, ha sido de las cosas ampliamente criticadas en los ultimos afios.
Ahora, el ensefar a partir de problemas para llegar a generalizaciones
importantes a través de la socializaciones hechas en clase, mostré que una
de las vias para la verdadera comprension de la matemética en los
estudiantes puede ser la preparacion de clases a partir de situaciones
problema; esto, implica claramente un compromiso del docente con su
labor, en su compromiso en el aula y con el proceso de aprendizaje de los

estudiantes.
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La ensefianza de la derivada por medio de la resolucién de problemas,
provocé en el estudiante-profesor en un comienzo, un desequilibrio al
darse cuenta que lo que “conocia” por derivada estaba desvirtuado del
verdadero proceso que esta implicitamente trae. En un comienzo del escrito
se hizo un andlisis acerca de la forma evolutiva como los conocimientos
matematicos van surgiendo, que no fue de forma rigurosa ni inmediata, sino
que, se dio a través del planteamiento de situaciones problema que en la
historia se hacian relevantes. Y se enfatiz6 en lo necesario que es hacer ver
la matematica de esta manera, no una matematica estatica y muchas veces
sin sentido, sino una matematica que esté llena de dinamismo, que surja a
través de la busqueda de soluciones a los problemas que se plantean y no

como mecanismo aprendido tedricamente para darle solucion a ellos.

Este curso hecho para los profesores de mateméaticas en ejercicio, ha
dejado muestra de la necesidad de que en las universidades formadoras de
docentes de matematicas se ensefien los conceptos a partir de la resolucion
de problemas, que sean los mismos profesores en formacion o aun los ya
formados los que reconstruyan el concepto matematico. De esta manera,
es posible que la misma enseflanza de la matematica tome un cambio
relevante; durante muchos afios los investigadores se preocuparon por la
forma de buscar estrategias para ensefiar la matematica en los salones de
clase, pero solo hasta hace poco se ha tomado en cuenta de la importancia
que tiene la concepcion de matematica que tiene el profesor que la ensefa,
y lo influyente que puede ser en el aprendizaje del estudiante.

Asi que el ensefiar matematicas a los profesores en formacion produce en el
mismo aula una forma didactica de ensefiarla y le permite al profesor
concebir la matematica de una forma dindmica y evolutiva, mas no estéatica

y procedimental.
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ANEXO 1

CUESTIONARIO ACERCA DE LA ENSENANZA DE LA DERIVADA Y DE LA

MATEMATICA EN GENERAL

NOMBRE:

PREGUNTAS

Si

no

av

Soy paciente y sensible a las preocupaciones de los estudiantes.

Procuro que los estudiantes terminen el afio con buenos apuntes

Me interesa saber qué y como aprenden los estudiantes

Me gusta ser el protagonista de la clase

Me preocupa como pudo ayudar a entender a los estudiantes

Me preocupa que los estudiantes no adquieran los principales conceptos de
la asignatura.

Hago todo lo posible para poder abordar todos los temas en el afio.

Analizo el punto de partida de los estudiantes.

Siempre me baso en los libros para preparar mis clases.

Planifico la clase sobre la base de mi conocimiento, de mis intereses, mis
suposiciones, y de lo que creo que conviene a los estudiantes.

Planifico la asignatura pensando que mis estudiantes tienen pocos
conocimientos de los temas.

Trabajo diferentes metodologias para poder llegar a todos los estudiantes
aungue eso impligue no terminar con el temario.

La evaluacion se basa en conocer si han aprendido a comprendié los temas
explicados.

Me interesa que el estudiante comprenda el concepto de derivada mas que
las reglas de derivacion.

Me parece mas interesante que los estudiantes aprendan a derivar sin
aplicaciones.

Domino el concepto de derivada.

Tengo estrategias para ensefar el concepto de derivada.

Me interesa buscar todas las estrategias posibles para ensefar derivada.

Planeo las clases con anticipacion.
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ANEXO 2

CONCEPCIONES SOBRE DERIVADA

Nombre: Fecha:

De ante mano le agradezco por su colaboracién en la realizacion de este proyecto de investigacion
acerca de: Concepcidn de derivada en los docentes de matemsticas. Espero que estas preguntas
sean contestadas de forma honesta; si llegado el caso no sabe de algln punto especifico, puede
dejar el punto vacio, explicando su desconocimiento. Recuerde que esta prueba también es una
oportunidad para re-evaluar nuestros conocimientos.

1. Para usted, iqué es la derivada? Expliquelo yva sea por un ejemplo o como lo desee,

2. En la vida diaria, iqué ejemplos retoma para comprender y hacer comprender al
estudiante el concepto de derivada?

3. {Qué conceptos debe tener un estudiante para que pueda comprender el concepto de
derivada?

4. Dada la grafica siguiente, v partiendo de lo gue usted sabe sobre derivada, enuncie cugles
puntos son diferenciables v cudles no. Explique por qué.

A
k

5. analice la siguiente definicidn de limite encentrada en un libro de Calculo, luego especifiqué
como comenzaria una clase con el tema de derivada.

DEFINICION

La derivada de una funcidn £ es otra funcién f~(léase f prima) cuyo valor para un nimero
cualquiera ces:

{{c)=1lim M
o G h

Una vez que dicho Iimite exista.
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ANEXO 3

: Fundamentacion Matematica 1V: Cilculo
; Especializacion en Educacion Matematica

i Profesor: Gabriel Yafiez Canal

i Marzo 7 de 2008
1

1

1

1

| Resuelva’los siguientes problemas de forma libre, no intente recordar procedimientos
' que alguna vez estudid, simplemente haga las cosas tal v como crea deben hacerse,
1 ' -

- Justifique plenamente todos sus razonamientos.

Problema 1: La modelizacion matem:itica de la realidad.

(Calculo de una vanable. James Stewart, 2001, p. 27). En la tabla 1 se lista el nivel
promedio de dioxido de carbono en la atmésfera, medido en partes por millén en el
observatorio de Mauna Loa, desde 1972 hasta 1990. Se trata de hallar un modelo
matemdtico que permita estimar la cantidad de diéxido de carbono que pudo haber
en 1987 y predecir el que puede haber en el afio 2005. De otro lado, jcuando
excederd de 400 partes por millon el nivel de CO, .

Afio CO. nivel(en ppm) |
1972 | 3273 '
1914 1330 i
1976 332
1978 3353
1980 3385
1982 341
1984 3443
1986 | 347
1988 351.3
1990 354 |
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| Problema 2: El problema de optimizacidn en niimeros reales |
| Una linea de fibra Optica debe tenderse entre dos pusblos situados en orillss opuestas de |
| unrio en puntos A v B (Ver figura). El ancho dal rio es wn kilometro vBestisituadoa |
| dos kilometros rio ebajo de A. El costo del tendido de la red en tierra es dz ¢ pesos por |
| Kilometro y de 2c por kilometro cuando se realiza bajo el agua. S pregunta por la forma |
| mas economica de tender la fibra dptica |

Problema 3: Un problema antiguo.
Leonarde da Pisa, Fibonacci, Liber 4baci (1202)

B Dos tomes, cuvas aliuras son 30 pasos y 40 pasos, estén a una distancia de 30
pasos. Entee Las dos torres hay una fuente a la cual dos pajaros volando, en el
mismo momento, desde las dos tomes v a la misma velocidad legaran al mismo
nempo. ;A que distancia se encuentra la fuente da las dos torres?
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ANEXO 4

Problema 1:

Un automavil transita por una carretera recta a una velocidad constante de 40
metros por segundo. Se trata de calcular la posicién del automdévil en cualquier
momento, respecto a cualquier lugar que se toma como referencia. Es decir, se
trata de saber la distancia que el automdévil ha recorrido después de que ha
hecho cierto tiempo.

Problema 2:

Dé una expresién que permita calcular la distancia recorrida del carro, si se
empieza a tomar el tiempo en un punto situado a 30 metros a la derecha de un
punto de referencia O respecto al cual calculamos la distancia recorrida.

e

AN e
St

F

¢

30

Problema 3:

Analice el problema desde el punto de vista de la meta. Es decir, las distancias
se toman ahora, respecto a un punto B que se encuentra a la derecha a d
metros del lugar donde se empieza a contar el tiempo. ¢Como se expresa ahora
la distancia en funcién del tiempo transcurrido?




RECONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE DERIVADA
EN DOCENTES DE MATEMATICAS

ANEXO 5

1. Dado el gréfico de la derivada de una funcion:

Determine la funcidon que corresponde entre los graficos de las funciones
representadas a continuacién:

@ @ /L

[] [] ]

2. Dado el grafico de una funcidn:

[/
R

Determine la funcién derivada que le corresponde entre los graficos de las funciones
representadas a continuacion:

\J
-

N O ] []

3. Se desea construir una caja rectangular con T —I - []
una pieza de cartulina de 24 cm de largo y 9 cm de o |
ancho, cortando cuadrados idénticos en las cuatro 3 i i
esquinas y doblando los lados; encuentre las l T II_
dimensiones de la caja de maximo volumen. écual es — 3 ———»

ese volumen?
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4. Responda falso o verdadero y justifique cada una de ellas:
a) Laderivada se puede entender como una razén de cambio.
b) El teorema fundamental de calculo afirma que la derivada es el limite del cociente entre

. . . . A
los incrementos, es decir, que f (x) = lima,_ A—z

c) Si en una funcidn f(x) hay un valor maximo o un valor minimo, entonces la derivada en ese
punto mdximo o minimo debe ser cero.

d) Un diferencial se puede tomar como un valor muy pequefio que se acerca a cero pero no
puede ser cero.

e) Cuando la funcién derivada es decreciente y positiva, entonces la funcion primitiva debe
ser creciente y cdncava hacia abajo.

f) Cuando la grafica de una funcién es negativa y decrece constantemente, entonces, la
grafica de la derivada de la funcién es constante y ademds negativa.
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