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DESCRIPCION

La Dinamica de Fluidos Computacional es una tecnologia creciente. Incluso aunque
haya todavia una cantidad sustancial de desarrollo tedrico necesaria antes de que se
haga un instrumento comtn de la ingenieria, puede ser descrita como el empleo de
procesadores para producir la informacién sobre los caminos en los cuales los fluidos
fluyen en situaciones dadas. CFD abarca una variedad de tecnologias en las que se en-
cuentran las matemaéticas, informatica, ingenieria y la fisica, disciplinas que tienen que
ser acopladas para proporcionar el medio para modelar flujos de fluidos. Tal modelismo
es usado en muchos campos de la ciencia e ingenieria, resultados que son una simulaciéon
realista de un fluido en movimiento. Actualmente CFD depende del problema a ser si-
mulado, el software que se utiliza y la habilidad del usuario. Hasta hace poco el usuario
de CFD ha sido un especialista, probablemente se ha entrenado al nivel doctoral, que
trabaja en un departamento de investigacion y desarrollo. Ahora, sin embargo, la tec-
nologia estd mas extensamente disponible tanto en la industria como en la academia y
entonces CFD es usado para proporcionar ideas en muchos aspectos de movimiento del
fluido. A demas, hay varios textos técnicos que describen las matematicas necesarias
para el proceso de modelizacién, pero estos son a menudo demasiado técnicos para el
usuario del software.

Por medio de este trabajo a través de la metodologia de seminario de investigacion,
busca llevar tal conocimiento de un nivel doctoral a un nivel académico de pregrado
aprovechando la disponibilidad que se cuenta de CFD ahora en los textos técnicos,
dando las bases necesarias para continuar con la investigacion en esta area en la escuela
de Ingenieria Mecéanica.

! Trabajo de grado.
2Universidad Industrial de Santander, Facultad de Ingenierias Fisico-Mecénicas, Escuela de
Ingenieria Mecanica, Director: Ing. Mecanico, Dr. David Alfredo Fuentes Diaz
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DESCRIPTION

Computational fluid dynamics is a growing technology. Even though there is still a
substantial amount of theoretical development necessary before it becomes an consis-
tent engineering tool, can be described as the use of computers to produce information
about the ways in which fluids flow in given situations. CFD embraces a variety of tech-
nologies including mathematics, computer science, engineering and physics, and these
disciplines have to be brought together to provide the means of modelling fluid flows.
Such modelling is used in many fields of science and engineering but, if it is to be useful,
the results that it yields must be a realistic simulation of a uid in motion. At present
this depends on the problem being simulated, the software being used and the skill of

the user.

Until recently the user of CFD has been a specialist, probably trained to doctoral level,
working in a research and development department. Now, however, the technology is
more widely available both in industry and academia and so it is being used to provide
insights into many aspects of fluid motion. Also, there are several technical texts that
describe the detailed mathematics of the modelling process, but these are often far too
technical for the user of the software.

By means of this work across the methodology of research seminar, it seeks to take such
a knowledge of a doctoral level to an undergraduate academic level of taking advantage
of the availability that is counted of CFD now in the technical texts, giving the necessary

bases to continue with the research in this area in the school of Mechanical Engineering.

3Thesis Project.
4Universidad Industrial de Santander, Facultad de Ingenierias Fisico-Mecéanicas, Escuela de
Ingenieria Mecanica, Director: Ing. Mecanico, Dr. David Alfredo Fuentes Diaz
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INTRODUCCION

La escuela de Ingenieria Mecéanica en su mision contempla la construccion, aplicacion
y divulgacién del conocimiento cientifico. Para cumplir con dicha mision es necesario
implementar herramientas que faciliten el desarrollo del conocimiento cientifico y el
mejoramiento de los procesos de investigacion. Una forma de contribuir al logro de la
mision es investigar en las areas de los métodos numéricos aplicados a la soluciéon de
problemas en los temas de mecanica de fluidos y de transferencia de calor. En este caso,
se desea estudiar los aspectos tedricos y su aplicabilidad a fenémenos que involucren el

transporte de fluidos con la transferencia de calor en forma simultanea.

El seminario de investigacion en dinamica de fluidos computacional es un proceso
reflexivo, sistematico y critico que tiene como propésito fortalecer en el estudiante
las habilidades requeridas en el manejo de la informacién y la comunicaciéon para
desarrollar la investigacion cientifica valiéndose de las ventajas dadas por el trabajo
personal, en equipo y original iniciando el estudio de nuevos objetos de investigacion de
interés para la escuela de Ingenieria Mecanica mediante una dinamica que comprende
actividades de relatoria, correlatoria, discusion y elaboracion de un documento sintesis,
en éste se incluyen el estudio de los referentes contextuales de la Dindmica de Fluidos
Computacional, desarrollando asi todo el tema de manera compacta y coherente entre
los subtemas que conforman el seminario. Adicionalmente se genera continuidad y

profundizacion en la técnica de CFD (Computational Fluid Dynamic, siglas en ingles).

Con esta labor se desea elevar la escuela de Ingenieria Mecénica a una posicion de
vanguardia en el estudio de la técnica de CFD en el ambito regional y nacional, pues
la simulacion numérica de flujo hoy en dia juega un papel mas activo en muchas
aplicaciones técnicas. Durante los tultimos 15 anos la simulacion numérica ha ido
remplazando paulatinamente los métodos experimentales usados y probados durante
mucho tiempo en areas como en la ingenieria aeroespacial. Actualmente el CFD se

aplica a practicamente cualquier area de la ingenieria ya sea mecanica, quimica, de



procesos o en tecnologia médica.

El CFD permite la realizacion de calculos detallados de cualquier sistema en el
que intervengan fluidos, mediante la resolucion de las ecuaciones fundamentales de
conservacion de materia, energia y cantidad de movimiento para la geometria en
particular de cada sistema considerado. Los resultados obtenidos consisten en los valores
de todas las variables que caracterizan el sistema (velocidad, presion, temperatura,

composicion, etc.) en cada uno de los puntos del mismo.

En muchos problemas la dindmica del flujo involucrado es decisiva en la optimizacion
de una tecnologia (por ejemplo la reduccion de la resistencia aerodindmica de un coche
o la mejora de eficiencia en un compresor). A partir de estas simulaciones es posible
estudiar aspectos relacionados con el flujo tridimensional como la transferencia de calor
y mezcla junto a radiacion, combustion o dispersion de emisiones. Las simulaciones
permiten una nueva perspectiva del problema que no es posible mediante los métodos

tradicionales analiticos.

Si se tiene en cuenta lo anterior, el presente informe ejecutivo (un informe detallado
tendria una extension excesiva) es una descripcion de como se cumplieron los objetivos
planteados para la realizacion del seminario de investigacion en Dindmica de Fluidos

Computacional:

» Documento (recopilacion de los subtemas).
s Presentaciones de los subtemas en Power Point.

= Codigos en C++ para los ejemplos de aplicacion.

En la primera parte se abordan temas que aclaran y dan una perspectiva del seminario

de investigacion y cémo el CFD es el tema de investigacion.

En la segunda parte se explican los resultados obtenidos por medio del seminario,

cumpliendo asi con los objetivos.



Parte 1

SEMINARIO DE INVESTIGACION



Capitulo 1

GENERALIDADES DEL SEMINARIO DE INVESTIGACION

1.1. QUE ES EL SEMINARIO DE INVESTIGACION!

El Seminario de Investigacién, también conocido como Seminario Aleméan, es una ac-
tividad académica cuyo origen se dio a finales del siglo XVIII en la Universidad de
GOTTINGEN de Alemania, para renovar las estrategias de estudio y formacion de los
investigadores, ademas para demostrar que la docencia y la investigacion se pueden unir

y complementar para obtener mejores resultados.

Consiste en estudiar, discutir e intercambiar experiencias acerca de un tema en particu-
lar, en un grupo, en el cual sus participantes se intercomunican exponiendo dicho tema
(la Relatoria) complementandolo, evaluandolo (Correlatoria), aportando entre todos (la
Discusion), sacando conclusiones y planteando nuevos interrogantes lo que permite que

todo ello quede en la memoria escrita (el protocolo).

El Seminario de Investigacion se programa por subtemas, estos son seleccionados con la
orientacion del director del seminario, quien con su experiencia y conocimiento del tema
central, guia la seleccion con la debida pertinencia, actualidad y ubicacién en el contexto.
Los temas son desarrollados en sesiones planificadas, en las cuales los miembros del

grupo deben asumir diferentes roles de acuerdo con la descripcién anterior y mantener

!Universidad Industrial de Santander. Lineamientos para el seminario de investigacién como
modalidad para el desarrollo del trabajo de grado. Vicerrectoria académica. Septiembre de 2007



una relacion de interés y compromiso con el conocimiento sin jerarquias en un clima de

colaboracién y participacion activa.
1.2. OBJETIVO DEL SEMINARIO DE INVESTIGACION

El objetivo es formar a los participantes en la investigacion cientifica mediante el desa-
rrollo de habilidades especificas aplicadas al asumir los diferentes roles dentro del semi-
nario. Dichas habilidades estan orientadas a desarrollar la capacidad de lector critico
de resultados de investigacion en cualquiera de las areas del conocimiento, a fortalecer
la capacidad de observar e identificar los problemas presentes en temas bajo andlisis,
a buscar respuestas a preguntas clave y sustentarlas teérica y metodolégicamente en
forma verbal y por escrito; y a identificar las relaciones del problema objeto de estudio
con el contexto econémico, politico o social a fin de enriquecer, con una mirada de
integralidad, el conocimiento para el grupo de estudiantes. Para ello se programan y
ejecutan ejercicios estructurados que permiten a los estudiantes desarrollar competen-
cias iniciales de investigador, avanzar en el conocimiento y aportar buenas revisiones y

analisis sobre temas que pueden facilitar el desarrollo de la investigacion.

Para alcanzar dicho objetivo es preciso que haya una formacion desde el trabajo perso-
nal hacia el trabajo en equipo; para esto, cada participante debe reconocer sus intereses,
estilos de aprendizaje, capacidades para aprender en interacciéon con pares; ademas debe
apropiarse de la metodologia y los instrumentos con los cuales trabajara con el fin de
lograr, al interactuar con los demés miembros del grupo en las sesiones del seminario,
compartir, criticar y corregir las ideas que surjan de ¢l en un ambiente de colaboraciéon

mutua.

Los seminarios de investigacion no se enfocan hacia la repeticion de trabajos ya
realizados, sino hacia la bisqueda de respuestas con nuevos argumentos; por tal razon los
trabajos que se deriven del cumplimiento del objetivo del Seminario deben caracterizarse

por su originalidad y estar acordes al nivel cientifico de formacién de sus participantes.
1.3. VENTAJAS DEL SEMINARIO DE INVESTIGACION

El seminario de investigacion, como herramienta para el desarrollo integral, presenta

las siguientes ventajas:

» Permite a los participantes contar con un director (profesor) durante el seminario,



el cual les guia hacia la consecucion de los propositos establecidos y resuelve
las dudas e inquietudes, orienta sobre las fuentes de consulta y ayuda a los
miembros del grupo en la busqueda de informacion para suplir las necesidades

que se presenten.

= Fortalece el habito de documentarse acerca del tema bajo estudio. Para esto
los participantes recurren a fuentes bibliograficas, bases de datos y textos de
referencia obligada; este ejercicio refuerza el desarrollo de las competencias
interpretativas, argumentativas y propositivas; permite apropiarse y aprender de
los métodos que emplearon los autores de los articulos y textos, asi como también

reconocer su valor y aporte a la investigacion.

= Permite que los participantes desempefien diferentes roles dentro del grupo y
desarrollen habilidades comunicativas y de relaciones interpersonales complemen-

tarias para la formacion tanto personal como profesional.

= Fomenta el aprendizaje como una experiencia grupal. Permite experimentar la
eficiencia del trabajo en equipo y, si el grupo estd conformado por estudiantes
de diferentes &areas del conocimiento, la riqueza de la interdisciplinariedad,
caracteristicas todas aplicables y necesarias en el desempeno laboral del mundo

de hoy.

= Permite el uso de distintas herramientas didacticas de apoyo al desarrollo de las

sesiones, asi como un control sobre la planificaciéon establecida de éstas.

= Es una metodologia integradora centrada en el estudiante con amplio potencial
para fortalecer la habilidad de aprender a aprender, fundamental para tomar el
perfil del ciudadano del siglo XXI, quien debera asumir el compromiso de aprender

a lo largo de la vida como la plantea J. Delors?.

1.4. CARACTERISTICAS

El seminario de investigacion consta las siguientes caracteristicas:

2Jaques Delors et al. La Educacién Encierra un Tesoro. Informe a la UNESCO de la Comisién
Internacional sobre la educacion para el siglo XXI. Paris, 1996.



» Participacion activa de todos los miembros del seminario, puesto que no solo el
director (profesor) interviene, sino que también todos los integrantes del grupo
realizan su aporte desde el rol que estén desempenando. En este proceso los

discipulos participantes empiezan a recorrer el camino hacia Maestros.

= FEl Seminario de Investigacion estd conformado por un grupo reducido, de
aprendizaje activo y cooperativo; inducido a investigar, reflexionar, descubrir y

concluir informaciéon del tema.
= Empleo del dialogo permanente para compartir los conocimientos adquiridos.

= Fomenta un ambiente amable y cooperativo que mejora la participacion de los

integrantes del grupo.
= Se desarrolla en sesiones que utilizan medios didacticos de apoyo al aprendizaje.

= La estructura, todas las actividades y pardmetros para desarrollar el seminario

son planificados en la primera sesion.

= Kl seminario de investigacion exige a los participantes una alta responsabilidad
para lograr la preparacion adecuada que les permita tener bases para llevarlo a

cabo.

1.5. ORGANIZACION DEL SEMINARIO DE INVESTI-
GACION

El Seminario de Investigacion se compone de las siguientes actividades: la Relatoria, la
Correlatoria, la Discusion y el Protocolo, las cuales deben girar en torno a un tema, del

que se desprenden los subtemas que se trataran durante las sesiones.

Dichas actividades son responsabilidad de los integrantes del grupo, por lo cual a cada
uno de ellos es asignado un rol de caracter rotativo; es asi como una persona que en
una sesion asume el rol de correlator podra ser el protocolante en la siguiente, es decir,

el responsable del protocolo.

La organizacion del seminario también implica establecer el lugar donde se llevara a
cabo, el nimero de sesiones y las fechas para realizarlo; asi como la duracion de cada

una de las actividades (Relatoria, Correlatoria, Discusion y Protocolo).

El seminario de investigacion en Dindmica de Fluidos Computacional (CFD) esta com-

puesto por:



Director: Ing. David A. Fuentes Diaz

Participantes: Anibal A. Beleno Mier
Armando Garcia Castaneda
Kleyver Urbina Mindiola

Oscar M. Santos Martinez

A los cuales se les asigna un rol para cada sesion. La sesiones se llevan a cabo en
las instalaciones del grupo de investigacion GIEMA en la Escuela de Ingenieria Mecani-
ca. El nimero de sesiones depende del tema y los subtemas mostrados en la Tabla 1.

Las sesiones estdn programadas para una duracion de 2 horas.
1.6. TEMA DEL SEMINARIO DE INVESTIGACION

El CFD es una de las ramas de la mecanica de fluidos que utiliza métodos numéricos
y algoritmos para resolver y analizar los problemas que implican flujos de fluidos. Los
procesadores se utilizan para realizar los millones de calculos necesarios para simular la
interaccion de fluidos y gases con las complejas superficies utilizadas en la ingenieria.
Incluso con las ecuaciones simplificadas de alta velocidad y superordenadores, la aprox-
imacion de las soluciones solo pueden alcanzarse en algunos casos. El estudio del CFD
comenzo en los anos 60 en la industria aeroespacial y desde entonces ha madurado; a
partir de los anos 80 se ha convertido en una herramienta vital en muchas industrias
para las que la prediccion del flujo de fluidos es importante. En los ultimos anos se ha
expandido de forma significativa a distintas aplicaciones y procesos industriales en los
que intervienen: transferencia de calor, reacciones quimicas (como combustion), flujos
bifasicos, cambios de fase, transferencia de masa y esfuerzos al interactuar con soélidos,

entre otros.

1.6.1. Etapas de simulacién en CFD
1.6.1.1. Generacién del Modelo

La generacion de un modelo y simulacién de sistemas fisicos es una técnica que nos
permite, a través de un anélisis matemaético, comprender y predecir el comportamiento

del sistema en el tiempo.



Esta técnica es exitosa en la optimizacion y diseno de sistemas fisicos y de procesos. Su
uso se ha expandido debido a la creacion y desarrollo de procesadores de alta velocidad.
Ademas, ofrece ventajas economicas, permite investigar los efectos entre los distintos
parametros involucrados y extrapola resultados a sistemas a escala; lo que facilita la

comprension de los mecanismos y comportamientos del proceso.

Sin embargo, hay que tener presente las limitaciones de la técnica. La falta de datos o
conocimientos del proceso o del sistema influye directamente, de forma adversa, sobre
los resultados de la simulacion. El tipo de ecuaciones que rigen el comportamiento puede

ser muy complejo a la hora de realizar calculos.
1.6.1.2. Mallado del dominio

La discretizacion del dominio, divide el fluido en pequenas celdas llamadas elemen-
tos o volimenes finitos, ésta es la segunda etapa. La forma de estos puede ser variada
(tetraédrica, hexaédrica, prisméaticas, etc.); la division del dominio determina el niimero

de elementos, los que estan limitados por la memoria del procesador disponible.

La complejidad de la fisica involucrada junto al tamafio del dominio define a grandes
rasgos el tamano del problema y la potencia de calculo necesaria. La densidad de nodos o
elementos puede cambiar de unas regiones a otras debiendo acumular un mayor niimero

de ellos en las zonas donde se esperan fuertes variaciones de alguna variable.

Con esta discretizacion se genera un sistema de ecuaciones algebraicas que representan

al modelo fisico.
1.6.1.3. Solucion de las ecuaciones

Las ecuaciones que gobiernan la transferencia de masa, cantidad de movimiento, en-
ergia, especies, etc. se resuelven en cada uno de los elementos de la malla generada
en el paso anterior. Puesto que las ecuaciones son derivadas parciales, previamente
hay que convertirlas en ecuaciones algebraicas (introduciendo errores numéricos de dis-
cretizacion y truncamiento) utilizando los esquemas numéricos mas adecuados. Asi se
pasa de tener un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales sobre un espacio contin-
uo (z,vy, z,t) a un sistema finito de ecuaciones algebraicas con variables independientes
discretas (z[i], y[i], z[i], t[7]). El nimero de ecuaciones que se deben resolver puede ser

muy elevado, del orden de un millén por paso de tiempo.



En los pasos intermedios de discretizacién y truncamiento aparecen errores numéricos,
ademaés de los de redondeo debido al uso de un nimero finito de decimales, que deben

tender a cero si se quiere que la solucién numeérica se parezca a la real.

Asociados a la cuantificacion de errores se encuentran los conceptos de verificacién y
validacion de los calculos. Se llama verificacion del modelo a la comprobacion de la
correcta solucion de las ecuaciones; dicha comprobacion poco tiene que ver con la fisica
y es una cuestion puramente de calculo numérico. La validacion del modelo, por el
contrario, consiste en determinar las ecuaciones apropiadas que realmente resuelven la

aproximaciéon del modelo matemético del proceso fisico.
1.6.1.4. Analisis de resultados

Generalmente al andlisis y post proceso de los resultados se les da una menor
importancia de la que realmente tienen. Una vez resueltas las ecuaciones se dispone
de los valores de las variables que definen el problema en cada uno de los elementos de
la malla. Si ademas el problema es no estacionario se obtiene un conjunto de tales datos
por cada paso de tiempo. Como es de esperar se tiene una gran cantidad de datos entre
los que hay que extraer informacion util. Visualizar el flujo y los aspectos relacionados,
incluso en las mas complejas geometrias, es la mejor forma de entender un proceso e ir

directo a la solucién 6ptima.
1.6.2. Aplicaciones de la CFD

Las posibilidades de aplicacion de la CFD a distintos procesos son enormes. Algunos

ejemplos son:
= Sistemas de calefaccion, ventilacion, climatizacion y refrigeracion.
» Aeroespacial/Defensa: perfiles de alas, misiles y estudios de aerodinamica externa.

= Industria agroalimentaria: procesamiento y envase de alimentos, diseno de

equipos.
» Industria automotriz: aerodinamica, combustiéon en motores, componentes.

= Energia: petroleo, gas, nuclear, generacion eléctrica, turbo maquinaria, celdas de

combustible.

» Industria quimica: combustién, filtracion, mezcla, separadores, reactores.
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Industria electronica: semiconductores, enfriamiento de elementos.

Industria biomédica.

Industria naval.

Industria deportiva: automovilismo, vela, estadios.

1.6.3. Ventajas y desventajas de la CFD
Las ventajas de la CFD son:
= Predice las propiedades del fluido con gran detalle en el dominio estudiado.

= Ayuda al diseno, al prototipado y a dar soluciones rapidas evitando costosos

experimentos.

= Se obtiene una visualizacién y animacion del proceso en términos de las variables

del fluido.
Las desventajas de la CFD son:

= Requiere usuarios con una amplia experiencia y formacién especializada.
= Consume recursos de hardware y software que requieren inversiones significativas.

= En algunos casos, el costo computacional es elevado.

1.7. DIRECCION DEL SEMINARIO DE INVESTIGACION
EN DINAMICA DE FLUIDOS COMPUTACIONAL

La direccion del seminario de Investigacion en Dinamica de Fluidos Computacional
estuvo a cargo del profesor: Ing. David A. Fuentes Diaz que cuenta con la siguiente

formacion:
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Formacién

Doctorado en Tecnologia Energética

Universidad Politécnica de Valencia, UPV, Espana

Titulo: Estudio y modelado del flujo en tubos capilares adiabéticos
en sistemas de refrigeracion.

Tutor: José Miguel Coberan Salvador

Becado de: Universidad Politécnica de Valencia

Pregrado / Universitario en Ingenieria Mecanica

Universidad Industrial de Santander, UIS, Colombia

Titulo: Diseno de valvulas de seguridad en sistemas hidraulicos
Tutor: Abel Parada Corrales

1.8. METODOLOGIA

Para llevar a cabo el seminario de Investigacion en Dindmica de Fluidos Computacional
satisfactoriamente y garantizar la fluidez de las sesiones y cumplimiento de los objetivos
planteados, se escogié una metodologia reunida en tres grupos: planeacion, ejecuciéon
y finalizacion; las cuales se relacionan entre si dependiendo cada una de la anterior.

Grupos que se explicaran en los siguientes capitulos.
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Capitulo 2

PLANEACION

En esta etapa se establecen los lineamientos bajo los cuales se desarrolla el seminario,
se definen los alcances y resultados que se esperan obtener mediante la seleccion del

tema, el estudio bibliografico, los subtemas; y la planificacion de las sesiones.

Los alcances y objetivos del seminario son:

= Establecer un documento donde se recopile el contenido total del seminario de

investigacion de acuerdo con los subtemas especificados en la tabla 2.1.

= Realizar presentaciéon en Power Point de los temas estudiados de acuerdo a los

lineamientos en la tabla 2.1.

s Generar codigos de programa de los temas estudiados de acuerdo a los

lineamientos en la tabla 4.1.

En cuanto a la seleccion del tema, se escogié uno que fuera de interés para todos los
estudiantes participantes. Se hizo un estudio previo del tema, el cual arroj6 que la
formacion de los estudiantes participantes cumple para desarrollar el seminario y el

director cuenta con la capacidad de orientacion y el perfil para dirigirlo.

Antes de iniciar el seminario se definié la bibliografia para estudiar el tema selecciona-

do, la cual es:

AMES, William F. Numerical methods for partial differential equations. Segunda edi-
cion. Orlando, Florida: Academic Press, 1977. 376 p., esta fuente bibliografica fue de
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gran importancia porque ayudo6 a la comprension y utilizaciéon de diferentes métodos
para las posibles soluciones de todas aquellas ecuaciones diferenciales parciales en prob-

lemas concretos de ingenieria.

ANDERSON, Dale A. Computational fluid mechanics and heat transfer. Washington,
DC: Taylor & Francis, 1997. 803 p., el enfoque de este libro proporcioné los fundamen-
tos bésicos de teoria computacional y métodos computacionales. El libro esta dividido
en dos partes. La primera cubre el material fundamental al entendimiento y el uso de
métodos de diferencia finita. La segunda ilustra el empleo de tales métodos en la solu-
cion de los tipos diferentes de problemas complejos encontrados en la mecanica fluida

y la transferencia de calor.

ANDERSON, John D. Computational fluid dynamics. The basics with applications.
New York: McGraw-Hill, 1995. 547 p. Este libro ofrece una idea completa de las ecua-
ciones de Navier-Stokes; después explica detenidamente el comportamiento matematico
de las diversas corrientes, y permite la comprension de planteamientos para diferentes
regimenes de caudales. La seccion sobre técnicas de discretizacion y soluciéon se centrd

claramente para obtener soluciones estables.

HOFFMAN, Klaus A. y CHIANG, Steve T. Computational fluid dynamics. Cuarta edi-
cion, volumenes I, TT y ITI. Wichita, Kansas: Engineering Education System, 2000. 486
p. Estos libros muestran la utilizacion de algunos algoritmos y métodos numeéricos para
poder solucionar y resolver problemas que implicaron flujos de fluidos y los célculos

necesarios para la simulacion de estos en las complejas superficies utilizadas.

COMINI, Gianni. Finite element analysis heat transfer. Basic formulation and linear
problems. Washington, DC: Taylor & Francis, 1994. 463 p.. Este libro muestra un anali-
sis de la transferencia de calor como un problema de gran importancia en una amplia
gama de aplicaciones industriales. Ademés presenta el uso del potente método de los
elementos finitos en el andlisis de la transferencia de calor. También pasa a examinar
la solucion lineal de conducciéon de calor en estado estacionario y transitorio y también

al anélisis no lineal.

DONEA, Jean y HUERTA, Antonio. Finite element methods for flow problems. The
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Atrium, Southern Gate: John Wiley & Sons Ltd, 2003. 350 p. Organizado en seis capitu-
los, este texto combina aspectos tedricos y practicos y ofrece la cobertura de las dltimas
investigaciones en varias areas de dindmica de fluidos computacional, ésta incluye asun-
tos nuevos y avanzados. Por otra parte indica los problemas clave y ofrece soluciones
modernas y préacticas debido al equilibrio entre la explicacion concisa de la teoria y la

descripcion detallada de usos practicos.

PATANKAR, S.V. Numerical heat transfer and fluid flow. Minnesota: Taylor & Francis,
1980. 197 p. Este libro da una descripciéon matemaética de fendémenos fisicos y métodos
de discretizacion. Pone la atenciéon a ecuaciones gobernantes diferenciales, la naturaleza
de coordenadas, la naturaleza de métodos numeéricos, la conduccion estable e inestable

unidimensional y bidimensional; y algunas situaciones tridimensionales.

Cada uno de los participantes consultoé dicha bibliografia y su informacién se comple-
mento6 con el avance de cada etapa en el desarrollo del seminario y, en caso de que esta
informacion no fuera suficiente, el participante recurrié a otras fuentes que aportaron

algo nuevo a la investigacion del tema.

Una vez realizado el estudio bibliografico fue notorio observar que cuenta con subtemas
comunes, en un mismo orden y profundiza en aspectos relevantes que permiten com-
prender de manera integral la técnica de CFD. Se tiene en cuenta que ésta técnica esté
en una etapa introductoria para los participantes del seminario, y en general para la

escuela de Ingenieria Mecanica, por tanto se seleccionaron los subtemas de la Tabla 2.1.

El ntimero de sesiones se determiné de acuerdo a los subtemas seleccionados, se asigno
a cada participante un subtema para exponer arbitrariamente, de forma que quedaran
equilibradas las cargas en los subtemas, a la vez se definieron los roles de cada uno. Al
tener definido el numero de sesiones se organizaron las respectivas fechas de tal modo
que hubiera un lapso de tiempo previo para la preparacion de los subtemas. También se
deja claro qué participante se escoge como relator en cada sesién. Se escogid el martes
para realizar las sesiones por su asequibilidad horaria, tanto para el director como para
los participantes, y también por la disponibilidad de herramientas necesarias para el

desarrollo de cada sesién como el videobeam y el salon.
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Cuadro 2.1: Subtemas de investigacion

Todo los subtemas se resume como se muestra en la Tabla2.1

Tabla 2.1

y condiciones de frontera

Introduccion

Cinematica del flujo
Modelo de flujo
Ecuacion de conservacion
Condiciones de frontera
Ecuaciones para CFD

Coordenadas

1. Ecuaciones diferenciales que determinan el movimiento del fluido

Regla de Cramer

2. Clasificacion matematica de las ecuaciones diferenciales parciales
(EDP)

= Meétodo de los valores propios
» Comportamiento general de las diferentes clase de EDP

» Coordenada en una y dos vias

contintia en la pagina siguiente
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Tabla 2.1

3. Discretizacion

Método de las diferencias finitas

Sistema de ecuaciones

Método de volumenes finitos

Aproximacion explicita e implicita

Errores y analisis de estabilidad

Propiedades numeéricas de los métodos de soluciéon

4. Solucidén de las ecuaciones discretizadas

s Métodos directos

Algoritmo para matriz tri-diagonal

Métodos iterativos

Sistemas de ecuaciones no lineales

Sistemas de ecuaciones acopladas y su solucion

Disipacion y dispersion numérica: Viscosidad artificial

contintia en la pagina siguiente
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Tabla 2.1

5. Implementacion de las condiciones de frontera
= Condiciones de frontera de entrada
= Condiciones de frontera a la salida
= Condiciones de frontera en la pared
= Condiciones de frontera de presion constante
= Condiciones de frontera de simetria
= Condiciones de frontera ciclica o periddica

= Dificultades potenciales y comentarios finales

6. Difusion en estado estable
= Difusion unidimensional en estado estable
= Ejemplo 1: Conduccion libre en una barra aislada
» Ejemplo 2: Generaciéon de calor
» Ejemplo 3: Conducciéon en una aleta
= Conductividad térmica en la interface de la celda
= Difusion bidimensional en estado estable
= Difusion tridimensional en estado estable

= Resumen para problema de difusion

contintia en la pagina siguiente
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Tabla 2.1

7. Conveccion-difusion estable
» Conveccion-difusion estable unidimensional
» Esquema de diferencia centrada
= Propiedades de los esquemas de discretizacion

= Valoracion del esquema de diferencia centrada para problemas

de conveccion-difusion
= Esquema UPWIND
» Esquema de diferenciaciéon hibrido
= Esquema POWER-LAW
» Esquema Exponencial
= Formulacion generalizada

= Esquema de alto orden para problemas de conveccion-difusion

contintia en la pagina siguiente
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Tabla 2.1

8. Algoritmo para el calculo del campo de flujo
» Esquemas aplicados con el método de los volimenes finitos
= Algunas dificultades relacionadas
= La malla alternada
= [as ecuaciones de cantidad de movimiento
= Algoritmo SIMPLE
= Algoritmo SIMPLER
= Algoritmo SIMPLEC

= Algoritmo PISO

continfia en la pagina siguiente
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Tabla 2.1

9. Flujos transitorios

= Conduccién de calor transitoria unidimensional
= BEsquema para soluciones explicitas
= Ejemplo: Conduccion de calor transitoria unidimensional

s Ejemplo: Conduccién de calor unidimensional solucién im-

plicita
= Difusion transitoria en dos y tres dimensiones
» Discretizacion temporal de la ecuacion de conveccion-difusion

» Ejemplo: Conveccion difusion transitoria usando el método
QUICK

» Célculo del campo de flujo transitorio

= Calculos de estado estable usando una aproximacion pseudo

transitoria

2.1. DESCRIPCION DE LOS SUBTEMAS

Ecuaciones que determinan la dindmica de fluidos: el propésito de empezar
con el estudio de estas ecuaciones es describir el comportamiento en términos de sus
propiedades, tales como velocidad, presion, densidad y temperatura. La descripcion se
basa en los principios fisicos de la conservacion de masa, la segunda ley de Newton
y la conservacion de la energia, lo que da como resultado ecuaciones matematicas
de continuidad, momentum y energia en las formas Lagrangiana (una particula del
fluido se mueve a través del campo de flujo) y Euleriana (las caracteristicas del flujo se
monitorean en un volumen de control fijo) que generan una base matemaética diferente
de las ecuaciones del movimiento, la forma conservativa y la no conservativa, que reflejan

un comportamiento diferente de los campos de flujo.

Es importante entender la significancia y lo principal de cada ecuacion para la inter-
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pretacion de los resultados.

El procedimiento para la solucién de las ecuaciones de movimiento, las condiciones ini-
ciales y las condiciones de frontera dependen del tipo de ecuaciones que se clasifican
en: hiperbolicas, parabolicas, elipticas y de tipo mixto; clasificacion que ayuda en la

seleccion de un método numérico en dicha solucidn.

Técnicas de discretizacion: la discretizacion es un proceso en el que una expresion
matematica cerrada, tal como una funciéon, una ecuacion diferencial o integral que
involucre funciones con valores continuos a través de un dominio, es aproximada por
expresiones analogas, pero diferentes, que fijan unos valores en un ntumero finito de
puntos discretos o volimenes del dominio. El objetivo es obtener una representaciéon

algebraica de las ecuaciones diferenciales parciales y formar un sistema de ecuaciones.

Dentro de las técnicas de discretizacién estin:

» Diferencias finitas: en la cual se utiliza la forma diferencial de las ecuaciones de
movimiento y estd basada en la serie de Taylor. La técnica se limita a mallas de

bloques o estructurada.

= Los volumenes finitos: es una alternativa numérica que permite formular modelos
de forma sencilla gracias a su caracter intuitivo, la relacion directa entre el
algoritmo numérico y el principio de conservacion fisica; en esta técnica se utiliza
la forma integral de las ecuaciones de movimiento y es adecuada para cualquier

tipo de malla.

= Elementos finitos: la idea general es dividir el dominio en un conjunto de elementos
interconectados por una serie de puntos llamados nodos. La ecuacion que rige el
comportamiento del dominio, rige también el elemento; de esta forma se consigue
pasar de un sistema continuo (infinitos grados de libertad) que es regido por una
ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales a un sistema con
un nimero de grados de libertad finito cuyo comportamiento se modela por un

sistema de ecuaciones lineales o no.

Solucién de las ecuaciones discretizadas: hay métodos directos o iterativos. En los
directos estan: eliminacion Gaussiana y la Regla de Cramer, pero la eliminacion Gaus-

siana es la mas recomendada por el andlisis bibliografico. En los métodos iterativos
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estan: Jacobi, Gauss-Seidel, Sobre-relajacion sucesiva (SOR) en las ecuaciones lineales
v el método de gradientes conjugados y gradientes biconjugados en las ecuaciones no
lineales. Ademéas para las ecuaciones no lineales hay métodos no iterativos como el

Newton-Raphson y otros métodos globales.

Aplicaciones: una vez adquiridas las bases en cuanto a las ecuaciones que rigen el
movimiento, la discretizacion y la solucién de las ecuaciones discretizadas se pueden
desarrollar ejemplos practicos de transferencia de calor y mecénica de fluidos entre los
que estan la conduccion de calor estable y transitorias, conveccion-difusion en estado

estable y el calculo de campo de flujo en uno, dos y tres dimensiones.
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Capitulo 3

EJECUCION

En la Tabla 3.1 se muestra como se desarrolld el orden de las actividades. Cada sesion,
compuesta por su relator (segtin Tabla 3.1), correlator y los asistentes segtin el protocolo.

El protocolo consta de los siguientes pasos:

= Levantar un acta en la cual se deja por escrito el nimero del acta, fecha de la

sesion, lugar, roles, tema desarrollado, observaciones y conclusiones.
» Hacer un documento del tema expuesto (anexos).

= Dejar un archivo las presentaciones en Power Point del tema expuesto por el

relator.

Tabla 3.1 Relator

Ecuaciones diferenciales que determi-
nan el movimiento del fluido y condi-

ciones de frontera

* Introduccion
* Cinematica del flujo

* Modelo de flujo

contintia en la pagina siguiente

Cuadro 3.1: Temas y subtemas con su respectivo relator
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Tabla 3.1

Relator

* Ecuaciéon de conservacion
* Condiciones de frontera
* Ecuaciones para CFD

* Coordenadas

David A. Fuentes

Clasificacion matematica de las ecua-

ciones diferenciales parciales (EDP)

* Regla de Cramer
* Método de los valores propios

* Comportamiento general de las diferentes
clase de EDP

* Coordenada en una y dos vias

David A. Fuentes

Discretizacion

* Método de las diferencias finitas

* Sistema de ecuaciones

* Método de volimenes finitos

* Aproximacion explicita e implicita

* Errores y analisis de estabilidad

* Propiedades numéricas de los métodos de

solucién

David A. Fuentes
Oscar M. Santos
Anibal A. Beleno
Armando Garcia
Kleyver Urbina

Oscar M. Santos

Solucion de las ecuaciones dis-

cretizadas

* Métodos directos

* Algoritmo para matriz tri-diagonal

* Métodos iterativos

* Sistemas de ecuaciones no lineales

* Sistemas de ecuaciones acopladas y su
solucion

* Disipacion y dispersién numeérica: Viscosi-
dad artificial

Oscar M. Santos
Anibal A. Beleno
Armando Garcia
Kleyver Urbina
Kleyver Urbina

Armando Garcia

continda en la pagina siguiente
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Tabla 3.1

Relator

Implementaciéon de las condiciones de

frontera

* Condiciones de frontera de entrada

* Condiciones de frontera a la salida

* Condiciones de frontera en la pared

* Condiciones de frontera de presion con-
stante

* Condiciones de frontera de simetria

* Condiciones de frontera ciclica o periddica
* Dificultades potenciales y comentarios fi-

nales

Anibal A. Beleno
Oscar M. Santos
Oscar M. Santos
Anibal A. Beleno

Armando Garcia
Kleyver Urbina
Anibal A. Beleno

Difusion en estado estable

* Difusion unidimensional en estado estable
* Ejemplo 1: Conduccion libre en una barra
aislada

* Ejemplo 2: Generacion de calor

* Ejemplo 3: Conduccion en una aleta

* Conductividad térmica en la interface de la
celda

* Difusion bidimensional en estado estable

* Difusion tridimensional en estado estable

* Resumen para problema de difusion

Armando Garcia
David A. Fuentes

Kleyver Urbina
Oscar M. Santos
Anibal A. Beleno

Armando Garcia
Kleyver Urbina
Oscar M. Santos

Conveccion-difusion estable

* Conveccion-difusion estable unidimension-
al

* Esquema de diferencia centrada

* Propiedades de los esquemas de dis-

cretizacion

David A. Fuentes

Oscar M. Santos
Anibal A. Belenio

continda en la pagina siguiente
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Tabla 3.1

Relator

* Valoracion del esquema de diferencia cen-
trada para problemas de conveccion-difusion
* Esquema UPWIND

* Esquema de diferenciacion hibrido

* Esquema POWER-LAW

* Esquema Exponencial

* Formulacion generalizada

* Esquema de alto orden para problemas de

conveccion-difusion

Armando Garcia

Kleyver Urbina
Kleyver Urbina
Armando Garcia
Anibal A. Beleno
Oscar M. Santos
Oscar M. Santos

Algoritmo para el cilculo del campo de

flujo

* Esquemas aplicados con el método de los

volimenes f{initos

* Las ecuaciones de cantidad de movimiento
* Algoritmo SIMPLE

* Algoritmo SIMPLER

* Algoritmo SIMPLEC

* Algoritmo PISO

David A. Fuentes

Anibal A. Beleno
Anibal A. Beleno
Oscar M. Santos
Armando Garcia

Kleyver Urbina

Flujos transitorios

* Conduccién de calor transitoria unidimen-
sional

* Esquema para soluciones explicitas

* Ejemplo: Conduccion de calor transitoria
unidimensional

* Ejemplo: Conduccién de calor unidimen-
sional solucién implicita

* Difusion transitoria en dos y tres dimen-

siones

Anibal A. Beleno

Oscar M. Santos

Armando Garcia

Kleyver Urbina

Anibal A. Beleno

contintia en la pagina siguiente
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Tabla 3.1 Relator

*Discretizacion temporal de la ecuacion de Oscar M. Santos

conveccion-difusion
* Ejemplo: Conveccion difusion transitoria Kleyver Urbina
usando el método QUICK
* Calculo del campo de flujo transitorio David A. Fuentes

* (Calculos de estado estable usando una David A. Fuentes

aproximacion pseudo transitoria

3.1. ACTA

El acta es un documento escrito donde se hace constar la relaciéon de los roles de los
participantes en cada sesion del seminario de investigacion. El documento modelo que

se llevo durante todas las sesiones se observa en la figura 3.1:

La estructura del acta estd determinada por su contenido, ya que cada apartado se
corresponde con cada uno de los aspectos de la reunién. En el acta mostrada en la

Figura 3.1 sobresalen los siguientes apartados:

= Numeracion: Cada acta se llevo con un ntimero consecutivo que le correspondia,

en total fueron 59 actas para 65 subtemas expuestos.

= Fecha: Incluye la fecha en que se realiza la reunién; se tuvo en cuenta que va

primero el dia, luego el mes y el ano completo.

= Hora: Se anota la hora de inicio, el lapso de duraciéon de la reunion es dos horas,

asi se sabe la hora de finalizacion, por lo tanto no se anota.

= Lugar: Sitio de la reunion, cabe anotar que siempre se hizo en el mismo lugar:
la oficina del grupo de investigacion del GIEMA en la Escuela de Ingenieria

Mecénica.

= Relator: Es el expositor del tema correspondiente en la sesiéon del seminario,
siempre tuvo como mision principal enriquecer, como resultado de su investigacion

y estudio, el saber de los demas, buscar por medio de una argumentacion rigurosa
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Figura 3.1: Modelo del acta

Fecha:
Hora: 4:00 P

Lugar: Ingeniaria Mecanica, Universidad Industrial de Santander

Relator:
Correlator:
Discusion:

Protocolo:

Tema a desarrollar:

Observaciones y conclusiones.

Ing. David Fuentes Diaz
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y aportar algo nuevo que permitiera avanzar en el conocimiento sobre el objeto de
estudio. Este relator siempre incentivo al grupo a la discusion y desperto interés
de participacion a todos los demaés integrantes a través de explicaciones claras, un
argumento riguroso e hizo planteamientos desde su punto de vista. El relator es
el que va plasmando lo expuesto al documento informativo y su presentacion se
da con ayuda del correlator. Esta persona tiene toda la libertad para organizar su
material de trabajo, puede escoger la bibliografia a su gusto, preparar la sesion
antes y, con la ayuda de herramientas como el videobeam, puede desempenar su

rol como debe ser.

Correlator: Es el que complementa y enriquece la relatoria. En este seminario
se trabajo de manera que el correlator fuese el que hiciera la presentacion
de las sesiones para poder tener una idea amplia acerca del subtema, éstas
presentaciones eran mostradas al relator con anticipaciéon para la verificacion y
correccion de posibles errores. El correlator siempre estuvo atento a lo que decia
el relator evaluando, de manera paralela, el contenido, la claridad y el manejo
de la exposicion con el fin de plantear su reflexién personal de manera critica y

motivando a los participantes al debate.

Discusién: Basicamente aqui estdn nombrados todos los participantes, puesto
que la discusion es donde se confrontan las concepciones y apreciaciones sobre
el tema. En las actas pasadas, durante el transcurso del seminario, siempre se
nombré una persona con el fin de dar claridad la participacién de cada estudiante
en cada uno de los roles. La discusion fue de una forma oportuna y respetuosa
hacia las opiniones de los demés; pues la critica, es una parte muy importante que
permite a los participantes fortalecer procesos cognitivos a partir de la escucha,

la reflexién y la toma de notas sobre lo que se desea expresar para luego hablar.

Protocolo: en la sesién se encargd a una persona de escribir la evidencia de cada
subtema y un insumo para la elaboracién del informe final, éste es el protocolo. El
acta se leyo antes de comenzar cada sesion, ya que es un documento de registro
de lo ocurrido en la anterior sesion y de los compromisos establecidos. Para la
elaboracion del protocolo, el protocolante utilizo una redaccién clara y concisa,

ademas plasmo las actividades tal y como fueron desarrolladas.

Tema desarrollado: Se redactaron y describieron de manera precisa los

diferentes subtemas tratados, estos se expusieron en orden como lo muestra la
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Tabla 3.1.

= Observaciones y conclusiones: Se anotaron en el acta para cada una de las

sesiones.

El protocolo o acta permite en su realizacion el ejercicio de la concentracion para percibir
y captar lo fundamental, los momentos mas trascendentales de la sesion y plasmarlo

por escrito.
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Figura 3.2: Ejemplo acta diligenciada

Fecha: 13 enero [ 2008
Hora: 200 Py

Lugar: inganiaria Macamica, Univarsidad industial de Samtander.

Relator: Davd Fusmss Diaz.

Correlator: sgjandra Seisfio.
Discusion: Oscar Maurkca Sanios.

Protocolo: Armando Garcla Castafieda, kleyver Urbina Mindiaia.

Tema a desarrollar:

= Imroduccian alas acuadionas diferancidles qua delanminan &
mevimiamia g2 Bulda.

Observaciones y conclusiones:

» Sa gnaizanon y disculienon (35 eCuaciones hndamenidies que 52 usan
para describir o mavimiamia de un fuida, adiclonaimenis se consbdand

un S GOMRKL

+ Para su esiudia s2 desarinkd & compariamianio dai Bulda an fanmings de

S5 [omadades MICOSCEcas, leE cama i3 walookdad, presion,
damkiad y WBMpIIWEA, 0Amds 08 S5 ONIAdS aspaodas

Emporaies.

Ing. Oavid Fusntes Diaz
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Parte 11

Finalizacion
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Capitulo 4

PRESENTACIONES, DOCUMENTO Y CODIGOS

4.1. PRESENTACIONES

La presentacion de trabajos de investigacion en foros académicos en las modalidades
oral, poéster y resumen son la culminacion del esfuerzo realizado por los investigadores.
Si no se siguen lineamientos especiales de elaboracion de presentaciones, el trabajo de
investigacion, al momento de su presentacion, no podré ser valorado por el auditorio
de forma completa. Es por esto que se establecié una guia precisa para este seminario

como se discute a continuacion.

Los subtemas expuestos en cada sesion fueron desarrollados por medio de presentaciones

en Power Point con el siguiente formato:
4.1.1. Caracteristicas

La diapositiva es un medio que facilita una exposicion, pero para ello es necesario tener
en mente los objetivos que se pretenden alcanzar y que basicamente son: 1- Servir como
guia al expositor. 2-Evitar o minimizar el uso de apuntes. 3- Dar un orden logico a la
presentacion. 4-Favorecer la captacion del mensaje por el auditorio. A continuacion se

exponen las caracteristicas que ayudan a cumplir estos objetivos:

» [a comunicacion humana es verbal y corporal. Mientras las palabras envian un
mensaje, el cuerpo emite mensajes adicionales que pueden ser complementarios,
afirmativos o, incluso, contradictorios del primero. El balance entre ambas formas
de comunicacién acompanadas con la exposiciéon de imagenes, graficas y textos
favorecen que el mensaje llegue, por alguna de las vias de percepciéon del ser

humano, a la audiencia que nos observa. Es por ello que el formato resulta
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Figura 4.1: Formato de presentacion

" SEMIMARIO DE INVESTIGACION EMN DINAMIC A DE FLUIDOS COMPUTACIONAL

ESCUELA DE INGENIERI A MECANICA, UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER

relevante. El color blanco del fondo ayuda a que las personas que estan presentes
durante la presentacion centren su atencion en esta y no cansen la vista durante

la conferencia, ademas de dar tono y cuerpo a la exposicion.

Su identificacion esta siempre presente por lo que incluye el logo del seminario,
el cual fue disenado por los integrantes, también el logo de la universidad y el
nombre de la escuela, lo que da sentido de pertenencia y envia un mensaje de

unidad grupal.

El color negro de la letra resalta sobre el fondo blanco haciendo atractivo el
mensaje y evita la fatiga del espectador, pues las sesiones son de dos horas y
distraer la atenciéon después de la primera hora de conferencia podria ser facil. Se

sigue el lineamiento de fondo claro y texto oscuro para ambientes claros.

Se establecieron margenes en las diapositivas que restringen el uso de textos
recargados y quien elabora la diapositiva se ve en la tarea de preparar bien su

presentacion al solo incluir en éstas ideas especificas y cortas.

Se utilizé6 un tipo y tamano de letra adecuado para facilitar la lectura y no dar

motivo para confusiones.
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= Una distribucion simple y abierta para lograr maxima efectividad.

= Las imégenes cumplen una funcién nemotécnica, son mas atractivas y seductoras
que las palabras y los nimeros, por lo que son mas facilmente recordadas por
quienes las observan. Sirven a la audiencia como elemento “recordable” que, ligado
a la comunicacion verbal y no verbal, permiten que las personas a las que se dirige
el mensaje lo aprehendan y puedan mas tarde reproducirlo. El color y tamano de
las imégenes se seleccionaron de tal forma que combinaran con el fondo para dar

una apariencia mas agradable a la presentacion.

= Kl titulo del capitulo y el tema estdn presentes en cada diapositiva para que el
auditorio siempre sepa de qué tema se estd tratando y no pierda el hilo de la

exposicion.

= El nombre de los participantes da sentido de pertenencia con el trabajo realizado

en cada sesién y se convierte en un compromiso el trabajar en equipo.

= La informaciéon se organiza de forma logica, dividida en ideas sencillas que
facilitan su exposicion, de acuerdo a la estrategia comunicativa mas adecuada

para transmitir el mensaje.

Figura 4.2 es una demostracion de las diapositivas utilizadas durante las sesiones.

La totalidad de las diapositivas resultantes de la sesiones llevadas a cabo en el transcurso
del seminario estan recopiladas de forma digital; debido al gran nimero, y anexadas a

este informe.
4.2. DOCUMENTO

El documento escrito fue elaborado con todas las normas y técnicas de la metodologia
cientifica y éste no consiste en una serie de puntos de vista, de opiniones, de ideas,
etc., sino que es producto de la accién de investigar, cuestionar, fundamentar y con-
tribuir realmente al avance del seminario y se desarrollo, afino, aclaré y enriquecié con
los aportes individuales, la discusion de grupo y con la asesoria del director durante el

transcurso de las sesiones.

El documento esté dividido en nueve (9) capitulos y es una recopilacion de todos los

subtemas expuestos durante las sesiones contenidas en la Tabla 3.1 siguiendo el mismo
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Figura 4.2: Ejemplo de diapositiva

SEMIMARIO DE INVESTIGACION EN DINAMIC A DE FLUIDOS COMPUTACIOMAL u 5
ESCUELA DE INGEMIERIA MECAMIC A, UMIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER

ECUACIONES DIFERENCIALES QUE DETERMINAN ELMOVIMIENTO DEL
FLUIDO Y CONDICIONES DE FRONTERA.

ECUACION DE CONTINUIDAD
u = u(zx,vy,zt)
Componentesdevelocidad we—) , _ (2,9, z,t)

w(z,y,z,t)

Campo escalarde densidad: m—— ¢ =2(7,7,2,1)
* Eneltiempotl: P1= p(z1,y1,21)

» Eneltiempo posteriort2: P2 = p(x2, Y2, 22)

ANIBAL ALEJANDRO EELENO MIER
APMANDO GARCIA CASTANED A
KLEYVEE UREINA MINDIOL A
OSCAR MAURICIO SANTOS
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orden para tener continuidad y conexiéon entre ellos; profundizando por medio de sec-

ciones y subsecciones sus contenidos aclarando el uso de la técnica de CFD.

Dicho documento fue elaborado en un procesador de texto Lyx, el cual es un procesador
de texto interactivo de alto nivel y que est4d intimamente relacionado con LaTex!, ya
que se aprovecha de las caracteristicas de éste para producir textos de alta calidad en
su formato. Gracias a estas funciones es posible ocupar en Lyx, directamente comandos
que son propios de LaTex, siendo ambos completamente compatibles. Incluso es posible
senalar que Lyx es un editor de documentos que sirve de interfaz a LaTex. Como
sucede con LaTex, en Lyx so6lo es necesario preocuparse por el contenido, ya que los
detalles del formato los entrega la aplicacion, lo que convierte a Lyx en un software ideal
para documentos de gran tamano como libros o tesis. De hecho Lyx se ha convertido
en un estandar para publicaciones cientificas de alto nivel. Como se ha mencionado
anteriormente, Lyx trabaja como lo hace LaTex, es decir bajo la filosofia WYSIWYM
("lo que ves es lo que quieres decir”), a diferencia de otros software que se basan
en WYSIWYG ("lo que ves es lo que obtienes"). Esto es asi ya que en Lyx solo se
senala bajo ciertas etiquetas que es lo que se desea hacer y es la aplicacién la que
realiza los pasos necesarios para dar el formato correcto al documento. Convirtiéndolo
en la herramienta ideal para publicaciones especificas que requieren un alto grado de

complejidad como una publicacion cientifica o una tesis doctoral.

El documento es anexado en formato fisico.
4.3. CODIGOS

En el desarrollo del seminario algunos de los subtemas que se plantearon, que son
ejemplos de aplicaciones o la solucion de ecuaciones discretizadas, es necesario generar
un codigo del cual se obtengan resultados en el caso de la solucion de las ecuaciones
discretizadas o aproximadas para los ejemplos de aplicacion que encajen con la realidad
del fenomeno fisico. En la Tabla 4.1 se muestra los diferentes subtemas en los cuales es
necesario la generacion de un cédigo y un seudo-codigo.

Para generar los codigos se determind una estructura que facilita su entendimiento y

es flexible en la implementacion de los diferentes ejemplos de aplicacion de conduccion,

conveccion-difusion y el campo de flujo. La estructura comprende las siguientes etapas:

Procesador de textos que esta formado mayoritariamente por 6rdenes (macros)
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Figura 4.3: Interfaz Lyx.
ULy =@ X
BEE AR R B SR Etrmeas eEE
R | P ECIGEEE T L AT

EN ]
5]
D
B
2

‘ The Document
Processor
versionl.6.0
w2 FAE DTV e e 222
T sy [ OO0 0NEREMSSY[E

Estilos.

n Generacion de la malla
n Solucion de las matrices

= Visualizacion de resultados
La etapa de generacion de la malla abarca:

= La geometria del sistema: Nimero de dimensiones, ntimero de elementos y el

numero de nodos, asi por ejemplo:

1 Indica numero de dimensiones
5 Indica nimero de elemetos en que esta divido el dominio del sistema
6 Indica nimero de nodos que contiene el dominio del sistema

» las caracteristicas de las celdas en que fue dividido el dominio del sistema:

dpTrue Indica si todos los elementos son del mismo tipo
4 Indica el nimero maximo de nodos por elemento
dpFalse Indica si hay un solo subdominio

0 Indica si la malla es Lattice

39



= Condiciones de frontera: cantidad y el valor

2 Indica la cantidad de condiciones de frontera
T=100 Valor de la condicion de frontera 1
T=500 Valor de la condicion de frontera 2

# Para leer los datos en modo ASCII

= Indices y coordenadas en las diferentes dimensiones, cantidad de condiciones de

frontera y sus valores correspondientes para cada nodo:
1 0.0 1 1

El primer digito indica el indice del nodo, el segundo es la coordenada
en que se ubica el nodo en el dominio, el tercer digito indica que el nodo
tiene una condicion de frontera y el cuarto digito indica que la condicién de

frontera es la niimero 1.

» Indice, tipo de elemento, tipo de subdominio y los nodos que conforman el

elemento:
1 ElmB2niD 1 1 2

El primer digito indica el indice del elemento, le sigue el tipo de elemento,
el segundo digito es el tipo de subdominio del elemento y los digitos tercero

y cuarto son los nodos que conforman el elemento.

Todos estos datos son consignados en un archivo de texto que para nuestro caso lleva
por extension .Grid . Un archivo con éstas particularidades permite flexibilidad en el
manejo de las caracteristicas del sistema, ya que con la misma geometria, cantidad de
nodos y de elementos se puede solucionar los diferentes fenémenos de transferencia de
calor y de campo de flujo en estado estable o transitorio diferencidndose iinicamente en
las especificaciones de las condiciones de frontera que lee y valida el codigo como ttiles
para la solucién de la ecuacion diferencial discretizada que caracterizan la conduccion,
conveccion-difusion y al campo de flujo, en cada caso, asi también como para un solo
fend6meno se pueden solucionar diferentes geometrias. Hasta éste momento la forma de
obtener el archivo malla no es de interés del seminario ya que de alguna manera el

archivo es generado. Se muestra un ejemplo del archivo de la malla:
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1
5
6
dpTrue
2

dpFalse

0

2
T=100
T=500

D O W N -

G bW

SO O O O O
W N = O

0.
ElmB2n1D
E1lmB2n1D
E1lmB2n1D
E1mB2n1D
E1lmB2n1D

5

_ O O O O =

e e e e

12
23
3 4
45
b 6

Una vez logrado el archivo .Grid, el codigo por medio de funciones lee y almacena las

variables que son necesarias para la soluciéon de la matriz. Esta etapa es conocida como

PRE-PROCESO.

La etapa de solucion de la matriz se entiende como el resultado de las variables

del sistema de ecuaciones que se consiguen con la discretizaciéon de las ecuaciones

diferenciales que identifican la conduccion, conveccidon-difusion y el campo de flujo en

estado estable 6 transitorio, es decir, en un sistema de ecuaciones [A|{ X} = [B] obtener

el valor de la variable X.

Para ésta etapa el codigo establece:

» Llenar la matriz, es decir, almacenar en una matriz los respectivos coeficientes de

[A] y de [B] obtenidos teniendo en cuenta las condiciones de frontera descritas en

41



la Tabla 4.1, las propiedades de cada elemento y las conexiones de los elementos
(factores que intervienen significativamente en el logro de los coeficientes y que
se establecen en la primera etapa) por medio de ecuaciones particulares en la

transferencia de calor y en el campo de flujo.

= Una vez completas las matrices se procede a la solucion del sistema de ecuaciones
asi: {X} = [A]"Y{B}, manipulando las matrices en forma Densa, Tri diagonal ¢
Dispersa dependiendo de las caracteristicas del sistema y utilizando métodos de
solucion directos o iterativos como se describen en la Tabla 4.1 el item 4 dando

la opcion de miltiples forma de solucion.

Esta etapa se conoce como PROCESO.

Por dltimo esta la etapa de visualizacion de resultados 6 POST-PROCESO con el fin
de entender los resultados obtenidos en la soluciéon de la matriz; resultados que varian
en ntimero de acuerdo al ntimero de elementos en que se encuentre divido el dominio
del sistema; que pueden ser millones, observarlos graficamente y facilita la comprension

de la solucién

Aqui los resultados son almacenados y procesados a través del programa Para View;
que es un codigo abierto, multi-plataforma para andlisis de datos y aplicacion de
visualizacién, a través de un formato de archivo .case y .geo en el que se describe
el fenobmeno en particular, es decir, los resultados de las variables, y la geometria
respectivamente. Adicionalmente en éstos archivos, si hay miltiples pasos de tiempo,
los resultados de las variables y de la geometria en cada paso también pueden ser

almacenados.

El arreglo de los formatos .case y .geo pueden ser vistos de la pagina web htpp:
//www.ensight.com/8.2-manuals/view-category.html en la opcién descargar de
EnSight 8.2-User Manual en el capitulo 11

4.3.1. Plataforma de realizacién de los cédigos

Todos estos codigos se realizaron en el entorno Visual con lenguaje C++ el cual es un
entorno integrado de desarrollo que permite la programacion orientada a objetos (POO)
conjuntamente con el sistema de desarrollo SDK (Kit de Desarrollo de Software también
denominado APT) de Windows. Al ser un entorno integrado Visual C++ incluye, entre

otras, las siguientes herramientas de desarrollo:
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Editor de texto

Compilador/Enlazador

Depurador

Visor de datos y dependencias (Browser)

Entre sus caracteristicas estan:

1. C4++ es un lenguaje con una interfaz y una gramatica asi como unas
directrices que permiten el desarrollo de una programaciéon con un cierto caracter
“anarquico”, lo que da lugar a un modelo de programacion mas personal, una de

sus principales senas de identidad es su caracter flexible.

2. El fin hacia el cual se encamina la utilizacion de dicho lenguaje es un fin que busca
dar al usuario una cierta capacidad para crear cualquier tipo de programa, es decir,
C—++ es un lenguaje generalizado que busca dar soluciéon a problemas de todo tipo.
Este hecho puede parecer obvio, ya que dicha finalidad es en practicamente todos
los lenguajes que son utilizados hoy en dia. Sin embargo, podemos hallar que los
primeros lenguajes creados, tales como MODULA o DINAMO, eran lenguajes
destinados tan solo a soluciones de diferentes ciencias especificas, como son la
Fisica o la Ingenieria, por lo que no es de extranar que los programadores que

utilizaban dichos lenguajes fuesen Fisicos o Matematicos.

3. C++ es un lenguaje orientado a objetos, lo cual significa que pueden disenarse
y codificarse programas con modulo (funciones) de procedimientos y pueden

definirse y realizarse creaciones de objetos a partir de una declaracion (instancias).

4. VISUAL C++ se caracteriza por el uso de variables y localizaciones de
almacenamientos que contienen unos valores de datos, poseen en cada variable
un tipo que es quien define el formato y el comportamiento de la variable (son
tipos de datos: bool, char, wchar t, int, float y double). Su tamafnio dependera

del tipo.

5. VISUAL C++ utiliza clases que forman uno de los aspectos mas caracteristicos
del lenguaje, facilitdndose con ellas la creacion de tipos de datos definidos por el

usuario juntamente con funciones o métodos para tratar con ellos.
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6. Y por ultimo, aunque VISUAL C++ se desarrolle dentro de un entorno de reglas
flexibles que pretenden buscar un caracter generalizado para la resolucion de
algoritmos y problemas no por ello significa que el lenguaje carezca de estructura,
ya que sin una estructura clara y definida ninguna clase de lenguaje podria
permitir programar. La estructura para la programacién en VISUAL C+-+ se
divide por tanto en varias partes o procesos: Declaracion de Librerias. Declaracion
de Constantes. Declaracion de Procedimientos y Funciones. Inicio del programa
principal. Declaracién de variables. Sentencias del Programa. Fin del programa

principal. Implementacion de Procedimientos y Funciones.

Una vez establecida la estructura y la plataforma de realizacion de los codigos, se

desarrollaron los siguientes codigos en cumplimiento a lo estipulado en la Tabla 4.1:
4.3.2. Conducciéon (Ecuacién de Poisson)

La conduccién de calor es un mecanismo de transferencia de energia térmica entre dos
sistemas basado en el contacto directo de sus particulas sin flujo neto de materia y
que tiende a igualar la temperatura dentro de un cuerpo y entre diferentes cuerpos en

contacto por medio de ondas.

El principal parametro dependiente del material que regula la conduccion de calor en los
materiales es la conductividad térmica, una propiedad fisica que mide la capacidad de
conduccién de calor o capacidad de una substancia de transferir el movimiento cinético
de sus moléculas a sus propias moléculas adyacentes o a otras substancias con las que

estd en contacto.

El codigo se utiliza para el cdlculo de conduccion en estado estable y en estado

transitorio de la siguiente manera:

PRE-PROCESO

= LeeMalla():
» LeeConductividades():

» LeeGeneraciones():

Estas primeras funciones se encargan de establecer las propiedades del

dominio del sistema.
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CeldasFrontera(): Determina que nodos se encuentran en la frontera del dominio

y asigna las diferentes propiedades correspondientes.

IniciaMemoria(): Dimensiona las diferentes matrices.

IniciarVariables(): Llena las matrices y vectores con ceros.

CondicionInicial(): Asigna un valor para el inicio de los célculos.

PROCESO

» LLenaMatrizVectorNodo(): Llena la matriz con respecto a los nodos.
» LLenaMatrizVectorElemento(): Llena la matriz con respecto a los elementos.

» CalculaFlujoElemento(): Con la correspondiente matriz de elementos calcula los

diferentes flujos.

» CalculaFlujoNodo(): Con la correspondiente matriz de nodos calcula los diferentes

flujos.
» IsOk(): Actiia como filtro, o condicionador.

» Solucion(): Calcula la solucion de las diferentes variables.

POST-PROCESO

ResultadosCabeceraElemento(): Genera el archivo .case para estado transitorio.

ResultadosEstaticoElemento(): Complementa el archivo .case para estado estable.

ResultadosTemporalElemento(): Genera los archivos temporales en cada paso de

tiempo.

GeometriaElemento(): Genera el archivo .geo.
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4.3.3. Conveccidon-Difusion

En problemas donde el flujo juega un papel significante se debe tener en cuenta los
efectos de la conveccidén. La difusiéon siempre ocurre al lado de la conveccién. La
difusion afecta la distribucién de una cantidad a lo largo de sus gradientes en todas las
direcciones, mientras que la conveccion extiende su influencia solamente en la direccién

del flujo.

Para la solucion de los problemas de conveccion-difusion en estado estable y transitorio
por medio de este codigo no se hard ninguna referencia acerca de la evaluacion de las
velocidades en las caras del volumen de control. Se asumird que de alguna forma se

conocen. El codigo generado tiene la siguiente estructura:

PRE-PROCESO

s ReadF();
» ReadMalla();
» ReadDifusividad();

» ReadGenerations();

Estas primeras funciones se encargan de establecer las propiedades del

dominio del sistema.

PROCESO

» LlenarMatriz(): Genera las matrices resultantes por los coeficientes del sistema de

ecuaciones.

= Solutions(): Calcula el valor de las diferentes variables.
POST-PROCESO

» ReadResultados(): Genera los archivos .case y .geo.
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4.3.4. Campo de flujo

En algunas circunstancias muy especiales no es posible especificar el campo de flujo, en
lugar de ello, se debe calcular las componentes locales de la velocidad y el campo de
la densidad a partir de las ecuaciones del movimiento adecuadas. Las componentes de
la velocidad estan regidas por las ecuaciones de cantidad de movimiento, las cuales son
casos particulares de la ecuacion diferencial general para ¢ (con ¢ = u y I' = p, y asi

sucesivamente).

La dificultad en el calculo del campo de flujo esta en el hecho que no se conoce el campo
de presion. El gradiente de presion forma parte del término fuente para la ecuaciéon de
cantidad de movimiento. Mas, alin no existe una ecuaciéon para obtener la presién, lo

que hace necesario un método para obtenerla.

Dentro de los métodos para el calculo del campo de presion y de velocidades, los méas
populares son: el algoritmo SIMPLE, el SIMPLER, el SIMPLEC y el algoritmo PISO.

Cuando se sustituye la presion correcta en las ecuaciones de cantidad de movimiento,

el campo de velocidades resultante satisface la ecuacién de continuidad.

Para este codigo, fue necesario agregar cuatro clases mas; Simple.cpp, Simpler.cpp,
Simplec.cpp y Piso.cpp, con sus respectivos archivos .h. Como se mencion6 anterior-
mente, el campo de flujo se puede solucionar por medio de estos cuatro de algoritmos
y todos estan relacionados entre si, pues cada uno es una mejora del otro. Cada uno
de los archivos cpp. cuenta con funciones miembro diferentes aunque tnicamente se
genera una sola malla, pero siguiendo con resto de las etapas en cada una de las clases

agregadas.

En las etapas de PRE-PROCESO y PROCESO en cada uno de los codigos antes
mencionados la manipulacion de las matrices y métodos de solucion estuvieron a cargo

de dos librerias FEM y SOLVERLIB
Proyectos FEM y SOLVERLIB

Las librerias FEM y SOLVERLIB desarrolladas por los profesores: Ing. David A. Fuentes
e Ing. Pedro J. Diaz durante su experiencia en el campo computacional se han agregado

a todos los codigos gracias a la autorizacion de los autores.

FEM: Se encarga de convertir la discretizacion de elementos finitos a la discretizacion

de volumenes finitos, conversion necesaria debido a que las ecuaciones de movimiento

47



Cuadro 4.1: Temas con codigo y pseudo codigo

que se utilizaron para la descripcion del flujo fueron de manera integral. La conversion

de elementos finitos a volimenes finitos es a través de las clases GridFE.h y GridFV.h.

SOLVERLIB: Esta libreria se encarga del manejo y operaciones de las matrices
y vectores con arreglos particulares generados por los coeficientes de las ecuaciones
algebraicas resultantes de la discretizacion de las ecuaciones de movimiento; a las que
son necesarias una soluciéon, sean lineales o no lineales. La libreria tiene clases que
se encargan de las ecuaciones lineales como DensMatrix.h y TriDiagmatr.h y para no

lineales NonLinEqSolver.h y NewtonRaphson.h.

Codigo Pseudo
C++ codigo

Tabla 4.1

1. Ecuaciones diferenciales que determinan
el movimiento del fluido y condiciones de

frontera.

* Introduccion

* Cinematica del flujo

* Modelo de flujo

* Ecuacion de conservacion
* Condiciones de frontera
* Ecuaciones para CFD

* Coordenadas

2. Clasificacion matemaéatica de las ecua-

ciones diferenciales parciales (EDP)

* Regla de Cramer
* Método de los valores propios

* Comportamiento general de las diferentes clase
de EDP

* Coordenada en una y dos vias

contintia en la pagina siguiente
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Tabla 4.1

Codigo
C++

Pseudo

codigo

3. Discretizacion.

* Meétodo de las diferencias finita

* Sistema de ecuaciones

* Método de volumenes finitos

* Aproximacion explicita e implicita

* Errores y analisis de estabilidad

* Propiedades numéricas de los métodos de solu-

cién

4. Solucion de las ecuaciones discretizadas.

* Métodos directos

* Algoritmo para matriz tri-diagonal

* Métodos iterativos

* Sistemas de ecuaciones no lineales

* Sistemas de ecuaciones acopladas y su solucion
* Disipacion y dispersion numeérica: Viscosidad

artificial

ST

5. Implementacién de las condiciones de

frontera.

* Condiciones de frontera de entrada

* Condiciones de frontera a la salida

* Condiciones de frontera en la pared

* Condiciones de frontera de presion constante
* Condiciones de frontera de simetria

* Condiciones de frontera ciclica o periodica

* Dificultades potenciales y comentarios finales

SIS

6. Difusion en estado estable

* Difusion unidimensional en estado estable

contintia en la pagina siguiente
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Tabla 4.1

Codigo
C++

Pseudo

codigo

* Ejemplo 1: Conduccion libre en una barra aislada
* Ejemplo 2: Generacion de calor

* Ejemplo 3: Conduccion en una aleta

* Conductividad térmica en la interface de la celda
* Difusion bidimensional en estado estable

* Difusion tridimensional en estado estable

* Resumen para problema de difusion

7. Conveccion-difusion estable

* Conveccion-difusion estable unidimensional

* Esquema de diferencia centrada

* Propiedades de los esquemas de discretizacion

* Valoracion del esquema de diferencia centrada
para problemas de conveccién-difusion

* Esquema UPWIND

* Esquema de diferenciacion hibrido

* Esquema POWER-LAW

* Esquema Exponencial

* Formulacion generalizada

* Esquema de alto orden para problemas de

conveccion-difusion

S B R

8. Algoritmo para el cailculo del campo de

flujo

* Esquemas aplicados con el método de los

volimenes finitos

* Algunas dificultades relacionada
* La malla alternada

* Las ecuaciones de cantidad de movimiento
* Algoritmo SIMPLE

contintia en la pagina siguiente
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Tabla 4.1 Codigo Pseudo
C++ codigo

* Algoritmo SIMPLER

* Algoritmo SIMPLEC

* Algoritmo PISO

9. Flujos transitorios

* Conduccién de calor transitoria unidimensional

* Esquema para soluciones explicitas

* Ejemplo: Conduccion de calor transitoria unidi- X

mensional

* Ejemplo: Conduccién de calor unidimensional X

solucién implicita

* Difusion transitoria en dos y tres dimensiones

*Discretizacion temporal de la ecuacion de X X

conveccion-difusion

* Ejemplo: Conveccion difusion transitoria usando
el método QUICK

* Calculo del campo de flujo transitorio

* Calculos de estado estable usando una aproxi-

maciéon pseudo transitoria

referencia [2].

4.3.5. Resultados para conduccién de calor.

lectura de la malla (.Grid) es el siguiente:
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Para verificar que los resultados obtenidos por los codigos son satisfactorios se plante6
la solucion de un problema de conducciéon de calor de acuerdo con el ejercicio 7.2 de

la referencia [1| y para conveccion-difusion el ejemplo propuesto en la Seccion 4.7 de la

Para el ejemplo de conduccion, de acuerdo al problema planteado, el archivo para la




2

12

20
dpTRUE
4
dpFALSE
0

3

T=373

Q=500000

Q=0

O© 00 N O O b W NN -

e e e e o e
© 00 N O O b W N = O

20

0.
1 ElmB4n2D
2 ElmB4n2D
3 ElmB4n2D

O O O O O O© O O O O O O O O o o o o o
N P, O W NP, O W NP O W NP O W NN P O
O O O O O O O O O O O O O o o o o o

3

N P P N P, O O P PP O O B B O O B = = O O

223

N W

= R R =W

1 2 656
56 9 10
9 10 13 14

52



4 ElmB4n2D 1 13 14 17 18
5 ElmB4n2D 1 2367

6 ElmB4n2D 1 6 7 10 11

7 ElmB4n2D 1 10 11 14 15
8 ElmB4n2D 1 14 15 18 19
9 ElmB4n2D 1 34738

10 EImB4n2D 1 78 11 12
11 EImB4n2D 1 11 12 15 16
12 ElmB4n2D 1 15 16 19 20

Una vez se realizada la simulacion, los archivos .case y .geo generados para la

visualizaciéon en el caso de calculo transitorio, son los siguientes:

Archivo .case

FORMAT

type: ensight

GEOMETRY

model: placa2d.l.geo

VARIABLE

scalar per element: 1 Temp placa2d.temp**x*
vector per element: 1 Calor placa2d.calorxxx
TIME

time set: 1

number of steps: 101

filename start number O

filename increment 1

time values 36.00 72.00 108.00 144.00 180.00 216.00
252.00 288.00 324.00 360.00 396.00 432.00
468.00 504.00 540.00 576.00 612.00 648.00
684.00 720.00 756.00 792.00 828.00 864.00
900.00 936.00 972.00 1008.00 1044.00 1080.00
1116.00 1152.00 1188.00 1224.00 1260.00 1296.00
1332.00 1368.00 1404.00 1440.00 1476.00 1512.00
1548.00 1584.00 1620.00 1656.00 1692.00 1728.00
1764.00 1800.00 1836.00 1872.00 1908.00 1944.00
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1980.
2196.
2412,
2628.
2844,
3060.
3276.
3492.

00
00
00
00
00
00
00
00

Archivo .geo

2016.
2232.
2448.
2664.
2880.
3096.
3312.
3528.

Simulacion

Estatico

node id given

element id given

coordinates
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2052.
2268.
2484,
2700.
2916.
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3348.
3564.

00
00
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2088.
2304.
2520.
2736.
29562,
3168.
3384.
3600.

00
00
00
00
00
00
00
00

2124.
2340.
2556.
2772.
2988.
3204.
3420.
3636.

54

00
00
00
00
00
00
00
00

2160.
2376.
2592,
2808.
3024.
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3456.
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19 0.2 0.4 0.0
20 0.3 0.4 0.0
part 1
Simulacion
quad4
12
1265
56 10 9
9 10 14 13
13 14 18 17
2376
6 7 11 10
10 11 15 14
14 15 19 18
3487
10 7 8 12 11
11 11 12 16 15
12 15 16 20 19

© 00 N O O B~ W N -

Se omite la inclusion de los archivos de resultados (.temp*** y .calor***) debido a que

ocupan mucho espacio.

En la Figura 4.4, se muestran los resultados de la simulacién para el célculo transitorio.
Se observa en ellas los isocontornos de temperatura por medio de lineas oscuras. Las
lineas de flujo de calor constante se representan con color blanco. Debido a que se uso
una malla gruesa no es posible confirmar que las lineas de temperatura constantes son
perpendiculares a las linea de flujo de calor constante, pero en la mayoria de los casos

se aprecia ésta tendencia.

A partir de las Figuras, se puede observar la evoluciéon de la transferencia de calor con
el tiempo, hasta llegar a estado estable. Finalmente, los resultados obtenidos estdn de

acuerdo a lo especificado en la literatura.

Finalmente, los resultados en estado estable son:

nodo valor-x valor-y solucién numérica
1 0.000 0.000 260.037
2 0.100 0.000 242.275
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Figura 4.4: Resultados para el transitorio del problema de conducciéon
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3 0.200 0.000 205.592
4 0.300 0.000 146.322
5 0.000 0.100 227.799
6 0.100 0.100 211.195
7 0.200 0.100 178.178
8 0.300 0.100 129.696
9 0.000 0.200 212.164
10 0.100 0.200 196.53
11 0.200 0.200 166.23
12 0.300 0.200 123.982

los cuales concuerdan con los resultados presentados en la referencia y presentados en
el documento anexo a éste proyecto en la Seccion DIFUSION BIDIMENSIONAL EN
ESTADO ESTABLE

4.3.6. Resultados para conveccién-difusion

Similarmente al caso de la conduccion de calor, se genera un archivo .Grid donde
se especifica la geometria y condiciones de frontera para el problema de conveccién-
difusion. Debido a lo extenso del archivo, no se incluye en este informe. De igual forma,
una vez realizados los calculos se generan los archivos .case, .geo, y los archivos de
resultados para la variable ¢, pero debido a lo extenso de su contenido no se incluyen

en este informe.

En la Figura 4.5 se muestran los resultados de los célculos para la conveccion-difusion.
Los resultados obtenidos coinciden con los resultados observados en la literatura

consultada.

De igual forma, se puede observar el calculo transitorio en la Figura 4.6
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Figura 4.5: Resultados para el célculo del problema de conveccion-difusion
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Figura 4.6: Resultados para el transitorio del problema de conveccion-difusion
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Capitulo 5

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El seminario es una herramienta valida para la formacion de investigadores y maes-
tros en una disciplina. Sin dejar de reconocer, que siguen siendo validas las céatedras
magistrales; y lo serdn mucho mas si se evaliian criticamente y se aprovechan respon-

sablemente las ventajas que poseen.

En el desarrollo del seminario se parti6é del supuesto que se aprende a investigar inves-
tigando y que dicha tarea no simplemente fue la aplicacion de ciertas técnicas, si no un
proceso a través del cual se integraron conocimientos teoéricos y practicos en funcion de

resolver los problemas planteados en la investigacion.

Gracias a los codigos generados se encontraron resultados satisfactorios en la soluciéon
de problemas de conduccion y conveccién-difusion en estado estable y transitorio. Para
el caso del célculo del campo de flujo no fue posible alcanzar una solucion satisfactoria.

Los autores estiman que no fué posible debido a los siguientes inconvenientes:

1. En la imposicién de las condiciones de frontera: no se tiene claridad de cuéles

condiciones de frontera imponer ni su valor.

2. En la literatura los algoritmos para la solucién del campo de flujo son explicados
de una forma mas sencilla de lo que realmente son, y la implemantacioén con esas

condiciones hace que la convergencia de la solucion tienda a oscilar.

De acuerdo a los resultados obtenidos el método de los voliimenes finitos es conveniente

para el estudio de la dindmica de fluidos, la transferencia de calor y la conveccién-
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difusion debido a que estd basada en principios de conservacion. De esta forma, se

recomienda continuar con el estudio y utilizacion de éste método.

Un primer paso seria estudiar con mayor cuidado los algoritmos SIMPLE, SIMPLER,
SIMPLEC y PISO para el calculo del campo de flujo y asi lograr soluciones estables
y satisfactorias. Asi mismo, se pueden ampliar los cédigos para encontrar soluciones
usando mallas con cuadrilateros no ortogonales y/o con elementos no triangulares a
partir de un mallado no estructurado; ya sea para los fen6menos que se trataron en éste
trabajo de grado o en otros, como flujos turbulentos, flujos multifasicos, combustion,

entre otros.
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DE FLUIDOS COMPUTACIONAL
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Apéndice A

ECUACIONES DIFERENCIALES QUE DETERMINAN EL
MOVIMIENTO DEL FLUIDO Y CONDICIONES DE

FRONTERA

A.1. INTRODUCCION

Las ecuaciones fundamentales que se usan para describir el movimiento de un fluido

SOI:

= Ecuaciéon de continuidad.
= Ecuacion de la segunda ley de Newton.

= Ecuacién de la primera ley de la termodinémica.

El fluido se considerara como un continuo. Para su estudio, se describe el comportamien-
to del fluido en términos de sus propiedades macroscopicas, tales como la velocidad,
presion, densidad y temperatura. Al aplicar los principios fisicos fundamentales a los
modelos de flujo, se obtienen como resultado las ecuaciones que son la base mateméti-
ca de los principios fisicos involucrados. Una vez que se obtienen las ecuaciones de
continuidad, cantidad de movimiento y energia, se delimitan a formas particularmente
convenientes en las soluciones que se formulan para CFD. Finalmente, se deben imponer
unas condiciones de frontera apropiadas con sus respectivas representaciones mateméti-

cas.
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A.2. MODELOS DE FLUJO

Para obtener las ecuaciones basicas del movimiento del fluido, se seguira siempre el

siguiente procedimiento:

» Flegir los principios fisicos fundamentales apropiados a partir de las leyes fisicas,

tales como:

e [.a masa se conserva

—
—
o ' =ma

e La energia se conserva
= Aplicar los modelos fisicos a un modelo de flujo conveniente.

» Extraer las ecuaciones matematicas que contienen tales principios fisicos.

Para la descripcion el movimiento de un fluido se tiene cuatro modelos de flujo

estudiados a continuacién.
A.2.0.1. Volumen de control finito

Considérese un campo de flujo general representado por las lineas de corriente en la
figura (A.1)(a y b). Imagine un volumen cerrado trazado dentro de una region finita
del flujo. Este volumen se define como un volumen de control V, y ademés existe una
superficie de control S definida como la superficie cerrada que le establece limites al
volumen. El volumen puede estar fijo en el espacio con el fluido moviendose a través
de el o moviendose con el fluido tal como lo hiciera una particula dentro de este. En
cualquier caso el volumen de control es una regiéon finita del flujo. Por lo tanto, en
lugar de mirar todo el flujo al tiempo, con el volumen de control se centra la atencion
al fluido que se encuentra dentro del volumen de control mismo. Las ecuaciones del
flujo que se obtienen directamente aplicando los principios fisicos fundamentales al
volumen de control finito son de forma integral. La forma integral de las ecuaciones
de movimiento se pueden manipular matematicamente para obtener indirectamente
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Las ecuaciones obtenidas al aplicar los
principios fisicos a los volumenes de control fijos en el espacio (fig(A.1)(a) y (c)), se
conocen como formas conservativas de las ecuaciones de movimiento. Las ecuaciones
obtenidas al aplicar los principios fisicos a los volimenes de control que se mueven con
el fluido (fig(A.1)(b) y (d)), se conocen como formas no conservativas de las ecuaciones

de movimiento.

68



Figura A.1: Modelos de flujo.
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A.2.0.2. Elemento de fluido infinitesimal

Considérese un campo de flujo general representado por las lineas de corriente en la
figura (A.1)(c y d). Imagine un elemento de fluido infinitesimal pequeno en el fluido
con un volumen diferencial dV. El elemento de fluido infinitesimal estd bajo el mismo
sentido como en el calculo diferencial; sin embargo, es lo suficientemente grande como
para contener un gran numero de moléculas de manera que puede verse como un medio
continuo. El elemento puede estar fijo en el espacio con el fluido moviendose a través
de el (fig(A.1)(c)). También, el elemento se puede mover a lo largo de una linea de
corriente con un vector de velocidad 7 igual a la velocidad del flujo en cada punto.
Los principios fisicos seran aplicados al pequenio elemento infinitesimal de fluido. Esta
aplicacion conduce directamente a la ecuaciones fundamentales en forma de ecuaciones

diferenciales parciales.

A.3. ECUACIONES DE CONSERVACION

Las ecuaciones a deducir expresan un principio a conservar, por eso su nombre de

ecuaciones de conservacion. Una cantidad se determina como variable, y varios factores
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Figura A.2: Volumen Infinitesimal.
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que influyen en su comportamiento. Se toma un elemento diferencial y se aplican las
ecuaciones de conservaciéon de masa, cantidad de movimiento y energia a fin de obtener

las ecuaciones.

Todas las propiedades en este estudio son funcion del tiempo y el espacio, las cuales en
las ecuaciones se escribieran de forma simple sin mencionar las variables de las cuales

dependen.
A.3.1. Ecuacién de continuidad
A.3.1.1. Elemento infinitesimal fijo en el espacio

Para cualquiera de los modelos de flujo se puede obtener una ecuacion de continuidad
y se puede trasladar de una forma a otra matematicamente por medio del teorema
de la divergencia. La forma integral admite la presencia de discontinuidades dentro
del volumen de control y la forma diferencial asume que las propiedades del flujo
son continuas, es por esta razéon que las ecuaciones expresadas en forma integral son
consideradas como mas fundamentales y esta consideracion puede llegar a ser de suma
importancia cuando se calcula un flujo con discontinuidades reales. En esta seccion
obtendremos la ecuacion de continuidad para el modelo de volumen infinitesimal fijo
en el espacio con el fluido moviendose a través de el. El elemento en consideracion se
puede considerar tan pequeno, que el flujo de propiedades a través de sus caras se puede
expresar adecuadamente por medio de los dos primeros términos de la serie de Taylor.

Por ejemplo en el caso de la presion para las caras E y W (fig(A.3)):

op 1
— = Al
p 8:626 (A1)
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Figura A.3: Flujo mésico a través de las caras del volumen de control.

Op
D+ a—§5y <A2)

La masa acumulada en el elemento se escribe como :

%(péméyéz) = %cﬁéyéz (A.3)

El flujo mésico a través del elemento es:

[(pu - %%5@@52 (pu + )25I)5 52_ +
[(pv — %%@)5&552 — (pv oy ) oy)ox (52- +
{(pw — %%52)5:6534 — (pw + %%52)5&552_ (A.4)

los términos de signo positivo tienden a incrementar la masa dentro del volumen de
control y los de signo negativo tienden a disminuirla.La velocidad de aumento de la
masa dentro del volumen de control(ecuacion (A.3)) debe ser igual al flujo neto de masa
que atraviesa sus fronteras (ecuacion (A.4)). Por lo tanto la ecuacion de continuidad en

forma diferencial da como resultado:
0 0 0 0
dp n pu pU L pw
ot  Ox dy 0z

—0 (A.5)

71



Figura A.4: Elemento de fluido moviendose con el flujo-Ilustraciéon para la derivada
substancial.
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En una notacién vectorial mas compacta tenemos:

ap =
a—i—V-(pV)—O (A.6)

A.3.1.2. Elemento infinitesimal moviendose con el flujo

La derivada substancial. Antes de derivar las ecuaciones con un modelo de flujo en
donde el volumen de control se mueve con este, debemos establecer una notacién que

es muy importante: La Derivada Substancial.

En la figura (A.4) el elemento de fluido estd moviendose con el fluyjo a través del
plano cartesiano. Los vectores unitarios a lo largo de los ejes x, y y zson i, j y k

respectivamente. El vector velocidad est4 dado por:
ﬁ

V =wi+wvj+wk (A.7)

Donde las componentes de velocidad estan dadas respectivamente por:

u = u(x,y,z,1t)
v o= vu(z,y,21) (A.8)

w = w(x,y,z,1t)

Adicionalmente el campo escalar de densidad estd dado por:

p=p(z,y, 21 (A.9)
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En el tiempo t; el elemento de fluido esté ubicado en el punto 1. En este punto y tiempo,

la densidad del elemento de fluido esta dada por:

p1 = p(x1,Y1,21) (A.10)
En el tiempo posterior to, el elemento de fluido se ha movido al punto 2. Por lo tanto,
en el tiempo t, la densidad del mismo elemento de fluido esta dada por:

p2 = p(T2, Yo, 22) (A.11)

Puesto que p = p(z,y, 2,t), podemos expandir esta funcién en una serie de Taylor sobre

el punto 1 como sigue:

0 0
p2 = p1+ (3_.;))1 (2o —x1) + (8_5)1 (y2 —y1) (A.12)
dp dp L .
+{ =) (;2—21)+ | =) (t2—t1) + términos de orden superior
0z ), ot ),

Dividiendo por (ty — t1) e ignorando los términos de orden superior tenemos:
- 0 To— T 0 — 0 29 — 2 0
pP2—p1 _ (OP 2 1 n op\ Y2 U I ap 2 1 " ap (A.13)
t2 — tl 8x 1 t2 — tl 6y 1 t2 - tl 82 1 t2 — tl 8t 1

El termino del lado izquierdo de la ecuacion (A.13) significa fisicamente la razon de

cambio de la densidad del elemento de fluido mientras este se mueve del punto 1 al
punto 2. En el limite, cuando ¢, se aproxima a t;, este termino se convierte en:
oy P2 P Dr
im = —
to—t1 t9 — 13 Dt

(A.14)

El termino Dp/ Dt significa la razon de cambio instantanea de la densidad del elemento

de fluido mientras este se mueve a través del punto 1. Por definicién este operador

es llamado la derivada substancial D/Dt. Notese que % es la razon de cambio de

la densidad del elemento de fluido dado mientras este se mueve a través del espacio.
Aqui nuestros ojos estan enfocados sobre el elemento de fluido mientras este se estéa
moviendo, y estamos observando el cambio de la densidad del elemento mientras este

se mueve a través del punto 1. Esto es diferente de (%?)1 la cual es fisicamente la razon

de cambio de la densidad en el punto 1 fijo. Para (%)1 fijamos nuestros ojos sobre el
punto estacionario y observamos el cambio de la densidad debido a las fluctuaciones
transitorias en el campo de flujo. Asi, (%%)1 y %f son fisicamente y numericamente

diferentes.

note que:
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To — T

lfim =u (A.15)
to—t1 to —
lfm 270y (A.16)
to—t1 9 — T
lfm 27—y (A.17)

ta—t1 o —

Asi tomando el limite de la ecuacion (A.13) mientras to — t; obtenemos:
Dp ap ap dp dp
—qu £ - = — A8
Dt u(@x) +U(8y T 0z * ot ( )

Observando la ecuacion (A.18) podemos obtener la ecuacion general para la derivada

substancial en coordenadas cartesianas como:
D 0 0 0 0
= _ _ _ - — Al
(o) () (5) « (5) (4.19)

y esta puede ser escrita utilizando el operador Vcomo:

D 0 =
= _ = . A2
Di 8t+v \V4 (A.20)

La ecuacion (A.20) representa la definicion del operador de derivada substancial en
notacion vectorial; asi esta es valida para cualquier sistema coordenado. 7 - Ves la
derivada convectiva, la cual es fisicamente hablando, la razéon de cambio debido al
movimiento del elemento de fluido de un lugar a otro en el campo de flujo donde las
propiedades del flujo son espacialmente diferentes. La derivada substancial aplica a

cualquier variable en el campo de flujo.

Divergencia de la velocidad y su significado fisico. FEl termino V.V aparece
frecuentemente en las ecuaciones de dindmica de fluido y en esta secciéon consideraremos
su significado fisico. Consideremos el volumen de control de la figura (A.1)(b). Este
volumen de control siempre esta conformado por las mismas particulas mientras se
mueve con el fluido; por lo tanto su masa es fija y no varia con el tiempo. Sin embargo
su volumen V y superficie de control S estan cambiando con el tiempo mientras este se
mueve a una region diferente del flujo. Considere un elemento infinitesimal de superficie

dS moviendose a una velocidad local V como se muestra en la figura (A.5).

El cambio del volumen en el volumen de control AV, debido al movimiento de dS sobre
un incremento de tiempoAt es a partir de la figura(A.5) igual al volumen del cilindro

H
con base dS y altura (V At) - 7, donde 7 es un vector unitario perpendicular a la
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Figura A.5: Volumen de control moévil usado para la interpretacion fisica de la
divergencia de la velocidad.

superficie sobredS. Es decir:

AY = [(V’At) : W] s = (VAt) - dS (A.21)

— —

Donde el vector dS es definido simplemente por dS = 7 ds. Sobre el incremento del
tiempo/\t, el cambio total del volumen en el volumen de control como un todo es igual
a la suma de la ecuacion (A.21) sobre la superficie de control total. En el limite mientras

dS — 0, la suma se convierte en la integral de superficie:
— —
//(vm) a8 (A.22)

Si esta integral se divide por At el resultado es fisicamente la razéon de cambio en el

tiempo del volumen en el volumen de control, denotado por DV/Dt; es decir,

%:é//(?ﬁt)-ﬁ://?-% (A.23)

Hemos escrito en el lado izquierdo de la ecuacion (A.23) como la derivada substancial
deV, porque estamos tratando con la razén de cambio en el tiempo del volumen de
control mientras el volumen se mueve con el flujo. Aplicando el teorema de la divergencia

del calculo vectorial al lado derecho de la ecuacion (A.23), obtenemos:

%\Z - M(v V)av (A.24)

Ahora imaginemos que el volumen de control mévil se encoje hasta convertirse en un
0V, esencialmente convirtiéndose en un elemento de fluido infinitesimal moévil como el

mostrado en la figura (A.1)(d). Entonces la ecuacion (A.24) puede ser escrita como:

%‘tv) - ///W(v V)av (A.25)

H
Asumamos que 0V es lo suficientemente pequeno tal que V - V' es esencialmente el

mismo valor a lo largo de V. Entonces la integral de la ecuacion (A.25), en el limite
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_>
mientras JV se encoje a cero, esta dada por (V - V' )iV. Reemplazando en la ecuacion
(A.25) tenemos:

D(6V) —
D = (V- V)V (A.26)
° = 1 D(6V)
(V-V)= o Di (A.27)

En esta ecuaciéon podemos apreciar el significado fisico de la divergencia de la velocidad
en el termino al lado derecho, que es la razon de cambio del volumen de un elemento

de fluido movil, por unidad de volumen.

Derivacion de la ecuaciéon de continuidad. Considérese ahora el elemento
diferencial finito mostrado en la figura (A.1)(d). El elemento tiene una masa fija, pero
en general su forma y volumen cambian cuando se mueve con la corriente de flujo. La
masa fija y el volumen variable se pueden especificar por dm y 0V respectivamente.

Entonces :

om = poV (A.28)

Puesto que la masa se conserva , se puede establecer que la variaciéon de la masa con el

tiempo es cero cuando el elemento se mueve a lo largo del flujo. Entonces se tiene que:

D(ém)
= A2
Dt 0 (4.29)
Combinando la ecuaciones (A.28) y (A.29) y aplicando la derivada de un producto
tenemos:
D(pdY) _.Dp DY)
— gv=L — = A.
e "ot e 0 (4.30)
dividiendo el termino del lado derecho por 6V tenemos:
Dp 1 D(6V)
=F = A.31
Dt F st pr | =Y (A.31)
a partir de la ecuacion (A.27) obtenemos:
Do v v =0 (A.32)
pt VT T '

La ecuacion (A.32) es una ecuacion diferencial en derivadas parciales obtenida a partir
de la ecuacion de continuidad, es de forma diferente a la expresada en (A.6), pues la
ecuacion anterior se obtuvo a partir de un elemento de fluido infinitamente pequeno
que se mueve con el flujo. El hecho de que el elemento se mueva con el flujo le confiere

una forma no conservativa a la ecuacion.
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A.3.1.3. Volumen de control finito fijo en el espacio

Considere el modelo de flujo mostrado en la figura (A.1)(a), el cual es un volumen de
control de forma arbitrativa y tamano finito, ademés fijo en el espacio. La superficie
que delimita este volumen de control se llama superficie de control. El fluido se mueve
a través del volumen de control fijo, atravesando la superficies de control. En un punto
sobre la superficie de control, la velocidad del flujo es ‘_/ y el vector normal a la superficie
es (I)S’ . También se puede definir un volumen elemental dV dentro del volumen de control.
aplicaremos sobre este volumen de control, el principio fundamental de conservaciéon de
la masa. El flujo mésico de un fluido que se mueve a través de cualquier superficie
fija es igual al producto de la densidad multiplicado por el area de la superficie y la
componente de la velocidad perpendicular a la superficie. Entonces el flujo méasico que

cruza el area dS es:

— - —
pV,dS = pV -dS (A.33)

_)
Tomamos como convencién que dS apunta siempre hacia afuera, entonces el flujo neto
masa sobre el volumen de control a través de la superficie de control S, es la suma sobre
S de todos los flujos que entran y salen expresados por la ecuacion (A.33). En el limite,

la suma se transforma en una integral a través de la superficie, quedando:

flujo neto de masa sobre el volumen de control = //pv . 679 (A.34)

Ahora consideraremos la segunda parte del principio fisico de conservacion de la masa
que consiste en la velocidad de disminucién de esta dentro del volumen de control.

La masa contenida dentro del volumen de control elemental dV es pdV. La masa total

J|[ e (A.35)

y la velocidad de disminucién de masa dentro del volumen de control es:

% ///V P (A.36)

Combinando las ecuaciones (A.34) y (A.36) se tiene finalmente:

at/// ptt = [ o7 -8 (A.37)

Esta ecuacion es una forma integral de la ecuacion de continuidad. La ecuacién anterior

dentro del volumen de control es:

se obtuvo a partir de un volumen de control fijo en el espacio y debido a esto esta

expresion es de forma conservativa.
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A.3.1.4. Volumen de control finito moviendose con el flujo

Considérese el elemento diferencial mostrado en la figura (A.1)(b), un volumen de
control que se mueve con el flujo. El volumen de control tiene una masa fija pero
en general su forma y volumen cambiard cuando se mueva con la corriente de flujo.
La masa fija y el volumen variable se pueden especificar por dm y dV respectivamente.

entonces:

dm = pd¥ (A.38)

La masa contenida en el volumen de control serd entonces:

///v P (A.39)

Puesto que la masa se conserva se puede establecer, que la variaciéon de la masa con el

tiempo es cero cuando el elemento se mueve a lo largo del flujo. Entonces se tiene que:

% ///\7 P (A.40)

La ecuacion (A.40) esta deducida sobre un volumen de control ¥V que se mueve con el
flujo, con un volumen variable y una masa fija. El volumen consiste en un numero infinito
de volimenes infinitesimales dV cada uno de ellos de masa fija, donde la magnitud de
dV también cambia cuando el volumen de control se mueve aguas abajo. Esta ecuacion
posee una forma integral no conservativa debido a que el volumen de control e mueve

con el fluido.
A.3.2. Ecuacion de conservacién de la cantidad de movimiento

La segunda ley de NEWTON establece que la razéon de cambio de la cantidad de

movimiento de una particula es igual a a la suma de fuerzas sobre la particula.

La deducciéon de la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento se hard para

el modelo de flujo en el cual el elemento infinitesimal se mueve con el fluido.

La segunda ley es una relacion vectorial, por lo tanto se puede dividir en tres relaciones
escalares a lo largo de los ejes x, y v z. Para la direcciéon x la segunda ley da como

resultado:

Z fuerzas en x = ma, (A.41)

Las fuerzas en la direccion x pueden ser de cuerpo o de superficie.

para las fuerzas de cuerpo:
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Figura A.6: Balance de cantidad de movimiento en direccién x.
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Figura A.7: Forma como acttian el esfuerzo normal y el cortante.

T ¥ Tuy ©5tAN relacionados con los gradientes de velocidad del flujo

¥ ¢ Relacionado con el cambio de volumen.
F'y Relacionado con el cambio de A Es normalmente peduefio. Es importante
deformacion del elemento cuando el gradiente de velocidad es alto
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E fuerzas de cuerpo = pf.(drdydz) (A.42)

para las fuerzas de superficie:

los esfuerzos cortantes y normales estan relacionados con la variacion de la deformacion

del fluido con el tiempo como se muestra en la figura (A.7).

Las direcciones de los esfuerzos se muestran en la figura (A.6) .
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La ecuacién de la segunda ley se puede presentar para las fuerzas de superficie como

Z fuerzas de super ficie = |p— (p+ g—idx)} dzdy +
i OTaa
_(Tm + de) — Tm;| dydz +
[ 0Ty
-<Tym + 8; dy) — Tyx] drdz +
[+ T2 02 dwd (A.43)
_ Teo + — —d2) = T | dady .

Las suma de la ecuaciones(A.42) y (A.43) da como resultado:
Op  OTyy OTyy  OT
SNRAL_g L

b= COr O oy 0z

} dzdydz + pf,drdydz (A.44)

Para representar la parte derecha de la ecuacion(A.41) se debe considerar que la masa

del elemento es:

m = pdxdydz (A.45)

La variacién de la velocidad u en el tiempo se representa por la derivada sustancial
debido a que el elemento se mueve con el fluido:
Du

=5 (A.46)

Qg

combinando las ecuaciones (A.44) , (A.45) y (A.46), se obtiene para la componente en
X:

D™ "0z oz dy 0z

Du @ OTpa n 0Ty n OTsz +ofs (A.47)

La ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento en tres dimensiones se puede
escribir de forma abreviada como:
—
A% —
S = Vptpf VT (A.48)

donde 7 es el tensor de esfuerzos. Isaac Newton establecié que el esfuerzo cortante en

un fluido es proporcional al gradiente de la velocidad. Para lo cual Stokes establecié:

80



— ANV-V)+2
T = MV-V)+ Hor
— 0

Ty = MV V)+2,ua—z
Tew = )\(V~‘—/>)+2ug—j
[Ov  Ou]

Ty = Toy = [ 3_x+8_y (A.49)
Ty = Tog = —%+8_w_
Tz Zx_/‘t_az 81'_
Tuy = Toy = 3_w+8_'0
ve xy_'u_(?y 0z |

La ecuacion (A.49) se puede aplicar a las ecuaciones de cantidad de movimiento en tres

dimensiones y obtener una expresion solo en funcién de las velocidades y la presion.
A.3.3. Ecuacién de conservacion de la energia

En la presente seccion, se aplicara el tercer principio fisico introducido al comienzo de

la seccién 1.1, conocido como:

[ Principio fisico: La energia se conserva ]

Como se comento en la seccion 1.3.2, para la deducciéon de la ecuacion de la energia se
usara el modelo de flujo de un elemento infinitesimal que se mueve con el flujo (como
se muestra en la figura (A.1) (d) ). El principio establecido arriba es nada mas que la
primera ley de la termodindamica. Cuando se aplica al modelo de flujo de un elemento

infinitesimal moviéndose con el flujo, la primera ley establece que:

A=B+C (A.50)

Donde A es el cambio de energia dentro del elemento, B es el flujo de calor dentro
del elemento y C es el trabajo sobre el elemento debido a las fuerzas de cuerpo y de

superficie.

Primero se evaluara C, es decir, obtenemos una expresion para el trabajo realizado sobre
el elemento en movimiento debido a las fuerzas de cuerpo y superficie. Se demostrara

que el trabajo realizado por las fuerzas ejercidas sobre un cuerpo en movimiento es igual
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Figura A.8: Flujo de Energia asociados a un elemento infinitesimal que se mueve con

el fluido. Solamente se muestran los flujos en direccion x.
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al producto de las fuerza y la componente de la velocidad en direccion de la fuerza. Por
lo tanto el trabajo realizado por las fuerzas de cuerpo que acttiian sobre el elemento en
movimiento con una velocidad V es:

pf -V (dxdydz)

Con respecto a las fuerzas de superficie (presion mas esfuerzo cortante y normal),
inicialmente se van a estudiar solo las dirigidas en direccién x. El trabajo realizado
sobre el fluido en movimiento por la presion y el esfuerzo cortante en la direccion x
es simplemente la componente x de la velocidad , u, multiplicada por las fuerzas, por
ejemplo, en la cara abcd el trabajo realizado por 7 ,dxdz es uty,dvdz, con expresiones
similares par a las otras caras. Para enfatizar tales consideraciones energéticas, el

elemento de fluido en movimiento se muestra en la figuraA.8

La expresion anterior solo tiene en cuenta las fuerzas en la direcciéon x. Cuando se
incluyen las fuerzas de superficie en las direcciones y y z, se pueden obtener expresiones
similares. En total, el trabajo neto realizado sobre un elemento de fluido en movimiento
es la suma de las contribuciones de las fuerzas de superficie es las direcciones x, y y
z, también como las fuerzas de campo. El trabajo neto esté especificado como C' en la

ecuacion anterior, esta dada por:
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o [_ (a(up) n d(vp) n 8(wp)> N O(uTee) N O(utys) N O(ut.y)

ox y Ox ox dy 0z
O(vTwy)  O(vTyy)  O(vTy)  O(wTy,) O(wry.) O(wr,,)
+ I + By + 92 + 9 + By + 5, dzxdydz
+pf.‘7(d:cdydz) (A.51)

Note que los primeros tres términos del lado derecho de la ecuacion (A.51) es

simplemente V.(pV).

Ahora se centrara la atencién sobre el término B conocido como el flujo neto de calor
en el elemento. El flujo de calor es debido a (1) calentamiento volumétrico tal como
absorcion o emision de radiacion y (2) transferencia de calor a través de las superficies
debido a gradientes de temperatura, por ejemplo, el caso de conduccion térmica. Si se
define ¢ como la velocidad de adicion de calor (volumétrico) por unidad de masa. Note
que la masa del elemento de fluido en movimiento de la figura (A.8) es pdxdydz, se

obtiene que:

Calentamiento volumétrico del elemento = pgdxdydz (A.52)

En la figura (A.8), el calor transferido por conduccién térmica entrando al elemento
de fluido en movimiento a través de la cara adhe es ¢,dxdydz, donde ¢, es el calor

transferido en la direccién x por unidad de tiempo y unidad de area. El calor transferido

hacia afuera del elemento a través de la cara begf es [cjx + (%q;') dx] dydz. Entonces, el

calor transferido neto en la direccion = dentro del elemento de fluido por conduccion

: 94z _ (94
{% — (836) d$} dydz = (835) dxdydz (A.53)

Teniendo en cuenta el calor transferido en las direcciones y y z a través de las otras

térmica es:

caras en la figura(A.8) se obtiene:

Clanetamiento del elemento de fluido por conduccion = — Ods % + U dxdydz
Jdr Oy 0z
(A.54)
El término B en la ecuacion (A.50) es la suma de las ecuaciones (A.52) y (A.54)
. (94z  Ogy 04
B = — = dxdyd A.
[pq (6m+8y+8z xdydz (A.55)

El flujo de calor debido a la conduccion de calor, a partir de la ley de Fourier de la

conduccién de calor, es proporcional al gradiente local de temperatura:
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or . oT oT

— ke = —k—
Qy gy 1 EP

Donde k es la conductividad térmica. Entonces la ecuacion (A.55) se puede escribir

.0 (0T o (., 0T o (. 0T
B = {pq-f— 9 (k‘%) + ay (ka—y> + EP (kzg)} dxdydz (A.56)

Finalmente, el término A en la ecuacion (A.50) implica el cambio de energia en el

COINO.

elemento fluido con el tiempo. En la termodinamica clasica, generalmente se trabaja
con sistemas estacionarios, en este caso, la energia que aparece en la formulacion
de la primera ley de la termodinamica es la energia interna. La energia interna es
simplemente la energia de cada molécula o a&tomo, sumada en todos los atomos y

moléculas del sistema.

Ahora, considerando un medio en movimiento, el término energia incluido en A
considera la energia producto del movimiento del elemento fluido. Entonces, el fluido

tiene dos contribuciones a su energia:

1. La energia interna debido al movimiento molecular aleatorio, e (por unidad de

masa).

2. La energia cinética debido al movimiento traslacional del elemento fluido. La

energia cinética por unidad de masa es V?/2.

Entonces, el elemento fluido en movimiento tiene energia cinética y energia interna; de
manera que la suma de ellas representa la energia total. La energia total es entonces:
e+ V?/2. Debido a que se esté analizando un elemento fluido que se mueve con el flujo,
el cambio de energia por unidad de masa esti determinado por la derivada sustancial.

Si la masa del elemento fluido es pdxdydz, se tiene:

D V2
A= Py (e + 7) dxdydz (A.57)

La forma final de la ecuaciéon de la energia se obtiene substituyendo las ecuaciones
(A.51), (A.56) y (A.57), resultando:
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ox ox ox
+ 8(7“—:01/) G(UTyy) 0(usz)
oz ox ox
O(uty,) = O(uty.)  O(uty,)
+ ox + ox ox
+pf.V (A.58)

La anterior ecuacion se la forma no conservativa de la ecuacion de la energia, en
términos de la energia totale + V?/2. La ecuacion en forma no conservativa resultante
se obtuvo a partir de la aplicaciéon de los principios fisicos a un elemento fluido en
movimiento. Como en el caso de la ecuacién de la cantidad de movimiento, la ecuacion
(A.58) se puede representar de forma condensada mediante la expresion:

p% (e + V;) = pi+ V. (kVT) + V. (pV) + V. <ﬂ7) +pfV (A.59)
El término del lado izquierdo de la ecuacion(A.58) involucra la derivada sustancial de
la energia D(e + V?/2)/Dt. Es justo una de las muchas formas de la ecuacion de la
energia; sin embargo la forma presentada fue obtenida directamente del principio de
conservacion de la energfa aplicado a un fluido en movimiento. Esta ecuacion se puede

modificar facilmente en dos direcciones:

1. El lado izquierdo se puede expresar en términos de la energia interna (e)
solamente, 6 en términos de la entalpia (h) solamente, 6 en términos de la entalpia
total (hg = h + V?/2) solamente. En cada caso, el término del lado derecho de la

ecuacion pertinente también cambiara.

2. Para cada una de las diferentes formas de la ecuacion de la energia mencionadas
arriba, existira una forma no conservativa y una conservativa. Entonces, es posible

manipular las ecuaciones para convertir de una forma a otra.

Inicialmente, se va a convertir la ecuacion (A.58) de tal manera que quede solamente
expresada en términos de la energia interna e. Para tal efecto es posible demostrar, con

ayuda de la ecuacion ((A.47)), que:
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D(u?/2) op O(Tez) O(Tyz) O(Tez)

P—p = Upe +u e +u dy +u e + puf, (A.60)
D(U2/2) dp O(Tay) AN1yy) O(72y)

P~ = V%, +v e +v dy +v P + pvfy, (A.61)

D(w?/2) B dp O(Tez) 0(7y2) O(T22)

Sumando las ecuaciones (1.60) a (A.62), y sabiendo que V? = u? + v* + w?, se obtiene

D(V?) B op Op Op NTaz)  O(Tye)  O(Tus)
TR —u%—va—y—w@—l—u ox * Ay * 0z
8<Twy) a(Tyy) 8(sz)

+U( Ox * oy * 0z

S (0(%) L0 amz))

ox Ay 0z
+p(ufe +ofy, +wf) (A.63)

Restando la ecuacion (A.63) de la (A.58), y conociendo que pfV = p (uf, + vfy+wf.),

se tiene
De 0 (0T\, 0 (0r\ o (0
Di ~ P Jxr \ Ox 3y (92 0z

8
B 8u 81} @ N @ N
D Tym ay Tz Oz
81} ov 81} ow ow ow
— — A .64
Txy&v—'— yy8y+ Zy8z+ m@x—l—Tyzﬁy +TZZ82 (4.64)

La ecuacion (A.64) es una forma para la ecuacion de la energia donde la derivada
sustancial en el lado izquierdo estd estrictamente en términos de la energia interna.
La energia cinética y el trabajo realizado por las fuerzas de cuerpo han quedado
fuera de la ecuacion, por cierto, es importante enfatizar que la ecuacion de la energia
cuando se escribe en términos de e solamente no contiene explicitamente las fuerzas
de cuerpo. Comparando con la ecuacion (A.58), donde el esfuerzo cortante y normal
estan multiplicados por la velocidad dentro de las derivadas respecto de =, y v 2z, en
la ecuacion (A.64) los esfuerzos viscosos aparecen multiplicados por los gradientes de
velocidad. Finalmente, se debe recalcar que la ecuacion (A.64) esta presentada en forma

no conservativa. En forma abreviada la ecuacion (A.64) se puede escribir como
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pﬁj — i+ V. (kVT) +p (vv) . VA% (A.65)

Si se cambia e por h = e + p/py ademas con la ecuaciéon de continuidad, la ecuacion

(A.65) queda:

Dh  Dp B} 3
Py = Dy +Pit V- (RVT) +p (v.v) I VA% (A.66)

A partir de las ecuaciones ((A.49)) donde 7., = Tys, Ty = Tay, Tuz = Tua, €Dtonces

algunos factores de la ecuaciéon se pueden factorizar, obteniéndose:

% — ‘_‘_3 ka_T _|_£ ]{;a_T _|_£ ka_T
Poe = P17 o\ "o oy ' Oy 0z \ 0z

@ n @ n (9_w ou n ov n ow
or oy | 9z2) " ™ar T Way ' oz

ox 0z
ou Ov ou Ow ov Ow
. — — — A.67
+7y <a +ax>+r (a +8x>+7y(8 + 8y) (A.67)
Teniendo en cuenta nuevamente que T,y = Ty, Tyz = Tay, Taz = Tz, CON el objeto

de expresar los esfuerzos viscosos en términos de gradientes de velocidad, la ecuacion

(A.67) se puede escribir como:

De __ - g T el orT or
Ppi = i+ 5 (K57) a—y<k‘ ) (k32)
2
—p(a—;+6—;+g—w)+x(g_+g;+ %)
2

2
v [ w2 (5) +2t (Be2) @t (20 2) |aew

Considerando el lado izquierdo de la ecuacion (A.68) y a partir de la definicion de la

derivada sustancial:

De Oe -
S , A.
Py pat+pVVe (A.69)

Sin embargo

A(pe) _ %Jr dp
ot o ot

de  O(pe)  Op
Por = "ot~ “o (4.70)

A partir del vector identidad que involucra la divergencia del producto de un escalar

multiplicado por un vector
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V. (pVe) — eV.(pV) + pV.Ve (A.71)

Sustituyendo las ecuaciones (A.70) y (A.71) en la ecuacion (A.69) y factorizando
De de {ap

pE = ,OE ot + V. (,OV):| + pV.Ve (A72)

El término entre corchetes es nada mas que el lado izquierdo de la ecuaciéon de

continuidad que resulta ser igual a cero. Entonces la ecuacion (A.72) se convierte en:

De Oe .
= p— +V.(pV A.
th p@t (PVe) (A.73)

Sustituyendo la ecuacion (A.73) y (A.68), se tiene:

Pl + V.(pVe) = pi+ 2 (W) + 2 (KL ) + 2 (kOE)

y Y 0z
2
p( +5+9 >+A<8—;+a—;+8—‘;)
w2 v w2 u v 2 u w) 2 v w 2
b [+ (5) v 2@t (B )+ e e (0 %) A

La ecuacion (A.74) es la ecuacion de la energia en forma conservativa, escrita en
términos de la energia interna solamente. Repitiendo los pasos realizados desde las

ecuaciones (A.69) a (A.73) operando sobre la energia total (e + V?/2) en lugar de
hacerlo sobre la energia interna, se obtiene

APl ) e & () -5 05)
p)

2 () [t o ot

N O(uTyz) N O(uty,) N O(uT,z)

ox dy 0z
O(vTyy)  O(vTyy)  O(vTsy)  O(WTyy)
* ox * dy * 0z * ox
N O(wTy,) n (W) N pf‘? (A.75)

oy 0z

La ecuacion (A.75) es la forma conservativa de la ecuacion de la energia escrita en

términos de la energia total (e + V?/2). En forma condensada queda:

g {p (e+ VT)] Y K+ V?) V] i+ V(BT = V(. V) + V() + pf
(A.76)
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Las manipulaciones requeridas para cambiar de la forma no conservativa a la forma
conservativa cambian solamente los términos del lado izquierdo de las ecuaciones; el
lado derecho permanece invariable.

En la forma de las ecuaciones de energia presentadas a lo largo de la seccién no se
incluyeron los términos que tienen que ver con la energia potencial del elemento fluido.
Para tener en cuenta la energia potencial se debe escribir el termino pgAz a los términos

(e +V?%/2), donde Az representa la elevacion del elemento.

A.3.4. Resumen de las ecuaciones del movimiento para la dinamica de
fluidos

Toda la base tedrica y computacional de la dinamica de fluidos estd basada en las
ecuaciones de la conservacion de la masa, conservacion de la cantidad de movimiento
y conservacion de la energia, es absolutamente esencial estar familiarizado con tales

ecuaciones y entender su significado fisico.

A.3.4.1. ECUACIONES PARA FLUJOS VISCOSOS (ECUACIONES DE
NAVIER-STOKES)

Estas ecuaciones se aplican a flujos viscosos, con la excepcion de la ecuacion de difusion

de masa.
A.3.4.2. ECUACION DE CONTINUIDAD

Forma no conservativa

g—f + pV.V =0

Forma conservativa

% + V.(pV) =0

A.3.4.3. ECUACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Forma no conservativa

Componente X: p%? — gg + (Tzz) + a(;zz) 4 8(Tzz +pf:r
Componente y: pBY = —22 4 (Tﬂ”y) + a(gzy) + B(sz +0f,

Componente z: p% = 3@’ + (T“) + (gzz) + (Tzz + pf.

Forma conservativa

a(""zz) 8(%%)

Componente x: a(gf) +V.(pu\7) gi + + Aus) 4 (Tzz tofs

COmpOIlente y: % —+ V(pv‘_/') gﬁ 4 d(Txy) + d(Tul/) + d(sz 4 pfy
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Componente 7 % + V(pWV) g]ZJ + 8(’7'1z) + a(gZZ) + (’Tzz) +sz

A.3.4.4. ECUACION DE LA ENERGIA

Forma no conservativa

2 e_|_v_2 — '+£ ka_T 2 ka_T _|_£ ka_T

at |” 2 )| T P \Mar ) Ty "oy ) Tz Moz
d(up)  I(vp)  O(wp) O(utyy)  O(utyy)  O(uTyy)
[ Ox * oy N 0z * Ox * oy * 0z

+8(U7my> i a@Tyy) 4 a(m'zy)

Ox dy 0z
O(wty,)  O(wry,)  O(wT,)
* ox * dy + 0z
+p f 1%

Forma conservativa

ale (o 2] ol )t e s 05) <5, (5)
p)

L)t e,

O(utyy)  O(utyy)  O(uTsy)  O(UTyy)
ox + oy + 0z * ox
O(vryy)  O(vTyy)  O(wTyy)
+ oy * 0z + ox

1 8(w7'yz) 4 8(szz) 4 pf‘?
oy 0z

+

A.3.4.5. FLUJO NO VISCOSO (ECUACIONES DE EULER)

El flujo no viscoso es, por definiciéon, un flujo donde los fenémenos de transporte
disipativos de viscosidad, difusion de masa y conductividad térmica son despreciables.
Las Ecuaciones resultantes para un flujo transitorio. tridimensional, compresible y no

visScoso son:
A.3.4.6. ECUACION DE CONTINUIDAD

Forma no conservativa

b .
ZHpV.V =0
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Forma conservativa
% +V.(pV)=0
A.3.4.7. ECUACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Forma no conservativa

Componente x: p2¥ = —% +pfz
0

Componente y: p% =—52+pfy

Componente z: p% = —% +pf.

Forma conservativa

O(pu 7
Componente x: (gt ) 4 V.(pu

d(pv =

Componente y: % + V.(poV) = _% +pfy
d(pw d

Componente z: —(gt ) 4 V.(pwV) = 2 4 of,

A.3.4.8. ECUACION DE LA ENERGIA

Forma no conservativa
P 2 . A(u (v o(w 7
Slo(e+%)| =pi— |22+ 2 4 2]y oY
Forma conservativa
2 2 s . u V! w 3
% [p <e+ VT)} +V.p [(e—i— V7> V} = pg — [85%19) - ngp) -+ 8(8Zp)] +pf

A.4. CONDICIONES DE FRONTERA

Las ecuaciones anteriores gobiernan el flujo de un fluido. Son las mismas ecuaciones si
el flujo estd, por ejemplo, sobre un avion, a través de un tinel de viento, o pasa por un
molino de viento. Sin embargo, el campo fluido es muy di ferenteen cada caso, aunque
las ecuaciones de movimiento son las mismas. Estas diferencias se debes a las condiciones
de frontera de cada ejemplo. Las condiciones de frontera y, algunas veces las condiciones
iniciales, conducen a soluciones particulares de las ecuaciones de movimiento. Entonces,
el conductor real para cualquier solucion particular son las condiciones de frontera. Es
de particular importancia en CFD, que cualquier solucién numérica de las ecuaciones
de movimiento del fluido debe traducirse en una profunda completa representacion

numérica de las condiciones de frontera.

Inicialmente, se realiza una revision de la condiciones de frontera para flujo viscoso.
Aqui, la condicién de frontera sobre una superficie asume que existe una velocidad

relativa cero entre la superficie y el fluido inmediatamente adyacente a la superficie. Esta
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condicion de frontera se conoce comiinmente como la condicién de no deslizamiento.

Si la superficie es estacionaria, y el flujo esta pasando por ella, entonces:

u=v=w=0 en la super ficie(para flujo viscoso) (A.77)

Ademas, existe una condicion de no deslizamiento anéloga asociada con la temperatura
en la superficie. Si la temperatura del material en la superficie se asume 7,,, entonces
la temperatura del fluido han la capa en contacto con la superficie también es T,,. Si
en un problema dado la temperatura de la pared es conocida, entonces la condicion de

frontera apropiada para la temperatura del fluido es:

T =T, (enlapared) (A.78)

Por otro lado, si la temperatura de pared no se conoce, por ejemplo, estd cambiando en
funcion del tiempo debido a una transferencia de calor a 6 desde una superficie, entonces
la ley de Fourier para la conduccion de calor proporciona la condicién de frontera en la

pared, a partir de la ley de Fourier:

qg=— (kg—i) (en la pared) (A.79)

Donde n es la direccion normal a la pared. La superficie del material responde a la
transferencia de calor con la pared, ¢, cambiando la temperatura 7T, que a su vez afecta
a q,,. Este problema de transferencia de calor transitoria debe resolverse considerando el
flujo viscoso y la respuesta térmica de la pared simultaneamente. Este tipo de condicién
de frontera, es una condiciéon de frontera que tiene en cuenta el gradiente de temperatura
en la pared, en contraste la condicion de frontera anterior donde la temperatura se asume

a un valor particular. Entonces:

or G
(%)w =-7 (en la pared) (A.80)

Finalmente, existen situaciones donde no hay una transferencia de calor a través de
la superficie, entonces se establece una temperatura en la superficie conocida como
temperatura adiabatica de la pared. La condicion de frontera para el caso de la pared

adiabatica es por definiciéon ¢, = 0, entonces:
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oT
(3_n)w =0 (en la pared) (A.81)

De todas las condiciones de frontera establecidas anteriormente, las mas facil de aplicar
es la de temperatura conocida en la pared, y la siguiente es la de pared adiabatica. Estos
dos casos representan dos casos extremos del problema general, el cual estd asociado
con la condicion de frontera en la ecuacion (A.80). Sin embargo, el problema general,
que implica la solucién acoplada del flujo con la respuesta térmica del material, es de

lejos el mas dificil de inicializar.

Por ultimo, hay que tener en cuenta que las Gnicas condiciones de frontera fisicas a lo
largo de la pared para un flujo continuo viscoso son las condiciones de no deslizamiento
mencionadas; estas condiciones de frontera estan asociadas a la velocidad y temperatura
de la pared. Las otras propiedades del flujo, tal como la presion y la densidad en la

pared, es parte de la solucion.

Para un flujo no viscoso, no existe friccion que justifique la “adherencia” del flujo a la
superficie. Entonces, la velocidad del flujo en la pared tiene un valor finito, diferente de
cero. Ademas, para una pared no porosa, no puede haber flujo de masa hacia o desde
la pared; esto significa que el vector de velocidad del flujo inmediatamente adyacente a
la pared debe ser tangente a la pared. Si 7 es un vector unitario normal en un punto

de la superficie, la condicién de frontera esta dada por:

V.ii=0 (en la super ficie) (A.82)

Esta ecuacion establece simplemente que la componente de la velocidad perpendicular
a la pared es cero. Esta es la tinica condicién de frontera para un flujo no viscoso.
La magnitud de la velocidad, también como los valores de la temperatura, presion y

densidad en la pared, hacen parte de la solucion.

Dependiendo del problema, si es flujo viscoso o no viscoso, hay varios tipos de condicion
de frontera en otras partes en el flujo, ademas de la superficie. Por ejemplo, el
flujo a través de una tuberia de forma fija, existen unas condiciones de frontera que
corresponden a fronteras de entrada o salida del flujo de la tuberia. Si el problema
involucra un cuerpo inmerso en una corriente libre, entonces las condiciones de frontera
aplicadas a una distancia infinitamente lejos aguas arriba, abajo, sobre o debajo del

cuerpo seran las condiciones de frontera para corriente libre.
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A.5. ECUACIONES PARA CFD

En esta seccion, finalmente se direccionara la importancia de considerar las ecuaciones
en forma conservativa o no conservativa. Desde el punto de vista histérico de estas
ecuaciones, no ha habido razon alguna para preferir una forma u otra, més aun, el
desarrollo tedrico de la dindmica de fluidos ha evolucionado muy bien en los dltimos
siglos sin prestar atencion a esta clasificacion.

La primera perspectiva es simplemente que la forma conservativa de las ecuaciones del
movimiento da una “conveniencia” numeérica y computacional en donde las ecuaciones
de continuidad, cantidad de movimiento y energia en forma conservativa se pueden
expresar a través de una sola funcion genérica. Lo anterior ayuda a organizar y
simplificar el diseno logico del programa de computador. Para prepararse para ésta
forma genérica, note que todas las ecuaciones en forma conservativa tienen un término
en el lado izquierdo expresado a partir de la divergencia de una cantidad. Este término

involucra la divergencia del flujo de cierta cantidad fisica.

Se debe recalcar que la forma conservativa de las ecuaciones se obtuvieron directamente
a partir de un volumen de control que se mueve con el fluido en lugar de uno que esta
fijo en el espacio. Cuando el volumen esta fijo en el espacio, se esta tratando con el
flujo de masa, cantidad de movimiento y energia entrando y saliendo del elemento. En
este caso los flujos en si mismos pueden ser importantes variables dependientes en las

—

ecuaciones, en lugar de las variables primitivas tales como p, p, V.

Examinando las formas conservativas de todas las ecuaciones del movimiento del fluido-
continuidad, cantidad de movimiento, energia- es posible notar que todas ellas se pueden

agrupar en la misma forma genérica. dada por:

ou oF 0G O0H

T e = (A.83)

la ecuacion (1.83) representa el sistema entero de ecuaciones que describen el
movimiento del fluido en forma conservativa, si U, F, G, H y J se interpretan como

vectores, dados por:
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En la ecuacion (1.83), los vectores I, Gy H son conocidos como vectores de flujo, y J
representa un vector de términos fuente. El vector U es llamado vector solucion. El uso
de la ecuacion genérica escrita en términos de vectores consiste en sumar los elementos
correspondientes a cada fila. Por ejemplo, si se suman los elementos de la primera fila,
se obtiene la ecuaciéon de continuidad; si se suman los de la segunda fila se obtiene la

ecuacion de cantidad de movimiento en la direcciéon x; y asi sucesivamente.

Si la ecuacion (1.83) estd escrita con una derivada temporal OU/0t, entonces esta
ecuacion se aplica a un flujo transitorio. En un problema dado, el transitorio actual es
un flujo en condiciones no estables puede ser de primordial interés. En otros problemas,
se puede desear una solucién en estado estable pero donde la mejor manera para
resolver esta condicién es resolver las ecuaciones como transitorio y dejar que el estado
estable sea aproximado asintoticamente con el tiempo. Para cualquiera de las soluciones
transitorias planteadas, la solucién de la ecuacion (1.83) toma una forma de como si
“avanzara con el tiempo”, donde las variables dependientes del campo de fluido son
resueltas progresivamente en pasos de tiempo. Para tales soluciones se puede aislar el

término OU /0t y reagrupando la ecuacion (1.83)

ou or 0G 0H

En la ecuacion(A.89), U se conoce como vector solucion debido a que los elementos en
U(p, pu, etc) son variables dependientes que usualmente se obtienen numéricamente
en pasos de tiempo; en cambio las derivadas espaciales del lado derecho de la
ecuacion((A.89)) se consideran de “alguna manera” conocidas, es decir, calculadas en el

paso anterior.

Desde este punto de vista. los elementos de U son los que se obtienen computacional-
mente, son nimeros obtenidos directamente para p, pu, pv , pw y p(e + V?/2). Estas
variables se conocen como variables de flujo. En contraste a u, v, w y e que son
ejemplos de variables primaitivas. Entonces la solucion computacional de un problema
de un flujo transitorio usando la ecuacion(A.89), las variables dependientes son los ele-
mentos del vector U, que son p, pu, pv , pw vy p(e + V?/2). Una vez los ntimeros que
corresponden a esas variables dependientes sean conocidas, la obtencién de las variables

primitivas es un paso simple.

96



p=p (A.90)

U
u=-— (A.91)
p
v="" (A.92)
; .
w = % (A.93)
2 2 2 2
e:p(“V/Q)—““’Q““ (A.94)
p

Se puede realizar un tratamiento similar para un flujo no viscoso, se deja para el lector.

En CFD, las soluciones de “avanzar” no son exclusivamente para avanzar en el tiempo.
Bajo ciertas circunstancias, los flujos es estado estable se pueden resolver “avanzando”
en una direccién especial. Estas circunstancias que permiten el uso de “avanzar en el
espacio” dependen de las propiedades matematicas de las ecuaciones del movimiento.
Para los propositos actuales, se puede imaginar un flujo en proceso estable para el cual
0U/0t = 0 en la ecuacion (1.83). Si se puede aplicar “avanzar en direccion z”, entonces

la ecuacion (1.83) se agrupa como:

oF oG 0H

Entonces F' es el vector solucion, en donde es posible imaginar que los términos del
lado derecho de la ecuacién se conocen a partir de la evaluacion del paso anterior, por
ejemplo, en la localizacion aguas arriba previa. Por simplicidad, se asumira que se esta
tratando con flujo no viscoso, en tal caso, los elementos del vector F son pu, pu? + p,
puv, puw, p (e + V?/2) u+pu. La solucion numérica de la ecuacion (A.95) produce unos
valores para las variables. A partir de estas variables es posible obtener las variables
primitivas, aunque el algebra es méas compleja que en el caso anterior discutido. Las

variables de flujo que representas el vector F' para flujo no viscoso serian:
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pu = ¢ (A.96)

pul+p = ¢ (A.97)

puv = c3 (A.98)

puw = ¢4 (A.99)
ple+V?2u+pu = cs (A.100)

La solucion numérica de la ecuacion (A.95) para un flujo no viscoso proporciona los
nimeros para ci, Ca, C3, C4 y C5 en puntos especificos a través del flujo. Una vez esos
nimeros son conocidos, se debe resolver simultdneamente el sistema de ecuaciones
planteado arriba para encontrar las variables primitivas p, v, v, w, e y p en ese punto.
Se debe aclarar que existen seis variables primitivas y cinco ecuaciones, la ecuacion
faltante corresponde a la ecuacién de estado del fluido en consideracion. Finalmente,
hay que notar, que el 4lgebra involucrada es atin més compleja cuando se considera
flujo viscoso, donde los elementos del vector F' tienen en cuenta ademés los términos

del flujo y por consiguiente segundas derivadas de las velocidades.

Ahora se enfatizara sobre la diferencia entre la forma no conservativa y la forma
conservativa de las ecuaciones del movimiento. La forma conservativa se puede expandir
a la definicion de dos categorias: fuerte y débil. Notese que las ecuaciones del
movimiento escritas en la ecuacion (1.83) no tienen variables de flujo de las derivadas
en x, Yy, z y t. Las ecuaciones del flujo en la forma en que se presenta en la ecuacion

(1.83) se dice que son de la forma fuerte de la forma conservativa.

Al comienzo de la seccidn, se menciond que la naturaleza de la forma conservativa de
la no conservativa se discutiria desde dos perspectivas. Ya se comentd que la forma
conservativa da una conveniencia numeérica y de programacion debido a la forma
genérica en que se puede plantear la ecuacion (1.83). Ahora se considerard la otra
perspectiva ( mas compleja que la anterior). Esta segunda perspectiva esté entrelazada
con dos distintas y diferentes aproximaciones para el calculo de flujos con ondas de

choque, conocidos como shock fitting approach v shock capturing approach.

Muchos métodos de calculo de flujos con ondas de choque se disenan para que existan
ondas de choque y aparezcan naturalmente dentro del dominio computacional como un
resultado directo a la solucién del campo del fluido, por ejemplo, como un resultado

directo del algoritmo general, sin tener un tratamiento especial que lleve con cuidado
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las ondas de choque en si mismas|3|. Tales aproximaciones se conocen como método
shock capturing. En contraste, existe una expresion alternativa, donde las ondas de
choque se introducen explicitamente en la solucion del campo fluido, se introducen
las relaciones exactas que tienen en cuenta los cambios a través de la onda y que se
usan para relacionar el flujo inminentemente delante y detras de la onda, ademas las
ecuaciones del movimiento se usan para calcular el resto del flujo entre la onda de
choque y alguna frontera, por ejemplo, la superficie de un cuerpo aerodinamico. Tal

aproximacion se conoce como método shock fitting.

Para el método shock capturing; la experiencia ha demostrado que deberian usarse
la forma conservativa de las ecuaciones del movimiento [3]. Cuando se usa la forma
conservativa, el campo de fluido resultante es generalmente suave y estable. Sin embargo,
cuando la forma no conservativa se usa para una solucion del tipo shock capturing el
campo de fluido resultante exhibe usualmente una oscilacion especial insatisfactoria
aguas arriba y aguas abajo de la onda de choque, las ondas de choque aparecen en una
posicion equivocada, y la solucion puede ser inestable [3]. En contraste, para el método
shock fitting, se pueden encontrar soluciones satisfactorias con cualquiera de las dos

formas de las ecuaciones, conservativas o no conservativas [3].
A.5.1. Ecuacién diferencial general

Un resumen de las ecuaciones diferenciales presentadas con anterioridad, indican
que todas las variables dependientes de interés vistas obedecen a un principio de
conservacion generalizado. Si la variable dependiente se asume como ¢,la ecuaciéon

diferencial es

%(pqﬁ) + div(poV) = div(Dgrade) + S (A.101)

Donde T'es el coeficiente de difusion, S es el término fuente. Las cantidades I'y S son

referidas al significado particular de ¢.

Los cuatro términos de la ecuaciéon diferencial general son el término transitorio, el
término convectivo, el término difusivo, y el término fuente. La variable dependiente
¢puede tomar una variedad de significados, tal como la masa, fraccion de especies
quimicas, entalpias o temperatura, una componente de la velocidad, entre otras. De

acuerdo a cada uno de los valores de ¢, se tendra un parametro I' y .S apropiado.

No todos los flujos difusivos estan gobernados por el gradiente de la variable. El uso de

div(T'grade) como término de difusion, sin embargo, no limita la ecuacion general de
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¢ para un proceso de difusion, siempre se podra incluir como parte del término fuente,
de hecho, el término de difusion I'se puede poner a cero si desea. El término difusivo
se ha incluido explicitamente en la ecuacion general para ¢ debido a que la mayoria de

las variables dependientes requieren un término de difusion en su naturaleza misma.

Aunque se ha considerado todas las variables como cantidades dimensionales, algunas
veces es mas conveniente trabajar con variables adimensionales. Una vez mas, cualquier
ecuacion diferencial en particular se puede escribir en términos de las variables
adimensionales sin perder el caracter general de la ecuacion (A.101), con ¢, 'y S

cambiadas a una base adimensional.
A.6. COORDENADAS

Hasta ahora se ha centrado la atenciéon a las variables dependientes. Ahora se incluirdn
algunos comentarios sobre las variables independientes y se discutiran sus propiedades

desde el punto de vista computacional.
A.6.1. Variables independientes

La variable dependiente ¢, en general, seria una funciéon de tres coordenadas espaciales

y de tiempo. Entonces:

¢ = ¢(z,y,z,t) (A.102)

Donde z,y,z y t son las variables independientes. En la soluciéon numérica, se
seleccionara los valores de las variables independientes. Para un niimero més pequeno

de variables de ¢ ( a través de la especificacion de la malla espacio-tiempo).

Afortunadamente, no todos los problemas de ingenieria requieren la consideracién
de las cuatro variables independientes. Para un ntimero mas pequeno de variables
independientes en el problema, menos puntos geométricos (puntos en la malla) se
necesitaran para los cuales se calcularan los valores de ¢.

La eleccion de la variable independiente como esta expresado en la ecuacion (A.102) no
es la tinica posibilidad. En lugar de escribir una distribuciéon de temperatura en estado

estable como T'(x,y, z)se puede escribir:

z=z(T, x,y) (A.103)

Donde z representa la variable dependiente que muestra la altura de una superficie
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isoterma que corresponde con la temperatura T en una posicion (x,y). Se han
encontrado métodos basados en la representaciéon anterior, que se conoce como el

método de la migracion isotérmica.
A.6.2. Elecciéon de coordenadas

Puesto que el nimero de puntos en la malla, en general, estaria relacionado con el
ntimero de variables independientes, se puede ahorrar una gran cantidad de espacio en la
memoria del computador trabajando con le menor ntimero de variables independientes.
Una eleccion concienzuda del sistema coordenado puede reducir en algunas ocasiones

el nimero de variables independientes requeridas.

unqu nu r xto z,y, z com rden i no impli
A e se han usado a los largo del texto x, y, z como coordenadas espaciales, no lica
que se pueda usar solo el sistema coordenado; cualquier descripcion de la localizacion

espacial es util.
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Apéndice B

CLASIFICACION MATEMATICA DE LAS ECUACIONES

DIFERENCIALES PARCIALES

Antes de estudiar los métodos numéricos para solucionar las ecuaciones del movimiento,
es muy util examinar algunas propiedades mateméticas de las ecuaciones diferenciales
parciales. Cualquier solucion valida de las ecuaciones exhibira la propiedad que subyace

de la propiedad matematica general de las ecuaciones del movimiento.

Algunas ecuaciones usadas para flujos viscosos y no viscosos se encuentran sistemas
cuasi-lineal, por esta razon se explicara en forma bésica el sistema cuasi-lineal, que son
ecuaciones en donde las derivadas de orden superior ocurren linealmente, no existen
productos o exponenciales de las derivadas de orden superior, es decir, aparecen multi-
plicadas por coeficientes que son funciones de las variables dependientes en si mismas y
el sistema de ecuaciones resultante se conoce como sistema cuasi-lineal. Por ejemplo las
ecuaciones para flujo no viscoso, se muestra que las derivadas de orden superior son de
primer orden y todo es linealmente. Para flujo viscoso, en las ecuaciones se observa que
las derivadas de orden superior son de segundo orden y siempre aparecen linealmente.
Por estas razones, en este capitulo se examinaran algunas propiedades matematicas de

un sistema de ecuaciones en derivadas parciales cuasi-lineales.

Finalmente, en la figura (B.1) se muestra la clasificacion de las ecuaciones diferenciales
parciales. Se discutiran dos técnicas por separadas para determinar la clasificacion de
las ecuaciones diferenciales parciales: usando las reglas de Cramer, y el método del
valor propio. Ambos métodos conducen al mismo resultado. Se vera que las ecuaciones

derivadas parciales se pueden clasificar como hiperbélicas, parabélicas, elipticas y otras
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Figura B.1: Hoja de ruta para el capitulo 2.

Clasificacion de las ecuaciones
diferencialesparciales

Técnica 1: Técnica 2:
Regla de Cramer Valores propios

I_I_I

Ecuaciones Ecuaciones Ecuaciones Tipos
hiperbdlicas parabdlicas elipticas mixtos

ecuaciones son del tipo mixto.

Ya que el procedimiento para la solucion de las ecuaciones diferenciales parciales (PDE),
las condiciones iniciales y las condiciones de frontera depende del tipo de ecuaciéon, por

eso es importante estudiar varias de las clasificaciones de estas.

La mayor parte de las ecuaciones gobernantes de la mecanica de fluidos y la transferencia
de calor son expresadas como PDE de segundo orden y por lo tanto las clasificaciones

de tales ecuaciones son consideradas en este capitulo.
B.1. REGLA DE CRAMER
Considere un sistema de ecuaciones cuasi-lineales dadas por:

ou ou ov ov
g i - — B.1
a18x+b18y+018m+d18y hi (B-1)

ou ou ov ov
CLQ%—Fbga—y—FCQ%—Fan—y —fg (BQ)

donde u y v son las variables dependientes, funciones de = y y, y los coeficientes de
ai,as,b1,bo,c1,co,dy,dso, f1 v fopueden ser funciones de z,y,u y v. Ademas, u y v son
funciones continuas de x y y, imagine que u y v representan un campo continuo de
velocidad en el espaciory. En cualquier punto en el espacio xy, existe un tnico valor de
w y un unico valor de v, mas atn, las derivadas de u y v, 9%/ox, 9u/ay, 9v/a2, 90/ay, tienen

valores finitos en estos puntos.

Considere un punto en el plano xy, tal como el punto p en la figura (B.2). Busque-
mos unas lineas (o direcciones) a través de este punto (si existe) junto con las derivadas

de u y v que estaran indeterminadas y a través de cual u y v pueden ser discontinuas.
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Figura B.2: Curva caracteristica.

yll

Estas lineas especiales que se buscan se conocen como lineas caracteristicas. Para encon-
trar tales lineas, se recalca que u y v son funciones continuas de x y y y sus diferenciales

se pueden escribir como:

ou ou
ov ov

Las ecuaciones (B.1), (B.2), (B.3), (B.4), forman un sistema de ecuaciones de cuatro
ecuaciones lineales con cuatro términos desconocidos (9¢/ox, 9v/ay, 9v/ax, 9v/ay). Estas

ecuaciones se pueden escribir en forma matricial como:

ai b1 C1 d1 a“/@:t: f1
b d ou
az 02 C2 G2 /oy _ fa (B.5)
de dy 0 O 00/ du
0 0 dx dy 9v/ay dv
Definiendo [A]como la matriz de coeficientes
aq bl C1 dl
as by co dy
[A] = (B.6)
dv dy 0 0
0 0 dx dy
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Ahora se intentara resolver la Ecuacion (B.5) para 94/s: usando la regla de Cramer.
Para hacer esto, se define una matriz [B] como la matriz [A] con su primera columna

reemplazada con el vector en el lado derecho de la Ecuacion (B.5), entonces,

f 1 a4
f 2 by co do
[B] = (B.7)
duv dy 0 0
dv 0 dx dy

Definir los determinantes de [A] y [B] por |A| y |B|, respectivamente, la regla de Cramer
especifica que la solucion para 94/az es

ou B

e % (B.8)
Para obtener un nimero para 94/a, a partir de la Ecuacion (B.8), se deben establecer
los valores de du,dv,dx y dy que aparecen en las matrices [A] y [B]. Pero, qué son
du,dv,dr y dy, para dar respuesta a esta pregunta, examine la figura (B.2). Imagine
una distancia infinitesimal pequena fuera del punto P, siguiendo la curva ab, hasta lle-
gar al punto 2. El cambio en z asociado con el movimiento desde el punto P al punto
2 es dv = x5 — x,,y el cambio asociado en la direccion y es dy = y» — y,. Estos son los
valores de dz y dy que aparecen en las matrices [A] y [B]. Adicionalmente, los valores
de u y v en el punto 2 son diferentes a las del punto P; por lo tanto tales velocidades
cambian en las cantidades du = uy — u, y dv = v9 — v,. Estos son los valores de du y
dv que aparecen en la matriz [B]. Insertando estos nimeros para dz, dy, du y dv en las
matrices [A] y [B] se obtiene la solucion para 9u/az, en el caso limite en que dz y dy
tiendan a cero. Ahora se traza otra curva arbitraria que pase por P en la figura (B.2),
por ejemplo la curva cd. Se podria realizar la misma accién realizada para la curva ab,
es decir, moverse una distancia infinitesimal ds fuera del punto P a lo largo de la curva
cd y obtener ,los valores correspondiente para dz, dy, du y dv. Estos valores seran difer-
entes a los valores obtenidos anteriormente debido a que el movimiento se realiza en
una direccion diferente desde el punto P. Sin embargo, cuando los valores de dz, dy, du
y dv se insertan en la Ecuacion (B.8), y para el caso limite cuando dx y dy tienden a
cero, se obtienen el mismo valor para 94/s. obtenido anteriormente. Efectivamente, este

valor debe ser el mismo debido a que el valor de 9¢/sx en un punto P.
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Sin embargo, existe una excepcion mayor al formalismo anterior. ;Qué pasa si se se-
lecciona una direccion tal que |A| en la Ecuacién (B.8) el denominador es cero?, tal
direccion se muestra en la figura (B.2) como la curva ef. Entonces en la Ecuacion (B.8)
el denominador es cero, y el calculo de 9v4/az para esta direccion particular ef que pasa
por P es imposible. En este caso, se dice que la Ecuacion (B.8) 94/ox esté indetermi-
nada cuando se elige tal direcciéon. Por definiciéon, la curva ef se conoce como curva
caracteristica (o linea caracteristica) a través de P. Entonces, si se considera cualquier
punto P en el plano xy, se veran las lineas o direcciones a través de este punto (si
existen) a lo largo del cual las derivadas de u y v estan indeterminadas y a través del
cual también pueden ser discontinuas. Las curvas caracteristicas son independientes de
si se esta resolviendo la Ecuacion (B.5) para 94/az 0 para 94/ay, 9v/az, 0 9v/ay; en todos los
cuatro casos, |A| es el mismo denominador de acuerdo con la regla Cramer, y |A| =0

define siempre las mismas lineas caracteristicas.

Cuando las lineas caracteristicas existen para un sistema dado de ecuaciones, son curvas
identificables en el plano zy, tal como la curva ef en la figura (B.2). Por lo tanto, tales
curvas es posible calcularlas, y especialmente la pendiente de las curvas en el punto P.
Este calculo se puede realizar a partir de evaluar |A| = 0. Reescribiendo los elementos

de |A| a partir de la Ecuacion (B.6), se tiene:

ap b ¢ d
az by ¢ dy

de dy 0 0
0 0 dx dy

Expandiendo el determinante,
(a162 — a261>(dy)2 — (a1d2 — szl -+ blCQ — bQCl)defdy + (bldz — b2d1)(d$)2 =0 (Bg)
Dividiendo la Ecuacion (B.9) por (dz)?,
d

d
((1102 — agcl)(ﬁf — (aldg — CLle + b102 — bgCl)d—z + (bldg — bgdl) = O (B]_O)

La Ecuacion (B.10) es una ecuaciéon cuadratica para 4/dz. Para cualquier punto en el

plano zy, la solucion de la Ecuacion (B.10) da la pendiente de las lineas a lo largo del
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cual las derivadas de u y v estan indeterminadas.

En la ecuacion (B.10), definiendo
a = (ajcy — ascy)

b= —(a1d2 — CLle + blCQ - bQCl)

C = (bldg — bgdl)

Entonces la Ecuacion (B.10) se puede escribir como

W\ Wy (B.11)
a| —— . TC= :
dx dx

La ecuacion (B.11) puede, en principio, integrarse hasta obtener y = y(z) el cual es la
ecuacion de la curva caracteristica en el plano zy. Sin embargo, para los propositos de
este curso, se esta interesando en conocer sélo las pendientes de las curvas caracteristica

que pasan por el punto P en la figura (B.2). Entonces, a partir de la formula de la

@ B —b 4+ Vb? — 4dac

dx 2a

cuadratica:

(B.12)

La ecuacion (B.12) proporciona las direcciones de las lineas caracteristicas a través
de un punto P en el plano zy, tal como el punto P en la figura (B.2). Definiendo el

determinante por D,
D =b* — dac (B.13)

La clasificacion matemaética del sistema de ecuaciones dadas por las Ecuaciones (B.1)

y (B.2) esta determinada por el valor de D. Especificamente:

D >0 Se tienen dos soluciones reales y distintas, entonces, se tienes dos lineas
caracteristicas en cada uno de los puntos en el plano xy. El sistema de

Ecuaciones (B.1) y (B.2) se conoce como hiperbdlico.

D=0 El sistema de ecuaciones tienen una solucion real y otra imaginaria, entonces
se tiene una sola linea caracteristica en cada uno de los puntos en el plano

xy. El sistema de Ecuaciones (B.1) y (B.2) se conoce como parabdlico.

D <0 Las lineas caracteristicas son imaginarias. El sistema de Ecuaciones (B.1) y
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(B.2) se conoce como eliptico.

La clasificacion de ecuaciones diferenciales parciales cuasi-lineales como eliptico,

parabolico, o hiperbolico es comiin en el anélisis de tales ecuaciones.

Si solamente |A| fuera cero, el valor de 94/a. seria infinito. Sin embargo, la definicion de
una curva establece que 94/a: estd indeterminado a lo largo de la linea caracteristica,
no infinita. Entonces para que 94/az sea indeterminada, |B| en la Ecuacion (B.8) debe
ser cero. Entonces, 94/az es de la forma
ou B 0
Ou _|B] _0 (B.14)
dr |Al 0
a saber, una indeterminacién que puede tener un valor finito. Entonces, a partir de la

ecuacion (B.7)

i bioa dy
b d
B=| e Ry (B.15)
du dy 0 0
dv 0 dx dy

La ecuacion para las variables dependientes u y v que se obtiene a partir de
(B.15) se conoce como ecuacion de compatibilidad. Esta ecuacion permite conocer las
variables dependientes solamente a lo largo de las linea caracteristicas; la ventaja de
esta ecuacion de compatibilidad es que tiene una dimensién menos que la ecuacién
diferencial parcial original. Si la ecuaciones del modelo de flujo tratado son ecuaciones
diferenciales parciales en dos dimensiones, entonces la ecuacién de compatibilidad tiene
una dimension a lo largo de la linea caracteristica. Como las ecuaciones diferenciales
parciales, entonces las ecuaciones caracteristicas proporcionan alguna ventaja. Esto
conduce a una técnica de solucion para el sistema de ecuaciones original (Ecuaciones
(B.1) y (B.2) )en donde se construyen lineas caracteristica en el plano xy, y se resuelven
las ecuaciones de compatibilidad mas simples a lo largo de estés lineas caracteristicas.
Esta técnica se conoce como método de las caracteristicas. Este método es especialmente

recomendable para sistema de ecuaciones hiperbolicos.
B.2. METODO DE LOS VALORES PROPIOS

Por medio del método de los valores propios, se obtendrd un método mas general y

sofisticado para determinar la clasificacion de las ecuaciones diferenciales en derivadas
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parciales cuasi-lineales.

El método de los valores propios es basado en generar un sistema de ecuaciones difer-
enciales parciales escritas en forma de un vector columna. Por ejemplo, si se asume que

f1y fo en las ecuaciones (B.1) y (B.2) es cero por comodidad, tales ecuaciones serian:

ou ou ov ov

a1%+bla—y+01%+dla—y:0 (B16)
Ju ou v v
a2£+bga—y+02%+dga—y =0 (Bl?)

Definiendo W como un vector columna

i

El sistema de ecuaciones dado por las Ecuaciones (B.16) y (B.17) se puede escribir

COmao.

a; C ow b1 d1 ow
[Clz Czlax [52 d2]8y ( )
o
ow ow
K] Gy + 1M 5 =0 (B.19)

donde [K] y [M] son las matrices de 2x2 en la Ecuacion (B.18). Multiplicando la

Ecuacion (B.19) por la inversa de [K], se tiene

oW oW
— + K| " [M]—=—=0 B.20
ol 0 5 (B.20)
0
ow ow
— + |N|—=—=0 B.21
e (B.21)
donde por definicion [N] = [K]~" [M]. Con el sistema de ecuaciones escrito en la forma

de la Ecuacion (B.21), los valores propios de [N] determinan la clasificacion del sistema.
Si los valores propios son todos reales, las ecuaciones son hiperbdlicas. Si los valores

propios son todos complejos, las ecuaciones son elipticas. La determinacion de los valores
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propios de la matriz [N] se deja como ejercicio para el lector. A partir del método de
los valores propios, se puede demostrar que, en funciéon del nimero de Mach (M), el
sistema de ecuaciones sera hiperbolico si M > 1 y eliptico si M < 1, de acuerdo con la

ecuacion:

=44/ —— (B.22)

donde A es el valor de la matriz [N].

Para algunos sistemas de ecuaciones, los valores propios pueden tener una mezcla de
valores reales y complejos. En estos casos el sistema de ecuaciones no es ni hiperbélico
ni eliptico. El comportamiento matematico de tales ecuaciones exhiben una naturaleza
hiperbolica y eliptica. Consecuentemente, tenga en mente que los sistemas de ecua-
ciones diferenciales parciales no se siempre se pueden ajustar convenientemente a una
de las clasificaciones dadas como hiperbolicas, parabdlicas o elipticas; algunas veces las

ecuaciones tienen un comportamiento mezclado, como se mencion6 al principio.

B.3. COMPORTAMIENTO GENERAL DE LAS DIFERENTES CLASES
DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Cada tipo de ecuacion tiene un comportamiento matemaético diferente, y esto refleja un
comportamiento fisico diferente de los campos de flujo. A su vez, esto implica que se
deben usar diferentes métodos computacionales para resolver las ecuaciones asociadas
con las diferentes clasificaciones. Esto es un hecho béasico en la vida de CFD, y esta es la
razon por el cual se esta discutiendo tales temas antes de direccionar cualquier técnica

numérica particular.
B.3.1. Ecuaciones hiperbdlicas

Para empezar, consideremos una ecuaciéon hiperboélica en dos variables independientes
x 'y y. El plano zy se muestra en la Figura (B.3). Considere un punto P en este plano.
Puesto que se trata de una ecuaciéon hiperbolica, existen dos curvas caracteristicas que
se pasan por P. Un significado importante sobre estas lineas caracteristicas es que la
informacion en un punto P esté influenciada solamente por la region entre las dos lineas.
Por ejemplo, si en la Figura (B.3) si se provoca una perturbacion en el punto P, entonces
esta perturbacion se sentira en cada uno de los puntos de la region I en la Figura (B.3),
pero solamente en esa region. En este sentido la region I se define como la region de

influencia del punto P. Imagine ahora que las dos lineas caracteristicas se extiendan
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hacia atras del punto P hasta cortar el eje y. La porcion del eje y que se intercepta por
las dos lineas caracteristicas se etiqueta como ab. Este punto resulta en un corolario que
tiene que ver con las condiciones de frontera para ecuaciones hiperbolicas. Por ejemplo,
si se asume que las condiciones de frontera se especifican sobre el eje y (z = 0), es decir,
las variables dependientes u y v se conocen a lo largo del eje y y entonces la solucion
de las propiedades de cada punto se pueden obtener mediante un avance respecto de
x, comenzando con la condiciéon de frontera dada. Sin embargo, la solucién de v y v
en el punto P dependera solamente de la parte de la frontera entre los puntos a y b,
como se muestre en la Figura (B.3). Por esta razon, la region a la izquierda del punto
P, region III en la Figura (B.3) se conoce como dominio de dependencia del punto P,
esto es, las propiedades del punto P dependen solamente de lo que pase en la regiéon
III. La informacion en el punto c, el cual estd afuera del intervalo ab, se propaga a lo
largo de las lineas caracteristicas que parten de c e influencia solamente la region II en
la Figura (B.3). El punto P se encuentra afuera de la region II y por consiguiente no

se ve influenciado por el punto c.

Las ecuaciones hiperbolicas dominan el andlisis de problemas de vibracién. En general
aparecen dependientes del tiempo con una disipacién despreciable. Se pueden encontrar

los siguientes tipos de flujos que obedecen a ecuaciones hiperbolicas:

= Flujo no viscoso estable supersénico. El algoritmo se plantea como una

solucion paso a paso en la direccion del flujo.

= Flujo no viscoso transitorio. El algoritmo se plantea como una soluciéon paso

a paso en el tiempo.

B.3.2. Ecuaciones parabdlicas

las ecuaciones que gobiernan algunos problemas en la dindmica de fluidos, como la
conducciéon de calor no estable o capa de flujos en la frontera, son parabolicas. Una
ecuacion diferencial parcial es clasificada como parabélico si B2 — 4AC = 0 en todos
los puntos de la regién. El dominio de la solucién para PDE parabodlico es una region

abierta.

Como se observa en la Figura (B.4) el plano xy y considerando ahora una ecuaciéon
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Figura B.3: Dominio y fronteras para la solucién de ecuaciones hiperbolicas
bidimensional en estado estable.
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Figura B.4: Dominio y fronteras para la solucion de ecuaciones parabolicas en dos
dimensiones.
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parabdlica en dos variables independientes x y y. Considere un punto P en este plano.
Puesto que se esta tratando con una ecuacion parabdlica, solamente existe una curva
caracteristica que pase por el punto P. Por lo tanto, en la Figura (B.4) se asume que
se conocen las condiciones iniciales a lo largo de la linea ac y también las condiciones
de frontera a lo largo de las curvas ab y cd. La linea caracteristica esta por una linea
vertical que pasa por P. En este caso, la informaciéon en P influencia la regién completa
a un lado de la linea caracteristica y contenida dentro de los limites de las dos fron-
teras, entonces si se pincha el punto P con un pin, el efecto de este pinchazo es sentido
a traveés de toda la region sombreada en la Figura (B.4). Las ecuaciones parabolicas,
como las hiperbolicas, se prestan para implementar estrategias de avance. Comenzando
con los datos iniciales ac, la solucion entre las fronteras ab y cd se obtiene avanzando

en la direccion z.

En general, las ecuaciones parabolicas describen problemas dependientes del tiempo
que involucran una cantidad significativa de disipacion. Aunque las ecuaciones de
Navier-Stokes exhiben un comportamiento matematico mezclado, muchas de las formas

aproximadas derivadas de las ecuaciones de Navier-Stokes tienen un comportamiento
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parabolico. Si se exploran las diversas formas aproximadas de las ecuaciones de Navier-
Stokes, los siguientes tipos de modelos de campos de flujo son gobernados por ecuaciones

parabdlicas.

= Flujo en estado estable en la capa limite. En la variedad de una placa,
el campo de flujo se divide en dos partes, (1) una region delgada adyacente a
la superficie donde estan contenidos todos los efectos viscosos y (2) un flujo no
viscoso mas exterior que la capa anterior, donde no se presentan efectos viscosos,
y ademas fue uno de los desarrollos més profundos en la dindmica de fluidos.
La capa viscosa delgada adyacente a la superficie se conoce como capa limite.
Las ecuaciones de la capa limite se pueden resolver “avanzando” a través de la

distancia s recorrida por el flujo a lo largo de la superficie.

= Flujos viscosos “parabolizados”. ;Qué pasa si la capa limite no es delgada?
Entonces todo el campo de flujo es viscoso. Si el nimero de Reynolds es
suficientemente bajo los efectos viscosos alcanzardn una mayor extension del
campo de flujo. Para este caso las ecuaciones de la capa limite no son validas.
Si el campo de flujo no exhibe ninguna regién localizada, reservada o separada
de flujo en la direcciéon de flujo, se puede obtener otra version simplificada de las
ecuaciones de Navier-Stokes. Las ventajas de las ecuaciones PNS son (1) son méas
simples, contienen menos términos que las ecuaciones completas de Navier-Stokes
y (2) se pueden resolver mediante procedimientos que avanzan aguas abajo en el

flujo.

» Conduccion de calor transitoria. Considere un cuerpo estacionario (solido, liquido
o gas) donde el calor es transmitido por conducciéon térmica. Mas atin, considere
que los gradientes de temperatura cambian como funcién del tiempo; esto puede
suceder debido a un cambio de temperatura en la superficie del cuerpo. La
ecuacion para la transmision de calor se puede obtener facilmente aplicada al

caso en que V = 0. En este caso la ecuacion queda

de o ( 9T\ & [ T\ o [ oT
% i+ L)+ L () L L (2 B.2
Por =P 5; (kax>+8y (kay)+62 (kaz) (B-23)

Adicionalmente, si no existe generacion de calor (¢ = 0), y asumiendo la siguiente
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relacion de estado e = ¢,T, la Ecuacion (B.23) se convierte en:

oT 1 0 oT 0 oT 0 oT
7 [@ (’“%) oy (’fa—y) T o (’%)] (B.24)

La ecuacion (B.24) es la ecuacion que describe la variacion espacial y temporal T'

en el cuerpo; es parabdlica respecto del tiempo, lo que permite implementar una
solucién paso a paso en el tiempo para el problema de la conducciéon de calor.
Para cada paso de tiempo, la solucién espacial del campo de temperaturas debe

obtenerse simultaneamente!.

B.3.3. Ecuaciones elipticas

Una ecuacion diferencial parcial es eliptica en una region si (B?—4AC) < 0 en todos los
puntos de la regiéon. Un PDE eliptico tiene las curvas caracteristicas imaginarias. Una
perturbacion es propagada al instante en todas las direcciones dentro de la region siendo
esta la principal caracteristica de las ecuaciones elipticas. Considerando la Figura (B.5),
para las ecuaciones elipticas no existe una region limitada o de influencia o dominio de
dependencia; en lugar de ello, la informacion se propaga a todas partes. Ademaés, debido
a que el punto P influencia todos los puntos del dominio, entonces la solucién en el punto
P se ve influenciada por el dominio completo limitado por abed. Por lo tanto la tinica
manera de encontrar la soluciéon para el punto P es solucionar simultaneamente todos
los puntos del dominio. Consecuentemente, la solucién a problemas fisicos descritos
por ecuaciones elipticas siempre son suaves aun si las condiciones de frontera son
discontinuas. Este es un contraste definitivo a las soluciones de avance que aparecen para
las ecuaciones parabolicas o hiperbolicas. Por esta razon, los problemas que involucran
ecuaciones elipticas se conocen como problemas de equilibrio, debido a que la solucién
dentro del dominio depende de todo el dominio, las condiciones de frontera se deben
aplicar a toda la frontera abcd. Estas condiciones de frontera pueden ser de los siguientes

tipos:

1. Especificar una variable dependiente a lo largo de la frontera (por ejemplo
velocidades). Este tipo de condicion de frontera se conoce como condicion de
Dirichlet.

! Correspondiente con una ecuacién eliptica.
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Figura B.5: Dominio y fronteras para la solucién de ecuaciones elipticas en dos
dimensiones.
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2. Especificar las derivadas de las variables dependientes, tales como los gradientes
de velocidad, a lo largo de la frontera. Este tipo de condicion de frontera se conoce

como condicion de Newmann.

3. Una mezcla de las condiciones de Dirichlet y Newmann.

Los problemas de esta categoria son situaciones de estado estable, por ejemplo la dis-
tribuciéon de temperatura en estado estable en un sélido, las distribuciones de esfuerzos
de un objeto so6lido bajo la accién de unas fuerzas aplicadas, y el desarrollo de flujos en

estado estable.

Tipos de flujos gobernados por las ecuaciones elipticas:

= Flujo estable, subsénico, no viscoso. La palabra clave en este caso es
subsonico, las perturbaciones (que viajan a la velocidad del sonido o mas rapido)
pueden sentirse aguas arriba tan lejos como deseen, al menos teéricamente una

perturbacion finita en un flujo no viscoso subsénico se propagara al infinito en
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Cuadro B.1: Clasificacion de las ecuaciones diferenciales parciales.

Tino de Eeuacion Dominio | Suavidad
Tipo de P ., . Condiciones de de la
ecuacion prototipo ., .,
proble- solucién | solucion
ma
Problemas de . . Condiciones| Dominio | Siempre
N Elipt d do =
equilibrio iptica wgrad¢ =0 de frontera | cerrado suave
Problemas de 06 Condiciones . .
1 22 = .. Dominio | Siempre
avance con | Parabolica 0t iniciales y )
e adiv grad ¢ abierto suave
disipacion de frontera
. Pued
Problemas 926 Condiciones .. veden
. 1 £ = . Dominio haber
avance Hiperbolica , ot iniciales y . .
e c® div grad ¢ abierto | discon-
disipacion de frontera ..
tinuidades

todas las direcciones. En ejemplo, son los perfiles de flujo que aparecen en un flujo

externo que pasa a través de un ala.

= Flujo incompresible no viscoso. Este en realidad es una simplificacion del caso

anterior donde el niimero de Mach tiende a cero. Por lo tanto no es una sorpresa

que un flujo incompresible no viscoso esté gobernado por ecuaciones elipticas.

= Conduccién de calor en estado estable. Considere un cuerpo estacionario

donde el calor es trasmitido por conducciéon térmica. En este caso el cuerpo ha

alcanzado una temperatura estable no uniforme en cada punto del cuerpo. Para

este tipo de fendmeno fisico, se deba resolver el campo de temperatura del mismo.

Lo anterior es una soluciéon que corresponde a ecuaciones elipticas.

En la tabla (B.1) se muestra un resumen de las principales caracteristicas por las cuales

se puede identificar cada una de los tipos de ecuaciones.

B.4.

COORDENADAS EN UNA Y DOS VIAS

Ahora consideraremos nuevos conceptos sobre las propiedades de las coordenadas y se

establecerd una conexién entre las coordenadas y la terminologia matematica estandar.

Definiciones. Una coordenada dos vias es aquella en que las condiciones en un punto
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dado estan influenciados por los cambios en las condiciones en cualquier lado de este
punto. Una coordenada una via es aquella en que las condiciones en un punto dado,
en esa coordenada, estan influenciadas solamente por los cambios en las condiciones en

solamente un lado del punto.

Ejemplos. La conduccion de calor uni-dimensional en una varilla da un ejemplo de
una coordenada de dos vias. La temperatura de cualquier punto de la varilla puede
estar influenciado por los cambios de temperatura en cualquiera de los extremos. Nor-
malmente, las coordenadas espaciales son coordenadas dos vias. El tiempo, por otro
lado, siempre es una coordenada una via. Durante el enfriamiento transitorio de un
solido, la temperatura en un instante dado puede estar influenciada solamente por los

cambios de las condiciones que prevalecieron al instante actual.

Coordenadas espaciales como de una via. Una coordenada espacial puede comportarse
como una coordenada una via bajo la accion del flujo. Si existe un flujo fuertemente
unidireccional en la direccién de la coordenada, entonces existe una influencia significa-
tiva que viaja solamente en la direcciéon de aguas arriba a aguas abajo del flujo. Para
este caso, las condiciones en un punto estan afectadas fuertemente por las condiciones
aguas arriba del punto, y débilmente por las condiciones aguas abajo. Para este caso,

la naturaleza de una coordenada una via es una aproximacion.

Parabolico, eliptico, hiperbilico. Parece que los términos matematicos parabolico y elip-
tico, que se usan para clasificar las ecuaciones diferenciales parciales, corresponden a los
conceptos computacionales de coordenadas de una via y dos vias. El término paraboélico
indica un comportamiento de una via, mientras que el eliptico significa el concepto dos

vias.

De acuerdo con lo anterior, el problema de la conduccién de calor transitoria, que nor-
malmente se conoce como parabdlica, es parabolica en el tiempo y eliptica en el espacio.
La conduccion de calor en estado estable es eliptica en todas las coordenadas. Una capa
limite bidimensional es parabélica en la direccion del flujo y eliptica en sentido transver-

sal.

Puesto que tales descripciones no son convencionales, se pueden alcanzar una conexion

con la practica establecida por la siguiente regla:
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= Una situacion es parabolica si existe al menos una coordenada de una via, en caso

contrario es eliptica.

En cambio, lo que sucede con una situaciéon hiperbolica no se ajusta completamente
dentro de la clasificaciéon computacional. Un problema hiperboélico tiene un tipo de
comportamiento de una via, el cual es, sin embargo, no en una de las direcciones co-
ordenadas, sino a lo largo de lineas especiales llamadas lineas caracteristicas?. Existen
métodos numeéricos que hacen uso de las lineas caracteristicas, pero estan restringidos

a problemas hiperbdlicos.

Implicaciones computacionales. Si se puede identificar una coordenada una via en una
situacion dada, es posible economizar tanto tiempo de computo como memoria del com-
putador. Consideremos un problema de conduccion bidimensional transitoria. Inicial-
mente el campo bidimensional de temperatura del cuerpo. Tal campo de temperatura
tendra que ser manejado en el computador para cada instantes sucesivo de tiempo.
Sin embargo, y debido a que el tiempo es una coordenada de una via, el campo de
temperaturas en un tiempo dado se vera afectado por los campos futuros. Entonces,
queda de la siguiente forma: Dado el campo de temperatura en el tiempo ¢, encontrar
el campo de temperatura en el tiempo ¢t + At. De esta manera, la memoria requerida
en el computador sera la necesaria para almacenar estos dos campos de temperatura,
y el mismo espacio en la memoria se puede usar una y otra vez para todos los pasos de

tiempo.

De esta manera, comenzando con un campo de temperaturas iniciales, se puede “avan-
zar’ a través de instantes sucesivos de tiempo. Durante cualquier paso de tiempo, se
trabaja simultaneamente con la matriz bidimensional de temperaturas desconocidos
solamente. Cada una de las matrices estan desacopladas de los valores futuros de tem-
peratura, mientras que los valores previos que tienen influencia son conocidos. De esta
forma, se requiere resolver un conjunto de ecuaciones mas simples, utilizando para ello

menos memoria en el computador.

2Ver seccion 2.1.
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Apéndice C

DISCRETIZACION

En esencia, la discretizacion es el proceso mediante el cual una expresiéon matemaética
cerrada, tal como una funcién o una ecuacion diferencial o integral que involucran
funciones, todas ellas vistas como que tiene una serie continua de valores a través de un
cierto dominio, es aproximada por expresiones anéalogas (pero diferentes) que fijan unos

valores solamente en un nimero finito de puntos discretos o voltimenes en el dominio.

La solucion andlitica de una ecuacion diferencial parcial involucra expresiones cerradas
que dan una variaciéon de las variables de forma continua a través del dominio.
En contraste, las soluciones numéricas pueden dar una respuesta solamente en
puntos discretos en el dominio, llamados puntos de la malla. Por ejemplo, considere
la figura (C.1) la cual muestra una seccién de una malla en direccion x es uniforme y
dado por Az y que el espaciamiento de los puntos en la direccion y es también uniforme
y dado por Ay, como se muestra en la figura. En general Ax y Ay son diferentes. No
es absolutamente necesario que Az o Ay sean uniformes, sin embargo, la mayoria de
las aplicaciones de CFD involucran soluciones numéricas sobre una malla que contiene
un espaciamiento uniforme en cada una de las direcciones, debido a que simplifica
grandemente la programacion de la solucién, implica menos memoria, y usualmente
se traduce en una mayor exactitud. Este espaciamiento uniforme no tiene que ocurrir
en el espacio xy fisico; como frecuentemente se hace en CFD, los calculos numéricos
se llevan a cabo en un espacio computacional transformado el cual tiene un espaciado
uniforme en las variables independientes transformadas pero que corresponden a un

espaciamiento no uniforme en el espacio fisico.
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Figura C.1: Puntos Discretos en una malla
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Imagine ahora que se tiene un campo de flujo bidimensional el cual est4 gobernado por
las ecuaciones de Navier-Stokes, o por las ecuaciones de Euler, vistas en el capitulo 1.
Esto da, en principio, expresiones para u, v, p, p, etc., como fucién de x y y, que se
pueden usar para obtener los valores de las variables del flujo en cualquier punto que
se desee en el flujo, es decir, en cualquier infinito nimero de puntos (z,y) en el dominio
de estudio. Por otro lado, si las derivadas parciales en las ecuaciones del movimiento
se reemplazan por cocientes de diferencias algebraicas aproximadas (que se desarrollan
a lo largo del capitulo), donde los cocientes de diferencias algebraicas aproximadas
se expresan estrictamente en términos de las variables del campo de flujo en dos o
mas puntos discretos de la malla mostrados en la figura (C.1) entonces las ecuaciones
parciales se pueden reemplazar totalmente por un sistema de ecuaciones algebraicas
con las que se pueden resolver las variables del campo de flujo en tales puntos discretos
solamente. En este sentido, la ecuacion diferencial parcial original ha sido discretizada.

Este método de discretizacion se conoce como el método de las di ferencias finitas.

Todos los métodos en CFD utilizan alguna forma de discretizacion. El proposito de este

capitulo es obtener y discutir las formas més comunes de discretizaciéon usadas hoy en
dia.

En la figura (C.2) se observa la hoja de ruta para el capitulo.

C.1. METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS

En este caso, se estd interesado en reemplazar las ecuaciones en derivadas parciales
con una ecuacion algebraica conveniente, conocida como diferencia finita. La forma

més comin para representar la diferencia finita est4 basada en la serie de Taylor. Por
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Figura C.2: Hoja de ruta para el capitulo 3.

ejemplo, refiriendose a la figura (C.1), si u;; es la componente en z de la velocidad en
el punto (7, ), entonces la velocidad u;41,; en el punto (i + 1,7) se puede expresar en

términos de una serie de expansion de Taylor sobre el punto (7, j) como sigue:

(08 p (P B2 (PuN Az (0w (Aw)
WUit1,5 = Ui Oz g x o2 iy 92 O3 g 31 o y o

5]

(C.1)
Resolviendo la ecuacion (3.1) para hallar (Ou/0z), ; se obtiene
du\ wy—wy  (Pu (Ax)  (OPu (Az)’ A (Az)"!
or),. Az 02 ). 2 ox3 ), 3 dan ), nl
(C.2)

En la ecuacion (C.2), la derivada parcial actual evaluda en el punto (7, j) se observa en el
lado izquierdo. El primer término del lado derecho (u;11; — u;j)/Ax, es representacion
en diferencias finitas de la derivada parcial. El resto de los términos al lado derecho
constituyen el error de truncamiento. Esto quiere decir, que si se desea aproximar la

derivada parcial con el cociente algebraico en forma de diferencia finita

8U - ui-i-l,j — um’
((%)i’j - Az (C:3)
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Entonces el error de truncamiento en la ecuacion (C.2) dice que estd despreciando
ese término en la aproximacion. En la ecuacion (C.2), el término de méas bajo
orden en el error de truncamiento involucra términos de Az a la primero potencia;
entonces, la expresion para la diferencia finita en la ecuacion (C.3) se conoce como de

primer orden de exactitud. Normalmente la ecuacion (C.2) se escribe como

(g—Z)m - % +0(Ax) (C.4)
En la ecuacion (C.4), el simbolo O(Ax) es una notaciéon matematica que representa
“terminos de orden Az”. La ecuacién (C.4) tiene una notacion méas precisa que la
ecuacion (C.3), la que incluye la notacion “aproximadamente igual”; en la ecuacion
(C.4) el orden de magnitud del error de truncamiento se muestra explicitamente
en la notacion. Volviendo a la figura (C.1)observe que la expresion en diferencias
finitas en la ecuacion (C.4) utiliza informacion solamente a la derecha del punto
(1,7); esto es, wit1; v u;;. No se usa informacién a la izquierda de (i,7). Como
resultado de lo anterior, la diferencia finita en la ecuacion (C.4) se conoce como
diferencia forward. Por esta razon, se identificara la representaciéon de primer orden
de exactitud para la derivada (Ou/0x);; expresada en la ecuacion (C.4) como una

diferencia forward de primer orden.

Usando nuevamente la serie de expansion de Taylor para u;_; ;, expandida sobre u; ;

ui_ljj = ui,j + (g—Z)@j (—AZL’) + (05)

9%u (zAz)? »u (—Ax)? 9"u (=Azx)"™
<W>‘, 2 +(@>ij 3l +"'+(8z")i,j n!

27.]

Reagrupando para hallar (Ou/0x); ; se obtiene

ou U5 — Ui—1,5
— = = 1L O(A .
<8x)m Ax (Az) (C.6)

La ecuacion (C.6) se identificara como una diferencia backward de primer orden.

Para construir un cociente en diferencias finitas de segundo orden, se debe restar

simplemente la ecuacion (C.5) de la ecuacion (3.1)

3u . ui+17j — ui—l,j 2
(%)i’j =~ 1 0(Aw) (C.7)
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Figura C.3: Definicion de las derivadas y sus aproximaciones.
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La informacion usada en la formaciéon de la ecuacién en diferencias finitas en la
ecuacion (C.7) proviene de ambos lados del punto de la malla en (4, j), usa w11, y
u;—1,;. Entonces, el cociente en diferencias finitas de la ecuacion (C.7) se conoce como

diferencia central de seqgundo orden.

A partir de la figura (C.3)...... es obvio que algunas aproximaciones son mejores que
otras. La linea para la diferencia central tiene una pendiente més cercana a la pendiente
de la linea exacta; si la funcion ¢(x) fuera de segundo orden y el espaciamiento Ax

uniforme, las pendientes seridn exactamente iguales.

Las expresiones mostradas en la Figura (C.4) son una larga lista de expresiones para

diferencia finita, se pueden pbtener muchas otras aproximaciones para las derivadas.

En las Tablas (C.1), (C.2), (C.3), (C.4), C.5 y C.6 se encuentran un resumen de varias

formulas para diferencias finitas de diversos 6rdenes de exactitud.
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Figura C.4: Expresiones en diferencias finitas
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Cuadro

Wiyl — 2u; ; +u;_y

I_A,\‘):

Uig] j41 — Wig) j—1 — Ui—] j41 + Uiz -1
4AxAy

- (+]
] 1
-l (+)
-1 I
-l Ax {+)
=14 1
{*+) (-2 (+)
-1, if i+,
Ax
-1+ i+ T
9 6
Ay
[+ A =t
i-1.4-7 7147

C.1: Diferencia forward,O(Ax)

Ui Ui+l U422 U3 Ujpa
Azgs -1 1
Ar?Ze 1 -2 1
Az?2% -1 3 -3 1
Ar'le 1 -4 6 -4 1
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Cuadro C.2: Diferencia backward, O(Ax)

Uj—g  Uj—3 Ui—2 Ui—1 U

ou
Az 2y 1 -2 1
A2 -1 3 -3 1

Agt9e 1 4 6 —4 1

Bzt

Cuadro C.3: Diferencia Centrada, O(Ax?)

Ui—2  Uj—1  U; Uip2 Uit

ou

Ag2&u 1 -2 1

Ox2

Ag3&u 2 0 1 2

0z3

Agtde 1 4 6 4 1

ox4

Cuadro C.4: Diferencia forward, O(Ax?)

U;  Ujp1r U2 Ui+3  Uipqa  Uits

20034 =3 4 -1
Az?Ze 2 5 4 -1

2A23%% 5 18 -24 14 -3

Agtdu 3 14 26 —24 11 =2

ozt
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Cuadro C.5: Diferencia backward, O(Ax?)

Uj—5 Uj—g U;—3 Uj—2 Uj—1 U

2823 -1 4 -3
Ax? 2y -1 4 -5 2
2Az324 3 -14 24 18 -5

AgtQu 9 11 24 26 —14 3

oz?

Cuadro C.6: Diferencia Centrada, O(Ax?)

Uj—3 Uj—2 Uj—1 U; U422  Uir1 Ui43

2Ax St 1 -8 0 8 1
Az 2y 1 16 30 16 -1
2Az%%% 1 -8 13 0 -13 8 -1

Agtde 1 12 39 56 -39 12 —1

ox*

Implementacion de las condiciones de frontera

Para suministrar una solucién unica, el problema continuo requiere informacién sobre
la solucion en el dominio de la frontera. Generalmente, se conoce, el valor de la variable
en la frontera (condiciones de frontera de Dirichlet) o su gradiente en una direccién

particular (normalmente en la direccion normal a la frontera- condicion de frontera de

Neumann) o una combinacion lineal de las dos cantidades.
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Si se conoce el valor de la variable en algiin punto de la frontera, entonces no se necesita
realizar mucho més. En todas las ecuaciones de diferencias finitas planteadas en el
sistema que contenga datos de este punto, los valores de la variable en la frontera
se conocen y no es necesario hacer nada mas. El problema aparece cuando se usan
derivadas que requieren aproximaciones de orden superior de exactitud (mayor que
uno), debido a que se necesitan datos de al menos tres puntos, y la aproximacion de
algunos nodos interiores pueden demandar informacién de puntos que estan fuera mas
alla de la frontera. Por lo tanto, puede ser necesario usar diferentes aproximaciones para

la derivada en algunos puntos sobre o cerca de la frontera.

Considere la figura(C.5), que muestra una procion de la frontera en un campo de flujo,
con el eje y perpendicular a la frontera. Imponiendo el punto de la malla 1 justo en la
frontera, con los puntos 2 y 3 a una distancia Ay y 2Ay respectivamente arriba de la
frontera. Se desea construir una aproximacion en diferencias finitas para du/dy en la

frontera. Como primera aproximacion se puede construir una diferencia forward como :

@_Z) - UQA;;“ +O(Ay) (C.8)

i

Que como se observa en la ecuacion es q de primer orden. Un primer orden de exactitud
puede llegar a ser inconveniente por la inclusiéon de una falsa difusion. La solucion
seria utilizar un esquema con una diferencia centrada, la cual fallaria debido a que
requiere un punto por fuera de la frontera, tal como se muestra en la figura (C.5) con
el punto 2’. El punto 2’ esta por fuera del dominio computacional y en general no se
tiene informaciéon de u en este punto. En las primeras aplicaciones para CFD, muchas
soluciones intentaban sobrepasar este problema asumiendo u, = wus. Esto se conoce
como reflexion de la condicion de frontera. En la mayoria de los casos no tiene sentido

fisico y es inexacto, tanto como la diferencia forward en la ecuacion (C.8).

A partir de los resultados obtenidos en las tablas (C.1) a (C.6) se puede utilizar las
expresiones para la primera y segunda derivada de orden dos o superior para evaluar la

condicion de frontera especificada como el gradiente de u. Para este caso:

Ou\  —3u;+4dug — ug 9
(8_y> 2(Ay) + O(Ay) (C.9)

7

La ecuacion (C.9) es la ecuacion deseada de segundo orden de exactitud en la frontera.

Las ecuaciones (C.8) y (C.9) son conocidas como diferencias a un solo lado debido a
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Figura C.5: Puntos de la malla en la frontera
¥

Frontera

que solo usan informacion a un lado de la frontera. Estas ecuaciones son generales, su
aplicacién no esta limitada a puntos en la frontera, también se pueden aplicar a puntos
internos de la malla. En algunas aplicaciones para CFD, no es inusual ver diferencias
a un lado de cuatro o quinto orden aplicadas en las fronteras. Esto es especialmente
cierto para calculos de fluos viscosos. En tales aplicaciones, el esfuerzo cortante y la
transfeencia de calor en la pared, debido al flujo sobre la pared, son de particular

importancia. El esfuerzo cortante en la pared esta dado por:

ou
w = — C.10
e <8y)w (10
y la transferencia de calor en la pared estd dada por:
oT
w=Fk|— C.11
! ( dy ) w (1)

En las ecuaciones de diferencias finitas de un flujo viscoso (solucion de las ecuaciones
de Navier-Stokes, entre otras), se calculan las variables w y T en todos los puntos de
la malla, tanto internos como en la frontera. Entonces, después que los valores de estas
variables de flujo se obtienen (por medio de algunos algoritmos apropiados), se calculan
los esfuerzos cortantes y la transferencia de calor a partir de las ecuaciones (C.10)
y (C.11). Obviamente, entre méas exacta sea la diferencia a un sélo lado usada que
representa (Qu/0y), y (0T/0y)wen las ecuaciones (C.10) y (C.11), respectivamente,

més exactos seran los valores calculados para 7, ¥ qy-
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Figura C.6: Malla para discretizar la ecuacion(C.12).
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C.2. SISTEMAS DE ECUACIONES

Cuando se reemplazan todas las derivadas parciales en una determinada ecuacion
diferencial parcial por expresiones algebraicas en diferencias finitas, la ecuaciéon
algebraica resultante se conoce como ecuacion en diferencias finitas, que es una
representacion algebraica de la ecuacion diferencial parcial. El objetivo es obtener una
ecuacion en diferencias para cada punto de la malla y formar un sistema de ecuaciones.
Lo anterior se ilustrard mediante un ejemplo sencillo.

aT 0*T

Ahora se reemplazarid esta ecuacién por una ecuaciéon en diferencias finitas. Esta
ecuacion tiene dos variables independientes t y x por lo tanto se considerara el subindice
i para recorrer la malla en direcciéon x y el superindice n para recorrer la malla en

direccion t.

Por convencién en CFD para las variables de avance como t, se usa la letra n y se
denota en la ecuaciéon como superindice. Al reemplazar la derivada temporal por una

diferencia forward tenemos:

n n+1_ n 2 n
(o) I (2rya 13

ot ), At o). 2

Con un error de truncamiento de primer orden. A su vez, reemplazamos la derivada

parcial espacial en x con una diferencia central:
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(C.14)

?T\" T, 2T+ T B *T\" (Az?) N
0x? N Ax? ot4 12

% 7

Donde el error de truncamiento es de segundo orden. Reordenando e igualando la

ecuacion diferencial con la ecuacion en diferencias finitas llegamos a:

o PT T oTr T, - 21 4T

R R VR Ax? +
92T\" At PT\" (Az2)

N (W) o e <W> 2

i %

(C.15)

De aqui los dos primeros términos del lado derecho de la ecuacion encajan con los
términos del lado izquierdo y el término final del lado derecho representa el error
de truncamiento total. La ecuacion en diferencias finitas que representa a la ecuacion
original es:
n-+1 n n n n
-1 T, -2+ T,

A7 a N (C.16)

Cada ecuacion en diferencias finitas para cada nodo de la malla contiene informacion de

la variable del nodo y de los nodos vecino. En general, el resultado de la discretizacion

es un sistema de ecuaciones lineales de la forma:

AUp +> A =Q, (C.17)
l

El niimero de ecuaciones y el nimero de incognitas debe ser igual, por lo tanto se debe
escribir una ecuacion para cada nodo; de lo que resulta un gran conjunto de ecuaciones
lineales algebraicas que se deben resolver numéricamente. Este sistema se puede escribir

en forma matricial como:

[Al{u} = Q, (C.18)

La matriz A es una matriz dispersa cuadrada es decir que los elementos no cero
caen en la diagonal principal y las diagonales vecinas. U es el vector que contiene
los valores de las variables en cada nodo y QQ contiene los términos del lado derecho
de la ecuacion. Debido a que la matriz A es dispersa, lo mejor al almacenar en la

memoria del computador los elementos no cero en un arreglo de dimension 1 x N; x N;
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Figura C.7: Estructura de una matriz para una molécula computacional de 5x5.
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donde N; y N; son el nimero de puntos de la malla en las dos direcciones coordenadas.
Puesto que cada diagonal representa la conexion a la variable del nodo con respecto
al nodo central, entonces se puede nombrar cada diagonal con el subindice del nodo
correspondiente. Para un sistema de 5x5 el arreglo matricial daria como resultado en

forma computacional:
C.3. METODO DE VOLUMENES FINITOS

Las leyes de conservacion del movimiento de fluidos pueden ser expresadas mateméti-
camente de forma diferencial o integral. Cuando un esquema numérico es aplicado a
una ecuacion diferencial, el dominio de la solucion es dividido en puntos discretos, con
lo cual las ecuaciones de diferencia finita son resueltas. Por otra parte, cuando la forma
integral de las ecuaciones es utilizada, el dominio de la solucién es dividido en pequenos
voltimenes (o aéreas para el caso bidimensional). Asi, las leyes de conservacion en la

forma integral son aplicadas a estos elementos de volumen.
C.3.1. Descripcion general de el método de voliimenes finitos.

Para ilustrar el método considérese el proceso de transporte mas simple de todos:
difusion pura en estado estable. La ecuacion que gobierna la difusion en estado estable
puede ser facilmente derivable de la ecuacion general de transporte para una propiedad

¢ eliminando los términos convectivos y transitorios. Lo que da:

div(Lgrady) + S, =0 (C.19)

La integracion del volumen de control, el cual es el paso clave del método de volumen
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finito que lo distingue de todas las otras técnicas en CFD, el campo es de la siguiente

forma:

/ div(Tgrade)dV + S,dV = / n(Cgrady)dA + SedV =0 (C.20)
ve A

vc vC

Para trabajar con las ecuaciones de difusion en estado estable unidimensional las
técnicas de aproximacion que son necesarias para obtener las llamadas ecuaciones de
Discretizacion son introducidas. Luego el método se puede extender a problemas de
difusion en dos y tres dimensiones. Una de las caracteristicas mas importantes del
MVF (Método de Volumenes Finitos), es su flexibilidad en mallas no estructuradas
debido a que la geometria del dominio es complicada. La idea basica del MVF es de
obtener un sistema de ecuaciones algebraicas dadas por la discretizacion del volumen de
control y la superficie de control. En este proceso la conservacion de todas las variables
es obligada a pasar a través de las superficies de control. Asi cuando una cantidad
especifica de una variable conservada es transportada fuera de un volumen de control,
la misma cantidad es transportada al volumen adyacente. Como resultado, no hay ni
creacion ni destruccion de la variable. Las inexactitudes que pueden generar una malla
ordinaria no son el resultado de una falla de las variables, pero si mas bien por lo errores
de aproximacion. Otras ventajas de MVFE es que la discretizacion de las ecuaciones que
gobiernan el fenémeno contiene su interpretacion fisica. E1 MVF es efectivo, porque el
calculo de flujos en la superficie del volumen de control adjunto necesita estar ejecutado
unicamente una vez después que la expresion sea la misma para ambos volimenes de
control, difiriendo tinicamente en el signo. Esto da un aumento en la reduccién de costos

y simplicidad en el algoritmo.

C.3.2. Meétodo de volimenes finitos para difusion en estado estable

unidimensional

Considere el dominio de la difusion en estado estable de una propiedad ¢ unidimensional

definido en la figura (C.8). El proceso esta gobernado por:

d dy
— = = 21
- ( dx) +5=0 (C.21)

Donde T es el coeficiente de difusion y S es el término fuente. Los valores de la frontera
de ¢ en los puntos A y B son conocidos. Un ejemplo de este tipo de procesos, es la

conduccién de calor en una aleta.

Paso 1: Generacion de la Malla
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Figura C.8: Volumen de control Unidimensional.
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El primer paso en el MVF es dividir el dominio en volimenes de control discretos. Se
le da un namero de punto nodal a los espacios entre A y B. las fronteras (o caras) de
los volimenes de control son posicionados entre dos nodos adyacentes. Asi cada nodo
esta encerrado por un volumen de control o celda. Una préactica comtn es ubicar el
volumen de control cerca del borde del dominio, lo cual es una buena forma de hacer
coincidir la frontera fisica con la frontera de volumen de control. En estos puntos es
apropiado establecer un sistema de notacién que puede ser usado en futuros desarrollos.

La convencion usual en CFD es mostrado en la figura (C.9)

Un punto nodal general es identificado con P y sus vecinos en una geometria
unidimensional al este y oeste, son identificados por W y E respectivamente (iniciales
en ingles West y East). La cara del lado este en el volumen de control es referido por
“w” y por el lado oeste por “e”. La distancia entre los nodos W y P y la distancia entre
los nodos P y E son identificados por dxwp y dxpg respectivamente. Similarmente la
distancia entre la cara w y punto P y de P a la cara e esta denotada dx,p y dxp.

respectivamente. La figura (C.9) muestra que el volumen de control el ancho Ax=0x,,

Paso 2: Discretizacion
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La clave del MVF es la integracion de la ecuacion (o ecuaciones) sobre el volumen de
control para producir una ecuacién discretizada en un punto nodal P. Para el volumen

de control definido arriba, esta dado por:

d (.d d d -
/ “ (%) av + [ sdav=(rA%2) - (rA%2) +35Av (C.22)
ve dr \ dz Ve dx J dx ),

Aqui A es el area de la seccion transversal de la cara en el volumen de control, AV
es el volumen v S es el promedio del valor fuente S sobre el volumen de control.
Algo muy caracteristico del MVF es que la ecuacion discretizada tiene claramente una
interpretacion fisica. La ecuacion (3.4) aclara que el flujo difusivo de ¢ que sale por
la cara Oeste menos el flujo difusivo de ¢ que entra por la cara Este es igual a la
generacion, por ejemplo, lo que constituye una ecuaciéon de balance para ¢ sobre el

volumen de control.
Paso 3: Seleccion del método de aproximacion de la distribucion de propiedades

Para calcular el gradiente (y asi el flujo) en las caras del volumen de control es necesario
una aproximacion de distribucion de propiedades entre los puntos nodales usados. La
aproximacién lineal parece ser las mas obvia y simple forma de calcular los valores de
interface y el gradiente. En una malla uniforme la interpolacion lineal de los valores I'.y

I',estan dados por:
(T'w +Tp)

r, == (C.23)
r, - w (C.24)

Y los términos del flujo difusivo son evaluados como:

(raff) =ra (22 =2)) (C.25)

dx 0TpE

(rAdﬁ)w =T A, <M> (C.26)

dx (SI'WP

En situaciones practicas, el termino fuente puede ser funcién de la variable dependiente.

Para tales casos el MVF aproxima el término fuente de modo lineal de la forma:

SAV = Su+ Sppp (C27)
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Substituyendo las ecuaciones (C.25), (3.26) y (C.27) en la ecuacion (C.22) obtenemos:

T, A, (M> —TuA, (M) + Sy + Sppp =0 (C.28)

0rpE dxwp

Reagrupando

Fe 1—‘w FE Fw
<—A A, - sp) op = (—Ae) on + (—Aw) ow + Su (C.29)
drpp

dTpE ‘ dxwp dxwp

Identificando los coeficientespy v ¢ de la ecuacion (3.10) como y ag yay el coeficiente

de ¢p como ap la ecuacion de arriba se puede escribir como:

appp = awpw + apPr + Su (C.30)
Donde:
aw af ap
re e
<5mWPA’w> <5$PEA6> aW+aE+Su

El valor de Su y Sp pueden ser obtenidos de la fuente modelo (C.27) SAV = S, +Sppp.
La ecuacion (C.30) y (C.27) representan la forma discretizada de la ecuacion (C.19).

Este tipo de discretizacion es central para todos los desarrollos de mas adelante.
La anterior demostracion de aproximacion lineal se basa en:

Considerando un espacio igual en una malla unidimensional (espaciado Ax) mostrado
en la figura (C.10)

Para una funciéon ¢(x)el desarrollo de la serie de Taylor de ¢(z + Az )alrededor de i en

B Oy Do\ Ax?

X es:

En la notacion se uso valores de Discretizacion ¢py @gpor o(z)y ¢(zr + Ax)

respectivamente, asi la ecuacion (C.31) puede ser escrita como:

- D 02\ Az?
SDE_(PP‘F(%)PAI—F(@)PT-F... (032)
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Figura C.10: Aproximacion Lineal.
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Despreciando el término truncado O(Ax) el cual involucra el factor multiplicando (Ax)

se puede escribir:

(%Qp%“%@f” .

Lo que se conoce como diferencia forward con respecto a P. De igual forma se puede

derivar la diferencia Backward para el punto P
D 0?p\ Ax?
@(x—Ax)-@(x)—(a—x)xAx+(@ x7+ (C.36)

Después de un poco de algebra se encuentra la formula de la diferencia Backward para
d

(55)

O (op — ow)

— | =—+0(A C.37

(57) - oy (ca7)

Las ecuaciones (C.31) y (C.36) ambas son de primer orden de aproximacion. Ahora, se
resta (C.31) y (C.36)) obtenemos:

(C.38)

90 a,, (T A
ox

Oy
gp(:p—l—Ax)—cp(x—Ax):Z( )xAx+((3x3 xT
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Una tercera ecuacioén para (8—“;)Ppuede ser obtenida reagrupando la ecuacion (3.19)

COmo.

(g—i)P - —(‘pEQ;fm + O(Ax?) (C.39)

Esta ecuacion usa los valores de E y W para evaluar el gradiente en el punto P, y es
llamada formula de diferencia central. Para malla no uniforme las caras e y w de un
nodo general pueden no estar en el punto medio entre los nodos E y W, y los nodos W
v P, respectivamente. En estos casos el valor de la interface del coeficiente de difusiéon

I' es calculado de la siguiente forma:

Tw= (1= f)Tw + ful'p (C.40)

Donde el factor de interpolacion fw estd dado por:
5$Ww

== —-—— -41
fw é‘-II/Vw + 5wP (C )
Y

I, = (1 — fp)rp + frl'E (042)

Donde 5

T pe

= C.43
fP (SPe + 56E ( )

Basicamente hay dos practicas usadas para localizar las caras del volumen de control

en mallas no uniformes (Patankar, 1980).
Practica A

Los puntos nodales son definidos primero y las caras del volumen de control se localizan

en la mitad de los puntos de la malla. Como se ilustra en la figura (C.11)

Préactica B

La ubicacion de las caras del volumen de control se definen primero y los puntos nodales
son puestos en el centro del volumen de control como muestra la figura (C.12). Aqui
las caras de un volumen de control no estan en el punto medio entre los nodos. La
evaluacion del gradiente obtenido a través de la aproximacion lineal es inalterada porque
el gradiente se mantiene el mismo en cualquier punto entre los nodos en cuestiéon pero
los valores del coeficiente de difusion I' necesitan ser evaluadas usando la funcién de

interpolacion (C.40).
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Figura C.11: Volumen de control Practica A.
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Figura C.12: Volumen de control Practica B.
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En la practica A una cara del volumen de control, e por ejemplo, estd en la mitad
entre los nodos P y E, la formula de la diferencia usada, para evaluar el gradiente es
de segundo orden de aproximaciéon. Una adicional ventaja de la practica A es que el
valor de la propiedadl’.y I',etc. Puede ser facilmente evaluada tomando los valores
promedios. La desventaja de la practica A es que el valor de la variable pen P puede no
necesariamente ser el valor mas representativo para el interior del volumen de control
pues P no estad en el centro del volumen de control. En la practica B el valor de pen
P es un buen valor representativo para el volumen de control, pues P yace en el centro

del volumen de control, pero los esquemas de Discretizacion pierden precision.
Paso 4: Solucion de las Ecuaciones

Las ecuaciones de la forma (C.30) estan en cada uno de los puntos nodales en orden
para poder resolver un problema. Para un volumen de control que est4 adyacente al
dominio de la frontera la Discretizacion general de la ecuacion (C.30) es modificada
para incorporar las condiciones de frontera. El resultado es un sistema de ecuaciones
algebraicas lineales que se solucionan para obtener la distribucion de la propiedad wen

los puntos nodales.
C.4. APROXIMACION EXPLICITA E IMPLICITA

Son técnicas disponibles para la soluciéon de problemas en CFD. En este punto, resulta
muy apropiado introducir y definir estas dos aproximaciones generales, ellas represen-

tan una distincion fundamental entre varias técnicas numeéricas.

Se usara como ecuacion modelo para la definicién de las aproximaciones explicita e

implicita la ecuacion de transmisién transitoria unidimensional.

oT o*T
— =a— (C.44)
ot 0x?
%—f Se representara con una diferencia Forward
‘3272 Se representara con una diferencia Centrada
Remplazando se tiene lo siguiente:
7—‘in+1 - 7‘;” _ 77}%1 - 2T7? + 7—;711 (C 45)

o
At (Am)2
la cual, con algunos arreglos, se puede escribir como:
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T =T + aﬂz (T{jrl =277 + T{‘_l) (C.46)
(Az)

Ahora se examinaram las implicaciones de la Ecuacion (C.44) y de su contraparte en
diferencia finitas dada en la Ecuacién (C.46). Se debe recalcar que la Ecuacion (C.44),
a partir de la discusion en la seccidon 2.3.2, es una ecuacion diferencial parabodlica, y
como tal, produce soluciones de avance, como se describe en la seccion. Para este caso
la variable de avance es t. Para ser mas especificos, considere las mallas en diferencias
finitas esquematizada en la Figura (C.13). Asuma que se conoce el valor de T en todos
los puntos de la malla en el tiempo n. Avance en el tiempo significa que se pueden
calcular los valores T" en todos los puntos de la malla en el tiempo n + 1a partir de los
valores conocidos en el tiempo n. Cuando el célculo termina, para un tiempo n + 1, se
conocen todos los valores de T'. Siguiendo el mismo procedimiento se pueden calcular
los valores de T' para el tiempo n + 2 partiendo, en este caso, de los valores en el tiempo
n+ 1. Se puede observar en la Ecuacion (C.46) que las propiedades en el tiempo n estan
escritas en el lado derecho, mientras que las propiedades en el tiempo n+1 estan escritas
en el lado izquierdo. Es muy importante notar que solamente una incégnita aparece en la
Ecuacion (C.46), T, Por lo tanto la Ecuacion (C.46) permite la solucion inmediata
de T a partir de las propiedades en el tiempo n. Como se observa, se tiene una

)

ecuacion con una incoégnita, nada puede ser mas facil.

Por ejemplo, considere la malla en la Figura C.14, donde se han distribuido siete puntos
a lo largo del eje x. Tomando el punto 2 como nodo central son todas conocidas.

Tomando ahora el punto 3 como nodo central, la Ecuacion (C.46) se escribe como:

At
Tyt =T + a——— (T3 — 213 + T7) (C.47)
(Ax)

La Ecuacion (C.47) permite el cdlculo directo de T5'+! puesto que las cantidades en el
lado derecho de la ecuacion son todas conocidas.

Tomando el nodo 3 como nodo central:

At
Ty =T+ a—— (Ty — 2Ty + T3) (C.48)
(Az)
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Figura C.13: Tlustracion de problemas de avance en el tiempo.

t A l Direccion de avance en eltiempo

n+3 4 l l l l J] Propiedades en el tempo n+32 calcuadas a

partir delosvalores en el tiempon+2

n+2 — +——— Propiedades en el fiempo n+2 calculadas a
partir delosvalores en el tiempon+1

n Y Propiedades en el iempo n+{ calculadas a

partir delosvalores en el tiempon

At
Ax

|——

Sl Propiedades en el tiempon conocidas
T T 1 T i T i+1

De igual forma, con la ecuaciéon anterior es posible calcular directamente Tg‘“
puesto que las cantidades en el lado derecho de la ecuacién son todas conocidas.
Aplicando sucesivamente el procedimiento anterior para los puntos 4, 5 y 6, se obtienen

secuencialmente los valores para 7)™, 79 y Tyt

En el ejemplo anterior se ha presentado una aproximacion o esquema EXPLICITO.

Definicion: En una aproximacioén explicita cada ecuacion en diferencias contiene
solamente una incognita y por lo tanto se puede resolver explicitamente de una manera

directa.

Para explicar la técnica de la aproximacién implicita nos basaremos en el sigu-
iente ejemplo.
Vamos a escribir la ecuacion de transmision transitoria unidimensional de otra manera

a como fue escrita en la forma explicita:

- s (T T 45 (221 —2T7) +5 (T + 1)
At (Ax)?

(C.49)
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Figura C.14: Molécula computacional en diferencias finitas para el esquema explicito.

I &

v

En esta ecuacién los términos en el lado derecho se aproximé escribiendo en términos

de la propiedades promedio entre los tiempos n y n + 1.

El tipo especial de diferenciacion empleado en la Ecuacion (C.49) se conoce como el

esquema de Crank-Nicolson.

Ahora examinaremos mas detenidamente la Ecuacion (C.49). La incognita 7", ahora
no esta expresada solamente en términos de cantidades conocidas en el tiempo n, 17,
T y TP 4, sino que también contiene términos en el tiempo n + 1, T4, T y T4
En otras palabras, la Ecuacion (C.49) representa una ecuacion con 3 incognitas, [_ﬁl,
T/ y T/ Bs decir, la Ecuaciéon (C.49) aplicada a un tnico nodo i no es la tnica
que se necesita para encontrar la solucion para 7" para todos los nodos i se resuelven

simultaneamente.

Definicion: una aproximacién implicita es una donde el valor de las incégnitas se
debe obtener mediante una solucién simultanea de las diferentes ecuaciones aplicadas
a todos los puntos de la malla dispuestos en un tiempo t.

Por ahora resulta facil intuir que el esquema implicito involucra un conjunto de calculos

més complejos que el esquema explicito. En contraste a las simple molécula computa-
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Figura C.15: Molécula computacional en diferencias finitas para el esquema de Crank-
Nicolson.

v

cional para el esquema explicito mostrado en la Figura (C.14), en la Figura (C.15)
se muestra la molécula computacional involucrada en la Ecuacion (C.49), delineando

claramente las tres incognitas en el tiempo n + 1.

. Qué pasa cuando la ecuacion que identifica el fenémeno fisico es no lineal?. Para la
forma explicita la ecuacién queda lineal por tanto la solucion es facil. Para la forma
implicita la ecuacion discretizadas resultante es una ecuacion algebraica no lineal, para
este caso la soluciéon implicita demanda la solucion simultanea de una gran sistema de
ecuaciones no lineales que resulta ser una tarea ain mas dificil. Una forma de evadir

este problema, es linealizar las ecuaciones discretizadas de forma aproximada.

Con la complejidad de la aproximacion implicita respecto de la explicita en mente,
la pregunta inmediata es: ;Por qué trabajar con la aproximacion implicita? ;Por qué

no usar siempre una aproximacion explicita? Desafortunadamente, la vida no es tan
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facil. Observe que los incrementos para Ax y At aparecen en todas las ecuaciones
discretizadas presentadas en la seccion. Para el esquema explicito, una vez que se ha
elegido un Az, At no e una variable independiente de libre eleccion; en lugar de ello,
At esta restringido a ser menor o igual a cierto valor prescrito por un criterio de esta-
bilidad. Si el At es menor o igual que el limite impuesto por el criterio de estabilidad,
el procedimiento de avance en el tiempo serd rapidamente inestable, y el programa
de computador se desbordara rapidamente debido a que en algin calculo los ntimeros
pueden ser infinitos o una raiz cuadrada de un nimero negativo. En muchos casos, At
debe ser un valor muy pequeno para mantener la estabilidad; esto puede resultar en
grandes tiempos de computo. Por otro lado, no existen tales restricciones de estabilidad
para aproximaciones implicitas. Para los métodos implicitos, la estabilidad se mantiene
ain para grandes valores de At que los que encuentran en él método explicito cor-
respondiente; por cierto, algunos métodos implicitos son incondicionalmente estables,
significando que para cualquier At, sin importar cual grande sea, conducira a una solu-

cion estable.

A continuacion se relacionan las ventajas y desventajas de las aproximaciones implicitas

y explicitas:

Aproximacién explicita

Ventaja: Resulta un programa simple de escribir e inicializar.

Desventaja: Existe una relacion entre At y Ax que debe ser menor que un limite im-
puesto para garantizar la estabilidad. En algunos casos, At debe ser muy pequeno para
mantener la estabilidad; esto resulta en un gran tiempo de calculo para un intervalo de

tiempo .

Aproximacién implicita

Ventaja: La estabilidad se mantiene atin para valores muy grandes de At, y de aqui,
se necesitan considerablemente menos pasos de tiempo para realizar los calculos en un

intervalo de tiempo t. Esto resulta en un menor tiempo de célculo de computador.

Desventaja:

= Resulta un programa mas complicado de escribir e inicializar.
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= Se requieren usualmente grandes manipulaciones de matrices para cada paso de
tiempo, el tiempo de computador por paso de tiempo es mucho mas grande que

en la aproximacion explicita.

= Si se toma un At muy grande, se tiene un gran error de truncamiento y no se

obtienen valores exactos de la solucién transitoria.

C.5. ERRORES Y ANALISIS DE ESTABILIDAD

En secciones anteriores se han logrado mencionar algunos aspectos y algunas
caracteristicas relacionadas con la estabilidad de las soluciones numéricas cuando se
emplean métodos explicitos. De tal forma se menciond e indicdé que tales métodos
son inestables si el incremento en la direccion de avance(At) excede algin valor
preestablecido. La prescripciéon para este valor maximos deduce, en principio, a
partir de un anélisis de estabilidad formal de la ecuaciones del movimiento en su
forma discretizada. Por ejemplo, no existe un andlisis exacto de estabilidad de la
representacion diferencial de las ecuaciones de Euler o Navier-Stokes. Sin embargo,
existen aproximaciones simplificadas a modelos mas simples que proporcionan una
guia razonable. Un analisis riguroso de estabilidad de los métodos numeéricos es un
atarea de la matemaética aplicada, y este tema estéa ciertamente fuera de alcance de esta
investigacion. Sin embargo, es importante para quien trabaja en todo lo relacionado con
dinamica de fluidos computacional tener algin criterio sobre la naturaleza del anélisis

de estabilidad y de los resultados obtenidos.

La ecuacién seleccionada para el analisis de estabilidad, es la ecuaciéon unidimensional

de conduccion de calor.

ar _ T
ot~ T Ox?
Y para la representacion discretizada de esta ecuaciéon se elige nuevamente la forma

explicita dada por la ecuacion.

T (TR -2TP+T

At - (Ax)?

.Que es estabilidad? ;Qué es lo que hace que el calculo sea inestable?

Las respuestas son, en mayor parte, dependientes del concepto de error numérico que
se genera en el transcurso de un calculo determinado y, més a un, de la manera en que

estos errores se propagan de un paso de avance a otro. Hablando mas concretamente, si
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un error numérico se amplifica al pasar de un paso a otro, el calculo llegara a un punto
de inestabilidad; Si el error no crece, especialmente si disminuye de un paso a otro, el
calculo tendra un comportamiento estable. Por lo tanto, un analisis de estabilidad debe

estar precedido de una discusién sobre errores numéricos.

Considerando una ecuaciéon diferencial parcial, tal como , por ejemplo, la ecuacion
unidimensional de conduccion de calor. La soluciéon numérica esta influenciada por dos

tipos de errores:

= Error de discretizacién: La diferencia entre la soluciéon analitica exacta
de la ecuacion diferencial parcial y la solucion discretizada exacta, el error
de discretizacion es simplemente el error de truncamiento para la ecuaciéon
discretizada mas cualquier error introducido por el tratamiento numérico de la

condiciones de frontera.

= Errores de redondeo: El error de redondeo es el error numérico introducido de-
spués de un numero repetido de calculos en el que el computador constantemente
estd redondeando los nimeros a una cifra significativa. En algunos calculos, la
magnitud del error de redondeo es proporcional al numero de puntos en el do-
minio del problema. En estos casos, el refinado de la malla disminuye el error de

truncamiento pero incrementa el error de redondeo.

Si se define,

A= Solucién analitica de la ecuacion diferencial parcial.

D= Solucién exacta discretizada.

N= Soluciéon numérica real obtenida a partir de un computador con una exactitud finita.
Entonces,

Error de discretizacion = A - D

Error de redondeo = e= N - D

De las ecuaciones representadas anteriormente, podemos obtener a partir de estas la
siguiente expresion:

N=D+e¢

Donde, € es el error de redondeo, el cual para el resto de la discusion, por brevedad,
se llamard simplemente error. La solucion numérica N debe satisfacer la ecuacion
discretizada. Lo anterior se debe a que el computador se programa para resolver la

ecuacion discretizada, a pesar que la respuesta obtenida resulte con un error implicito.
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D?+1+€§+1*D?*€n _ D +el 2D 27+ D +€

3 —

alt - (Az)?

Por definicién D es la solucion exacta de la ecuacién discretizada; por lo tanto, satisface

exactamente la ecuaciéon discretizada. Por lo tanto,

DP*'opp D, —2Dr 4D

alt o (Ax)?

resolviendo las dos ecuaciones anteriores, aplicando los respectivos calculos matematicos
obtenemos de esta manera la siguiente ecuacion:

n+1 n n _o9mn n
€T =€l e —2€ el

alt (Ax)?

A partir de esta ecuacion, se puede ver que el error € también satisface la ecuacion

discretizada.

Ahora se consideraran los aspectos de la estabilidad de la ecuacién discretizada. Si los
errores ¢€; estan realmente presente en alguna etapa de la solucion de esta ecuacion
(siempre estaran en cualquier solucion real de computador), entonces la solucion seré
estable si el error ¢; se reduce, o al menos permanece igual, cuando la soluciéon progresa
del paso n al paso n +1; por otro lado, si ¢; es mas grande durante la progresion de la
solucion del paso n al n + 1, la solucion es inestable. Entonces para que la solucion sea

estable se requiere que.

El error € se puede calcular a partir de la utilizaciéon de las series truncadas de Fourier,
donde se asume que el error tiene una variacién exponencial con el tiempo; es decir, el

error tiende a aumentar o a disminuir con el tiempo. El error se puede calcular por:

e(z,t) = ZN/Q cat pikm

m=1

donde, k,, es un nimero de onda; a es una constante (que puede tomar diferentes
valores para diferentes ms); N es el nimero de puntos de la malla. La ecuacion anterior
representa una forma final para el calculo de la variacion del error de redondeo respecto

del espacio y del tiempo.

Debido a que la ecuacion discretizada original, es lineal y debido a que el error de
redondeo satisface la misma ecuacion discretizada, entonces cuando se sustituye la
Ecuacién anterior en la Ecuaciéon del error de redondeo, el comportamiento de cada
término de la serie es el mismo que el de la serie en si misma. Entonces, si se trabaja

con un sélo término de la serie,
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em(z,1)= etlethm®

Las caracteristicas de estabilidad se puede estudiar usando justo esta forma para € sin
perder la generalidad. Ahora se procedera a encontrar como e varia con los pasos de
tiempo y por lo tanto se encontrardn qué condiciones se necesitan para At de manera

que se satisfaga la ecuacion de redondeo que también satisface la ecuacion discretizada.

Para empezar, se sustituira la ecuacién anterior en la ecuacion del error de redondeo.

ea(t+At)€ikmz,eateikmz o eateikm(z+Az)726ateikmz+eateikm(zfAz)
alt - (At)2

Dividiendo todo por el factor e*e?m* tenemos que:

eaAt - eik7yLA:c_2+e—ikmAx
alt (At)?
alt

Luego despejando el término e

eaAt -1 + (Zﬁ; (eikmAz + efikmAx —9
Aplicando la siguiente identidad trigonométrica,

ikm Az —ithkm Az
cosh(K,, Ag) = einbitetnie

La ecuacién obtenida serd entonces,

et = 14555 [cosh(kpnAx) — 1]

De esta manera aplicando otra identidad trigonométrica

sin

h2 kmAzx _ 1—cosh(k,Az)
2 2

Finalmente tenemos que,

al\t __ _ 4dalt - 2 kmAx
e =1 sinh 5

(Ax)?
a partir de la ecuacion anterior se tiene como resultado la siguiente expresion,

+1 i
6? o ea(t+At)6zkmz o eaAt

E? - eategikme
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Combinando las dos ecuaciones anteriores con la condicién para que una solucion sea

n+1
estable| <
[a4

7

< 1, tenemos

n+1
&
n
€

_Jpalt| _ |q _ 4alt 12 kmAa

—‘e ‘—’1 (Ar)gsmh = <1

Si se desea obtener una solucién estable, tal como lo establece los requerimientos se
debe satisfacer la ecuacion anterior. Tomando el siguiente factor que se conoce como
factor de amplificacion y denotado por la letra G.

4aNt - 2 kmAx|
1-— W sinh 3 = G

Este factor G, tiene dos posibles situaciones que se deben cumplir simultaneamente,
una de ella es cuando G<1 y la otra cuando G>1, llegando a una conclusion final la
cual debe cumplirse para que la ecuacién discretizada sea estable,

alt
(Ax)2 <

N[

Claramente, para un Ax, el valor permitido de At debe ser lo suficientemente pequeiio
para satisfacer la Ecuaciéon. He aqui el por que de las limitaciones de introducir
un esquema explicito en una ecuacion discretizada. Mientras que a/At/(Ax)? <
1/2 el error no aumentard para pasos subsecuentes en el tiempo t, y la solucion
numérica permanecera estable. Por otro lado, sia/At/(Ax)? > 1/2 , el error aumentara
progresivamente llegando a ser cada vez mas grande y causando que la solucion numérica

desborde la capacidad del computador.

C.6. PROPIEDADES NUMERICAS DE LOS METODOS DE SOLU-
CION

Las ecuaciones discretizadas y su solucién mediante métodos numéricos deben asegurar
la precision y exactitud con el problema fisico descrito. La exactitud depende de la

consistencia, estabilidad y convergencia.
C.6.1. Consistencia

La consistencia se relaciona con qué tanto, la ecuaciéon discretizada se aproxima a la
ecuacion diferencial parcial. La diferencia entre la ecuacion discretizada y la ecuacion
diferencial parcial es el error de truncamiento. Se dice entonces que la ecuacion

discretizada es consistente si:
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lim (EDP— ED)= lim (ET)=0 (C.50)

malla—0 malla—0

Este deberia ser siempre el caso de manera que el error de truncamiento ET
desapareciera cuando la malla se refine; aunque para ecuaciones donde el error de
truncamiento es de la forma 0(At/Ax), el refinamiento de la malla debe hacerse con

cuidado.
C.6.2. Estabilidad

Un esquema numérico usado para la solucién de una ecuaciéon discretizada es estable si
el error permanece acotado, es decir si al pasar de una iteracién a otra o de un tiempo

a otro en una solucién de avance, este permanece constante o decrece.
C.6.3. Convergencia

Un esquema es convergente cuando su solucién se aproxima a la solucion analitica en

derivadas parciales original, cuando el tamafo de la malla se refina.
C.6.4. Conservacién

Debido a que las ecuaciones discretizadas se obtiene a partir de leyes de conservacion,
el esquema numérico debera , tanto en un elemento local como a nivel global, cumplir
con tales leyes. Si se garantiza una conservacion de las ecuaciones y se usa el método
de los elementos finitos , por ejemplo, la conservacion se asegura para cada volumen

individual y para todo el dominio.

Esta es una propiedad importante del método de solucién, pues impone una restricciéon
al error. Si la masa, la cantidad de movimiento y la energia no se conservan, el error

puede solamente distribuir impropiamente estas cantidades a través de la solucién.
C.6.5. Solucién acotada

La soluciéon obtenida debe estar entre unos limites. Esto se remite a la caracteristica de
estabilidad en la cual ciertas cantidades deben permanecer entre los limites de sus nodos
vecinos después de ciertas iteraciones para que el error no crezca, o cantidades como
la densidad, energia cinética y turbulencia deben ser positivas. Todos los esquemas
de orden superior producen soluciones no acotadas, por lo que se debe asegurar la
convergencia en estos esquemas. Una condicién para que un esquema de solucion
converja fue dada por Scarborough, quien demostré la convergencia en términos de

los valores de los coeficientes de las ecuaciones discretizadas.
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< 1len todos los nodos
>lam| )= (C.51)

!
| a, | < 1len al menos un nodo

Donde el término en el numerador es la sumatoria de los coeficientes en todos los nodos
vecinos y el término en el denominador es la diferencia entre el coeficiente del nodo en

estudio y el término fuente en ese nodo.
C.6.6. Posibilidad de llevarlo a cabo

Muchos fenémenos son muy complejos para tratarlos directamente. En este caso se
debe diseniar una estrategia que garantice soluciones fisicamente reales. Los modelos
que no son realizables pueden resultar en soluciones que se salen de la realidad fisica u

ocasionan métodos numeéricos divergentes.
C.6.7. Exactitud

Las soluciones obtenidas mediante métodos numéricos son solo aproximaciones. Ademaés
de los de programacion e introduccion de las condiciones de frontera existen tres tipos

de errores:

= Error de modelado: es la diferencia entre la soluciéon exacta al modelo matematico
y el flujo actual. Estos errores dependen de las consideraciones que se hayan

tomado al derivar las ecuaciones de transporte.

s Frror de discretizacion: Es la diferencia entre la solucién exacta de las ecuaciones

de conservacion y la solucién exacta de los sistemas de ecuaciones algebraicas.

= Error iterativo: es la diferencia entre la solucion iterativa y la exacta del sistema

de ecuaciones algebraicas.
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Apéndice D

SOLUCION DE LA ECUACIONES DISCRETIZADAS

En las secciones anteriores se discutieron métodos para discretizar las ecuaciones
de flujo. Ahora discutiremos los métodos para resolver los sistemas de ecuaciones

discretizadas. El sistema de ecuaciones genérico es de la forma:
ALX] x {X} = {B) (D.1)

{X} — vector de valor nodal

A [X] — Matriz de coeficientes

{B} — terminos conocidos

Si |[A{X} | no depende de X, se obtiene un sistema de ecuaciones lineal. Existen dos

formas para resolver sistemas de ecuaciones lineales:

s Métodos directos

= Métodos indirectos
D.1. METODOS DIRECTOS

Los métodos mas conocidos son: la regla de Cramer y la eliminacion gaussiana.
Discutiremos el método de la eliminacion gaussiana, ya que el método de la regla de
Cramer es una técnica que no es practica para sistemas de méas de tres ecuaciones, pues
utiliza operaciones de determinantes y conforme aumenta el nimero de ecuaciones, se

consume més tiempo evaluando los determinantes.
D.1.1. Eliminacién de gauss

Esta técnica fue presentada por el matematico CARL FRIEDERICH GAUSS, pero

se conocia anteriormente en un importante libro matematico chino titulado “jiuzhang
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suanshu” (nueve capitulos del arte matemético). El objetivo es reducir el sistema a otro
equivalente, que tenga las mismas soluciones y hacerlo més pequeno. Se divide en dos

operaciones: la reduccion y la sustitucion regresiva.
Reducci6on

Consiste en la eliminacion de los elementos de la matriz [A{X}|, transformando en cero
los valores aj; = o para todo i>j (i,j= 1,2,3...n) es decir convertir [A{X}| en una matriz

triangular superior como se muestra en la ecuacion (D.2).

a1; a2 Q2 ... Qin
G2 Q23 --° Q2
[Al= 0 0 ag3 ... as, donde A[X] es una matriz de nxn (D.2)

0 0 0 0 ap

Por consiguiente se eliminan sisteméticamente las variables a;; = 0 para todo i>j de

las ecuaciones subsiguientes si:

anry + appr2 + aizry ... = b

a1 T1  + GTy + axrs ... = by (D.3)
a3y + 32T + aszxrsy ... — b3 '
11 T1 + Ap2%s + Qp3Ty ... = bn

El primer paso es eliminar X; de las ecuaciones subsiguientes a la primera, para esto:
e Tomamos el coeficiente ag; y lo dividimos por aq;.

e Multiplicamos ag/aj; por la primera ecuacion y restamos el resultado a la segunda

ecuaclion.

Al hacer esto se modifican todos los coeficientes de la segunda ecuacion y el segundo
término del vector de términos independientes. En forma general, para eliminar X,
de la ecuacion i, dividimos aj; /a;;, multiplicamos por la primera ecuacion y restamos
el resultado a la i-esima ecuacién. Al finalizar de eliminar X; de las ecuaciones
subsiguientes a la primera, procedemos a eliminar X, de las ecuaciones subsiguientes a
la segunda de la misma forma pero esta vez utilizando la segunda ecuacién y el término

de la diagonal correspondiente a esta, ags.
Sustitucién hacia atras

El sistema de ecuaciones triangular superior resultante del proceso de eliminacion se

puede resolver de una forma més facil. La ultima ecuacion tiene solamente la incognita
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X, y tiene solucion inmediata.

b —_:Aaiﬂ'zi (D.4)

PSEUDOCODIGO
Input

For k=1,2...n-1
For i=k+1...n
m=3a;x/ axx

For j=k+1...n
a;j= a;j-Mkay;
b;i=b;-m*by

end for

end for

end for

For i= n-1...1
Sum=0

For j=i+l...n
Sum=sum+a;j * X;j
end for

end for Output

Dificultades de la eliminacién de gauss

Para un sistema de ecuaciones grande de nxn, el nimero de operaciones requeridas para
resolver el sistema de ecuaciones es de n®/3. La mayor parte del trabajo ocurre en la
fase de eliminacion; por lo tanto el método de eliminaciéon gaussiana posee complejidad
computacional y resulta costoso. La division entre cero es otra dificultad que se puede
presentar en el método, pero como se trabaja con matrices dispersas entonces esta
cuestion no es importante para nuestro estudio. Finalmente, los errores de redondeo,
debido a la ejecuciéon de las operaciones, y el manejo limitado de cifras significativas en

los computadores, conduce a resultados menos exactos.
D.1.2. Descomposicién LU

Es una variacion del método de eliminacion de GAUSS. La ventaja es que el paso de la
eliminacion que en el método de GAUSS involucra la matriz de términos independientes,

en el de descomposicion LU solo involucra la matriz A. Aunque se adiciona otra
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operacion de reduccion, es conveniente para sistemas que tienen la misma matriz de
coeficientes y diferente vector de términos independientes. La eliminacion de GAUSS
consiste en dos pasos: eliminacion hacia delante y sustitucion hacia atras, de los cuales
la eliminacion representa la mayor parte del tiempo de calculo. La descomposicion
LU parte las operaciones de eliminacién entre la matriz A y el vector de términos
independientes B, para evaluar a B de una forma diferente. La matriz U es la matriz
triangular superior obtenida mediante la eliminacién gaussiana, y la matriz L triangular

inferior, se produce durante el proceso de eliminaciéon de GAUSS de una forma especial.

El método de descomposicion LU demuestra:

[A] = [L] x [U] (D-5)

Para que la anterior proposicion se cumpla, los elementos de la diagonal principal de L

deben ser iguales a la unidad. Para un sistema de 3x3 por ejemplo:

a1 a2 ais
[U]: f21 G Q23 (D-G)

f31 f32 ”CL33

Los elementos f son los factores multiplicativos usados en el método de eliminacién de
GAUSS (aji/aﬁ)

1 0 0
L= fa 1 0 (D.7)
far fe2 1
Luego la solucién del sistema de ecuaciones se da en dos etapas:
se define: [U] x {X} ={D} (D.8)
[L] x {D} = {B} (D.9)

Se resuelve el sistema para la ecuacion (D.9) por sustitucion hacia delante, se halla D
y luego se reemplaza en la ecuacion (D.8), posteriormente se realiza el procedimiento
de sustitucion hacia atras, como en el método de GAUSS. La solucién para la ecuacion
(D.9) es D:

i—1
d; = b; — (Z aijbj> para i=1,2,3,..n (D.10)
j=1

Luego procedemos en la ecuacion (D.8):

T, = — (D.11)



Tr; =

PSEUDOCODIGO

Input

Subrutine descompose
For k=1,2,...n-1

For i=k+1,...n

factor =

Aik

akk
ik =factor

For j= k+1,k+2...n

a;;= ajj-factorxay;

end for

END FOR

END FOR

END SUBRUTINE DESCOMPOSE
SUBRUTINE SUSTITUTE

For 1=2,3...N

SUM=B,

For J= 1,2,3...1-1
SUM=SUM-A, B,

END FOR

B,=SUM

END FOR X,= B,/ A,

For 1=N-1,N-2,...1
FoOrR J= 1+1,1+2,...N
SUM=SUM+A *X,

END FOR

END FOR

END SUBRUTINE
SUBSTITUTE OUTPUT

di — z aijxij
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D.2. ALGORITMO PARA MATRIZ TRI DIAGONAL

Cuando un gran sistema de ecuaciones tiene un patrén especial, tal como el patron
tri dimensional, resulta muy importante desarrollar un método para este patron tnico.
Existen una variedad de métodos directos de eliminacién para resolver sistemas de
ecuaciones lineales que tienen patrones especiales en los coeficientes de la matriz. Estos
métodos son por lo general eficientes en el tiempo de calculo y memoria de computador
utilizada. Tales métodos deben ser considerados cuando los coeficientes de la matriz
se ajustan al patron requerido, y cuando el uso de la memoria de computador y/o
el tiempo de ejecucion es importante. Un algoritmo que merece especial atencion es
el algoritmo de Thomas (1949). Surgen, naturalmente, de acuerdo a la naturaleza
del problema, grandes sistemas tri diagonales, especialmente en la soluciéon numérica
de ecuaciones diferenciales por métodos implicitos y para solucién de ecuaciones
diferenciales elipticas. Es por esto que el algoritmo de Thomas se puede encontrar
en gran nimero de aplicaciones. Para deducir el algoritmo de Thomas, inicialmente
se aplicard el procedimiento de eliminaciéon de GAUSS a una matriz tri diagonal,
[T], modificando el procedimiento para eliminar todos los calculos innecesarios que

involucran ceros. Considere la ecuacién matricial:
[T]{p} ={C} (D.13)

Que representa un sistema de ecuaciones que tienen la forma tri diagonal:

¢1 =y
— P21 + Doy —Qa2p3 =Cs
— B3z +D3¢p3 — 34 =Cj
Bads + Dapy — Q@5 =Cy
—Bnbn-1+ Dnon — P = Cy
Pnt1 = Cnia

La forma general de cualquier ecuacion simple es:

— Bijpi—1 + Djp; — ajpi = Cj (D.14)
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Que reescrita
a'fL /BTL C'IL
n = —p —— D.15
#n =P Pwe1 T Pno1 (D.15)

Debido a que todos los elementos de la columna 1 por debajo de la fila 2 son ceros,
el inico elemento a eliminar en la fila esf3;, similarmente, solamente se debe eliminar
el elemento (33 en la columna 2 de la fila 3, el elemento (3; en la columna 3 de la
fila 4 y asi sucesivamente. El elemento eliminado en si mismo no se necesita calcular,
solamente, los elementos en cada diagonal se afectan en el proceso de descomposicion.

La descomposicion de la fila 2 hasta n se realiza como sigue:

K =2 hastan

Br = Br/Dxk
Dg =Dk — (BKOéKA)

La matriz tri diagonal |T| de nxn se puede almacenar en una matriz [A’] de nx3 dado
que no se necesita almacenar los términos cero. La primera columna de la matriz [A’],
los elementos corresponden a la matriz subdiagonal Gxuna vez hecha la eliminacién
correspondiente. La segunda columna de la matriz [A’] corresponden a los elementos de
la diagonal principal de acuerdo con la eliminaciéon de arriba, y la tercera columna de

la matriz [A’| corresponde a los elementos de la subdiagonal a;hasta a,

I 0 D1 aq |
52 Dy ay
[A'] =

Los elementos del vector {C} también se cambian en un proceso de sustitucion hacia
adelante. El primer elemento C;permanece inalterado, del segundo en adelante cambian

de la siguiente forma:

CK == CK — 6}(0}(_1 (K == 2,3,4”)

Transformando la ecuacion (2) por medio de una sustitucion hacia atras de la siguiente

manera:
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Figura D.1: Malla Bidimensional.
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D.2.1. Aplicacién de TDMA (Tri Diagonal Matrix Algorithm) en problemas

bidimensionales

El TDMA puede ser aplicado iterativamente para solucionar un sistema de ecuaciones
para problemas bidimensionales. Considerando la malla en la figura (D.1) y una

discretizacion general Bi-dimensional para la ecuacion de transforma de la forma:
appp = awpw +appp + asps +anen +b
Para resolver, el sistema TDMA es aplicado a lo largo de una linea, por ejemplo la linea
Norte-Sur. La ecuacion discretizada reagrupando es:
appp — asPs — aNPN = awpw + appp +b
El lado derecho de la ecuacion (7.8) es asumido temporalmente conocido. La ecuacion

(7.8) es de la forma de la ecuacion (7.2). Donde o = ay, §; = as, D; = apy

C; = awpw + appr + b. Ahora se puede solucionar a lo largo de la direccion N-

160



Figura D.2: Problema tridimensional.
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S de la linea escogida para valores j=2, 3, 4...n, como muestra la figura (7.1). Asi
sucesivamente el cdlculo es seguido a la préoxima linea N-S. La secuencia en la cual las
lineas son escogidas es conociendo la direccion de barrido. Si la direcciéon de barrido
es de Oeste a Este (w-e) el valor de py se conoce a partir de los calculos de la linea
anterior. Sin embargo, el valor de ¢ se desconoce, de manera que el célculo se realiza
de forma iterativa. En cada ciclo se toma ¢p como el valor en la iteracion anterior o
el valor que tenia en la iteracion inicial. El calculo linea a linea se repite tantas veces

hasta que se alcance la convergencia.

D.2.2. Aplicaciéon de TDMA a problemas en tres dimensiones

Para problemas en tres dimensiones, el método TDMA se aplica linea a linea sobre
un plano seleccionado y, una vez terminado un plano, el cdlculo se pasa al siguiente
recorriendo todo el dominio plano por plano. Por ejemplo, para resolver a lo largo
de una linea norte-sur en un plano z — yen la figura (D.2), se tiene la ecuacion de

transporte discretizada:

o CLSSO1§+1 + apgoz—l-l . aNQPKI—H — aWQPrVL[;H + (IEQP%—H + (IB@%—H + aTSD;L“—H + b (D16)
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Los valores en W y E también como aquellos en By T en el lado derecho de la ecuacion
anterior se consideran conocidos. Por medio de el TDMA se puede calcular los valores
de pa lo largo de una linea norte-sur seleccionada. El calculo pasa a la siguiente linea
y asi seguidamente a través de todo el plano hasta que se calcules todos los valores en

cada linea. Una vez que se ha completado un plano se pasa al siguiente plano.

En dos y tres dimensiones, regularmente, se puede acelerar la convergencia alternando
la direcciéon de barrido de manera que la informacién en la frontera se transmitida al
calculo de una forma mas efectiva. Para resolver a lo largo de una linea este-oeste en el

caso tridimensional la ecuacion se puede reescribir de la forma siguiente:

—aweptt +apeptt — apphtt = aspt +aneitt +apeltt +areit™ +b (D7)

D.3. METODOS ITERATIVOS

Se usa para ecuaciones lineales con sistema diagonal dominante. La idea basica de los
métodos iterativos es asumir un vector solucion inicial {z}”. A partir de la solucion
inicial, se genera un vector soluciéon mejorado basado en alguna estrategia para reducir
la diferencia entre el vector de solucién inicial y vector de solucion actual {z}. Luego
el procedimiento se repite hasta alcanzar la convergencia. El procedimiento converge si
en cada iteracion se produce una aproximacién al vector solucion que se aproxima, a su

vez, a la solucion exacta cuando el niimero de iteraciones se incrementa.

Los siguientes son lo métodos iterativos:

Método iterativo de Jacobi.

Método iterativo de GGauss-Seidel.

Método de sobre-relajacion sucesiva (SOR).

Método de los gradientes conjugados.

Gradiente Biconjugado.

Los métodos iterativos no convergen para todos los sistemas de ecuaciones, ni para todos
los posibles distribuciones de un conjunto de ecuaciones particulares. El predominio
diagonal es una condicion suficiente para la convergencia de los métodos iterativos
de Jacobi, Gauss-Seidel, y SOR, para cualquier vector solucién inicial. Algunos

sistemas que no son diagonalmente dominante se pueden reacomodar (por ejemplo
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intercambiando filas) para hacerlos diagonalmente dominantes. Algunos sistemas que no
son diagonalmente dominantes pueden converger para ciertos vectores solucion iniciales,
pero la convergencia no esta asegurada. Los métodos iterativos no se deberan usar para
sistemas de ecuaciones lineales que no se pueden llevar a un sistema diagonal dominante.

El niimero de iteraciones requeridas para la convergencia depende de:

1. Del predominio diagonal de los coeficientes en la matriz. Si aumenta el predominio

diagonal, el nimero de iteraciones para alcanzar la convergencia disminuye.
2. El método de iteracion usado.
3. El vector de solucion inicial.
4. El criterio de convergencia especificado.

D.3.1. Exactitud y convergencia de los métodos iterativos

En principio, cuando se resuelven por métodos directos, se puede obtener la solucion
exacta. Sin embargo, todos los calculos reales se ejecutan con un ntmero finito de
precision, de manera que los errores de redondeo corrompen la solucion.

Los métodos iterativos son menos susceptibles a los errores de redondeo que los métodos

de eliminacién directa por tres razones:
» Fl sistema de ecuaciones es predominantemente diagonal.
= El sistema de ecuaciones es tipicamente disperso.
= Cada iteracion es independiente de los errores de redondeo de la iteracion anterior.

Cuando se resuelve un sistema de ecuaciones por métodos iterativos, la solucién exacta
del sistema de ecuaciones de aproxima asintéticamente cuando el niimero de iteraciones
aumenta. Cuando el niimero de iteraciones aumenta sin limite, la solucién numérica
conduce a la solucién exacta dentro de los limites de redondeo de la maquina de célcu-

lo. Tales soluciones se dicen correctas a la exactitud de la maquina.
Exactitud

Se refiere al nimero de términos significantes en los calculos y se basa en 2 criterios:

Error absoluto = valor aproximado—valor exacto
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. Error absoluto
Errorrelativo =

valor exacto

El error relativo se define directamente como un porcentaje.

Como ejemplo: considere un célculo iterativo para el cual se desea un error absolu-
to de +0,001. Si la solucion exacta es 100,000, entonces el valor aproximado sera
100,000 £ 0,001, el cual tiene cinco digitos significativos. Sin embargo, si la solucion
exacta es 0,001000, entonces el valor aproximado sera 0,001000 + 0,001 que no tiene
digitos significativos. Este ejemplo ilustra el peligro de usar el error absoluto como cri-
terio de exactitud. Considere ahora un calculo iterativo para el cual se desea un error
relativo de +0,00001. Si la soluciéon exacta es 100, 000, entonces el error absoluto sera
100, 000x(£0,00001) = +0,001. Esto conduce a los cinco digitos significativos en el
valor aproximado, como en el caso anterior. Si la solucion exacta es 0,001000, entonces
el error absoluto sera 0,001000x(£0,00001) = £0,00000001. En este caso, se obten-
dran cinco digitos significativos en la solucion aproximada. Como conclusion se puede
decir con toda certeza que el criterio de error relativo conduce al mismo nimero de
cifras significativas en el valor aproximado, independiente de la magnitud de la solucién

exacta.
Convergencia

Se refiere al punto en el proceso iterativo cuando se obtiene la exactitud deseada. la

k+1
( ) _ w@xacta

% ) )

solucion iterativa de unas sistema de ecuaciones lineales, el error, Ax; = x
(k+1)
i

evaluacion de las magnitudes de los residuales R;. Cuando se obtiene la respuesta exacta

se aproxima por Azx; = x — z¥. Bl error también se puede especificar a partir de la
(exacta a la precision de la computadora), todos los residuales son cero. En cada ciclo
en el proceso iterativo, algunos de los residuales pueden ser cercanos a cero mientras
que otros seran muy diferentes a cero. Por lo tanto, se debe tener especial cuidado para

asegurar la exactitud deseada se alcance en el sistema de ecuaciones completo.
Si se define £ como la magnitud de la tolerancia de la convergencia, se pueden es-

pecificar diversos criterios de convergencia. Para un criterio absoluto, se pueden elegir

las siguientes opciones:
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Criterio absoluto: |(Az;) <e YAz <eo Y (Azx)] <e

max ’

Ax;
T4

<e¢ Z?:l

D.3.2. Meétodo iterativo de Jacobi

<eo [T (2] <.

L . Az,
Criterio relativo: ‘(xxw

Transforma una matriz simétrica en una matriz diagonal al eliminar de forma
sistematica los términos que estan fuera de la diagonal.
Para resolver [A] {z} = {b} con una aproximacion inicial dada z(*), escribe en notacion

de indices:

Zam%‘ =b (i=12,..n) (D.18)
7j=1

En la iteracion de Jacobi, cada ecuacion del sistema se resuelve para el componente del

vector solucion asociado con el elemento en la diagonal, es decir, {z;}. Entonces,

1—1 n
1
Zz s ( E :aﬂj E au%) © n) ( )

j=1 j=i+1

Para realizar esta operacion, se debe elegir un vector de solucién inicial {x}(o). El
superindice entre paréntesis denota el nimero de la iteracion, con cero significando el
vector de solucion inicial. Si se sustituye el vector de solucién inicial en la Ecuaciéon
(D.19) se obtiene el primer vector solucion mejorado de {z}”. El procedimiento se
repite hasta que se alcance el criterio de convergencia. El algoritmo general para la

iteracion (k) es:

() _ 1 PRI S SN -
x, = . (bi - Zaz‘,j%’ - Z i jT; ) (i=1,2,...,n) (D.20)

j=1 j=i+1

Una forma equivalente de la Ecuacion (D.20), pero mas conveniente, se puede obtener

sumando y restando {xj}(k) al lado derecho de la Ecuacion (D.20), obteniéndose

1 n
gD =By (bi > amxgk’)) (i=1,2,..,n) (D.21)

Q;; —
J=1

Algunas veces el método de Jacobi se conoce como el método de iteracién simultanea
debido a que todos los valores de z; se iteran simultdneamente. Esto es, todos los valores

de xEkH) dependen solamente de los valores de xl(k). El orden de procesamiento de las
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ecuaciones es intrascendente.

PSEUDOCODIGO JACOBI

T: tamafio de la matriz
X[T]: vector solucidn
X01d[T]: vector solucidén en la iteracidén previa
A[TI[T]: matrix
B[T]: vector de términos independientes
repetir
for i=0 to T-1 do
X[i] « O
for j=0 to i-1 do
X[i] « X[il+A[i]l[j]1xX01d[j]
end for
for j=i+1 to T-1 do
X[i] +« X[il+A[i]l[j1=X01d[j]
end for
end for
for i=0 to T-1 do
X01d[i] « (B[il-X[il)/A[i][i]
end for

hasta que el criterio sea alcanzado

D.3.3. Meétodo iterativo de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel es similar al de Jacobi, excepto se usan los valores mas
inmediatos de x; en todos los calculos. Tan pronto como se obtengan los valores de x;

Se usan.

El método de Gauss-Seidel se obtiene a partir de la Ecuacion (D.20), por medio de
(k+1)

usar los valores x; en la suma desde 7 =1 a ¢ — 1. De modo que,

1—1 n
(htn) _ L (k+1) (k) _
T, ry (bi — Z;am-xj — -2;1 i jT; > (1=1,2,...,n) (D.22)
5 j= Jj=t
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La Ecuacion (D.22) se puede escribir en términos de los residuales R; agregando y

k)

restando xE en el lado derecho de la ecuacion y agrupando, con lo cual se obtiene

R
dP = W =12, n) (D.23)
Qi i
1—1 n
ng) =b; — Z ai,jxg-kﬂ) — Z ai7ja:§-k) (1=1,2,...,n) (D.24)
j=1 j=1

En ocasiones el método de Gauss-Seidel se conoce como el método de las iteraciones
sucesivas debido a que se usan los valores mas recientes en todos los calculos. La it-

eracion de Gauss-Seidel generalmente converge més rapido que la iteracion de Jacobi

PSEUDOCODIGO GAUSS-SEIDEL

T: tamafio de la matriz
X[T]: vector solucibn
X01d[T]: vector solucién en la iteracidén previa
A[TI[T]: matrix
B[T]: vector de términos independientes
V: variable intermedia
repetir

for i=0 to T-1 do

Vo0

for j=0 to i-1 do

Vo« V+A[i] [j1xX[5]
end for
for j=i+1 to T-1 do
V « V+A[il [jI1xX01d[j]

end for

X[i] « (B[il-V)/A[i][i]
end for
for i=0 to T-1 do

X01d[i] « X[i]
end for

hasta que el criterio sea alcanzado
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D.3.4. Meétodo de sobre-relajaciéon sucesiva

Se puede modificar el método de Gauss-Seidel para incluir la sobrerelajacion
multiplicando simplemente el residual ng)en la Ecuacion (D.23), por medio del factor
de sobrerelajacion.

El método de relajacion de Southwell contiene dos procedimientos para acelerar la

convergencia del esquema iterativo basico:

1. El orden de relajacién se determina buscando el residual de mayor magnitud,
| i

mazx*

2. Después relajando la ecuaciéon correspondiente calculando un nuevo valor de z;.
Como los otros residuales se relajan, los valores de los R; dejan de ser cero. El
procedimiento se aplica repetidamente hasta que todos los residuales satisfagan

el criterio de convergencia.

El método de sobrerelajacion sucesiva esta dado por

k1 2 R"
A Y D2
1—1 n
B == S-S0l =12 (D)
j=1 Jj=1

w=1,0 Conduce a la ecuacion de Gauss-Seidel.
1,0 < w < 2,0 El sistema de ecuaciones esta sobrerelajado.
w < 1,0 El sistema de ecuaciones esta subrelajado.

w> 2,0 El método iterativo diverge.

La subrelajacién es apropiada cuando el algoritmo de Gauss-Seidel causa que el vector
solucion se salga y se mueva cada vez mas lejos de la solucién exacta. Este compor-
tamiento se asocia normalmente a la solucion iterativa de sistemas de ecuaciones no
lineales. El factor de relajacion no cambia hasta el final de la iteracion dado que este
multiplica al residual R;, el cual es cero cuando se alcanza la soluciéon. la mayor di-

ficultad con el método de la sobrerelajacion es la determinacion del mejor valor de
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sobrerelajacion, w,,. Desafortunadamente, no existe una buena regla general para de-

terminar el 6ptimo valor de la sobrerelajacion.

PSEUDOCODIGO SOBRE-RELAJACION SUCESIVA

T: tamafio de la matriz
X[T]: vector solucién
X01d[T]: vector solucidén en la iteracidén previa
A[TI[T]: matrix
B[T]: vector de términos independientes
V: variable intermedia
Omega: Parametro del método
repetir
for i=0 to T-1 do

Vo

for j=0 to i-1 do

V « V+A[i] [j1=X[]]

end for

for j=i+l1l to T-1 do

V « V+A[i] [j1xX01d[]j]

end for

vV « (BLil-V)/A[i][i]

X[i] + X01d[i]l+ Omegax(V-X01d[i])
end for
for i=0 to T-1 do

X01d[i] « X[i]
end for

hasta que el criterio sea alcanzado

D.3.5. Meétodo de los gradientes conjugados

Es un método iterativo que sirve para resolver ecuaciones no lineales. Estos métodos em-
piezan por convertir el sistema de ecuaciones original en un problema de minimizacion.
La solucién de ecuaciones no lineales se puede agrupar en dos grandes categorias: Méto-
dos derivados del método de Newton-Raphson (NR) y métodos globales. El método de

NR puede converger rapidamente pero no garantizan que encontraran la solucién final
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(si existe), en cambio con el método global sucede lo contrario, garantizan que encon-

traran la solucion final (si existe) pero no convergen muy rapidamente.

Si el sistema de ecuaciones a resolver esta dado por [A] {¢} = {@} y que la matriz

[A] es simétrica y su valor propio es positivo; entonces la matriz se define como una

matriz positiva. Para matrices positivas, la solucién del sistema de ecuaciones se puede

seguir por medio de la siguiente secuencia:

Inicializar las siguientes cantidades: k = 0, {¢}° = {¢mi}, {p}° = Q —

[A] {ini}, {p}* =0, so = 10%.

BF = [
=} + 8!

of = 5"/ ({p}«[A){p}¥)

{o}" = {o}" " + " {p}*
{p}* = {p}" " = a* [A] {p}*

» Repetir hasta alcanzar la convergencia.

Avanzar el contador: k =k + 1
Resolver el sistema: [M] {z}* = {p}"!

Calcular: sF = {p}" " % {2}

En el algoritmo anterior, {p}" es el residual en la k-ésima iteracion, {p}* es el k-ésimo

. ., k a1- k k , .
vector direccion, {z}"es un vector auxiliar y o y % son parametros necesarios para

construir la nueva solucion, el nuevo residual y la nueva direccion.

PSEUDOCODIGO GRADIENTE CONJUGADO

T: tamafio de la matriz

X[T]: vector solucidn
A[T][T]: matrix

B[T]:
R[T]:
P[T]:
QLTI:

vector
vector
vector

vector

de términos independientes
residual
de busqueda de direccidn

ortogonal a la busqueda de direccidn
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Alpha, Beta, Rho, RhoOld: variables escalares
R « B-AxX
i+l
repetir
Rho « (R,R)
if i=1 then
P «R
else
Beta + Rho/Rho01d
P + R+BetaxP
end if
Q + AxP
Alpha + Rho/(P,Q)
X + X+AlphaxP
R « R-AlphaxQ
Rho01ld + Rho
i+ i+l

hasta que el criterio sea alcanzado

D.3.6. Gradiente Biconjugado

Es un método iterativo que se usa para sistemas de ecuaciones que no son
necesariamente simeétricas, es necesario convertir el sistema asimétrico en uno simétrico.

Existen dos vias de hacer esto de las cuales la mostrada es la més simple. Considere el

{ {0} } _ { {Q} } (D.27)
{9} {0}

El sistema propuesto se puede descomponer en dos subsistemas. El primero es el sistema

siguiente sistema:
0 [A]
A" 0

original; el segundo involucra la transpuesta de la matriz y es intrascendente. Aplicando

el método de los gradientes biconjugados tenemos la siguiente secuencia:

= Inicializar las siguientes cantidades: & = 0, {¢}° = {omi}, {0}’ = Q —
[A] {¢i7zi}7 {15}0 - Q - [A] {(bmz} 3 {p}o - {ﬁ}o, So — ].030.

= Avanzar el contador: £k =k + 1
= Resolver el sistema: [M] {z}" = {p}* ", [M]" {z}" = {p}**
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= Calcular: s* = {p}* "« {2}
Gk — s*/gpm
{p}" = {3 + 85 {p}"!
{p" = {z}" + 8+ {p}""
of = s/({pyx[A]{p}¥)
{6} = {o}" "+ o* {p}*
{p}" ={p}""! = ¥ [A] {p}*
{p}" ={p}" " — (A" {p}"

» Repetir hasta alcanzar la convergencia.

Requiere casi exactamente el doble de esfuerzo por iteracion que el algoritmo de gradi-
ente conjugado estandar. No se ha usado en gran medida en aplicaciones CF'D pero es

un algoritmo muy robusto (se puede aplica a un gran ntimero de problemas sin dificul-
tad).

PSEUDOCODIGO GRADIENTE BICONJUGADO

T: tamafio de la matriz
X[T]: vector solucibn
A[TI[T]: matrix
R[T]: vector residual
RTilde[T]: vector residual secundario
P[T]: vector de busqueda de direccidn
PTilde[Size]: vector de busqueda de direccién secundario
QLT]: vector ortogonal a la busqueda de direccidn
QTilde[Sizel]: vector ortogonal a la busqueda de direccidén secundario
Alpha, Beta, Rho, RhoOld: variables escalares
R+B-AxX
Sleccionar RTilde, por ejemplo RTilde = R
1+1
repetir
Rho « (R,RTilde)
if Rho = O then
método falla

end if
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if i=1 then

P «R

PTilde « RTilde

else

Beta + Rho/Rho01d

P+ R + Beta x P

PTilde +« RTilde + Beta x PTilde
end if

Q+«AxP

QTilde + AT x PTilde

Alpha + Rho/(PTilde,Q)

X « X + Alpha x P

R « R - Alpha x Q

RTilde + RTilde - Alpha x QTilde
Rho01ld + Rho

ie i+ 1

hasta que el criterio sea alcanzado

D.4. SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

Existen varias técnicas utilizadas para resolver sistemas de ecuaciones no lineales: Los
métodos semejantes al método de Newton-Raphson y los métodos globales: El método
de Newton-Raphson es el mas rapido cuando se tiene un buen estimativo de la soluciéon
pero no se asegura que el método no diverge. Con frecuencia se usan combinaciones de

los dos métodos.
D.4.1. Método de Newton-Raphson

Este método, el cual es un método iterativo, es uno de los mas usados y efectivos. A
diferencia de los métodos anteriores, el método de Newton-Raphson no trabaja sobre

un intervalo sino que basa su férmula en un proceso iterativo.

Supongamos que tenemos la aproximacion x;a la raiz x, de f(x),

Trazamos la recta tangente a la curva en el puntolz;, f(x)] ; ésta cruza al eje x en un

punto x;1que serd nuestra siguiente aproximacion a la raiz x,.
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Figura D.3: Tangente a la Curva.

>
X X X
/ ' / ! +1 :

Para calcular el puntox; ., , calculamos primero la ecuacién de la recta tangente.

Sabemos que tiene pendiente

m = f (z;)

Y por lo tanto la ecuacion de la recta tangente es:
y— fl:) = f () (x— x;)

Hacemos y = 0

Y despejamos x :

r=X; —

Que es la formula iterativa de Newton-Raphson para calcular la siguiente

aproximacion:

Tit1 = Tj — ]{/((?i)) si f (x;) #0
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Note que el método de Newton-Raphson no trabaja con intervalos donde nos asegure
que encontraremos la raiz, y de hecho no tenemos ninguna garantia de que nos
aproximaremos a dicha raiz. Desde luego, existen ejemplos donde este método no
converge a la raiz, en cuyo caso se dice que el método diverge. Sin embargo, en los
casos donde si converge a la raiz lo hace con una rapidez impresionante, por lo cual es

uno de los métodos preferidos por excelencia.

Para un valor inicial de cada una de las variables en el sistema cerca a la solucion,
el método de N-R converge tan rapidamente como el método para una sola ecuacion.
Sin embargo, para sistemas grandes, la rapida convergencia es mas que compensada
por su principal desventaja. Para que el método sea efectivo, se debe evaluar la matriz
Jacobiana en cada iteracion. Esto presenta dos dificultades. La primera es que, en el
caso general, existen elementos en la matriz Jacobiana y su evaluacién puede ser la
parte méas costosa del método. Lo segundo es que no existe un método directo para
la evaluacion del Jacobiano; muchos sistemas son de tal forma que las ecuaciones son
implicitas o demasiado complicadas que la diferenciacion es imposible. Para sistemas
genéricos de ecuaciones no lineales, el método de la secante es mucho mas efectivo.
Para una sola ecuacién, el método de la secante aproxima la derivada de una funcién
mediante la secante trazada entre dos puntos de la curva. Este método converge mas
lentamente que el método de N-R, pero como no requiere la evaluaciéon de la derivada,
puede encontrar la soluciéon con un costo total méas bajo y ademas se puede aplicar
a problemas donde no es posible la evaluacion directa de la derivada. Existe un gran
nimero de aplicaciones del método de la secante a sistemas de ecuaciones, la mayoria

de ellas son muy efectivas pero no han sido aplicadas a CFD.

Método de la Secante

Este método se basa en la formula de Newton-Raphson, pero evita el célculo de la
derivada usando la siguiente aproximacion:

f/ (xl> ~ F@im1)—f(z4)

- Ti—1—T4

Sustituyendo en la formula de Newton-Raphson, obtenemos

_ flzs) f(zi)
Titl = Xi = Fgy — Li 7 Ta)—IG@)

Tj_1—T4
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Figura D.4: Método de la Secante.

fx)(wioy — )
flzioy) — f(@)

Que es la formula del método de la secante. Notese que para poder calcular el valor

Tiy1 = Ty —

de z;,1, necesitamos conocer los dos valores anteriores x; y x;_1; Obsérvese también, el
gran parecido con la féormula del método de la regla falsa. La diferencia entre una y otra
es que mientras el método de la regla falsa trabaja sobre intervalos cerrados, el método
de la secante es un proceso iterativo y por lo mismo, encuentra la aproximacion casi
con la misma rapidez que el método de Newton-Raphson. Claro, corre el mismo riesgo
de éste 1ltimo de no converger a la raiz, mientras que el método de la regla falsa va a

la segura.
D.4.2. Otras técnicas

La aproximaciéon usual a la soluciéon para sistemas acoplados no lineales es el método
secuencial desacoplado descrito mas adelante. Los términos no lineales (flujo convectivo,
término fuente) se pueden linealizar usando la aproximacion iterativa de Picard. Para
los términos convectivos esto significa que la velocidad de masa se considera conocido,
de manera que el término convectivo no lineal en la ecuacién para la cantidad de

movimiento en x se puede aproximar por:

puju; = (puy) u;
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donde el superindice 0 significa que los valores se toman como los valores de la iteracion

exterior anterior. Similarmente, el término fuente se puede descomponer en dos partes:
S =50+ Spd

La porcioén Sy se incluye en el lado derecho de la ecuacién algebraica, mientras que Sy
contribuye a los coeficientes de la matriz [A]. Se puede usar una aproximacion similar

para los términos no lineales que involucren més de una variable.

Este tipo de linealizacion requiere de muchas mas iteraciones que una técnica
acoplada usando una linealizacion del tipo N-R. Sin embargo, el ntimero de iteraciones
exteriores se puede reducir usando técnicas multigrid, lo que hace a esta aproximacion

atractiva.

D.5. SISTEMAS DE ECUACIONES ACOPLADAS Y SU SOLUCION

La mayoria de problemas en dindmica de fluidos y transferencia de calor requieren la
soluciéon de sistema de ecuaciones acopladas, es decir, la variable dominante de cada
ecuacion aparece en alguna otra ecuacion. Existen dos tipos de aproximaciones a tal
problema. En el primero, todas las variables se resuelven simultdneamente. En el otro,
cada ecuacion se resuelve para su variable dominante, tratando las otras variables como
conocidas, donde se itera a través de las ecuaciones hasta encontrar la soluciéon global

del sistema acoplado. Las dos aproximaciones también se pueden mezclar.
D.5.1. Solucién Simultanea

En los métodos de solucion simultinea, todas las ecuaciones se consideran para de una
sistema simple. Las ecuaciones discretizadas de la mecénica de fluidos tienen, después
de una linealizacion, una estructura bandeada. La solucién directa de estas ecuaciones
puede llegar a ser muy costosa, especialmente cuando las ecuaciones son no lineales y el
problema es tridimensional. Las técnicas de solucién iterativas para sistemas acoplados
son generalizaciones de los métodos para ecuaciones simples. Los métodos iterativos

mostrados arriba se eligieron por su aplicabilidad a sistemas acoplados.
D.5.2. Solucién Secuencial

Cuando las ecuaciones son lineales y fuerternente acopladas, las solucién simultanea es

la mejor opcion. Sin embargo, las ecuaciones pueden ser muy complejas y los métodos
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para ecuaciones no lineales acoplados son dificiles y costosos de usar. Entonces puede
ser preferible tratar cada ecuaciéon como si tuviera solamente una incégnita, tratando
temporalmente las otras variables como conocidas, usando el mejor valor disponible
para ellas. Las ecuaciones se resuelven repitiendo el ciclo hasta que se cumplan todas

las ecuaciones. Cuando se usa este método, se deben tener dos puntos en mente:

= Dado que algunos términos, por ejemplo, los coeficientes y términos fuente que
dependen de otras variables que cambian con cada iteracién, es ineficiente resolver
las ecuaciones exactamente en cada iteracion. Si este es el caso, los solucionadores
directos son innecesarios y deben preferirse los solucionadores iterativos. Las

iteraciones realizadas en cada ecuacién se conocen como iteraciones interiores.

= Con el objeto de obtener una solucion que satisfaga todas las ecuaciones, los
coeficientes de la matriz y el término fuente se debe actualizar después de cada
ciclo y el proceso repetido nuevamente. Este ciclo se conoce como iteraciones

externas.

La optimizacion de este tipo de método de soluciéon requiere una cuidadosa eleccion
del ntimero de iteraciones interiores por iteracion exterior. También es necesario limitar
el cambio en cada variable de una iteracién exterior a otra (sub-relajacion), debido
a que un cambio en una variable cambia los coeficientes en las otras ecuaciones, el
cual puede impedir la convergencia o ralentizarla. Desafortunadamente, resulta dificil
analizar la convergencia de estos métodos de manera que la seleccion de los factores de

sub-relajacion es grandemente empirico.
D.5.3. Sub-relajacién

En la n-esima iteracion exterior, las ecuaciones algebraicas para la variable genérica ¢,

en un punto tipico p se puede escribir como:

ap¢z + Z ag) = Qp
l

Donde () contine todos los términos que no depende explicitamente de ¢"; Los
coeficientes a1y @ pueden depender de ¢" '. El esquema de discretizacion no es
relevante. Esta ecuacion es lineal y el sistemas de ecuaciones para el dominio de solucion

completo se resuelve de forma generalmente iterativa ( para las iteraciones interiores ).
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En las iteraciones exteriores iniciales, permitir que ¢ cambie tanto como lo que requiere
la ecuacion anterior, podria causar inestabilidad, de manera que se permitira que ¢"

cambie solamente una fraccion oy de la diferencia:

¢n — ¢n71 4 a¢(¢nuevo . ¢n71)

Donde ¢™<" es el resultado de la ecuacion y el factor de sub-relajacion esta en el

rango 0<op,<1

Dado que los datos de la iteracion no se requieren en el futuro una vez que los coeficientes
de la matriz y el término fuente se actualicen, la nueva solucién se puede sobre escribir.

Reemplazando ¢™"“¢"? en la ecuacién por,

¢nuevo _ QP B Zl al¢ln

ap

El cual conduce, a partir de la ecuacion anterior, ala ecuacion modificada del nodo p:

1—Oé¢

-1
apgzﬁz

a (3 n
a—zaﬁp + Y ae) = Qp+
l

@y

Donde Z—'Z y Qp + 1;:“" apdp~" son los elementos modificados en la diagonal principal

en la matriz y en el vector de términos independientes. La ecuacion modificada se

resuelve en las iteraciones interiores. Cuando convergen las iteraciones exteriores, los

términos que involucran a se cancelan y se obtiene la soluciéon al problema original.

D.6. DISIPACION Y DISPERSION NUMERICA: VISCOSIDAD ARTI-
FICIAL

Considere la ecuaciéon de onda unidimensional, dada por:
—+c—=0 ¢>0 (D.28)

Discretizando la ecuacién usando una diferencia Forward de primer orden en el tiempo

vy una diferencia Backward de primer orden en el espacio, queda:

t+At ¢

At Ax

u

=0 (D.29)



La solucion presentada en la Ecuacion (D.29) es la solucion numeérica de la Ecuacion
(D.28) con una cierta exactitud determinada por el error de truncamiento y el error de
redondeo. Reemplazando los valor con series de expansion de Taylor como se muestra

a continuacion:

ou\' Pu\" (A [(u\ (A
ulTAt =l (E)Atqt <8t2). ( 2) + (8t3). ( 3!) + ... (D.30)
ou\’ P2u\' (Az)®  [(Pu\' (Az)?
t b _
u_ =y (_ax)l Ax + (axQ)i 5 <8$3)¢ i + .. (D.31)

Sustituyendo las ecuaciones (D.30) y (D.31) en la ecuacion (D.29), y reagrupando queda,

B3 - -GG o

N 0?u tc(Ax)_ PPu tc(Am)2+
Ox? 2 ot3 3!

) %

El lado izquierdo de la ecuacion (D.32) es exactamente el lado izquierdo de la ecuacion
diferencial original (D.28) y el lado derecho de la ecuacion (D.32) es el error de
truncamiento asociado con la ecuacion (D.29). Reemplazando la ecuacion (D.32) todas
las derivadas temporales por derivadas espaciales, se obtiene una expresion de la forma:
2 3 2
u | Ca_z = (1-v) C(ﬁx) g;; + %g (A;) Bu—22-1)  (D.33)

+0 [(At)%, (At)?, (Ax), (Az)?, (Az)?]

Donde

=c— D.34
V= (D.34)

La ecuacion (D.33) se conoce como la ecuacion modificada, es decir, cuando se usa
la ecuacion discretizada (D.29) para obtener la solucion numérica de la PDE original
(D.28), en realidad esta ecuacion discretizada esta resolviendo una PDE bien diferente,
la ecuacion (D.33) en lugar de la (D.28).

2u

o7 Término disipativo de la ecuacion (D.33) y es de origen puramente numérico

sin transcendencia fisica. Y es por eso que ese término se conoce como

disipacién numeérica.
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Figura D.5: Efecto de la disipacion numérica. (a) Onda inicial en t=0. (b) Forma de
la onda en un tiempo t > 0 donde la solucién numérica esta afectada por la disipacion
numeérica.

@.II @JI

e
o

(a) (b)

(A . o . . o
(1—v) C(Qw) Actiia como una viscosidad y se conoce como viscosidad artificial.

La ecuacion (D.28) describe la propagacion de una onda a través de un fluido no viscoso
en una dimension. En CFD, los términos “disipacién numérica” y “viscosidad artificial”
frecuentemente son intercambiados y generalmente connotan el comportamiento
difusivo de la solucién numérica, un comportamiento que tiene un origen puramente
numeérico. En realidad, si se comienza en el tiempo cero con una discontinuidad exacta
como la que se muestra en la Figura D.5, durante el curso de la solucion el efecto de la
disipacion numeérica sera extender (o dispersar) esta onda mas que la viscosidad fisica

podria extender la onda.

De hecho, la razén por qué la onda se esparcira en la solucién numérica no tiene na-
da que ver con la viscosidad fisica; mas bien, esto tiene que ver con el hecho que la
solucion numeérica exacta de la ecuacion discretizada, Ecuacion (D.29), es la solucion
de la Ecuacion (D.33) un lugar de la ecuacion diferencial parcial original dada por la

Ecuacion (D.28), vy la Ecuaciéon (D.33) tiene algunos términos en el lado derecho que
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Figura D.6: Efecto de la dispersion numérica. (a) Onda inicial en t = 0. (b) Forma de
la onda en un tiempo t > 0 donde la solucién numérica esta afectada por la dispersion
numeérica.

s 4 s 4
ﬂ,
i
—
4 X
(a) (o)

juegan un papel de disipacion.

Otro aspecto relacionado con los conceptos expuestos arriba es el efecto de la dispersion
numeérica, el cual crea un comportamiento numérico diferente a partir de la disipacion
numérica. La dispersion resulta en una distorsion de la propagacion de la diferentes
fases de una onda, los cuales se muestran contoneo en el frente y detras de la onda.
Esto se ilustra esquematicamente en la Figura D.6. Una de las ventajas de derivar la
ecuacion modificada asociada con una ecuacion discretizada es que se puede evaluar el
comportamiento relativo de la difusion y dispersion numérica. La disipacién numérica
es el resultado directo de derivadas de orden par en el lado derecho de la ecuacién modi-
ficada (97¢/aa2,9"¢/0at, etc.), y la dispersion numérica es el resultado directo de derivadas

impares (9°¢/os3, etc.).

Aunque la viscosidad artificial compromete la exactitud de la solucion (lo cual es algo
malo), siempre mejora la estabilidad de la solucion (lo cual es algo bueno). Para muchas

aplicaciones en CFD, la solucién no tiene suficiente viscosidad artificial en el algoritmo,
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lo que ocasiona que la solucién tienda a ser inestable a menos que se agregue mas
viscosidad artificial explicitamente en el céalculo. Si se agrega intencionalmente mas
viscosidad artificial a la solucién numérica, se esta aumentando la probabilidad de tener
una solucion mas inexacta. Por otro lado, agregando esta viscosidad artificial, se esta
al menos mas seguro de tener una soluciéon estable, mientras que sin ella, en algunos
casos no es posible obtener siquiera una solucién. Segiun la experiencia colectiva de la
comunidad que trabaja en CFD, en aquellas aplicaciones donde ha sido necesaria el
uso de la viscosidad artificial, el uso prudente de esta cantidad ha conducido, para la
mayoria de las partes, a una solucién numérica razonable y algunas veces muy exacta.

Sin embargo, cada cual debe conocer qué esta haciendo en este respecto.
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Apéndice E

IMPLEMENTACION DE LAS CONDICIONES DE

FRONTERA

E.1. INTRODUCCION

Todos los problemas en CFD estan definidos en términos de las condiciones de frontera
iniciales. Es importante que el usuario especifique correctamente y entienda cual es
el roll de las dichas condiciones en el algoritmo numérico. En problemas transitorios
los valores iniciales de todas las variables de flujo son necesarias para especificar la
solucion de todos los puntos en el dominio del flujo. El presente capitulo describe la
implementacion de las siguientes condiciones de frontera mas comunes en las ecuaciones

discretizadas en el método de los volimenes finitos:

= entrada

= salida

= pared

= presién constante
= simetria

» periodicidad (6 condiciones de frontera ciclica)

En la construccion del arreglo de una malla escalonada se han adicionado nodos en

torno a la frontera fisica, como se muestra en la figura (E.1). Los calculos son hechos en
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Figura E.1: Disposicion de la malla en la frontera.
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los nodos internos unicamente (I=2 y J=2 en adelante). Dos caracteristicas notables de
el arreglo son (i) la frontera fisica coincide con la frontera del volamen de control escalar
y (ii) la disponibilidad de los nodos exactamente por fuera de la entrada del dominio (
a lo largo de I=1 en la figuraE.1.la misma de arriba) para almacenar las condiciones de
entrada. Esto permite la introduccién de las condiciones de frontera llevandose a cabo
con pequenas modificaciones en las ecuaciones discretizadas de los nodos cerca de la

frontera.

Las condiciones de frontera entran en la ecuacién discretizada suprimiendo el vinculo
al lado de la frontera y mediante la modificacién del término fuente. El coeficiente
apropiado de la ecuacion discretizada se establece en cero el flujo del lado de la frontera-
aproximacion exacta o lineal-es introducido por medio del termino fuente S,y Sp.
Frecuentemente se hace uso de un artificio para fijar el flujo de atn variable en la
cara de una celda, pero también se necesitard una técnica para afrontar situaciones
donde se necesite un valor especifico de una variable en un nodo. Esto se puede hacer
introduciendo dos grandes términos fuentes en las ecuaciones discretizadas relevantes.
Por ejemplo, para establecer la variable ¢ en el nodo P a valor fijo ¢y, se realiza las

siguientes modificaciones al término fuente en la ecuacion discretizada:
_ 30 _ 1030

Sp——IO ySu—l(J Pfijo

Con estos valores la ecuaciéon discretizada es:

(ap +10%) pp = 37 anp@us + 10%05ij0
La magnitud del ntimero 10*° es arbitraria muy grande comparada con todos los
coeficientes en la ecuacion discretizada original. Si apy a,son todos despreciables, la

ecuacion discretizada establece que:

¥Yr = Pfijo

El cual establece el valor de ¢ en P.

Ademas de establecer el valor de una variable en un nodo interno este tratamiento es
también 1til al considerar obstéculos s6lidos dentro de un dominio imponiendo ¢y;j, = 0
(o cualquier otro valor deseado) en los nodos dentro de la region solida. El sistema de

ecuaciones del flujo discretizadas se puede resolver de forma normal sin tener que tratar

los obstaculos separadamente.

Mas adelante seran explicados los detalles de las modificaciones necesarias para
implementar las condiciones de frontera mas comunes. Se haran las siguientes

consideraciones: (i) el flujo siempre serd subsonico (M <1), (ii) se usard un modelo
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Figura E.2: Celda de velocidadu en la condicion de frontera de entrada.
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de turbulencia k —e, (iii) se usard un método de diferenciacion hibrido para la

discretizacion, y (iv) se aplicara el algoritmo de solucion SIMPLE.
E.2. CONDICIONES DE FRONTERA DE ENTRADA

Para especificar las condiciones de entrada es necesario la distribucién de todas las
variables de flujo. En esta seccion se discutira el caso de una entrada perpendicular a
la direccion x. Las figuras E.2. muestran el arreglo de la malla en la vecindad de una
entrada para un momento uy v, correcciéon de presién y correccidon escalar en la celda.
La direcciéon del flujo se asume generalmente de izquierda a derecha en los diagramas.
Como se ha dicho, la malla se extiende por fuera de la frontera fisica y los nodos a
lo largo de la linea I=1 (o i=2 para la velocidad u) se usan para guardar los valores
de entrada de las variables de flujo (indicadas por ey, Ven, pl,). Justo aguas abajo de
estos nodos extras se comienza a resolver las ecuaciones discretizadas para las primeras

celdas internas, la cual esta sombreada.

Los diagramas también muestran los vecinos “activos” y las caras de las celdas que estan
representadas en las ecuaciones discretizadas para la celda sombreada asumiendo que

se usard una diferenciacion hibrida. Por ejemplo, en la figura E.3

los vecinos activos estan dados por medio de flechas y las caras activas por medio de
puntos solidos. Las figuras indican que todos los vinculos a los nodos vecinos permanecen
activos para las primeras celdas de u,vy ¢, de tal forma que para adecuar la condicion de

frontera para estas variables no es necesario modificar las ecuaciones discretizadas. La
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Figura E.3: Celda de velocidadv en la condicién de frontera de entrada.
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Figura E.5: Celda escalar ¢ en la condicion de frontera de entrada.
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figura E.4 muestra que el vinculo con el lado de la frontera esta cortado en la ecuaciéon
discretizada de correccion presion estableciendo el coeficiente del lado de la frontera
(oeste,w) igual a cero. Dado que se conoce la vecindad a la entrada, no es necesario

hacer una correccién a la velocidad y por lo tanto se tiene que:

Uy = Uw

En el término fuente asociado con la correcciéon de presion discretizada.
E.2.1. CORRECCION DE PRESION

El campo de presion obtenido resolviendo la ecuaciéon de correcciéon de presiéon no da
la presion absoluta (Patankar, 1980). Resulta practico fijar la presion absoluta en un
nodo a la entrada e imponer la correcciéon de presion igual a cero en el nodo. Habiendo
especificado un valor de referencia, el campo de presion absoluta dentro del dominio se

puede obtener.
E.2.2. ESTIMACION DE k y ¢ EN LA FRONTERA

Se puede alcanzar las simulaciones mas exactas aplicando valores medidos de
turbulencia de energia cinética k£ y de la velocidad de disipacién € . Sin embargo, si
se realiza un calculo para el diseno, tales datos no estardn disponibles. En este caso,
los codigos de CFD comerciales a menudo estiman el valor de k& y ¢ con formulas

aproximadas.
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Figura E.6: Celda de velocidad u en la condicion de frontera a la salida.
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E.2.3. CONDICIONES DE FRONTERA PERPENDICULARES A LA
DIRECCION y

El procedimiento mostrado arriba es, de hecho, no restringido a una frontera de entrada
perpendicular a la direccion x. Cuando se tiene una entrada perpendicular a la direccion
y v la componente de la velocidad v, para el cual el valor de entrada v, se encuentra
disponible en j=2, toma el lugar de la componente de la velocidad u y los célculos
comienzan en j=3. La entrada valores de las otras variables se almacenan en J = 1y la

soluciéon comienza en J = 2.
E.3. CONDICIONES DE FRONTERA A LA SALIDA

La implementacion de las condiciones de frontera a la salida se lleva a cabo de forma
analoga con las condiciones de frontera a la entrada en los nodos interiores, pero en
esta ocasion, aguas arriba de la salida; teniendo la precauciéon de tomar la salida lejos

de cualquier perturbaciéon que genere turbulencia y resultados distintos a los reales.

Si NI es el numero total de nodos en la direcciéon x, las ecuaciones se resuelven hasta
las celdas de I=NI-1. Antes de entrar a la soluciéon de las ecuaciones, se determinan
los valores de las variables de flujo en el nodo NI, a partir de los valores en los nodos

interiores, suponiendo un gradiente de cero para las variables en el plano de salida.

Unr,g=Unr-1, (E.1)
Para la ecuacion de continuidad se debe tener especial cuidado, pues pude presentar

190



Figura E.7: Celda de velocidad u en la condicion de frontera en la pared.
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Figura E.8: Celda de velocidad v en la condicién de frontera en la pared para j=2.

problemas para el algoritmo solucién, y se debe aplicar una ecuacién adicional.
E.4. CONDICIONES DE FRONTERA EN LA PARED

Es la condicién mas comun encontrada para fluidos confinados. La condicién de no
deslizamiento es apropiada para paredes solidas (u=0, v=0) en las componentes de la
velocidad. Las figuras E.7, E.8 y E.9 ilustran con detalle las condiciones de frontera en

la pared para las componentes de velocidad u y v.

La componente normal de la velocidad se puede poner a cero el la pared para j=2. por
este motivo no se debe efectuar una correccion de presion en este punto. Las condiciones
de frontera se pueden aplicar a flujo laminar y a flujo turbulento. Para definir si el flujo

es laminar o turbulento se debe evaluar la siguiente expresion:

191



Figura E.9: Celda de velocidad v en la condicion de frontera en la pared para j=NJ.
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donde Ay, es la distancia del nodo mas cercano a la pared como se ilustra en la figura
E.7. El flujo cerca a la pared se asume laminar si y"'< 11.63. Si y"=11.63 el flujo
se encuentra en la interseccion del perfil (laminar-turbulento) lineal y la tendencia

logaritmica de manera que se obtiene la solucion de:

st = n(Ey) (£3)

Donde k—0.4187 (constante de Von Karman) y E es una constante de interaccién que

depende de la rugosidad de la pared.

Trataremos el caso para el flujo laminar donde: y*< 11.63.

u
Tpared = MAP (E4)
yp

donde u, es la velocidad en el nodo p de la malla. La figura E.10 muestra que esta
ecuacion estd basada en la consideraciéon que la velocidad varia linealmente con la

distancia a partir de la pared en el flujo laminar.

El termino fuente S, en la ecuacién de u se define por:

Sp = _ALACelda (E5)

yp

donde Aceqga €s el area de la pared en contacto con el volumen de control.La
transferencia de calor a partir de una pared con temperatura fija hacia un flujo laminar

cercano a una pared se calcula a partir de la analogia de Reynolds como:
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Figura E.10: Perfil de velocidad u en la pared.

2 Cp(Tp - Tpared)

Aceida (E.6)

BT A

yp

Donde C,, es el calor especifico del fluido a presiéon constante, Tpes la temperatura del
nodo P y 6 es el numero de Parandotela laminar. De esta ecuacion de pueden extraer
los términos fuentes S,, T, y s, para la ecuacion de temperaturas en el nodo P. Para un

flujo de calor adiabatico en la pared : s, = 0

y Sp= 0.
E.4.1. Pared rugosa

En la ecuacion (E.3) E= 9.8 para paredes suaves. Si la pared no es suave se debe ajustar
E de acuerdo con la caracteristica de la pared y asi calcular un nuevo valor limite de

yt. E se debe estimar con base en la rugosidad absoluta de la pared.
E.4.2. Pared en movimiento

El movimiento en la direcciéon x genera un cambio en el valor del esfuerzo cortante en
la pared. El valor del esfuerzo cortante se ajusta reemplazando la velocidad upyen la
ecuacion esfuerzo cortante (E.4) como sigue:

Up — Upared (E.7)

T, d = W
pare:
nyp

El termino fuente asociado a la ecuacion (E.5) y los demas para el flujo de calor se

ajustan de manera similar.

Se debe resaltar que para poder hacer el ajuste de velocidad relativa en las ecuaciones

anteriores se deben hacer la siguientes consideraciones:

= La velocidad es paralela a la pared y varia solamente en la direcciéon normal a la

pared.
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Figura E.11: Celda de presion p’en la frontera de entrada.
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= No existen gradientes de presiéon en la direccién de flujo.
= No existen reacciones quimica en la pared.

= Se aplica para nimeros de Reynolds altos.

Para obtener una buena exactitud se deben mantener las consideraciones anteriores.
E.5. CONDICION DE FRONTERA DE PRESION CONSTANTE

La condiciéon de frontera de presion constante se usa en situaciones donde no se conocen
los detalles exactos de la distribucion del flujo pero se conocen los valores de la presion
de la frontera. Esta condicion de frontera es apropiada para problemas tipicos que
incluyen flujos alrededor de objetos, superficies de flujo libre, flujo de arrastre tales

como ventilaciéon natural, y también flujos internos con multiples salidas.

En la aplicacion de la condicion de frontera de presion constante la correccion de presion
se pone a cero en el nodo. La distribucion de la malla para las celdas de p’ cerca un

flujo de entrada y de salida se muestran en las figuras E.11 y E.12 .

Una forma conveniente tratar con una condicion de frontera de presion constante es
fijar la presion en los nodos justamente dentro de la frontera fisica como se indica en
los diagramas por medio de cuadros solidos. La correcciéon de presion es puesta a cero
haciendo S, = 0,0 y Sp = —10%° y la presién nodal se pone al valor requerido en la
presion pyijo. La ecuacion de cantidad de movimiento para u se resuelve a partir de

i = 3y la ecuacion de movimiento para v y las otras variables a partir de (I = 2). El

194



Figura E.12: Celda de presion p’ en una frontera de salida.
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problema principal es la direccién desconocida del fijo la cual esta determinada por las
condiciones dentro del dominio de calculo. La componente de la velocidad u a través de
la frontera se genera como parte del proceso de solucion garantizando que se satisface
la ecuacion de continuidad en cada celda. Por ejemplo, en las figura E.11 los valores de
Ue, Vs y Uy, evolucionan a partir del dominio. Dado estos valores se puede calcular wu,,

insistiendo en que la masa se conserva para la celda p’. Lo que produce:

(pvA), — (pvA), + (pvA),

(PA).. (E.8)

Uy =

Esta implementacion de la condicion de frontera causa que la celda p’ mas cercana a la
frontera actie como fuente o sumidero de masa. Este procedimiento se repite para casa
celda de presion de frontera. Otras variables tales como v, T', k, € deben ser destinadas
como valores de afluencia donde la direccion del flujo esta dentro del dominio. Donde el
flujo sea de salida se deben obtener sus valores justo a la salida del dominio por medio

de la extrapolacion.

Existen muchas variaciones que pueden ser ttiles en circunstancias practicas. Algunos
codigos aplican (i) una condicion a la entrada que fija la presion de parada del flujo de
entrada justamente afuera del dominio (en i=2) en lugar de una presion estatica justo
dentro del dominio (en i=3) y/o (ii) un procedimiento de extrapolacion en las salidas

para todas las variables incluyendo wu.
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E.6. CONDICION DE FRONTERA DE SIMETRIA

Las condiciones en que se establecen una frontera de simetria son:

1. No existe un flujo que cruce la frontera.

2. No existe ningin flujo de ninguna magnitud escalar a través de la frontera.
Para la implementacion,

= La velocidad normal a la frontera se pone a cero en la frontera simétrica.

» Los valores de las otras propiedades por fuera del dominio de solucion (1 0 i = 1)
se igualan a los valores en el nodo mas cercano justamente dentro del dominio
(I oi=2):

P10 = P2, (E.9)

En la ecuaciones discretizadas para p’ el vinculo con el lado de la frontera simétrica se

corta imponiendo el coeficiente respectivo a cero; no se necesitan mas modificaciones.
E.7. CONDICION DE FRONTERA CICLICA O PERIODICA

Las condiciones de frontera ciclicas o peridédicas aparecen a partir de diferentes tipos
de simetria en un problema. Considere por ejemplo un flujo con remolinos en un horno
cilindrico como el que se muestra en la Figura . En el quemador se introduce combustible
gaseoso a través de seis agujeros simétricamente espaciados mientras que aire entra a

través de un anulo exterior del quemador.

Este problema se puede resolver en coordenadas cilindricas (z,7,6) considerando un
sector angular de 60° como se muestra en el diagrama donde k se refiere al plano r —

7 en la direccion de 6

El flujo rota en esta direccion, y bajo las condiciones dadas el flujo que entra al primer
plano k del sector serd exactamente el mismo que el que sale en el iltimo plano k. Este
es un ejemplo de una simetria ciclica. El par de frontera k = 1 y k = NK se llaman

fronteras ciclicas o periddicas.

Para aplicar las condiciones de frontera ciclicas se necesita imponer el flujo de todas

las variables del flujo que salen de la frontera ciclica de salida igual a los valores de
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Figura E.13: Frontera ciclica.
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flujo que entran en la frontera ciclica de entrada. Esto se alcanza igualando los valores
de cada variable en los nodos aguas arriba y aguas abajo del plano de entrada a los
valores nodales aguas arriba y aguas abajo del plano de salida. Para todas las variables
excepto para la componente de la velocidad que cruza los planos de entrada y salida

(w) se tiene,

¢1,J = ¢NK—1,J y ¢NK,J = ¢2,J

Para la componente de la velocidad que cruza la frontera se tiene,

W1, = WNK-1,J Y WNK+1,J = W3,

E.8. DIFICULTADES POTENCIALES Y COMENTARIOS FINALES

El flujo dentro de un dominio de solucién en CFD esté condicionado por las condiciones
de frontera. En un sentido el proceso de resolver un problema de campo no es nada mas
que la extrapolacién de un conjunto de datos definidos en el contorno de la frontera o
espacio dentro del dominio interior. Es, por lo tanto, de suprema importancia que se
apliquen condiciones de frontera con sentido fisico real y que estén bien definidas, o
de lo contrario se encontraran dificultades muy fuertes al obtener la solucion. La causa
més simple para una rapida divergencia de las simulaciones en CFD es una seleccion

inapropiada de las fronteras.

En capitulos anteriores se mostraron resumidas un conjunto de condiciones de frontera
para flujos viscosos que incluyen condiciones de frontera a la entrada, salida y de pared.
La implementacién respectiva para el método de los elementos finitos se discutié en
las secciones 5.2 a 5.4 y en las secciones 5.5 a 5.7 se desarrollaron tres condiciones
de frontera adicionales, presién constante, simetria y periodicidad, las cuales son

fisicamente realistas y muy ttiles en calculos précticos.
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Lo anterior no significa que son las tdnicas condiciones de frontera. Los software
comerciales pueden incluir fronteras moviles, caracteristicas para incluir fronteras que
rotan y aceleran y condiciones especiales para flujos transonicos o supersonicos. Todas

estas condiciones de frontera estarian fuera del alcance de este proyecto de grado.

Una simple mala seleccion de condiciones de frontera podria ser un intento para generar
una soluciéon de estado estable en un dominio con frontera de pared y flujo de entrada
pero sin frontera de salida. Es obvio que la masa no se puede conservar en estado
estable y los calculos rdpidamente se abortan. Este casi trivial ejemplo también sugiere
que ciertos tipos de condiciones de frontera deben ir acompanadas por otros. Algunas

combinaciones permisibles en flujo subsénico son:

Solamente paredes

Paredes, entradas y al menos una salida

Paredes, entradas y al menos una frontera de presioén constante

Paredes y fronteras de presion constante

Se debe tener cuidado cuando se aplica una condicion de frontera de salida. Solamente
se puede usar si todos los flujos que entran en el célculo estan dados por medio de
condiciones de frontera de entrada (por ejemplo, la velocidad y magnitudes escalares
fijas en la entrada) y se recomienda solamente para dominios de flujo con una sola
salida. Fisicamente, la presion de salida condiciona la division del flujo entre multiples
salidas y es mejor especificar esta cantidad a la salida con una o mas fronteras de presion
constante, debido a que la condicién de cero gradiente no especifica ni el flujo mésico

ni la presion de salida, resultando en un problema sub-especificado.

Las limitaciones exactas de las condiciones de frontera individuales han sido mostradas.
Ademaés se mostré una pequena seleccion de las dificultades méas sutiles de la practica

de CFD que se necesitan evitar para asegurar una exactitud de simulacion 6ptima.
E.8.1. Posicionando fronteras de salida

Si las fronteras de salida se ponen muy cerca de obstaculos sélidos es posible que el
flujo no alcance a desarrollarse (gradientes cero en la direccion del flujo) lo que puede
conducir a errores considerables. La figura E.14 muestra en perfil tipico de velocidad

aguas abajo de un obstaculo, lo que ilustra un peligro potencial.
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Figura E.14: Desarrollo del flujo en una tuberia.
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Si se establece la salida cerca a un obstaculo ésta puede cruzar una regiéon con
recirculacion. No solamente no se mantiene el gradiente asumido, sino que existe un
area con flujo inverso donde el fluido entra al dominio mientras que se podria haber
asumido que el fluido sale. De hecho, no se puede confiar si esta condicién aparece. Para
mayor exactitud es necesario demostrar que la solucién interior no se veré afectada por
la seleccion de la localizacion de la salida por medio de un estudio de sensibilidad para

efecto de las diferentes distancias aguas abajo.
E.8.2. Malla cerca a la pared

La forma mas exacta de resolver un flujo turbulento en un programa de CFD de
proposito general es hacer uso de unos buenos ajustes empiricos en las aproximaciones

de funciones de pared.

Para obtener la misma exactitud por medio de una simulaciénque incluya puntos dentro
de la sub-capa lineal (laminar) y el espaciamiento de la malla debe ser muy fino, tanto
que llega a ser anti econémico en términos de memoria. El criterio que dice que y* debe
ser mayor a 11.63 estable un limite inferiora la distancia de la pared Ayp al punto
més cercano de la malla. El mecanismo principal para mejorar la exactitud disponible
es refinar la malla, pero en la simulacién de un flujo turbulento se debe estar seguro
que, mientras se refine la malla, el valor de y* debe permanecer mayor a 11.63 y es

preferible un valor entre 30 y 500.

A menudo es imposible asegurar este caso en cualquier parte en un flujo general;

un ejemplo conveniente es un flujo con recirculacion. Cerca al punto de entrada la
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Figura E.15: Entrada de flujo lateral.
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componente paralela a la pared de la velocidad es cero, asi por virtud del criterio que
yT debe ser mayor que 11.63 la simulacion se revierte al caso de flujo laminar. Hay un
problema adicional asociado con el modelo £ — ¢ en estas regiones que dan origen a
inexactitudes adicionales, aiin mas importantes. No obstante, el punto que es dificil de

mantener y* por encima de su valor limite esta bien ilustrado.
E.8.3. Aplicacién de las condiciones de simetria

Es importante darse cuenta que la simetria geométrica de un dominio de flujo no siempre
implica que el flujo posea tal simetria. Un ejemplo de ello se muestra en la figura E.15,

que es el flujo a través de una tuberia circular con una entrada lateral.

A pesar del hecho que el dominio tenga una condiciéon de simetria de eje la ocurrencia

de un flujo cruzado hace que el flujo no tenga simetria de eje.

Aun que sea tentador resolver el problema usando un sistema de coordenadas cilindricas

la solucion del flujo sera inexacta debido a que el flujo puede cruzar la linea central.

En este capitulo se ha discutido la implementacién de las condiciones de frontera
mas importantes. Ademads, se han mostrado algunas combinaciones importantes de

condiciones de frontera y se han resultado algunas areas de problemas potenciales.
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Apéndice F

DIFUSION EN ESTADO ESTABLE

F.1. DIFUSION UNIDIMENSIONAL EN ESTADO ESTABLE

En esta seccion se presenta la aplicacion del método de los voltmenes finitos a
los problemas de difusion que involucran la transferencia de calor. La ecuacion que

determina la transferencia de calor unidimensional es:

% (k%) +5=0 (F.1)
Donde:
k - Conductividad térmica.
T: Temperatura, y es la variable dependiente.
S Termino fuente (ejemplo: generacion de calor debido a una corriente eléctrica

pasando por una barra).

La incorporacion de las condiciones de frontera y también la incorporacion de los

términos fuentes seran tratados en los tres ejemplos presentados.
F.1.1. Ejemplo 1: conduccién libre en una barra aislada

Considere el problema de una conduccién libre en una barra aislada cuyos extremos se

mantienen a una temperatura constante de 100% y 500°¢ respectivamente.

El esquema uni-dimensional del problema se muestra en la siguiente figura y la ecuacion

que gobierna el fenémeno es:
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Figura F.1: Barra aislada con extremos a temperatura constante.

Area(A)

— 9 ©

Calcular la distribucion de temperatura en la barra. La conductividad térmica £ es

igual a 1000W/mk, mientras que la seccion transversal A es 10 * 1073m?,
Solucién

Inicialmente se divide la longitud de la barra en cinco volimenes de control iguales
como se muestra en la siguiente figura. Esto resulta en que 0z = 0,1m. La malla consta
de cinco nodos. Para cada uno de los nodos 2,3 y 4, los valores de la temperatura de
los nodos al este y al oeste estan disponibles como valores nodales. Consecuentemente,

se deben escribir ecuaciones discretizadas de la siguiente forma para los tres nodos:

(st ) To = () T+ (o) Te (53

dxwp 0TpE

La conductividad térmica (k. = k, = k), el area transversal (A, = A, = A), y el
espaciamiento dx son constantes. Por lo tanto la ecuaciéon discretizadas para los puntos

nodales 2, 3y a es
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CLPTP = awTW + CLETE (F4)

con S,y Sison cero en este caso dado que no existe generacion de energia.

Los nodos 1 y 5 son nodos de frontera, por lo tanto requieren una atencion especial. La
interpretacion de la ecuacion que gobierna la conduccion sobre el volumen de control

alrededor del punto 1 da

o (L) i (T2 T) o

Fu ke
s tow (sz) (sf) ar

ap aw agp

o ke
oo tow () (o)

Esta expresion muestra que el flujo a través de la frontera A se ha aproximado asumiendo

una relacion lineal entre la temperatura del cuerpo en el punto A y el nodo P. la ecuacién

anterior se puede reescribir como

ko 2k k 2k
(gA + @A) Tp = 0,0Ty + (£A> Ts + (§A> T, (F.6)

Se puede identificar facilmente que la condiciéon de frontera de temperatura fija entra en
el calculo como un término fuente (S, + SpTp) con S, = (2kA/0x) Tay Sp = —2kA/dx

y que el vinculo a la frontera este se ha suprimido haciendo ay, igual a cero.

La ecuaciéon anterior se puede escribir de forma discretizada por medio de

aplp = awTw + agly + Sy (F7)
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con

ap aw agp Sp Su

apt+aw —Sp 0 (5A) 2 HT

El volumen de control alrededor del punto 5 se puede tratar de forma similar. Su

ecuacion discretizada esta dada por:

(BT (BT g Fa

Como antes se asumi6 una distribuciéon de temperatura lineal entre el nodo P y el punto
en la frontera B para aproximar el flujo de calor a a través de la frontera del volumen

de control. La ecuaciéon anterior se puede escribir como

koo 2%k k 2k
(gA + gA) Tp = (%A) Ty + 0,07 + (§A> T (F.9)

Finalmente la ecuacién discretizada para el nodo de frontera 5 es

apTp = awTw + agTy + S, (FlO)
donde
ap aw 4ag SP Su
ag + aw — Sp % 0 —_?;A %TB

El proceso de discretizaciéon ha producido una ecuaciéon para cada uno de los nodos de 1
a 5. La substitucion de los valores numéricos resulta en kA/dz = 100 y cada uno de los
coeficientes para cada una de las ecuaciones discretizadas se pueden escribir facilmente.

Los valores se encuentran consignados en la siguiente tabla.

El conjunto de ecuaciones resultantes para el ejemplo es
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Cuadro F.1: Valores de los coeficientes de las ecuaciones discretizadas para los nodos 1

"0 Nodo [ aw [ az | Sa | 8¢ [ar =az + aw 57 |
1 0 | 100 | 20074 | -200 300
2 100 | 100 0 0 200
3 100 | 100 0 0 200
4 100 | 100 0 0 200
) 100 | O | 20073 | -200 300

30071 = 10072 4+ 200TA
20072 = 10071 + 10073
20073 = 10072 + 10074
20074 = 10073 + 10075
30075 = 10074 + 2007T'B

Este conjunto de ecuaciones se pueden reescribir como

[ 300 —100 0O 0 0 |[T1] [ 20074 ]
—100 200 —100 O 0 T2 0
0 —100 200 —100 O T3 | = 0
0 0 —100 200 —100 || T4 0
0 0 0 —100 300 || 75| [ 2007TB |

La solucion del conjunto de ecuaciones de arriba produce la distribucion de temperatura
en estado estable para una situacion dada. Para problemas que incluyen unos pocos
nodos la matriz resultante se puede resolver facilmente mediante uno de los métodos
propuestos anteriormente. Para T’y = 100y T = 500 la solucion de la ecuacién anterior

usando, por ejemplo, la eliminacion de Gauss, es:

T1 140
T2 220
T3 | = | 300
T4 380

| 75 | | 460 |

La solucién exacta es una distribucién lineal entre las dos condiciones de fronteras
especificas: T' = 800z + 100. La siguiente figura muestra que la soluciéon numérica y la

solucién exacta coinciden.
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Figura F.3: Comparacion de los resultados numéricos con los resultados analiticos.

T T T T T

500 .

400

300 Solucion numerica

Solucion exacta

Temperatura (“c)

200 4

100

T T
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
Distancia{m)

Como se aprecia, si la condicion de frontera es una temperatura dada, no existe mayor
dificultad y no se requieren ecuaciones adicionales. Cuando no se conoce la temperatura
como condiciéon de frontera, se necesita construir una ecuacién adicional para T40 Tg
segun sea el caso en el ejemplo anterior. Esto se realiza integrando la ecuacion diferencial
en la mitad del volumen de control adyacente a la frontera. Hay que tener en cuenta
que se ha agregado un nodo externo a la geometria inicial. Integrando la ecuacién que

gobierna la conduccién sobre este volumen de control, se obtiene

qa — @i + (Su + SpTa) 02/2 =0 (F.11)

El flujo de calor g¢ise puede calcular a partir de una diferencia centrada con las

temperaturas T4y 7T;, el resultado es

ki (T4 —1Ty)

L 4 (S + SpTa) 0x/2 = 0 (F.12)

qa —
Cualquier implementacion posterior de esta ecuacion depende de que se de como dato

en el término de flujo de calor en la frontera ¢4. Si se proporciona directamente el valor

de g4, La ecuacion para Ty seria
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Figura F.4: Volumen de control para nodos de frontera.

Ty i i w P E
*—— & : ® : & : & : e ' Ts
&2 | s & & G2
CLATA = CLETE + Su (Fl?))
donde
ap aw ag  Sp Sy,

aE—l-aw—Sp% 0 (%A) Sp Su+qa

Si se especifica el flujo de calor g4 en términos del coeficiente de transmision de calor A

y la temperatura del ambiente T}, tal que

ga = hA (T — Ta) (F.14)

Los coeficientes para la ecuacién para 1)y estan dados por

ap aw agp SP Su

aE—i-aw—Sp%—FhA 0 (%A) Sp Sy,+ hAT,

F.1.2. Ejemplo 2: Generacién de calor

En este ejemplo se discutird la inclusion del término de generacion de calor.

La figura muestra una gran placa de espesor L = 2 c¢m con una conductividad térmica
constante K = 0.5 w/mK y con una generacion de calor uniforme q = 1000 kW /m3.

las caras A y B estan a temperatura constante de 100°c y 200°¢ respectivamente.

Asumiendo que las dimensiones en Y y Z son lo suficiente grandes como para que solo
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Figura F.5: Placa de espesor 2cm con generacion de calor.

se observen gradientes de temperaturas importantes en la direccion X, Calcular la
distribucién de temperatura en estado estable. Comparar el resultado numérico con el

resultado analitico. La ecuacion que rige el fenémeno es,

d  dT’'
k

4ty g =0 (F.15)

Solucién

Como antes el método de solucion se demuestra usando una malla simple. El dominio
se divide en cinco voliumenes de control resultando en un dz = 0,004m ; y ademas se

considera una unidad de area en el plano Y-Z.

La integracion de la ecuacion sobre un volumen de control es,

d _dT
T (k=)dV + qdV =0 (F.16)
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Figura F.6: Malla usada para la solucién del ejemplo 2.

1 2 <] 4 5
Ta—e g g ————e— s
w w P e E
&2 | |

&2

El primer término de la ecuacion se tratara como en el ejemplo de arriba. La segunda

integral, el término fuente de la ecuacion, se evalia calculando la generacion promedio

dentro de cada volumen de control. La ecuacién se puede escribir entonces como,

dT dr
kA—), — (EA—), AV =0
(A = (A +
Ty — T, T, —Tw
ke A(——2) — b, A(F—F AV =0
A AT g

La ecuacion de arriba se puede reescribir como

keA kAN, (koA keA

Esta ecuacion se puede escribir de forma general como

a,T, = a, Ty + agTg + 5,

Dado que k,, = k. = k, se tienen los siguientes coeficientes:

(F.17)

(F.18)

(F.19)

(F.20)

La ecuacion en forma general es vélida solamente para los volimenes de control en los

puntos nodales 2,3 v 4.

ap aw ag Sp Su

ag +aw — Sp % % 0 qAdx
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Para incorporar las condiciones de frontera en los nodos 1 y 5, se realiza una
aproximacion lineal entre un punto frontera y el punto nodal adyacente. En el nodo
1, se conoce la temperatura al oeste. La integracion de la ecuacion en el volumen de

control 1 produce

(1A% — (142) | a0 P

La introduccion de la aproximacién lineal para la temperatura entre A y P resulta en

TE - Tp . Tp - TA _
(T o (B o e

Una vez mas, la ecuacion de arriba se puede reescribir de forma general como

CLpr = awTW + (IETE + Su (F23)

si k. = ka4 = k, los coeficientes involucrados son

ap aw ag Sp Su

ag + aw — Sp 0 % % qA(Sx—i—%TA

Para el punto nodal 5, se realiza igual procedimiento, con los siguientes resultados en

los coeficientes

ap aw G Sp Sy
ag +aw — Sp % 0 % qA(Sx—i—%TB

La sustitucion de los valores numéricos para A = 1m?,
k=0,5W/mK,q = 1000kW/m3y dxz = 0,004m , en las respectivas ecuaciones

produce los coeficientes consignados en la tabla anterior.
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Cuadro F.2: Coeficientes nodales para el ejemplo 2.

Nodo aw ag Sy Sp ap=ag+aywy — Sp
1 0 125 4000 + 2507, -250 375
2 125 125 4000 0 250
3 125 125 4000 0 250
4 125 125 4000 0 250
5 125 0 4000 + 25075 -250 375

Las ecuaciones en forma matricial adquiere la forma

La solucion del conjunto de ecuaciones de arriba es

375 —125 0 0 0 (7, ) [ 29000

—125 250 —125 0 0 T 4000
0 —125 250 —125 O T3 =< 4000
0 0 —125 250 —125 T4 4000
0 0 0 —125 250 | (75 ) | 54000 |

(T, (150 )
Ty 218
Ty p= 4 254
T4 258

L 75 ) 230 )

Computacion con la solucién analitica

La solucion analitica a este problema se obtiene integrando dos veces en la ecuacion
general que rige loa generacion de calor respecto de x y aplicando las condiciones de

frontera correspondientes. El resultado es,

Tp—T

T= |- Sp (L) 2+ T (F.24)

La comparacion entre la solucién obtenida aplicando volimenes finitos y la solucién
exacta se muestra en la siguiente tabla y en la siguiente figura. Se observa que, atn
con una malla de cinco nodos, se obtiene un buen ajuste entre los resultados

numéricos y los resultados analiticos.
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Cuadro F.3: Comparacion entre los resultados obtenidos aplicando volimenes finitos y
la solucién analitica.

Nodo 1 2 3 4 5
Distancia (m) 0.002 0.006 0.01 0.014 0.018
Solucién por volimenes finitos 150 218 254 258 230
Solucion exacta 146 214 250 254 226
Error (%) 273  1.86 1.60 1.57 1.76

F.1.3. Ejemplo 3: Conduccién en una aleta

Trataremos el problema para la transferencia de calor de una aleta circular a través de

su longitud.

La figura F.8 muestra una aleta de seccion circular A. La base de la aleta esta Tg= 100
OC y el extremo libre se encuentra aislado. La aleta estd expuesta a una temperatura
ambiente T o= 20 °C. La ecuacion para la transferencia de calor unidimensional en este

caso es:

d [ dT
_ ) = — = F.2
— (k;A dx) hP(T — Ty) = 0 (F.25)

Donde h es el coeficiente de transferencia de calor por conveccién, P es el perimetro
, k la conductividad térmica y T, la temperatura del ambiente. Se debe calcular la
distribuciéon de temperaturas a través de la aleta y compararla con la solucion analitica

dada por :
T—-Tyx  cosh[m(L— )]
T —Ts  cosh(mL)

(F.26)

donde m?=hP/kA, L es la longitud de la aleta y x es la distancia a lo largo de esta.

Para L= 1 m, hP/kA=25m se realizard la solucion de este problema.

Si kA es constante, la ecuacion (F.25) se puede escribir como:

% (fl_z) —mA(T —Tx) =0 (F.27)
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Figura F.7: Comparacion de los resultados analiticos para el ejemplo 2.
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Figura F.8: Aleta secciéon circular aislada en el extremo.

Extremo aislado
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Figura F.9: Malla usada para la solucién del ejemplo 3.
4 5

Cuadro F.4: Coeficientes para los nodos interiores.
S S N I T
’ ap-+aw-Sp ‘ 5%5 ‘ 5195 ‘ -m?0x ‘ m?0zT ‘

Al integrar la ecuacién anterior sobre un volumen de control como el mostrado en la

figura F.9 produce:
d [dT
——)aV 2T —T)dV =0 F.28
[ (G ) ave [ -z (F.25)
AV AV
La primera integral se tratard como en los ejemplos anteriores y la segunda se evaluara

asumiendo que la integral es localmente constante dentro de cada volumen de control.
(F.29)

(47) — (4T ] - o]~
para los nodos interiores la ecuacién se puede escribir como:
() ()] o e
La ecuacién anterior se puede reescribir como:
(% + %) T, = <$> T, + (%) Ty 4+ m2dzT., — m25pr (F.31)
(F.32)

que se puede representar como:
a,T, = a1y + agTE + S,

Los coeficientes para los nodos interiores se muestran en el cuadrok'.4.

Ahora se aplicaran las condiciones de frontera en los puntos nodales 1 y 5. En el nodo

1, esta condicion de frontera se tratard igual que en los ejemplos anteriores:
Tg —1T, T,—1Tg 9
— — T,—Ty)ox| =0 F.33
(B72) - ()] - - (59

los coeficientes para la condicion de frontera del nodo 1 se muestran en el cuadroF.5.
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Cuadro F.5: Coeficientes condicion de frontera nodo 1.

o Jewles| S | S|

’ ag-taw-Sp ‘ 0 ‘ % ‘ —m%x—% ‘ m25xToo+%TB ‘

Cuadro F.6: Coeficientes condicién de frontera nodo 5.

o Jawfem]| S | S|

’ agp-taw-Sp ‘ % ‘ 0 ‘ -m?6x ‘ m25x T ‘

En el nodo 5 el flujo de calor en la frontera oeste es cero, entonces:

b (] -

condicién de frontera del nodo 5 se muestran en el cuadro F.6.

La forma matricial del conjunto de ecuaciones es:

20 =5 0 0 o | (1) (1100 )
-5 15 =5 0 0 T 100
0 -5 15 =5 0 T; ¢ =12 100
0 0 -5 15 —5 T, 100

0 0 0 -5 10| | T | 100 )

La solucion al anterior conjunto de ecuaciones es:

(T, (64,22 )
15 36,91
Ty ¢ =< 26,50
T, 22,60
Ty [ 21,30 |

\

Comparacion con la solucién analitica
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(F.34)

por lo tanto el coeficiente en el oeste es cero y no existen términos fuentes adicionales

asociados con la condicion de frontera de flujo de calor cero.Los coeficientes para la

(F.35)

(F.36)

El cuadro F.7 muestra una comparacion de los resultados obtenidos usando volimenes

finitos con los obtenidos con la solucion analitica. EI maximo porcentaje de error es de



Cuadro F.7: Comparacion resultados numéricos y analiticos ejemplo 3.

NODO| DISTANCIA SOL. SOL. DIFERENCIA %ERROR
NUMERICA | EXACTA
1 0.1 64.22 68.52 4.30 6.27
2 0.3 36.91 37.86 0.95 2.51
3 0.5 26.50 26.61 0.11 0.41
4 0.7 22.60 22.53 -0.07 -0.31
5 0.9 21.30 21.21 -0.09 -0.42

Cuadro F.8: Comparacion resultados numéricos y analiticos ejemplo 3 con una malla
de 10 elementos.

NODO| DISTANCIA SOL. SOL. DIFERENCIA %ERROR|
NUMERICA | EXACTA
1 0.05 80.59 81.31 1.72 2.08
2 0.15 56.94 57.79 0.85 1.47
3 0.25 42.53 42.93 0.40 0.93
4 0.35 33.74 33.92 0.18 0.53
5 0.45 28.40 28.46 0.06 0.21
6 0.55 25.16 25.17 0.01 0.03
7 0.65 23.21 23.19 -0.02 -0.08
8 0.75 22.06 22.03 -0.03 -0.13
9 0.85 21.47 21.39 -0.08 -0.37
10 0.95 21.11 21.11 -0.02 -0.09

6 %. Se puede mejorar la soluciéon numérica empleando una malla mas fina. Considérese
el mismo problema pero ahora subdividiendo la barra en 10 voliimenes de control. Los
resultados numéricos obtenidos con la segunda aproximacion muestran un mejor ajuste
con la solucion analitica, pues ahora el error maximo es de 2 % como se puede apreciar

en el cuadro F.8 y la figura F.10.

F.2. CONDUCTIVIDAD TERMICA EN LA INTERFACE DE LA CEL-
DA

En la ecuacion F.4 y sus coeficientes asociados, se ha usado k. para representar el valor
de la conductividad £ en la interface e del volumen de control; similarmente, k,, referida

a la interface w. Cuando la conductividad k es funciéon de z, seguramente se conocera

216



Figura F.10: comparacion de los resultados numéricos con los analiticos para el ejemplo
3
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la conductividad en los nodos W, P vy E. Para estos casos se necesita una expresion que
evaliie la conductividad en la interface en términos de los valores de la conductividad

en los puntos nodales.

Una conductividad no uniforme puede aparecer debido a una no homogeneidad
del material, como una tabla compuesta. Adn en un material homogéneo, si la
conductividad depende de la temperatura puede conducir a una variaciéon de la
conductividad en respuesta a la distribucion de temperatura. En el tratamiento de
la ecuacion diferencial general para ¢, el coeficiente de difusion I' se ha introducido de
la misma forma que la conductividad k.

El procedimiento mas extendido para obtener la conductividad en la interface k. es

asumir una variacion lineal de k entre los nodos P y E. Entonces

ke = fokip + (1= £.) kg (F.37)

donde f, es un factor de interpolaciéon que depende de la distancia mostrada en la figura

F.11
_ 5er

Je (F.38)

- d0xpE
Si la interface e esta en el centro entre los puntos de la malla, f, seria 0.5, y k. seria la
media aritmética entre kp y kg.

Esta simple forma de calcular la conductividad puede conducir a implicaciones

incorrectas y no puede manejar exactamente los abruptos cambios de conductividad
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Figura F.11: Distancias asociadas con la interfacee
dpe

&Fﬁ &EE

[ 1
¥
[
¥

que ocurren en los materiales compuesto. Afortunadamente, se puede formular una
alternativa mejor y con una simplicidad comparable. Para desarrollar esta alternativa,
se debe reconocer que no es en si el valor de la conductividad lo que interesa. El objetivo
principal es obtener una buena representacion del flujo de calor ¢. en la interface por

medio de
ke (Tp —Tg)

drpp

qe = (F?)g)

La expresion correcta para k. es aquella que proporcione un correcto g.. Considere que
el volimen de control que esta alrededor del nodo P tiene una conductividad uniforme
e igual a kp, y que alrededor de E existe un material con conductividad uniforme kg.
Para una tabla compuesta entre los nodos P y E, un analisis unidimensional en estado

estable (sin términos fuente) produce
Tp —Tg

= F.40
5.Z‘Pe/kp_|_5.1‘eE/kE ( )

e

combinando las ecuaciones del factor de interpolacién y la ecuaciéon anterior se obtiene

ke:(l_fe+£)_ (F.41)

kp kg

El uso de la ecuacion anterior en los coeficientes de la ecuacion (F.4) conduce la siguiente

expresion para ag:

(F.42)

o 6xPe 5er -
e [ kr | ke }
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Se puede observar una expresion similar para ay . ag representa la conductancia del

material entre los puntos P y E.

Las ventajas de la formulacion presentada se puede mostrar facilmente con los dos

siguientes casos limites:

» kg — 0 entonces , a partir de la ecuacion ((F.41))

ke — 0 (F.43)

Esto implica que el flujo de calor en la interface es cero, lo que corresponde a una
frontera aislada, como debiera ser. En la formulacion aritmética, tendra un valor

no cero, lo que indicaria una situacion de flujo de calor, lo que no es cierto.

s kp > kg entonces

ke — — (F.44)

Este resultado tiene don implicaciones. La ecuaciéon anterior indica que la
conductividad en la interface k. no depende de kp. Esto se espera debido a que un
material con alta conductividad alrededor de P ofreceria una resistencia térmica
despreciable en comparacion con la ejercida por el material en E( la formula de
la media aritmética incluirfa el efecto de kp en k). La otra implicacion es que k.
no es igual a kg sino que multiplicada por el factor 1/f.. Una pequena reflexion
mostrara lo apropiado de esto. El objetivo es encontrar el valor correcto de g, a
través de la ecuacion ((F.39)). El uso de la ecuacion anterior produce
kg (Tp — Tk)

=BV PTIE) F.45
q . (F.45)

Cuando kp > kg, la temperatura Tp prevalecera al lado derecho de la interface
e, mientras que la caida de la temperatura Tp — Tx ocurrird en la distancia dx.g.
De esta manera, el valor correcto del flujo de calor serd como esta dado por la
ecuacion ((F.45)). En otras palabras, el factor f. en la ecuacion ((F.44)) puede ser

visto como una compensacion para usar la distancia nominal dxpg en la ecuacion

((F.39)).

La formula recomendada para la conductividad interfacial en la ecuacion ((F.41))

se basa en una situaciéon estable, sin términos fuente, unidimensional en que la
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Figura F.12: Parte de una malla bidimensional.
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conductividad varia de una forma escalonada de un volimen de control a otro. Aun
en situaciones con términos fuente o con una variacién continua de la conductividad,

esta formula funciona mejor que la formula aritmética.
F.3. DIFUSION BIDIMENSIONAL EN ESTADO ESTABLE

Considere la ecuacion de difusion en estado estable para bidimensional dada por:

o [ .90\ 0 (.06 B
- (r%) 3 (Fa—y) +5=0 (F.46)

En la Figura F.12 se muestra una porcion de la malla usada para obtener la ecuacion
discretizada. Ademas de los vecinos (E) y (W) un nodo general P ahora tiene unos

vecinos norte (N) y sur (S).

Cuando se integra la ecuacion anterior sobre un volumen de control se obtiene:

o (00 o [ 06 -
AV AV

AV

Si A=A, =Ayy A, =A; = Az, se obtiene
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{FA (gi) — DAy (gi)w] [P Ap (gj)n—rA (gj)jJrSAV:O (F.48)

Se pueden escribir unas expresiones para calcular el flujo de ¢ a través de las caras del

volumen de control.

» Flujo a través de la cara oeste: I',, A, a‘f’ I',A, (d’é’z dw)
WP
= Flujo a través de la cara este: FeAeg =TI Ae 5 or)
TPE
= Flujo a través de la cara sur: FSASg =T, A 5 (p=0s)
Tsp

Flujo a través de la cara norte: FnAng =I,A (¢n—¢p)

N Szpn

Sustituyendo las expresiones anteriores se obtiene:

(95 — 9p) T4 (¢P—¢W)+FA (¢N—¢P)_PA (P — ¢s)

(5$pE &Bwp 5ypN (Sysp

(F.49)
Si se linealiza el término fuente, SAV = S, + S,¢p, la Ecuacion (F.49) se puede

FE €

escribir

TwAy CeAe CnA, FsAs _
<5$WP + dzpp + dypN + dysp Sp ¢p

:(5IWP>¢W+(51PE)¢ +(5yPN)¢N +<5ysp)¢5+5

La ecuaciéon anterior para los nodos interiores se puede escribir como una ecuaciéon

(F.50)

discretizada general dada por

apdp = awdw + apdr + andp + agps + S, (F.51)

Donde,

aw ag an as ap

FTU AUJ FU)AUI Fn An FSAS
dzwp  dxwp  Sypn  OYsp

aW—i—aE—f—aN—i—ag—Sp
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Por ultimo en la frontera, donde se conoce el valor de la propiedad o el flujo de la
misma, se deben modificar las ecuaciones para incorporar estas condiciones de frontera,

tal procedimiento consiste:
= Imponer el coeficiente del respectivo lado de la frontera a cero.

= Kl flujo se introduce como un término fuente que se anexa a los términos existentes

Su'y Sp.
F.3.1. Ejemplo de Conduccién de calor bidimensional

En la figura F.13 se muestra una placa bidimensional. Con un k& = 1000WW/mK, la
frontera oeste recibe un flujo de calor constante de 500kWW/m? y las fronteras sur
y este estdn aisladas. Si se mantiene la frontera norte a una temperatura del00°C,
calcule la distribucion de temperatura de la placa. Usar una malla uniforme con
Az = Ay =0, 1m.

La ecuacion para la transmision de calor en estado estable en una placa esta regida por

o ( or\ 8 [, 0T
A (A I (At F.52
O (kﬁw) "oy (kﬁy) ’ (F-52)

Cuya soluciéon de forma discretizada se puede escribir como

apr = waTW +aETE —f-CLNTE + aSTS (F53)
Donde
k k k k
aw Ar w; QE Ar E; as Ap' s an A N ( 5)
ap = aw + ag +ayx + ag (F.55)

En este caso los coeficientes son iguales

100
CLW:CLE:CLS:CI,NZHX(O,lXO,Ol):lo

En los nodos interiores 6 y 7
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Figura F.13: Placa y condiciones de frontera para el ejemplo de conduccion de calor

bidimensional.
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ap:aW+aE+aN+a5:40

De manera que las ecuaciones discretizadas para los nodos 6 y 7 son

407 = 1075 + 1071 + 1075 4 1017

4OT7 - 10T3 + 1OT12 + 10T6 + 1OT8

Todos los nodos excepto los nodos 6 y 7 tienen fronteras adyacentes. En un nodo de

frontera la ecuacion discretizada adquiere la forma

CLPTP = awTW + aETE + aNTN + aSTS + Su

ap =aw +ag +an +as— S,

Las condiciones de frontera se incorporan en la ecuaciéon discretizada imponiendo el

coeficiente respectivo a cero e incluyendo los términos fuentes a través de S, y 5.

Los coeficientes y los términos fuentes de las ecuaciones discretizadas para todos los

puntos se muestran en la Tabla F.9.

La solucién del sistema de ecuaciones resultantes proporciona las temperaturas de cada

uno de los nodos mostradas en la Tabla F.10.

F.4. DIFUSION TRIDIMENSIONAL EN ESTADO ESTABLE

La ecuacion de difusién en una situacion tridimensional esta gobernada por

2 (r%8)+ 2 (T92) + 2 (r32) + 5 =0
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Cuadro F.9: Coeficientes y términos fuente nodales para el ejemplo.

Nodo any as aw ar ap S,

1 10 0 0 10 20 500
2 10 10 0 10 30 500
3 10 10 0 10 30 500
4 0 10 0 10 40 2500
3 10 0 10 10 30 0
6 10 10 10 10 40 0
7 10 10 10 10 40 0
8 0 10 10 10 50 2000
9 10 0 10 0 20 0
10 10 10 10 O 30 0
11 10 10 10 O 30 0
12 0 10 10 0 40 2000

Cuadro F.10: Solucion para el ejemplo.
Nodo 1 2 3 4 5 6

T 260.0 242.2 205.6 146.3 2227 211.1
Nodo 7 8 9 10 11 12
T 178.1 129.7 2121 196.5 166.2 124.0
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Cuadro F.11: Coeficientes y términos fuentes nodales para el ejemplo.

]Nodo‘aN\ag\aW‘aE\ap\ Ay ‘

1 10 0 | 0 | 10 | 20| 500
2 10 | 10 | O | 10 | 30 | 500
3 10 | 10 | O | 10 | 30 | 500
4 0O |10 O |10 | 40 | 2500
3 10 | 0 | 10 | 10 | 30 0
6 10 [ 10 | 10 | 10 | 40 0
7 10 | 10 | 10 | 10 | 40 0
8 0 | 10| 10 | 10 | 50 | 2000
9 10 0 [ 10 | O | 20 0
10 10 | 10 | 10 | O | 30 0
11 10 | 10 | 10 | O | 30 0
12 0 |10 | 10 | O | 40 | 2000

Cuadro F.12: Solucion para el ejemplo.
Nodo 1 2 3 4 5 6

T 260.0 242.2 205.6 146.3 2227 211.1

Nodo 7 8 9 10 11 12

T 178.1 129.7 212.1 196.5 166.2 124.0
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En este caso se usa una malla tridimensional para dividir el dominio. En la figura que
representa el volumen de control tridimensional con los nodos vecinos se muestra un
volumen de control tipico.

La celda que contiene al nodo p tiene ahora sies nodos vecinos identificados como oeste
(W), este (E), sur (S), norte (N), abajo (B), arriba (T). Como antes, la notacion, w,
e, s, n, b, y t se usa para referirse a las respectivas caras del volumen de control oeste,
este, sur, norte, abajo, y arriba.

La integracion de la ecuacion de difusion en una situacion tridimensional sobre el

volumen de control mostrado da

T4, (%), ~T,A, <a—¢>w}+[rnAn (%) -1.A (1) |+

Siguiendo el procedimiento desarrollado para los casos uno y bidimensional, la ecuacion

discretizada anterior es

(¢p=duw) (on—6p) (¢p—0s)
[F Ae 6x — Dy Aw 577 Sxwp } + [F An ‘]3\;/ = T4, gysps ™
[FtAt o) 1,4, 908 4 (S, + S,6) = 0

Como antes esta ecuacion se puede reescribir y asi obtener la ecuacion discretizada

general para los nodos interiores:

ap¢p = awdw + apdp + anodn + asps + apodp + ardr + Sy

Donde las condiciones de frontera se pueden introducir de igual forma a lo descrito en

los anteriores ejemplos.

aw agp an as ap ar ap

FyAy TeAe F"An [sAs FbAb T+ A

dxwp  dTxgp  SYPN dysp  dzpp  Ozrp aw +ag +an +as+apg +ar — SP
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Figura F.14: Volumen de control tridimensional con los nodos vecinos.

T
®

F.5. RESUMEN PARA PROBLEMAS DE DIFUSION

= Se ha encontrado que las ecuaciones discretizadas para una, dos y tres dimensiones

para problemas de difusion tiene la formulacion general dad por:

ap¢p = Z anb¢nb + 5’u (F56)

Donde » indica la suma sobre todos los nodos vecinos (nb), y a,, son los coeficientes
de los nodos vecinos. ¢ es el valor de la propiedad en los nodos vecinos y S,+ Sp¢, es

la linealizacion del termino fuente.

s En todos los casos los coeficientes alrededor de P satisfacen la ecuacion:
a, = Z anp — Sp (F.57)

» Los términos fuentes se pueden incluir a partir de su forma linealizada SAV =

Sy + Sp¢ ademés se debe especificar S,y S,.

= Las condiciones de frontera se introducen eliminando el vinculo al lado de la
frontera e introduciendo el flujo de la propiedad por medio de los términos fuente

adicionales S,y Sp.
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Apéndice G

CONVECCION DIFUSION EN ESTADO ESTABLE

El transporte difusivo es multidireccional ya que las propiedades transportadas por
choques moleculares lo son en todas las direcciones. Si la difusion se realiza al mismo
ritmo en todas las direcciones se dice que el medio es is6tropo para la difusion. Este he-
cho esta ligado al caracter escalar de los coeficientes de difusion, circunstancia bastante
habitual en Mecanica de Fluidos. En algunos casos relacionados con el calculo de ciertas
variables de flujos turbulentos los coeficientes de difusién no son escalares sino tensores
(diagonales o no, pero en cualquier caso simétricos), por lo que existe una direccion
predominante de transporte. La descripcién de estos casos, sin embargo, aun cuando
matematicamente no son mas complicados, se consideraran exclusivamente situaciones

en las que la difusiéon es igual en todas las direcciones.

La convecciéon, al contrario que la difusién, tiene una direccién preferente de trans-
porte de informacion, la marcada por la velocidad convectiva. Un punto del dominio
se ve fuertemente influenciado por los valores de los puntos aguas arriba, pero apenas
por aquellos que estan aguas abajo. Cuanto mayor sea la importancia de la conveccion
frente a la difusion, mayor sera la diferencia de influencias. De hecho si no existiera
difusion, el valor de la variable en un punto cualquiera no dependeria en absoluto de
los valores que la variable toma en puntos aguas abajo. Esta propiedad afecta profun-

damente a las diferentes propuestas de discretizacion para el término convectivo.

En problemas donde el flujo del fluido juega un papel significante se debe tener en
cuenta los efectos de la conveccién. La difusion siempre ocurre al lado de la conveccion

de manera que en esta secciéon se examinaran los métodos para predecir la conveccion

229



Figura G.1: Volumen de control alrededor del punto P.
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y la difusion combinada. En el andlisis presentado en esta seccidén no se hard ninguna
referencia acerca de la evaluacion de las velocidades en las caras del volumen de control.
Se asumird que de alguna forma se conocen. El método para calcular la velocidad sera

discutido en otra seccion.
G.1. CONVECCION-DIFUSION ESTABLE UNIDIMENSIONAL

La ecuacion de conveccion-difusion en estado de una propiedad ¢ en un campo de flujo

u unidimensional dado est4 gobernado por

d d do
— = — (== 1

dx (pug) dx ( dx) (G-1)
El flujo también debe satisfacer la ecuacion de continuidad, entonces

d(pu)
dx

~0 (G.2)

Para la deduccién de la ecuacion discretizada se considerard el volumen de control

mostrado en la Figura G.1

La integracion de la primera ecuacion mostrada de transporte sobre el volumen de

control de la Figura G.1 es

(pud), = (puas), = (ra52) — (ragt) (6.3
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Y la integracion de la ecuacion de continuidad (G.2)
(pUA)e - (pUA)w = 0 (G4)

Para obtener las ecuaciones discretizadas para el problema de conveccidén difusion

resulta conveniente definir dos variable F'y D

F=pu Flujo mésico por unidad de area.

D = 6935/1: Conductancia de difusién en las caras del volumen de control.

Los valores en las caras del volumen de control de las variables F'y D se pueden escribir

como
Fy,=(pu),, Fe=(pu), (G.5)
r r
D, = < , D, = = G.6
dxwp drpp ( )

La ecuacion integrada de conveccion-difusion se puede escribir ahora como

Fepe — Fyoy = De (05 — ¢p) — Dy (0p — dw) (G.7)

Y la ecuacién de continuidad como

F.—F,=0 (G.8)

Se asume que el campo de velocidades es conocido, el cual es necesario para calcular
los valores de F, y F,. Para resolver la ecuacién integrada de conveccidon-difusion se

necesita calcular el valor de la propiedad ¢ en las caras e y w.
G.2. ESQUEMA DE DIFERENCIA CENTRADA

Esta aproximacion ha sido usada para representar los términos de difusion de las
anteriores ecuaciones y ahora se intentara calcular los valores de la propiedad ¢ en

la cara de la celda y resolver los términos convectivos. Para una malla uniforme:

Ge = (¢p + ¢£)/2 (G.9)
bw = (Pw + dp)/2 (G-10)

La sustitucion de las ecuaciones G.9 y G.10 en la ecuacion integrada de conveccion

difusién produce:
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Cuadro G.1: Coeficientes para la ecuaciéon discretizada.
L aw | an | ap |

DB [ DG [aw +ap +(F— Fu) |

2

Figura G.2: Representacion del ejemplo: Conveccidén-difusion unidimensional.

H i1

_l:

| ="
=0 =
=1 ¢=0
F, F,
7(92513 + ¢r) — 7(¢W + ¢p) = Do(¢g — ¢p) — Dy(dp — dw) (G.11)

esta ecuacion se puede reagrupar como:

pr - %) ; (De ; FE)} bp = <Dw n %) bw + (De n %) o (G12)

esta ecuacion se puede reescribir usando ay v ag para los coeficientes de ¢y v ¢ :

a,Qp = awdw + apdE (G.13)

donde:

Para resolver un problema de conveccion-difusion unidimensional se escriben las
ecuaciones discretizadas de la forma (G.13) para todos los nodos. Esto lleva a un
conjunto de ecuaciones algebraicas que se resuelven para obtener la distribucion de

la propiedad ¢. El proceso se ilustra a continuacién mediante un ejemplo.
G.2.1. Ejemplo: Convecciéon-difusién unidimensional

Una propiedad ¢ se transporta por medio de conveccion y difusion a través de un

dominio unidimensional como se muestra en la figura G.2.

Para este problema las condiciones de frontera son : ¢g—1 en x=0 y ¢,=0 en x=L.
Usando cinco celdas igualmente espaciadas y el esquema de diferencia centrada para
conveccion y difusion se calculard la distribucion de ¢ como funcién de x para los
casos en que : u—0.1m/s, u—2.5m/s con 5 nodos y u—2.5m/s con 20 nodos. L—1.0 m,

p=10Kg/m? T =0,1Kg/m/s.

La solucion analitica para este problema es :
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Figura G.3: Malla usada en la discretizacion del ejemplo: Conveccion-difusion

unidimensional.
dx
A " u B
l . | % —— 3 —— 4 é |
¢ = | f - T - T i T dl T hd 1 ¢ = ()
! W w P (4 C !
x=0 x=L
dx dx

60 _ explpua/T) ~ 1

¢r —¢o  exp(pul/T) —1
El dominio se ha dividido en 5 volimenes de control con dz = 0,2m como se muestra
en la figura G.3. Se debe recalcar que F=pu, D=I"/0x, Fg=F=F y De=Dy=D en todo

el dominio. Las fronteras se denotan por A y B.

(G.14)

La ecuacion (G.13) y sus coeficientes se aplican a los nodos 2, 3 y 4., por otro lado
para los nodos de frontera 1 y 5 necesitan un tratamiento especial dado que estéan
adyacentes a las fronteras del dominio. El procedimiento consiste en integrar la ecuacion
de conveccion-difusion, y usando una diferencia central para los términos difusivos y
convectivos a través de la cara oeste de la celda 1. El valor ¢ esta especificado en la
cara oeste de la celda (¢,=¢4 = 1) y de esta manera no se necesita realizar ninguna

aproximaciéon en el flujo convectivo de esta frontera.

En el nodo 1:
%(qbp +0p) = Fada = De(¢p — ¢p) — Daldp — da) (G.15)

para el volumen de control 5, el valor de ¢ en la cara este es conocido (¢p.=¢p=0).

Siguiendo el mismo procedimiento que para el volumen de control 1, se obtiene:

Fudy — %wp 1 éw) = Dp(és — dp) — Duldp — dw) (G.16)

Al reagrupar las ecuaciones (G.15) y (G.16) se obtiene las ecuaciones discretizadas de

la forma:

appp = awdw + apdp — Sy (G.17)

con el coeficiente para el nodo central P:

ap:aw—i-(lE—f—(Fe—Fw) —Sp (G18)
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Cuadro G.2: Coeficientes ejemplo: Conveccion-difusion unidimensional.

‘ Nodos ‘ aw ‘ ag ‘ Sp ‘ Sy ‘
1 0 D-F/2 | -(2D+F) | (2D+F)¢4
2,34 | D+F/2 | D-F/2 0 0
5 D+F/2 0 -(2D-F) | (2D-F)¢p

Cuadro G.3: Coeficientes nodales para el ejemplo: Conveccidén-difusion unidimensional,
caso 1.

‘ Nodo ‘ aw ‘ agp ‘ Su ‘ Sp ‘ ap:aw+aE—Sp ‘

1 0 0.45 | 1.1¢4 | 1.1 1.55

2 0.55 | 0.45 0 0 1.0

3 0.55 | 0.45 0 0 1.0

4 0.55 | 0.45 0 0 1.0

5 0.55 0 0.9¢p | -0.9 1.45
Resumiendo:
Caso 1

Al reemplazar u=0.1m/s : F=pu=0.1, D=I"/8x=0.1,/0,2=0.5, se obtienen los coeficientes

resumidos en el cuadro G.3.

La expresiéon matricial correspondiente es:

1,55 —045 0 0 0 b1 ) (1,1 )
—0,55 1 —0,45 0 0 02 0
0 —0,55 1 —0,45 0 O3 ¢ = 0 (G.19)
0 0 —0,55 1 —0,45 04 0
|0 0 0 —0,55 1,45 | o5 ) . 0
Al resolver el sistema obtenemos:
(¢, ) (10,9421 )
02 0,8006
o3 ¢ =4 0,6276 (G.20)
04 0,4163
L ¢5 ) [ 0,1579
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Cuadro G.4: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo:
Conveccién-difusion unidimensional, caso 1.
] Nodo \ Distancia \ sol. numérica \ Sol. analitica \ Diferencia \ %Error ‘

1 0.1 0.9421 0.9387 -0.003 -0.36
2 0.3 0.8006 0.7963 -0.004 -0.53
3 0.5 0.6276 0.6224 -0.005 -0.83
4 0.7 0.4163 0.4100 -0.006 -1.53
d 0.9 0.1579 0.1505 -0.007 -4.91

Figura G.4: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo:
Conveccion-difusion unidimensional, caso 1.

1.0

0.8

0.6

0.4 |_ Solucion exacta

Solucién numeérica

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Distancia (m )

G.2.2. Comparacioén con la solucién analitica

La substitucion de los datos en la ecuacion (G.14) proporciona la solucion exacta del
problema. La comparacion de los resultados numéricos y los analiticos se muestran en
el cuadro G4 y la figura G.4 .Se puede concluir que para un numero de nodos bajo y
una velocidad baja el esquema de diferencia centrada tiene un ajuste razonable con la

solucion analitica.
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Cuadro G.5: Coeficientes nodales para el ejemplo: Conveccidén-difusion unidimensional,
caso 2.

‘ Nodo ‘ aw ‘ ag ‘ Su ‘ Sp ‘ ap:aw+aE—Sp ‘
1 0 |-0.75| 3.5¢4 | -3.5 2.75
2 1.75 | -0.75 0 0 1.0
3 1.75 | -0.75 0 0 1.0
4 1.75 | -0.75 0 0 1.0
5 |1.75| 0 |-15¢5| 1.5 0.25

Cuadro G.6: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo:
Conveccién-difusion unidimensional, caso 2.
‘ Nodo ‘ Distancia ‘ sol. numeérica ‘ Sol. analitica ‘ Diferencia ‘ %Error ‘

1 0.1 1.0356 1.0000 -0.035 -3.56
2 0.3 0.8694 0.9999 0.131 13.05
3 0.5 1.2573 0.9999 -0.257 -25.74
4 0.7 0.3521 0.9994 0.647 64.70
d 0.9 2.4644 0.9179 -1.546 -168.48

Caso 2

u=2.5m/s: F=pu=2.5, D=I"/6x=0.1/0,2—=0.5 los coeficientes de las ecuaciones se

muestran en el cuadro G.5.

Comparacion con la solucién analitica

Usando el mismo método que en el caso 1, se forman las ecuaciones matriciales a
partir de los coeficientes en el cuadro .5, se obtiene la soluciéon para ¢resolviendo el
sistema de ecuaciones. La substitucion de los datos para el caso 2 en en la ecuacion
(G.14) proporciona la solucion exacta del problema. En el cuadro G.6 y la figura G.5.
El esquema de diferencia centrada usado en este caso produce una solucién que parece
oscilar alrededor de una solucion exacta. Claramente el ajuste entre la soluciéon numérica

y analitica no es muy bueno.
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Figura G.5: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo:
Conveccién-difusion unidimensional, caso 2.
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Distancia (m )

Cuadro G.7: Coeficientes nodales para el ejemplo: Conveccidén-difusion unidimensional,
caso3.

’ Nodo ‘ ay ‘ agp ‘ Su ‘ Sp ‘ ap:aw+aE—Sp ‘
1 0 075 |6.5¢4 | -6.5 7.25
2-19 | 3.25 | 0.75 0 0 4.0
20 13.25| O S¢p | -1.5 4.75

Caso 3

u=2.5m/s: malla de 20 nodos (8x=0.05m, F=pu=0.05, D=I"/6x=0.1/0.05=2.0.) Los
coeficientes se resumen el el cuadro G.7 y la comparacion de los resultados obtenidos

con la solucién analitica se muestra en la figura G.6.

G.3. PROPIEDADES DE LOS ESQUEMAS DE DISCRETIZACION

La falla, en ciertos casos, observada en el esquema de diferencia centrada al aplicar
conveccion y difusion combinada fuerza a mirar en profundidad las propiedades de
los esquemas de discretizaciéon. En teoria los resultados numéricos obtenidos tienden
a la solucion “exacta” de la ecuaciéon de transporte cuando el nimero de celdas

computacionales tiende a infinito independientemente del método de diferenciacion
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Figura G.6: Comparacion de los resultados numeéricos y analiticos para el ejemplo:
Conveccién-difusion unidimensional, caso3.
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Distancia (m)

usados. Sin embargo, en la practica, los cilculos normalmente se realizan en un nimero
determinado de celdas, a veces pequeno, asi que el resultado numérico seria fisicamente
realista cuando el esquema de discretizacion tiene ciertas propiedades fundamentales.

Las propiedades mas importantes son:

= Conservativas
= Proporcionar una solucién acotada

» Transportividad

Las propiedades conservativas y de solucion acotada se ha estudiado en la seccion 3.6.

Seguidamente se discutird la propiedad de transportividad.
Transportividad

La transportividad es una propiedad del flujo (Roache,1976) que se puede ilustrar
considerando una fuente constante de ¢ en un punto P como se muestra en la figura
(G.7). Inicialmente se define un ntimero no adimensional Peclet como una medida del

efecto relativo de la conveccion y de la difusion:

F pu

P = — = —
¢ D F/(Sx

(G.21)
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Figura G.7: Transportividad.

Direccion del flujo Pe=0 Pe —on
_

Donde dx es la longitud caracteristica (longitud de la celda). Las lineas en la figura G.7
indica la forma general de los contornos para un ¢ constante (digamos ¢ = 1) para

diferentes valores de Pe.

Ahora se consideraran dos situaciones extremas para identificar la extension de la

influencia del nodo P aguas arriba en el nodo E aguas abajo.

= No existe conveccion (difusion pura)(Pe = 0)

= No existe difusion (conveccion pura)(Pe — oo)

En el caso de la difusion pura el fluido esta estancado (Pe=0) y los contornos de
¢ constante seran circulos concéntricos con P y su centro, dado que el proceso de
difusion tiende a dispersar a ¢ igualmente a todas las direcciones. Las condiciones en
el nodo E se veran influenciadas por las condiciones aguas arriba de P y también por
las condiciones aguas abajo de E. Cuando Pe aumenta, los contornos cambian de forma
circular a eliptica y estan alargados en la direccion del flujo como se indica en la figura
G.7 Cuando Pe aumenta, aumenta el efecto de las condiciones aguas arriba sobre el
nodo aguas abajo, y para este caso, el nodo E se verd fuertemente influenciado por
las condiciones en P, pero las condiciones en P experimentaran una influencia débil o
ninguna de E. En el caso de conveccion pura (Pe — oo) los contornos elipticos estaran
completamente aplastados en la direccion del flujo. Todas las propiedades que salen de
P son transportadas inmediatamente aguas abajo hacia E. El valor de ¢ en E se vera
afectado solamente por las condiciones aguas arriba y dado que no existe difusion ¢g
serd igual a pp. Es muy importante que sea mantenida en el esquema de discretizacion
la relacion entre la magnitud del ntimero de Peclet y la direccionalidad de influencia,

conocida como transportividad.
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VALORACION DEL ESQUEMA DE DIFERENCIA CENTRADA PARA
PROBLEMAS DE CONVECCION-DIFUSION

Conservativo

El esquema de diferencia centrada usa expresiones consistentes y basadas en princi-
pios de conservacion para evaluar los flujos difusivos y convectivos en las caras de los

voliimenes de control. El sistema es conservativo.

Solucién acotada

= Los coeficientes internos de la ecuacion de transporte discretizada son

aw ag ap

Dy+% D.—% aw+ag+ (F.—F,)

Un campo de flujo estable y unidimensional también estid gobernado por la ecuacion de
continuidad, en este caso

ap = aw + ag

» Con ag = D, — Fe/2 la contribucion de conveccion del coeficiente del este es
negativa; si la conveccion es dominante es posible que ag sea negativo. Dado que

F, >0y F. > 0, para que ag sea positivo deben satisfacer la siguiente condicion:

F
e _p <2 G.22
D. < (G.22)

Si P, es mayor que 2 el coeficiente del este sera negativo. Esto viola uno de los
requisitos para tener una soluciéon acotada y puede conducir a soluciones con

imposibilidad fisica.
Transportividad

El esquema no reconoce la direccion del flujo o la relacion entre la conveccion y la

difusion. Este esquema no posee la propiedad de transportividad para altos P,.

Exactitud
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Figura G.8: Valor nodal usado cuando el flujo va en direcciéon positiva.
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El error de truncamiento del esquema de diferencia centrada es de segundo orden.

El esquema seré estable y exacto solamente si

F
P=—<2
D
Para valores conocidos de p y I' la tinica posibilidad de satisfacer la condicion g— =

P. < 2 es que la velocidad sea pequena. Debido a esta limitacién no es una practica
de discretizacion conveniente usar los esquemas de diferencia centrada para calculos de

flujo de proposito general.
G.4. ESQUEMA UPWIND

Una de las mayores desventajas del esquema de diferencia centrada es su inhabilidad
de identificar la direccion de flujo. El valor de la propiedad ¢en la cara de la celda oeste
en el esquema de diferencia centrada estard siempre influenciado por ¢, y ¢,. En un
flujo fuertemente convectivo de oeste a este, el esquema es inadecuado debido a que la
cara de la celda del oeste recibiria una influencia mas fuerte del nodo W que del nodo
P. El esquema de diferenciacion UPWIND tiene en cuenta la direccion del flujo cuando
determina el valor en la cara de la celda: el valor transportado por conveccién de ¢ en
una cara de la celda se toma igual al valor en el nodo aguas arriba. En la siguiente
figura se muestra el valor nodal usado para calcular los valores en la cara de la celda

cuando el flujo va en direccion positiva (de oeste a este).

Cuando el flujo va en la direcciéon positiva, u,, > 0, u. > 0 (F, > 0, F, > 0), el
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Figura G.9: Valor nodal usado cuando el flujo va en direcciéon negativa.
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esquema Upwind establece que
(bw = ¢W y Qbe = (bP

y la ecuacion integrada de conveccion-difusion sera
Fopp — Fyuow = D¢ (0p — ¢p) — Dy (0p — Ow)
Se puede reagrupar como
(Dw + De + Fe) p = (Dw + Fu) ¢w + Dt
Con lo que se tiene
[(Dw + Fu) + De + (Fe — Fu)l ¢p = (Dw + Fu) dw + Dedp

Y en la siguiente figura se muestra el caso en que el flujo viaja en direccién negativa.

Cuando el flujo va en direccion negativa, u,, < 0, u, < 0 (F, <0, F. < 0), el esquema

establece que

¢w:¢PY¢e:¢E

La ecuacion discretizada integrada de conveccidén-difusion serd ahora
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Fe¢E - Fw¢p - De (¢E‘ - ¢P) - Dw (¢P - ¢W)
De lo que se obtiene
[Dw+(De_Fe>+(Fe_Fw)]¢P:Dw¢W+<De_Fe>¢E

Identificando los coeficientes de ¢wy ¢g como awy ag las ecuaciones discretizadas

integrada de conveccion-difusion, se pueden escribir de forma general como
appp = awdw + apdr
Con el coeficiente central y los coeficientes vecinos

ap:aw—i-aE—i—(Fe—Fw)
Una notacion para los coeficientes de los vecinos que cubre ambas direcciones de flujo

del método de diferenciacion UPWIND se presenta abajo como

aw ag

F,>0,F.>0 D,+F, D,

F,<0,F.<0 D, D.—F

aw af

Dy, + maz(F,,0) D, + max(0,—F,)

EJEMPLO

Resolver el ejemplo anterior usando el esquema de discretizacion Upwind para
(i) u=0.1m/s

(i) u=2.5m/s

para una malla de cinco nodos.

Solucién
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La malla mostrada se usa en este caso para la discretizacion. La ecuaciéon de
discretizacion en los nodos internos 2,3 y 4 con los coeficientes relevantes de los vecinos

estd dada por la ecuacion

ap:aw—l—aE—i—(Fe—Fw)
En este ejemplo FF' = F, =F,=puy D=D, =D, =1/x

En el nodo de frontera 1, el uso del esquema UPWIND para los términos convectivos
da

Fepp — Fapa = De (¢ — ¢p) — Da(¢p — ¢4)

Y en el nodo 5

Fpop — Fyow = Dp (¢ — dp) — Dw (op — dw)
En los nodos de la frontera se tiene Dy = D = 2I'/dz =2D y Fy = Fg = F y como

es usual las condiciones de frontera entran al conjunto de ecuaciones discretizadas como

contribuciones al término fuente:

appp = awdw + apdp + Sy

con
ap:aw+aE+(Fe—Fw)—Sp

Y en este punto, ya se entrard a desarrollar el proceso de calcular los coeficientes y
resolver la ecuacion matricial. La solucion analitica estd dada por la siguiente ecuacion

y se compara con la solucién analitica usando el esquema UPWIND.

¢—¢o __ exp(puz/T)—1

dL—¢o0 exp(pul/I')—1

Nodo aw ag Sp Sy

| 0 D -2D+F) (2D+F)éa
234 DiF D 0 0

5 DIF 0  -(2D) 2Dé5
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Cuadro G.8: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo,

Casol.
’ Nodo \ Distancia \ Sol.numérica \ Sol.analitica \ Diferencia \ % ‘

1 0.1 0.9337 0.9387 0.005 0.53
2 0.3 0.7879 0.7963 0.008 1.05
3 0.5 0.6130 0.6224 0.009 1.51
4 0.7 0.4031 0.4100 0.007 1.68
Y 0.9 0.1512 0.1505 -0.001 -0.02

0.8 Solucién exacta

Solucién numérica
0.6

0.4

0.2

0.0 4

T T T T T T — T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Distancia (m)

Figura G.10: Comparaciéon de los resultados numeéricos y analiticos para el ejemplo,
Caso 1.

(i) Caso 1

u=0,m/s: F=pu=0,1, D=T/5x=0,1/02=0,5, Pe = F/D = 0,2. Los
resultados se resumen en la siguiente tabla y en la siguiente figura se muestran que el

esquema UPWIND produce buenos resultados con éste numero de peclet.

(ii) Caso 2

u=25m/s:F =pu=25 D=T1/6xr=0,1/0,2=0,5, Pe =5. Los resultados

numéricos y analiticos se comparan en la siguiente tabla y en la siguiente figura.
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Cuadro G.9: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo,

Caso 2.
‘ Nodo ‘ Distancia ‘ Sol.numérica ‘ Sol.analitica ‘ Diferencia ‘ % ‘

1 0.1 0.9998 0.9999 0.0001 0.00
2 0.3 0.9987 0.9999 0.001 0.01
3 0.5 0.9921 0.9999 0.007 0.07
4 0.7 0.9524 0.9994 0.047 4.70
2 0.9 0.7143 0.8946 0.180 20.15

G.4.1. Valoracién del esquema UPWIND

Conservacion

El esquema Upwind utiliza expresiones consistentes para calcular los flujo a través de
las caras de las celdas, por lo tanto se puede demostrar facilmente que la formulacion

es conservativa.

Solucién acotada

Los coeficientes de la ecuaciéon discretizada son siempre positivos y satisfacen los
requerimientos para tener una solucion acotada. Cuando el flujo satisface la ecuacion
de continuidad el término (F, — F,,)en ayes cero y resulta que ap = aw + ap, lo cual
es deseable para soluciones iterativas estables. Todos los coeficientes son positivos y
los coeficientes de la matriz son diagonalmente dominantes; por lo tanto no ocurren

oscilaciones en la solucidn.

Transportividad

El esquema tiene en cuenta la direccion del flujo de manera que la transportividad se

construye dentro de la formulacion.
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Figura G.11: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo,
Caso 2.
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Exactitud

El esquema se basa en una diferencia backward de manera que la exactitud es solamente

de primer orden sobre la base del error de truncamiento de la serie de Taylor.

Debido a su simplicidad el esquema de diferenciacion Upwind se ha aplicado
ampliamente en los primeros calculos de CFD. Este esquema se puede extender
facilmente a problemas multidimensionales mediante la aplicacién repetida de la
estrategia Upwind contenidos el los coeficientes de la ecuacion escrita en forma general
en cada direccion coordenada. El mayor inconveniente del esquema es que produce
resultado erréneos cuando el flujo no se alinea con las lineas de la malla. El esquema
Upwind causa que la distribucion de las propiedades transportadas lleguen a estar
salpicadas en tales problemas. El error resultante tiene una apariencia semejante a una

difusion y normalmente se conoce como difusion falsa.

El esquema de diferencia centrada falla al intentar producir un resultado razonable con
la misma revolucién de malla. El esquema Upwind produce una solucién mas real, sin

embargo, no presenta una soluciéon muy exacta cerca a la frontera B.
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G.5. ESQUEMA DE DIFERENCIACION HIBRIDO

El esquema hibrido de Spalding (1972) se basa en una combinacién de un esquema
central y un esquema Upwind. El esquema de diferenciacion central, el cual tiene una
exactitud de segundo orden, se emplea para el numero de peclet pequenos (P, < 2) y el
esquema Upwind, el cual tiene una exactitud de primer orden pero tiene en cuenta la
transportabilidad, se emplea para ntimeros de peclet grandes (P, > 2). Como antes se
desarrollara la discretizacion de la ecuacion de conveccion-difusion unidimensional sin
términos fuentes. Esta ecuacion se puede interpretar como una ecuacién de balance de
flujo. El esquema de diferenciacion hibrido usa férmulas por trozos basado en el ntimero
de peclet local para evaluar el flujo neto a través de cada cara del volumen de control.
El nimero de peclet se evaltia en la cara del volumen de control. Por ejemplo, para la

cara oeste

_ P (),
P@w - Dw o 1—‘w/(;-'EWP

La formula de diferenciacion hibrida para el flujo neto por unidad de area a través de

la cara oeste es

Gw = F, [% (1 + piw> ow + % (1 — Piw) qbp} para —2 < Pe, < 2
Gw = FuAudw para Pe > 2

Gw = FuAu¢p para Pe < —2

Se puede ver facilmente que para bajos niimeros de peclet el esquema es equivalente a
usar una diferenciacion central para los términos de conveccion y difusion, pero cuando
|Pe| > 2 es equivalente a un esquema Upwind y haciendo la difusiéon cero. La forma

general para la ecuacion discretizada es
appp = awdw + apPp
El coeficiente de nodo central es
ap =aw +ag + (F. — F,)

Después de algtin reagrupamiento es facil establecer que los coeficientes de los vecinos
para el esquema de diferenciacién hibrido para la conveccion-difusién estacionaria

estable unidimensional se puede escribir como sigue:
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aw ag

maz [Fy, (Dw + %) ,0]  maz [-F,, (D. — %) ,0]

Ejemplo

Revolver el problema considerado en el caso 2 del ejemplo usando un esquema hibrido
para u = 2,5m/s. Comparando una solucion de cinco nodos con una solucion de 25

nodos.
Soluciéon

Si se usa una malla de cinco nodos se tiene: F' = F, = F, = pu =25y D =D, =
D,, = T'/dz = 0,05 y por consiguiente el nimero de peclet Pe, = Pe, = pudx /I’ = 5.
Dado que el nimero de peclet de las celdas es mayor que 2 el esquema hibrido usa la

expresion Upwind para los términos convectivos y establece la difusion a cero.

La ecuaciéon discretizada en los nodos internos 2,3 y 5 estd definida por la ecuacion
discretizada en su forma general y sus coeficientes. También se necesita introducir las
condiciones de frontera en los nodos 1 y 5 los cuales necesitan un tratamiento especial.

En el nodo de frontera 1 se tiene

Feop — Faga=0—Da(¢p — da)
y en el nodo 5

Fpop — Fuow = Dp (¢ — ép) — 0

Se observa que el flujo difusivo en la frontera entra por el lado derecho y los flujos
convectivos estan dados por medio del método Upwind. Se debe notar que F)y = Fg = F

y Dp = 2I'/éx de manera que la ecuacion discretizada se puede escribir como:
apdp = awdw + apdr + Sy
con
ap =aw +ag+ (F. — F,) — Sp

y con la sustitucion de los valores numéricos se obtienen los coeficientes resumidos en

la siguiente tabla.

249



Cuadro G.10: Coeficientes nodales para el ejemplo.

’Nodo\aw\aE\ Sy, ‘SP‘CLPZGW‘I‘GE—SP‘
1 0 0 | 3.5¢4 | -3.5 3.5
2 251 0 0 0 2.5
3 2510 0 0 2.5
4 251 0 0 0 2.5
5 |25 0 | 1.0¢g | -1.0 35
Nodo | aw | ag Sp S
1 0 0 |-2D+F) | 2D+ F)¢a
2,34 | F 0 0 0
5 F 0 -(2D) 2D¢p

La forma matricial del conjunto de ecuaciones es

35 0 0 0 01 ( & (3,5

—25 25 0 0 0 $2 0

0 —25 25 —045 0 $3 p =14 0

0 0 —255 25 0 P4 0
0 0 0 —25 35| | ¢5 [ 0

La solucién del sistema es

( o1 \ ( 1,0

$2 1,0
3 y=< 10
$4 1,0

L5 ) (07143

Comparacién con la solucién analitica

En la siguiente tabla los resultados numéricos se comparan con los resultados analiticos,
dado que el numero de peclet en las celdas es alto, son los mismos que los obtenidos
usando el esquema Upwind. Cuando se refina la malla a una extension tal que el niimero
de peclet en la celda sea menor que 2 el esquema se revierte a una diferencia centra-

da y produce una soluciéon exacta. Esto se ilustra usando una malla de 25 nodos con
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Cuadro G.11: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo.

‘ Nodo ‘ Distancia ‘ Sol.numérica ‘ Sol.analitica ‘ Diferencia ‘ % ‘
1 0.1 1.0 0.9999 -0.0001 -0.01
2 0.3 1.0 0.9999 -0.0001 -0.01
3 0.5 1.0 0.9999 -0.0001 -0.01
4 0.7 1.0 0.9994 -0.0006 -0.06
5 0.9 0.7143 0.8946 0.1843 20.15

Figura G.12: Compraracion de los resultados numeéricos para el ejemplo.
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Distancia(m)

0x = 0,04m de manera que F = D = 2,5. Ambos resultados se muestran en la sigu-
iente figura junto con la solucion analitica. Ahora P, = 1, el esquema hibrido revierte
a una diferencia centrada y como se observa la soluciéon obtenida con la malla fina

notablemente buena.

G.5.1. Valoracién del esquema hibrido

El esquema hibrido saca provecho de las propiedades favorables de los esquemas

Upwind y diferencia centrada. Cambia a un esquema Upwind cuando el esquema de
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Cuadro G.12: Coeficientes nodales para el esquema hibrido.

Unidimensional Bidimensional Tridimensional

aw | mazx [Fun (Dw + FT”) 70} maxr [va (Dw + FTM) 70} max [Fu” (Dw + FTM) ’O}

ag | maz [—F., (D, — £),0] | maz [-F., (D, — £) ,0] maz [—F,, (D, — %) ,0]

ag max [FS, (Ds + %) ,0} max [FS, (Ds + %) ,0}
an max [—Fn, (Dn - %) ,0} max [—Fn, (Dn + %) ,O}
ap max [Fb, (Dg, + %) ,0}

ar mazx [—Ft, (Dt — %) ,0}
AF F - F, F,-F,+F,—F, F-F,+F,—F,+F — I,

diferencia centrada produce resultados inexactos a altos niimeros de peclet. El esquema
es completamente conservativo y dado que los coeficientes son siempre positivos e
incondicionalmente acotado. Satisface los requerimientos de transportividad usando
la formulacion Upwind para grandes nimeros de peclet. El esquema produce unos
resultados fisicamente reales y es altamente estable comparado con otros esquemas
discutidos y se ha probado ser una forma muy tutil de predecir flujos practicos. La
desventaja es que la exactitud en términos del error de truncamiento de la serie de

Taylor es apenas de primer orden.

G.5.2. Esquema de diferenciaciéon hibrido para conveccién-difusién multi-

dimensional

El esquema hibrido se puede extender facilmente a problemas bidimensionales y
tridimensionales mediante la aplicaciéon repetida de la derivaciéon deducida en cada
direccion coordenada. La ecuacion discretizada que cubre todos los casos estda dada

por:

appp = awPw + apdp + asps + andn + apdp + aror
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Con el coeficiente central y los coeficientes nodales para el esquema hibrido dados en

la tabla anterior.
ap =aw +ag +as+ay +ag+ar+ AF

En las expresiones de arriba los valores de F'y D se calculan con las siguientes formulas:

Cara W e S n b t

o (pu), Aw  (pu), Ac (pu),As (pu), An  (pu), Ay (pu), As

Ty e s Iy Fb ry
D dzwp Aw dzpp Ae dysp As dypN An dzpp Ap dzpr Ay

G.6. ESQUEMA POWER-LAW

Es una aproximacién mas exacta a la solucion unidimensional y produce mejores
resultados que el esquema hibrido. En este esquema la difusién se toma igual a cero
cuando el nimero de Peclet excede a 10. Si 0 < Pe < 10 se evalia el flujo por medio

de una expresiéon polinomial, para la cara oeste:

Gw = Fu [ow — Buw (0p — ¢w)] para 0< P, <10 (G.23)
Donde
By = 1-01P) /P, (G.24)
y
Gw = Fyudw para P, > 10 (G.25)

Los coeficientes de la ecuacion discretizada unidimensional utilizando el esquema Power-

Law para una conveccion-difusion estable unidimensional estan dados por
Coeficiente central: ap = aw + ag + (F. — Fy)

y
aw = Dy, x maz [0, (1 — 0,1 |Pe,|)*,0] +maz [F,, 0]

ap = D, x maz [0, (1 —0,1|Pe,|)°,0] +max [~F,,0]

El esquema Power-Law es méas exacto para problemas unidimensionales dado que este
intenta representar la solucién exacta mas cercanamente. El esquema ha probado ser
util en célculos de flujo practicos y se puede usar como una alternativa al esquema
hibrido. Algunos programas de CFD comerciales, como el FLUENT, usan este esquema

como esquema por defecto.
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G.7. ESQUEMA EXPONENCIAL

Considere el flujo total J que sobra del flujo de conveccion pup y el de difusion —I'4¢/da.

Entonces y
¥
J = - = G.26
pup = (G-26)
A partir de la definicion dada en la ecuacion ((G.1)), la ecuacion anterior es
dJ
— =0 G.27
T (G.27)
la cual, integrado en el volimen de control mostrado en la figura (G.1), da
Jo—Jy=0 (G.28)

Ahora la solucion exacta (ecuacion (G.14)) se puede usar como perfil entre los puntos
P y E, como ¢p v pg reemplazando a pq a ¢, v la distancia dx reemplazando a L. La

sustitucion de este perfil en la ecuacion ((G.26)) daria una expresion para J.:

YP — YE
J.=F, _ G.29
(QPP * exp(Pe.) — 1) ( )
donde
(Pu)e Fe
Pe, = = — ;.30
=t L (G.30)

Observe que J, no depende de la localizacion de la interface entre los puntos P y E.

Finalmente, la substitucion de la ecuacion ((G.29)) y con una expresion similar para

Jy en la ecuacion ((G.28)) conduce a

Yp — ¥E Yw — PP
E, ————— | = Fu | pw =0 G.31
(SOP i exp(Pe.) — 1> (90 i exp(Pey,) — 1) ( )

La que se puede escribir en la forma estandar

appYp = awPw + ApYE (G32)

Donde el coeficiente central esta dado por:

ap:aW+aE+(Fe—Fw)

aw ag

Fuexp(Fuw/Dw) F.
exp(Fuw/Dw)—1 exp(Fe/De)—1

Estos coeficientes definen el esquema exponencial
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G.8. UNA FORMULACION GENERALIZADA

Para construir un esquema general que involucre los diversos esquemas considerados
hasta ahora de manera que puedan ser adaptados a un concepto general y para un
mejor entendimiento de la formulacién involucrada, se exploraran algunas propiedades
generales de los coeficientes involucrados. Para un volumen de control infinitesimal el

flujo que cruza la interface entre los nodos W y P se puede representar como:

o JOT AP
J' = "5 = Peo Te/ia) (G.33)

El valor de ¢en la interface w, serd alguna ponderacién entre ¢,, y ¢,, mientras que el

gradiente d¢/d(x/dz) serd algin multiplo de ¢,-¢,. De esta manera J*queda:

J* = Pelagw + (1 — a)pp] — B(dp — dw) (G.34)

Donde ay [ son multiplicadores adimensionales que dependen de Pe. De esta manera,

J*se puede expresar como:

J* = Bow — Adp (G.35)

Una expresion mas general para la ecuacion (G.35) se puede plantear definiendo el
subindice i para el nodo que esta mas a la izquierda de la interface entre dos volimenes
de control, y el subindice i-+1 para el nodo a la derecha de la interface. De esta manera

la ecuacion (G.35) queda como:

donde A y B son coeficientes adimensionales que son funciéon de Pe y la direccion de
flujo.

Dos propiedades de A y B son importantes en el estudio de la dependencia de Pe.
Primero, se observa que si ¢; y ¢;+1 son iguales, los flujos de difusion son cero, y J

tendria en cuenta solamente el flujo convectivo pu¢;. Bajo estas condiciones, se tiene:

J* = P€¢l = P€¢i+1 (G37)

La combinacion de las ecuaciones (G.36) y (G.37) conduce a:
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B=A+ Pe (G.38)

La segunda propiedad de A y B trata sobre la simetria entre estos dos coeficientes. Si
se invierte el eje coordenado entonces Pe aparece como -Pe y A y B intercambian sus

papeles. De esta manera A(Pe) y B(Pe) deben estar relacionados por:

A(Pe) = B(Pe) — Pe
= A(—Pe) — Pe (G.39)
= A(| Pe|) — Pe

De esta manera, para todos los valores de Pe, positivos y negativos, se puede escribir :

A(Pe) = A(| Pe |) + Maz [—Pe, 0] (G.40)

Entonces de acuerdo a la ecuacion (G.38), se obtiene:

B(Pe) = A(] Pe |) + Max [Pe, 0] (G.41)

Si se aplica la ecuacion (G.36) en la interfaces w y e del volumen de control infinitesimal
y se usan las ecuaciones (G.40) y (G.41), se obtiene la siguiente relacion general para

la formulacion de la conveccidén-difusion unidimensional en estado estable:

appp = awdw + apdE (G.42)
donde:
aw = D,A(] Pey |) +max [F,, 0] (G.43)
ag = D A(] Pec |) +max [—F.,0] (G.44)
ap =aw +ag + (Fe - Fw) (G45)

Los esquemas discutidos hasta ahora se pueden representar como elecciones de la funcion

A(Pe). En el cuadro .13 se muestran las expresiones de A(Pe) para cada esquema.
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Cuadro G.13: Funciéon A(Pe) para los diversos esquemas.

| Esquema | Funcion A(Pe) |
Diferencia centrada 1-0.5| Pe |
Upwind 1
| Hibrido | max[0, 1 —-0,5] Pe |] |
| Power-law | max|0, ( 1 0,1(] Pe )?] |
| Exponencial | | Pe| /[exp(] Pe| —1 )] |

En el caso de tratarse de problemas multidimensionales, el esquema general se puede

aplicar por medio de la expresion general estandar:

apPp = awPw + apdr + andn + asps + appp + ardr + S, (G.46)

con el coeficiente central dado por:

ap =aw +ap +ay +as+ag+ar+ AF —Sp (G.47)

Los coeficientes nodales vistos en la ecuacion (G.47) se dan en el cuadro G.14.

G.9. ESQUEMAS DE ALTO ORDEN PARA PROBLEMAS DE
CONVECCION-DIFUSION

La exactitud de los esquemas hibrido y upwind es solamente de primer orden en términos
del error de truncamiento de la serie de Taylor. El uso de cantidades upwind asegura
que el esquema sea muy estable y cumpla con los requerimientos de transportividad
pero la exactitud de primer orden ocasiona que sea propenso a los errores de difusion
numérica. Tales errores se pueden minimizar empleando esquemas de mas alto orden de
discretizacion. Los esquemas de mas alto orden involucran mas nodos vecinos y reducen

los errores de discretizacion .
G.9.1. Esquema QUICK

Significa esquema cuadratico de interpolacion upwind y usa tres puntos aguas arriba
con una interpolacion cuadratica para los valores en las interfaces de las celdas. El valor
en la interface de ¢ se obtiene a partir de una interpolaciéon cuadratica que pase por
dos nodos asociados ) uno a cada lado de la interface) y un nodo aguas arriba para una

malla uniforme como se muestra en la figura G.13.
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Cuadro G.14: Coeficientes nodales para la formulacion general.

’ Coeficiente ‘ Unidimensional ‘ Bidimensional ‘ Tridimensional ‘
aw D, A(| Pey |) D, A(| Pey |) Dy, A(| Pey |)
+ max[F, 0] + max[F,, 0] + max[F,, 0]
ap DA( Pe. ) | PAUPeD) 1 p e,
+ max[—F,0] + max|—F.0] + max[—F.0]
ag D A(] Pey |) D,A(] Pey |)
+ max[F; 0] + max[F; 0]
ay D, A(| Pey |) D, A(| Pey, |)
+ max[F,, 0] + max[F,, 0]
ap DbA<| Peb |)
+ maX[FbVO]
ar DA(| Pes |)
+ max[F; 0]
F.-F, +F,-F,
AF Fo- Fy Fo-Fu+ Fu-Fo | 20 0
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Figura G.13: Interpolacion cuadratica QUICK.

Ogg

EE

El esquema cuadratico consiste en que para un valor de ¢en la interface de la celda

dada entre dos nodos i e i-1, y el nodo aguas arriba i-2 estos se relaciona de la forma:

6 3 1
(bz'mterface - §¢i—1 + g‘bz - §¢i_2 (G48)

Cuando u,,>0, los nodos asociados para la cara oeste w son W y P, el nodo aguas arriba

es WW, por lo tanto segun la ecuacion (G.48) :

6 3 1
Puw = gﬁbw + §¢P - gﬁbww (G.49)

Cuando u.>0, los nodos asociados para la cara este e son E y P, el nodo aguas arriba

es W como se observa en la figura G.13, de manera que:

6 3 1
e = = —pp — = G.50
¢ 8¢P + 8¢E 8¢W ( )
Los términos difusivos se pueden evaluar usando el gradiente de la parabola apropiada.

Ahora si se usan las ecuaciones (G.49) y (G.50) para los términos convectivos y la
diferencia centrada para los términos difusivos, la ecuacion discretizada para la ecuacion

de transporte de conveccion-difusion se puede escribir como:

[Fe <g¢P + §¢E - %¢W) - F, (gcbpw + géﬁp - é¢ww)] = De(¢pp—¢p)—Dw(dp—dw)
(G.51)

La anterior ecuacion se puede reagrupar como:
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Cuadro G.15: Coeficientes para la ecuacion estandar cuando Fy,<< 0y Fo< 0.

| [ o] o |

’Dw—i_ng—i_%Fe De_%Fe _%Fw‘aW+GE+aWW+(Fe_Fw)‘

Cuadro G.16: Coeficientes para la ecuacion estandar cuando Fy,> 0y F.>0.
’ aw ‘ ag ‘ AEE ‘ ap

’Dw—i-%Fw ‘ De—gFe—%Fw ‘ %Fe aw+CLE+GEE+<F€—Fw> ‘

3 6 6 1 3 1
|:Dw——Fw+De+§Fe:| ¢P: |:Dw+_Fw+_Fe:| ¢W+ |iDe__ e:| ¢E_§FW¢WW

8 8 8 8
(G.52)
La ecuaciéon general del esquema se puede escribir como:
app = awodw + apdr + aww dww (G.53)

Donde:

Para F,< 0y F.< 0 el flujo cruza la frontera este y oeste y se puede expresar de la

siguiente forma:

b= S0p + 6w — <65
T -
Pe = 8¢E + 8¢P 8¢EE (G.

La sustitucion de estas dos expresiones para los términos convectivos de la ecuacion
de transporte de conveccion-difusion junto con la diferencia central para los términos
difusivos produce los siguientes coeficientes:

Se pueden obtener expresiones generales validas para ambos tipos de flujo tanto
positivos como negativos. El esquema QUICK se puede sintetizar para problemas

unidimensionales de conveccidon-difusion como sigue:

appp = awdw + apdp + awwdww + AEEPEE (G.55)
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Cuadro G.17: Coeficientes para la expresion general del esquema QUICK.
aw o |2 | av |

Dw + QOéwl{?w + _l@wa De - §a6F6 - g(l - _%<1 _ae)Fe

8 8 8

%Fe—i—é(l —ay)F, ae)Fe—%(l — ay)Fy,

8

Con el coeficiente central:

ap :aW+aE+aWW+aEE+(Fe—Eu) (G56)

Donde:
Donde:

Qy =1para Fy >0 y a,=1para F, >0

y =0para Fy <0 y a.=0para F, <0

Ejemplo: Usando el esquema QUICK

Para el problema considerado en el ejemplo 5 con u = 0.2 m/s en una malla de 5 puntos
use el esquema QUICK.

Soluciéon

Como antes, se usa la malla de 5 nodos introducida en el ejemplo 5 para la discretizacion.
Con los datos de este ejemplo se tiene que F= F.= F,=0.2 y D = D,= D,,=0.5 de
manera que el numero de Pecletes P,, = P, = %‘x = 0,4. La ecuacion de discretizacion
para el esquema QUICK en los nodos internos 3 y 4 esta dada por la ecuacion (G.55)
junto con sus coeficientes asociados. En el esquema QUICK el valor de ¢ en la frontera
se calcula con las ecuaciones (G.49) y (G.50) que usan tres valores nodales. Los nodos
1,2 y 5 estan afectados por la proximidad de las fronteras del dominio y se necesita
tratarlos separadamente. En el nodo de frontera 1, ¢gestd dado en la cara oeste w osea
que ¢, = ¢4, pero no existe un nodo W para evaluar por medio de la ecuacion (G.50)
a ¢een la cara este. Para sobreponerse a este problema Leonard (1979) sugiere una
extrapolacion lineal para crear un nodo espejo a una distancia 6x/2 al oeste de la

frontera fisica. Esto se ilustra en la figura G.14.
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Figura G.14: Tratamiento de nodo espejo en la frontera para esquema QUICK.

0

Moo bapiso Dominio de

P
frontera Hodo 1

Se puede demostrar que:

Po =204 — op (G.57)

La extrapolacion al nodo espejo proporciona el nodo W requerido para la ecuacion

(G.50) que calcula ¢.en la cara este del volumen de control 1 de la siguiente manera:

b = op+ 268 — (204~ Op)
7 3 2
= ggzﬁp + §¢E - §¢A (G.58)

En los nodos de la frontera se deben evaluar los gradientes usando una expresion
consistente con la ecuacion (G.58) Se puede demostrar que el flujo difusivo a través
de la frontera oeste esta dado por:
0 D
[‘_¢ =4
ox 3

Finalmente la ecuacién discretizada para el nodo 1 es:

(99p — 804 — ¢R) (G.59)

7

Fo|Zop+ gqu - gm — Fadi = Dolon — ép)

D4

- ?(9¢P —8ps —¢r) (G.60)

Para el nodo 5, el valor de ¢en la cara este se conoce ¢, = ¢p v el flujo difusivo de ¢ a

través de la frontera este estd dado por:

262



Cuadro G.18: Coeficientes nodales para el ejemplo: Usando el esquema QUICK.

’ Nodo \ aw \ ap \ aww \ Su \ Sp \ ap ‘
1 0 0.592 0 1.583¢4 | -1.583 | 2.175
2 0.7 | 0.425 0 -0.05¢4 | 0.05 | 1.075
3 0.675 | 0.425 | -0.025 0 0 1.075
4 0.675 | 0.425 | -0.025 0 0 1.075
5 0.817 0 -0.025 | 1.133¢p | -1.133 | 1.925

p9¢ ), Ds

o 7(8@3 —99p — dw) (G.61)

La ecuacién discretizada para el nodo 5 es entonces:

Dpg

Fpop — F, g¢w + gcﬁp - é¢WW = T<8¢B —9¢p + ¢w) — Duw(op — ow) (G.62)

Puesto que se usé una expresion especial para evaluar ¢en la cara este del volumen
de control 1 se debe usar la misma expresion para ¢ para calcular el flujo convectivo
a través de la cara oeste del volumen de control 2 que asegure una consistencia en el

flujo. De esta forma en el nodo 2 se tiene:

F. g¢P + 2¢E — ééﬁw} - Fy [Z¢W + gﬁbp - %@1 = De(¢p — ¢p) — Duw(dp — dw)

8
(G.63)

La ecuacién discretizada para los nodos 1,2 y 5 se puede escribir de una forma general

Ccomo:

appp = awdw + apdp + awwdww + Su (G.64)

con el coeficiente central:

ap :aw+aE+aww+(Fe—Fw) — Sp (G65)

La sustitucion de los valores numeéricos da como resultado los coeficientes mostrados en
el cuadro G.18.
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Cuadro G.19: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo:

Usando el esquema QUICK.

Nodo | Distancia Sol. Sol. Diferencia Sol. Diferencia
analitica | numérica diferencia
centrada
1 0.1 0.9653 0.9648 0.0005 0.9696 0.0043
2 0.3 0.8713 0.8707 0.0006 0.8786 0.0073
3 0.5 0.7310 0.7309 0.0001 0.7421 0.0111
4 0.7 0.5218 0.5226 -0.0008 0.5374 0.0156
5 0.9 0.2096 0.2123 -0.0027 0.2303 0.0207
> error absoluto 0.0047 0.059
La forma matricial del conjunto de ecuaciones formado es:
[ 2,175 —0,592 0 0 0 ] ¢ ) (1,583
—-0,7 1,075 —0,425 0 0 0o —0,05
0,025 —0,675 1,075 —0,425 0 O3 ¢ = 0 (G.66)
0 0,025 —-0,675 1,075 —0,425 04 0
0 0 0,025 —0,817 1,925 [ ¢5 . 0
La soluciéon del sistema de ecuaciones es:
(¢ ) (10,9648 )
0o 0,8707
o3 ¢ =1« 0,7309 (G.67)
04 0,5226
L &5 ) [ 0,2123

Comparacion con la solucién analitica

El cuadro G.19 muestra que la solucién proporcionada por el esquema QUICK es

practicamente igual a la solucion exacta. Los errores son muy pequenos aun para una

malla tan gruesa. La suma del error absoluto indica que el esquema QUICK da una

solucién mas exacta que el esquema de diferencia centrada.

G.9.2.

Valoracién del esquema QUICK

Para este esquema los valores de los flujos en las caras de las celdas se calculan siempre

mediante una interpolacion cuadratica entre dos nodos asociados y uno aguas arriba,
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por lo tanto es un esquema conservativo. Dado que el esquema se basa en una funciéon
cuadratica tiene una exactitud basada en el error de truncamiento de la serie de Taylor
de tercer orden cuando se usa una malla uniforme. El punto débil del esquema es que no
se garantiza que los coeficientes para EE y W sean positivos y que los coeficientes ay -y
y agp sean negativos. Por ejemplo , si u, > 0y u. > 0 el coeficiente del este puede
ser negativo a nimeros de Peclet relativamente modestos por ejemplo Pe,=8/3. Esto
genera problemas de estabilidad y soluciones no acotadas bajo ciertas condiciones de
flujo. Por lo tanto el esquema QUICK es estable bajo ciertas condiciones. Otra de las
caracteristicas es que las ecuaciones discretizadas no solo involucran nodos adyacentes
sino que también toman otros nodos mas lejanos. En este caso no se pueden aplicar los

métodos de soluciéon tridiagonales estudiados en capitulos anteriores.
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Apéndice H

ALGORITMO PARA EL CALCULO DEL CAMPO DE

FLUJO

En este capitulo se tomaran las técnicas numéricas basicas de discretizacién aproxi-
madas discutidas en el capitulo 3 y se combinaran en varias técnicas que permitiran la
solucion de varios tipos de problemas de flujo. Existen varias técnicas en CFD, algunas
simples y otras complejas con sus respectivas fortalezas y debilidades. Nuestro proposi-
to es desarrollar algunas herramientas para CFD que no son demasiado sofisticadas y

que sirvan como introduccién simple a CFD.

H.1. ESQUEMAS APLICADOS CON EL METODO DE
VOLUMENES FINITOS

H.1.1. Interpolacién y diferenciacién

Las aproximaciones de las integrales requieren el valor de las variables en otros puntos
diferentes a los nodos en las ecuaciones de flujo. Estos valores se deben expresar en
términos de los valores en los nodos por interpolacion; las técnicas de interpolacion se
discutiran a continuacion y se expondra el ejemplo para una de las caras (cara e) en

cada caso.
Interpolacién upwind

Aproximar el valor de ¢, por el valor de ¢ en el nodo aguas arriba de e, es equivalente a
usar una aproximacion de diferencia finita forward o backward para la primera derivada

(dependiendo de la direccion de flujo). En el esquema upwind, ¢, se aproxima por:

266



(b - gbp St (‘—/
‘ ¢E St (V

)
)

Esta es solamente es una aproximaciéon que satisface el criterio de tener un

v

nw 0 (11.1)
). <0 '

€
€

IN

comportamiento correspondiente a la realidad fisica y no tener una soluciéon oscilatoria

aunque no es totalmente confiable.

H
Para la serie de expansion de Taylor sobre el punto P si (V - 7). >0 :

_ 2 /92 _ 3 /93
be = Op + (xe — xp) (%)P + (z QIP) (gx(f)]) + (z. S!xp) <g;§)P + ... (H.2)

La aproximacion upwind retiene solamente el primer termino del lado derecho de la
ecuacion (H.2) y en consecuencia , es un esquema de primer orden, que conduce a un

termino de error de truncamiento difusivo, es decir semejante a un flujo difusivo:

e (%
- (5) (13

donde fes el flujo difusivo en e. El coeficiente de la falsa difusion es T = (pu). Az /2.
La difusiéon numérica y el error puede volverse importante en varios tipos de problemas

de flujo y se requieren mallas muy finas para producir una solucién exacta.
Interpolacién lineal

Otra aproximacion para los valores en la frontera del volumen de control es la
interpolacion lineal entre los nodos mas cercanos a la frontera. En el punto P en una

malla cartesiana se tiene:

Ge = PpAc + Op(1 — Ac) (H.4)

donde el factor de interpolacion lineal A\, se define por:

A, = e TP (H.5)

'y —Tp

La ecuacion (H.4) es una ecuacion de segundo orden que conduce a un error de

truncamiento proporcional al cuadrado del espaciamiento de la malla en mallas
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uniformes y no uniformes. Este esquema puede producir soluciones oscilatorias, aunque

este esquema es el mas simple y el que mas se usa.

La consideracion de un perfil lineal entre los nodos P y E también ofrece la forma mas

simple para aproximar el gradiente:
96\ ¢p—or (Ho)
or), xg—xp ’

Expandiendo la serie de Taylor sobre ¢, se puede demostrar que el error de truncamiento

de la ecuacion (H.6) es:

€ =

e () e () e o

Cuando el punto e estd en la mitad entre E vy P como en las mallas uniformes, la
aproximacion es de segundo orden de exactitud, puesto que el primer termino del lado
derecho desaparece y la expresion queda proporcional a Ax y al factor de expansion de

la malla menos uno.
Interpolacién upwind cuadratica

La interpolacion upwind cuadratica aproxima la variacion de la variable entre P y E por
una parabola en lugar de hacerlo con una recta. Para construir la parabola se necesitan

los datos de mas de un punto de acuerdo a las siguientes convecciones:

\Y%
o
=
&

punto W si @ u
punto EE si: v < 0

Se obtiene entonces:

be = Ou + 91(¢p — dv) + 92(Pv — dvv) (H.9)

donde los subindices D, U y UU indican los nodos aguas abajo . Los coeficientes g1y go
se expresan en términos de las coordenadas de los nodos por:
(ze — 2v)(Te — TUIV) (ze — xy)(zp — @)

g1 = (xp —xvy)(zp — ;EUU); g2 = E Y —— (H.10)
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Para una malla uniforme, los coeficientes de los tres puntos nodales involucrados en
la interpolacion son:3/8 para el nodo aguas abajo, 6/8 para el primer nodo aguas
arriba y -1/8 para el segundo nodo aguas arriba. Esta esquema generalmente es mas
complejo que el esquema lineal, pues extiende la molécula computacional un punto mas
en cada direccion. El esquema de interpolaciéon cuadratico tiene un tercer orden en el
error de truncamiento para mallas uniformes y no uniformes. Esto se puede demostrar
eliminando la segunda derivada de la serie de expansion de Taylor alrededor del punto

P usando ¢y ,el cual, en una malla, uniforme en el espacio con v > 0 da:

6, 3, 1. 3(Aw) (0%
Pe = §¢P+§¢E_§¢W_4—8 (@)P‘F--- (H.11)

Los primeros tres términos en el lado derecho representan la aproximacion QUICK,
mientras que el ultimo termino representa el termino principal del error de truncamien-

to.
Esquemas de mayor orden

Las interpolaciones de ordenes mayores que un tercero tienen sentido solamente si las
integrales se aproximan usando férmulas de mayor orden. Si se usa la regla de Simpson
en una integral de superficie en 2D, se debe interpolar con polinomios de al menos grado
tres, con el que se obtienen errores de interpolacion de cuarto orden. por ejemplo, el

ajuste por medio de un polinomio:

o(x) = ag + a17 + axx® + azz® (H.12)

A través de los valores de ¢ en cuatro nodos, se pueden determinar los cuatro coeficientes
a; v encontrar ¢. como una funciéon de los valores nodales. Para una malla uniforme, se

obtiene la siguiente expresion:

_ 279p + 279 — 3¢w — 30EE

o 48

(H.13)
El mismo polinomio se puede usar para determinar la derivada de ¢, se necesita derivar

la ecuacién anterior, con lo que se obtiene:

(%) = a1 + 2a97 + 3azz® (H.14)
o/,

el cual, con una malla uniforme, produce:
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(8(;5) _ —2T¢p + 2705 + dw — i (H.15)

Oz N

La aproximacion anterior se conoce como esquema centrado de cuarto orden. Una vez
se obtiene de las variables y sus derivadas en el centro de la frontera, se puede interpolar

en la frontera para obtener los valores en las esquinas del volumen de control.

Se debe tener en cuenta que un alto orden de aproximacion no necesariamente garantiza
una solucién mas exacta en cualquier malla simple; una alta exactitud se alcanza
solamente cuando la malla es lo suficientemente fina para capturar todos los detalles

esenciales de la solucion.

La eleccion de cualquiera de los esquemas de interpolacion debe estar sujeto a una serie
de condicionamientos a cumplir: inicialmente se requiere que cumplan con dos criterios
fundamentales: a) debe corresponder a un comportamiento real y b) debe cumplirse un

balance global de la propiedad ¢.

El realismo fisico es facil de entender, al menos en casos simples. Las variaciones que se
muestran en la figura H.1 ayudan a ilustrar este concepto. Por ejemplo, en la conducciéon
de calor entre dos fuentes de calor, la temperatura no puede estar por fuera del rango

de temperaturas establecidas en las fronteras.

El requerimiento de balance global implica una conservacion de la propiedad en el
dominio completo. Los flujo de calor, los flujos masicos y de cantidad de movimiento
deben dar un balance exacto teniendo en cuenta los sumideros o fuentes, para cualquier

numero de puntos.
H.2. ALGUNAS DIFICULTADES RELACIONADAS
H.2.1. Representacién del gradiente de presién

Si se empieza a construir la forma discretizada de la ecuaciéon de cantidad de movimiento

en la direccion z para la situacién unidimensional mostrada en la Figura H.2,

Se encuentra una nueva caracteristica que es la representacion del gradiente de presion
—dp/dx integrado sobre un volumen de control. La contribucion resultante a la ecuacion

discretizada es la caida de presion p,, — p. en términos de las presiones nodales

_bwHpr PPptPe _Pw—PE
2 2 2

Pw — Pe (H16)
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Figura H.1: Comportamiento fisicamente correcto e incorrecto
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Figura H.2: Sector de una malla de tres puntos tipico.
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Figura H.3: Campo de presion en zigzag.
p=100 500 100 500 100 500 100 500

— + * L % & % *—

Figura H.4: Campo de velocidad.
=100 400 100 400 100 400 100 400

— L L L L ¢ L —

Esto significa que la ecuaciéon de cantidad de movimiento contendra la diferencia de
presion entre dos puntos alternados de la malla, y no entre puntos adyacentes. Otra
implicacion se puede ver a partir de la Figura H.3, donde se propone un campo de

presion en términos de puntos nodales de presion.

El zigzag no puede considerarse como real; pero, para cualquier punto P, el

correspondiente p,, — p. serd cero, dada la alternancia entre los valores de presion igual.
H.2.2. Representaciéon de la ecuacién de continuidad

Para un flujo estable unidimensional con una densidad constante, la ecuacién de

continuidad es
du B

i

Se integra, el uso de un perfil lineal para u para puntos en la mitad entre dos voliimenes

0 (H.17)

de control queda:

De esta forma la ecuacién de continuidad discretizada requiere la igualdad de
velocidades en puntos alternados de la malla y no en nodos adyacentes. Una
consecuencia es que el campo de velocidad mostrada en la figura H.4, que no podria ser

real, satisface la ecuacién de continuidad.

En problemas en dos y tres dimensiones, se pueden crear patrones similares para las
componentes de la velocidad; que cumplirian con la ecuacién de continuidad pero que

dificilmente podrian aceptarse como soluciones razonables o validas.
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Figura H.5: Localizaciéon alternadas para u y v, = v, e= otras variables.
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H.3. LA MALLA ALTERNADA

El método de volumenes finitos empieza, como siempre, con la discretizacion del dominio
del flujo y de la ecuaciones de transporte relevantes. Lo primero a decidir es donde se
almacenan las velocidades. Parece logico definirlas en las mismas localizaciones que las
otras variables escalares como la presion, temperatura etc... Sin embargo, si la velocidad
y la presion estan definidas en los mismos nodos de un volumen de control ordinario
se puede dar el caso en que un campo de presion altamente no uniforme pueda actuar

como un campo uniforme en las ecuaciones de cantidad de movimiento y continuidad.

Un remedio a este problema es usar una malla alternada o desplazada para los
componentes de la velocidad. La idea es evaluar las variables escalares, tales como
la presion, densidad, temperatura, etc., el los puntos nodales ordinarios pero calcular
las componentes de la velocidad en una malla desplazada alrededor del centro de las
interfaces de las celdas. La disposicién para un flujo bidimensional se muestra en la

figura mostrada a continuacion.

Las variables escalares, incluyendo la presion, se guardan en los nodos marcados con
(o). Las velocidades estan definidas en las caras de las celdas entre los nodos y estan
indicadas mediante flechas. La flecha horizontal (—) indica las localizaciones para las
velocidades u y las flechas verticales (1) para las velocidades v. Ademés a la notacion W,
E, N, S, la figura anterior introduce un nuevo sistema de notaciéon basado en enumerar

las lineas de la malla y caras de las celdas.
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Por el momento se continuard usando la notacion original W, E, S, N ; las velocidades
ven las caras s y n(normales a la direccion y). En un flujo tridimensional la componente
w se evalta en las caras b y t. El volumen de control para v y v son diferentes de el
volumen de control escalar y diferente de cualquier otro. El volumen de control escalar
algunas veces esta referido como volumen de control para la presion, debido a que,
la ecuacion discretizada de continuidad se convierte en una ecuaciéon de correccion de

presion, el cual se evaltia en los volimenes de control escalares.

En la disposicion de malla alternada, los nodos de presién coinciden con las caras de la

opP

5, esta dado por

celda del volumen de control u. El gradiente de presion

oP _ Pp—Pw
or 0Ty

donde dx,es el ancho del volumen de control u. Similarmente, %—5 para el volumen de

control v esta dado por

P __ Pp—Ps
9y~ dyv

donde 0y, es el alto del volumen de control v.
H.4. LAS ECUACIONES DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Como anteriormente se ha mencionado, si el campo de presion es conocido, la
discretizacion de las ecuaciones de velocidad y la consecuente solucién producida es
similar a la de una ecuacion escalar. Dado que la velocidad de la malla es alternada la
nueva notaciéon basada en la linea de la malla y en la numeracion de la cara de la celda
serd usada. En la figuraH.6 las lineas continuas de la malla son numeradas por medio
de letras capital. En la direccion x la numeraciéon es ..., [ — 1, I, I + 1,... etc. y en la
direccion y ..., J — 1, J, J + 1,... etc. Las lineas punteadas que construyen las caras de
la celda escalar son denotadas por letras minusculas..., ¢ — 1,4, 1 + 1,... y ..., 7 — 1, 7,

7+ 1,... en la direccion x y y respectivamente.

Un sistema de subindices basados en esta numeracion permite definir la localizacion
de los nodos en la malla y en las caras de la celda con precisiéon. Los nodos escalares,
localizados en la interseccion de dos lineas de la malla, estdn indentificados por dos
letras capitales: por ejemplo, el punto P en la figura H.6 esta denotado por (I,.J). Las
velocidades u estan ubicadas en las caras este (e) y oeste (w) del volimen de control
escalar. Estas estan localizadas en la interseccion de una linea definida en el limite
y la linea de la malla y estan, sin embargo, definidas por una combinacion de letras
mindsculas y capital: por ejemplo, la cara oeste (w) de la cara alrededor del punto P

esta definido por (i, .J). Por esta misma razon la disposicion de localizacion para las
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Figura H.6: Malla alternada.
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velocidades v son la combinacion de una letra capital y una mintscula: por ejemplo, la

cara sur (s) esta dada por (1, 7).

Se puede utilizar una malla alternada de velocidades adelantada o atrasada. La malla
uniforme en la figura H.6 son escalonamientos atrasados dado que la localizacion de
i para una velocidad u u; ; esta a una distancia de —1/26x, desde el nodo escalar
(I,J). Asimismo, la localizacién de j para una velocidad v vr; es —1/20y, del nodo
(I,J). Expresado en el nuevo sistema de coordenadas la ecuacion de momento u para

la velocidad en la localizacion (i, J) esta dado por:

Gigttig = 3 Gnsly = %AVM +SAV,

;. gU; g = Z AnpUnp + (P17 — Pr-1,7)Ai.g + bi s (H.19)

Donde AV, es le voltimen de la celda de u, b; ; — SAV,es el término fuente del momento,
A; ses el area de la cara del volumen de control (este u oeste). El término fuente
de gradiente de presiéon en la ecuacion H.19 ha sido discretizada por medio de una
interpolacion entre la presiéon de los nodos localizados en los limites del volimen de

control u.
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Figura H.7: Volimen de Control u y sus

componentes de velocidad vecinos.
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En la nueva numeracién del sistema los vecinos E, W, N y S involucrados en la
sumatoria Y appuny estan (i — 1,J), (i +1,J), (i, J + 1), (i, — 1). La localizacion

de las velocidades se muestran méas en detalle en la figura H.7.Los valores de los

coeficientes a; ;jy an, pueden ser calculados con cualquiera de los métodos (upwind,

Hibrido) adecuados para problemas de conveccion-difusion. El coeficiente contiene

combinaciéon de flujo convectivo por unidad de masa F' y conductividad difusiva D

en las caras del volumen de control. Aplicando el nuevo sistema de notaciéon

Los valores de F'y D para cada una de las caras e, w, n y s de un volimen de control

U son:

Fij+Fi1y

(Pu)w = 9

2 2
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Fiag+F_1,

Fo = (pu)ez 2
1 . _
_ L (P ters Uip1,7 + Lt Py Uy (H.19D)
2 2 2
Fijg+Fio
Fy o= (pv)s=—"—5—"
1T ; _ _ 1.J—
_ = PI,j + PI,J 1 U@"J + PI 1,J + P1 1,J-1 Ui*l,j (H19C)
2| 2 2
Fy Fr oy
Fy = (pv)n=—25 +2 —
1 r _ _
_ LV praat e S pr-1,041+ Pr-1,J vi_1je1|  (H.19d)
2| 2 2
r;
D, — -1, (H.19¢)
i |
r
D, — 1,0 (H.19f)
Tit+1 — Ti
I r 'y v+ -
D, = —I=1J tlrogtlrga+1ln (H.19g)
4(ys — ys-1)
L r r; r
D, — -1 Jgtlrm+lra,+1y (H.19h)
Yy —ys)

La formulacion de ((H.20a)) muestra que donde estén las variables escalares o las
componentes de la velocidad no esta disponible en el voliimen de control una cara, un
adecuado promedio de dos o cuatro puntos es formado sobre los puntos mas cercanos
donde el los valores estan disponibles. Durante cada iteraciéon las componentes de la
velocidad u y la velocidad v usadas para evaluar las expresiones anteriores son obtenidas
de la iteracion anterior (o valores supuestos inicialmente en la primera iteracion). Notese
que estos valores conocidosu y v contribuyen en los coeficientes a en la ecuacion (H.19).
Estos son distintos de w; ; ¥ u,; en esta ecuacion, lo cual denota los valores escalares

desconocidos.

Anéalogamente, la ecuacion de momento v es:

arjvr; = Z AnpVnb + (D1,5-1 — P1.7) A1 + b1y (H.20)

Los vecinos involucrados en la sumatoria » | a,,v,py las componentes se muestran en la
figura H.8.
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Figura H.8: Volimen de control v y sus componentes de velocidad vecinos.
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Los coeficientes ar; y an, nuevamente contienen combinacion de flujo convectivo por

unidad de masa F'y la conductividad difusiva D en las caras de un volimen de control v.

Sus valores son obtenidos por el mismo promedio adoptado para el volimen de control

u 'y son los siguientes:

Fig+Fija

(pu>w = 2
1
2
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. Fio1g+ Figq -

Fe - (Iou)e_ 2
1 4 - -
— L |( Pt oL Uip1,7 + PLIA Y Pt U,y (H.20b)
2 2 2
Fry1+Fry
Fo= (), =
1 r B _ _
_ Ly (priitpri- i1+ Pry+ Pri-1 v (H.20c¢)
2 | 2 2
Fr;+ Frjn
Fo = (po)y= -
1T _
_ L (e o (P E oY (H.20d)
2 | 2 2
P+ T +T- I
D, — ‘g 1+l + T+ Ty (H.20e)

4(1’] — I[_l)

ry,.1+7T 1+ r
p, = s e e P D) (H.20f)

4(37]+1 — ZL'[)

N
D, = 1,J-1 (H.20g)
Yj — Yj—1
T
p, — -1 (H.20h)
Yi+1 — Yj

Nuevamente en cada nivel de iteracién los valores de F' son computados usando las

componentes de las velocidades u y v resultantes de las iteraciones previas.

Dado el campo de presion p, las ecuaciones de momento discretizadas de la forma (H.19)
y (8.20) pueden ser escritas para cada volumen de control de u y v el cual se soluciona
para obtener el campo de velocidades. Si el campo de presion es correcto el resultado
del campo de velocidad podra satisfacer la continuidad. Como el campo de presion es

desconocido, es necesario un método para calcular la presion.
H.5. ALGORITMO SIMPLE

El acréonimo SIMPLE se entiende por Método Semi-Implicito para Ecuaciones de
presion (en ingles, Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations). El algoritmo
fue originalmente propuesto por Patankar y Spalding (1972) y es, esencialmente una
suposicion y correccién producida por el calculo de la presion en la malla alternada
descrita anteriormente. El método es ilustrado para consideraciéon de las ecuaciones en

flujo laminar en estado estable bi-dimensional en coordenadas cartesianas.
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Para inicializar el proceso de célculo en el algoritmo SIMPLE el campo de presion px

es asumido.

Las ecuaciones discretizadas de momento (H.19) y (8.20) son resueltas usando lo

supuesto para el campo de presion cediendo las componentes ux y v+ como sigue:

iy =Y amtiy, + (D51 — prra)Ais + big (H.21)

arjvkr; = Z Qb *np +(p *1,7-1 —p*1,7) Az + br; (H.22)

Ahora se define la correccion p’ como la diferencia entre el campo de presiéon correcta p
y el campo de presiéon asumido px, tal que:

p=p*+p (H.23)

Similarmente se define las correcciones de velocidad u' y v’ para relacionar las

velocidades u y v con las asumidas ux y v*

u=ux*—+u (H.24)

v=uvx*+v (H.25)

Substituyendo el campo de presién correcto p en las ecuaciones de momento cede
el campo de velocidad (u, v) correctos. Las ecuaciones discretizadas (H.19) y (8.20)

vinculan el campo de velocidad correcto con el campo de presion correctos.

Restando las ecuaciones (H.21) y (H.22) de (H.19) y (8.20), respectivamente, se tiene:

i (Wi g — wkiy) = Z U (Upy — Ukpp)

+[(Pr-1,0 — p*r-1,7) — (P17 — Pr.o*)] Ais (H.26)

CL[,j(U]J‘ — ’U*Lj) = Z anb(vnb _ U*nb)

+[(pry-1 — p*r,-1) — (pr.g — pr.o*)] Ar; (H.27)
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Usando la formula de correccion (H.23-8.25) las ecuaciones (H.26) y (H.27)

ai,JU;,J = Z iUy, + (pll—l,J - P/I,J)Ai,J (H.28)

ar vy = Z AUy + (P51 — P1.0) AL (H.29)

. ., . . ’ ’ . . .
En este punto una aproximacion es introducida: > anpu,,, v D anpv,, son insignificantes
en las ecuaciones (8.28) y (8.29) para la correccion de velocidad. La omision de éste

término es la principal aproximacion del algoritmo SIMPLE. Obteniendo:

ai,JUI = di,J(pII—l,J - p/I,J) (H.30)
arjv’ =dr;(p' —p) (H.31)
Donde 4 4
dg==""0 y dyy = (H.32)
a; .y arg j

Las Ecuaciones (H.30) y (H.31) describe la correccion a ser aplicada a las velocidades
por medio de la formula (8.24) y (8.25), lo cual da:

wi,g = u; ;+di J (P15 — P1g) (H.33)

Urj = U;j + dl,j(plf,JA - pII,J) (H.34)

Similarmente la expresion existe para ;1,7 y Ur 41

Wit1,J = ULLJ + di+1,J(p/1,J - p,]—&-l,J) (H.35)
Vrj+1 = U}F,j-i-l + dl,j+1(P},J - p/I,J—i-l) (H.36)

Hasta ahora tinicamente se ha considerado las ecuaciones de cantidad de movimiento
pero, como se mencion6 anteriormente, el campo de velocidad esta también sujeto a la
<y . . ., .. ) ) o
condiciéon que tendra que satisfacer la ecuacion de continuidad - (pu) + a—y(,ov) =0. La
continuidad es satisfecha en la discretizacion del volimen de control escalar mostrado

en la figura (H.9).
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Figura H.9: Volumen de Control Escalar (Ecuacion de Continuidad).
Voliimen de control Escalar
(Ecuacion de Continuidad)
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[(puA)iv1,s — (puA)is] + [(pvA) 141 — (prA)r;] =0 (H.37)

La substitucion de la correcta velocidad de las ecuaciones (H.33) a (H.36) en la ecuacién

discretizada de la continuidad (8.37) resulta:

[(pdA)is1.0 + (pdA)ig + (pdA)1j41 + (pdA)14] P =
(pdA)is1,p" + (pdA)igp’
+ (pdA)rj1p" + (pdA) 0
+ [ (pu* A)ig— (pu* A)it1,s
+ (pvx A)rj — (pv* A)pjr ]

(H.38)
Identificando los coeficientes de p’ estos pueden ser escritos como:
aLJp/I,J :a1+1,Jp,I+1,J + al—l,Jp/I—l,J + aI,J+1p/I,J+1
+ar -1y + 07 (H.39)
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Donde a7y = ary1,5 +ar—1,.5 + ar g1 + arj—1 y los coeficientes estan dados por:

ar+1,J (pdA)it1,
ar—1,J (pdA)i,J
ar,j+1 (pdA)1+1
ar,.j-1 (PdA)I,j
II,J (pux A)i g — (pux A)iprg+ (pv* A)r; — (pv* A)rji

La ecuacion (H.39) representa la ecuacion discretizada de la continuidad cémo una
ecuacion para la correccion de la presion p’. El término 0’ en la ecuacion es la continuidad
del desequilibrio resultante del incorrecto campo de velocidades ux y v*. Resolviendo la
ecuacion (H.39), la correccion del campo de presion p’ puede ser obtenida en todos los
puntos. Una vez el campo de correccion de presion es conocido, el correcto campo de
presion puede ser obtenido usando la ecuacion (H.23) y las componentes de velocidad
por medio de la formulacion (H.33) a (H.36). La omision del término ) anpul, en la
derivacion no afecta la solucion final, pues la correccién de presion y la correccion de

velocidad seran cero cuando la soluciéon converge dando px = p, ux = u y v = v.

La ecuaciéon de correccion de presion es susceptible a diverger a menos que se use una

new es

sobre relajacion durante el proceso iterativo y una nueva mejora en la presion p
obtenida con:

P = px Fopp’ (H.40)

donde ayes el factor de sobre relajacion de la presion. Si se elige ajigual a 1 el campo
de presion asumido px es corregido por p'. Sin embargo, la correccion p’, en particular
cuando el campo asumido p+xesta lejos de la solucion final, es a menudo se demora
mucho para estabilizar los célculos. Un valor de apentre 0 y 1 permite agregar a el
campo asumido px una fracciéon del campo de correccion p'que es lo suficientemente
grande para mover el proceso iterativo, pero lo suficientemente pequeno para asegurar

estabilizar los calculos.

Las velocidades también son sobre relajadas. Las mejoras iterativas de las componentes

new

de la velocidad u"™" y v"™““se obtienen como:

U = ou 4 (1 — ag)u™™Y (H.41)

V" = + (1 — a,)o™ Y (H.42)
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Donde «, y «, son los factores de sobre relajacion de la velocidad u y v con valores entre
0y 1, uy v son las componentes de velocidad corregidas sin relajaciéon w1 y v(®=1
que representan sus valores obtenidos en la iteracion previa. Después de algo de algebra
puede mostrarse que con sobre relajacion la ecuacion de momento—u discretizada toma

la forma de:

CLi’ ai, n—
aJui,J - Z AnpUnp + (P1-1,0 — P1,.g)Aig + big + {(1 — ) J} UEJ b (H.43)

u

Y para la ecuacion de movimiento—v discretizada

ar,j arj | (n—1)
; E AnpUnp + _ Ari+bri+ | (1 —a, . H.44
] V1,5 bUnb (pI,J 1 pI,J) Lj I1,j {( ) . } Urj ( )

La ecuacién de correcciéon de presion también es afectado por la velocidad sobre relajada

y también se puede mostrar que los términos d de la ecuacion de correccion de presion

pueden ser:
Ai,Jau Ai-l—l,Jau ALJOéu
d; j = ——— d = — dr; = —>—
i,J — ) i+1,J = ) I1j=
a; g Qit1,J arg j
y
d . AI,j—l—lav
Ij+1 = ——
ag j+1

Escoger un correcto factor de sobre relajacion « es esencial para una simulacion efectiva.
Un gran valor de a puede generar oscilaciones o incluso no hacer converger la iteracion
de la solucion y con un valor muy pequeno ocasiona una convergencia lenta.
Desafortunadamente, los valores Optimos de los factores de sobre relajacion son
dependientes del flujo y para cada caso es diferente.

El algoritmo SIMPLE da un método para calcular la presion y la velocidad. El método
es iterativo y cuando otros escalares son acoplados a la ecuaciéon de momento, el calculo
necesita estar hecho secuencialmente. La secuencia de operacion en CFD que emplea el

algoritmo simple se muestra en la figura H.10.

H.6. ALGORITMO SIMPLER

El algoritmo SIMPLER es una version mejorada del SIMPLE. En este algoritmo la

ecuacion de continuidad discretizada se usa para obtener una ecuacién discretizada
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Figura H.10: Diagrama de flujo del Algoritmo SIMPLE.
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Qg gl g = Z iy Uy + (- W pI'J}AI-I + by

ay yvj, = Za“ vy + (0] g — Pip Ay + by

[

Paso 2:Solucionar la ecuacion de comreccion de presion
By P E= B SPT- 1,0 S L P O P a1t A P e+ E

=

Paso 3:.Corregir las presiones vy las velocidades
p=p +_FJ"

iy - ”:‘.J +"lf-fr.|"} 1Lt = P}.J';

- ] L) i
vp; =y +di (a1 — Pia)

Uy

Paso 4:Sclucionar todas las otras ecuaciones discretizadas de transporte
RTINS E ST RS L TR TR 1 T

Mo

Converge?

Si
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para la presion, en lugar de una correccién de presion como en el método SIMPLE. De
esta manera el campo de presiéon intermedio se obtiene directamente sin necesidad de

usar una correccion.

La aproximacion introducida para el calculo de p’ conduce a una correccién de presion
exagerada y de alli la necesidad de aplicar una estrategia de subrelajacion. Dado que la
influencia de la velocidad de los nodos vecinos se desprecia en la ecuacién de correccion
de velocidades, la correccion de presion es la encargada completamente de corregir
las velocidades, y esto resulta en un campo muy severo de correccion de presion. En
la mayoria de los casos, es razonable suponer que la ecuacion de correccion de presion
hace un buen trabajo corrigiendo las velocidades, pero uno pobre corrigiendo la presion.
Entonces si se emplea la ecuacion de correccion de presion solamente para corregir
velocidades y se proporciona un medio para obtener un campo de presion mas favorable,

se tendra un algoritmo mas eficiente. Esta es la esencia del algoritmo SIMPLER.

Las ecuaciones de cantidad de movimiento discretizadas se pueden escribir como:

U g = Za pUnb ,J + ,J (PI—LJ . P] J) (H45)

a;.J a;.j ’

_ Zanbvnb + b[,j + Al,j

ar,; ar,;

(Prj-1— Pry) (H.46)

Urj
En el algoritmo SIMPLER se definen unas pseudo velocidades @ y U como:

~ Z AppUnb + bi,J

iJ = H.47
i,y ) (H.47)
0y = 2oV & iy (H1.48)
7]
ar,j

Ahora las ecuaciones (H.45) y (H.46) se pueden escribir como:

X A
Uiy = Uiy + < (Pr_1,y — Pr.y) (H.49)
i\
A Ar
V1j = Vrj ;LJ_(PI,J—I - Pry) (H.50)
7]

En Las ecuaciones (H.49) y (H.50) se aplica la definicion de d vista en la seccion anterior

y a su vez, estas se sustituyen en la ecuacion de continuidad discretizada vista en el
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Cuadro H.1: Coeficientes involucrados en la ecuacion (H.51).
| Coeficiente | Valor |

ari1,J (PdA)iJrl,J
ar—1,J (pdA)i,J
ar,J+1 (pdA) 1,41
ar,.j—1 (PdA)I,j
br. (pA); 1 —(ptA)ip1,+(p0A) 1 ;+(p0A) 141

algoritmo SIMPLER; usando una expresion similar para w;41,7y vr j+1, se obtiene:

[ pis1,7 A1, (i1, s+ divr,0(Prg — Pryag))

—pigAi (U +dig(Pr—1,g — Pry)) |

+ [ P11 AL+ (0r401 + drjsr(Pry — Praia))
—pi g Arj(Orj1 +dri(Prysy— Pry))] =0

La anterior ecuaciéon se puede reagrupar para obtener la ecuacion discretizada de la

presion:

ar,yPry = ar41,7Pr,g +ar—1gPr-1g+ar g1 Py + a1 Pryj-1 + by  (H.51)

donde ar; = ar11.5 +ar—1.5 + ar 41 + arj_1, con los coeficientes dados en el cuadro

H.1.
H.6.1. Secuencia de operaciones para el algoritmo SIMPLER

= Comenzar con un campo de velocidad estimado.

» Calcular los coeficientes para las ecuaciones de cantidad de movimiento y de

alli calcular las velocidades 4y Opor medio de las ecuaciones (H.47) y (H.48)

introduciendo los valores de las velocidades de los vecinos.

» Calcular los coeficientes para la ecuacion de presion (H.51), y resolverla para

obtener el campo de presion.

= Tratar este campo de presiéon como P*y resolver las ecuaciones de cantidad de
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movimiento para obtener u*y v*.

= Calcular el termino fuente b y asi resolver la ecuacién de correcciéon de presion

del algoritmo SIMPLE.

= Corregir el campo de velocidades por medio de las ecuaciones de correccion de

velocidad introducidas en el algoritmo SIMPLE.

= Resolver las ecuaciones de discretizacion para las otras variables ¢.

= Repetir desde el paso 2 hasta alcanzar la convergencia.

H.7. ALGORITMO SIMPLEC

La diferencia con el algoritmo SIMPLE es que se manipulan las ecuaciones de cantidad

de movimiento de manera que las ecuaciones de correccién de la velocidad omiten los

términos que son menos significantes que aquellos omitidos en el algoritmo SIMPLE.

La ecuacién de correccién de velocidad es:

U;,J =d; g (p,]—l,J - pII,J)

Donde

B Ay
diy = ——&—
Qg — Z Qnp

Similarmente la ecuacién de correccion de velocidad v’ es

Donde

(H.52)

(H.53)

(H.54)

(H.55)

La ecuacion discretizada de correccion de presion es la misma que en el algoritmo

SIMPLE, excepto que los términos d se calculan a partir de las ecuaciones a y b. La

secuencia de las operaciones del algoritmo SIMPLEC es idéntica a las de SIMPLE ver

Figura H.10.
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Figura H.11: Secuencia de operaciones para el algoritmo SIMPLER.

INICIO
'y Y

Calcular las pseudovelocidades

R S

Resolver laecuacion de presian

QP = o P11 0 ¥ G g Pre 1 ¥ 8L PR A se 1 Praet B

Establecer F'=p

Resalver las ecuaciones de cantidad de mavimienta

pr=put=u
e B Ay

h

“J_.."“’;..l'-n‘ﬂb”".b+”}..’ 1.J _P‘!,f] AJ,I+br.J

ap v j=Zanpvhe + (p*r -1 —PLD ALy by

}

Resalver |3 ecuacion de correcddn de presion

ap Py =P @ P e st e P A P H L

'

Corregir veloddaces

w y=u* g+ di g (plio1,0-P0)
vij=Vj+dr i (plrr-1=pPr1)

!

Resolver las demas ecuaciones de transporte

T NE LT TR L TR WA WL T vrag it by,

Converge?

Fin
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H.8. ALGORITMO PISO

El algoritmo PISO, (Pressure Implicit with Splitting of Operators), de Issa es un pro-
cedimiento de calculo de presion velocidad desarrollado originalmente para el calculo
no iterativo de flujos compresibles transitorios. Este procedimiento se ha adaptado de
forma exitosa para soluciones iterativas de problemas de estado estable. PISO involu-
cra un paso predictor y dos pasos correctores y se puede ver como una extension de

SIMPLE, con un paso corrector posterior para mejorarlo.
Paso predictor

Se resuelven las ecuaciones de cantidad de movimiento con un campo de presion es-
timado o intermedio p* con lo que se obtiene las componentes de la velocidad u*y v*

usando el mismo método que el algoritmo SIMPLE.
Paso corrector 1

Los campos u*y v* no satisfaran la ecuacion de continuidad a menos que se corrija
el campo de presion P*. Se introduce el primer paso corrector de SIMPLE con lo que se
obtiene el campo de velocidades u**y v** que satisface la ecuacion de continuidad. Las
ecuaciones resultantes son las mismas que las ecuaciones de correcciéon de velocidades
de SIMPLE pero, dado que existe un paso corrector posterior en el algoritmo PISO, se

una una notacion ligeramente diferente:

!
P*=P*4+ P
!
!
vt = 0" 4+

Estas formulas se usan para definir la velocidad corregida v** y v**

*k % ! /
uy =upy+diyg (PI—LJ - PI,J)
ok ok ! /
vy =0yt d (PI,J—l - P],J)

J

290



Paso corrector 2

Para mejorar el algoritmo SIMPLE, PISO ejecuta un segundo paso corrector. Las ecua-

ciones de cantidad de movimiento para u**y v** son

kkk *kk kkk kokok . .
Qi gt g = > Anpyy + ( 11,0 — 1715 ) Aig+big

kkk k% kkok kksk
arjVr; = > AUy + ( -1 — 471 ) Arj+br

Se debe anotar que los términos involucrados en la sumatoria se evalian usando las

velocidades u™*y v**calculadas en el primer paso corrector.

La sustraccién de varias ecuaciones da como resultado:

kkok
U; g

5e

= u + Z onn (33— +diy (P, ;= Pry)

a;, g

Z and (’U:z 71};;,)

ar,Jj

wokk o kok " "
vrg =vr; t +dr; (PI,J—I - PI,J)
" ., .
Donde P es la segunda correccién de presion de manera que P***se puede obtener por

P — prx + P”

La sustitucion de u**y v***en la ecuaciéon de continuidad discretizada conduce a una

segunda ecuacion de correccién de presion
" " 1 " 11 "
aI,JPI,J = “l+1,JPI+1,J + aI—LJPIq,J + aI7J+1PI,J+1 + aLJ—lpl,Jfl + bI,J

donde a;; = ar41 + ar—1.5 + ar j41 + arj—1, con los coeficientes dados en la siguiente
tabla.

En la obtencién de la ecuaciéon anterior el término fuente es cero dado que las

componentes de la velocidad u*y v**

satisfacen la ecuacién de continuidad.

[(pu**A)M - (PU**A)HLJ + (PU**A)IJ - (PU**A)I,JH]
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Cuadro H.2: Coeficientes involucrados en la ecuacién anterior.

] Coeficiente Valor
Ar+1,7 (pdA)i-H J
ar-1, (pdA), 5
ar,j+1 (pdA); j+1
arJj-1 (pdA),

ar.j

— A (Wy —ury) — | — Ay (Uly — ur
(%) ot - (%) Soutii -

)

+ <_) Z Anp (Unb - vnb) - (_> Z Anp (Unb - vnb)
a ) @ Jrj+1

. ., . 3 sz i
Resolviendo la ecuacion anterior para obtener el campo de correccién de presion Py

el campo de presion corregido dos veces se obtiene de
P =p* 4 P =P+ P + P

En un calculo iterativo de un flujo transitorio el campo de presion P***y los campos
de velocidad u***y v***se consideran los valores correctos de u,v y p. La secuencia de
las operaciones para el cdlculo iterativo estable del algoritmo PISO se muestra en la

siguiente Figura.

El algoritmo PISO resuelve la ecuacion de correccion de presion dos veces de manera que
el método requiere una memoria adicional para calcular el término fuente de la segunda
ecuacion de correccion de presion. Como antes se requiere una subrelajacion con el
procedimiento presentado para estabilizar el proceso de calculo. Aunque este método
implica un considerable incremento en el esfuerzo computacional se ha encontrado que

es eficiente y rapido.
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Figura H.12: Algoritmo PISO.

( Inicic )

Estimar p°, u”, v*, ¢

Ejecutar los pasos 1 a 3 del algoritmo SIMPLE
*Resclver las ecuaciones de cantidad de movimiento
*Resclver la ecuacion de correccién de presion

=Corregir presion y velocidades

- . - W
pLuvip

4

aso 4: Resolver la segunda ecuacidn de correccién de presién

p=p u'=u

vn=v. '-#
Paso 5: Corregir presion y velocidades

pouv @
i

Paso 6: Resolver las demds ecuaciones de transporte
A 01 s= 8y g0 P80 1P B L P B P

Finalizar

293




Apéndice 1

FLUJOS TRANSITORIOS

Habiendo finalizado la parte del desarrollo del método del volimen finito para flujos
en estado estable, es posible considerar una categoria mas compleja en problemas
dependientes del tiempo. La ley de conservacion para el transporte de u na propiedad

escalar en un flujo transitorio tiene la forma general:

%(pqﬁ) + div(pugp) = div(Cgradp) + S (L.1)

El primer término de la ecuacién representa la rata de cambio del término y es cero
para estado estable. Para predecir problemas transitorios, es necesario tener en cuenta
éste término en la discretizacion. La integracion del volimen finito de la ecuacion (I.1)
sobre el volimen de control (CV) puede estar aumentando con una integral méas alla

sobre un tiempo finito At.
Reemplazando los términos de las integrales de voliumen de la conveccion y difusion con
las integrales de superficie y cambiando el orden de integracion en el término de la rata

de cambio se obtiene:

t+At t+At

/ /%(pqﬁ)dt dV+/ /n.(pu¢)dA dt

ve \ 't t \4
t+At t+AL

=+ / /n.(Fgradng)dA dt + + / /S¢dth (I.2)
¢t \4 t ve
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Figura I.1: Malla para un problema unidimensional.

e g

e . e |

&
3
A
L )

T
m—-

Hasta ahora no se han hecho aproximaciones pero para avanzar se necesitan técnicas
para evaluar las integrales. La integracién del volimen de control es esencialmente
el mismo como para flujos en estado estable, explicados en capitulos anteriores para
asegurar un tratamiento exitoso de la conveccion, difusion y términos fuentes. En este
capitulo se centrard la atencién en los métodos necesarios para la integracion en el
tiempo. El proceso de la integracion respecto del tiempo se introducira, por simplicidad,
mediante el uso de la ecuacion de calor unidimensional, y luego se extendera a procesos

en dos y tres dimensiones y posteriormente a problemas de conveccion-difusion.
I.1. CONDUCCION DE CALOR TRANSITORIA UNIDIMENSIONAL

La conduccién de calor transitoria unidimensional esta gobernada por la ecuacion:

oT 0 oT

Considere el volumen de control unidimensional mostrado en la figura (I.1). La
integracion de la ecuacion (I.3) sobre el volumen de control y en un intervalo de tiempo
de t at—+ At es:

t+At t+At t+At

/ / pcpaa—dedt: / / %(k?—i) AV dt + / / Sdvdt (1.4)

t VC t VC t VC

que se puede escribir como:

t+At 8T t+At aT aT t+At
/ /pcpa—xdt dV = / KkA%l—(kA%)w} dt + / SAVdt  (L5)
vc t t t
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En la ecuacion (1.5), A es el area de la seccion transversal del voltmen de control, AV
es su volumen, que es igual a AAz, donde Ax es el ancho del volimen de control y
S es el término fuente promedio. Como se comentd anteriormente, se asume que la
temperatura del nodo central prevalece sobre todo el elemento. El lado izquierdo de la

ecuacion se puede escribir como:

t+At 8T
/ / pcpa—xdt dV = pe, (T = TAV (L.6)
vc t

En la ecuacion (1.6) se reemplazo 0T/0t por una diferencia forward de primer orden
[(T;}“ — T;)/At] aunque se puede usar cualquier diferencia de orden superior si se

desea. Si se diferencia los términos difusivos mediante diferencia centrada, la ecuacion
(I.5) queda:

t+At

Ty —1T, Tp — T
pey (TP — THAV = / [keAgI_PP_kwAgx_j it
+ > w
t+At
+ / SAVdt (1.7)

t

Para evaluar el término de la ecuacién es necesario asumir cierta variacion de Ty,
Tp v Tk respecto del tiempo. Se podrian usar las temperaturas en el tiempo ¢t o At
para calcular la integral temporal o, alternativamente, realizar una combinacion de
las temperaturas en los tiempos t y At. En este punto se generalizara la solucion
introduciendo un parametro 6 entre 0 y 1 y entonces escribir la integral Ir de la

temperatura Tp respecto del tiempo como:

t+At
I = / Tpdt = [0Tp+ + (1 — 0)TpAL] (1.8)
t

de donde, de acuerdo al valor de @ la integral tendra los valores mostrados en la tabla

En la tabla, se han destacado los valores de la integral I para 6 de manera que si § = 0
se usa la temperatura en el tiempo ¢ (anterior); si & = 1 se usa la temperatura en el

tiempo ¢t + At; y finalmente si § = 1/2 se usa un promedio entre la temperatura en el
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Cuadro 1.1: Valores de la integral I de acuerdo al valor de 6.
0 0 1/2 1
Ir TpP'At (TR + Tp)At TpAL

Cuadro 1.2: Definicion de las constantes en la ecuacioén anterior.

ag aw a’p ap b
ke kw & Q
Soom  Getn  POrAp O(ap +aw) SAx

tiempo t y la temperatura en el tiempo t + At.

Usando la formula en la ecuacion (1.8) para integrar el primer término del lado derecho
de la ecuacion (1.7) y dividiendo por AAt, y luego escribir la ecuacion en su forma

estandar:

apTE™ =aw [0T3 + (1= O) Ty ] + ap (0T + (1 — 0)T)
[ah — (1 —0)aw — (1 — O)ag|Tp +b (L.9)

donde cada una de las constantes introducidas estan definidas en la tabla(I.2)

La forma exacta de la ecuacion final discretizada depende del valor de 6. Cuando fes
cero, solamente se usan las temperaturas de T, Ty v T evaluadas en el tiempo ¢ para
el calculo de la temperatura Tp en el tiempo t + At; el esquema resultante se conoce
como esquema explicito. Cuando festé entre cero y uno (0<0<1), la temperatura en el
tiempo t + At se calcula como la ponderacion entre la temperatura en los tiempos ¢ y
t + At; el esquema resultante se conoce como esquema implicito. En el caso extremo en
que 6 = lel esquema resultante se conoce como completamente implicito y en el caso

en que 6 = 1/2 el esquema se conoce como el esquema de Crank Nicolson.
I1.2. ESQUEMA EXPLICITO

En el esquema explicito el término fuente serd linealizado a partir de la expresion
b =S, + SpT} . La substitucion de § = 0 en la ecuacion (9.9) para la conduccion de

calor transitoria unidimensional:

CLPTE—H = CLV[/TI?/ + G,ETE + [CL?D — (GW + ap — Sp)} T;L + Su (110)

Ellado derecho de la ecuacion (9.10) solamente contiene términos evaluados en el tiempo
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de manera que el lado izquierdo de la ecuaciéon se puede calcular por medio de un
procedimiento de avance en el tiempo. El esquema se basa en la diferencia Backward
y es de primer orden de exactitud respecto del tiempo. Como se explico en el capitulo
3 todos los términos deben ser positivos. El coeficiente de T3 se puede ver como los
coeficientes de los vecinos que conectan los valores en el tiempo t a los valores en el
tiempo t + At.

Aligual que en el caso del método de las diferencias finitas, el esquema explicito requiere
que el paso en el tiempo cumpla con el criterio de estabilidad para asi mantener la
convergencia en la solucion. Una vez méas, y como se dedujo anteriormente, el criterio

de estabilidad esta dado por:

(Az)?

ALS pe

(L.11)

I.3. ESQUEMA DE CRANK-NICOLSON

El esquema de Crank-Nicolson se obtiene de imponer § = 1/2 en la ecuacién (9.9). Para

este caso, la ecuaciéon discretizada para la conduccion de calor unidimensional es:

T T T T
apT;H:aW[_w 2+ W]+aE{ E 2+ E]Jr[ag_%W_%E m4b o (112)

donde a', ap y ay estan definidos en la tabla [.2. Los términos b y apse pueden calcular
respectivamente como

b= S, +3SpTpy ap = 3(aw + ag) + ap — 3Sp.

Debido a que se tiene méas de una temperatura desconocida para el célculo de T}?“
en la ecuacion (9.12) el método es implicito y necesita por lo tanto resolver las
ecuaciones para todos los puntos de la malla simultdneamente en cada paso de tiempo.
Aunque los esquemas con 1/2 < 6 < 1, incluyendo el esquema Crank-Nicolson, son
incondicionalmente estables para cualquier paso de tiempo es mas importante que
todos los coeficientes sean positivos si se desea tener unos resultados acotados y en
concordancia con la realidad fisica. Este caso se representa si el coeficiente de T psatisface

la condicién:



que conduce a la condicion

A 2
At = pcp% (1.13)

Esta limitacién en el paso de tiempo es solamente menos restrictiva que la presentada
en la ecuacion (9.11) asociada con el esquema explicito. El esquema de Crank-Nicolson
se basa en una diferencia centrada y por lo tanto tiene un segundo grado de exactitud.
Con pasos de tiempo suficientemente pequenos es posible alcanzar una exactitud
considerablemente mayor que con el método explicito. La exactitud total de calculo
depende de la diferencia espacial seleccionada, de manera que el esquema Crank-

Nicolson se acompaifia normalmente con una diferencia espacial centrada.
I.4. ESQUEMA COMPLETAMENTE IMPLICITO

Cuando el valor de 6 se pone a 1 se obtiene el esquema completamente implicito. La

ecuacion discretizada correspondiente es:

aPTITDH_l — aWTIZ«/‘FlaETg-‘—la'r}LDT; + Su (114)

donde ap = CL?; +aw +ag — Sp.

Ambos lados de la ecuacién contienen temperaturas en el tiempo t + Atf, y entonces
el sistema de ecuaciones algebraicas debe resolverse simultdneamente para cada paso
del tiempo. El procedimiento de avance en el tiempo comienza con un valor inicial del
campo de temperaturas T". Seguidamente la solucion de T se asigna como T™ en
el siguiente paso y entonces se repite el procedimiento a través de los pasos de tiempo

hasta llegar al tiempo final deseado.

Todos los coeficientes son positivos, de manera que el esquema es incondicionalmente
estable para cualquier paso de tiempo. Debido a que la exactitud del esquema es de
primer orden en el tiempo, se requiere pasos pequenos de tiempo para asegurar una
buena exactitud de los resultados. El esquema implicito se recomienda para calculos

transitorios de proposito general debido a su robustez y su estabilidad incondicional.
I1.5. ESQUEMAS PARA SOLUCIONES EXPLICITAS
I.5.1. Meétodo de Lax-Wendroff

La técnica de Lax-Wendroff es un método explicito particularmente para soluciones

de avance. Las soluciones de avance estdn asociadas con ecuaciones hiperbolicas y
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parabdlicas. Un ejemplo de un campo de flujo gobernado por ecuaciones hiperbolicas

es el caso del flujo no viscoso transitorio usando las ecuaciones de Euler transitorias.

Considérese el flujo no viscoso, bidimensional y transitorio. Las ecuaciones que

gobiernan este flujo son como siguen:

Ecuacion de continuidad : — = —(p— +u—=— + p—U +v=—) (I.15)
T

1
Ecuacion de cantidad de movimiento en x : % = —(u% + U?—Z + ;g—i) (1.16)
1
Ecuacion de cantidad de movimiento eny : % = —(ug—;j Ug—z + ;g—z) (I.17)
Ecuacion de energia % = —(u% + Ug—z g% %g—;) (1.18)

En las anteriores ecuaciones para mayor simplicidad, se ha asumido que no existe
generacion de calor ni fuerzas de cuerpo. El método de Lax-Wendroff se basa en la
expansion de las series de Taylor en el tiempo como se explica a continuaciéon. Se elige
cualquier variable dependiente del flujo; para este caso se eligird a p. Definiendo pgyjcomo

la densidad el punto i,j en el tiempo t, entonces la densidad en el mismo punto de la

malla i,j en el tiempo t + At, definido como pE;At, estd dada por la serie de Taylor por:
ap\' AN A
(AL — ot — | At+ | = 1.19

Cuando se usa la ecuacion (1.19), se asume que se conoce el campo de flujo en el tiempo

t, y entonces la ecuacion (I1.19) proporciona el campo de flujo en el tiempo t + At. Si se

t
. 9p\ 2 .
encuentran los valores numéricos para (%)U y (%) , se puede calcular la densidad
’ ,J
en el préoximo paso de tiempo, por lo tanto pf?m

ecuacion (1.19). Debido a que la ecuacion (1.19) es justamente matemética, la fisica del

se calcula explicitamente a partir de la

flujo debe influir en el calculo de alguna forma. La fisica estd implicita en la ecuaciones

(L.15), (I.16), (I.17) y (L.18). A partir de la ecuacién de continuidad se obtendra el

. op\ .
termino (%)U como sigue:
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t
@ _ [y .U§+17j - ufq,j Lyt 'p§+1,j - PLLJ‘ (1.20)
ot ij b 2Nz bl 2A\x '

t t A t
¢ Vi1 — Vi1 ¢ Pigr1 — Pij—1
—I—pl).] 2Ay U{Ln] 2Ay

En la ecuacion (1.20) los términos del lado derecho son conocidos debido a que se conoce

el campo de flujo en el tiempo t. La ecuacion (1.20) proporciona el termino para (%)Zj,

ot? ivj
la ecuacion (1.15) respecto del tiempo como se muestra a continuacion:

t
que se introducird en la ecuacion (1.19). El termino para <@> ~se obtiene derivando

Po __(Pu_ wdp P opou
o2 —  \"owot "oz ot "owot ' oz 0t
v Ovdp 0%p 8,08_1})

oot Tayor T Voyor T oy

p (I.21)

Las segundas derivadas en la ecuacion (1.21), se obtienen derivando las ecuaciones (1.15)

a (I.18) con respecto a la derivada espacial apropiada. Por ejemplo % se obtiene
diferenciando la ecuacion (1.16) respecto de x:
0%u 0% ou\’ Pu Oudv 1% 1 9pdp
=— — —_— - == [.22
Oxot e N <8m> * U@x@y * Jy Ox * pOox?  p?0x oz (122)

En la ecuacion (1.22), todos los términos del lado derecho se expresan como diferencia

centrada de segundo orden en el tiempo t, de la siguiente forma:

2
0%u \' _ 'Uf+1,j — 2uf; + Uiy i Ui1j — Ui n
dxot ), ; " (Ax)? 2Ax
¢ 'Uf+1,j+1 + uf—l,j—l - Uf—l,jﬂ - Uf+17j—1
" A(Ax)(Ay)
+u§,j+1 — U1 Vi1 Vi1, ipg-i-l,j — 2P+ Piyy (1.23)
¢ 2 :
2Ny 2Ax 05 (Ax)
1 p§+1,j - p§—1,j P§+1,j - P§—1,j
(0} ;)? 20z 2Nz
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En la ecuacion (1.23) todos los términos al lado derecho se conocen a partir del campo

de flujo ya conocido en el tiempo t y a su vez esta ecuacién proporciona un numero

O%u

5057 €N la ecuacion

t
para la derivada (a 6t> . Este numero se sustituye por el termino

(I.21). Para las demas derivadas se siguen procesos similares y asi se puede obtener el
valor para gtg con la ecuacion (1.21). El valor de la derlvada 2 ya se conoce a partir
de la ecuacion (I1.20). Con todo lo anterior ya podemos reemplazar en la ecuacion (1.19)

en el tiempo t + At, dado por pt+At.

Para encontrar las variables restantes del campo de flujo en el punto i,j de la malla en
el tiempo t + At, se debe simplemente repetir el procedimiento anterior. Este método
permite conocer las variables del campo de flujo en un punto de la malla en el tiempo
t + At a partir de las variables del campo de flujo conocidas en los puntos de la malla
(i+1,j), (i-1,j), (i,j+1) y (i,j-1) en el tiempo t.

EL método descrito anteriormente es de segundo orden de exactitud en el espacio y en
el tiempo. El inconveniente del método Lax-Wendroff es como se puede ver lo tedioso
del algebra de las ecuaciones. En solucion a esto, se da el método que se discutira a

continuacion.
1.5.2. Técnica de MacCormack

Esta técnica es una variante de la anterior, que resulta ser mucho mas simple en su
aplicacion. ésta técnica al igual que la anterior es explicita con segundo orden de
exactitud en el espacio y en el tiempo. Consideremos nuevamente las ecuaciones (1.15),
(I.16), (I.17) y (I.18). Como en la seccién anterior se asumira que se conoce el campo
de flujo en cada punto de la malla en el tiempo t y que se desea calcular el campo de
flujo para el tiempo t + At para los mismos puntos de la malla. En el caso del método

de MacCormack la densidad en el tiempo t + At por ejemplo, se obtiene a partir de:

dp
piiAt = pl i+ (E) At (1.24)
Donde (%)av es un valor medio representativo de dp/0t entre los tiempos t y t +
At. En la ecuacion (1.24), el valor de (5) se calcula de esa forma para preservar

el segundo orden de exactitud sin la necesidad de calcular los valores de la segunda
derivada presentes en el método de Lax-Wendroff, el cual tiene muchos més términos e
involucra una gran cantidad de algebra. Con el método de MacCormack el algebra se

evade. Este método aplica la filosofia corrector-predictor que se explicara a continuacion.
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1.5.3. Predictor

En la ecuacion de continuidad discretizada se reemplazan las derivadas espaciales en el

lado derecho por diferencias forward, de manera que:

w\" _ o Uit — Uiy Lt Piaig ~ Pi
3t i ) Al’ 2,] AI
t t 1 t
¢ Yig+1 — Vi ¢ Pijr1 — Pij
A Y R R Sk 1.25
’01,1 Ay 2,7 Ay ( )

En la ecuacion (1.25), todas las variables se conocen en el tiempo t. En este punto

t+At

se puede tener un valor estimado de la densidad (p) , a partir de los dos primeros

términos de la serie de Taylor:

a t
)= (5] A (1.26)
%)2]’ At se evalta a partir de la
ecuacion (1.25). Esta ecuacion es de primer orden de exactitud puesto que solamente

En la ecuacion (1.26) pf, es un valor conocido y (

tiene en cuanta los dos primeros términos de la serie de Taylor.
I.5.4. Corrector

A partir de los valores obtenidos en el paso predictor, se obtiene un valor estimado de las
derivadas temporales para t + At, sustituyendo los valores estimados de las variables
p,u, vy e en el lado derecho de las respectivas ecuaciones, reemplazando las derivadas

con diferencias backward.Por ejemplo para la ecuacion de continuidad:

— N — AN — A n A ) A
ap\ " = —|(p)itA (U)Zr f— (U)EJ—FL; + (@)t (p)f? - (p)ﬁl’;Jr
), " Ax m Az
_\EHAE N tEAE 5\i+HAL ) H
(ﬁ)ﬁN( b Ay< fint e —Phumi| g

El valor promedio de la derivada temporal de la densidad en la ecuacion (I1.24) se obtiene

a partir de la media aritmética de (ap/(?t);j obtenida de la ecuacion (1.25) y (9p/0t) 2"

/L?j
obtenida de la ecuacion (1.27). Entonces:
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(%)~ [(a)m ()., 29

La secuencia Predictor-corrector permite obtener el valor de la variable en el punto
de la malla i,j en el tiempo t + At. La técnica MacCormack descrita , debido a las
diferencias forward y backward, es un método de segundo orden de exactitud; es decir
tiene la misma exactitud del método de Lax-Wendroff descrito en la seccion(I.5.1),
sin embargo , método de MacCormack es mucho mas facil de aplicar, debido a que
no se necesita evaluar la segunda derivada temporal como es es caso del método de
Lax-Wendroff.

I1.5.5. Flujo viscoso, forma conservativa y avance en el espacio

En las secciones anteriores se eligieron las ecuaciones de Euler para mostrar el uso se los
métodos de Lax-Wendroff y MacCormack asumiendo flujo no viscoso y usando la forma
no conservativa de las ecuaciones de Euler. Las técnicas estudiadas también se pueden
aplicar a flujos viscosos, a ecuaciones del movimiento del fluido en forma conservativa
y a problemas de avance en el espacio siempre y cuando cumpla con la condiciéon que

el flujo esté gobernado por ecuaciones parabdlicas o hiperbdlicas.

I.6. EJEMPLO: CONDUCCION DE CALOR TRANSITORIA UNIDI-
MENSIONAL

Una placa delgada esta a una temperatura uniforme de 200°C. En ¢t = 0 la temperatura
del lado este del plato se reduce repentinamente a 0°C'. La otra superficie esta aislada.

Calcula la solucién transitoria de:

» t = 40sg
» t — 80sg
» t = 120sg

Recalcular la solucion numérica usando a paso de tiempo igual al valor limite

dado por la ecuacion
(Az)®
2k

Para t=40sg y compare los resultados con la solucion analitica.

At < pc,

Espesor de la placa L = 2cm, conductividad térmica k& = 10W/mk y pc =
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10 x 10T /m3 /K

Solucién

La ecuaciéon de conduccion de calor unidimensional es:

oT 0 oT

Las condiciones iniciales son

T=200 en t=0

Y las condiciones de frontera

aT—O en rv=0,t>0
ox

T=0 en x=L,t>0

La solucion analitica esta dada por

Tat) _4¢n (1™ Xt)cos(Anz) (1.30)
—_— = — ———EITP|—« COS|ApX .
200 w4 2 pl=od,
Donde
2n—1)w

A = 5T y a=k/pc

La solucién numérica con el método explicito se genera dividiendo el ancho del dominio
L en cinco volimenes de control con Ax=0,004m.

La malla unidimensional resultante se muestra en la Figura .2

Los volimenes de control 1 y 5 estan contiguos a las fronteras, de manera que se deben
anular los vinculos en la direccion de la frontera y los flujos se incluyen en los términos

fuente. La ecuacién discretizada en el nodo 1 queda

Tp —T9 k
pc%Am = [M (T3 — Tj;)} —0 (1.31)
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Figura 1.2: Malla para el ejemplo: conduccion de calor transitoria unidimensional.

P SRR R

L=0.02m

Aislada T=0.t> 0

Ax=0.004

\/\_/

Cuadro 1.3: Coeficientes nodales para el ejemplo: conducciéon de calor transitoria
unidimensional.

Nodo aw ag Su
1 0 k/ Az 0
2,34 k/Ax k/Ax 0

5  k/Ar 0 2k/Ax(Ty —T%)

La ecuacién discretizada en el nodo 5 queda

pgﬂ_qux:[k }_{k

< sy (T = T3)| — | 55 (T2 - TVOV)} (1.32)

Todas las ecuaciones se pueden escribir de la forma estandar:

apTp = awTy + apgTp + [ap — (aw + ap)] TP + S, (1.33)
Donde
o Ax
ap = CLp = pCE

Los coeficientes dados en la tabla 1.3

El paso de tiempo para el esquema explicito esta sujeto a la condicion

pc(Ax)?

At
STk
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Cuadro 1.4: Resultado para el ejemplo: conduccion de calor transitoria unidimensional
(método explicito).

Paso Nodo
de  Tiempo 1 2 3 4 d 6
tiempo  (s) r= r= = x= rT= T= I=

0,0 0,002 0,006 0,01 0,014 0,018 0,02

0 0 200 200 200 200 200 200 200
1 2 200 200 200 200 200 150 0
2 4 200 200 200 200 193.75 11875 0
3 6 200 200 200 199.21 185.16 98.43 0
4 8 200 200 1999 197.55 176.07 84.66 0
5 10 199.98 199.98 199.62 195.16 167.33 74.92 0
6 12 199.94 199.94 199.11 192.24 159.26 67.74 0
7 14 199.83 199.83 198.35 188.35 151.94 62.24 0
8 16 199.65 199.65 197.36 197.36 145.36 57.89 0
9 18 199.37 199.37 196.17 196.17 139.45 54.35 0
10 20 198.97 198.97 194.79 194.79 134.12 51.40 0

10 % 106(0,004)2
2 x 10
At < 8s

At <

Se selecciona At = 2s, substituyendo los valores numéricos se obtiene

i 10
= =9
Az 0004 2P0
A , 4
PEAT 105105 » 29% _ 50000
At 2

Después de la substitucion de los valores numéricos y algunas simplificaciones las

ecuaciones discretizadas para los diferentes nodos son:
Nodo 1: 2007p = 2515 + 1751

Nodo 2,3,4: 200Tp = 2517, + 25T + 1501p

Nodo 5: 2007, = 25Ty, + 1251p

La tabla 1.4 muestra los resultados de los primeros 10 pasos de tiempo (método ex-

plicito)
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Cuadro 1.5: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo:
conducciéon de calor transitoria unidimensional.
Numérico Analitico %Error

Nodo Tiempo t = 40s
1 188.64 188.39 -0.13

2 176.41 175.76 -0.36
3 148.29 147.13 -0.79
4 100.76 99.50 -1.26
5 35.94 35.38 -1.57
Tiempo ¢t = 80s
1 153.33 152.65 -0.43
2 139.05 138.36 -0.50
3 111.29 110.63 -0.59
4 72.06 71.56 -0.69
5 24.96 24.77 -0.75
Tiempo t = 120s
1 120.53 119.87 -0.55
2 108.82 108.21 -0.56
3 86.47 85.96 -0.58
4 55.58 55.25 -0.60
5 19.16 19.05 -0.59

La tabla 1.5 muestra los resultados numéricos y analiticos en los tiempos 40, 80 y 120

S.

1.7. EJEMPLO: CONDUCCION DE CALOR TRANSITORIA UNIDI-
MENSIONAL SOLUCION IMPLICITA

Resolver el problema anterior usando el esquema completamente implicito, comparar
las soluciones de los métodos explicitos e implicitos para un lapso de tiempo de 8

segundo.

1.8. Solucién
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Cuadro 1.6: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos para el ejemplo:
conduccién de calor transitoria unidimensional solucién implicita

Numerico Analitico % Error
Nodo Tiempot = 40s
1 188.64 188.39 -0.13
2 176.41 175.76 -0.36
3 148.29 147.13 -0.79
4 100.76 99.50 -1.26
5 35.94 35.38 -1.57
Tiempot = 80s
1 153.33 152.65 -0.43
2 139.05 138.36 -0.50
3 111.29 110.63 -0.59
4 72.06 71.56 -0.69
5 24.96 24.77 -0.75
Tiempot = 120s
1 120.53 119.87 -0.55
2 108.82 108.21 -0.56
3 86.47 85.96 -0.58
4 55.58 55.25 -0.60
5 19.16 19.05 -0.59
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Para la soluciéon de este ejemplo se usara la misma disposiciéon de malla que el ejemplo

anterior. El esquema completamente implicito describe los eventos en los volimenes

de control internos 2, 3, y 4 por medio de la ecuacion:

apTpt™ = aw T + apTptt + apTp + S,

(1.34)

Los volumenes de control en la frontera 1 y 5 requieren un tratamiento especial. Para

incorporar la condicion de frontera para el nodo 1 se tiene

Tp TO
PAx =

PCT {Am (Te — TP)} -0

y para el nodo 5:

pCTPA_t Az [Ai/? (Tp — TP)} - {Akx (Tr — TW)}

Las ecuaciones discretizadas se pueden escribir en la forma estandar:

CLPTP = awTW + (IETE + CLOPT}(; + Su

(1.35)

(1.36)

(1.37)

donde ap = aw + ag + aP —Spy aP = ,oc y los coeficientes para cada uno de los

nodos especificados en la siguiente tabla.

Aunque este método implicito permite grandes valores para At , se usaran pasos de

tiempos razonablemente pequenos para asegurar una buena exactitud. Con el

espaciamiento de la malla y los otros datos se obtiene
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Cuadro I.7: Coeficientes nodales.
Nodo aw ap Sp Su

1 0 = 0o 0

Az
k k
234 £ L 0
k 2k 2k
5 a0 0 -x AIB

Figura 1.3: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos a diferentes tiempos.

2001 t=40s

160 f‘?({:
] ‘\'\3\_\
.000 QDIGS Dis[:ﬂu:i:; [ml D.IJI15 0.020
k 10
— = —— =2500 1.38
Az 0,004 (1.38)
Ax 0,004
=~ =10x* 10% * —— = 20000 1.39
e T 150

Después de substitucion de los valores numéricos y las simplificaciones necesarias, las

ecuaciones discretizadas para cada uno de los nodos son:

Nodol : 225Tp = 25Ty + 2001 (1.40)
Nodo2,3,4 : 250Tp = 25Ty + 25T + 20075 (1.41)
Nodo5 : 175Tp = 25Ty + 200Tp + 5075 (1.42)
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Figura I.4: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos a diferentes pasos de
tiempo.

200 ' [ ' ' T
160 —
)
Q
~ 120 S ] L
o .
= Paso de tiempo 8 s
&
E— 80
'2 Solucién exacta
40
| =405
0 v ; . ' . - -
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

Distancia (m)

Observe que Tg = 0, el conjunto de ecuaciones a resolver en cada paso de tiempo es

[ 225 —25 0 0 0 T1 20077
25 250 -25 0 O T2 20077
—25 250 —25 O T3 | = | 2007Y
0 —25 250 —25 | | T4 20077

I 0 0 =25 275 | | 75| [ 20079 |

La ecuaciéon matricial enfatiza que las ecuaciones para cada punto contienen las
temperaturas desconocidas de sus vecinos. El esquema explicito involucra una
evaluacion de cada ecuaciéon algebraica para encontrar cada nueva temperatura nodal,
pero el esquema completamente implicito requiere la soluciéon de un sistema de
ecuaciones en cada paso de tiempo. A continuacién se muestra la comparacion de los

resultados numeéricos con la solucién analitica.
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Cuadro 1.8: Comparacion de los resultados numéricos y analiticos.

Numérico Analitico % Error
Nodo Tiempo t = 40s
1 187.38 188.38 0.51
2 176.28 175.76 -0.29
3 150.04 147.13 -1.97
4 103.69 99.50 -4.20
5 37.51 35.38 -6.02
Tiempo t = 80s
1 153.72 152.65 -0.7
2 139.79 138.36 -1.03
3 112.38 110.63 -1.57
4 73.09 71.56 -2.13
5) 25.38 24.77 -2.46
Tiempo t = 120s
1 153.72 152.65 -0.7
2 139.79 138.36 -1.03
3 112.38 110.63 -1.57
4 73.09 71.56 -2.13
5 25.38 24.77 -2.46
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Apéndice J

DIFUSION TRANSITORIA EN DOS Y TRES DIMENSIONES

En general, el esquema implicito es recomendado para programas de CFD de propoésito
general tomando como criterio su estabilidad. Ahora se establecera la extension del
método implicito a problemas en dos y tres dimensiones en el espacio. La difusion en

tres dimensiones se representa por la ecuacion diferencial

o¢ 0 0¢ 0 o¢ 9, 0}0)
—=—(I'= — | == — (= 1
P ot 8x< 8x)+8y( o) Ta:\laz) % (3.1)
Como resulta obvio, se considerard un volumen de control bidimensional para la

discretizacion en dos dimensiones y uno tridimensional para la discretizacion en tres

dimensiones. La ecuacion es:

Clpﬁb?;rl = CLWW{;FI +ag %H + CLS¢7§+1 + CLNWK?LI + CLBCbTEl;H + GTWJL“H +apdp+ S, (1.2)

donde
ap =ap+aw +ag+as+ay+ag+ar—Sp
y
" AV
Up = PoNy

Los coeficientes en la vecindad del punto P son ay y ag para problemas unidimen-

sionales; en problemas bidimensionales son aw, ag, as v ay; mientras que problemas
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Cuadro J.1: Coeficientes en la vecindad de P

aw ag an as ap ar

TwAw IeAe
1D dwa 6~7:Pe

TwAw TeAe TnAn TsAs
2D 6wa 5-7:Pe 5yPn 5ysP

3D TywAyw CeAe ThAn LsAs Ty Ap Tt Ay
dzwp  0Tpe  OYypn dysp  dzpp  Ozp:

Cuadro J.2: Areas y Volimenes a usar en cada una de las dimensiones

1D 2D 3D

AV Ax  AxAy AxAyAz
A, =A, 1 Ay AyAz
A, = A, Az AzAz

Ay = A AxAy

tridimensionales sonay, ag, as, ay, ag y ar. El término fuente se ha linealizado como
b= (S, + Spop).

En la tabla J.1 se muestra un resumen de los diferentes coeficientes en la vecindad de
P.

En la tabla (J.2) se muestra un resumen de las 4reas y volimenes a usar en los tres

casos mostrados en la tabla J.1

J.1. DISCRETIZACION TEMPORAL DE LA ECUACION DE CON-
VECCION DIFUSION 315

En la aproximacion completamente implicita introducida anteriormente para problemas

de difusion multidimensional, el termino proveniente de la discretizacion temporal



ecuacion.

Los otros coeficientes permanecen inalterados y son los mismos que en las ecuaciones
discretizadas para problemas de estado estable. Usando esto como base, las ecuaciones
discretizadas para las ecuaciones de conveccidon-difusion transitorias son simples de

obtener. La ecuacién de transporte transitoria de una propiedad ¢ esta dada por:

% (po) + div <p‘—/>gzﬁ> = div (Igradg) + S, (J.3)

La ecuacion de conveccion-difusion transitoria de una propiedad ¢ en un campo de

velocidad V est4 gobernada por:

+ + + = % By (9_y B az> +S (J4)

d(pg) , O(pud) O(pvg) Ipwe) 0 (0N 0 (0p\ 0 ( 0¢
o or oy | o- _%(F )+_<F )+_(F_

La ecuacion discretizada completamente implicita es:

appp = awodw + apdp + asds + andy + apdp + ardr + dpd, + S, (J.5)

Con el coeficiente central dado por:

ap:CLW—{—CLE—FCZS—FGN—FCLB—FCLT—FCLOP—FAF—SP (J6)
con:
o p(}DAV
= J.7
CLp At ( )
y
SAV =8, + Spop (1.8)

Los coeficientes nodales estan dados por la formulacion general estudiada en el capitulo
8.
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Figura J.1: Distribucion del término fuente.

u=2m's u
.
= —=
|
x=L

-
= o |

Definician del dominio d@ 4= 0

J.2. EJEMPLO: CONVECCION-DIFUSION TRANSITORIA USANDO
EL METODO QUICK

Considerando el problema conveccion-difusion en el dominio unidimensional mostrado
en la siguiente figura. Calcular el campo de temperaturas transitorio si la temperatura
inicial es cero en todo le dominio y las condiciones de frontera con ¢ = 0 en x = Oy
0¢/0x =0 en x = L . Los datos del problema son L = 1,5m , u = 2m/s , p = 1Kg/m3,
y I' =0,03Kg/m/s. La distribucion del término fuente se muestra en la siguiente figura
y se aplica para tiempos t > 0s con a = —200 , b = 100 , 1 = 0.m , x5 = 0,2m
. Escribir un programa para calcular la distribuciéon transitoria de temperatura hasta
que se alcance el estado estable usando el método implicito para la integracién en el
tiempo y el es que QUICK para los términos convectivos y difusivos y comparar con la

solucién analitica estable.

Soluciéon

La ecuacion de conveccidon-difusion transitoria unidimensional sujeto a un término

fuente esta gobernada por:
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d(pp)  O(pup) 0 (00
TR —a—x(ra—x)JrS (J.9)

Para la solucién del problema se usaré una malla de 45 nodos para subdividir el dominio
y ejecutar todos los calculos. Se usara la formulacién de Hayase. Del método QUICK
para la solucion.

La velocidad es u = 2m/s y el ancho de la celda es Az = 0,0333 de manera que
F=pu=2y D=T/dx=0,9. La formulacion de Hayase proporciona el valor de ¢

en las caras de las celdas por medio de las siguientes formulas:
1
P =0p+ g (30r — 2¢0p — dw) (J.10)

1
La ecuacion implicita en nodo general con el esquema QUICK esta dada por:
dp—¢%) Az
oler Atp) + F. [op + £ (3¢r — 20p — dw)| — Fu [ow + £ (3¢p — 20w — dww)] =
D. (¢e — ¢p) — D (6p — ¢w) + Sy + Spdp

El primer y tltimo nodo se deben tratar separadamente. En el volumen de control 1 se
usaréd la aproximacion del nodo espejo introducida anteriormente para crear un nodo
oeste ( W) mas alla de la frontera en x = 0. Dado que ¢4 estd en la frontera ( A ) el

valor extrapolado linealmente en el nodo espejo esta dado por:

o = —op (J.12)

y el término difusivo en la frontera por

0 D
Fa—i A= TA (9pp — 804 — 0E) (J.13)
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La ecuacién discretizada en el nodo 1 es

p(pp — ¢p) A
AN

+F. |¢op + % (30r — 2¢p)| — Faga

= De (ép — ¢p) - % (96p — 864 — 0x) + Su + Spd

(J.14)

En el altimo volumen de control, la condiciéon de cero gradiente aplicado a el flujo
difusivo a través de la frontera B indica que el valor de ¢ en la frontera es igual al valor
en el nodo aguas arriba, donde, ¢ = ¢p. La ecuacion discretizada para el volumen de

control 45 es

p(¢p — op) Az
At

~Fy |ow + 5 (36p — 20w — dwiw)

+ Fpop

=0~ Dy (¢pp — ¢w) + Su + Spdp  (J.15)

Las ecuaciones discretizadas anteriores se pueden escribir en la forma estandar

apdp = awdw + apdp + apd) + S, (J.16)
con
ap:aw+aE+a?3+(Fe—Fw)—Sp (Jl?)
&=
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Cuadro J.4: Valores de los coeficientes nodales

Nodo aw ap Sp Su
1 0 D.+82 — (8Da+ Fy) (3Da+ Fa) ¢a+ sFe (0p — 305)
2 D, + F, D, 0 sFw 3op — dw) + s F. (ow + 2¢0p — 30i)
3—44 D,+F, D, 0 £Fy (3op — 20w — dww) +
sF. (¢w + 2¢0p — 3¢5)
45 Do+ F, D, 0 TFu(30p — 26w — dww)

Cuadro J.5: Ecuaciones discretizadas.

’ Nodo ‘ aw ‘ ag ‘ a% ‘ Fuente ‘ Sp ‘ ap ‘
1 0 [1.2]3.33 4464 + 0,25 (pp — 3dr) + 3,33¢% 441893
2 29109 3.33 0,025 (5¢p — 30x) + 3,33¢% 0 | 7.13
3-44 | 29109 |3.33 0,025 (5¢p — ow — dww — 30r) +3,33¢% | 0 | 7.13
45 29| 0 |3.33 0,025 (3dp — 20w — dww) + 3,330% 0 |6.23

La ecuacion discretizada para el volumen de control 2 se ha ajustado para tener en
cuenta la expresion espacial necesaria para evaluar el flujo convectivo a través de la

cara de la celda que tiene en comun con el volumen de control 1.

Se selecciona un paso de tiempo At = 0,01 , el cual estd dentro de los limites de
estabilidad para esquemas explicitos de manera que se puede obtener una exactitud
razonable y resultados estables con el método implicito. La substitucion de los valores

numéricos da los coeficientes consignados en la siguiente tabla.

Comenzando con el campo inicial de ¢% = 0 en todos los nodos, se define el conjunto
de ecuaciones por los coeficientes y contribuciones del término fuente dados en la
anterior tabla y se resuelve iterativamente hasta que se alcanza la convergencia.
Subsecuentemente, los valores de ¢p en el nivel de tiempo actual se asignan a ¢p y
la soluciéon continua al préximo nivel de tiempo. Para monitorear si se ha alcanzado
el estado estable se rastrea la diferencia entre los nuevos y anteriores valores de ¢p .
Cuando este alcance una magnitud menor a una tolerancia preestablecida ( por ejemplo

10_g se considera que la solucion ha alcanzado el estado estable ).
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J.3. Solucién analitica

Para encontrar la solucién exacta de la ecuacidén de conveccion-difusion transitoria
unidimensional se impone la derivada respecto del tiempo igual a cero y se integra
la ecuacion diferencial ordinaria dos veces respecto de x. La distribucién del término
fuente, incluso periodica en un intervalo (-I,L), se representa por medio de una series
de cosenos de Fourier, la cual proporciona en la ecuacion diferencial la funcion fuerza.

Bajo las condiciones de frontera dadas la soluciéon al problema

6(z) = O+ Che’™ — 22 (Py+1) (1.18)

g
S (i) [P () + (F) e ()]

con
P=£,
a > a, no
Cy = pzeopL + ZePL cos (nm) / {P2 + (f)zl (J.19)
n=1
y
ao = neo 2
— . 2 -
C, = C'2+P2+;an/ P+(L>] (J.20)
(w1 + 29) (a2 + ) + bay
2L a(xy +x9) +b nmwI, ar;+0b nx (x + )
an_n27r2{( s )cos( 7 )—[a—i—( s )cos( I
(322)
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J.4. CALCULO DEL CAMPO DE FLUJO TRANSITORIO
J.4.1. SIMPLE transitorio

Se requiere un término adicional en la ecuacion de correccion de presion. La ecuacion

de continuidad en un flujo transitorio esta dada por:

g  O(pu)  O(pv)

el = 2
ot ox dy 0 (7.23)

La forma integral de esta ecuacion en un volumen de control bidimensional escalar es

pPA_tp?’AV + [(puA)e — (puA)w] + [(puA)n — (pUA)s] =0 (J,24)

La ecuacion de correccion de presion se obtiene a partir de la ecuacion de continuidad y
deberia contener términos que representes su comportamiento transitorio. Por ejemplo,

la ecuacion de correccion de presion para un flujo transitorio bidimensional tendra la

forma
GI,JP},J = aerLinH—LJ + G171,Jp}_1,J + aI,J+1p/I,J+1 + aI,Jflp/I,J—l + bfu (J.25)
Donde
ar g =0r+1,J Far-1g +arj+1 +arj-1 (J.26)
y
(pp = pp)AV

/I,J = (puxA)ig— (puxA)ip1,7+ (pv* A)r; — (pv* A)pjp1 + At

Con los coeficientes de los nodos vecinos

ar-1,g ar41,J ar.j—1 ar,j+1

(puA)is  (puA)izrs (pud)r; (pud)rjn

La extension a flujos tridimensionales incluye el mismo término fuentes b'.

En el calculo transitorio con la formulacién implicita, el procedimiento iterativo de-
scrito para céalculos de estado estable que emplean los métodos SIMPLE, SIMPLER o
SIMPLEC se aplican a cada nivel de tiempo hasta alcanzar la convergencia. La Figura

J.2 muestra la estructura del algoritmo.
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Figura J.2: Diagrama de flujo para el algoritmo SIMPLE transitorio y sus variantes.

Inicio

Inicializar las variablesu.v,. p y ¢

Establecer At

v, p, i

Realizar t=t+At
HE=14,1°=y, pP=p, F=¢

Proceso iterativo usando el método SIMPLE, SIMPLER o
SIMPLE C hasta alcanzar la convergencia

No

Terminar
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J.4.2. Algoritmo PISO transitorio

El algoritmo PISO es un procedimiento no iterativo para el célculo transitorio. Se
basa en la exactitud temporal ganada por la practica de discretizacion, en particular
la técnica del operador de division. En el algoritmo transitorio todos los términos
dependiente del tiempo son retenidos en la ecuaciones de cantidad de movimiento y
continuidad. Esto produce las siguientes contribuciones adicionales a las ecuaciones de

correccion de cantidad de movimiento y de correccién de presion en la forma transitoria

PISO:

» Agregar a% = p%AV/At al coeficiente central de las ecuaciones de cantidad de

movimiento para u y v respectivamente.

» Agregar a%u% y a%vy al término fuente de las ecuaciones de cantidad de

movimiento para u y v.

» Agregar (p% — pp) AV/At al término fuente a la primera y segunda ecuaciones

discretizadas para la correcciéon de presion.

Por lo tanto, los campos de presion y velocidad obtenidos al final del proceso PISO con
un paso de tiempo suficientemente pequeno se consideran los suficiente exactos como
para proceder al siguiente paso de tiempo inmediatamente ocasionando que el algoritmo

sea no iterativo.

Si es necesario un esquema de diferenciacion temporal de alto orden se puede incor-
porar en el algoritmo para mejorar el rendimiento, tal como un esquema implicito de
segundo orden que usa tres niveles de tiempo n + 1, n, n — 1 en intervalos de At. Se
puede usar el gradiente en el mismo nivel de tiempo n del perfil cuadratico que pasa
por 771 7™ T"=1 para evaluar 9T /0t. La discretizacion en el tiempo resultante con

segundo orden de exactitud es

oT 1

Fr E(ST"“ — AT + T (1.27)

La incorporacién del esquema para formular ecuaciones discretizadas es relativamente

directo. Los valores en el nivel de tiempo n y n — 1 se conocen del paso de tiempo

324



anterior y se tratan como parte del término fuente y haran parte del lado derecho de la

ecuaclon.

J.5. CALCULOS DE ESTADO ESTABLE USANDO UNA APROXI-
MACION PSEUDO TRANSITORIA

Como se mencion6 en el capitulo 7 la subrelajacién es necesaria para estabilizar el
proceso iterativo de obtener soluciones de estado estable. La forma sub-relajada de la

ecuacion de cantidad de movimiento bidimensional para u, por ejemplo, tiene la forma

Qi g

u u

a;, n—
Ui g = Z AnpUnp + (P1-1,7 — P1.7) Aig + by + {(1 — ) aj} uLJl (J.28)

Compare esta ecuacion con la ecuacion implicita transitoria de cantidad de movimiento

para u

pi AV pi, AV
i+ — Ui J — nblUnp + _ — Al + bz + ! J.29
<Cl o At ) ,J E AnpUny + (P1-1,0 — Pr1,7) Aig ,J Ar id ( )
Se puede observar claramente la analogia entre el calculo transitorio y la sub-relajacion

en el célculo de estado estable. Se puede deducir facilmente que

aig  pigAV

1- u
( a)au At

(1.30)

Esta formula muestra que es posible lograr los efectos de los calculos iterativos de
sub-relajacion en estado estable a partir de un campo inicial por medio de un calculo
pseudo-transitorio comenzando con el mismo campo inicial y tomando un paso que

satisfaga la Ecuacion (J.30).
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