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RESUMEN

TITULO: ASPECTOS DINAMICOS DEL PROBLEMA RESTRINGIDO DE CUATRO CUERPOS FOTO-
GRAVITACIONAL: CONFIGURACION DE LAGRANGE []

AUTOR: JORGE ENRIQUE OSORIO VARGAS [7]
PALABRAS CLAVE: RFBP, CONFIGURACION DE LAGRANGE, FOTO-GRAVITACIONAL.

DESCRIPCION:
Se generaliza la configuracién de Lagrange del problema restringido de cuatro cuerpos, al
considerar como fuente de radiacién una de las primarias del sistema. Mas ain, se derivan
las ecuaciones de movimiento para una particula de prueba en presencia de tres primarias en
orbitas circulares alrededor de su centro de masa comun, situadas siempre sobre los vértices
de un triangulo equilatero. La insercién de las fuerzas de presion de radiaciéon y de arras-
tre (efecto Poynting—Robertson y radiacion corpuscular), permiten modelar de manera mucho
mas aproximada la dinamica de una particula de masa infinitesimal, en érbita de un sistema
astrofisico, siendo uno de sus cuerpos, una estrella activa. En general, se analizan dos dife-
rentes versiones del problema foto—gravitacional: (i) presion de radiacion (« = 0), y (ii) presién
de radiacion + efecto Poynting—Robertson + radiacion corpuscular (o« = 1). Asi, y para tres
configuraciones de masa, se determina la existencia y evolucién de los diversos puntos de
libracion, en funcién del parametro de radiacion, 8. Adicional a ello, se lleva a cabo un minu-
cioso andlisis en el espacio de configuracion, (z,y), al clasificar el conjunto de condiciones
iniciales derivadas de éste, en seis diferentes categorias: (1)—(3), colisién con cualquiera de
las primarias; (4) escape; (5) movimiento regular; y (6) movimiento caético. En consecuencia,
se expone cémo, la existencia de los puntos de libracion (y estabilidad de los mismos), y la
estructura orbital de los diferentes casos tomados en consideracién, varian no sélo en funcién

de la configuracién dada a las masas de las primarias, sino también, en funcién de 3.

Trabajo de grado
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ca. Codirector: Fredy L. Dubeibe Marin, Ph.D. en Fisica.
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ABSTRACT

TITLE: DYNAMIC ASPECTS OF THE PHOTO-GRAVITATIONAL RESTRICTED FOUR BODY PRO-
BLEM: LAGRANGE CONFIGURATION []

AUTHOR: JORGE ENRIQUE OSORIO VARGAS [7]
KEYWORDS: RFBP, LAGRANGE CONFIGURATION, PHOTO-GRAVITATIONAL.

DESCRIPTION:
Lagrange’s configuration of the restricted four—body problem is generalized by considering one
primary body as a radiation source (photo—gravitational). Moreover, the equations of motion for
a test particle, in the presence of three massive bodies in circular orbits around their common
center of mass, and always located on the vertices of an equilateral triangle, are derived. The
insertion of the radiation pressure and drag forces (Poynting—Robertson effect and corpuscular
radiation), allow us to model in a realistic way the dynamics of a test particle in orbit of an
astrophysical system, being one of its bodies, an active star. In general, two different versions
of the photo—gravitational problem are taken into account: (i) radiation pressure (o = 0), and
(i) radiation pressure + Poynting—Robertson effect + corpuscular radiation (o« = 1). Thus,
and for three different mass configurations, the existence and evolution of the various libration
points is completely determined, as a function of the radiation parameter, 5. In addition, a
thorough analysis is carried out in the configuration space, (z,y), by classifying the set of initial
conditions into six different categories: (1)—(3), collision with any of the primaries; (4) escape;
(5) regular motion; and (6) chaotic motion. Consequently, it is state how, the existence of the
libration points (and their stability), and the orbital structure of the different cases taken into
account, vary not only as a function of the mass configuration given to the massive bodies, but

also, according to the radiation parameter.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Fisica. Director: Guillermo A. Gonzalez Villegas, Ph.D. en Fisi-
ca. Co—director: Fredy L. Dubeibe Marin, Ph.D. en Fisica.
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INTRODUCCION

Durante décadas, diversos sistemas compuestos de un par de cuerpos han sido
vastamente estudiados, con el fin de explicar y entender la dindmica orbital de los
cuerpos celestes en el espacio. Tal propésito, no sélo ha impelido notables avances
en el ambito de los sistemas dinamicos y de la mecanica celeste, sino en diver-
sos campos de la Fisica en general. Asi, eventos y formaciones a nivel planetario,
estelar, e incluso galactico, pueden ser modelados, en principio, haciendo uso de
configuraciones gravitacionales de N cuerpos. Mas aun, insignes avances en mate-
ria de estabilidad y puntos de libracion, han facultado el posicionamiento de satélites
artificiales en orbita terrestre con fines observacionales. En el contexto del proble-
ma de N cuerpos, el problema restringido de tres cuerpos (RTBP) ha sido quiza, el
sistema dinamico de mayor trascendencia en mecanica celeste. En éste, dos cuer-
pos masivos (primarias) se mueven en Orbitas circulares alrededor de su centro
de masa comun, en tanto un tercer cuerpo, de masa despreciable, orbita bajo la
fuerza gravitatoria ejercida por las primarias. Propuesto primero por Euler, el proble-
ma restringido fue después refinado, en mayor medida, por los trabajos de Jacobi,
Levi—Civita, Birkhoff, Hill, y Poincaré (WINTNER, 2014). Hogafo, su desarrollo cons-
tituye las bases de muchas de las teorias lunares y planetarias comunmente usadas
en navegacién espacial (BROUCKE, 1968), siendo aln, materia activa en mecéani-
ca (ALBERS vy col., [2012; ZOTOS y DUBEIBE, 2018; DUBEIBE, LORA-CLAVIJO
y GONZALEZ, 2017; POUSSE, ROBUTEL y VIENNE, 2017; BRESLAU, VINCKE
y PFALZNER, 2017).

Asi mismo, el problema restringido de cuatro cuerpos (RFBP), versa sobre el movi-
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miento de un cuerpo de masa infinitesimal, en presencia de tres primarias. E| RFBP,
al igual que el problema restringido de tres cuerpos, exhibe infinidad de aplicaciones
en mecanica celeste, astronomia, y dinamica galactica, i.e., existen diversos siste-
mas de interés astrofisico que pueden ser modelados, en primera instancia, como
un problema de cuatro cuerpos, e.g., el sistema Sol-Jupiter—Saturno; el sistema
Sol-Jupiter—Tierra, el sistema Sol-Tierra—Luna (ALMEIDA PRADQO, 2005; MACHUY,
PRADO y STUCHI, |2007). Una configuracion particular del problema restringido de
cuatro cuerpos, corresponde por ejemplo, a la solucién dada por Lagrange para el
problema restringido de tres cuerpos: el problema equilateral, o configuracion de La-
grange. En ella, las primarias se ven siempre emplazadas sobre los vértices de un
triangulo equilatero. Antario, dicha configuracion seria apenas considerada algo mas
que una simple rareza matematica. No obstante, en la actualidad es bien sabida la
existencia de configuraciones en la naturaleza que obedecen a dicha solucion, e.g.,
el sistema Sol-Jupiter—Asteroides Troyanos; siendo aun, materia activa y de relevan-
te interés astrofisico (SIMO, 1978; MICHALODIMITRAKIS, [1981; MARZARI y col.,
2002; ROBUTEL y GABERN, 2006; MEDVEDEV y PEROQV, [2008; BALTAGIANNIS
y PAPADAKIS, 2013; ALVAREZ-RAMIREZ y BARRABES, |2015; BURGOS-GARCIA
y DELGADO, 2013; ZOTOS, |2014; ZOTOS y DUBEIBE, [2018). En afnos recientes,
numerosas modificaciones al problema restringido han sido expuestas, con el fin de
modelar y entender la influencia y efectos derivados de diferentes pardmetros en
sistemas celestes algo reales. Asi, Papadouris & Papadakis (PAPADOURIS y PAPA-
DAKIS, [2013), bajo la hipbétesis de masas iguales, determinan la existencia y estabi-
lidad de los puntos de equilibrio para la versién foto—gravitacional del ERFBP. Singh
& Vincent (SINGH y VINCENT, |2016), conducen un estudio simil, considerando la
totalidad de primarias como cuerpos radiantes. Concerniente a la morfologia de las
mismas, Asique et al. (ASIQUE vy col., 2016) exponen la ubicacién y estabilidad de

los puntos de libracion, para una de las primarias siendo un esferoide oblato/prolato.
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Tales estudios revelan que la inclusion de términos adicionales, modifica de manera
sustancial, la existencia, posicidén y estabilidad de dichos puntos, y por tanto, la di-

namica en general del sistema.

Se pretende entonces llevar a cabo un anadlisis completo de la existencia, evolucién
y estabilidad de los puntos de libracién, debido a la inclusion de un cuerpo radian-
te en la configuracién Lagrangiana del problema restringido de cuatro cuerpos. La
inclusion de fuerzas de radiacion y de arrastre en el ERFBP, permite modelar, de
manera bastante aproximada, la dinamica de una particula de prueba en presen-
cia de un sistema astrofisico, e.g., una estrella activa. Se extiende asi, los traba-
jos desarrollados por Papadouris & Papadakis, Baltagiannis & Papadakis, y Zotos
(BALTAGIANNIS y PAPADAKIS, 2011, PAPADOURIS y PAPADAKIS, 2013} ZOTOS,
2016), al considerar no solo tres diferentes configuraciones de masa para las pri-
marias (m; = my = mg3; my # mg = m3; Y m; #* my #* ms), Sino también la inclu-
sion de fuerzas de radiacidén y de arrastre. A diferencia de las fuerzas gravitatoria
y de presién de radiacion, los efectos asociados a las fuerzas de arrastre (efecto
Poynting—Robertson y radiacion corpuscular), son no—conservativos —la particula
pierde energia orbital—, resultando de ello, la precipitacidén en espiral de la particula
hacia la fuente de radiacion. Tal efecto modifica de manera significativa la dinami-
ca del sistema, mereciendo asi, un estudio completo en el contexto del problema
restringido de cuatro cuerpos. Mas aun, siguiendo lo descrito por Nagler, y Skokos
(NAGLER, 2004; SKOKOS, 2001; SKOKOS, BOUNTIS y ANTONOPOULGQS, [2007),
se explora también la dindmica orbital de los sistemas sometidos a estudio, al cla-
sificar los diferentes tipos de trayectorias para el espacio de configuracién (ZOTOS,
2016; ZOTOS y DUBEIBE, 2018).
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La estructura de este estudio es la siguiente: el Capitulo [1| presenta un breve re-
cuento histérico del problema restringido. El Capitulo [2, expone la formulacién del
problema restringido de cuatro cuerpos, sus ecuaciones de movimiento, y la inclu-
sién de los términos de radiacién y de arrastre. En el Capitulo [3| se derivan las
expresiones generales necesarias para la determinacion de los puntos de libracidon
y estabilidad de los mismos, asi como su evolucidén paramétrica en funcion del factor
de radiacion. En el Capitulo {4} se describen los métodos y criterios para la eleccién
de los diferentes integradores numéricos, en tanto, la regularizaciéon de Levi—Civita
surge como componente necesario si evitar desbordamientos numéricos, derivados
de encuentros cercanos de tipo particula—primaria, se requiere. Se describe también
el método de GALI, como indicador para la facil distincién entre movimiento regular
y caotico. Finalmente, en el Capitulo [5] se expone la evolucién paramétrica de la
estructura orbital del problema en funcion del factor de radiacion, para las diferentes

configuraciones tomadas en consideracion.
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1. BREVE RECUENTO HISTORICO

El problema de los tres cuerpos, descrito por Whittaker como “el mas célebre pro-
blema en dinamica” (WHITTAKER, 1937, P4g. 339), y que para Hilbert cumple a
cabalidad los criterios necesarios para un buen problema matematico, puede sim-
plemente enunciarse como: dados tres cuerpos que se mueven en el espacio bajo
mutua atraccion gravitacional, determinar, para cualquier instante, las posiciones y
velocidades de dichos cuerpos, dadas sus posiciones y velocidades iniciales. Sin
embargo, la simplicidad de su declaracién dista enormemente de la complejidad de
su solucién. Empero, su trascendencia en problemas fundamentales de la mecéanica
celeste ha resultado en notables avances en los campos de las matematicas y de la

fisica, y especialmente, en la teoria de los sistemas dindmicos.

En general, el problema de los N cuerpos, y la dinamica moderna en si, surgen tal
vez a finales del siglo XVII con la publicacion del Philosophiee Naturalis Principia
Mathematica (NEWTON, 1687). Al pretender describir la dinamica de los cuerpos
celestes en el espacio, en su obra, y quiza la obra cientifica mas importante de la
historia, . Newton expone sus leyes de movimiento y gravitacién universal, dando
asi, sentido matematico a las leyes de movimiento planetario propuestas de mane-
ra empirica por J. Kepler anos antes. Concretamente, Newton formula y resuelve de
manera geométrica el problema de los dos cuerpos, para dos esferas en movimiento
bajo mutua atraccién gravitacional. Haciendo uso de aproximaciones esencialmente
geométricas al método de variacion de parametros, Newton aplica también teorias
de perturbacion al movimiento de la Luna, y considera ademas, el efecto del Sol en

la dindmica de ésta. En 1734, D. Bernoulli gana el premio de la Academia France-
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sa por su desarrollo analitico sobre el problema de los dos cuerpos (KLINE, 1972,
Pag. 492), llegando éste a ser resuelto en detalle por Euler afios mas tarde (EULER,
1744).

El creciente interés de mediados del siglo XVIII por la dinamica de los cuerpos ce-
lestes, daria inicio a las célebres teorias lunares, y con ellas, a un modelo mucho
mas completo y complejo que el resuelto por Newton décadas antes: el problema
general de los tres cuerpos. En éste, las masas, posiciones, y velocidades iniciales
de los tres cuerpos no estan dispuestas de manera particular; ademas, el movi-
miento de cada cuerpo ha de considerarse de manera conjunta al movimiento de
los cuerpos restantes. Ya por la época, el uso de métodos analiticos en la dinamica,
y en particular, en la mecéanica celeste, cobraba importancia de manera gradual, al
permitir un desligue de las restricciones inherentes a la geometria. Con esta nueva
vision, llegaba también el entendimiento de la imposibilidad de hallar soluciones ce-
rradas en términos de funciones elementales. Generaciones posteriores de ilustres
matematicos tratarian de extender los resultados de Newton al problema general de
N cuerpos (el problema de dos cuerpos no modela, al menos de manera estricta, la
dinamica del sistema solar), llegando a concluir, tras décadas de esfuerzo, que para
N > 3, el problema resulta irresoluble, al menos en el sentido de lograr una solucién
analitica general y exacta de las ecuaciones de movimiento. Es asi como en 1747,
Clairaut plantea la primer solucién aproximada al problema lunar, haciendo uso de
soluciones en series infinitas (CLAIRAUT, |1749) —sus resultados cobrarian impor-
tancia en 1759, al predecir, de manera acertada, el paso del perihelio del cometa

Haley.

En 1772, L. Euler presenta su dosier de teorias lunares (EULER, [1772), que junto
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a las memorias de J. L. Lagrange (LAGRANGE, [1772), consignan la primer formu-
lacion del problema restringido, basada en un marco de referencia rotante. En sus
memorias, Lagrange demuestra que el problema de tres cuerpos puede reducirse
a un sistema de séptimo orden, y plantea ademas, dos tipos de soluciones par-
ticulares para el problema general. Tales soluciones obedecen a configuraciones
geométricas en las cuales los tres cuerpos permanecen invariantes. Haciendo uso
de un marco de referencia rotante, es Euler quien primero determina la existencia
de soluciones particulares de tipo colineal en el problema restringido, i.e., solucio-
nes en las cuales los cuerpos en movimiento permanecen sobre una linea recta
que rota alrededor del centro de masa del sistema. Mas tarde, Lagrange encontra-
ria, ademas, configuraciones de tipo equilateral. Asi, por ejemplo, para el sistema
Sol-Jupiter, Lagrange determina la existencia de cinco puntos de equilibrio, también
llamados puntos Lagrangianos o de libracion, asociados a este tipo de soluciones
particulares. Antano, dichas soluciones no llegarian a ser algo mas que una simple
rareza matematica. Empero, en la actualidad es bien sabida la existencia de confi-
guraciones en la natulareza que obedecen a dichas soluciones, e.g., los asteroides
Troyanos en Orbita alrededor del sistema Sol-Jupiter; siendo ampliamente usadas
en el posicionamiento de satélites artificiales. En 1785, Laplace anuncia la solucion
de diversas anomalias presentes en la teoria del sistema solar, una de las cuales
corresponderia a las desviaciones observadas en las érbitas Keplerianas de los pla-

netas Jupiter y Saturno.

La historia del problema restringido continua con Jacobi (1836), Hill (1878), y Poin-
caré (1899). La idea de un marco de referencia rotante, aplicada al problema res-
tringido, lleva a una integral adicional de movimiento. Sin embargo, a pesar de sus
contribuciones al problema restringido, el hallazgo de dicha integral no se atribuye

a Euler propiamente, sino al matematico del cual toma su nombre: C. G. J. Jacobi.
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Jacobi plantea una vision diferente y bastante significativa del problema restringido,
al demostrar que éste puede representarse por medio de un sistema de ecuaciones
diferenciales de cuarto orden, con al menos una solucion definida: /a integral de Ja-
cobi (JACOBI,|1836). Puesto que relaciona de manera directa la magnitud del vector
velocidad del tercer cuerpo con sus coordenadas espaciales, ésta permite indagar
de manera cualitativa acerca del movimiento de éste, sin necesidad de resolver, de
manera explicita, las ecuaciones de movimiento del sistema. Seria el matemético y
astronomo, G. W. Hill, quien anos mas tarde llegaria a plantear la mas importante
aplicacion de dicha integral a la mecanica celeste: las regiones de posible movimien-
to (HILL,[1878).

A pesar de los diferentes aciertos en casos particulares, la solucion al problema ge-
neral permanecio esquiva durante casi doscientos afnos después del Principia. En
1884, Oscar Il, Rey de Suecia y Noruega, en conmemoracion de su sexagésimo
aniversario, ofrecié una cuantiosa suma a quien diera solucién, entre otros, al pro-
blema general de tres cuerpos. La solucién debia darse en forma de una expansién
en series que permitiese describir la posicion de los tres cuerpos para cualquier ins-
tante, dada una configuracién inicial arbitraria. Es asi como en 1889, H. Poincaré
presenta sus primeras memorias sobre el problema de tres cuerpos: Sur le proble-
me des trois corps et les équations de la dynamique (POINCARE, 1890). En ellas,
Poincaré establece que el problema carece de solucion analitica, siendo posible, a
pesar de ello, obtener aproximaciones numeéricas que permitan predecir las trayec-
torias de los cuerpos. Dichas aproximaciones pueden darse por medio de series de
potencias, las cuales, sin embargo, divergen en funcién de las condiciones inicia-
les. Asi pues, cualquier pequeno cambio en las condiciones iniciales arrojara una
solucion diferente, amplificando la variacion en el tiempo de una condicién a otra (si

bien destacan los resultados de los astronomos Delaunay, Lindstedt y en particular,
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de Gyldén, seria Poincaré quien demostraria primero, en general, la divergencia de
dichas series). Poincaré plantea ademas, un enfoque totalmente novedoso al exaltar
aspectos cualitativos del problema, y desarrolla una poderosa aproximacién geomé-
trica que llegaria a florecer con aplicaciones que, hogarno, trascienden la mecanica
celeste. Un afno mas tarde, debido a un error en su disertacion, Poincaré modifica de
manera sustancial su ensayo inicial sobre el problema de tres cuerpos, resultando
asi, el monumental Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste (POINCA-
RE, 1899). El trabajo desarrollado por Poincaré sentaria las bases de la teoria del
Caos en los sistemas dinamicos, y daria inicio a una nueva era en la historia de la

mecanica celeste. En 1902, F. R. Moulton escribiria:

The methods employed by Poincaré were incomparably more profound and po-
werful than any previously used in Celestial Mechanics, and mark an epoch in the
development of the science.

(MOULTON, 1914} Pag. 320)

A principios del siglo XIX, el matematico y astrénomo K. Sundman, resuelve el pro-
blema general de los tres cuerpos, al desarrollar una solucidén en series de potencias
valida para cualquier instante de tiempo (SUNDMAN, 1912). Sin embargo, la tasa a
la que converge dicha expansién es lenta en demasia, haciendo de ésta, una solu-
cion poco util si lo que se quiere es determinar la trayectoria de los tres cuerpos. En
cuanto al problema de tres cuerpos atafie, cabe destacar el trabajo desarrollado por
los matematicos Lyapunov (LYAPUNOQV, 1907), en el tema de estabilidad; Painlevé
(PAINLEVE, 1896), Levi-Civita (LEVI-CIVITA, [1903), Burrau (BURRAU, 1906), von
Zeipel (VON ZEIPEL, |1908), Chazy (CHAZY, [1920), y Xia (XIA, 1992), en singu-
laridades y regularizacion; Darwin (DARWIN, [1911), Moulton (MOULTON, [1914) y
Strdmgren (STROMGREN, 1933), en andlisis de tipo cuantitativo y clasificacién de
orbitas; y Birkhoff (BIRKHOFF, [1915), quien realiz6 un notable avance en el cam-

po de los sistemas dinamicos y en la teoria general de orbitas, llegando a expandir
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de manera brillante, algunas de las ideas antes expuestas por Poincaré. Finalmen-
te, Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1954), Arnold (ARNOLD, |1963) y Méser (MOSER,
1967), llevaron a cabo un extenso estudio sobre la existencia de soluciones cuasi—
periddicas, y el efecto de pequenas perturbaciones en sistemas Hamiltonianos, lle-

gando a desarrollar la hoy reconocida teoria de KAM.
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2. EL PROBLEMA RESTRINGIDO

Se empezara por describir la version mas simple y comiunmente usada del pro-
blema restringido equilateral de cuatro cuerpos. Su formulacion base, el problema
restringido de tres cuerpos, parece datar de las célebres memorias de Euler sobre
sus teorias lunares (EULER, [1772). En él, dos cuerpos masivos, también llamados
primarias, se mueven alrededor de su baricentro comun, describiendo trayectorias
circulares, en tanto un tercer cuerpo de masa despreciable, bajo la accién gravitato-
ria de dichas primarias, orbita, sin llegar a alterar la dinamica de éstas. Asi mismo,
el problema restringido de cuatro cuerpos se refiere a la dinamica de una particula
de masa infinitesimal, en presencia de tres cuerpos masivos. Un grupo de configu-
raciones del problema restringido de cuatro cuerpos, denominadas configuraciones
centrales, obedecen a soluciones particulares del problema restringido de tres cuer-
pos, expuetas antes por Euler (solucidn colineal) y Lagrange (solucién equilateral).
El objeto de estudio de este documento, la configuracién de Lagrange del problema
restringido de cuatro cuerpos, puede derivarse de manera formal, al introducir una
primaria adicional al problema restringido de tres cuerpos, de manera tal que las

primarias se emplacen sobre los vértices de un triangulo equilatero.

Planteado el problema, se presentan las ecuaciones de movimiento en los sistemas
de referencia inercial y rotante (véase Apéndice([T)), derivando de este Ultimo, la cons-
tante de movimiento de Jacobi. Finalmente, se introduce la versién foto—gravitacional
del problema restringido de cuatro cuerpos, y sus dos casos generales de estudio: e/
problema foto—gravitacional: presion de radiacion; y, el problema foto—gravitacional:

presion de radiacion + efecto Poynting—Robertson + radiacion corpuscular.
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2.1. EL PROBLEMA RESTRINGIDO DE CUATRO CUERPOS: CONFIGURACION
DE LAGRANGE

La configuracién equilateral, o de Lagrange, del problema restringido de los cuatro
cuerpos (ERFBP, por sus siglas en Inglés), describe la dinamica de una particula
de masa infinitesimal, m, bajo la influencia del campo gravitacional de tres cuerpos
masivos, my, ms, y ms, Situados sobre los vértices de un triangulo equilatero (tal
configuracién es invariante e independiente de los valores de masa asignados a
las primarias (MOULTON, [1900)). Mas aun, en el problema equilateral, los cuerpos
masivos, también llamados primarias, se mueven en el mismo plano con velocidad
angular uniforme, describiendo trayectorias circulares alrededor de su centro de ma-

sa comun.

Las ecuaciones de movimiento de la particula de masa infinitesimal, m, en un siste-
ma inercial de coordenadas rectangulares, (X,Y), se escriben como (SZEBEHELY,
1967):

OF o OF
“ox: M T oy

con F, el negativo del potencial gravitacional, y R;, la distancia de la particula a cada

primaria:

G (M M2 M
F—Gm<R1+R2+R3>,
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Ri=[(X—X)?+ (Y -v)""; =123 (3)

Supdngase ahora, que el sistema (1) se normaliza de manera tal, que las unidades
de masa, Mr, distancia, d, y periodo orbital, 7', sean, la suma de las tres masas
primarias; la distancia entre éstas; y 2, respectivamente. Bajo dichos supuestos, la
constante universal gravitatoria, G, y la velocidad angular media del sistema, n =
27 /T, seran G = n = 1. Asi, y por abuso de notacidn, las variables normalizadas del

problema transforman en:

migs =mias/Mp, Rios=Rias/d, y t=t2n/T). (4)

Debido a la dinamica de las primarias en el sistema inercial, las ecuaciones de
movimiento asociadas al cuerpo infinitesimal presentan una dependencia temporal
explicita, i.g., X;(t) y Yi(t) (véase Fig. [l panel izquierdo). La prueba formal de ello,
consiste en reemplazar las dependencias precedentes, en el sistema (T)), obteniendo

asi:

T _ml (X—Xl) mo (X—XQ) ms (X—Xg)_
r= 3 3 3 )
Ri R; R}
v o _ |Mm (Yg— Y1) | mo (Yg—}/'?) ms (Yg_Yd) 5
Ri R; R3
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Figura 1. Representacion esquematica de la configuracién Lagrangiana del proble-
ma restringido de cuatro cuerpos, en los sistemas inercial (izquierda) y sinédico
(derecha).

Iro /
mo <X27 }/2)

ms <X3,Y3) A ms (x?nyfi)

Como consecuencia, el Hamiltoniano del sistema dependera también explicitamente
del tiempo, no siendo invariante. Se introduce entonces la transformacién de coor-
denadas (en este sistema coordenado, las primarias permanecen fijas, y sus coor-

denadas, independientes del tiempo),

cost —sint
R(X,Y)=r(z,y) A, A=
sint cost

Mas aun, las ecuaciones diferenciales de movimiento asociadas al cuerpo infinitesi-
mal, normalizadas, y referidas a un sistema que rota a la misma velocidad angular

que las primarias, se escriben como (véase Apéndice[l):
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— 9% = _ — —
X Yy X r‘i’ rg rg )
.. . my Yy — mo y—y) m(y—y
y+2$ = Yy — (rg ) (r3 2 & r3 3)7 (6)
1 2 3
donde,
h=[r—z)?+@-v)?";  i=123

Si ademas, el centro de masa del ERFBP se situa sobre el origen de dicho marco
de referencia, con m, sobre el eje =, y My = d = 1 (Fig. 1}, panel derecho), las
coordenadas de las primarias, (z;,y;), quedan completamente determinadas por el
sistema de ecuaciones (MOULTON, 1900),

n o= 0,
miT1 +moxs +moxs = 0,
myyr +mays+msys = 0,
(t2 —21)* + (p —1)* = 1,
(w3 — 22)* + (y3 —42)° = 1,

(21 — I3)2 + (y1 — ?/3)2 = 1,

como:
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r = Kl/K27

_mg (mg — mg) +my (2mg + m3)

2= 2 K, Ky ’

v _ _m2 (mg—m2)+m1 (m2+2m3)

3 2K, K, ’

yl - 07
- V3 ms

Y2 = 9 K17
- V'3 my

Yys = 9 K17

con,
Klz\/m§+m2m3+m§, Ky =mq + mg + mg.

Las ecuaciones de movimiento en (6), pueden darse también de forma compacta:

i—29=0U/0x

J+2&=0U/0y

con, U, el potencial gravitacional, definido como,
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Tal sistema admite la bien conocida integral de movimiento,

J(x,y,2,9) = 2U(z,y) — (&° + %), (10)

que restringe la dinamica de la particula a la region J < 2U.

2.2. EL PROBLEMA FOTO-GRAVITACIONAL

Ademas de la fuerza de atraccion gravitacional, las particulas de polvo (particulas de
radio € (1 x 107%,1 x 107%) m) en el sistema solar interactlian también con el campo
de radiacion electromagnética ejercido por el Sol. La versién foto—gravitacional del
problema restringido surge entonces, naturalmente, del problema clasico, al consi-
derar como fuente de radiacién, al menos uno de los cuerpos masivos del sistema,
e.g., sistemas binarios de estrellas. Seria Radzievskii quien primero formularia el
problema, para el sistema Sol-Tierra—Particula (RADZIEVSKII, 1979). Asi, se sabe
que las fuerzas de radiacién modifican la posicion de los puntos de libracion, llegan-

do a alterar también la existencia de los mismos (RADZIEVSKII, [1953).

Si la particula se asume esférica, con estructura homogénea, la radiacién solar ejer-
cera una fuerza sobre ésta, en la direccidon de propagacién del haz incidente, y
anti—paralela a la linea de accién de la fuerza gravitacional. La accién resultante
sobre la particula, dependera entonces de la razén, S, entre dichas fuerzas, siendo
maxima para particulas de algunos micrometros de didmetro, en tanto su magnitud,

estara dada, en mayor medida, en funcion del material y tamano del grano de polvo
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(BURNS, LAMY y SOTER, [1979). Las 6rbitas de tales particulas se ven también al-
teradas debido al efecto velo—dependiente Poynting—Robertson, el cual reduce, de
manera gradual, la excentricidad orbital de la particula (§[2.2.2).

Las particulas de polvo abundan en el sistema solar. Asi, por ejemplo, cualquier
cuerpo celeste podria, en principio, inyectar materia en el medio interplanetario. As-
teroides, cometas, y la luz zodiacal, son paradigmas comunes del polvo interpla-
netario facilmente observable. Los cometas generan particulas visibles (el proceso
de sublimacion de hielo en el cometa libera polvo del nucleo, generando una estela
cuya forma depende de la interaccidén entre las fuerzas gravitacional y de presion
de radiacion), y las anuales lluvias de meteoros, e.g., las Perseidas; siendo, presun-
tamente, la mayor fuente de polvo césmico en el sistema solar. La luz zodiacal, un
tenue resplandor en el cielo nocturno, visible a lo largo de la ecliptica, es debida a la
dispersion de la radiacion solar por la nube de particulas de polvo interplanetarias
derivadas de desechos cometarios. El origen preciso de dichas particulas es incier-
to. Empero, algunos materiales interplanetarios de tamarno inferior a un centimetro,
provienen ciertamente de cometas, y de colisiones entre grandes asteroides. Parti-
culas de mayor tamafo, no obstante afectadas por las fuerzas de radiacién, pueden
derivar también de nucleos cometarios extintos. Independiente de su origen, el en-
tendimiento de la dindmica y evolucién orbital de tales particulas, bajo fuerzas de
radiacion, permite indagar acerca del tamano de las fuentes y sumideros que go-
biernan la masa total de materia interplanetaria, facilitando también la interpretacién

de la evidencia observacional.

2.2.1. El problema foto—gravitacional: presion de radiaciéon.  Segun Radzievs-

Kii, la fuerza de presion de radiacion, F;., ejercida sobre una particula de masa m,
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puede darse en términos de la fuerza de atraccion gravitacional, F;,, como,

By = Fy(1—q), (11)

donde, ¢ = 1 — (F,/F,), siendo constante para una particula dada, equivale a des-
preciar fluctuaciones en el haz de radiacion (CHERNIKQV, 1970). Al igual que la
fuerza de gravedad, la presidn de radiacion sobre una particula esférica homogé-
nea, obedece, de manera aproximada, la ley del cuadrado inverso de la distancia.
Asi, la razon entre dichas fuerzas, al ser un parametro completamente independien-
te de la distancia fuente—particula, permite evaluar el efecto relativo de la presion
de radiacién en la dinamica de la particula. A dicha razén se denomina factor de
radiacion, y se escribe como (BURNS, LAMY y SOTER, |1979; GUSTAFSON, 1994;
LIOU, ZOOK 'y JACKSON, [1995):

_F. SAQu Ré
F, cGmMg'’

con M., la masa del cuerpo masivo (fuente luminica); R, la distancia entre éste y
la particula de prueba; ¢, la velocidad de la luz; y , A,y Q,, la densidad de flujo de
energia solar, la seccidn transversal geométrica de la particula, y el coeficiente de

presién de radiacion, respectivamente. Los valores de ﬂf] para particulas esféricas y

' (BURNS, LAMY y SOTER, 1979, Pag. 14) S = L/477Ré, con L, la luminosidad solar.

2 BURNS, LAMY y SOTER, 1979, P4ag. 17 — Resultados numéricos de /3 en funcion del tamario de
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homogéneas, en los sistemas solar y extra—solar, estan dados con base en la teoria
Mie, la cual provee, para una esfera homogénea, una solucion exacta a las ecuacio-
nes de Maxwell (MUKAI y MUKAI, [1973; ARTYMOWICZ, [1988; LAMY y PERRIN,
1997).

Dada la masa de la particula y el valor de j, la fuerza resultante sobre ésta sera
entonces (BURNS, LAMY y SOTER, [1979; GUSTAFSON, [1994):

G (1= B)mM,

RS

Bajo un campo de fuerzas conservativas, la energia total y el momentum se con-
servan, permitiendo que los cuerpos en movimiento permanezcan en érbita solar
de manera indefinida. Sin embargo, la interaccion de la particula en movimiento con
la radiacion solar, genera también una fuerza de arrastre que disipa energia y mo-

mentum, ocasionando la precipitacién en espiral de la particula hacia el Sol (efecto
Poynting—Robertson, §[2.2.2).

Se extiende entonces el modelo clasico del ERFBP, al considerar como fuente de
radiacion, al menos uno de los cuerpos masivos del sistema. Mas aun, haciendo
uso del factor de radiacién, 3, las ecuaciones de movimiento del ERFBP, para una
particula de masa despreciable, normalizadas, y referidas a un marco de referencia
rotante, reducen a (PAPADOURIS y PAPADAKIS, 2013):

la particula, para algunos materiales césmicos caracteristicos, e.g., grafito, hierro, basalto.
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or i(r—x;
P2 = oo = I_Zw(l_ﬁi)a

3
y+2¢—a—r—y—zw<l—@>, (14)

con I', el potencial foto—gravitacional, definido como:

Iz, y) :%<x2+y2)+?(1—ﬁl)+?(1—32)+$(1—53). (15)
1 2 3

Asi, la integral de Jacobi, para el caso foto—gravitacional del ERFBP, estara dada

por:

Clz,y,a,9) = 20 (z,y) — (&° + §°). (16)

En lo que sigue, se considerara como fuente de radiacion la primaria my, i.e., § < [,

62:5320-

2.2.2. El problema foto—gravitacional: presion de radiacion + efecto Poynting—
Robertson -+ radiacion corpuscular. En 1903, Poynting establece que ademas
de la influencia gravitacional, las pequenas particulas en el espacio interplanetario,
se ven también repelidas debido al campo de radiaciéon electromagnético ejercido
por los cuerpos celestes luminicos. Poynting sugiere que un cuerpo infinitesimal en

orbita solar, sufre una pérdida gradual de momentum angular y se precipita, en ul-
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tima instancia, hacia el Sol. Si se asume que la particula es esférica, y con una
estructura completamente homogénea, ésta experimenta una fuerza (presion de ra-
diacion) en la direccidén de propagacién de la radiacion, y contraria a la ejercida por
la gravedad solar. Seria Robertson, quien primero daria un planteamiento relativista
a dicho fendmeno, demostrando que la fuerza neta en la particula, es entonces la
suma de las fuerzas debidas al impulso ejercido por el haz incidente, y a la pérdida
de densidad de momentum de la particula en movimiento (ROBERTSON, 1937).
Asi, para una particula de masa m, a términos de primer orden en R@/c (aproxima-
cién a la Mecanica Newtoniana), la fuerza total de presidén de radiacion se escribe

como:

Fr=F, E_m_& ; FT:%’ (17)
Ro cR; c c

con R, y R, los vectores velocidad y posicion de la particula respecto de la fuente
de radiacién, respectivamente. El primer término en (17), expresa la magnitud de la
fuerza de presion de radiacién, en tanto los términos R.—dependientes, en conjunto
denominados efecto Poynting-Robertson (P—R), representan, el corrimiento Doppler
debido a la absorcion y subsecuente re—emision por parte de la radiacidn incidente;
y el arrastre P-R. En cuanto a particulas esféricas concierne, el efecto P-R redu-
ce gradualmente la excentricidad orbital y el semi—eje mayor debido a la fuerza de
arrastre, conservando, sin embargo, la inclinacién orbital. Este efecto resulta poco
relevante a niveles galacticos (WYATT y WHIPPLE, [1950), siendo, no obstante, no-

table en pequenas particulas en érbita de estrellas individuales.

Si se considera, ademas, el efecto de la radiacion corpuscular, también denominada

fuerza de arrastre de viento solar, las ecuaciones de movimiento para una particula
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de prueba, m, en un marco de referencia inercial, bajo la influencia de la fuerza gravi-
tacional de tres cuerpos masivos (con m; siendo la fuente de radiacién), la fuerza de
presion de radiacién, y las fuerzas de arrastre, pueden darse como (GUSTAFSON,
1994} LIOU, ZOOK y JACKSON, [1995):

3
mR _ Z Gmmi Rl + SAQp’/‘

3
i=1 Ri ¢

R, Rl'RlRl Rl

donde sw, expresa la razdén entre las fuerzas de arrastre de viento solar y de presion

de radiacion.

Haciendo uso de (12), las ecuaciones de movimiento (18), normalizadas, y referidas

a un marco de referencia rotante, se escriben como (§[1):

B9 = o ml(I3—$1) (1-5)— mg(xg—xQ)
r r;
ms (x — x3)
— 3 — (1 + sw) Fy,

J+2r = y—

o, de forma compacta,
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or
R L F o
T — 2y o (1+ sw) F,, (20)
. . or

con I, el potencial foto—gravitacional definido previamente (5 «+ 51, 52 = 3 = 0) Y,

F,y F,, las componentes de las fuerzas de arrastre dadas por:

F, = BCTrTél (a:;:m) [t(x—x2)+y(y—wn)]+2—(y—w)],
1 L 1 ]
F, = Bc’nél (y:%yl) [#(x—a1)+9—u)]+9+ @ —a1)|.

En ausencia de fuerzas disipativas (F, = F, = sw = 0), el sistema reproduce el

caso foto—gravitacional, en presencia unicamente de la fuerza de presion de radia-

cién (sistema de ecuaciones (14)).

Tomando la adicion de los productos, X T,y X y, se tiene entonces:

or .or
T+ 4y = x% + g)a—y — (1 + sw) (TF, + yF),

lo cual reduce a
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dC
o =2 (1+sw) (¢F, +yF,), (22)

con C' = 2I" — (2 + ), la constante de Jacobi para el caso foto—gravitacional. Mas

aun, puede demostrarse que el sistema (19) no posee cantidades conservadas:

Demostracion. La ecuacion sera integrable, solo si existe una funcion F tal
que, dF/dt = & F, + y F,. Esto es, 0F/0x = F,(x,y,%,y), y OF/0y = F,(x,y,%,7).
Por tanto, F' = F(x,y,%,y), y sus derivadas, 0F/0x = 0F /0y = 0. No obstante, esto
ultimo es cierto, si y solo si, F' = F(z,y), lo cual contradice la consecuencia previa
enlaque F = F(z,y,4,y). Asi pues, puede concluirse que no existe una constante

de movimiento debido a la existencia de fuerzas disipativas en el sistema.

43



3. PUNTOS DE LIBRACION Y ESTABILIDAD

En este apartado se presenta el estudio de los puntos de equilibrio y estabilidad, lle-
vado a cabo para los casos considerados del problema foto—gravitacional de cuatro
cuerpos. Los puntos de equilibrio, también llamados de libracién, corresponden a
estados de equilibrio del sistema, en los cuales la particula, con velocidad nula, per-
manece en reposo respecto de las primarias. La estabilidad y existencia de dichos
puntos ha sido vastamente estudiada para diversas versiones y configuraciones del
problema restringido de N cuerpos. Asi, por ejemplo, es bien sabido que el problema
restringido clasico de tres cuerpos admite cinco puntos de libracién: tres colineales
(inestables), y dos equilaterales (estables) (SZEBEHELY, [1967). En la configuracién
de Lagrange del problema restringido de cuatro cuerpos, la cantidad de puntos, asi
como su estabilidad, dependen de los valores particulares dados a las masas de las
primarias. (BALTAGIANNIS y PAPADAKIS, [2011).

Expuestos los puntos de libraciéon y su estabilidad, se presentan la curvas de velo-
cidad cero (CVC) para el caso foto—gravitacional, en presencia sélo de la fuerza de
presion de radiacion (la presencia de términos disipativos genera una dependencia
temporal en las CVC, ocasionando asi, una variacion en las regiones permitidas).
Las CVC, corresponden a puntos sobre el plano z—y en los cuales la energia ciné-
tica de la particula, y por tanto, su velocidad, son completamente nulas. Asi, éstas
definen la frontera que separa la region permitida, o de posible movimiento, de la zo-

na de exclusién, restringiendo la dindmica de la particula, a la regién C' < 2T (Fig. [2).
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Figura 2. Regiones prohibidas (color naranja) del ERFBP, para m; = ms = mg3 = 1/3,
y para diferentes valores de la constante Jacobiana, C. Los puntos en rojo y azul
representan, la posicion de las primarias y los puntos fijos, respectivamente.
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Se determinan y presentan también las cuencas de atraccidén para los diferentes
atractores (puntos de equilibrio), y para algunos valores de /5. Las cuencas, o domi-
nios de atraccién, se definen como el conjunto de puntos iniciales para los cuales,
la implementacién del método iterativo de Newton—Raphson, deriva en una posicién
de equilibrio. Se describe el proceso para la obtencién de dichos dominios, exal-
tando su dependencia con el factor de radiacién. Los resultados, en algunos casos
estructuras de tipo fractal, permiten determinar de manera eficaz valores iniciales

que conducen a zonas de equilibrio particulares.

En lo que sigue, se determinara como, ademas de las tres posibles configuracio-
nes de masas para el ERFBP (m; = my = ms3, m; # my = ms, my # mg # mg
(BALTAGIANNIS y PAPADAKIS, 2011)), el factor de radiacién, 3, altera, aun mas, la
posicion y estabilidad de los puntos de libracion del ERFBP foto—gravitacional. Para

ello, se derivaran primero algunas expresiones generales.

Partiendo del sistema (19), se determinan los puntos de equilibrio al imponer la

condicion: & =y =i =3 = 0. Esto es:
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oy —a = TR g gy male ) male
+ a (14 sw) —B mlg{ ) =0,
ola,y) =y — ™ (yg— Y1) (1-p) M (yg— y2) Mg (yg— y3)
r r rs
_aaﬂw)%@—mzo. (23)

En ausencia de fuerzas disipativas, el sistema de ecuaciones reproduce el caso
foto—gravitacional en presencia unicamente de la fuerza de presién de radiacion. En
lo que sigue, « = 0y a = 1, haré referencia a los casos foto—gravitacional: presion
de radiacion, y foto—gravitacional: presion de radiacion + efecto P-R + radiacion
corpuscular, respectivamente. El sistema resultante se resuelve entonces, haciendo

uso del método iterativo multivariable de Newton—Raphson:

Xn+1 = Xp — [J(Xn)]il G(xn), (24)

con J(x), la matriz Jacobiana, y G(x), el vector de funciones, definidos como:

Of (x,y) Of(x,y)

_ oz dy [
J<X) - ag<x,y) ag(x,y) G<X> - g($7y)
ox Oy

Expandiendo (24), se tiene:
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Figura 3. Representacion esquematica de la malla numérica para la obtencién de
los puntos de equilibrio. El par coordenado (xg, o), representa la estimacion inicial
necesaria para dar inicio al proceso iterativo.
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Y z,, Y Yn, 1as correspondientes estimaciones para x y y. La totalidad de soluciones
(puntos de equilibrio), se obtiene definiendo una malla numeérica alrededor de ca-
da primaria, m;, en los intervalos, =y € [r; — Az, z; + Ax], yo € [y; — Ay, y; + Ayl
(ver Fig.[3), y tomando como estimacién inicial, cada uno de los diferentes puntos
inmersos en ellas. Asi, con Az = Ay =5 x 107%, y paraun paso h = 1 x 1079, cada
malla numérica estara compuesta de 121 condiciones iniciales, i.e., 363 posibles rai-
ces; de las cuales, s6lo aquellas soluciones Unicas seran consideradas. El proceso
iterativo se detendra y se tomara como raiz la solucién estimada, si ésta conver-
ge a una tolerancia, ¢, previamente definida (¢ = 1071%), i.e,, |z, 1 — 7, < 10712y
lyns1 — yn| < 10712; de lo contrario, el proceso iterativo sera finalizado completadas

5 x 10* iteraciones.

En cuanto a la estabilidad de los puntos de libracion se refiere, es bien sabido que
puede extraerse informacién detallada acerca de la dindmica de un sistema, al linea-
lizar las ecuaciones de movimiento alrededor de un punto equilibrio, (z*, y*) (STRO-
GATZ, 2018). Para ello, es necesario expresar (19), como un sistema de primer

orden.

Introduciendo entonces el cambio de variables,

se tiene:
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con,

Y

i=2 i
~m, (n — ;)

= —a(l+sw)F,
1=2 Pi

Bmy {(5—1‘1)
cpt i

Bmy {(77—«701)
cpt i
pPi =

[(f —;)° 4 (n— yi)z} 2 ;

M@—xo+wn—mﬂ+<—m—yn]

M@—xo+Wn—mn+u+@—x@,

i=1,2,3.

Sean ahora, u = z—x* y v = y—y*, las componentes de un pequeno desplazamiento

dado al punto de equilibrio. La evolucién de dicha perturbacion alrededor de éste (y

su estabilidad), puede determinarse a partir del sistema variacional,

X = AX

)

(27)

con X, el vector de estado de la particula respecto del punto de equilibrio, y A, la ma-
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triz Jacobiana evaluada en (z*,y*). Las soluciones para X pueden escribirse como
X(t) = MV, con Vy )\ los correspondientes eigenvectores y eigenvalores a ser de-
terminados. Puesto que X(t), es en si, una combinacion de términos exponenciales
oscilatorios (eM = e cosbt + ie*sinbt), a = R(\) < 0y a > 0, representan en-
tonces, un decaimiento y un crecimiento exponencial oscilatorio de la perturbacion,

respectivamente. En general, los eigenvalores de la matriz,

0¢/0¢ 0o 0E[O¢  OE[ov A Al A A3
| 2o owen vijec aivow A

0¢/0E OC/an OC/OC O /o Ay A Ay oAy |

ov/o¢ Ov/on Ov/oC ov/ov ) |(z*, y*) Ay AL, Al AL

estan determinados por la ecuacién caracteristica, det(A — AI) = 0, cuyas raices
decretan la estabilidad del punto de equilibrio. Asi, éste sblo sera estable, si todas
las raices del polinomio caracteristico son puramente imaginarias, o complejas con

a=R(\) <0.

3.1. El ERFBP FOTO-GRAVITACIONAL: oo =0

Previo al analisis de los resultados numeéricos para los diferentes puntos de libracion
y su estabilidad, se presentan primero algunas expresiones generales necesarias,
en cuanto a estabilidad concierne, en términos de las masas primarias, para el caso

a = 0.

Se tiene entonces el polinomio caracteristico,
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det(A — \II) =

A+ N7 (4= Afy — A5)) + A (245 — 247) + (A5 A, — AR AL ) =0,

con:

14—8—:07
o1
Agy a—zzl,
—x;) (0 — i)

An = g—g—& 12—§—§=0, 1322—5—1,

Ay = Z—Z:o, Ang_zzo, ” 2_2_07

S S
+§?B;ﬁ¢;%1

e T R

s By,

b %y
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0 3mi(E—x)—y)(1—B) = 3mi(€—z)(n—y)
Apn = = ’
05 [(E—m)2+ (n—w)?2]? Z €—mi)2+ (n—y:)2]"?

o _ 1_m1[(§—x1) —2(mn—y)?](1—-7)
I [(& = 21)2+ (n —1)2]?

o [ =) —2(n — )]
; [(§— )2 + (n—yi)2]5/2 ’

ov
A et _— = —2
43 aé- Y

ov
A44 = % = 0.

Al igual que antes, las raices de dicho polinomio pueden determinarse haciendo uso
del método iterativo multivariable de Newton—Raphson (ver Ec. (24)). Con A = a+ib,

transforma en:

0 = (a+ib)* + (a+ib)* (4 — A5 — Aly) + (a+ib) (2 A%, — 2 A%)

+ ( Az A — Ay ALy ). (29)

Separando la parte real de la parte imaginaria, el sistema a resolver estara entonces

determinado por las ecuaciones:

fla,b) = a* +b" —6a*b* + (a® — ) (4 — A5, — A,)
+a(2A45 —2A5) + (A5 AL, — A5, AL ) =0,

gla,b) =4(a®b—ab®) +2ab(4— A} — A})
+b(2A5 —2A;) =0, (30)
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cuyas soluciones, \1234 = a =+ ib, determinan la estabilidad lineal del punto de

equilibrio.

3.1.1.Caso 1: m; = my = ma. Se empezara por considerar el caso en el cual los
tres cuerpos masivos ostentan el mismo valor de masa, i.e., m; = my = m3 = 1/3.
De (7), las coordenadas de las primarias, (z1,41), (x2,42) Y (x3,y3), Son respectiva-

mente,

)

La Figura[4] ilustra la evolucién de los puntos de libracién para § € [0, 1]. A lo largo
de todo el capitulo, se hara uso de una paleta de color para representar la variacién
del factor de radiacion, ; en tanto los puntos de color rojo permitiran representar la
posicidén de las primarias. De la figura, se observa cdémo a medida que la fuerza de
presion de radiacion incrementa, los puntos de libracién Ly, L., Ly y Lg, tienden a m;
gradualmente, desapareciendo por completo para 5 ~ 0.999; Ly y Ly, Se desplazan
de su posicion inicial alcanzando casi el mismo punto sobre el eje x, no sin antes
desaparecer para 5 ~ 0.690; en tanto, L3, L4, L7 y Lg, apenas exhiben pequerios

desplazamientos, conservando no obstante, su existencia, aun para g = 1.

En cuanto a estabilidad concierne, para el caso 5 = 0, y acorde con Baltagiannis
& Papadakis (BALTAGIANNIS y PAPADAKIS, 2011), se reitera el caracter inesta-
ble de los puntos de libracion, i.e., todos los puntos de equilibrio son inestables.
Mas aun, para 8 > 0, el tipo de estabilidad de los puntos existentes permanece

invariante. Esto es, los correspondientes eigenvalores, \; 234, son de la forma: (i)
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Tabla 1. Existencia de los puntos de libracion, en funcién del factor de radiacion, £,
para m; = myo =mg = ]_/3

INTERVALO ~ PTOS. LIBRACION
£ €10.000,0.690]  L123.456789,10 -
B € [0.691, 0.999] Li9345678 -

B - 1000 L3747778 -

Mosa = Ta £ b, para Ly, Ls, Ls Y Le; y (l)) M2 = £iby X34 = *a, para los
puntos de libracion L, Ly, L7, Lg, Ly y L1o. Asi, puede concluirse que para el caso
my1 = mg = mz = 1/3, independiente del valor dado al factor de radiacion, 5, todos
los puntos de libracién del ERFBP foto—gravitacioanl, con o = 0, seran inestables
(véase Tab. 1| para informacién detallada acerca de la existencia y estabilidad de los

diferentes puntos de libracion).

Figura 4. Evolucidon parameétrica de los puntos de libracién para 5 € [0, 1].
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Figura 5. Evolucion de las curvas de velocidad cero en funcion del factor de radiacion
B, para m; = ms = mgz = 1/3, y para algunos valores caracteristicos de la constante
Jacobiana, C.
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La Figura[5 presenta la evolucién paramétrica de las CVC con el factor de radiacion,
B, para diferentes valores de la constante Jacobiana, C'. De los diferentes paneles,
puede observarse como las regiones de posible movimiento se ven modificadas de
manera substancial para grandes valores de (. Asi, por ejemplo, para C' = 2.92
(contorno azul oscuro), y # = 0.125, la regiéon prohibida esta compuesta de tres

pequenias islas emplazadas sobre los puntos de libracién L3, Ls y L¢. La particula
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de prueba sera entonces libre de moverse alrededor de las primarias, siendo posible,
cualquier escape de la fuerza gravitacional ejercida por éstas. Empero, el aumento
en la fuerza de presion de radiacion, supone un aumento también en el tamafo de
cada isla, facultando primero la conexion entre regiones cercanas a la fuente de

radiacidén, m; (panel para § = 0.375), hasta aislarla completamente.

Una particula cuya evolucion dinamica se dé a partir de un conjunto de condiciones
iniciales inmersas en la region limitada por la zona de exclusion, describira orbitas
acotadas. Para grandes valores de §, la region permitida alrededor de m,, reduce
su tamafno cada vez mas, en tanto las zonas de exclusién, una vez separadas, se
hacen una, moldeando primero una conexién entre ms y mg, para finalmente cerrar-
se sobre éstas. Tal efecto se sustenta al considerar que 5 = 1, implica una fuerza
de presién de radiacion equiparable a la fuerza gravitacional ejercida por la fuente,
siendo entonces posible, la eyeccidn de particulas lejos de ésta. Comportamientos

similes se observan para diversos valores de C.

El término cuenca de atraccion de un punto de equilibrio, hace referencia al conjunto
de puntos iniciales que convergen a un atractor, o punto de equilibrio, bajo sucesivas
iteraciones de algun mapeo. El procedimiento numérico implementado para la ob-
tencion de tales cuencas, es el descrito en para el método de Newton—Raphson.
Si el método iterativo, para una estimacion inicial (x,y), converge a una raiz es-
pecifica del sistema algebraico (23), se considera entonces que tal estimacion es
miembro de la cuenca de dicho atractor (a cada cuenca se asigna un color). El mé-
todo de Newton—Raphson se detendra, alcanzada cierta tolerancia (e = 1 x 1072), o,
después de un nimero definido de iteraciones (5 x 10%), en caso de diverger. Las es-
timaciones iniciales se definen inmersas en la region x € [-2.8,2.8] y y € [—2.8,2.8],

para un paso h = 8 x 1073.
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Figura 6. A izquierda: cuencas de atraccion de Newton—Raphson, para m; = my =
mg = 1/3. El cédigo de color asignado a los diferentes atractores es el siguiente:
L, < gris claro, L, + purpura, L3 < negro, L, + azul oscuro, L5 < gris oscuro,
Lg < amarillo, L, «+ azul claro, Lg < naranja, Ly <+ verde, y Ly < rojo. A derecha:
Convergencia del método. La paleta representa el nUmero de iteraciones necesarias
para la convergencia del método.
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En la Figura [6] paneles a izquierda, se exponen las cuencas de convergencia de
los puntos de equilibrio, para tres valores caracteristicos del factor de radiacién S.
De ellos, puede observarse como a medida que la fuerza de presidén de radiacion
aumenta, el nimero total de cuencas, y por ende, de puntos de equilibrio, se reduce,
rompiéndose, ademas, la simetria de forma (27/3), observada para el caso g = 0.
Mas aun, la complejidad de las cuencas incrementa sustancialmente, alterando su
configuracién inicial (n6tese que la estructura caracteristica de los atractores L3, L,y
Lg, parece no alterarse con la variacion de (). Las regiones limite, e.g., las regiones
que definen la transicion entre atractores, exhiben comportamientos caoticos. Esto
es, cualquier estimacion inicial del método iterativo, inmersa en ellas, sera altamente
sensible a pequenas alteraciones, dificultando asi, la prediccion del estado final,
i.e., se requerira un mayor numero de iteraciones para alcanzar la convergencia
establecida. Evidencia de ello, se observa en los paneles a derecha de la Figura [g]
(el numero de iteraciones necesarias para la convergencia del método se exhibe en

la paleta).

3.1.2. Caso 2: m; # my = ms. Considérese el caso, my = m3 = pu, con u €
(0,0.5). En consecuencia, la masa de la primaria m,, estara dada por m; = 1 —
2 i, acorde con la condicion m; + my + m3 = 1 (MOULTON, 1900); en tanto las

coordenadas (z1,v1), (z2,y2) Y (z3,y3), en términos de u, se escriben como (Ec. (7)):

(V310). (?(u—wé), y (?(u—n,—%).

En tal caso, la existencia, ubicacion y estabilidad de los puntos de equilibrio, estaran

determinadas en funcién de los parametros 3y u. La Figura[7], expone la evolucion
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de los puntos de libracién, para un factor de radiacién, g € [0, 1]. Asi mismo, cada
panel representa una configuracion diferente de masas para las primarias. En los
primeros dos paneles (m; = 0.9 y m; = 0.8), se observa la no—existencia de los
puntos colineales L; y L. Para 0.2 < m; < 0.7, diez puntos de libracion se hacen
presentes, en tanto dos de ellos, Lg y Ly, desaparecen para m; = 0.1. En general,
para grandes valores de 3, los puntos Ly y Lo se desplazan hacia el eje x, llegando
casi a converger sobre éste. L3, Ly, L7 y Lg, exhiben pequefnos desplazamientos
respecto de su posicion inicial, en tanto los puntos de libracion, L, Lo, L5 y Lg, SON
atraidos hacia la fuente de radiacion (éstos desaparecen para § ~ 1). La Tabla
presenta el nimero total de puntos de equilibrio, en términos de n y 5. De ella, se
extrae, principalmente, que para valores grandes de 5, el numero total de puntos de

libracion tiende a verse reducido.

Para el analisis de estabilidad lineal, se empezara por considerar el caso 5 = 0.
Los resultados se resumen como sigue: para p € (0,0.0027], Ly, Ls y Lg, SON €s-
tables; para . € [0.0028,0.0188], L5 y Lg, son estables; y para p > 0.0188, todos
los puntos son inestables (tales resultados, acorde con Baltagiannis & Papadakis
(BALTAGIANNIS y PAPADAKIS, 2011)). La Tabla 3| contiene una descripcion deta-
llada de la estabilidad de los puntos de libracion, para g > 0. Variando 5 en pasos
AB = 1x1072, se obtienen los rangos de 1, para los cuales L;, Ls y Lg, son estables.
Asi, puede concluirse entonces que los restantes puntos de equilibrio seran siempre

inestables, independiente de los valores asignados a gy .

Por otra parte, la Figura |8| presenta las CVC para diferentes valores de la constante
Jacobiana, C. En general, la tendencia es simil a la observada en las CVC de la

Figura[5| Asi, por ejemplo, para el caso C' = 2.64, y para pequefos valores del factor
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Tabla 2. Existencia de los puntos de libracion en funcién del factor de radiacion £,

para diferentes valores de p = my = ms.

T ERva
B € [0.000,0.934] Li2567389,10
0.05 [ €[0.935,0.999] Lios678
B = 1.000 L7
£ € [0.000,0.916] Li256,78910
0.10 B €[0.917,0.999] Li2s67s
B = 1.000 Lrg
S € [0.000,0.350] L2 35.6,789,10
S € [0.351,0.360] Li234567809.10
0.15 pe [0.361,0.893] Li25678910
b e [0.894,0.999] Li2s67s
£ = 1.000 L7s
S € [0.000,0.293] L2 35.6,78910
S € [0.294,0.608] Li23456,7809,10
020 pBe [0.609,0.862] Li256,78910
b e [0.863,0.999] Lias67s
£ =1.000 L7s
S € [0.000,0.160] L2 35678910
0.95 b e [0.161,0.819] L1,27374,576,77879710
’ RS [0.820,0.999] Li2345678
B = 1.000 L3,7s
S € [0.000,0.755] Li23456,7809,10
0.30 pe [0.756,0.999] Li2345678
B = 1.000 L3a7s
ﬁ S [0.000, 0.647] L1,273,4,5,6,7,8,9,10
0.35 [ €[0.648,0.999] Li23456,78
B = 1.000 L3ang
$€[0.000,0.433]  L123456.7809,10
0.40 pBe [0.434,0.999] Li2345678
B = 1.000 L3478
0.45 £ € [0.000,0.999] Li2345678
: B =1.000 L3a7s
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de radiacion g, e.g., 5 < 0.25, la particula de prueba es libre de moverse a través de
toda la configuracion espacial. No obstante, a medida que el valor de 5 incrementa,
los puntos de libracion L5 y Ls se ven reemplazados por pequefias islas emplaza-
das sobre éstos. Tales islas aumentan en tamano, llegando primero a rodear por
completo a la fuente de radiacién, para finalmente cerrarse sobre las primarias m.
y m3. Las CVC contenidas en la Figura [8] corresponden a ;1 = my = m3 = 0.25.

Comportamientos similes se obtienen para los diferentes casos expuestos de .

En la Figura [9) se exponen las cuencas de atraccion para el caso p = my = m3 =
0.25, y para tres valores caracteristicos del factor de radiacion (los valores 5 = 0,
g =04,y 6 = 0.85, se toman como representativos, debido a los cambios que in-
ducen en la dinamica del sistema). El cddigo de colores, es el mismo descrito para
el caso m; = ms = m3 = 1/3. De la Figura @], se observan cuencas con patrones
simétricos en forma (simetria de reflexién respecto del eje x), mas no en color. Para
B = 0, se advierten las peculiares cuencas de estructura aracnida, ademas de la vi-
sible regién cadtica presente a izquierda del espacio de configuracion. Para 5 = 0.4,
tal region desaparece por completo, dando paso a un nuevo atractor (estrictamente,
L, emerge para § = 0.161. Véase Tab. [2). La extincién de los atractores Ly y Ly,
establece el dominio, en extension, de los atractores L, y L4, llegando éstos, a suplir
gran parte de la regién antes ocupada por los primeros (panel inferior izquierdo). Tal
comportamiento sugiere un aumento gradual, con el incremento de (3, del area co-
rrespondiente a dichas cuencas. Finalmente, para § = 1, se presume un dominio del
espacio casi total por parte de L,, esto, debido a la no existencia de los puntos L,
Lo, Ls, Lg, Ly y L1y (nGtese ademas el nimio cambio en la estructura caracteristica

de los atractores Ls, L; y Lg).
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Figura 7. Evolucion paramétrica de los puntos de equilibrio con g € [0, 1], para dife-
rentes valores de u = my = ms. Los puntos de color rojo representan la ubicacion
de las primarias, en tanto las inserciones permiten el acercamiento a la evolucion
de algunos puntos.
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3.1.3. Caso 3: my # mo #* ma. Como ultimo escenario, se considera entonces
la configuracién Lagrangiana, Sol-Jupiter—Asteroide —de las muchas posibilidades
para m; # mo # mg, se explora el sistema Sol-Jupiter—Asteroide, debido a su rele-

vancia astrofisica.
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Figura 8. Evolucion de las curvas de velocidad cero con el factor de radiacién 3,
para © = my = mg = 0.25, y para algunos valores caracteristicos de la constante
Jacobiana, C.
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En unidades normalizadas, las masas de las primarias estan dadas por m; = mg =

0.999046321943, my = m; = 0.000953678050, Y m3 = ma = 6.99996 x 1072, la masa
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Figura 9. A izquierda: cuencas de atraccion de Newton—Raphson, para y = my =
ms = 0.25. El codigo de color asignado a los diferentes atractores es el siguiente:
L, < gris claro, L, + purpura, L3 < negro, L, + azul oscuro, L5 < gris oscuro,
L¢ < amarillo, L; « azul claro, Lg < naranja, Ly < verde, y L1y < rojo. A derecha:
Convergencia del método. La paleta representa el nimero de iteraciones necesarias
para la convergencia del método.
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Tabla 3. Estabilidad de los puntos de equilibrio con la variacion del factor de radiacion
51 para H= Mo = Mmg3.

B INTERVALO w INTERVALO
p € (0.000,0.002]  Lisse

B € [0.00,0.60] p € [0.003,0.018]  Lsg
geloeroro e ([8882 88?2}} LLléi%G
geloom e ([8882 88?3}] LLlé?éﬁ
Belore079 1 E ([8882 88?5}] LLlféG
p=oso  MEL0ONE Lo
e e
Belosz,083 2 %888(8) 88%}] LLlé?éG
pos  MELLINONN Lo
e
T ik
poost  HEDNDONE o
pooss  HEDUDONS oo
I R A
=00 ME OO0 L
CELU I vittiicr B
sZom  AEOUBOE o
T T
e LSOO T
B €[0.95,0.97] € (0.000,0.021]  Lsg
3=0098 1 € (0.000,0.022]  Lsg
B3 —=0.99 w1 € (0.000,0.023] Ls.6
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de 624 Hektor, un asteroide del grupo de los Troyanos (BALTAGIANNIS y PAPADA-
KIS, [2013). De (7), las coordenadas de las primarias seran:

(z1,11) = (0.000953678,0.000000),
(z2,72) =~ (—0.999046,6.3565 x 1077,

(3,y3) ~ (—0.499046, —0.866025).

Debido a la masa del Troyano, pequefia en contraste con las masas de las primarias
my Y mo, €l sistema se asemeja a la configuracion para el problema de tres cuer-
pos, i.e., el baricentro del sistema, casi coincide con la posicién de m,, en tanto m.,
se sitta proxima al eje x. No obstante, en ausencia de radiaciéon (5 = 0), el siste-
ma Sol-Jupiter—Troyano admite la existencia de tres puntos de libracién, en adicién
a los cinco ya establecidos para el problema clasico de tres cuerpos (Sol-Jupiter)
(BALTAGIANNIS y PAPADAKIS, 2013). La evolucién paramétrica de los puntos de
equilibrio para 8 € [0,1], se presenta en la Figura [0} Como ya se ha mencionado,
para § = 0, el sistema admite la existencia de ocho puntos de libracion, cuatro de
ellos (L4, Lg, L7 y Lg), proximos a mg (ver insercion en la figura). Para 5 > 0, los
puntos L, y L; tienden a la misma coordenada, desapareciendo para 5 ~ 0.003. Asi
mismo, L1, Lo, L5y Lg, tienden a m; de manera gradual, cesando su existencia para
B = 1. Finalmente, L3 y Lg, apenas modifican su posicién, aproximandose cada uno,

a la primaria mas cercana.

La estabilidad de los puntos de equilibrio se expone en la Tabla |4, Asi, se observa
que para pequefos valores del pardmetro de radiacion, 3, e.g., 5 € (0,0.003], los

puntos de libracion Ls, Lg y L7 son linealmente estables. No obstante, a medida que
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Tabla 4. Existencia y estabilidad de los puntos de libracion, con la variacién del factor
de radiacion g, para el sistema Sol-Jupiter—Troyano.

INTERVALO PTOS. LIBRACION | =:=hi.=)

€ [0.000,0.003] Li2345678 L5z
3 € [0.004,0.999] Lis3568 Lsg
S = 1.000 L3 -

£ aumenta, e.g., 8 ~ 0.004, la estabilidad de L se ve alterada, en tanto los puntos
Lsy Lg, preservan su estabilidad para g € [0.004,0.999]. Finalmente, para una fuerza
de presion de radiacidn igual en magnitud a la fuerza gravitacional ejercida por la
fuente (8 = 1), los puntos aun existentes, Ls y Lg, seran inestables. Si se tiene en
cuenta que para el sistema Solar, 3 ~ 2 x 107!, se puede inferir que para el sistema
Sol-Jupiter—Troyano, sélo los puntos de libracién Ls y Lg seran estables. Mas aun,
de la Figura[10] puede observarse, para $ = 0, la “simetria” de L, y L, respecto de
la posicidén de la primaria ms. No obstante, para g > 0, L, y L3, se desplazan gra-
dualmente hacia el Sol y Jupiter, respectivamente, rompiendo dicha simetria. Debido
a la evidente semejanza con el problema restringido de tres cuerpos, seria intere-
sante considerar en futuros estudios, posibles aplicaciones en navegacion espacial

alrededor de tales puntos.

En la Figura [T1] se presentan las curvas de velocidad cero, con la variacién de £,
para diferentes valores de la constante Jacobiana. En ausencia de la fuerza de pre-
sion de radiacioén, las regiones prohibidas del sistema Sol-Jupiter—Troyano, estan
compuestas por contornos en forma de herradura, similes a las observadas para el
sistema Sol-Jupiter del problema restringido de tres cuerpos (véase (LIOU, ZOOK
y JACKSON, [1995)). Estas herraduras, abiertas para m,, seran cada vez mayores
en extencidn, para valores altos de C'. Mas aun, fijando un valor para C, y con g en

aumento, la herradura se cerrara sobre si, adoptando forma de arandela. La zona de
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Figura 10. Evolucién paramétrica de los puntos de equilibrio con g € [0, 1], para el
sistema Sol-Jupiter—Troyano. Los puntos de color rojo representan la ubicacién de
las primarias, en tanto la insercién permite el acercamiento a la evoluciéon de los
puntos cercanos a ms.
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exclusion se hace cada vez mayor, abarcando incluso, las masas de las primarias
ms Y ms (Ia region permitida sera entonces una pequefa zona circular alrededor de
la fuente de radiacién). Finalmente, para § — 1, ésta (zona de exclusion) se cerrara
por completo sobre m,, llegando a contener la totalidad de puntos y masas para di-
cho caso (L3, Ls, m1, ma, ¥y m3). Notese que la ubicacidén del asteroide coincide casi,
con la posicién de Lg, razdn por la cual, su representacion en los diferentes paneles

de la Figura[f1]no es visible.

Por otra parte, en la Figura [T2], se presentan las cuencas de convergencia de los
diferentes atractores, para el sistema Sol-Jupiter—Troyano, y para tres valores ca-

racteristicos de 5. Para g = 0, el panel izquierdo exhibe las ocho cuencas (colores)
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correspondientes a los diferentes atractores (puntos de libracién), siendo dominan-
tes L, (purpura) y Ls (gris oscuro). Notese el numero reducido de condiciones ini-

ciales que tienden a L3 (negro) y Lg (naranja).

Figura 11. Evolucién de las CVC con el factor de radiacion 3, para el sistema Sol—

Jupiter—Troyano, y para algunos valores caracteristicos de la constante Jacobiana,
C.
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Figura 12. A izquierda: cuencas de atraccién de Newton—Raphson, para el sistema
Sol-Jupiter—Troyano. El cédigo de color asignado a los diferentes atractores es el
siguiente: L, <« gris claro, L, « purpura, L3 < negro, L, < azul oscuro, L «+
gris oscuro, Lg <+ amarillo, L; < azul claro, Lg + naranja. A derecha: Convergen-
cia del método. La paleta representa el nimero de iteraciones necesarias para la
convergencia del método.
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En general, las condiciones iniciales tomadas a lo largo del eje — x, y + z, tienden
a L, (gris claro) y Lo, respectivamente. Para los paneles 5 = 04y g = 0.8, el
nuamero de puntos decrese a seis (Ly, Lo, L3, Ls, Lg y Lg), de los cuales, solo cinco
presentan cuencas (debido a la ubicacion de Lg, casi superpuesta a ms, ninguna
condicion inicial de la malla numérica converge a este atractor. Esto explica la no
existencia de la cuenca naranja). Finalmente, se observa como a medida que el
factor de radiacién incrementa, la complejidad de las cuencas aumenta también,
requiriendo, para su convergencia, un mayor numero de iteraciones que las antes

expuestos para los casos m; = my = mz y m; # my = ms.

3.2. EL ERFBP FOTO-GRAVITACIONAL: o = 1

Para o = 1, el sistema (26), depende de manera explicita de ¢ (la velocidad de la
luz), 5 (el cociente entre las fuerzas de presidén de radiacion y gravitacional), y sw
(el cociente entre las fuerza de arrastre de viento solar y la de presidn de radiacion).
Por simplicidad entonces, al considerar el limite no—relativista del modelo, la velo-
cidad de la luz, en unidades normalizadas, se toma como ¢ = 1 x 10* (DUBEIBE,
LORA-CLAVIJO y GONZALEZ,2017; ZOTOS y DUBEIBE, 2018), a menos de espe-
cificarse lo contrario (véase §[3.2.3). Asi mismo, se asume sw = 0.35 (LIOU, ZOOK
y JACKSON, [1995; GUSTAFSON, [1994).

A pesar de la no—conservacion de la constante Jacobiana en presencia de térmi-
nos disipativos, es posible derivar una expresion para las curvas de velocidad cero,
si se considera la contribucion de dichos términos como despreciable. Acorde con
Liou (LIOU, ZOOK y JACKSON, [1995), las expresiones para F, y F, en (19), son
directamente proporcionales a Smc ! (con f < 1, m; < 1,y ¢! = 107). Asi, ta-

les contribuciones, a pesar de ser no—nulas (F, o« 107*, F, o< 107*), pueden, por
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simplicidad, despreciarse para efectos de trazado de las CVC. Bajo tales conside-
raciones,ycon & = §j = & = y = 0, las CVC estaran entonces determinadas, de

manera aproximada, por:

my

C= (2 +y*) +2 1-8)+—+—1. (31)

1 ro rs
Notese que para 5 = 0, reproduce la expresion usual para el ERFBP clésico, en
tanto, para 5 # 0, ésta coincidide con aquella dada para el caso foto—gravitacional,
a = 0. Por tanto, el trazado de las diferentes CVC, y su analisis, para los diferentes
casos aqui tomados en consideracion, sera el ya expuesto para el ERFBP foto—

gravitacional, a = 0.

Para el caso foto—gravitacional, o = 1 (ERFBP foto—gravitacional + términos disipa-

tivos), se tiene entonces el polinomio caracteristico,

0O—XAx 0 1 0

0 0—2A 0 1
det(A —1I)
Ay A Ap - Ay

A A A AL - A

A= N (Al + Al ) + X (A Al — A3 Al — Al — A3y)
+ A (Ag Ay + Agg Al — Az Ay — A3 Ay )

+ (AglAZZ - A§2AZ1 ) =0, (32)
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Ags

A

C(nzyl) _2(5_4"”1) [u+(£—x1)]”,

P1 P1
o m[(€=m)?=2(n—y)*](1-5)
On [(€ = 2)2+ (n — 31)2 ]

Smi —1;)° = 2(n — y;)?
Z[[(é“ ) —2(n—4)°]

(€ — )2+ (n — ;)2

{2 [ 4t

p—%—p—?} [C(—m)+v(n—u)]

= (206 -0 v | |

g§=—2—“+ﬂw{ﬁﬁll@_ﬁﬁg_yo]}
%:—G+WK6T[WZ?F+%}}

Al igual que antes, con A = a + ib, transforma en:

0 = (a+ ib>4 —(a+ z'b)3(A§3 + Ajy) + (a + ib)2 (A;,:a Ajy — Azy Ajz — Az — Al)

+ (a+ib) (A3 Aly + A3z Ay — A3y Ajg — Agy Aly) + (A Al — A Al ).

Separando la parte real de la parte imaginaria, el sistema a resolver estara entonces

determinado por las ecuaciones:
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fla,b) = a* +b* —6a*b* — (a® — 3ab?) (AL, + AL)

+ (0 = 07) (Ajy ALy — Ajy Aly — A3y — Al)

+a(Agy Ay + Azz Ay — A Aly — A3y Ay) + (A5 Al — A3 AL ) =0,
gla,b) =4(a®b—ab®) + (b* — 3a*b) (A3, + A3,)

+2ab (A3z Ay — A3y Als — A3y — Alp)

+ b (A5 A+ Asg Ay — Ay Al — A5 AL) = 0.

Figura 13. Evolucién paramétrica de los puntos de libracion para g € [0,1]. Los
puntos de color rojo indican la posicion de las primarias.
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3.2.1. Caso 1: m; = my = m3.  Se empezard por considerar el caso en el cual,

se asignan valores iguales a las masas de las primarias, i.e., m; = my = mgz = 1/3.
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Acorde con (7), las coordenadas (1, 1), (22, y2), Y (x3,y3), de los tres cuerpos masi-
vos, se escriben como, (1//3,0), (=1/2v/3,1/2),y (—1/2v/3, —1/2), respectivamen-

te.

En la Figura[13] se expone la existencia y evolucién de los puntos de libracién, para
g € [0,1]. De ella, puede observarse como a medida que /5 incrementa, los puntos
de libraciéon L, y Ly, convergen a un mismo punto (fuera esta vez del eje z), des-
apareciendo por completo para g = 0.687. Asi mismo, se observa que los puntos L,
Ls, Lg y Lo, se desplazan de manera gradual hacia la fuente de radiacién, desapare-
ciendo para g ~ 1, en tanto L3, Ly, L7 y Lg, apenas exhiben pequeinos corrimientos

respecto de su posicion inicial (véase Tab. [5 para informacién detallada).

En cuanto a la estabilidad de los puntos de equilibrio concierne, se tiene, acorde
con Baltagiannis & Papadakis (BALTAGIANNIS y PAPADAKIS, 2011), que para g =
0, todos los puntos son inestables. Mas aun, para 5 € [0,1], la estabilidad lineal
de los diferentes puntos existentes permanece invariante. Esto es, la forma de los
correspondientes eigenvalores del polinomio caracteristico para la totalidad de los
puntos de equilibrio, no se ve alterada, independiente del valor asignado a 3, i.e.,
los eigenvalores seran de la forma: (i) A1 234 = *a b, para Ly, Ls, L5 y Lg; y (i)
M2 = xiby X34 = £a, para los restantes puntos de libracion (Ls, L4, L7, Lg, Lo
y Lyo). Asi, puede concluirse que para el caso m; = my = mg3, del ERFBP foto—
gravitacional en presencia de términos disipativos, la estabilidad lineal de los puntos

de equilibrio sera de tipo inestable, independiente del valor dado a .

3.2.2. Caso 2: m; # mo = ms. Considérese el caso, my = m3 = p, my = 1 — p,

con u € (0,0.5). Entonces, las coordenadas de las primarias, (z1,v1), (2,%2), ¥
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Tabla 5. Existencia de los puntos de libracion, en funcién del factor de radiacion, £,
para m; = myo =mg = 1/3

INTERVALO ~ PTOS. LIBRACION
£ €10.000,0.687]  Li23.456789,10 -
S € [0.688,0.999] Lo34567809 -

B - 1000 L3747778 -

(z3,y3), en términos de u, estaran dadas por:

(\/§M70)7 <\/7§(2:U’_1>7%> Y (? (2/JJ_1)7_%> :

En la Tabla[6], se presenta la existencia y evolucién de los puntos de equilibrio, para
g € 10,1], y para diferentes valores de u. En general, se observa que a medida que
el factor de radiacibn aumenta, para un mismo valor de p, la cantidad de puntos
de libracion tiende a disminuir. En contraste, para valores grandes del parametro
de masa, e.g., u > 0.25, el numero total de puntos que sobreviven (5 = 1) parece
aumentar. La Figura [T4] expone la existencia y evolucién de los puntos de libracién,
para diferentes valores de © = my = mgy. De ella, se exiracta lo siguiente: (i) para
my > u, los puntos Lz y L, no existen; L, y Lo, S€ aproximan entre si de manera
gradual, desapareciendo para una coordenada cercana al eje z; los puntos Lo, Ls,
Lg¢ y Ly, se desplazan en direccion de la fuente de radiacion, m,, cesando su existen-
cia para g = 1. (ii) Para m; ~ pu, la existencia y evolucién de los puntos de equilibrio
es acorde a la expuesta en la subseccion anterior (§[3.2.1). (i) Para m; < pu ~ 0.5,
los puntos no—colineales Ly y L1y no existen. A medida que g incrementa, L3, Ly, L
y Ls. exhiben pequenos corrimientos respecto de sus posiciones iniciales, en tanto,
los puntos de libracion Ly, L., Ls y Lg, se desplazan gradualmente hacia m4, des-

apareciendo para g = 1.
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Figura 14. Evolucion paramétrica de los puntos de equilibrio con g € [0, 1], para
diferentes valores de 1« = my = ms. Los puntos de color rojo representan la ubicacién
de las primarias, en tanto las inserciones permiten el acercamiento a la evolucion
de algunos puntos.
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En cuanto a estabilidad concierne, se empezara por considerar el caso g = 0. Se
tiene entonces que, para o € (0,0.0027], los puntos de equilibrio L, Ls, y Lg, son

estables; para 1 € [0.0028,0.0188], s6lo L; y L son estables; para . > 0.0188, todos
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los puntos de libracién son inestables (todo esto, acorde con Baltaggianis & Papa-
dakis (BALTAGIANNIS y PAPADAKIS, 2011)). Una vez se incrementa el valor de g,
en pasos A3 = 1x 1073, se tiene lo siguiente: (i) para 3 = 0.001, y 1 € (0,0.0024], los
puntos de libracion Ly, Ls y Lg, son estables; para p € [0.0025,0.0185], sélo L5 y Lg
son estables; para i > 0.0185, todos los puntos son inestables. (i) Para 5 = 0.002,
y i € (0,0.0011], los puntos L4, Ls, y Lg, Son estables; para p € [0.0012,0.0174], s6lo
Ls y Lg son estables; para p > 0.0174, todos los puntos son inestables. (iii) Para
S =0.003,y pu € (0,0.0147], L5 y L son estables; para p > 0.0147, todos los puntos
son inestables. (iv) Para 5 = 0.004, y p € (0,0.0093], L5 y Lg son estables; para
1 > 0.0093, todos los puntos son inestables. (v) Finalmente, para § > 0.004, todos
los puntos seran inestables, independiente del valor asignado a u. Asi, puede infe-
rirse que la estabilidad de los diferentes puntos de equilibrio permanece invariante,
solo para valores del factor de radiacion del orden 1073. No obstante, para grandes

valores del mismo, la totalidad de dichos puntos sera inestable.

3.2.3. Caso 3: m; # my # m3.  Como ultimo escenario, se considera la configura-
cién de Lagrange, Sol-Jupiter—Asteroide, en adicidn con las fuerzas de arrastre P-R
y de viento solar. En unidades normalizadas, las masas de las primarias estaran da-
das por m; = mg = 0.999046321943 (la masa del Sol), my = m; = 0.000953678050 (la
masa de Jupiter), y msz = m4 = 6.99996 x 10~ (la masa de 624 Hektor, un asteroide
del grupo de los Troyanos). A diferencia de casos previos, los resultados numéricos
aqui consignados se han llevado a cabo para ¢ = 22945.23619, la velocidad de la luz
para el sistema Sol-Jupiter (ZOTOS y DUBEIBE, [2018). De (7), las coordenadas de

las primarias seran entonces:
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Figura 15. Evolucién paramétrica de los puntos de equilibrio con g € [0, 1], para el
sistema Sol-Jupiter—Troyano. Los puntos de color rojo representan la ubicacién de
las primarias, en tanto la insercién permite el acercamiento a la evoluciéon de los
puntos cercanos a ms.
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(x1,91) ~ (0.000953678,0.000000),
(w2,12) ~ (—0.999046,6.35659 x 1077,

(3,y3) ~ (—0.499046, —0.866025).

Acorde con Baltagiannis & Papadakis (BALTAGIANNIS y PAPADAKIS, 2013), en au-
sencia de presién de radiacion y fuerzas de arrastre, el sistema Sol-Jupiter—Troyano
admite ocho puntos de equilibrio no—colineales, tres de ellos (L5, Lg y L7) lineal-
mente estables. El adjetivo no—colineal se debe al hecho de que L, Ly, y L3, no

yacen de manera exacta sobre el eje x. A medida que [ incrementa, los puntos de
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libracién L, y L, alcanzan el mismo punto, desapareciendo completamente para
0.0029 < B < 0.0030. Asi mismo, L, y Lg, desaparecen para 0.9887 < 5 < 0.9888, vy,
L1y Ls, para 0.9940 < 8 < 0.9941 (refiérase a Tab. /| para mayor detalle), en tanto,

L3y Lg, apenas exhiben pequenos desplazamientos respecto de su posicion inicial

(ver Fig.[15).

En cuanto a estabilidad concierne, para 5 € (0,0.0029], los puntos de equilibrio Ls,
Le¢, y L7, son linealmente estables. No obstante, a medida que S incrementa, la es-
tabilidad de los puntos se ve alterada también, i.e., para g € [0.0030, 0.0104], sélo L;
y L¢ son estables, en tanto, para g > 0.0104, la estabilidad de la totalidad de puntos
existentes resulta de tipo inestable. Notese que 3 ~ 10~2 corresponde al valor del
factor de radiacion mas grande (de los casos considerados), el cual permite aun,
puntos de equilibrio estables. Asi, tomando en consideracion que 5 ~ 10~! para el
sistema solar, puede concluirse que para la configuracion Lagrangiana Sol-Jupiter—

Troyano, en presencia de fuerzas disipativas, todos los puntos seran inestables.

En general, en contraste con el caso « = 0, la presencia de términos disipativos
(P—-R, y radiacion corpuscular), modifica de manera notable el comportamiento de
los puntos de libracion Ly, Lg, y Lqo. Asi, por ejemplo, de las figuras de existencia y
evolucién para los diferentes puntos de equilibrio, y para los casos generales, a = 0

y a = 1, se listan las siguientes diferencias:

= La evolucién de los puntos de libracién L., Ly y L3, para a = 0, y sus respectivos
subcasos, se da siempre sobre el eje z. Esto es, L, L, y L3 son siempre puntos
de equilibrio colineales. No obstante, en presencia de términos disipativos (o = 1),

esto ya no es valido. La evolucion de tales puntos se da fuera del eje .
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Tabla 6. Existencia de los puntos de libracion en funcién del factor de radiacion £,

para diferentes valores de p = my = ms.

T ERva
RS [0.000, 0.928] L172,5,6,7,8,9,10
0.05 B € [0.929,0.999] L5689
B = 1.000 L7
b e [0.000, 0.912] L1,2,5,6,7,8,9,10
0.10 J € [0.913,0.999] Las6789
B = 1.000 Lrg
S € [0.000,0.350] L2 35.6,789,10
S € [0.351,0.360] Li234567809.10
0.15 B €[0.361,0.889] Li25678910
£ € [0.890,0.999] Los6789
£ = 1.000 L7s
S € [0.000,0.293] L2 35.6,78910
S € [0.294,0.608] Li23456,7809,10
0.20 B € [0.609,0.859] Li256,78910
S € [0.860,0.999] L5689
£ =1.000 L7s
S € [0.000,0.160] L2 35678910
0.95 b e [0.161,0.816] L1,27374,576,77879710
' p € [0.817,0.999] Loz 56789
B = 1.000 L3,7s
S € [0.000,0.751] Li23456,7809,10
0.30 B €[0.752,0.999] Lo3za56789
B = 1.000 L3a7s
ﬁ S [0.000, 0.644] L1,273,4,5,6,7,8,9,10
0.35 B €[0.645,0.999] Lo 3456789
B = 1.000 L3arg
$ € [0.000,0.430]  L123456.780910
0.40 € [0.431,0.999] L 3456789
B = 1.000 L3478
0.45 £ € [0.000,0.999] Li2345678
: B =1.000 L3a7s
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Tabla 7. Existencia y estabilidad de los puntos de libracion, con la variacién del factor
de radiacion g, para el sistema Sol-Jupiter—Troyano.

INTERVALO PTOS. LIBRACION
£ € [0.0000, 0.0029]
3 € [0.0030,0.0104] Lisss568 Lsg
S € [0.0105, 0.9887] Li23568 -
gel )
fel )

L1,2,3,4,5,6,7,8 L5,6,7

0.9888,0.9940
0.9941, 1.0000

Lisss -
Lsg -

m Para o = 0, y los casos m; = my = m3 Yy m; # my = mgs, l0s puntos no colinea-
les, Lqg y L1g, €volucionan alcanzando la misma coordenada sobre el espacio de
configuracién para un mismo valor de f, en tanto el punto colineal L, sigue su
evolucién hacia m,, desapareciendo para § ~ 0,999. Para o« = 1, esto ya no es
valido. L, y L1y convergen a un mismo punto (fuera del eje x), siendo Ly quien
tiende a m;. El sistema Sol-Jupiter—Troyano, presenta diferencias aun mas nota-
bles. Para o« = 0, los puntos colineales L, y Lo, y los no—colineales, Ls, y Lg, S€
desplazan en conjunto hacia la fuente de radiacién, desapareciendo todos para
B =~ 0.999. En presencia de términos disipativos, los puntos de libracidn, antes
colineales, no lo son mas, desviando sus trayectorias fuera del eje. A diferencia,
esta vez, Ly, Lo, L5 ¥y Lg, no evolucionan hacia la fuente, sino, a una coordena-
da comun (Ly(z,y) =~ Ls(x,y) Yy Lo(z,y) =~ Lg(x,y)), desapareciendo, ya no para

b=~ 1.

En lo que concierne a la evolucion de las CVC, se ha mencionado ya, que la expre-
sién aproximada en (31), deriva en el trazado y andlisis de las curvas de velocidad
antes expuesto (§ [8.1). Finalmente, en cuanto a las cuencas de convergencia de
Newton—Raphson atafe, basta mencionar que tales cuencas, para el ERFBP foto—
gravitacional en presencia de términos disipativos, no difieren de manera notable

con las ya presentadas para el caso a« = 0. Mas aun, la estructura, color y compleji-
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dad, se asemejan, siendo, no obstante, diferentes sélo en la distribucién de colores

observada en las regiones de transicion y cadticas.
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4. CRITERIOS Y ENSAYOS NUMERICOS

En lo que sigue, se pretende explorar la dinamica orbital de la version foto—gravitacional
del ERFBP, al clasificar de manera sistematica el conjunto de condiciones iniciales
para el espacio de configuracién del sistema. Para ello, se expondran, de mane-
ra previa, los métodos y criterios numéricos aqui tomados en cuenta. Mas aun, se
provee informacién detallada acerca de los diferentes criterios de seleccién consi-
derados (conservacion de la constante de movimiento, tiempos de computo, etc.),

para la eleccién de los integradores numéricos.

Debido a encuentros cercanos de tipo particula—primaria, la fuerza ejercida sobre
la particula de masa infinitesimal se hace grande en demasia (r; — 0), inducien-
do asi, singularidades en las ecuaciones de movimiento (de manera estricta, los
objetos en el espacio no orbitan mas alla de tales singularidades, pues sus trayec-
torias se extinguen al impactar con la superficie del cuerpo celeste masivo. Empero,
en el contexto del problema de N cuerpos, tales impactos so6lo toman lugar en la
singularidad misma, al estos —cuerpos masivos— ser considerados como masas
puntuales). Entonces, si lograr resultados confiables se precisa, debera reducirse el
paso del integrador de manera considerable (particularmente en regiones vecinas a
dichas singularidades). Se expone asi la regularizacién de Levi—Civita, como alter-

nativa a tal contrariedad.

Finalmente, con el objeto de distinguir entre movimiento regular y cadtico, se des-
cribe el método The Generalized Alignment Index of order k (GALI,) (SKOKOS,
BOUNTIS y ANTONOPOULOS, 2007). El método de GALI,, una generalizacion del
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método The Smaller Alignment Index (SALI) (SKOKQOS, 2001), provee informacién
detallada acerca de la dinamica local del sistema, incluso en regiones en las cuales

SALI y otros indicadores resultan inconclusos.

4.1. INTEGRADORES NUMERICOS

Se presetan entonces las ecuaciones de movimiento del problema foto—gravitacional,
como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden (formulacién Hamil-
toniana), para asi, dar paso a los criterios y eleccidn de los diferentes integradores
numeéricos. Debido a la no conservacion de la constante para el caso o = 1, se ex-
plorara sélo la dinamica 6rbtital del problema foto—gravitacional: presion de radiacion
(a=0).

En el espacio de configuracién n—dimensional, cualquier estado del sistema esta
completamente determinado por medio de un punto cuyas coordenadas (las n coor-
denadas generalizadas, ¢;), permiten describir la dinamica de éste en funcién del
tiempo, a través del espacio de configuracion. Desde la perspectiva Lagrangiana, a
cualquier sistema con n grados de libertad se asocian n variables independientes,
qx(t). La formulacién Hamiltoniana, empero, permite describir la dinamica de la par-
ticula en términos de un sistema de ecuaciones de primer orden. Asi, el nimero de
condiciones iniciales, y de ecuaciones independientes de primer orden, que deter-

minan la dinamica del sistema en el espacio de fase, debera ser, por tanto, 2n.

Entonces, a partir de las coordenadas y momentos generalizados, ¢ y px, €l Hamil-
toniano se define como (GOLDSTEIN, POOLE y SAFKO, 2002):
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Figura 16. Conservacion de la constante Jacobiana para algunos integradores de
paso adaptativo. Rojo: Runge—Kutta de cuarto orden con coeficientes Cash—Karp;
Azul: Runge—Kutta de cuarto orden con coeficientes Dormand—Prince; Naranja: Bu-

lirsch Stoer.
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y L, el Lagrangiano del sistema:

1 .
I = ma M3

N 5 2 Iy Iy Is
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De y (39), transforma en:

m
(p%‘i‘P%)+Q2P1—Q1p2——1<1_5)__——7 (36)
M p) rs

H =

N | —

con, ¢, =0H/0pr y pr=—0H/0qy ,las 2n ecuaciones de primer orden requeri-

das —ecuaciones candnicas de hamilton—, i.e.,

G = Dp1+a,

2= Dp2—q,

pm p- O gy (0 m) (o)

o= —py — my (q??— Y1) (1-8) ) (q%— Ya) Mg (q%— y3). (37)

Expuestas las ecuaciones de movimiento en su forma integrable, considérese ahora
el conjunto de condiciones iniciales (¢, g2, p1, p2) =~ (0.7,0,0, —1.19973509), que defi-
nen la érbita de prueba para la eleccidn de los integradores numeéricos (los ensayos
numéricos se realizaron para el caso de tres masas iguales, m; = my = mg = 1/3,
con C' = 3.52, « = § = 0). Para la clasificacién orbital de los diferentes sistemas so-
metidos a estudio, se emplearon entonces dos diferentes integradores numéricos:
un integrador de paso adaptativo, y un integrador de paso fijo. La razdén de esto es
simple: una primera clasificacién del espacio de fase requiere sélo del estado final

de cada trayectoria concerniente al conjunto de condiciones iniciales inmersas en
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éste. Asi, el uso de un integrador de paso adaptativo permite la obtencion de tal es-
tado de manera rapida, en contraste con el tiempo requerido por aquel de paso fijo.
Empero, un integrador de paso fijo resulta completamente necesario, si distinguir
movimiento regular de caético se precisa (§[4.3). La Figura[16] expone el comporta-
miento de tres diferentes integradores de paso adaptativo, para la conservacion de
la constante Jacobiana, ¢ = |C' — C,uml|: (i) Runge—Kutta de cuarto orden con co-
eficientes Cash—Karp (RK4 CK) (CASH y KARP, [1990), (i) Runge—Kutta de cuarto
orden con coeficientes Dormand—Prince (RK4 DP) (PRINCE y DORMAND, (1981),
y (iii) el algoritmo de Bulirsch—Stoer (BULIRSCH y STOER, 1966), el cual combina
tres poderosas ideas: la extrapolacién de Richardson, el uso de la extrapolacion de
funciones racionales en aplicaciones de tipo Richardson, y el método del punto me-

dio modificado.

De ésta, se observa entonces la ventaja que supone el uso del algortimo BS (mayor
precisidn), en contraste con los métodos RK4. Si ademas se toma en cuenta el poco
esfuerzo computacional requerido por éste (Tab.[8), su uso como integrador numéri-

co queda completamente justificado para la obtencién de dicha primera clasificacion.

Mas aun, se presenta el promedio de la norma del error, L, con el objeto de exponer
de manera global la conservacién de la constante para todo el espacio de fase del

sistema. Se tiene entonces:

I
1
Ng, = 7 ; g dty, (38)

con [, el nimero de iteraciones, ¢, definido previamente, el error para la constante
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Tabla 8. Tiempo de computo (maquina) requerido por los diferentes integradores
numeéricos de paso adaptativo. Nétese la superioridad del algoritmo BS, en cuanto
a tiempo de computo concierne, sobre los métodos RK4.

INTEGRADOR T. INTEGRACION [ 18 @6l [=Ihfer [

RK4 CK 10* 107
RK4 DP 10* 119
BS 10 16

Jacobiana en la k—ésima iteracion, y, dt;, el k—ésimo paso del parametro de in-
tegracion ¢. La Figura expone entonces la conservaciéon de la constante, para
my = my = mg = 1/3, C = 3.52, y a = 0. De ésta, se observa como, en el peor
de los casos, la norma del error, y por tanto la constante Jacobiana, se conservan
mejor que una parte en 10-%, siendo, para la mayoria de las trayectorias, mejor que

una parte en 101,

Figura 17. Promedio de la norma del error Ly, para el algoritmo BS, y para el caso
my1 =my =mg = 1/3,C =3.52,y a = [ = 0. Paleta de color en escala logaritmica.

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
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Figura 18. Conservacién de la constante Jacobiana, para algunos integradores nu-
méricos de paso fijo. De izquierda a derecha: Runge—Kutta de cuarto orden con
coeficientes Cash—Karp (RK4 CK), Runge—Kutta de cuarto orden con coeficien-
tes Dormand—Prince (RK4 DP), y Runge—Kutta de octavo orden con coeficientes
Dormand—-Prince (RK(8)7 DP).

- log(e) RK(8)7 DP |

-10 - — 4t =10.05 1 F E
dt = 0.025 1 1

F— dt=0.0125

[ — dt =0.00625

dt = 0.003125

200 400 600 800 200 400 600 800 200 400 600 800

Por otra parte, una segunda clasificacién, que permita distinguir movimiento regular
de cadtico, requiere la evaluacion, para el mismo instante de tiempo, de al menos
dos vectores desviacion continuamente normalizados con el fin de evitar desborda-
mientos de tipo numérico (§ [4.3). Para ello, se implementaron entonces tres dife-
rentes integradores de paso fijo: (i) Runge—Kutta de cuarto orden con coeficientes
Cash—Karp (RK4 CK), (ii) Runge—Kutta de cuarto orden con coeficientes Dormand-—
Prince (RK4 DP), y (iii) Runge—Kutta de octavo orden con coeficientes Dormand—
Prince (RK(8)7 DP). En la Figura [18] se expone la conservacion de la constante,
para dichos integradores, y para diferentes pasos de integracion, dt. De ésta, se ob-
serva, en general, cdmo, a medida que el paso de integracion es reducido, ¢ mejora
de manera considerable. Mas aun, los integradores de cuarto orden presentan un
comportamiento simil, siendo necesario en éstos, un paso algo mas pequeno que el
empleado por el integrador de octavo orden, para lograr un valor de ¢, de al menos
una parte en 107%. Asi, a pesar de emplear un mayor nimero de etapas para su im-

plementacién, el algoritmo RK(8)7 DP, se presenta como la mejor opcidn para llevar
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a buen término la evaluacion de los ya mencionados vectores desviacién, compen-
sando la cantidad de etapas requeridas, con un valor para el paso de integracién
mucho mayor al expuesto por los integradores de orden inferior, resultando, de ésto,

un menor tiempo de computo, y por tanto, poco esfuerzo computacional.

4.2. REGULARIZACION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO:
TRANSFORMACION DE LEVI-CIVITA

La principal diferencia entre el movimiento asociado a cuerpos (celestes) naturales
y aquel correspondiente al de cuerpos artificiales, radica en el hecho de que los en-
cuentros (cercanos) entre cuerpos resultan comunes en este Ultimo caso, en tanto
en el primero se dan, pero de manera poco usual. Las consecuencias de ello pueden
entenderse, de acuerdo con la propiedad asociada al campo de fuerza gravitacional
Newtoniano, segun la cual, las fuerzas que actuan entre particulas se hacen gran-
des en demasia, a medida que la distancia entre cuerpos tiende a ser nula. Asi,
en la vecindad de la colisiéon entre cuerpos (r; — 0), las ecuaciones de movimien-
to presentan singularidades, i.e., tanto la fuerza ejercida sobre la particula, como su
velocidad, incrementan a medida que ésta se acerca a la vecindad de una de las pri-
marias. El tamafo del paso dado al integrador, debe entonces reducirse de manera
considerable en tales regiones, con el fin de obtener resultados confiables. Pues-
to que tales singularidades ocurren en la colision misma, éstas no son de caracter
esencial en el contexto del problema restringido, pudiendo entonces, ser eliminadas

por medio de la correcta eleccidn de variables independientes.

En un sistema de referencia sinddico, la dindmica de la particula de masa infinite-
simal esta governada por (33). Los pasos base de la regularizacién de Levi—Civita

estan provistos por: (i) un cambio de coordenadas (transformacién de Levi—Civita),
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(ii) 1a introduccion del espacio de fase extendido, el cual permite prescindir de la

dependencia temporal, y, (i) la introduccion de un tiempo ficticio.

Considérese entonces, la transformacion canénica (qi, g2, p1,p2) — (P, P, Q1,Q2),

cuya funcion generatriz W, se asume lineal en sus p—variables:

W (p1, p2, @1, Q2) = p1 f(Q1,Q2) + P2 9(Q1, Q). (39)

Las funciones f y g, concernientes a la transformacion de Levi—Civita, estan dados

por:

f(Q1,Q2) = Qf — Q5 +uay,
9(Q1,Q2) = 20Q:1Q2+yj, (40)

con z; Y y;, las coordenadas de la primaria a ser regularizada. Asi, las ecuaciones

caracteristicas asociadas a la funcién generatriz, W, seran entonces:

q1 = apl - f(QhQQ):Q%_Q%_'_x]a
ow
Q2=—a = g(Q1,Q2) =201 Q2 + yj,
D2
oW of dg
P = = + =2 + 2 )
1 90, b1 90, D2 80, 1 @1 D2 Q2
oW of dg
P = = + =2 +2 . 41
2 8Q2 P1 3@2 D2 8622 b1 Qz D2 Ql ( )

93



Las dos ultimas ecuaciones en (41)), pueden escribirse como:

P=2ATp ; Ag= @~ )
Q2

Sea ahora, D = D (Q1,Q,) = 4detAy = 4(Q? + Q3%) > 0. Los términos p? + p2 y

g2 P1 — q1 P2, €n (33), transforman entonces como:

pi+ps = (PP+P})/D,

0 0
wn—am = 55 |[Pige(F o)~ P (P )]

Asi, el Hamiltoniano del sistema toma la forma,

[:[(QlaQQ;PI;PQ) = 2D P2+P2+P13Q2<f2+92) 8(9@ (f2+9)
— T(Q1,Q), (42)
con
D(Q1,Qs) = —— (1 8) + ——2 o

r(Q1, Q2) ry(Q1, Q2) * rs3(Q1,Q2)’

= [(Q% - Q3+ xTj — z:)? + (2Q1Q2 + Yj — yz>2] V2 ;o 1=1,2,3,
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y las correspondientes ecuaciones de Hamilton:

. 0H . 0H : OH : OH
le 3 QQZ 5 P1:_ — y PQZ——.

8P1 8P2 an aQ?
Permitase ahora reescribir la funcién Hamiltoniana en el espacio de fase extendido.

Para ello, se introduce un nuevo par de variables conjugadas, (7', t):

I = T+H
- T+L p2_|_p2_|_p1i(f2+92)—P2i(f2+92) _f(Ql Q2).
oD |t 2 0Q; 01 ’
Noétese que,
: 11 : nl 2
t 0 1, v T= 0 =0, — T =-—H=cte.

T T ot

En general, si & depende explicitamente del tiempo, i.e., H = H(Q, P,t), es po-
sible entonces definir un Hamiltoninano tiempo—dependiente, 11 = 11(Q, P, t,T) =
H (@, P,t)+ T, con T, el conjugado de t. Introduciendo el tiempo ficiticio, o regulari-

zado,

dt = D ds, 0 —=——

la funcién Hamiltoniana transformada, se deriva como sigue:
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dQ _dQds _1dQ ol dQ  om

=0 “dsa _Dds op - 4 P
_dP _dPds _1dP _ 9l R P OII*
T dt dsdt Dds = 0Q ds  0Q°

con II* = DII. Como 011*/0Q) = 110D /0Q + D 011/0Q) = D 011/0(), entonces 11 = 0,

a lo largo de la solucion. Asi, el nuevo Hamiltoniano, IT*, transforma en:

II"=DI=D(H+T),

_ 1 2 2 9 2 2 2 L I
= DT+ |Pf+ P +P18Q2(f +97) - 8621(f g°)| = DI, | (43)

Mas aun, las correspondientes ecuaciones de Hamilton asociadas a (43), estaran

entonces dadas por:

, oI 1 9le
G=op =M ag,
g 0, Loep
27 9R, P 2 00,
S o oD 1[. o%ef a2|@|2} o .
P = - p _P + DI,
! 0Q, 0Q, 2 { '00,0Q, 7 0Q? an( )
oo oD 1[, ®OP 32|@|21 o .
o Zlp _P + -2 (ph),
=00, " Tag, T2 [ 00,00, ey | T ag, PV
(44)
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con O(Q1,Q2) = f(Q1,Q2) +19(Q1,Q2), y |0 = f* + ¢°. Nétese, de (43), que la
singularidad del problema se ve asociada al término DT, i.e.,

DI =D w 5 (1-5)
(QF — Q3+ —21)* + 2Q1Q2 + yj — )]
+ e
(QF— QB+ — 22 + 2QiQ2 +y; — y2))"?
+ - 7 | (45)
[(QF — Q3 + x5 — x3)* + (2Q1Q2 + y; — ¥3)?]
4.2.1. Regularizacion del problema restringido. A modo de ejemplo, se ex-

pondra como el sistema de ecuaciones (44), puede ser usado para regularizar las
ecuaciones de movimiento de la particula de masa infinitesimal, alrededor del punto
ﬁ1($17 Y1)-

Sean, 2 = ¢ +iq, Yy w = Q + 1 (), las coordenadas complejas de la particula
de prueba, en los planos fisico y paramétrico, respectivamente. Asi mismo, en el
plano fisico, la primaria m; estara situada en z; = z; + iy;. La transformacién > =
w? + 2, regulariza entonces la singularidad de las ecuaciones de movimiento en P;.
La funcioén z, también llamada transformacion de Levi—Civita, es una transformacion
de tipo local, pues sélo una singularidad es eliminada de manera simultdnea. La
transformacién de DT, en términos de la nueva variable compleja, w, requiere de las

expresiones de ry, r,, y r3, €n términos de ésta:
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rh = \z—zl\:]wZL
r, = |z—22|:|w2+z1—22|,

rs = |z2— 23 = ]wQ + 21 — 23 (46)

Figura 19. Regularizacién de las ecuaciones de movimiento alrededor de m;. En
el panel superior, la trayectoria de la particula de prueba para el conjunto de con-
diciones previamente descrito (la posicion de m; esta representada por medio del
punto rojo). En el panel inferior, la conservacién de la constante, en escala logarit-
mica, para las soluciones, no regularizada (negro), y regularizada (gris). En ambas
soluciones, el paso dado al integrador (RK8(7) DP), es dt = 0.05.

y | log(e)
0.1 i 14 ]
_6 E 3
I ma \ F ]
00 [ [ ] il —8 E E
-12 ¢ 1
-0.1 + | : ?
_14 || — No Regularizada )
T Regularizada t
- ————— TN P— — —T . ! ‘
0.5 0.6 0.7 0 2000 4000 6000 8000 10000
Asi, de (46), se sigue entonces,
~ mq mo mg
D'=D|—(1-58)+ + . 47
(]w2| (1=5) |w? + 21 — 23| |w2+zl—23|> (47)
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Puesto que D = 4(Q? + Q2) = 4|w?|, el término DT', no contiene singularidades
en P,. En la Figura , se presenta la evolucién, alrededor de la primaria my, de
la trayectoria correspondiente a la orbita de prueba definida previamente (panel iz-
quierdo), asi como la conservacién de la constante Jacobiana, para las soluciones
regularizada (gris) y no regularizada (negro). Tales soluciones han sido determina-
das haciendo uso del método iterativo de paso fijo, RK(8)7 DP, con dt = 0.05. De
ésta, se observa entonces como para un mismo paso de integracién, la solucién
regularizada mejora de manera considerable la conservacion de la constante.

Figura 20. Regularizacién de las ecuaciones de movimiento para una érbita alre-
dedor de las tres primarias ((q1, 42, p1,p2) =~ (0.20689655, 0.05835544, 0.06340194,
—0.22478868), C' = 3.52 y a = B = 0). En el panel izquierdo, la trayectoria de la
particula para 10* unidades de integracién. En el panel derecho, la conservacion de
la constante, en escala logaritmica, para las soluciones, no regularizada (negro), y

regularizada (gris). En ambas soluciones, el paso dado al integrador (RK8(7) DP),
es dt = 0.05.

08 [T
2 ¢ 1
1 [ ] | F
04 - mo 4 -4 3 E
6 1
0.0 - mie o8 X
-10 & .
0.4 ¢ ms 1 19l ]
L ! E |
1 14 ‘| — No Regularizada |
I T | Regularizada t
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La transformacion de Levi—Civita resulta Gtil, en cuanto a trayectorias en torno a una
sola primaria concierne. ;,Qué sucede entonces, en aquellos casos en los cuales

la trayectoria evoluciona alrededor de mas de una primaria? A pesar de regularizar
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de manera local las ecuaciones de movimiento, se hace posible empero, adaptar
dicha transformacién, al menos de manera numeérica, acorde a la dinamica de la
particula. Asi, a medida que la trayectoria evoluciona, la transformacién se adapta
también, permitiendo entonces sortear cada posible singularidad. La Figura [20] pre-
senta la evolucion de una particula que orbita alrededor de las tres primarias (panel
izquierdo). Del panel derecho, se observa entonces como, a medida que la particula
no regularizada evoluciona (solucién en color negro), se vulnera la restriccion antes
impuesta (H = (C/2). La conservaciéon de ésta, demanda un paso de integracion
bastante mas pequerio. Esto, sin embargo, requiere de un mayor tiempo de compu-
to, lo cual, para una cantidad considerable de trayectorias, resulta poco practico. Es
asi como el proceso de regularizacion se hace imprescindible. La soluciéon numérica
derivada del sistema regularizado, se presenta entonces en color gris. Nétese cémo
ésta, para el mismo paso de integracidén, conserva dicha restricciéon, en promedio,
mejor que una parte en 1078, siendo, en el peor de los casos, algo mayor que una

parte en 107°.

4.3. INDICADOR DE CAOS: THE GENERALIZED ALIGNMENT INDEX OF OR-
DER % — EL METODO DE GALI,

Con el objeto de explorar la dinamica en detalle del sistema Hamiltoniano referente
al problema restringido, se sigue la evolucion de los elementos de volumen forma-
dos por los k vectores desviacidon unitarios, concernientes a una orbita de prueba. El
comportamiento de dichos elementos de volumen se ve altamente influenciado por
la naturaleza regular o caética del movimiento, el nUmero de vectores desviacion, su
dependencia (o independencia) lineal, y el espectro derivado de los exponentes de
Lyapunov. La diferencia en la evolucién temporal de éstos, es usada para identificar

de manera rapida y eficaz, la naturaleza de la dinamica orbital para todo el espacio
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de fase, haciendo uso de cantidades que permiten distinguir entre movimiento caé-

tico y cuasi—periodico, en sistemas n—dimensionales.

Se introduce entonces el método, The Generalized Alignment Index of Order k, co-
mo el volumen del paralelepipedo, cuyas aristas son los k vectores unitarios desvia-
cion de la érbita de prueba, inicialmente linealmente independientes. Se presenta
de manera analitica el indicador, y se comprueba numéricamente, que para érbitas
cadticas, éste tiende de manera exponencial a cero, con exponentes que engloban
algunos de los valores correspondientes a los exponentes caracteristicos de Lya-
punov. Mas aun, para el caso de movimiento regular, se expone como GALI fluctia
alrededor de un valor no nulo, para 2 < k£ < N, tendiendo, sin embargo a cero, para
N < k < 2N, en leyes de potencias que dependen, en mayor medida, de la cantidad

de vectores desviacién empleados.

Considérese el sistema Hamiltoniano auténomo de n grados de libertad, cuya fun-

cion Hamiltoniana se define como:

H(Q17q27"‘7QTuplap27"'7pn> :h:Cte7 (48)

cong; yp; (i=1,2,..,n),las n coordenadas generalizadas y momentos conjugados,
respectivamente. Cualquier érbita derivada de (48), se define entonces como x(t) =

(@1(t), q2(t), ..., n(t), p1(t), p2(t), ..., Dn(t)), CON z; = ¢;, Y ivn, = pi. ASI, la evolucion

temporal de ésta, se ve gobernada por las ecuaciones de movimiento de Hamilton,
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dx OH OH
_— = = _— 4
e = (G- ). (49)

en tanto, cualquier vector desviacion inicial, w(0) = (dz1(0), ..., dz,,(0)), asociado a

dicha érbita, obedece al conjunto de ecuaciones variacionales,

dw

= M)W, (50

con M = JI'/0x, la matriz Jacobiana de T'.

El método de GALI,, permite entonces determinar si dos o mas vectores desviacion,
normalizados (norma unitaria), se hacen linealmente dependientes. La idea funda-
mental, en contraste a la empleada en el calculo de los exponentes caracteristicos
de Lyapunov, es la introduccién de dos 0 mas vectores desviacion adicionales, con
respecto a la orbita de referencia. Asi, la relacién entre éstos, hace posible sortear
la dificultad de la lenta convergencia expuesta por dichos exponentes, a medida que
t — oo. Puesto que solo resulta de interés la direccion de los ya mencionados vec-
tores desviacion, los mismos se normalizan a cada paso de tiempo, conservando su

norma igual a la unidad, i.e.,

o Wz'<t> .
w;(t) = , 1=1,2,...,k, (51)
0= Two
con || - ||, la norma usual. Entonces, de acuerdo con (SKOKOS, BOUNTIS y ANTO-

NOPOULOS, [2007), GALI, se define como el producto ‘exterior’ de los k vectores

desviacién unitarios (geométricamente, el producto exterior representa el volumen
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del k—paralelogramo, cuyas aristas, estan dadas por los k vectores desviacién uni-

tarios)

GALLL(t) = ||dn (£) A da(t) A o Ad(®)], (52)

con 2 < k < 2n. De (62), es evidente que si al menos dos vectores desviacion se
hacen linealmente dependientes, el producto exterior, y por tanto, GALI,, seran nu-
los. El método de GALI es una generalizacion de SALI: the Smaller Alignment Index
(GALIy oc SALI) (SKOKOS, 2001 . Esta consiste en el uso de informacién de mas
de dos vectores desviacién, derivados de la 6rbita de referencia, resultando asi, una
distincién entre movimiento regular y caético, mucho mas rapida y eficaz que la pro-

vista por SALI.

Acorde con (SKOKOS, BOUNTIS y ANTONOPOULQOS, 2007, MANOS, SKOKOS
y ANTONOPOULOQOS, 2012), para el caso de érbitas regulares, el comportamiento
de GALI, esta dado por:

constante if2 <k <n,

Asi mismo, para oOrbitas caoticas, la totalidad de vectores desviacion se hacen lineal-

3 (SZELL y col., 2004, PANAGOPOULOS, BOUNTIS y SKOKOS, 2004; BOUNTIS y SKOKOS,
2006; CAPUZZO-DOLCETTA vy col., [2007; MANOS vy col., |2008) — SALI ha sido ampliamente
usado como indicador de caos en diversos sistemas dinamicos.
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mente dependientes, alinedndose entre si, en la direccién definida por el maximo
exponente caracteristico de Lyapunov (LCE), i.e., GALI, tiende a cero de manera

exponencial, bajo la ley de exponentes,

GALI,(t) o e7l(r=o)Hlor=os)+Hor—aw) ]t (54)

con oy, ..., 0%, los primeros k LCE de la érbita.

4.3.1. Validacion del método.  Con el objeto de validar las predicciones teédricas
previamente descritas, se determina entonces el valor de GALI para algunas 6rbitas
de prueba del sistema Hamiltoniano de Hénon—Heiles (el potencial de Hénon—Heiles
fue primero propuesto como una version simplificada del potencial gravitacional ex-
perimentado por una estrella en presencia de un centro galactico) generalizado (DU-
BEIBE, RIANO-DONCEL y ZOTOS, 2018). El sistema de Hénon—Heiles es conside-
rado un paradigma en sistemas Hamiltonianos tiempo—independientes. Hogaro, es
quiza uno de los trabajos mas citados en el ambito de sistemas complejos, siendo

su dinamica orbital explorada en demasia.

Considérese entonces el sistema

1 1 Y3
H=§(p§+p§)+§($2+y2)+x2y—§+5[l‘4y+x2y3—y5—(x2+y2)2]-

El parametro §, provee una facil transicién entre los sistemas clasico (HH) (HE-
NON y HEILES, [1964) y generalizado (GHH) (DUBEIBE, RIANO-DONCEL y ZO-
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Figura 21. Panel izquierdo: orbita (cadtica) de prueba para el sistema de Hénon—
Heiles con H = 0.125,6 = 0,y (x,y, px, py) ~ (0, 0.20837720, 0.44531470, 0.11960658).
Panel derecho: evolucion en el tiempo de GALI, para la 6rbita de prueba expuesta
en el panel izquierdo.
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TOS, 2018). En las Figuras 21|y se presentan las érbitas de prueba regular y
cadtica (paneles izquierdos), respectivamente. La evolucion de GALI, (en lo que si-
gue, k = 4, i.e., se hara uso de cuatro vectores desviacion), para tales orbitas, y
para un conjunto de vectores desviacion inicialmente ortonormales, é; = (1,0,0,0),
é; = (0,1,0,0), é5 = (0,0, 1,0), &, = (0,0,0,1), es expuesta en los paneles derechos

de dichas figuras.

Notese la diferencia en los tiempos requeridos para la distincion entre movimiento
regular y caédtico. En general, el calculo del maximo exponente caracteristico de
Lyapunov, necesita de al menos 10* unidades de integracion para la convergencia
del mismo (SKOKOS, BOUNTIS y ANTONOPOULQOS, |2007). Empero, GALI, provee

informacion acerca de la caoticidad de la 6rbita de prueba en ¢ < 200.
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Figura 22. Panel izquierdo: érbita (regular) de prueba para el sistema de Hénon—
Heiles con H = 0.125, 5 = 0, y (,y, p, py) ~ (0, 0.35207000, 0.36428445, 0.14979000).
Panel derecho: evolucion en el tiempo de GALI, para la 6rbita de prueba expuesta
en el panel izquierdo.

T

"

De las Figuras [21] y [22] se observa entonces que, indistintamente, GALI, alcanza
el limite de precisién de maquina (10~!%), empleando sin embargo, tiempos de inte-
gracion disimiles. La diferencia entre éstos, es lo que permite distinguir de manera

rapida y eficaz la naturaleza caética de las trayectorias.

El comportamiento expuesto por GALI, (=~ SALI) ha sido ampliamente usado pa-
ra distinguir entre regiones cadticas y regulares en diversos sistemas dinamicos
(SKOKOS y col., [2004; SZELL y col., 2004; BOUNTIS y SKOKOS, [2006; DUBEI-
BE, RIANO-DONCEL y ZOTOS, 2018). Asi, integrando el conjunto de condiciones
iniciales inmersas en determinada malla numérica, y asignando a cada punto de
dicha malla un color acorde con el valor final del indicador, para un tiempo de inte-
gracién previamente establecido, resulta posible obtener un panorama completo de

la dinamica para todo el espacio de configuracién, para un sin nimero de sistemas
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Hamiltonianos de significancia fisica.

Figura 23. Dindmica orbital del sistema Hénon—Heiles generalizado. Las paletas de
color (en escala logaritmica) indican el valor final del indicador, para un tiempo de
integracion final, t = 10%. Para mayor claridad con respecto a los parametros J y n,
véase (DUBEIBE, RIANO-DONCEL y ZOTOS, 2018).

=0.1
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Como ya se ha mencionado, GALI, tiende a cero, tanto para érbitas caéticas como
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Figura 24. Tiempos de saturacion (tiempo requerido para alcanzar el cero numerico)
para los casos expuestos en la Figura[23] Las paletas de color (en escala logaritmi-
ca) indican el tiempo requerido para GALI, < 10716,
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regulares. Sin embargo, las tasas de convergencia difieren, permitiendo distinguir
facilmente entre unas y otras. Se pretende entonces hacer uso de este principio,
con el fin de discernir entre movimiento regular y caético. Permitase ilustrar lo ante-
rior, al llevar a cabo un estudio global de la dinamica del sistema de Hénon—Heiles
generalizado (DUBEIBE, RIANO-DONCEL y ZOTOS, 2018). En particular, se ha-
ce uso de 625 x 625 condiciones iniciales, y se determina el valor de GALlI,, para
el mismo conjunto de vectores desviacion inicilamente ortonormales, previamente
establecido. En la Figura [23] se presenta el valor de GALI,, en escala logaritmica,
para t = 10%. Las zonas para las cuales GALI, ~ 107'¢, corresponden a regiones
pobladas por trayectorias de naturaleza caética. Mas aun, de la Figura [24] se extrae
también el tiempo de saturacién (tiempo requerido para converger a la tolerancia
numeérica), para tales trayectorias. Asi, debido a la rapida convergencia en estas
regiones, y de las condiciones de proporcionalidad en y (54), para 6rbitas regu-
lares y cadticas, respectivamente, resulta posible concluir, de manera general, que
el tiempo empleado por el indicador para alcanzar la tolerancia numérica, es mu-
cho mayor para aquellas trayectorias de naturaleza regular, que el requerido por las
cadticas (para sistemas 2D Hamiltonianos, existe s6lo un LCE positivo, ;. Mas adn,
oy = —03 = 0,y 04 = —o; (SKOKOS, BOUNTIS y ANTONOPOULQS, [2007). Por
tanto, y de y (54), GALI4(t) o t*, y GALI4(t) o e~*ot!, para 6rbitas regulares
y cadticas, respectivamente). Estas tasas de convergencia, permiten entonces, en
lugar de registrar el valor del indicador para el tiempo final de integracion (SALI),
establecer un tiempo de saturacion, t,, suficiente para que GALI, ~ 106, Si el valor
del indicador, transcurrido t,, es, por ejemplo, > 10'2, el correspondiente punto so-
bre la malla, y por tanto, la 6rbita asociada a éste, sera considerado regular. De los
diferentes paneles expuestos en la Figura [24] se establece entonces un tiempo de

saturacion, t, = 1000.
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5. DINAMICA ORBITAL

Previo a explorar como la estructura orbital del ERFBP foto—gravitacional se ve alte-
rada debido a la inclusion del factor de radiacion, 3, permitase establecer los crite-
rios usados para tal fin. En general, existen tres tipos de posibles trayectorias para la
particula de prueba: (i) escape ha ‘infinito’, (ii) movimiento acotado alrededor de una
0 mas primarias, y (Jii) colision con una de ellas. De éstos, los dos primeros pueden
ser determinados de manera numérica como sigue: el movimiento sera conside-
rado como acotado, si para un tiempo de integracion t¢,,.., la particula de prueba
permanece confinada dentro de la regién inmersa en una circunferencia de radio
R., con centro en el marco de referencia sinddico; de no ser el caso, se considera
entonces que la trayectoria escapa a infinito, si ademas, la particula intersecta la
circunferencia, con velocidad apuntando al exterior de ésta, para t. < t,,.,. Acorde
con (NAGLER, 2004; ZOTOS, 2016), t... = 10*, y R. = 20 (el valor dado al radio
de escape corresponde al necesario para garantizar la nimia influencia gravitacio-
nal de las primarias sobre la particula. Este criterio se sustenta por medio de gran
cantidad de simulaciones numéricas aleatorias, para las cuales se observa como
aquellas trayectorias que superan el radio de escape, siguen alejandose de manera
exponencial de la region de interés). Concerniente al tercer tipo de trayectorias, se
considera colision con una de las primarias, el cruce de la particula con cualquiera

de los discos de radio R. = 1074, definidos alrededor de éstas.

La totalidad del espacio de fase estara dividido entonces, en regiones de escape,
de colision, y de movimiento acotado. Mas aun, gran parte de las regiones regulares

se ven usualmente habitadas por condiciones iniciales cuyas trayectorias moldean
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pequenas islas de estabilidad. En diversos sistemas dinamicos, sin embargo, tra-
yectorias de naturaleza caodtica han sido también observadas (ZOTOS, 2014). Asi,
para aquellas regiones de movimiento acotado, se pretende entonces distinguir en-

tre movimiento regular y caético, haciendo uso del indicador GALI,, con ¢, = 1000 (§

4.3).

En lo que sigue, se define como regién de dispersion la cuadricula —2 < z, y < 2,
con 625 x 625 condiciones iniciales, regularmente distribuidas. Mas aun, haciendo
uso de diagramas de color (diagramas en los cuales se asigna un color especifico
a cada pixel, acorde con el tipo de érbita), se pretende exponer como la estructura
orbital del ERFBP foto—gravitacional, para sus diferentes casos de estudio (con a =
0), se ve alterada debido a la variacion gradual del factor de radiacién, g € [0, 1]. El
cédigo de color usado es el siguiente: naranja — escape; amarillo — colisién con
mq; rojo — colision con my; azul — colisién con m3, verde — movimiento regular;
gris oscuro — movimiento cadtico; gris claro — zonas de exclusién. Cabe mencionar
gue para una primera clasificacién del espacio de fase (érbitas de colisidén, escape y
movimiento acotado), se hizo uso de un algoritmo Bulirsch—Stoer de paso adaptativo
(e = 107'?) (BULIRSCH y STOER, [1966), en tanto, para lograr la distinciéon entre
movimiento regular y cadtico (la evaluacion de los vectores desviacion debe darse
para los mismos tiempos de integracion), la implementacion de un Runge—Kutta (8)7
Dormand-Prince de paso fijo (dt = 0.05) fue necesaria. Finalmente, para aquellas
Orbitas en las cuales la particula penetra en la regién de radio R, = 1072, definida
alrededor de cada primaria, la regularizacién de Levi-Civita es empleada (§ [4.2.7).

Los resultados numéricos aqui consignados han sido desarrollados en FORTRAN 90.
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5.1. RESULTADOS NUMERICOS Y CLASIFICACION DE ORBITAS

Siguiendo la convencién usual para las cuencas de escape del sistema HH (HENON
y HEILES, [1964), los momentos conjugados iniciales (p1(0), p2(0)), se determinan de

las condicionesr-p=0yr xp>0,conr=qi+qj ie,

r-p=20 — q1P1 = —q2p2, (55)

rxp>0 — q1 P2 > Q2 P1- (56)

De C/2 = —H y (56), se tiene entonces:

¢ =,
%=,

p=—a(1+V2T=C/r),

P= @ (1 + m/r), (57)

conr = (qi+ ¢ )1/2. Asi, las trayectorias son lanzadas con coordenadas y momen-
tos iniciales, definidos por la region de dispersién antes establecida, y por y
(56), respectivamente.

Se considerara primero, a modo de ejemplo, el caso m; = ms = m3 = 1/3 (o =

B = 0), para diferentes valores de la constante Jacobiana, al igual que en (ZO-
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Figura 25. Estructura orbital para m; = my = m3 =1/3, « = 8 = 0, y para diferentes
valores de la constante Jacobiana. El cédigo de color es el siguiente: naranja —
escape; amarillo — colision con m;; rojo — colisidbn con ms; azul — colisién con ms,
verde — movimiento regular; gris oscuro — movimiento caotico; gris claro — zonas
de exclusion.
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TOS, 2016). La Figura revela entonces la estructura orbital para el espacio de
configuracién (z,y). De ésta, se observan pequenas islas de movimiento acotado

situadas alrededor de cada primaria. Para valores pequefios de la constante, estas
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Figura 26. Tiempos de escape, colision, y saturacidén, para los casos tomados en
consideracién en la Figura[25] Las paletas en escala de amarillos, hacen referencia
a los tiempos de escape y colisién requeridos por cada conjunto de condiciones
iniciales. La paleta en escala de grises, corresponde a los tiempos de saturacion
para GALI,. Paletas en escala logaritmica.
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islas se ven pobladas, en mayor medida, por 6rbitas regulares, en tanto la vastedad
del espacio de configuracion se ve dominada por trayectorias de escape (paneles 6,
7,8y 9 — |). Notese ademas, cOmo las regiones concernientes a trayectorias de

colisién se cierran paulatinamente, llegando a rodear por completo dichas islas de
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estabilidad. A medida que el valor dado a la constante va en aumento, las regiones
de exclusion se cierran sobre las primarias, dando origen, primero, a una region en
extremo cadtica (paneles 4 y 5 — |), para revelar finalmente, una estructura orbital
casi exenta de caos. Para 3.52 < C' < 3.54, un fendmeno interesante toma lugar.
En las regiones acotadas alrededor de las primarias (paneles 2y 3 — |), se hace
notable la presencia de condiciones iniciales cuyo estado final corresponde a tra-
yectorias de naturaleza cadtica. Aqui, se hace salvedad en la sutil diferencia entre
las denominadas ‘regién cadtica’ y ‘trayectoria cadtica’: la primera, hace referencia
a aquellas regiones del espacio de configuracién altamente sensibles a cualquier
variacion en las condiciones iniciales; en tanto la otra, concierne al estado final al-

canzado determinada trayectoria, para la cual, GALI, < 10~16.

Para una visibn mas completa acerca de la dindmica global del sistema, en la Figu-
ra [26| se presentan entonces los tiempos de escape, colision (paleta en escala de
amarillos), y saturacién (paleta en escala de grises), para los casos considerados
previamente en la Figura [25] Los colores claros corresponden a trayectorias de ra-
pida convergencia. En general, los tiempos de corta duracién (< 10') presentan una
fuerte correlacion con trayectorias asociadas a colisién con cualquiera de las prima-
rias. Mas aun, los tiempos de escape parecen aumentar en regiones adyacentes a
las zonas de transicidn entre dindmica de escape y movimiento acotado (y viscever-
sa). Por otra parte, las zonas oscuras se corresponden con regiones de estabilidad
(trayectorias regulares), en tanto aquellas grisaceas, asociadas a trayectorias caoti-

cas, exponen tiempos de saturaciéon < 5 x 102, como era de esperar.

5.1.1.Caso 1: m; = ms = ms.  Considérese el caso m; = my = ms3, con a = 0
(8 y 5 € [0,1]. Aqui, se toma C = 2.95 como paradigma para la constante

de movimiento, pues permite exponer de manera clara, la evolucién del espacio de
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Figura 27. Estructura orbital para m; = my = m3 = 1/3, C = 2.95, « = 0, y para
diferentes valores del factor de radiacion, . El codigo de color es el siguiente: na-
ranja — escape; amarillo — colisién con my; rojo — colision con my; azul — colisién
con mg, verde — movimiento regular; gris oscuro — movimiento caoético; gris claro
— zonas de exclusion.
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configuracién a medida que el factor de radiacion incrementa. En la Figura [27] se
presenta entonces la evolucién de la estructura orbital del sistema en estudio, para

diferentes valores del factor de radiacion. Los resultados numéricos sugieren que en
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ausencia de radiacion (5 = 0, panel 1 — |), las primarias se ven rodeadas por islas
de estabilidad, ligeramente mezcladas con capas de trayectorias caéticas. Orbitas
de escape dominan la region exterior, empero tefida de 6rbitas de colisién algo dis-
persas. En el centro de masa del sistema, algunas de éstas trayectorias de colisién
toman forma de ‘tri-hélice’. Para 5 = 0.125, saltan a la vista las siguientes discre-
pancias: las regiones asociadas a érbitas de colision, alrededor de las mencionadas
islas de estabilidad, se dilatan, en tanto el espacio poblado por 6rbitas de escape
se ve reducido debido al notable incremento en la zonas de exclusién (region prohi-
bida). Para valores medios de 3, e.g., 5 = 0.625, el mar cadtico antes visible tiende
a desaparecer por completo. Asi mismo, para 5 = 0.875, érbitas caoticas surgen de
las regiones de movimiento acotado aledafnas a las primarias m, y ms. Finalmente,
la regidn de exclusion se cierra sobre dichas primarias, disolviendo asi, la mezcla
de Orbitas cadticas, de escape, y de colisién (8 = 1). Notese ademas, como las
zonas de escape pareciesen inmersas en una region de estabilidad. En general, se
observa que a medida que el factor de radiacion incrementa, las zonas de exclusién
aumentan en extension, desconectando las primarias ms y mg de la region exterior
del sistema. Mas aun, el estado final asociado a colision con m; tiende a desapa-
recer. Acorde con los resultados expuestos en §[3.1] la estructura del espacio de
configuracién se hace uniforme para grandes valores de 3, debido a la reduccidn en

la cantidad de puntos de libracién.

En la Figura 28] se presentan los tiempos de escape, colisén, y saturacién para los
diferentes valores de 5. Al igual que antes, se observa una fuerte correlaciéon entre
los tiempos de corta duracién y las regiones particularmente ocupadas por oOrbitas
de colision. Las regiones para las cuales 10! < t < 102, parecen corresponder
con regiones sélo pobladas por trayectorias de escape, e.g., las bandas en ‘espiral’

para § < 0.5; en tanto, regiones aparentemente cadticas, presentan tiempos de
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Figura 28. Tiempos de escape, colision, y saturacidén, para los casos tomados en
consideracién en la Figura[27] Las paletas en escala de amarillos, hacen referencia
a los tiempos de escape y colisién requeridos por cada conjunto de condiciones
iniciales. La paleta en escala de grises, corresponde a los tiempos de saturacion
para GALI,. Paletas en escala logaritmica.
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escape y colisidn algo superiores a los expuestos por otras regiones del espacio de

configuracién.
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5.1.2. Caso 2: m; # my = m3. Como segundo caso de estudio, se considera
entonces la configuracion de masas, m; = 0.5y mo = m3 = 0.25,con C = 2.7. En la
Figura[29] se expone la estructura orbital del sistema, en el espacio de configuracion,
para diferentes valores del factor de radiacion. El codigo de color es el descrito en §

B4l

Los resultados se resumen asi: en ausencia de radiacién (5 = 0), las primarias se
ven inmersas en islas de estabilidad, ya no rodeadas por regiones de colisién. Al
igual que para m; = my = mgs, la region exterior esta ocupada, en mayor medida,
por una mezcla de orbitas de escape y colisién, configurando asi, un mar de caos
en extremo sensible a variaciones en las condiciones iniciales. En presencia de ra-
diacién, e.g., § = 0.125, las estructuras formadas son similes a las observadas en el
primer panel, permitiendo, no obstante, la formacién de archipielagos de estabilidad

sobre las primarias ms y ms.

Noétese ademas cdmo algunas trayectorias de naturaleza caédtica emergen en la pe-
riferia de la regidén de estabilidad concerniente a m; (0.125 < 5 < 0.25). Para valores
intermedios de §, la estructura de trayectorias caoticas antes visible, desaparece por
completo, incrementando también en extension, las islas de estabilidad en m; y ms,
ahora cercadas por regiones de colisién. Para 5 > 0.625, la fuente de radiacion se
ve aislada por la zona de exclusién, forzando la dinamica en rededor a trayectorias
regulares y de colision. Mas aun, la regidén externa a la zona de exclusion, se ve
poblada, en mayor medida, por trayectorias de escape, la cual parece estar inmersa
a su vez, en una gran isla de estabilidad (8 > 0.875). Finalmente, para g = 1, las
fronteras se muestran completamente definidas, desapareciendo asi, la estructura

de tipo fractal.

En la Figura [30] se presentan los tiempos de escape, colisién y saturacién para
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Figura 29. Estructura orbital para my, = m3 = 0.25, C' = 2.7, a = 0, y para diferentes
valores del factor de radiacion, 5. El cddigo de color es el siguiente: naranja —
escape; amarillo — colision con m;; rojo — colisidbn con ms; azul — colisién con ms,
verde — movimiento regular; gris oscuro — movimiento caotico; gris claro — zonas
de exclusién.
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my # mo = mg. La tendencia aqui, es simil a la expuesta para m; = my = ms (§
5.1.1).
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Figura 30. Tiempos de escape, colision, y saturacidén, para los casos tomados en
consideracién en la Figura[29] Las paletas en escala de amarillos, hacen referencia
a los tiempos de escape y colisién requeridos por cada conjunto de condiciones
iniciales. La paleta en escala de grises, corresponde a los tiempos de saturacion
para GALI,. Paletas en escala logaritmica.
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5.1.3. Caso 3: m; # ms # m3.  Finalmente, se considera el sistema Sol-Jupiter—
Troyano, como paradigma para la configuracién m; # mo # mg3, con C' = 2.485. Al
igual que en §[3.2.3] las masas de las primarias estan dadas por: m; = 0.999046321943,
mq = 0.000953678050, y m3 = 6.99996 x 1072, En la Figura[31], se presenta entonces
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Figura 31. Estructura orbital para la configuraciéon Lagrangiana Sol-Jupiter—Troyano,
con C' = 2.485, o = 0, y para diferentes valores del factor de radiacion, . El codigo
de color es el siguiente: naranja — escape; amarillo — colisiébn con m;; rojo —
colisiéon con m,; azul — colisidbn con ms, verde — movimiento regular; gris oscuro —
movimiento caotico; gris claro — zonas de exclusion.
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la evolucion de la estructura orbital del sistema, para s € [0, 1]. Asi, para § = 0, un
region circular de estabilidad envuelve a m,, junto con un halo interno plagado de 6r-

bitas de colision. Las primarias m, y ms se ven envueltas en pequefas regiones de

122



Obitas cadticas, en tanto la zona externa, en mayor medida compuesta por trayecto-
rias de escape, se ve también mezclada con algunas érbitas de colision, y regiones
de movimiento regular y cadtico en forma de arco. Para § = 0.375, la zona de ex-
clusion se cierra sobre m,, ocasionando ésto, un cambio drastico en la estructura
orbital del sistema. Aqui, la regidn exterior a la zona de exclusién se ve mayormente
poblada por trayectorias regulares, con la salvedad de delgados discos de trayecto-
rias de escape y cadticas bordeando la zona de exclusién. A medida que el factor
de radiacion sigue en aumento, el disco de trayectorias de escape se hace cada vez
mas grande y definido, llegando, finalmente, a ocupar la totalidad del espacio ex-
terior a la zona de exclusién. Notese también como la regidn de estabilidad interna

se va haciendo cada vez mas pequenfa, hasta desaparecer por completo para g = 1.

En la Figura 32, se presentan los tiempos de escape, colisién y saturacién para los
casos antes considerados en la Figura [31] En general, se observa, acorde con lo
mencionado en secciones anteriores, cdmo los tiempos de escape y colisién aso-
ciados a trayectorias en inmediaciones de un mar difuso (paneles 1,2y 3 — |),
exponen valores mayores, en contraste con los correspondientes a trayectorias in-

mersas en regiones correspondientes so6lo a zonas de escape.

5.2. UNA VISION GLOBAL

Aqui, se pretende exponer una visidén algo mas general acerca de la dinamica orbital
del ERFBP foto—gravitacional. Cada caso antes expuesto sera ahora monitoreado
siguiendo la evolucién de los porcentajes correspondientes a cada tipo de 6rbita, en
funcién del factor de radiacion, 5. Como se ha mencionado antes, en general, se
tiene un total de seis posibles trayectorias: colisidbn con my, mo 0 m3; €escape; movi-

miento regular; y movimiento cadtico. Asi, los porcentajes concernientes a cada tipo
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Figura 32. Tiempos de escape, colision, y saturacidén, para los casos tomados en
consideracion en la Figura[31] Las paletas en escala de amarillos, hacen referencia
a los tiempos de escape y colisién requeridos por cada conjunto de condiciones
iniciales. La paleta en escala de grises, corresponde a los tiempos de saturacion
para GALI,. Paletas en escala logaritmica.
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de trayectoria, permiten un analisis cuantitativo acerca de la cantidad de érbitas de
cada tipo presentes en el espacio de configuracion, i.e., el estado final mas probable

para una condicidn inicial dada.
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Mas aun, puesto que las figuras asociadas a la estrucutra orbital son, en esencia, un
conjunto de pixeles para el cual, cada color asignado se corresponde con el estado
final de la trayectoria, éstas pueden ser vistas entonces como especies de cuencas
de convergencia. Asi, como indicador cuantitativo de la intrincada distribucion de las
condiciones iniciales correspondientes a cada tipo de érbita, se expone también la
‘entropia’ de las cuencas (DAZA y col., 2016), como herramienta numérica para la

estimacién de la ‘incertidumbre’ en sistemas dinamicos.

Supdngase entonces un sistema dinamico con N, atractores (estados), para una
seleccion de parametros en determinada region €2 del espacio de fase. La region
() se discretiza haciendo uso de un numero finito de cajas (¢ x ) que abarquen
la totalidad de dicha region. Cada caja contiene, en prinicipio, infinitas trayectorias,
cada una correspondiente a un color etiquetado de 1 a N,4. En la practica, sélo es
posible hacer uso de un numero finito de trayectorias por caja. Acorde con (DAZA
y col.,[2016), ¢ = 5, provee valores precisos para la entropia de las cuencas, permi-
tiendo ademas, la rapida obtencion de los mismos. La informacion provista por las
diferentes trayectorias inmersas en dichas cajas, pueden ser usadas para generar
hipotesis acerca de la incertidumbre asociada a éstas. Asi, los estados presentes en
cada caja, distribuidos de manera aleatoria, pueden ser asociados a la probabilidad
P, ;, de cada color j, inmerso en la caja. Esta es entonces evaluada, determinando

la estadistica sobre las diferentes trayectorias (entropia de Gibbs):

5.=3 P,log (P—) , (58)
7j=1

con m; € [1, N4], el nUmero total de estados (colores) en la caja i, y P, ;, la proba-

bilidad de cada color j, determinada por el cociente entre el nUmero de trayectorias
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que llevan a tal color, y el nimero total de trayectorias presentes en la caja. Se hara
uso entonces, de N cajas aleatoriamente distribuidas por todo el espacio de fase,
de manera que la entropia global sea la adicion de cada entropia asociada a una de

las N cajas:

S:ZSZ-:ZiPi-Iog(%). (59)

Para evitar desbordamientos en S, producto del decremento en ¢, se considera en-

tonces la entropia relativa al numero total de cajas N:

La expresion en (60), es denominada entropia de la cuenca. La interpretacién de
esta cantidad, se ve asociada al grado de incertidumbre de la cuenca. En general,
ésta disminuye con el tamano de ¢, resultando asi, una poderosa herramienta para

el contraste cuantitativo de diferentes cuencas de atraccion.

En la Figura[33] se observa entonces, para m; = my = ms, que la mayoria de trayec-
torias en el espacio de configuracién, corresponden a 6rbitas de escape, con un por-
centaje pequeno derivado de trayectorias caotticas (0 < 8 < 0.8). Para 0.8 < 5 < 1,
el porcentaje de colisién con m; tiende a cero, en tanto, trayectorias de naturaleza
regular, exponen el segundo mayor porcentaje, llegando a oscilar entre 4% y 12 %.
La entropia de las cuencas, exhibe una tendencia gradual a reducir su valor, acorde
con los resultados expuestos en §[5.1.1] Esto sugiere que la incertidumbre de las

cuencas es mayor para el ERFBP clasico, que la concerniente al problema foto—
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Figura 33. Evolucién paramétrica de los porcentajes correspondientes a cada tipo de
trayectoria (panel izquierdo), y entropia de las cuencas (panel derecho) en funcién
del parametro de radiacion g, para la configuracion m; = my = ms.
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Figura 34. Evolucién paramétrica de los porcentajes correspondientes a cada tipo de
trayectoria (panel izquierdo), y entropia de las cuencas (panel derecho) en funcion
del parametro de radiacion 3, para la configuracién p = mqy = mg = 0.25.

90 T T ' g — ; ' T ; T T
%
r 0 Ot5 j —
70 - — [ 1
C1 0.4 N ]
2 1 [
50 - — C3 1 031
ES [
CA [ 1
30 - RE 4 0.2 - |
0.1 - ]
10 - -
Baee s T == =2 VORI M‘_‘_’_’_ﬁ’_«
! Radesane ‘ ! ! \

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

gravitacional con g > 0.3.

127



En la Figura [34] se presentan los resultados para pn = my = m3 = 0.25. Estos re-
sultan similes a los observados en la Figura [33] i.e., la mayor parte de trayectorias
sobre el espacio de configuracidon, corresponde a trayectorias de escape, en tanto,
la minoria, concierne a 6rbitas de naturaleza caética, salvo para 0.8 < 5 < 1, donde
el porcentaje de colisiébn con m; tiende a cero. Asi mismo, la entropia exhibe una

tendencia global a verse reducida hasta lograr un valor final .S, = 0.02.

Figura 35. Evolucion paramétrica de los porcentajes correspondientes a cada tipo
de trayectoria (panel izquierdo), y entropia de las cuencas (panel derecho) en fun-
cion del parametro de radiacién 3, para la configuraciéon Lagrangiana Sol-Jupiter—
Troyano.
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Finalmente, en la Figura [35], se exponen los resultados para el sistema Sol-Jupiter—
Troyano. A pesar de seguir siendo dominante el porcentaje de trayectorias de escape
para 5 < 0.3y > 0.6,para0.3 < S < 0.6, el espacio se ve dominado por trayectorias
regulares. Notese, ademas, que para 0 < § < 0.2, la totalidad de 6rbitas regulares
alcanza un 20 %, seguido, por trayectorias cadticas y de colision con m,. Mas adn,
para 5 = 0.55, los porcentajes de Orbitas regulares y de escape se ven igualmente

distribuidos. A medida que ( incrementa 5 > 0.55, los porcentajes de trayectorias
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caoticas y regulares, presentan tasas de aumento y reduccién similes. De manera
acorde, la entropia de las cuencas se ve reducida de manera gradual, salvo un

notable incremento para 0.2 < 5 < 0.3.
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6. CONCLUSIONES

En el presente dossier, se explora de manera numérica la existencia, evolucion, es-
tabilidad y convergencia de los puntos de libracién, para la configuracion triangular
equilateral del problema restringido de cuatro cuerpos (ERFBP), con una de las pri-
marias considerada como fuente de radiacion (ERFB foto—gravitacional). Mas aun,
se considera el problema foto—gravitacional en dos diferentes versiones: (i) presion
de radiacién (« = 0); y (i) presion de radiacion + efecto Poynting—Robertson + radia-
cidon corpuscular (a = 1). Especificamente, se demuestra cédmo, para los casos aqui
considerados, el parametro de radiacién altera de manera considerable la dinamica
del sistema. Siguiendo el procedimiento usual, se hace uso del método multivariable
de Newton—Raphson, para la obtencién y evolucion de los diferentes puntos de libra-
cién y cuencas de convergencia —también llamadas de Newton—Raphson—. Tales
cuencas arrojan un panorama global del conjunto de condiciones iniciales que, tras

un proceso iterativo, tienden a determinado punto o atractor.

Se explora ademas, la evolucion de la estructura orbital del ERFBP foto—gravitacional,
en funcién del parametro de radiacion, g, para a« = 0 (presion de radiacion). En par-
ticular, se distingue entre seis posibles tipos de trayectorias: colisién con cualquiera
de las primarias, escape, movimiento regular y caético. Haciendo uso de diagramas
de tipo orbital —ODTs, por sus siglas en inglés—, donde el espacio de configu-
racibn emerge como una mezcla compacta de cuencas de escape, colision, y de
movimiento acotado, se lleva a cabo entonces un analisis cualitativo de la estructu-
ra orbital del sistema, ademas de un monitoreo sistematico de la evolucion de los

diferentes porcentajes concernientes a cada tipo de trayectoria. Finalmente, se de-
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termina la entropia de los diagramas de tipo orbital, como medida cuantitativa de la

incertidumbre derivada de éstos.

Las conclusiones mas relevantes se listan a continuacion:

1. Para a = 0: presién de radiacién:

En general, e independiente de la configuracion dada a las primarias, se ob-
serva que el numero total de puntos de equilibrio tiende a verse reducido a
medida que el parametro de radiacién va en aumento (salvo para 0.15 < u =
mo = ms < 0.25, donde la cantidad de puntos asciende primero, para luego
decrecer con la evolucién de ). De las Tablas [1] [2 y [4} se observa ademas,
gue para valores de m; < 0.7 (u = my = ms = 0.15), el nUmero total de puntos
de equilibrio puede ascender a 10 con la evolucion del parametro de radiacién.
Esto es, para m; > 0.7, no es posible la existencia de 9 0 mas puntos de li-
bracion. Asi mismo, para f§ = 1y m; > 0.6, la cantidad de puntos existentes

reduce siempre a 2, en tanto para § =1y m; < 0.6, éstos seran siempre 4.

Por otra parte, para 5 = 0, los puntos de libraciéon Ls; y Lg seran estables, si
0.000 < u = my = mg < 0.018 (esto, acorde con Baltagiannis & Papadakis
(BALTAGIANNIS y PAPADAKIS, 2011)). A medida que el parametro de radia-
cidn evoluciona, este rango apenas se dilata, llegando, en el mejor de los casos
a = me = msz = 0.023. Para valores de ;. > 0.023, los resultados sugieren la

no existencia de puntos estables, independiente del valor dado a j.

De las Figuras |5y [8] se observa que para valores equiparables de m;y, ma, y

ms, Yy para C' > 3 por ejemplo (§[3.1.1]y § [3.1.2), las zonas de exclusion se

ven inicialmente conformadas por tres diferentes islas, emplazadas sobre los
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puntos de libracion L3, Ls y Lg. A medida que el parametro 3 incrementa, tales
zonas se acoplan, primero cercando la fuente de radiacion, hasta absorberla
por completo (5 ~ 1). Entre tanto, las primarias my y ms se ven también en-
vueltas por dichas zonas, sin llegar no obstante, a ser cubiertas por completo.
Comportamientos similes se observa para diferentes valores de la constante
de movimiento. Para m; > m, > ms, una sola isla en forma de herradura se
hace visible. A medida que 5 evoluciona, ésta se cierra alrededor de la fuente,

hasta cerrarse por completo para 5 ~ 1.

De la Figura[25] se ve cémo para diferentes valores de la constante Jacobiana,
la estructura orbital del espacio de configuracién se ve alterada a medida que
las zonas de exclusién van en aumento. Asi, por ejemplo, para C' < 3.09, el
espacio de configuracidén esta compuesto por tres pequenas regiones de es-
tabilidad, inmersas en un mar difuso derivado de miles de condiciones cuyo
estado final es catalogado acorde con el tipo de trayectoria. A medida que las
zonas de exclusién se van cerrando, la estructura orbital se hace mas orde-
nada, permitiendo distinguir facilmente las regiones concernientes a cada tipo
de trayectoria. Como se observa de las CVC, el incremento del parametro de
radiacion desencadena también un aumento en las zonas de exclusion. Por
ello, y acorde con las Figuras 27, [29] y [31] a medida que 5 aumenta, lo hacen
también dichas zonas, modificando a su vez, la estructura orbital de los casos
sometidos a estudio, pasando de un mar cadtico, a una estructura orbital or-
denada, casi ausente de caos. Esto ultimo se sustenta haciendo uso de los
diagramas de entropia expuestos en las Figuras 33} [34] y [35, donde se ve c6-
mo la incertidumbre de las cuencas de color se hace casi nula a medida que el
parametro g evoluciona. Mas aun, los tiempos de corta duracién corresponden
a trayectorias de colisién, y, en menor medida, a trayectorias de escape inmer-

sas en regiones bien definidas. Empero, estos tienden a aumentar de manera
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considerable, en regiones de mares caéticos.

2. Para o = 1: presién de radiaciéon + efecto P-R + radiacion corpuscular:

Al igual que para a = 0, la cantidad total de puntos de libracién tiende a verse
reducida con el incremento del pardmetro de radiacion . Asi, para g = 1y
my < 0.6, la cantidad de puntos de libracion final reduce a 4, en tanto, para m >
0.6, ésta sera 2. La diferencia principal entre los casos a = 0y a = 1, radica
en la manera en que los puntos L, Ly Yy L1 se desplazan. En el primer caso,
Ly y Lo tienden hacia una misma coordenada sobre el eje z, desapareciendo
ambos para § ~ 1. En éste ultimo, por el contrario, debido a la inclusién de
los términos de arrastre (efecto Poynting—Robertson + radiacién corpuscular),
son los puntos L; y Lo quienes tienden a una coordenada comun (ya no sobre
el eje z), en tanto Ly cambia de manera abrupta su ‘trayectoria’, dirigiéndose

ahora hacia la fuente de radiacion.

En cuanto a estabilidad concierne, a diferencia de o« = 0, un valor dado al
parametro de radiacion g > 0.01, es capaz de destruir la estabilidad de los di-

ferentes puntos de libracion, sin importar la configuracion dada a las primarias.

Finalmente, de los resultados previos se infiere que el tipo de estabillidad de
los diferentes puntos de libracidbn permanece invariante, sélo para valores del
factor de radiacion del orden 10—3. Cabe destacar que para el sistema Solar,
éste es del orden 107}, siendo, en un sistema realista, capaz de destruir la

estabilidad de los puntos de libracion.

Los resultados derivados del presente trabajo se listan a continuacion:
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ANEXOS

Anexo A. Ecuaciones de movimiento

A continuacion se derivan las ecuaciones de movimiento dadas en el Cap. [2| para
el problema restringido equilateral de cuatro cuerpos, en sus versiones (i) clasica §
y (ii) foto—gravitacional en presencia de fuerzas no conservativas (efecto P-R y

radiacion corpuscular) §[1]

EL ERFBP CLASICO.

De la matriz de transformacion en § 2.1}

X = xcost—y sint,

Y = zsint+y cost,

X = (i—y)cost—(z—y)sint,

Y = (&—y)sint+ (z —75) cost,

X = (#—x—29) cost — (ij —y+ 2&) sint,

y — (& —x —29) sint + (§ — y + 2%) cost. (61)

Se tiene entonces el sistema de ecuaciones en el marco inercial,
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. mq (X — Xl) mo (X — X2) ms (X — Xg)
S Y EP AN S SN SE A
1 2 3
- my (Y —=Yy) | ma (Y —Y3) m3(Y—Y3)}
Yy = — + : 62
R R R %2
Reemplazando (67) en (62):
(& —x —2y)cost — (J —y + 2&)sint =
(xcost — ysint) (—@ L %) miXy | maXs gy
Ri R: Rj Ry R R;
(& —ax—2y)sint + (§ —y + 2@) cost =
. mp My M3 miYr  moYs  mgYs
(xsint + ycost) <_R_i’ - R—g — R_g) + R + R + R (63)

Mas aun, de la Figural[f]
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X, =d/V3cost, Y,=d/V3sint,
Xy = —d/V3 cos (60 —t), Yy =d/v3sin (60 — 1),

X3 =—d/V3cos(60+1), Y3=—d/V3sin(60+1), (64)

R = n=[e-z)’+@-v"”, i=123 (65)
De nuevo, reemplazando (64) y (65), en (63), se tiene el sistema:

(& —x —2y)cost — (§j —y + 2&)sint =

mp  me  m
(xcost —ysint) (——1 -2 r—;)

L (d/\r/f) cost L (—d/\/gzgcos (60 —t) L (—d/\/gzgcos (60 + 1)

(& —x —2y)sint + (§ —y + 22) cost =

(zsint + ycost) <—m - — - r—3)

L (d/f) sin ¢ L (d/\/§)r3sin (60 —t) L (—d/\/§r)38in (60 + t).

(66)

Finalmente, multiplicando la primer y segunda ecuacién en (66), por cost y sint,
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respectivamente, y superponiendo, se tiene:

De manera simil,

L my(y—y1) me(y—1y2) ms(y—ys
y+2r=y— 3 3 ) (3 )‘ (68)
r r; rs

. . my(z—x) mo(z—x9) m3(x—x3)
r3 r3 r3
. mi(y—uy) ma(y—vy2) ms(y—uys
Gaaimy M) ) mal =) 69
r ry rs

EL ERFBP FOTO-GRAVITACIONAL

De (18), el sistema de ecuaciones (inercial) del ERFBP foto—gravitacional, en pre-

sencia de fuerzas de arrastre (o« = 1), esta dado por:

3

. Gmm; SAQ,,
mR:—Z 7;1;711 Ri—i— CQp

=1 4

R: cR? c

R (14 sw) (—Rl'RIRl +E>] (70
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con

R, (X —X)+j(y —1)
Ri -2+ (v =y

Ry = i(X+Y)+j(y—X),
Ri‘R = X(X-X)+Y(Y-Y)+X¥ - XY,
(R,-R)R; = i(X-X)) [X(X—X1)+Y(Y—Y1)+XY1 —le]

+ Y - 1) [X(X—Xl) LYY - V) + XY, —le} . (7)

Separando componentes:

i {ml(X—Xl)+m2(X—X2)+m3(X—X3)} +SAQW{X—X1
cm

R} R} R} R

(1+ sw)
cR?

[(X — X)) [X(X S X)) 4Y(Y - V) 4 XY - le}

+RﬂX+Hﬂ} (72)

.. mi (Y —=Y)) mo(Y —=Ys) ms(Y —Y3) SAQ, | Y =Y
Y — —
{ R‘;’ RS R§ cm R,

(1+ sw)
cR?

[(Y V) [X(X X)) 4Y(Y - V) + XY - XlY]

+RY(Y - X)) } (73)
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Ahora, haciendo uso de

_ SAQ,R;
— cGmmy

las ecuaciones y (73), transforman en:

(1-5)+

T [ml(X—Xl)

meo (X — XQ) ms (X — X3):|
R}

_l’_
R; R;

_(1+sw){i::21 [XEQ‘)“ [X(X—Xl)JrY(Y—Yl)JrXYl—XlY}+X+Y1 }

1 1

v my (Y — Y1) . my (Y —Ys) | ma(Y —Ys)

I e

_(1+sw){i:21 YEZYI [X(X—X1)+Y(Y—Y1)+XY1—X1Y}+Y—X1”.
1 1

Usando las relaciones dadas en (61), y (65), y siguiendo el procedimiento des-

crito en §[1] se llega a:
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B9y — x_m1 (a;3—x1) (1_ﬁ)_m2 (a:g— T2)
r rs
ms (x — x3)
o rg _(1+Sw)Fwa
y+2r = y—ml(yr?, ) (1-0) mQ(yr?)_f‘h)
1 2
. mg (3/3— @/3) —(1+sw)Fy,
rs
con
m _{E—x . ) . -
Fz — 5 21 ( 5 1) [aj(«r—xl)‘i_y('g—yl)]—|—aj—(y_y1)
cr? r2
F, = 507;&1 (y;yl) [i(e—z)+ 9@ —y)]+5+ (@ —z1)].
1 1
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