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DESCRIPCION:

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. La Teoria de continuos

es la rama de la topologia que estudia los espacios métricos compactos y conexos;
espacios llamados continuos. A finales de los anos 30, el profesor Burton Jones define
la funcién 7: P(X) — P(X) como el subconjunto de X tal que:

X\T(A) ={xr € X : existe un subcontinuo K de X tal que
r € K°y KNA=(0}, para cada A € P(X).

Esta funcion se le llama funcion T de Jones.

Este trabajo muestra el comportamiento de la funcién 7 en clases de continuos, ca-
racterizando algunos de ellos. Ademas, se muestran propiedades de la funcién 7 como
la T-simetria y 7T-aditividad, las cuales se presentan de manera natural siempre que
tenemos un operador con las caracteristicas de la funcién 7 de Jones.

Consideramos importante resaltar que se presentan demostraciones alternativas de re-
sultados clasicos de Teoria de continuos usando la funcién 7. De esta forma planteamos
la funcién 7 como una herramienta para abordar problemas en topologia, particular-
mente en Teoria de continuos.
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DESCRIPTION:

A continuum is a nonempty, compact, connected and metric space. Theory of Con-
tinua is the branch of topology that study properties of continua. The set function
T:P(X)— P(X), was defined by professor Floyd Burton Jones at the end of the 30’s,
such that

X\ T(A) ={xr € X : there exists a subcontinuum K of X such that
z € K°and KN A =0}, for each A € P(X).

The function 7 is called Jones’s set function T.

We show some of the well known properties in a kind of continua and characterize some
of them. Also, we present when a continuum is 7-symmetric or T -additive; properties
presented in a natural way when we study an operator like the Jones’s set function 7.

It is important to emphasize that we give some applications of the set function T,
presenting proofs of classical results in Continuum Theory with the set function 7.
Therefore, the set function 7T is a tool to solve open problems in Topology, particularly,
in Theory of Continua.
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Introduccion

La topologia nos ofrece muchos campos de investigacién, uno de ellos es la teoria de
continuos. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. En esta
rama se estudian diversas caracteristicas de los espacios y propiedades que cumplen
los mismos, donde se utilizan diversos métodos para su estudio. Una propiedad intere-
sante de los continuos es la aposindesis. La aposindesis fue definida y muy estudiada
por el profesor Floyd Burton Jones en los anos 40's. Intuitivamente un continuo es
aposindético si cada punto lo puedo separar por un subcontinuo lejos de los demas
puntos del continuo. La aposindesis, fue la motivacién de Jones para definir la funcién
T : P(X) = P(X), con el objetivo de estudiar y caracterizar propiedades de los con-
tinuos. El profesor Jones demostré diversas propiedades de esta funcién y caracterizd
diferentes clases de continuos usando su definicién. Estas propiedades despertaron el
interés de diferentes matematicos por estudiar esta funciéon, funcién que con el paso de

los anos llamaron Funcion T de Jones.

Desde su definicién, la funcién 7 de Jones, se a mostrado como una alternativa para
abordar y resolver problemas abiertos. Por esta razén, en este trabajo, la idea es mos-
trar cémo se pueden caracterizar los continuos localmente conexos, indescomponibles
y unicoherentes, por medio de la funcién 7. Ademéas mostrar ejemplos puntuales de
cémo definir la funciéon T en continuos. Este documento es un estudio de la funcion T
y un estudio general de propiedades topoldgicas caracterizadas por la funcién 7. Para

desarrollar esta idea dividimos el presente escrito en tres capitulos distribuidos de la
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siguiente forma:

El Capitulo 1 contiene conceptos basicos de topologia, empezando con estandarizar la
notacion, logrando abarcar de forma general temas vitales para el desarrollo del pre-

sente escrito como conexidad, continuos e hiperespacios.

El Capitulo 2 esta dedicado a definir formalmente la aposindesis. Ademdas, mostramos
propiedades generales de clases de continuos: continuos indescomponibles, irreducibles

y unicoherentes.

Finalmente en el Capitulo 3, introducimos la funcién 7 y sus propiedades. Luego en las
secciones 2 y 3 hacemos una caracterizacién de continuos usando las propiedades descri-
tas en el Capitulo 2 usando la funcién 7. Para finalizar nuestro trabajo mostramos como

se comporta la funcién 7 al componerla con funciones continuas, mondtonas y abiertas.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos definiciones y resultados bésicos de topologia general
necesarios para el desarrollo de este trabajo. Iniciamos con una sencilla notacién para
luego abarcar conceptos como conexidad, componentes, continuos y algunos ejemplos
y caracteristicas de los mismos. En la parte final de este capitulo daremos algunas

definiciones basicas de hiperespacios.

1.1. Notacion

Para tener presente mostramos los siguientes simbolos muy utilizados en el desarrollo

de este trabajo.

o N: Conjunto de los nimeros naturales.
¢ R: Conjunto de los nimeros reales.

o P(X): Conjunto de partes de X.

<

| A |: Cardinal del conjunto A.

<

A°: Conjunto de puntos interiores de A.
o A: Clausura (adherencia) de A.
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o Fr(A): Frontera de A.
o X\ A: Diferencia entre dos conjuntos.
o A C B: A es un subconjunto de B.

o B(z,¢): Bola abierta de centro z y radio e.

<

d(x,y): Distancia del punto z al punto y.

1.2. Conceptos generales

Para comenzar, miremos conceptos y propiedades muy conocidas en topologia que nos

serviran a lo largo de este escrito.

Definicién 1.2.1. Un espacio métrico X es disconexo si existen abiertos no vacios, A
y B, tales que X = AUB y ANB = 1. Si X no es disconexo entonces diremos que X

es conexo.

Definiciéon 1.2.2. Sean X un espacio métrico y C un subconjunto de X. Diremos
que C' es una componente de X si C' es conexo y tiene la propiedad de que si C' estd

contenida en D y D es un conexo de X entonces C' = D.

Llamaremos a C la familia de componentes de X, es decir,
C ={C C X | C es componente de X}.

Ademas, notese que C determina una particion de X.

Proposicion 1.2.3. Sean X un espacio topologico y C' la familia de componentes de

X. 8i C e C, entonces C es cerrado de X .

Demostracion. Sea C' € C. Por el Teorema 1.6 Capftulo 5 de [2], C es conexa. Pero como

C es una componente y C' C C, necesariamente C' = C. De donde C' es cerrada. n
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Lema 1.2.4. Sea X un espacio topolégico. Si X tiene una cantidad finita de compo-

nentes entonces las componentes son abiertas y cerradas.

Demostracion. Sea C = {C,...,C,} donde C; N C; = 0, para j # i. Por la Propisi-
cién 1.2.3, las componentes son cerradas. Probemos que las componentes son abiertas.
Sabemos que U;x;C; es un cerrado de X. Como C es una particién de X, deducimos

que C; = X \ (U;£;C;) es un abierto de X, para todo j € {1,...,n}. O

A continuacion presentamos construcciones de espacios topolégicos como conos y sus-

pensiones, las cuales usaremos con frecuencia en el desarrollo de este escrito.

Denotemos por I =[0,1] y J = [-1,1].

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio topologico. El cono de X, que denotamos por

Cono(X), es el espacio cociente

Cono(X) =X x 1/~

donde (x,1) ~ (y,1) para todo x,y € X.

Definicién 1.2.6. Sea X un espacio topoldgico. La suspension de X, que denotamos

por Sus(X), es el espacio cociente

Sus(X) =X x J/ ~

donde (x,—1) ~ (y,—1) y (x,1) ~ (y,1), para todo par de puntos x,y € X.

En este trabajo dedicamos una seccién para ver como se comporta la funcion T al

componerla con funciones continuas, por esto recordamos la siguiente definicion.

Definiciéon 1.2.7. Sean X y Y espacios topologicos. Diremos que una funcion f: X —
Y es continua en a, si dado un abierto V de Y con f(a) € V, existe un abierto U de
X tal que a € U y f(U) C V. Diremos que [ es continua en X, si f es continua en

todo punto a de X.
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1.3. Continuos

Los continuos son la base de nuestro estudio, por esto mostramos algunas definiciones

y resultados basicos que serdn de utilidad en los proximos capitulos.

Definicién 1.3.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. A
cualquier subconjunto de un espacio metrico que sea un continuo se le llama subconti-

nuo.
Ejemplo 1.3.2. Algunos ejemplos de continuos son:

1. Un arco. Espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0,1]. Si h: X — [0,1] es

un homeomorfismo, diremos que a,b son los puntos finales de X siempre que
h({a,b}) = {0,1}.

2. Las grdficas. Una grdfica es un continuo que se puede escribir como la union
finita de arcos para los cuales, cualesquiera dos de estos arcos, son disyuntos o se

interceptan en uno o sus dos puntos finales.

3. El producto a lo mas numerable de continuos es un continuo. En particular, para
cada n € N, [0,1]" es un continuo y cualquier espacio homeomorfo a [0,1]" se
conoce como n—celda. St w es el primer ordinal infinito, [0,1]* se le conoce como

cubo de Hilbert.

4. La curva senoidal del topdlogo; se define como el siguiente subespacio del plano,

T ={(z,sen(1/x)) e R? |0 <z <1} U {{0} x [-1,1]}

(0,1)

0.-1) (1,sen(l/z))

Figura 1.1 — Curva senoidal del topdlogo
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es un continuo.
Veamos ahora algunas propiedades de conexidad en continuos.

Definicién 1.3.3. Sean X un continuo y x € X. Si para cualquier abierto U de X con
x € U, existe un abierto y conexo V de X tal que x € V C U, entonces se dice que
X es localmente conexo en x. X se dice localmente conexo si lo es en cada uno de sus

puntos. Si X es un continuo localmente conexo, también se le llama continuo de Peano.

Un arco, las gréficas, las n—celdas, el cubo de Hilbert e incluso, la curva universal de
Sierpiniski (ver Ejemplo 2.3.7) son ejemplos de continuos localmente conexos. Como se
puede verificar para los puntos sobre la barra limite, la curva senoidal del topdlogo es
un continuo que no es localmente conexo. A continuacion presentamos otro ejemplo de

esta clase de continuos.

Ejemplo 1.3.4. Sea F,, el continuo que consta de la union numerable de los segmentos

de recta en el plano de la siguiente forma: Sea f(x) = x — 2%, a, = * para cada n € N

y X, = (an, f(ay)). F, se define como la union de los segmentos de recta del origen 0

al punto X,,, para cada n, como mostramos en la Figura 1.2.

E:J:

Figura 1.2 — Continuo F,,

El continuo F,, es un continuo localmente conexo como se puede verificar facilmente.

En la siguiente proposicion caracterizamos los continuos localmente conexo por medio

de sus componentes.

Proposicién 1.3.5. Sea X un continuo. Entonces X es localmente conexo si y solo si

cada una de las componentes de un abierto es abierta.
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Demostracion. Sean X un continuo localmente conexo, U un abierto de X y C una
componente de U. Para cada punto z en (| existe un abierto conexo V, de X que
contiene a x y que esta contenido en U. Asi C'U V,, es conexo y esta contenido en U.
Como C' es componente, V,, C C. Por lo tanto, C' = U,ecV, es un abierto ya que es

unién de abiertos.

Reciprocamente, si U es un abierto que contiene a un punto x y C' es la componente
de U que contiene a z. Podemos tomar a C' como el abierto conexo de la definicién de

localmente conexo. OJ

Lema 1.3.6. Sean X un continuo y A un subconjunto cerrado de X con un nimero
finito de componentes. Sip € A°, entonces p estd en el interior de la componente de A

que lo contiene.

Demostracion. Sean C4,...,C, las componentes de A. Como p € A°, existe 1 > 0,
tal que B(p,e1) C A. Sin pérdida de generalidad supongamos que p € C;. Sea § =
min{d(Cy,C;) | j € {2,...,n}} >0, donde d(Cy,C;) = min{d(c,c') : c € Cy, ¢ € Cj}.
Notese que ¢ existe y esta bien definido pues las componentes de A son cerradas, por
la Proposicién 1.2.3. Sea ¢ < min{ey,d}. Veamos que B(p,e) C C;. Sea z € B(p,¢e),
como € < g1, x € A. Si x € C; para algin j # 1 entonces € > d(p,z) > 0 > ¢, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto x € C4. Asi p esta en el interior de C; la componente

de A que lo contiene. O

Definicién 1.3.7. Sean X un continuo y x un punto de X. Si para cada abierto U de
X con x € U, existe una vecindad conexa (no necesariamente abierta) V de x en X tal
que x € V° C V C U, entonces se dice que X es conexo en pequeno en x. X se dice

conexo en pequeno si lo es en cada uno de sus puntos.

De la definicién, es claro que todo continuo localmente conexo en un punto, es conexo

en pequeno en dicho punto. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.8. Sea X = U2, A; el continuo mostrado en la Figura 1.5. Mostremos en
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pocas palabras que X es conexo en pequeno en el punto p pero no es localmente conexo

en p.

v

Figura 1.3 — Sucesion de abanicos arménicos

Facilmente podemos ver que todo abierto conexo que contenga a p, contiene el segmen-
to pa. Asi el continuo no es localmente conexo en el punto p. Sin embargo, para cada
abierto U de X, con p € U, existe N € N tal que para todon > N UXyA; C U,

U2 yA; es un continuo y p € (U2 A;)°; es decir, X es conexo en pequeno en p.

La siguiente proposicion es de utilidad en nuestro estudio ya que establece condiciones

para la equivalencia entre conexo en pequeno y localmente conexo.

Proposicion 1.3.9. Sea X un continuo. Entonces X es conexo en pequeno si y solo si

X es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X es conexo en pequeno en todos sus puntos. Sean U
un abierto X y C' una componente de U. Sea x € C, por Definicion 1.3.7, existe un
subcontinuo V de X tal que z € V° C V C U, en particular V' es conexo contenido en
U. Asi, V esta contenido en C'. Ademés, x € V° C V C C, por lo tanto z € C°. Como
x lo tomamos de manera arbitraria, C' es abierta. Asi X es localmente conexo por la
Proposicién 1.3.5.

Si X es localmente conexo es claro que es conexo en pequeno en todo punto de X. [

Definicién 1.3.10. Un continuo X es semilocalmente conexo en el punto x si para
todo abierto U de X con x € U, existe un abierto V- de X tal quex € V.CU y X \V
tiene un numero finito de componentes. Si X es semilocalmente conexo en todos sus

puntos, se dice que el continuo X es semilocalmente conexo.
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Un continuo semilocalmente conexo en p no es necesariamente localmente conexo en
p, también se tiene que si un continuo es semilocalmente conexo en p entonces no es

necesariamente conexo en pequeno en p, como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.3.11. Sea X = Cono(A), el cono armdnico, donde A = ()2, U {0}.

v

Figura 1.4 — Abanico arménico

X es semilocalmente conexo en v, pues para cada abierto U de X tal que v € U, existe
un abierto V de X tal que v € V.C U y X \ V tiene un nimero finito de componentes
(una componente). Asi X es semilocalmente conexo. Por otro lado X no es localmente
conexo en v, porque existe U abierto de X con v € U tal que no existe un V' abierto
y conexo contenido en U que contenga a v. Cabe resaltar que X no es semilocalmente
conexo en ¥y, con y # v tal que y pertenezca a la barra limite de X. Ademsds en la barra

limite solo es localmente conexo en el vertice del abanico.

Ejemplo 1.3.12. Sea X = Sus(C) donde C' es el conjunto de Cantor.
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Figura 1.5 — Suspensién sobre Cantor

Este continuo es semilocalmente conexo, pues para cada abierto U de X tal que p € U,
existe un abierto V de X tal que p € V. C U y X \ V tiene una componente. Pero es
claro que X no es conexo en pequenio, porque existe un abierto U’ tal que no existe una
vecindad conexa V' conp e V' CcV C U.

A continuacién mostramos teoremas muy importantes en la teoria de continuos. Estos
teoremas los utilizaremos en los siguientes capitulos. El siguiente teorema se conoce

como el Teorema del Cable Cortado.

Teorema 1.3.13. Sean X wun espacio métrico compacto, A y B cerrados no vacios
de X. Si no existe un conexo en X que interseca a A y B simultdineamente, entonces

X = XU Xy, donde X1 y X5 son cerrados disjuntos tales que A C X1 y B C Xo.

Una prueba del Teorema del cable cortado puede consultarse en [10, Teorema 5.2]. La
demostracion no se realiza en este escrito, ya que se necesitan conceptos que extenderian
mucho el desarrollo del mismo. El siguiente teorema se conoce como el Teorema de

Golpes en la Frontera.

Teorema 1.3.14. Sean X un continuo y U un subconjunto abierto y no vacio de X. Si

K es una componente de U entonces KNEFr(U) # 0; equivalentemente, KN(X\U) # 0.

20



Demostracion. Supongamos que KN EFr(U) = (. Como K y Fr(U) son cerrados en U y
no existe una componente en U que interseca a K y F'r(U) simultdneamente, por ser K
componente, entonces por el Teorema 1.3.13 existen M; y M, cerrados disjuntos de U
tales que K C My, Fr(U) C Myy U = M;UM,. Definamos My = My U (X \U), cerrado
en X. Notemos que M; y Ms son cerrados no vacios de X. Ahora como M; N Ms =
MiN(MyU(X\U)) = (MiNM))U(M;N(X\U)), donde MiNMy =0y MNX\U = 0,
tenemos que M; N M3 = (). Como X = M; U Mjz, tenemos que X no es conexo. Por

tanto K N Fr(U) # (. O

Proposiciéon 1.3.15. Sean X un continuo y C' un subcontinuo de X. St U y V' son
abiertos no vacios y disjuntos de X tales que X \ C = U UV, entonces CUU y CUV

son subcontinuos de X .

Demostracion. Nétese que X \ (CUU) =V es abierto de X. Asi, C UU es cerrado de
X. Veamos que C'UU es conexo. Supongamos que existen M y N cerrados disjuntos y
no vacios, tales que CUU = MUN. Como C' es conexo, C' C M o C' C N. Supongamos
que C' C M; asi, N C U. Nétese que X = (UUC)UV =MUNUV =(MUV)UN.
Veamos que M UV y N estdn mutuamente separados. Como VN (MUN) =0y N es
cerrado, tenemos que NN (MUV) = (). Por otra parte M UV NN = (MNN)U(VNN).
Es claro que M NN =M NN = (. Ademds, como N C Uy UNV = ), tenemos que
VNU=0.Asi, VAN =0y MUV NN = (. De lo anterior, X = (M UV)U N,
contradiciendo la conexidad de X. Asi, U U C es un continuo. De la misma manera

probamos que V U C' es un continuo. O

1.4. Hiperespacios

Esta secciéon la dedicamos para dar una introduccién a los hiperespacios utilizados en

este trabajo.

Sea X un continuo con métrica d. Definimos los hiperespacios asociados a X de la
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siguiente manera:
1. 2% = {A C X | A es cerrado y no vacio }.
2. C(X) ={A €2¥| A es conexo}.

Para considerar estos conjuntos como espacios topoldgicos bastara dotar de una topo-
logia a 2% pues C(X) ya tendrd la topologia inducida. Cabe resaltar que se pueden
definir otros hiperespacios de X pero van mas alla del propdsito de este trabajo. Defi-

nimos una métrica H en 2% como:

H(A,B)=1inf{e >0| AC N(e,B)y BC N(e,A)},
donde

N(e,A) ={z € X | d(z,a) < € para alguna a € A}.

A H se le llama la métrica de Hausdorff. En [11, Teorema 2.2| se puede encontrar una
demostracién que H es en efecto una métrica sobre 2%. Ademds, 2% y C(X) son conti-

nuos para cualquier continuo X, como muestra el Capitulo 3 de [11].

La funciéon 7 de Jones, como vemos mas adelante, es una funciéon definida sobre el
conjunto P(X), para un espacio X. Ademas C(X) C 2¥ c P(X). Con lo anterior
queremos resaltar que podemos restringir 7 a 2% o C(X) y estudiar naturalmente la
continuidad de estas restricciones. Este problema es complicado de abordar y solamente

mostramos algunos aspectos relacionados al final del Capitulo 3.
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Capitulo 2

Continuos: propiedades y ejemplos

Historicamente, la teoria de continuos tiene sus origenes en 1886 con los trabajos de
G. Cantor, como ciertos subconjuntos de la recta real que satisfacen algunas condicio-
nes. Posteriormente la nocién de continuo fue formalizada como es conocida hoy en dia,

por Fréchet, Alexandroff, Uryshon y Borel como espacios métricos compactos y conexos.

En este capitulo mostramos algunas propiedades generales de los continuos, con el fin
de estudiar posteriormente dichas propiedades al aplicar la funcién 7. Particularmente,
estudiaremos la aposindesis, nocién introducida por el profesor Burton Jones que a su
vez dio origen a la funcién 7. Més adelante introducimos los continuos irreducibles,
mostramos ejemplos y estudiamos algunas propiedades de esta clase de continuos; y
finalmente, presentamos la unicoherencia en continuos resaltando algunas propiedades

importantes.

2.1. Aposindesis

La palabra aposindesis, con las indicaciones del profesor B. Jones, (quien defini6 el con-
cepto matematico formal), fue construida por el Dr. Leon del Departamento de Letras
Clésicas de la Universidad de Texas en Austin. Aposindesis tiene tres raices griegas:

apo, que significa “lejos” sin que quiere decir “junto” y deo que significa “envolver”; con
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lo que podemos interpretar que el profesor Jones queria dar a entender que un espacio
X es aposindético en p con respecto a ¢ si X envuelve a p lejos de ¢q. Formalmente,

tenemos la siguiente definicién:

Definicién 2.1.1. Sean X es continuo y x,y € X. Diremos que X es aposindético en
x con respecto a y si existe un subcontinuo K de X tal que x € K° yy € X\ K. X es
aposindético en x si X es aposindético en x con respecto a cualquier otro punto de X.

Finalmente, diremos que X es aposindético si es aposindético en todo punto de X.

Veamos ahora algunos ejemplos de continuos donde reflejamos la nociéon de aposindesis

de diferentes maneras.

Lema 2.1.2. Todo espacio localmente conexo en un punto es aposindético en dicho

punto.

Sean X un continuo localmente conexo y z,y € X, con x # y. Como X \ {y} es abierto
y r € X \ {y}, existe un abierto conexo U de X tal que z € U C U C X \ {y}. De lo
anterior U es un continuo tal que contiene a x en su interior y no contiene a y; es decir,

X es aposindético en x con respecto a y.

Del lema anterior podemos decir que si un espacio X es localmente conexo, entonces X

es aposindético.

Ejemplo 2.1.3. Sean A = ()22, U{0} y X = Sus(A4). X es aposindético.

n=1

Por definicién Sus(A) = Ax[—1,1]/(Ax {1}, Ax {1}), donde denotaremos las clases
a=Ax{1} y b= Ax{1}. Llamemos A, = {1} x [-1,1], para cadan > 1y
Ay = {0} x [-1,1]. Abusando un poco del lenguaje, supondremos que X = UX A,
donde cada A, es un arco con puntos extremos a y b, como mostramos en la Figura

2.1. Veamos que X es aposindético.
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Figura 2.1 — Suspensién arménica

Sean z,y € X con x # y. consideremos los siguientes casos:

1. Siz e U2 A;. Nétese que X es localmente conexo en x. Asi, como hicimos en el
Lema 2.1.2, existe un subcontinuo C' de X tal que z € C° y y & C'; es decir, X es

aposindético en x.
2. Siz € Ap\ {a,b}. En este caso tenemos dos alternativas:
a) y € A, \ {a,b}, para algin n > 1. Sea C' = U5, A,,. Es claro que C es un

continuo, donde x € C° y y ¢ C.

b) y € Ap. Sea w € Aj entre z y y. Definimos C = {(e,t) : e € At <w}y
D = {(e,t) : e € A;t > w}. Observe que C'y D son subcontinuos de X y
X = CUD. No es dificil ver que si x € C entonces v € C° y y & C. De la

misma forma si x € D. De lo anterior, concluimos que X es aposindético.
Ejemplo 2.1.4. La curva senoidal del topdlogo es aposindética en algunos puntos.

Recordemos que la curva senoidal del topdlogo, que denotamos por X, se define como

X ={(z,sen(1/z)) e R?* |0 <z <1} U {{0} x [-1,1]}.

Figura 2.2 — Curva senoidal del topdlogo
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Sea q = (z, sen(%)), para algin 0 < z < 1. Como X es localmente conexo en ¢, usando

el mismo argumento del Lema 2.1.2, X es aposindético en gq.

Sean r y p que pertenecen a {{0} x [—1,1]}. Es facil ver que si C' es un subcontinuo de
X que contiene a r en su interior, entonces {{0} x [-1,1]} C C; es decir p € C'y X no

es aposindético en r.

En el siguiente ejemplo mostramos que la propiedad de aposindesis no es simétrica; es
decir, existen dos puntos a y b en X tales que X es aposindético en a con respecto a b,

pero X no es aposindético en b con respecto a a.
Ejemplo 2.1.5. El peine armonico es aposindético en algunos puntos.

Sea X = (U32yA,) U A, donde, para cadan > 1, A, = [0,1] x {+}, Ay = [0,1] x {0}
y A = {0} x [0,1]. El espacio X se conoce como peine arménico. Sean a,b € Ay como
se muestra en la Figura 2.3. Nétese que si tomamos C' = X N (([0, 3] x {0,2}) U A),
entonces a € C° y b ¢ C. Asi X es aposindético en a con respecto a b. Sin embargo no
es dificil probar que si C' es un subcontinuo que tiene a b en su interior entonces contiene
a a, pues si b € C' entonces C' contiene el segmento desde 0 hasta b. De lo anterior, X

no es aposindético en b con respecto a a. Finalmente, note que X es aposindético en =

para todo x € (U2, A,) U A, ya que en estos puntos X es localmente conexo.

a b

Figura 2.3 — Peine armonico

A continuacién presentamos como se relacionan algunas propiedades topoldgicas con
la aposindesis. Como mencionamos en el capitulo anterior si un continuo es localmente

conexo en un punto, es conexo en pequeno en dicho punto. La siguiente proposicion
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muestra que basta que un continuo sea conexo en pequeno en un punto para tener

aposindesis (ver Ejemplo 2.1.3).

Proposicion 2.1.6. Sea X un continuo y x € X. Si X es conexo en pequeno en x

entonces X es aposindético en x.

Demostracion. Sea y € X, y # x. Como X es conexo en pequeno en x y X \ {y}
es abierto que contiene a x, tenemos que existe una vecindad conexa C de x tal que
C c X\ {y}. Nétese que C es un continuo tal que € C" y y & C; es decir, X
es aposindético en x con respecto a y. Como y lo tomamos arbitrariamente, X es

aposindético en . O

Con el siguiente resultado caracterizamos los continuos semilocalmente conexos por

medio de continuos aposindéticos.

Proposiciéon 2.1.7. Sea X un continuo. Entonces X es semilocalmente conexo si y

solo st X es aposindético.

Demostracion. Supongamos que X es semilocalmente conexo y veamos que X es apo-
sindético. Sean z y y puntos distintos de X. Observe que X \ {z} es un abierto tal que
y € X \ {z}. Como X es un espacio métrico, existe un abierto U que contiene a y tal
que U C X \ {z}. Como X es semilocalmente conexo, existe un abierto V de X que
contiene a y contenido en X \ {z}, tal que X \ V tiene un nimero finito de componen-
tes. Por lema 1.3.6, se tiene que z estd en el interior de la componente de X \ V que

lo contiene. Por lo tanto X es aposindético en x con respecto a y. Asi, X es aposindético.

Reciprocamente supongamos que X es aposindético. Probemos que X es semilocalmente
conexo. Sean x € X y U un abierto de X con z € U. Para todo punto y € X \ U, se
tiene que existe un subcontinuo K, de X, tal que y € K y v € X \ K. Observemos
que X \ U C Uyex\vK,. Como X \ U es compacto, existen yi,...,y, € X \ U tales
que X \ U C Ui Ky, C Ul Ky, Sea V = X \ Uj_, K,,. Note que V' es un abierto

contenido en U que contiene a x y X \ V tiene un nimero finito de componentes; es
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decir X es semilocalmente conexo en x. Como x fue un punto arbitrario de X, se tiene

que X es semilocalmente conexo. O

2.2. Continuos irreducibles

En esta seccion estudiamos una clase importante de continuos, los continuos irreduci-
bles. Para profundizar en el estudio de continuos irreducibles el lector puede consultar

el Capitulo 5 de [5].

Definicién 2.2.1. Sea X un continuo. Diremos que X es irreducible si existen dos
puntos a y b en X tales que no existe un subcontinuo propio de X que contenga a
ambos puntos. Es decir si C es un subcontinuo propio de X, entonces | CN{a,b} | 2.

En este caso diremos que X es irreducible entre a y b.
Ejemplo 2.2.2. Algunos ejemplos de continuos irreducibles son:
1. Cualquier intervalo cerrado [a,b] en R es irreducible entre a y b.

2. La curva senoidal del topdlogo es irreducible entre cualquier punto del segmento

{0} x [-1,1] y el punto (1, senl) (ver Ejemplo 2.1.4).

El siguiente teorema es un resultado importante de los continuos irreducibles, pues

permite ver que el complemento de un subcontinuo tiene a lo mas dos componentes.

Teorema 2.2.3. Sean X un continuo irreducible entre a y b y C' un subcontinuo de X.
Si C es tal que CN{a,b} =0 C y X \ C no es conexo, entonces X \ C es la union de
dos subconjuntos abiertos y conexos, uno de los cuales contiene a a y el otro contiene

ab. Ademds, si {a,b} NC #0, entonces X \ C' es conezxo.

Demostracion. Supongamos que X \ C' no es conexo; es decir, existen abiertos disjuntos
no vacios Py @ en X, tales que X \ C'= P U Q. Se sigue que tanto A = P U C como

B = @ U C son subcontinuos de X, por la Proposicién 1.3.15. Ademas, es claro que

X=AUB,ANB=C,A#+XyB+X.
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Como X es un continuo irreducible entre a y b, se tiene que a ¢ C, pues si a € C
entonces {a,b} C A o {a,b} C B, lo cual contradice la irreducibilidad de X entre a y
b. Andlogamente b ¢ C. Por tanto {a,b} C X \ C' = P U Q. Podemos suponer con un
argumento similar que a € Py b € Q).

Veamos que @@ = X \ A es conexo. Supongamos que no lo es; es decir, X \ A = HUK,
donde H y K son abiertos disjuntos no vacios. Como b € X \ A podemos suponer que
b € H de donde AUH serfa un subcontinuo propio de X, pues K # 0y KN(AUH) = 0,
que contendria tanto a a como a b; lo que contradice la irreducibilidad de X entre a y
b. De lo anterior () es conexo. De la misma forma se prueba que P es conexo. Por lo
tanto X \ C' es la unién de dos subconjuntos abiertos y conexos.

Por ultimo veamos que si a € C' entonces X \ C' es conexo. Supongamos que X \ C
no es conexo; es decir, X \ C' =T U L, donde T' y L son abiertos disjuntos no vacios.
Comobe X\C,beTobe L Supongamos que b € T. Nétese que AU T es un
subcontinuo de X, por la Proposicion 1.3.15. Ademas, AU T es un subcontinuo propio
que contendria a a y b, lo cual contradice la irreducibilidad de X. Por tanto X \ C' es

conexo. O

Teorema 2.2.4. Sean X un continuo irreducible entre a y b, y A y B subcontinuos de

X. Siae Aybe B entonces X \ (AU B) es conexo.

Demostracion. Supongamos que ANB = (), de lo contrario X = AUB. Sea C' = X'\ A es
conexo por el Teorema 2.2.3. Supongamos que C'\ B no es conexo; es decir, C\B = UUV/,
donde U y V son abiertos disjuntos. Con el mismo argumento que usamos en la prueba
del Teorema 1.3.15, podemos probar que BUU y B UV son conexos. Luego B U U
y BUYV son continuos. Asi X = AUBUX \ (AUB). Como AN B = (), se tiene
que ANX\ (AUB) # 0. De donde ANT UV # (. Luego ANT # 0o ANV # 0.
Supongamos que ANU # (). Como B U U es un continuo, AU U U B es continuo que

contiene los puntos a y b. Lo anterior implica que V =), y C'\ B es conexo. O

A continuacién introducimos una nocién un poco mas general de un continuo irreducible

que nos sera de utilidad posteriormente.
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Definicién 2.2.5. Diremos que un continuo X es débilmente irreducible si el com-
plemento de cualquier union finita de subcontinuos de X tiene un numero finito de

componentes.

Observemos que la circunferencia unitaria del plano es un continuo débilmente irredu-
cible que no es irreducible. Ademas si en la curva senoidal del topdlogo definida en el
Ejemplo 2.1.4, identificamos el punto (1, sen(1)) con el punto (0,—1), obtenemos un
espacio llamado Circulo de Varsovia, el cual es otro ejemplo de un continuo débilmente

irreducible que no es irreducible (ver Figura 2.4).

Figura 2.4 — Circulo de Varsovia

A continuacién mostramos un resultado donde probamos que todo continuo irreducible

es débilmente irreducible.

Proposicion 2.2.6. Sea X un continuo. Si X es irreducible entonces X es débilmente

1rreducible.

Demostracion. Sean Zy, ..., Z, subcontinuos de X tales que Z;NZ; = (0 sii # j. Veamos
que si procedemos inductivamente obtenemos el resultado. Sea Z; un subcontinuo de
X. Observemos que por el Teorema 2.2.3, X \ Z; contiene a lo mas dos componentes.
Supongamos ahora que para Zi,. .., Z, 1, tenemos que X \ (U'"'Z;) tiene un niimero
finito de componentes. Sea X \ (U'"'Z;) = U; U... U U; donde U; es abierto y conexo,
para cada j € {1,...,l}. Nétese que, Z, C U; para algin j € {1,...,l}. Sin pérdida
de generalidad supongamos que Z,, C U;. Probemos que X \ (U, Z;) tiene un nimero

finito de componentes. Observe que, por el Teorema 2.2.3, X'\ Z,, = VUW donde V, W
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abiertos conexos. Sean a,b € X tal que X es irreducible entre a y b. Supongamos que
a€VybeW. Como Z;NX, # 0, para cada i # n, y Z; es conexo, tenemos que
Z; CVoZ; CW,paracadai € {1,...,n— 1}. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que U ,Z; C V' y U?:_leZi C W para algin k. Para cada i € {1,...,n — 1},
existen abiertos conexos y disjuntos, tales que X \ Z; = V;UW,, donde a € V; y b € W,.
Supongamos que Uf;llZi CcCViy U?;;JFQZZ» C Wyiq. Nétese que Z, UV v Z, UW por
la Proposicion 2.2.4, son subcontinuos disjuntos tales que a € Z, UV, y b € Z, UW.
Asi, R = X \ ((Zx U Vi) U (Z,UW)) es conexo, por el Teorema 2.2.4. De la misma
forma L = X \ ((Z, U V) U (Zg1 UWgi1)) es conexo. Finalmente, no es dificil ver
que X \ (U 7)) =RULUU,U...UU,. Ast X \ (U, Z;) tiene un numero finito de

componentes. ]

2.3. Continuos descomponibles e indescomponibles

En esta secciéon presentamos propiedades basicas de la teoria de continuos descompo-
nibles e indescomponibles. También mostramos algunos resultados que nos permitan la

construccién de un continuo indescomponible.

Definicién 2.3.1. Un continuo X se dice descomponible si existen dos subcontinuos
propios A y B tales que X = AU B. Si X no es descomponible diremos que X es

indescomponible.

Exceptuando el punto, los continuos que hemos presentado y podemos imaginar hasta
este punto, son descomponibles. Construcciones con sus debidas demostraciones de
continuos indescomponibles se pueden encontrar en [5] y [10]. Una caracterizacién 1til

la presentamos en el siguiente teorema y la usaremos mas adelante.

Teorema 2.3.2. Sea X un continuo. Entonces X es descomponible si y solo si X

contiene un subcontinuo propio con interior no vacio.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo descomponible. Entonces X es la

unién de dos subconjuntos propios Y y Z. Asi X \ Z es un abierto no vacio contenido
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en Y, de donde Y° # ().

Reciprocamente supongamos que X tiene un subcontinuo propio Y con interior no
vacio. Por otra parte si X \ Y es conexo entonces X—\Y es un subcontinuo propio de
X. De lo anterior X =Y U X \ Y es una descomposicién de X. Si X \ Y no es conexo
entonces X \Y = U UV, con U y V abiertos disjuntos no vacios. Entonces Y UU y
Y UV son subcontinuos de X por la Proposicién 1.3.15. Como X = (Y UU)U (Y UV),

X es descomponible. O

El Teorema 2.3.2 se puede enunciar de manera equivalente como mostramos en el si-

guiente resultado.

Corolario 2.3.3. Un continuo X es indescomponible si y solo si todo subcontinuo

propio de X tiene interior vacio.
Una consecuencia sencilla es el siguiente corolario.

Corolario 2.3.4. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo entonces X es des-

componible.

Demostracion. Sean X es un continuo localmente conexo y x € X. Para cualquier
abierto U de X con x € U, existe un abierto y conexo V de X tal que x € V C U.
Como V es conexo, V es continuo. Por lo tanto V es un subcontinuo propio de X con

interior no vacio. Asi, por Lema 2.3.2, X es descomponible. ]

Lema 2.3.5. Sean (X;)2, una sucesion de espacios métricos compactos tal que X1 C
Xi, para cada v € N y X =N, X;. St U es un abierto de X; tal que X C U, entonces
existe N tal que X; C U para toda i > N. En particular si cada X; # () entonces X # ().

Demostracion. Supongamos que para cada i € N existe z; € X; — U. Como (x;)32, C
X7\ Uy X;\ U es compacto, podemos suponer que lim, .., 2; = p para algiin punto
p € X; — U. Noétese que para k,z; € X con i > k. Asi, por la compacidad de X,
tenemos que p € X, para cada k. Lo anterior implica que p € X, y por lo tanto p € U

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto existe N tal que X; C U para toda ¢ > N.
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Esto prueba la primera parte del lema. El hecho que X # ) si cada X; # (), se sigue de
la primera parte si U = (). O

La siguiente proposicién nos proporciona un método para la construccion de continuos

y se conoce como la técnica de intersecciones anidadas.

Proposicién 2.3.6. Sea (X,,)5°, una sucesion de continuos. Si X1 C X, para cada

n € N, entonces X = N2, X, es un continuo.

Demostracion. Claramente, X es un espacio métrico compacto no vacio, por el Lema
2.3.5. Supongamos que X no es conexo. Sean A y B cerrados disjuntos, tales que
X = AUB. Puesto que X es un espacio normal, existen subconjuntos abiertos disjuntos
VyWdeX;talesque ACV yBCW.SealU =V UW. Por el Lema 2.3.5, X, CU
para algin n. Como X, es conexo, X,, CV o X,, C W. Ademds X C X,,. Luego A =0

o B = (). Por tanto X es conexo. m

Ahora mostramos dos ejemplos donde usamos la técnica de interseccion anidadas para

construir continuos.
Ejemplo 2.3.7. La curva universal de Sierpinski.

Sea X; = [0, 1]2. Definimos X, de la siguiente manera: dividimos X; en 9 cuadrados
iguales y quitamos el interior del cuadrado de la mitad; es decir, Xo = X1\ (5, 2) % (3, 2).
A su vez, X3 se obtiene dividiendo cada uno de los 8 cuadrados restantes de X5 en 9
cuadrados iguales, y quitando el interior del cuadrado de la mitad en cada uno. La

Figura 2.5, representa X1, Xy v X3.

Figura 2.5 — Construccion de Sierpinski.
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Continuando inductivamente obtenemos X,,, para cada n € N. De la definicién, es
claro que X, 11 C X, para cada n, luego por la Proposicién 2.3.6, X = N,en X, €s un

continuo y se conoce como curva universal de Sierpinski (ver Figura 2.6).

Figura 2.6 — Curva Universal de Sierpinski.

Definicién 2.3.8. Sean X un continuo, C = {Ay,...,A,} una coleccion finita de
subconjuntos de X y x,y,z € X. Diremos que C' es una cadena simple que empieza en
T pasa pory y termina en z, siempre que A; N A; # 0 si y sdlo si |1 —7|<1, z €A
sty solosii=1,z€ A; siysolosii=mn,yy e A; para algin i. Los elementos de C

los llamamos eslabones de la cadena.
A continuacién mostramos un continuo indescomponible.
Ejemplo 2.3.9. Existe un continuo indescomponible en el plano.

Sean a,b vy ¢ puntos de R? y construyamos una cadena simple C; donde sus eslabones
son discos abiertos de diametro menor que uno, empezando en a, pasando por by
terminando en c¢. Dentro de (', construyamos una cadena simple C5 de discos abiertos
de didmetro menor que un medio, que empieza en b, pase por ¢ y que termine en a,
de tal forma de que Cj sea un refinamiento propio de C; (para cada A € (s existe un
A’ € Oy tal que A C A’). Dentro de Cy, construyamos una tercera cadena simple C
de discos abiertos de didmetro menor que un cuarto, empezando en ¢, pasando por a y
terminando en b, de tal manera que C5 sea un refinamiento propio de Cy (ver Figura

2.7).
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Figura 2.7 — Continuo indescomponible

Todo el procedimiento comienza otra vez con una cadena simple Cy que estd contenida
en C3 y sigue el patréon a — b — c. En general, para cualquier n € NU {0}, se construyen
cadenas simples: C3,, 11 que sigue el patrén a —b— c¢; C3, 19 que sigue el patrén b—c— a;
y Cs,13 que tiene el patron ¢ —a —b. Ademas el didmetro de cada eslabon en la cadena
C,, es menor que 2%, para cada n € N. Sea X,, = U{A : A € C,}, para cada n € N.
Es claro por la definicién de cadena simple que X,, es un continuo y X, +1 C X,,, para
cada n € N. Asi, por la Proposicién 2.3.6, X = N>, (UC,,) es un continuo.

Veamos que X es indescomponible. Supongamos que X = AU B donde A y B son
subcontinuos propios de X. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a,c € A. Sea
z € X\ A Como X \ A es abierto, existe r > 0 tal que B(z,r) N A = (. Sea n € N,
donde Cs,,p1 ={D1,..., D}y 2z € Dy paraalgin k € {2,...,m—1}, y Dy, C B(z,r).
Como A C U™, D; y DN A =0, tenemos que A C (US='D;) U (U, D;). Nétese que
a€ANDyyc€ ANDy,. Ast AN (UZ!'D) #0y An (U, D;) # 0. Finalmente
como Cj,41 es una cadena simple, U~ D; y U, | D; estén mutuamente separados,
contradiciendo la conexidad de A. De esta manera tenemos una contradiccion si dos de

los tres puntos estan en A o B. Asi, X es indescomponible.
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2.4. Continuos unicoherentes

La nocion de unicoherencia fue introducida por K. Kuratowski. Sin embargo, matemati-
cos como K. Borsuk, S. Eilenberg, T. Ganea y A. H. Stone realizaron trabajos donde
estudiaron a profundidad propiedades relacionadas con la unicoherencia de continuos.
Hasta estos dias, la unicoherencia es una propiedad muy estudiada en teoria de con-
tinuos, y por esta razén mostramos algunas propiedades y ejemplos de esta clase de

continuos.

Definicién 2.4.1. Un continuo X es unicoherente si para cualesquiera dos subcontinuos

propios A y B de X tales que X = AU B se tiene que AN B es conexo.

Es facil ver que cualquier intervalo en R es unicoherente y la circunferencia unitaria S*

en el plano no es unicoherente.

La siguiente proposicion se sigue directamente de la definicién de continuo indescom-

ponible.

Proposicién 2.4.2. Sea X un continuo. Si X es indescomponible entonces X es uni-

coherente.

Demostracion. Sean A 'y B subcontinuos propios de X tales que X = AU B. Como X
es indescomponible A = X o B=X. Asi ANB = Ao AN B = B; de cualquier manera

es conexo vy X es unicoherente. O

A continuacién mostraremos otro ejemplo de un continuo unicoherente.

Ejemplo 2.4.3. Sea X = STU{(1+ ﬁ)eie :0 > 0}. Observe que X es una circunfe-

rencia mds una espiral que lo rodea asintoticamente como muestra la Figura 2.8.
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Figura 2.8 — Continuo unicoherente

X es un continuo unicoherente. Para ver esto sean A y B subcontinuos de X tales que
X = AUB. Esclaro que si A = X o B = X, AN B es conexo. Asi supongamos
que A # X y B # X. Noétese que X es irreducible entre (2,0) y cualquier punto de
la circunferencia unitaria S'. Asi, podemos suponer que S' C Ay (2,0) € B. De lo
anterior es facil aceptar que (AN B) es un arco contenido en la espiral. Por tanto X es

unicoherente.

Definicién 2.4.4. Un continuo X es hereditariamente unicoherente si todo subcontinuo

de X es unicoherente.

De la definicién es claro que todo continuo hereditariamente unicoherente es unicohe-
rente. Sin embargo el continuo presentado en el Ejemplo 2.4.3 es unicoherente pero
contiene una circunferencia unitaria y por tanto no es hereditariamente unicoherente.
Aunque la demostracién no es sencilla, se conoce que toda n-celda [0, 1]" con n € N es

unicoherente y claramente no es hereditariamente unicoherente.
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Capitulo 3

La funcion 7 de Jones

En este capitulo estudiamos formalmente la funcién 7 de Jones, primero veremos al-
gunas propiedades de esta funcién en continuos. Luego utilizaremos esta funcién para

probar de una manera diferente algunos resultados de la topologia general.

3.1. Propiedades generales de la funcion T

Definicién 3.1.1. Sean X un espacio métrico compacto y definimos T : P(X) — P(X)

para cada A subconjunto de X, de manera que:
X\T(A) ={x € X : existe un subcontinuo K de X tal que x € K° y KNA=0}.

A la funcion T se le llama funcion T de Jones. Utilizaremos la notacion de T (x) para

referirnos a T ({x}).

Veamos ahora algunas propiedades de la funcién de Jones, las cuales nos seran utiles

para mostrar algunos resultados mas adelante.

Proposicion 3.1.2. Sea X un espacio métrico compacto. Si A C X, entonces A C

T(A).
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Demostracion. Supongamos que x € X \ T(A). Entonces existe un subcontinuo W tal

que z € Wy WNA=10;es decir, z € W° C W C X \ 4; de lo anterior z & A. n

Lema 3.1.3. Sea X un espacio métrico compacto. Si A C X, entonces T(A) es un

cerrado de X.

Demostracion. Probemos que X'\ T (A) es un abierto de X. Seax € X\ 7 (A). Entonces
existe un subcontinuo W tal que x € W° C W C X\ A. Veamos que W° C X\T (A). Sea
z € W°, entonces W es un subcontinuo de X tal que WNA = 0, es decir, z € X\ T(A).
De lo anterior W° C X \ T(A), X \ T(A) es abierto y T(A) es cerrado. O

Proposicion 3.1.4. Sea X un espacio métrico y compacto. Si A y B son subconjuntos

de X tales que A C B, entonces T (A) C T(B).

Demostracion. Supongamos que A C B y probemos que T(A) C T(B). Sea z €
X\ T (B). Entonces existe W subcontinuo de X tal quexz € W° C W C X\ B C X\ 4;
es decir z € X \ T(A). Por tanto X \ T(B) C X\ T(A) y T(A) C T(B). O

Cuando definimos un operador es natural estudiar si este operador es aditivo. En esta

direccién y como consecuencia de la Proposicién 3.1.4, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.1.5. Sea X un espacio métrico compacto. Si A y B son subconjuntos de

X, entonces T(A)UT(B) C T(AUB).

Demostracion. Sabemos que A C A U B, entonces por la Proposicién 3.1.4, T(A) C
T (AUB). Analogamente, como B C AUB, T (B) C T (AUB). Por tanto, T (A)UT (B) C
T(AUB). O

En el siguiente ejemplo podemos ver claramente que en general la funcién 7 no es

aditiva.

Ejemplo 3.1.6. Sea X = Sus(A), donde A = (£)52, U {0} con vértices en a y b. No
es dificil ver que para todo x € X, T (x) = {x}. En particular T (a) = {a}, T(b) = {b}.
Por otra parte, T ({a,b}) es el arco horizontal que une a y b, como vemos en la Figura

3.1. Asi T (a) UT(b) # T ({a,b}).
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Figura 3.1 — Suspensién arménica

Ejemplo 3.1.7. Observemos que no siempre T (0) = (). Si X es el conjunto de Cantor,
T(0) = X. Para ver esto, supongamos que existe un punto v € X \ T (D). Asi, existe
un subcontinuo W de X tal que x € W° C W C X \ (0. Por otra parte, X es totalmente
disconexo y ninguno de sus puntos es abierto en él, por tanto, X no contiene subcon-

tinuos con interior distinto del vacio. De lo anterior podemos concluir que no puede

haber un punto x en X \ T(0). Ast, T(0) = X.
En la siguiente proposicion se establecen condiciones necesarias para que T () = (.

Proposicion 3.1.8. Sea X un espacio métrico y compacto. Si X tiene una cantidad

finita de componentes, entonces T (0) = ().

Demostracion. Sean x un punto de X y C' la componente de X que lo contiene. Como
X tiene un numero finito de componentes, x € C°. Asi, C' es un subcontinuo de X y por

tanto z € X \ T(0). Como z es un punto arbitrario de X, se tiene que 7(0) =0. O
Veamos a continuacion algunos ejemplos para visualizar mejor la funcién 7.

Ejemplo 3.1.9. Sea X = Cono(C), donde C' es el conjunto de Cantor, con vértice en
v y base el conjunto de Cantor que denotaremos por B. Se puede ver que T (v) = X ya
que todo subcontinuo de X con interior no vacio debe contener al vértice v. Ademds, si
r es un punto de X diferente de v entonces resulta que T (1) es igual al segmento hacia

B desde r (ver Figura 3.2). Finalmente, con algunos cdlculos elementales se tiene que

T(B) = B.
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Figura 3.2 — Cono sobre el conjunto de Cantor

Ejemplo 3.1.10. Si construimos el espacio Y = X U X, con X el espacio del ejemplo
anterior y X1 una copia del cono con vértice en un punto vy de la base B como muestra

la Figura 3.3.

x XUXi

X1

Figura 3.3 — Cono doble sobre el conjunto de Cantor

En este caso podemos ver facilmente que T(v) = X, T(v1) = X5 y T(T(v)) =Y.
De esto, se puede observar que en general, la funcion T no es idempotente; esto es,

AT,

En el siguiente teorema mostramos que la funcién 7 es invariante en continuos. Dicho

de otra manera, 7(C(X)) C C(X), para cualquier continuo X.

Teorema 3.1.11. Sea X un continuo. Si W es un subcontinuo de X entonces T (W)

también es un continuo.
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Demostracion. Por el Lema 3.1.3 | T(W) es un cerrado. Debemos probar que T (W)
es conexo. Supongamos que 7 (W) no es conexo; esto es, T(W) = AU B, donde Ay
B son cerrados disjuntos y no vacios. Sabemos que W C T (W). Como W es conexo,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que W C A.

Por otra parte, por la normalidad de X, existe un abierto U de X tal que A C U y
UNB = (). Notemos que Fr(U)NT (W) = ). Por tanto, para todo punto z de la frontera
de U, existe W, subcontinuo de X tal que z € W2 C W, € X\W. Como la frontera de U
es un compacto, existen z1, 22, ..., 2, € Fr(U) tales que Fr(U) C Uj_,W C Uj_|W,,.
Sea V' = U\ U}_,W.,. Probemos que Y = X\ V = (X \U)U (Uj_W.,). SizeVy
V' C U entonces z € U. Ademas, V N (Uj_ W) = 0. Asi z ¢ Uj_, W ; de lo anterior
(X\U)U (Ui, W) C X\ V. Ahora, sea z ¢ (X \U)U (Ui, W,,)). Asf 2 ¢ X\ U y
z ¢ Uj_;W.,. De lo anterior z € U. Como z ¢ U]_ W, z€ V.

Veamos ahora que Y tiene un numero finito de componentes. Sea L una componente
de Y. Por Teorema 1.3.14 (Golpes en la frontera), L N Fr(Y) # . Como V C U,
X\U C X\V.Ademéas, LN (X \V) =0y tenemos que LN (X \ U) = (). Por otro
lado, como Y" es cerrado tenemos que Fr(Y’) C Y. De lo anterior, LNUI_, W, # (. Asi
W, N L # 0, para algin k. Como L es una componente, tenemos que W,, C L para
algin k € {1,2,...,n}. Asi Y tiene a lo mas n componentes.

Finalmente, sean b € B y C' la componente de Y tal que b € C. Veamos que B C Y°.
Sabemos que X \ V es abierto de X y X \ V C Y; por tanto X \ V C Y°. También,
VcUyUNB=0.Entonces BC X\U C X\V CY°. Por tanto, por Lema 1.3.6,
beC°CcCCX\VCX\W.Asi,bg T(W) lo cual es una contradiccion. O

Lema 3.1.12. Sean X un continuo y A un subconjunto cerrado de X. Sip & T (A)
entonces existe un subconjunto abierto U de X tal que AC U yp & T(U).

Demostracion. Sip ¢ T (A) entonces existe un subcontinuo W de X tal que p € W*° C
W C X \ A. Por la normalidad de X, existe un abierto U de X tal que AC U C U C
X \ W. Por lo tanto, p & T(U). O
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Definicién 3.1.13. Un continuo X es semiaposindético si para cualesquiera dos puntos
distintos x yy de X, existe un subcontinuo de X que contiene a uno de sus puntos en su
interior, pero no contiene al otro. Esto es, X es semiaposindético si para cualesquiera

dos puntos distintos x yy de X, t € T(y) oy & T (z).

Un continuo semiaposindético que no es aposindético lo podemos ver en el Ejemplo
2.1.5. De la definicién es claro que todo continuo aposindético es semiaposindético. Un
ejemplo de un continuo que no es semiaposindético es la curva senoidal del topdlogo ya
que p € T(r)y r € T(p), donde r,p € {0} x [—1,1] como observamos en el Ejemplo
2.14.

3.2. Propiedades topologicas y la funcién T

Veamos ahora como usando la funciéon 7 de Jones podemos construir las pruebas de
algunas propiedades de los continuos, en muchos casos de manera mas sencilla. Empe-

zamos caracterizando los continuos localmente conexos.

Teorema 3.2.1. Sea X un continuo. Entonces X es localmente conexo si y solo si para

todo conjunto cerrado A de X, T(A) = A.

Demostracion. Supongamos primero que X es localmente conexo y veamos que T (A) =
A, para cualquier subconjunto cerrado A de X. Sean A un subconjunto cerrado de X y
p€ X\ A Como X \ A es un abierto, existe un abierto U tal que p € U C U C X \ A.
Por la conexidad local de X, existe un subconjunto abierto y conexo, V', de X tal que
p € V. C U. De lo anterior tenemos que p € V C V. .Cc U C X \ A, donde V es un
subcontinuo. Por lo tanto p & T(A). Esto demuestra que 7(A) C A. Ademas, por la
Proposicién 3.1.2, A C T(A); de lo que se concluye que A = T (A).

Supongamos ahora que 7T (A) = A, para cualquier subconjunto cerrado A de X y
probemos que X es localmente conexo. Sean p € X y U subconjunto abierto de X con
p € U. Tenemos que X \ U es un cerrado que no contiene a p. Como 7 (X \U) = X\ U,
p & T(X \U). Asi, existe C' subcontinuo de X tal que p € C°y CN (X \U) = 0.
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De donde se sigue que C' C U y X es conexo en pequeno en p. Como p es un punto
arbitrario de X, X es conexo en pequeno en todos sus puntos. Luego, por la Proposicion

1.3.9, X es localmente conexo. O

La conexidad semilocal que definimos en el Capitulo 1, también la podemos caracterizar

usando la funcién 7 como mostramos en la siguiente proposicién.

Proposicion 3.2.2. Sea X un continuo. Entonces X es semilocalmente conexo en p si

y solo si T(p) = {p}.

Demostracion. Supongamos que X es semilocalmente conexo en p y vemos que T (p) =
{p}. Por la Proposicién 3.1.2, tenemos que {p} C T(p). Sea ¢ € X \ {p} y U un sub-
conjunto abierto de X tales que p € Uy ¢ € X \ U. Como X es semilocalmente conexo
en p, existe un abierto V' de X que contiene a p, tal que X \ V' tiene un nimero finito
de componentes y V. C U. Por Lema 1.3.6, tenemos que ¢ estd en el interior de la
componente de X \ V que lo contiene, con lo cual, podemos concluir que ¢ € T (p). De
lo anterior 7 (p) = {p}.

Supongamos ahora que 7T (p) = {p}, para algin p € X, y probemos que X es semi-
localmente conexo en p. Sean p € X y U un subconjunto abierto de X con p € U.
Como T (p) = {p}, para todo ¢ € X \ {p} existe C, subcontinuo de X, tal que
q € Cy CCyC X\{p}. Observemos que X \U C Uyex\vCyg. Como X \ U es compacto,
existen gi, ..., ¢, € X \ U tales que X \U C U}_,Cy. C U}, Cy;. Sea V = X\ U}, Cy;.
Es claro que entonces V' es un abierto tal que V C U, p € V y X \ V tiene un nimero

finito de componentes.. Por lo tanto, X es semilocalmente conexo en p. O

Por la definicion de la funcién T, la aposindesis es la propiedad topolégica mas natural

que se puede describir con la funcién 7.

Teorema 3.2.3. Sea X un continuo. Entonces X es aposindético si y solo si T (p) =

{p}, para todo punto p de X.

Demostracion. Supongamos que X es aposindético, es claro que
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X\{p}={re X |existe WelC(X)talquex e Wy W C X\ {p}},

por lo que T (p) = {p}.
Reciprocamente, sean p,q € X con p # ¢. Como ¢ € T (p), existe W, un subcontinuo
de X tal que p ¢ W, y ¢ € W_. Lo anterior implica que X es aposindético en g con

respecto a p. Como p y ¢ son arbitrarios, se tiene que X es aposindético. ]

Veamos un ejemplo que nos muestra que la proposicién anterior no es cierta de manera

puntual; es decir, existe un continuo X y p € X tales que X es aposindético en p, pero

T(p) # {p}

Ejemplo 3.2.4. Sea X = Cono(A), el cono armdnico, donde A = (%)ff:l U{0}. No es
dificil ver que X es aposindético en v, pero T (v) # {v} ya que T (v) = J donde J es el

arco que une a v y r, como mostramos en la Figura 3.4.

v 7

Figura 3.4 — Abanico arménico

Una clara consecuencia de la Proposicién 3.2.2 y el Teorema 3.2.3 es el siguiente resul-

tado.

Corolario 3.2.5. Sea X un continuo. Entonces X es aposindético si y solo si X es

semilocalmente conexo.

Veamos ahora algunos resultados que relacionan los continuos indescomponibles con la

funcién T .

Proposicion 3.2.6. Sea X un continuo. Entonces X es indescomponible si y solo si

T(p) = X, para todo punto p de X.
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Demostracion. Supongamos que X es indescomponible. Por Corolario 2.3.3, todo sub-
continuo propio de X tiene interior vacio. De lo anterior es inmediato concluir que
T(p) = X, para todo punto p de X. Reciprocamente, supongamos que X es descom-
ponible, esto es existen A y B dos subcontinuos propios de X tales que X = AU B.
Sean a y b puntos tales que a € A\ By b€ B\ A Luegobe B°C BC X\ {a}y
be X\ T (a). De lo anterior T (a) # X. O

Con el siguiente resultado mostramos que para tener conexidad local es suficiente ve-

rificar que 7 actia como la identidad tinicamente en los subcontinuos (ver Teorema

3.2.1).

Teorema 3.2.7. Sea X un continuo. Si para cualquier subcontinuo Y de X se tiene

que T(Y) =Y entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Sea () un subconjunto abierto de X. Por Proposicion 1.3.5, basta probar
que todas las componentes de ) son abiertas. Sea p € ). Como 7T (p) = {p} y X\ Q es
compacto, existe W = {W}7L, una familia finita de subcontinuos de X contenidos en
X\ Q tales que X \ Q C UL, W? y W tiene la menor cardinalidad posible. Definamos
U= X \UL W, Sea P la componente de U que contiene a p. Por Teorema 1.3.14,
para cada componente L de U tenemos que L N UL, Wy # (). Veamos que ninguna
componente de U puede intersectar a mas de un W; salvo P. Supongamos que existe
P’ componente de U con P’ # P tal que intersecta a W; y a Wj,. En este caso tenemos
que P'UW;UW}, es un continuo. De donde resulta que W' = (U2 W;) U (P UW; U W)
tiene m — 1 elementos y X \ Q C (U5 W;) U (P'UW; U W;S&klo cual contradice la
minimalidad de m. De lo anterior tene]rflkos que para cada j € {1,...,m}, A; denota
la union de todas las componentes de U que intersectan a W;. Entonces, A; N A, C P
para cada j # k.

Por otra parte, como p ¢ T (W) = W;, para cada j € {1,...,m}, existe un subcontinuo
Kj de X tal que p € K C K; C X \ W;. Probemos ahora que K; N (4;\ P) = 0.
Supongamos que x € K; N A;. Sea L la componente de Utalque z€ Ly LN W; # 0.
Sea E la componente de K; NU tal que z € E. Por Teorema 1.3.14, EN (U7, W;) # 0.
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Como E C K;y K;NW; =0, ENW,, # () para algin n # j. Como L es componente
de U y E es componente de K ;N U, podemos decir que E U L es compacto y conexo
de U. Asf existe una componente R de U, tal que £ U L C R. Luego tenemos que
RNW; 40y RNW,, # 0, paran # j. Asi R = P pues P es la inica componente de
U que intersecta a més de una W;. De lo anterior z € Py K; N A; C P.

Por tanto (N7, K;) N (U7L, (A;\ P)) = 0. De donde se tiene que N2, K; C P. Como p €
(N1, K;)°, p € P. Por tanto P es una vecindad conexa de p contenida en U C Q. Como

p fue un punto arbitrario de @), se tiene que las componentes de () son abiertas. O

Como consecuencia del teorema anterior y el Teorema 3.2.1 tenemos el siguiente resul-

tado.

Corolario 3.2.8. Sea X un continuo. Entonces X es localmente conexo si y solo si

T(A) = A, para todo A subcontinuo de X .

3.3. 7T —-Simétrico y T—Aditivo

En esta seccién vamos a introducir dos propiedades importantes sobre la funcion T,
como son el ser 7 —simétrico y T—aditivo, las cuales nos permiten probar algunas pro-

piedades.

Definicién 3.3.1. Se dice que un continuo X es T —simétrico si para toda pareja de
subconjuntos cerrados de X, A y B, se tiene que ANT (B) = 0 si y sélo si BNT (A) = (.
Ademds, decimos que X es T —simétrico puntualmente si para cualesquiera dos puntos

distintos de X, p yq, p &€ T(q) si y sélo si q & T (p).

Un ejemplo de un continuo que es T-simétrico, es cualquier intervalo cerrado [a, b] de
R. Un continuo que no es T —simétrico es el peine armdnico que definimos en el Ejemplo
2.1.5, pues para a y b se tiene que, b € T (a), pero a & T (b).

Veamos como con el siguiente resultado podemos relacionar los continuos débilmente
irreducibles, de los cuales hablamos en el capitulo anterior con los continuos 7 —simétri-

CO.
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Teorema 3.3.2. Sea X un continuo. Si X es débilmente irreducible entonces X es

T —simétrico.

Demostracion. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X. Supongamos que A N
T(B) = (. Como ANT(B) = (), para cada a € A, existe un subcontinuo W, de X
tal que a € WP C X \ B. Como A es compacto, existen ay,...,a, € A tales que
AcC Ui Wy CU_ W, € X\ B. De lo anterior se tiene que B C X \ (Uj_;W,,) C
X\ (Ujo, W5 ) C X\ A Seab € B. Como X es débilmente irreducible, X \ (Uj_;W,;)
tiene un numero finito de componentes las cuales son subconjuntos abiertos de X.
Sea C' la componente de X \ (Uj_;W,,) que contiene a b. Entonces b € C' C C C
X\ (U Wg) € X\ A. Esto implica que b ¢ T(A). Por tanto BN T(A) = 0. De
manera equivalente se tiene que si BN 7T (A) = 0 entonces AN T (B) = . Por tanto X

es T—simétrico. 0

El siguiente corolario es un resultado que es consecuencia inmediatamente de la Propo-

sicion 2.2.6 y el Teorema 3.3.2.
Corolario 3.3.3. 5S¢ X es un continuo irreducible entonces X es T —simétrico.

A continuacén definimos la T—aditividad, que es la segunda propiedad que estudiamos

en esta seccidn.

Definicién 3.3.4. Un continuo X es T —aditivo si para cualquiera A y B cerrados de

X, T(AUB)=T(A)UT(B).

En el Ejemplo 3.1.6 mostramos un continuo que no es 7 —aditivo.
La siguiente proposicion es importante en nuestro trabajo ya que relaciona las dos

propiedades que acabamos de enunciar.

Proposicion 3.3.5. Sea X un continuo. Si X es T —simétrico, entonces X es T -

aditivo.

Demostracion. Sabemos por el Corolario 3.1.5 que T(A)UT (B) C T(AU B). Recipro-
camente, sea x € T (AU B). Es claro que {} NT(AUB) # ). Como X es T—simétrico,
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T(z)N(AUB) # 0. De lo anterior, T (x)NA # (0 o T(x)N B # (). Aplicando la simetria
tenemos que {x} NT(A) #0 o {a} NT(B) # (. De aqui © € T(A) o x € T(B) y por
lo tanto, x € T(A) U T(B). O

La siguiente proposicién nos relaciona los continuos hereditariamente unicoherentes
con los continuos T —aditivos, lo cual nos permite tener otros ejemplos de continuos

T -aditivos.

Proposicion 3.3.6. Sea X un continuo. St X es hereditariamente unicoherente enton-

ces X es T —aditivo.

Demostracion. Sean A 'y B dos subconjuntos cerrados de X. Por el Corolario 3.1.5,
tenemos que T (A)UT (B) C T(AUB). Debemos probar que T(AUB) C T(A)UT(B).
Sea p & T(A)UT(B). Se tiene entonces que p € T(A) y p & T(B). Asi existen Wy
y Wpg subcontinuos de X tales que p € WiNWg, WanA =0y WgnNB = 0. Asi
peWinNWg CcWyunWg C X\ AU B. Como W4 UWpg es un subcontinuo de X y
X es hereditariamente unicoherente se tiene que W, N Wpg es un subcontinuo de X. De

donde se concluye que p € T(AU B). O

Proposicion 3.3.7. Sea X un continuo. Si X es T —aditivo y A es un cerrado de X,

entonces se tiene que T (A) = UpeaT (p).

Demostracion. Sea A un cerrado de X. Sip € A entonces {p} C Ay por la Proposicién
3.1.4 T(p) C T(A). Por lo tanto UpeaT (p) C T (A).

Sea x € X tal que x € T(p) para todo punto p € A. Por el Lema 3.1.12, para todo
p € A existe un abierto U, de X tal que p € U, y # & T(U,). Asf tenemos que {U, },ca

es un recubrimiento abierto de A. Como A es compacto, existen pq,...,p, tales que
{Up, }1_ycubre a A. Como & & T(Up,), v & U, T (U,,). Ademéds, como X es T-aditivo,
tenemos que x & T(U7_,U,,) y por lo tanto = & T (A). O

Proposicion 3.3.8. Sea X un continuo. Entonces X es T —simétrico si y solo si X es

T —simétrico puntualmente y T —aditivo.
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Demostracion. Por la Proposicién 3.3.5 es claro que si X es T-simétrico entonces X es
T —simétrico puntualmente y T —aditivo.

Reciprocamente, sean A y B subconjuntos cerrados de X. Supongamos que ANT (B) =
0y BNT(A) # 0. Seaxz € BNT(A). Es claro que z € By x € T(A). Observemos
que z € A, ya que si € A entonces x € AN T(B), lo cual es una contradiccién a
nuestra suposiciéon. Sabemos que T (A) = UueaT (a), por X ser T—aditivo. Por lo tanto,
existe a € A tal que x € T (a). Asi a € T(z) ya que X es T-simétrico puntualmente.
Ademas, a € T(x) C T(B),y a € ANT(B), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
BNT(A) =0y concluimos que X es T-simétrico. O

A lo largo de este trabajo hemos visto la relacién entre la aposindesis y la funcién T,
por esta razén en la siguiente proposicién mostramos cémo caracterizar un continuo

localmente conexo por medio de éstas.

Proposicion 3.3.9. Sea X un continuo. Si X es T —aditivo y aposindético entonces X

es localmente conexo.

Demostracion. Sabemos que si A es un cerrado de X, entonces T (A) = U,eaT (a) por
la Proposicion 3.3.7, por otra parte, como X es aposindético, para todo punto x de
X, T(z) = {x} por la Proposicién 3.2.3. Por tanto, si A es un cerrado de X, entonces
T(A) = A. Como A fue arbitrario, se tiene por la Proposicién 3.2.1 que X es localmente

conexo. O

El siguiente resultado se obtiene de manera inmediata por la Proposiciéon 3.3.6 y el

Corolario 3.3.9.

Corolario 3.3.10. Sea X un continuo. Si X es hereditariamente unicoherente y apo-

sindético, entonces X es localmente conexo.

En la Definicién 3.1.13 caracterizamos los continuos semiaposindéticos. En el siguiente

teorema mostramos condiciones para que un continuo sea homeomorfo a [0,1].

Teorema 3.3.11. Sea X un continuo. Si X es no degenerado, irreducible y semiapo-

sindético, entonces X es homeomorfo a [0,1].
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Demostracion. Como X es irreducible, X es T—simétrico por el Corolario 3.3.3. Como
X es semiaposindético, dados z, y € X, x &€ T(y) oy & T(x). Por otra parte se
tiene que = ¢ T (y) si y sélo si y ¢ T (x). Lo anterior implica que para toda z € X,
T(x) = {z}. Por lo tanto X es aposindético, por la Proposicién 3.2.3. Como X es
un continuo 7 —simétrico es T—aditivo por la Proposicion 3.3.8. Asi tenemos que X es
localmente conexo, por la Proposicion 3.3.9. Cosecuentemente X es arco conexo por

[Teorema 8.23 de 10]. Asi X es homeomorfo a [0, 1], por ser arco conexo. O

3.4. Aplicaciones de la funcién 7T

En esta seccion se establece conexiones entre la funcién 7 y algunas clases de funciones

continuas.

Definicién 3.4.1. Sean X y Y dos continuos. Una funcion f : X — Y continua y

sobreyectiva se dice:
1. mondtona si f~1(B) es conexo, para todo subcontinuo B de'Y .
2. abierta si f(U) es un abierto de Y, para todo abierto U de X .

Teorema 3.4.2. Sean X y Y continuos. Si f : X — Y es una funcion continua vy

sobreyectiva, A C X y B CY entonces se tiene:

1. T(B) C f(T(f4(B))).

IS

. Si f es mondtona entonces f(T(A)) C T(f(A) y T(f~*(B)) C fHT(B)).

Lo

. Si f es mondtona entonces T(B) = f(T(f~1(B))).
4. Si f es abierta entonces f~(T(B)) C T(f~(B)).

5. Si [ es mondtona y abierta entonces f~H(T(B)) = T(f~X(B)).
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Demostracién. 1. Sea y € Y. Supongamos que y & f(T(f~1(B))), esto es, f~(y) N
T(f~Y(B)) = 0. Lo anterior implica que para cada = € f~'(y), existe un subcon-
tinuo W, de X tal que x € W2 C W, C X \ f~!(B). Como f~!(y) es compacto,
existen x1,..., 2, € f~'(y) tales que f~'(y) C Uj_, Wy v (UL, W) N f~1(B) =
(. Por tanto se tiene que f(Uj_,W,,)N B = 0y f(U;_;W,,) es un continuo;
pues f(Wy,) N f(W,,) # 0 para toda j,k € {1,2,...,n}. Probemos ahora que
Y\ f(X\ U, W, ) es un abierto contenido en f(Uj_Wy;). Como U, Wy C
U1 Wa,, se tiene que que X \Uj_; W, € X\U}_, W, , de donde f(X\U}_, Wy;) C
SXANUL_ W) y YA F(XA\U_ W) C Y\ F(X\UG_ Wy, ). Como f es sobreyec-
tiva, tenemos que Y\ f(X\Uj_, W) C f(X\(X\U}_\Wy))) = f(Uj_; Wy, ). Por
tanto Y\ f(X\Uj_, W7 ) C f(Uj_;Wy;). No es diffcil ver que y € Y'\ f(U_; W7 ).

De lo anterior y € T (B), lo que demuestra el resultado.

2. Primero veamos que f(7(A4)) C T(f(A)). Seay & T(f(A)). Asi existe W un

subcontinuo de X tal que y € W° C W C Y \ f(A). Lo anterior implica que
) 7 Vo) TN FHf(A) c X\ Ay f~H(y) € X\ A Como f es
monétona, f~1(W) es un subcontinuo de X y y € f(T(A)).
Ahora probemos que T(f~*(B)) C f~YT(B)). Sea z & f~*(T(B)). Lo anteiror
implica que f(x) ¢ T(B). Por tanto, existe W subcontinuo de Y tal que f(x) €
We c Wy BNW = (). Con lo que podemos concluir que x € f~1(W°) c f~1(W),
f7YW) es un subcontinuo de X, y f~*(W)nN f~YB) = f~Y(W N B) = 0. Asi,
g TUAB)), ¥ TU(B) € F(T(B).

3. Porelitem 1, T(B) C f(T(f~'(B))). Por el item 2, T(f~Y(B)) Cc f~Y(T(B)), lo
cual implica que f(T(f1(B))) C f(f~1(T(B))) = T(B) y T(B) = f(T(f~(B))).

4. Sea xz ¢ T(f~'(B)). Entonces, existe W subcontinuo de X tal que x € W° C
W c X\ f7YB). Por tanto WN f~Y(B) =0y f(W)NB = (. Como f es abierta,
f(W°) es abierto y f(W°) C f(W). Ast f(z) € T(B). Es decir, x & f~1(T(B)) y
FTB)) C T((B)).
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5. El resultado se obtiene de manera inmediata por los items 2 y 4.

]

Gracias a este teorema que acabamos de demostrar podemos utilizar la funcién 7 para

probar de una manera diferente algunos resultados interesantes ya conocidos.

Proposicion 3.4.3. Sean X y Y continuos y f : X — Y wuna funcion continua y

sobreyectiva. Si X es localmente conexo, entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Basta probar que 7(B) = B, para todo cerrado no vacio B, por la
Proposicién 3.2.1. Sabemos por la Proposicién 3.1.2, que B C T (B). Por otra parte por
el item 1 del Teorema 3.4.2, T(B) C f(T(f~'(B))). Como X es localmente conexo,
T(f~Y(B)) = f~YB). Entonces T(B) C f(f~*(B)) = B. Asi, T(B) = B para cada

cerrado no vacio B y Y es localmente conexo. O]

Con el siguiente resultado mostramos que la imagen mondtona de un continuo indes-

componible es indescomponible.

Proposicion 3.4.4. Sean X y Y continuos y f : X — Y wuna funcion mondtona. Si

X es indescomponible, entonces Y es indescomponible.

Demostracién. Sea y € Y. Entonces, por el item 2 del Teorema 3.4.2 T f~(y) C
f~YT (y). Como X es indescomponible, por la Proposicién 3.2.6, tenemos que 7 (f~1(y)) =
X. Nétese que Y = f(X) C f(f(T(y))) C Y. Por lo tanto T (y) = Y, para cada
y € Y. Asi por la Proposicion 3.2.6, Y es indescomponible. ]

En el siguiente teorema mostramos que la 7—simétria (respectivamente, T—aditividad)

son invariantes bajo funciones continuas y mondétonas.

Teorema 3.4.5. Sea X un continuo y f : X — Y wuna funcion continua y mondtona.
Si X es T —simétrico (respectivamente, T —aditiva), entonces Y también es T —simétrico

(respectivamente, T —aditiva).
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Demostracion. Supongamos que X es T—aditivo. Sean Ay B dos subconjuntos cerrados
de Y. Aplicando el item 3 del Teorema 3.4.2, tenemos que T(AU B) = f(T(f (AU
B))) = f(T(f~HA) U fH(B) = [T HA) VT HB)) = A(T(fH(A) U
F(T(f~Y(B))). Nuevamente, por el Teorema 3.4.2, T(AU B) = T(A) U T(B). De lo

anterior X es T —aditivo.

Supongamos ahora que X es T-simétrico. Sean A y B dos cerrados de Y, tales que
ANT(B) = 0. Por la parte 3 del Teorema 3.4.2, AN f(T(f~Y(B))) = 0. Por lo que
F(T(f7Y(A))N B =T(A) N B =0 de donde se concluye que Y es T-simétrico. [

Por el Lema 3.1.3, la imagen bajo la funcién 7 de cualquier subconjunto de un con-
tinuo X es un subconjunto cerrado de X. Entonces podemos restringir la funcién 7
al hiperespacio de subconjuntos cerrados de X, 2%. Como 2% tiene una topologfa (ver
seccién 1.4), podemos preguntarnos si la funcién 7 restringida a 2% es continua. Esto
no siempre sucede como puede verificarse facilmente con los Ejemplos 2.1.4 y 3.2.4, y

como vemos a continuacion:

(a) En la curva senoidal del topdlogo, si tomamos una sucesién de puntos sobre
(z,sen()) que converge a (0,1). T de cada punto en (z,sen(+)) es el mismo

, pero T((0,1)) es {0} x [—1,1], lo cual dana la continuidad de la funcién T.

(b) En el cono arménico, si tomamos una sucesién que converge a (3,0) donde cada
punto de la sucesién esta sobre un rayo del cono, entonces 7 de cada punto es el
mismo punto, sin embargo T((%, 0)) es todo el rayo desde (%, 0) hasta (1,0). Por

tanto 7 no es continua.

Terminamos mencionando una pregunta que surge de manera natural en [1].

Pregunta 3.4.6. ;Para que continuo X se tiene que la funcion T : 2% — 2% es con-

tinua?
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