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4. RESUMEN:

Esta investigacion se orientd a analizar las concepciones que sobre la distribucion
normal tienen algunos profesores de matematicas en formacién. La metodologia
utilizada en este estudio fue la resolucién de problemas. Para esto se realizaron dos
cuestionarios en los que participaron catorce (14)estudiantes que estaban cursando la
asignatura de Estadistica llofrecida por la Escuela de Matematicas de la Universidad
Industrial de Santander (UIS).

El primer cuestionario se aplicé luego de terminado el proceso de instruccion referente
a la Distribucion Normal y sus Propiedades, y se observd cierta dificultad en el
momento de realizar el proceso de estandarizacion y de utilizar las propiedades de la
normal (propiedad simétrica; Regla del 68-95-99,7) como estrategia en la resolucion
de los items propuestos.

El segundo cuestionario se aplicé luego de terminado el tema referente al Teorema
Central del Limite (TCL), en este estudio se destaco la dificultad para reconocer los
tipos de problemas para los cuales el TCLes una herramienta de analisis. En algunos
estudiantes persistio la idea de que este teorema es aplicable solo a distribuciones
normales.

Adicionalmente se observé que es importante poner especial atencion a la simbologia
matematica usada por los docentes en formacion, pues la distribucion normal es un
tema que requiere la combinacion de muchos términos y nomenclatura matematica.
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This investigation was oriented to analyze the conceptions about the normal
distribution that have some Mathematics undergraduate students. The methodology
used in this study was problem resolution. We implemented for the study two
questionnaires with the participation of fourteen (14) students cursing the subject
Statics Il offered forthe Mathematics Department of Universidad Industrial de
Santander (UIS) located at Bucaramanga, Colombia.

The first questionnaire was applied just finish the Normal Distribution an its Properties
lesson at the classroom, in this first experience was observed some difficulty at the
moment of the standardization process and use of normal properties (Symmetry
Property, Rule of 68-95-99.7) as solving strategy for the proposed items.

The second questionnaire was applied after finish the Central Limit Theorem (CLT)
lesson at the classroom, in this study was noted the difficulty to recognize the type of
problems in what Central Limit Theorem (CLT) is used as analysis tool. Some students
had the persistent idea that this theorem is only applicable to normal distributions.

Additionally we observed that is important put special attention to the mathematic
symbologyused for the students, since the normal distribution is a topic that requests
the combination of a lot of mathematical terms and nomenclature.

"Undergraduate thesis
'Science Faculty, Mathematics Department.Advisor: Dr. Gabriel Yafez Canal

14



INTRODUCCION

La distribucion normal es una de las distribuciones de probabilidad de
variable continua que con mas frecuencia describe fendmenos reales, lo

cual hace que su uso sea de gran importancia.

La importancia de esta distribucion radica en que permite modelar
numerosos fendmenos naturales, sociales y sicologicos. Mientras que
los mecanismos que subyacen a gran parte de este tipo de fendmenos
son desconocidos, por la enorme cantidad de variables incontrolables
que en ellos intervienen, el uso del modelo normal puede justificarse
asumiendo que cada observacidon se obtiene como la suma de unas

pocas causas independientes.

La distribucién normal también aparece en muchas areas de la propia
estadistica. Por ejemplo, la distribucion muestral de las medias
muestrales es aproximadamente normal, incluso si la distribucion de la
poblacion de la cual se extrae la muestra no es normal, tal como lo

expresa el teorema central del limite.

Por las razones anteriores este trabajo se orient6 a responder la
siguiente pregunta: ;Cual es el significado que sobre la distribucidn
normal tienen los profesores en formacion después de realizar un curso

basico de estadistica?

Para responder a la pregunta, esta investigacion se interes6 en analizar
las estrategias usadas y las dificultades presentadas en los estudiantes
en situaciones que requieren el uso de la distribucion normal y sus
propiedades durante y después del proceso de ensefianza.Para ello se

aplicaron dos cuestionarios, el primero al finalizar la instruccién

15



referente a la distribucién normal y sus propiedades, y el segundo al

finalizar la instruccion sobre el Teorema Central del Limite.

Este trabajo expone los resultados de esta investigacion y esta
conformado por cinco capitulos. En el primer capitulo “Antecedentes”,
se presentan algunas investigaciones previas relacionadas con la

distribucion normal y con el tema de estudio.

En el segundo capitulo “Marco Tedrico” se describe en términos

matematicos y estadisticos la distribucion normal y sus propiedades.

En el tercer capitulo “Disefo de la Investigacion”, se presentan todos
los aspectos relacionados con la metodologia de la investigacion, la
justificacion de cada item propuesto en los dos cuestionarios y los
métodos empleados para el analisis de los datos obtenidos en la

aplicacion de éstos.

En el cuarto capitulo “Resultados y Analisis de la informacion”, se
presentan los resultados de la investigacion haciendo un analisis
basicamente cualitativo, con algunos elementos cuantitativos asociados
a las respuestas correctas e incorrectas de los cuestionarios,

presentando las evidencias obtenidas y sus correspondientes analisis.

En el quinto capitulo “Conclusiones”, se presentan los resultados mas
importantes de nuestro estudio referidas estas a las dificultades y
concepciones que los estudiantes presentaron cuando se les pidi

resolver problemas que involucraban la distribuciéon normal.

El presente estudio finaliza presentando las referencias utilizadas en

esta investigacion.
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En los anexos se pueden apreciar los cuestionarios aplicados a los

docentes en formacion que participaron en la investigacion.

Esperamos que este trabajo contribuya a una mejora en el proceso de

formacion de los estudiantes y docentes en ejercicio de su profesion.

17



1 ANTECEDENTES

A continuacion se comentan algunas investigaciones previas
relacionadas con la distribucién normal, las cuales se asumen como

referencias basicas para esta investigacion.

Tauber (2001)

En su investigacion “La Construccion del Significado de la Distribucidn
Normal a Partir de Actividades de Analisis de Datos”, Tauber (2001) se
interesa por las dificultades que presenta este tema a los alumnos que
realizan un curso de nivel introductorio a la estadistica mediado con el
uso de computadores y sustentado en el marco tedrico referente al
significado y comprension de los objetos matematicos (Godino y
Batanero, 1994; 1998).

El objetivo principal de la investigacion fue la ensefianza y aprendizaje
de la distribucidn normal, mas especificamente, se interesé en la
problematica que presentaba este tema a los alumnos que realizaban
un curso introductorio a la estadistica con un enfoque basado en el uso

de programas estadisticos (Tauber, 2001, p.17)

Durante la investigacion se utilizé el programa Statgraphics para simular
las situaciones planteadas a los estudiantes a partir de ficheros de
datos y para analizar los datos obtenidos. La metodologia que se utilizd

en esta investigacion fue la de resolucién de problemas.

La investigacion se llevd a cabo con estudiantes de primer ano

universitario que cursaban una asignatura de libre configuracion de 9
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créditosdesarrollada en la Facultad de Educacion de la Universidad de
Granada durante 1998-1999 y 1999-2000.

Algunas conclusiones generadas de esta investigacion son:

Una primera conclusion de este estudio es la complejidad del
significado de la distribucion normal, que se apoya en muchos
otros conceptos previos, como los de variable aleatoria,
distribucion estadistica, medidas de posicion central y dispersién,
simetria, curtosis, probabilidad, etc., dificultando asi la

comprension del concepto de distribucion normal.

Los estudiantes se ayudaron de la representacion grafica para
validar, comprobar y aplicar algunas propiedades de manera
descriptiva, olvidando utilizar las debidas argumentaciones que

subyacen a ellas.

El uso del paquete estadistico Statgraphics facilitd el proceso de
construccion del significado de la distribucion normal, ya que al
realizar simulaciones se establecido una relacibn mas estrecha

entre la teoria y la practica.

A los alumnos se les dificultd la interpretacion de areas en
histogramas de frecuencia y problemas en el calculo del area
dentro de un intervalo. La no diferenciacion entre el modelo
tedrico y los datos empiricos y dificultad en distinguir cuando el
programa de calculo se refiere a una u otra distribucién, asi como
la no discriminacion entre estadisticos y parametros. Ademas,

una escasa capacidad de argumentacion.
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En esta investigacion Tauber(2001), considera que el punto de partida
de la estadistica deberia ser el encuentro de los alumnos con sistemas
de datos reales e incluso construir un sistema de datos propio y
analizarlo, que no es lo mismo que resolver un problema de calculo
rutinario tomado de un libro de texto. Por esto considera que la
perspectiva del analisis exploratorio de datos, y el aprendizaje de un
paquete estadistico, son dos puntos muy importantes en la ensefianza
de la estadistica, tanto en la ensefianza secundaria como en un curso

introductorio de estadistica a nivel universitario.

También destaca la importancia de que el profesor sea consciente de
los diversos niveles de comprension que pueden adquirir sus alumnos.
Aconseja ademas que se propicie la comprension intuitiva antes de

conducir a los alumnos a un pensamiento mas formal.

Alvarado y Batanero (2007)

En este articulo titulado Dificultades de Comprension de la
Aproximacion Normal a la Distribuciéon Binomial, se presenta un estudio
de evaluacién de la comprension teorica y practica de la aproximacién
normal a la distribucién binomial, teniendo en cuenta que es un caso

particular del Teorema Central del Limite.

En este trabajo se analizé la comprensién tedrica y practica de dicha
aproximacion alcanzada por un grupo de estudiantes de ingenieria

después de un experimento de ensefianza apoyado en el uso de Excel.
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La experiencia se llevo a cabo en el segundo aino de estudios de

ingenieria en la Universidad Catdlica de Concepcion (Chile), los

estudiantes habian tomado previamente un curso de calculo de

probabilidades en el primer afio. Se contd con la participacion de 123

estudiantes del curso de estadistica.

Algunas conclusiones generadas de esta investigacion son:

El andlisis de los datos obtenidos mediante evaluaciones vy
actividades reflejan la complejidad de la aproximaciéon normal a

la binomial y de su aplicacion en la resolucion de problemas.

En el proceso de resolucién de problemas se evidencié que los
estudiantes son capaces de calcular y comparar probabilidades
exactas y aproximadas utilizando la distribucion normal para
valores del numero y proporcion de éxitos y calculan el tamafo

de la muestra necesario para obtener una precisién dada.

Los estudiantes no diferenciaron entre variables aleatorias
discretas y continuas. En algunos casos consideraron, en el
calculo de la probabilidad, la varianza para realizar el proceso de

estandarizacién en lugar de la desviacion estandar.

Alvarado y Batanero (2007), recomiendan reforzar la comprension de la

aproximacion normal a la distribucion binomial y relacionar mas la

convergencia de este caso particular con el enunciado general del

Teorema Central del Limite.

Inzunsa (2006)
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En este articulo titulado Students’ Errors  and
DifficultiesforSolvingProblems of SamplingDistributionsbyMeans  of
ComputerSimulation, basado en la tesis doctoral del mismo autor
titulada “Significados que estudiantes universitarios atribuyen a las
distribuciones muestrales en un ambiente de simulacion computacional
y estadistica dinamica”, Inzunsa(2006), reporta los resultados de los
principales errores y las dificultades de un grupo de once estudiantes
universitarios al resolver problemas de distribuciones muestrales por

medio de simulacion por computador utilizando el software Fathom.
Algunas conclusiones generadas por esta investigacion son:

» Las principales dificultades, relatadas por el investigador, fueron
la formulacion del modelo, seguido de la definicion de los
estadisticos y la construccion de intervalos para calcular

probabilidades.

= A pesar de los errores y las dificultades descritas anteriormente,
los estudiantes fueron capaces de resolver los problemas de las
distribuciones de muestreo de distribuciones normales por medio

de simulacion por computador.

= Entre las ventajas de la solucién por medio de la simulacion fue
el hecho de interpretar la probabilidad de los resultados del
muestreo como la proporcion de casos de interés en un numero
total de repeticiones posibles, es decir, el enfoque frecuencial de

la probabilidad.

Inzunsa (2006), recomienda la utilizacién de Fathom, ya que al resolver
problemas con la ayuda de dicho programa se evita llevar a cabo todos

los procesos largos e inevitables del lapiz y el papel, tales como la
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normalizacion de la distribucion muestral y la utilizacion de tablas de

probabilidad que son la fuente de varios errores al resolver problemas.

Observaciones recogidas de los antecedentes que seran

consideradas en la investigacion

Teniendo en cuenta las dificultades que se presentan a la hora de
resolver problemas que requieran el uso de la distribucion normal y del
teorema central del limite, y de acuerdo con los antecedentes
mencionados previamente, se identificaron diversas dificultades e ideas

importantes que sustentan la presente investigacion.

e Los estudiantes tienden a apoyarse mas en las representaciones
graficas que en las numéricas en el momento de dar solucién a

problemas referentes a la distribuciéon normal (Tauber, 2001).

e Es preciso que el estudiante pueda apreciar la utilidad de la
distribucion normal y sus propiedades en el andlisis de
colecciones de datos amplios, preferiblemente, colecciones de
datos recogidos por el mismo alumno o procedentes de
investigaciones que el alumno pueda comprender (Inzunsa,
20006).

e La distribucibn normal se apoya en varios otros conceptos
previos, como los de variable aleatoria continua y discreta,
distribucion estadistica, medidas de posicidn central y dispersion,

simetria, etc. El desconocimiento de estos conceptos dificulta el

23



Uno de los teoremas mas importantes en el calculo de
probabilidades es el teorema central del limite, por tal motivo, es
de gran importancia que los estudiantes se apropien de su
enunciado e implicaciones que son utiles en la aproximacion de
diferentes distribuciones mediante la normal. (Alvarado vy
Batanero 2007)

24



2 MARCO TEORICO

2.1 SIGNIFICADO Y COMPRENSION DE LA DISTRIBUCION
NORMAL

Dado que el desarrollo de la investigacion se centra en la distribucion
normal y en las concepciones que sobre dicha distribucion tienen
algunos profesores de matematicas en formacion, nuestra atencion se
enfocd en analizar las nociones construidas por dichos estudiantes,
mediante el analisis de cuestionarios que evidenciaran las dificultades

presentes en la resolucion y argumentacion de problemas.

Para esto es necesario tener en cuenta que en estadistica y
probabilidad se llama distribucion normal a una de las distribuciones de
probabilidad de variable continua que con mas frecuencia aparece en

fenédmenos reales.

Hay varios modos de definir formalmente una distribuciéon de

probabilidad. La forma mas visual es mediante su funcion de densidad.

Se dice que una variable aleatoria continua X sigue una distribucion
normal de parametros y y o y se denota X~N (y, o) si su funciéon de

densidad esta dada por:

25



Donde p (mu) es la media y o (sigma) es la desviacion tipica (0° es la

varianza).

En la Figura 1.se puede observar tres graficas de la funcién de
densidad con medias iguales y desviacién estandar diferente, ademas,

presentamos una grafica en la cual el valor de la media es negativo.
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Figura 1. Graficas de la funcién de densidad de la de la distribucién normal

Dicha expresion tiene inmerso el siguiente componente:

e Parametros que definen la distribucion normal: todas las
distribuciones normales tiene la misma forma general. La curva
de densidad exacta de una distribucidn normal concreta se
describe dando su media y y su desviacién estandar 0. La media
se situa en el medio de la grafica, siendo este su parametro de
localizacion. La desviacion estandar ¢ controla la dispersion de la
curva normal, ya que esta es una medida natural de la dispersion

de dicha distribucion.
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2.2 PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL

A continuacion realizaremos una descripcion de algunas propiedades
de la distribucién normal derivadas de analisis de la funcidon de
densidad de la distribucion normal, las cuales denominaremos
propiedades geométricas, y de otras que aparecen en Moore (1995), las

cuales clasificaremos como estadisticas y algebraicas.

2.2.1 PROPIEDADES GEOMETRICAS
Las definimos como aquellas que se derivan de los analisis de la grafica

de la funcion de densidad, tales como simetria y concavidad.
1. La distribucion normal es simétrica respecto de su media, p.

La simetria es importante en la distribucion normal dado que
simplifica el calculo de areas, es decir, como el area bajo la curva
normal es 1, al realizar calculos de probabilidades que hagan
referencia al uso de una o dos colas se podra observar con

facilidad el area que se estaba pidiendo calcular.

A continuacién veremos algunas propiedades derivadas de la

simetria.

a. La distribucion normal es simétrica respecto de su eje

vertical donde tiene la media.

b. La media, mediana y moda en las distribuciones simétricas
coinciden en un mismo punto, por tanto en las

distribuciones normales son iguales.
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c. La media de una curva de densidad es el punto de
balance, en el cual la curva podria balancearse si fuera un

solido.

2. La distribucion normal presenta concavidad hacia arriba y

concavidad hacia abajo.

Esta propiedad es muy util para ayudarnos a dibujar la grafica,

por lo cual hay que tener en cuenta las siguientes observaciones:

a. La curva tiene sus puntos de inflexion en x = yto.

b. La curva normal es concava hacia abajo si: g- o < X<y +

0, y es concava hacia arriba en cualquier otro punto.

3. La curva normal se acerca al eje horizontal en forma asintética

en cualquiera de las dos direcciones, alejandose de la media.

En la Figura 2.se pueden observar las propiedades anteriormente

mencionadas.
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Figura 2. Distribucion de probabilidad alrededor de la media en una distribucion
N (b, o)

2.2.2 PROPIEDADES ESTADISTICAS
Las definimos como aquellas que relacionan la distribucion normal con

la prediccion de valores y el calculo de probabilidades.
1. REGLA DEL 68-95-99,7

En una distribucion normal de media p y desviacién tipica o se

cumple que:

a. El 68% de las observaciones se encuentran entre u £ 0.

b. EI 95% de las observaciones se encuentran entre p %
1.960.
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c. EI99,7% de las observaciones se encuentra entre p £ 30.

En la Figura 3.se puede apreciar graficamente esta propiedad de la

distribucidon normal.

-3a@ =28 =1lo m 1a 20 L]
| 68% |
95%
99, 7%,

Figura 3. Regla del 68-95-99,7

Esta propiedad es de gran utilidad para el establecimiento
de intervalos de confianza. Por otra parte, el hecho de que
practicamente la totalidad de la distribucion se encuentre a
tres desviaciones tipicas de la media justifica los limites de
las tablas empleadas habitualmente en la normal

estandar.

2. Otra propiedad importante es el Teorema Central del Limite, ya

que justifica el uso generalizado de la distribuciéon normal.

El teorema central del limite afirma que la distribucion de las

medias muestrales es aproximadamente normal, incluso si la
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distribucion de la poblacion de la cual se extrae la muestra no es

normal.

La importancia practica del Teorema del limite central es que la
funcion de distribucién de la normal puede usarse como

aproximacion de algunas otras funciones de distribucion.

Por ejemplo: Una Distribucion Binomial de parametros ny p es
aproximadamente normal para grandes valores de n, y p no
demasiado cercano a 1 6 0. La normal aproximada tiene

parametros p = np, 6° = np (1 - p).

2.2.3 PROPIEDADES ALGEBRAICAS

Las definimos como aquellas que estan relacionadas con el

comportamiento de la funcion de densidad frente a transformaciones.

1.

Una propiedad muy importante de las variables normales es que
sus transformaciones lineales también siguen una distribucion
normal. La media de la variable vendra afectada por la misma
transformacién lineal, esto es si X es normal con media ux y
desviacion tipica Ox, entonces la variable

}'-ﬂ.‘i+h“‘N£ﬂHr¢+ b, ag: ),

Si X~Nfwo*» y ay bson numeros reales, entonces
(aX +bl-Niapn+ b, a%e® )

Si  E~Nipe 0"} e Y~Nin. g<"}son variables aleatorias normales

independientes, entonces:
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a. Su suma esta normalmente distribuida con
U= X+ V~Nip: + 1. 0" +0,°} Reciprocamente, si dos
variables aleatorias independientes tienen una suma

normalmente distribuida, deben ser normales.

b. Su diferencia estd normalmente distribuida con

V =X— Yolifpy, — ppoox® 40,7 )

2.3 DISTRIBUCION NORMAL “ESTANDAR”

Se llama distribucién normal "estandar" a aquélla en la que sus
parametros toman los valores y = 0y 0 = 1. En este caso la funcién de

densidad tiene la siguiente expresion:

T
-

"

. ., ez
fixdm fg, 1 (x}m - vel
Wa

Este tipo de distribucion normal conserva todas las propiedades

enunciadas anteriormente.

Su grafica se muestra a continuacion y con frecuencia se usan tablas

para el calculo de los valores de su distribucion.

En la Figura 4.se puede apreciar graficamente la funcién de densidad

de la distribucion normal estandar.
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Figura 4. Grafica de la distribuciéon normal estandar N (0, 1)

2.3.1 ESTANDARIZACION DE VARIABLES ALEATORIAS
NORMALES

Una consecuencia de la primera propiedad algebraica, es que es
posible relacionar todas las variables aleatorias normales con la

distribucidon normal estandar.

X—H

. Im . .
Si X ~ N (u, 6%), entonces @ es una variable aleatoria normal

estandar de tal manera que Z~N'Q,1%

La transformacion de una distribucion &N e} en una ™ 8.1! se [lama

normalizacion, estandarizacién o tipificacién de la variable X.
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A la inversa, si Z es una distribucién normal estandar Z~NiQ,13

entonces A= g€ +u es una variable aleatoria normal de media p y

varianza o°.

La distribucidon normal estandar esta tabulada (habitualmente en la
forma del valor de la funcion de distribucion @) y las otras distribuciones
normales pueden obtenerse como transformaciones simples, como se
describe mas arriba, de la distribucion estandar. De este modo se
pueden usar los valores tabulados de la funcién de distribucion normal
estandar para encontrar valores de la funcion de distribucion de

cualquier otra distribucién normal.

2.4 ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA: Una

aplicacion del Teorema Central del Limite.

En algunos tipos de problemas, la finalidad primordial es predecir qué
valor se obtendria para un estadistico si se conoce el valor del
parametro. Pero en la practica estadistica, lo que realmente interesa es
estimar el valor del parametro en la poblacién cuando se conoce el

valor del estadistico en la muestra.

Conocida la distribucidon muestral del estadistico, es posible Ila
obtencién de intervalos de confianza para el parametro de interés. Por
ejemplo, se sabe que en una distribuciéon normal el 95% de los casos se

encuentran a una distancia 20 de la media. Si py es la media de una
poblacion normal y o su desviacion tipica, la media muestral X de la

variable aleatoria X, sigue una distribucién aproximadamente normal

=z 30 -
Nipt—1
: +1°  sjendo n el tamano de la muestra. Por ello, en el 95% de las

34



2F
muestras, la media muestral X estara a una distancia vl de la

verdadera media y de la poblacidon. Y reciprocamente, se puede

deducir que en el 95% de las muestras la media py en la poblacién

N{2 EMBED Equation. 3 028 £ =)
w0

estara dentro del intervalo , siendo

este el intervalo de confianza del 95%.
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3 DISENO DE LA INVESTIGACION

A continuacion se presenta la metodologia que sustenta la
investigacion. De igual manera se presenta el disefio y la descripcion de

los cuestionarios aplicados durante la investigacion.

3.1 METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

Esta es una investigacion basicamente cualitativa, sin embargo,
haremos uso de algunos elementos cuantitativos asociados a las

respuestas correctas e incorrectas de los cuestionarios.

3.1.1 FASES DE LA INVESTIGACION

La investigacion comprende dos aspectos fundamentales:

1. Disefio y aplicacion de la parte experimental (instruccional), y

recoleccion de la informacion.

La instruccion es realizada por el profesor de la asignatura. El
proceso de instruccion estd enmarcado en la filosofia de
resolucion de problemas. En la mayoria de los casos los datos
provenian de investigaciones que el alumno podia comprender

y relacionar con la cotidianidad. Contrario a lo propuesto por

36



« Durante el proceso instruccional se aplicaron dos cuestionarios
sobre la distribucién normal: el primero fue aplicado durante el
proceso de instruccion y el segundo al finalizar el curso. Los
cuestionarios contemplaron todos los aspectos relacionados con
la distribucion normal. Las respuestas dadas debian ser
justificadas con el fin de evidenciar las posibles dificultades de
los estudiantes asi como las estrategias y representaciones que

utilizaron para resolver los problemas.

- Adicionalmente, se realizaron entrevistas con algunos
estudiantes del curso para conocer en detalle las
argumentaciones que utilizaban para responder a los

cuestionarios aplicados.
2. Analisis de la informacion.

Se analizaron e interpretaron las respuestas dadas por los estudiantes
tanto en los cuestionarios escritos como en las entrevistas personales lo
que permitid caracterizar el significado que adquirieron alrededor de la
distribucion normal. Para este analisis se adopté parte de Ia
metodologia sugerida por Godino (1996) para caracterizar el significado

personal de los estudiantes. Estos analisis también permitieron
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clasificar en orden de dificultad los conceptos y propiedades

relacionados con la distribucién normal.

3.1.1.1 Poblacién y muestra

La poblacién de interés en nuestro trabajo son los profesores de
matematicas en formacién, mas especificamente, los estudiantes de la
carrera de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Industrial de
Santander. La muestra estuvo formada por 14 estudiantes, quienes en
el segundo semestre del 2009 cursaban la asignatura Estadistica Il. Los
nombres de los estudiantes que participaron en esta investigacion han

sido cambiados para preservar su identidad.

3.1.1.2 Instrumentos de recogida de datos

Puesto que el interés de nuestro trabajo se centra en tratar de
determinar las concepciones que se forman los estudiantes sobre la
distribucion normal, para ello en el disefio de la investigacién se hace
necesario utilizar varios instrumentos de recoleccion de datos, los

cuales son mencionados a continuacion:
e Aplicacion de dos cuestionarios.

e Se filmaron dos entrevistas realizadas con algunos de los
estudiantes participantes en la investigacion con la finalidad de
ganar mayor claridad respecto a las respuestas que dieron en los
cuestionarios. Estas entrevistas fueron realizadas conjuntamente
con el director de este trabajo quien era, precisamente, el

profesor del curso de estadistica mencionado.

3.1.1.3 Nucleos de interés
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Como esta investigacion es basicamente cualitativa, se analizaron las

respuestas y argumentaciones ofrecidas por los estudiantes en cada

item propuesto. De igual manera, se analizaron los procedimientos

realizados por los estudiantes para resolver los problemas planteados

en los cuestionarios.

Para el analisis de los datos se establecieron dos ejes de interés:

1.

La distribucién normal: parametros y propiedades que la definen.
Se analizaron las concepciones construidas y la comprensién de
la distribucién normal en situaciones que ameritan su uso. En
particular, la capacidad de reconocer los parametros que la
definen y el uso de sus propiedades en la resolucién y
argumentacion de problemas. Ademas, se establecieron las
dificultades y errores presentes al trabajar con la distribucidon

normal.

El teorema central del limite: implicaciones y uso en la resolucion
y argumentacion de problemas. Dada la importancia de este
teorema en la estadistica y la probabilidad, nos apoyamos en las
respuestas de los docentes para analizar las concepciones que
se formaron y el uso que le dieron en la resolucion y
argumentacion de problemas. Ademas, exponemos las
dificultades que se evidenciaron en la resolucion vy

argumentacion de situaciones que ameritan su uso.

3.1.2 DISENO Y APLICACION DE LOS CUESTIONARIOS
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A continuacion se presentan en detalle los dos cuestionarios utilizados
explicando las razones que motivaron cada uno de los items
propuestos. Los cuestionarios fueron presentados en forma escrita y

debian ser resueltos individualmente.

3.1.2.1 Cuestionario 1. La distribucion normal: parametros y

propiedades que la definen

La aplicacidn de este cuestionario tuvo una duracion de dos horas. Este
cuestionario esta conformado por tres items con los cuales se pretendio
observar si el docente en formacion tiene claro los parametros que
definen la distribucion normal, las diferencias entre la distribucion
normal y la distribucion normal estandar y el uso de las propiedades

como apoyo en la argumentacion y resolucién de problemas.

A continuacién presentamos lo items propuestos en el cuestionario y la

justificacion de los mismos.

item 1. La distribucion de los coeficientes intelectuales de hombres
entre 20 y 34 arios tiene aproximadamente una distribucion normal de

media u= 110 y una desviacion estandar o= 25.

a. De los hombres entre 20 y 34 arios, ¢ Qué porcentaje tiene

un coeficiente intelectual superior a 1107

b. ;Qué porcentaje de estos hombres tiene un coeficiente

intelectual superior a 1607

Con este item se pretendié observar la capacidad del estudiante en

aplicar algunas propiedades de la distribucion normal, entre ellas la
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propiedad simétrica y la regla del 68-95-99,7; a su vez se queria

conocer su habilidad en el uso del proceso de estandarizacion.

item 2. En las siguientes preguntas Responda Verdadero o Falso y

justifique la respuesta.

a. Para que una distribucion normal quede completamente
definida, basta con conocer la media y la desviacion

estandar.

b. El parametro de localizacion de la normal es u y puede

tomar cualquier valor real.
c. En la curva normal la media es igual a la moda.

d. El celular de la normal es solo para “comunicarse” con la

distribucion normal estandar.

El objetivo principal de este item radica en analizar los conocimientos
adquiridos por los estudiantes sobre los parametros que definen la
distribucion normal, lo cual requiere de la comprension de su funcidn
de densidad, y de la aplicabilidad de la regla del 68-95-99,7. A su vez

se busca analizar la capacidad de argumentacién del estudiante.

item 3. Considere un mercado de acciones idealizado. Solamente
cuatro compariias negocian en este mercado: Comparia X, Compariia
Y, Compania V y comparia W. Su asegurador le dice que el precio
actual de las acciones para cada una de éstas es $200 pero que tienen

diferencias en la volatibilidad (variabilidad) de los precios en el tiempo.
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El precio de las acciones en un mes se puede considerar
aproximadamente normal, X ~ N (10, 1), Y ~N (10,3), V~N (10,3) y W
~ Normal (10, 0.5).

También indica que las acciones se comportan independientemente.
Usted tiene $2,000.000 para invertir y existen tres portafolios posibles

para realizar la inversion.
1. El portafolio 1 consiste de 1000 acciones de W

2. El portafolio 2 consiste de 500 acciones de W y 500 acciones de
V.

3. El portafolio 3 consiste de 250 acciones de cada una de los

cuatro tipos.

Sea Pi el valor del portafolio i para el proximo mes contado a partir de la

fecha.

a. Para cada uno de los tres portafolios calcule las siguientes
probabilidades:

i.  Pr(Pi>2,4 millones)
ii. — Pr(Pi<1 millén)

a. ¢Qué portafolio es el mas seguro y cual es el mas

riesgoso?
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b. Un amigo requiere obtener una ganancia de 5 millones por
Su inversion. Sin calcular ninguna probabilidad, ¢qué

portafolio deberia escoger y por qué?

Con este ejercicio se busca observar la capacidad de argumentacion y
resolucion de problemas que requieren el uso de la distribucién normal.
Especificamente, el proceso para estimar la desviacion estandar para la
suma de variables aleatorias, el calculo de probabilidades y analisis de
los mismos. De otro lado, el problema pretende conocer la capacidad
interpretativa que de los resultados obtenidos por procesos estadisticos

poseen los estudiantes.

3.1.2.2 Cuestionario 2. Teorema central del limite

La aplicacién de este cuestionario tuvo una duracion de 2 horas. Este
cuestionario esta conformado por 8 items, el objetivo principal de este
cuestionario consiste en observar las concepciones que se forman los
docentes respecto al teorema central del limite y el uso que le dan
para la resolucion y la argumentacion en los items propuestos.
Adicionalmente, se proponen afirmaciones acerca de la distribucion
normal para que los estudiantes analicen su veracidad a la luz de su
conocimiento y de los significados que le atribuyen a la distribucién

normal.

A continuacién presentamos lo items propuestos en el cuestionario y la

justificacion de los mismos.
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item 1. En una distribucién normal, el 50% de las medidas caen por

encima de la media.

Con este item se pretendia verificar una hipétesis que junto al director
del proyecto habia surgido al discutir las respuestas de los estudiantes
al primer cuestionario, como es que los estudiantes confunden la
simetria de la funcién de densidad de probabilidad con el dominio de
esta funcion. Es decir, la simetria respecto a la media conduce a afirmar
que la medida de probabilidad se divide en dos: 50% antes de la media

y 50% después de la media y que éstas mitades se relacionan con los

valores posibles al afirmar que P(X<u)=P(X2u)=12 gp otras
palabras cuando se afirma “50%” se hace con relacion a la probabilidad
y no de los valores posibles de la normal, al fin de cuentas en la recta
real cualquier valor se puede considerar como la mitad en el sentido de

que los dos pedazos son equipotentes.

ftem 2. Si una variable esta distribuida normalmente, los casos

extremos son poco frecuentes.

Para este item se pretendia saber si los estudiantes tenian claro el
concepto de casos extremos y si interpretaban adecuadamente la regla
del 68-95-99,7.

item 3. X Tiene aproximadamente una distribucién normal cuando la

muestra es grande.

El objetivo principal de este item consiste en observar si los docentes

reconocen el enunciado simplificado del teorema central del limite.
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En los items 4, 6 y 7, se pretende indagar por las concepciones acerca
de las hipotesis basicas asociadas con el teorema central del limite y

con algunas de sus implicaciones.

item 4. La forma de la distribucion de X depende de la forma de la

distribucion de la poblacion.

Se trata con este item de contraponer dos resultados distintos
dependiendo del origen de los datos y del tamafo de n, el tamafio
muestral. Si la muestra se toma de una poblacién con distribucion
normal, la media muestral tiene distribucion normal independiente del
tamafo muestral. Ahora, si la poblaciéon no es normal, la distribucion de
X1 solamente es normal cuando el tamafio de n es suficientemente
grande, en caso contrario, la forma de la distribucién se parece mas a la

forma de la distribucion original.

item 5. Para que la desviacién estandar de la distribucién de Xo se

reduzca a la mitad basta que la muestra tenga el doble de tamario.

Con este item se pretende conocer si los estudiantes conocen e

interpretan adecuadamente el hecho de que la desviacion estandar de

X, es de la forma G/\/ﬁ.

item 6. El teorema central del limite dice que en muestras grandes, la

media muestral X tiene que estar cerca de la media poblacional p.

En este item también la intencion esta asociada a estudiar la
comprensién que tenian los estudiantes acerca del significado de la
desviacion estandar y, en particular, de la forma como ésta se afecta al

aumentar el tamano muestral al considerar la variable aleatoria X, )
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item 7. ;Qué le ocurre a X cuando la distribucién poblacional no es

normal?
Este item comparte el objetivo del item 3.

item 8. La naturaleza de los casinos es tal que una gran cantidad de
dinero fluye en ambas direcciones entre el casino y los jugadores. Los
jugadores a menudo ganan lo suficiente para permanecer optimistas y
continuar jugando. Lenta pero inexorablemente, sin embargo, el casino
hace dinero. Los juegos estan estructurados de tal forma que las
posibilidades de una apuesta dada favorecen al casino mas que al
jugador, pero solamente por una pequefia cantidad. Como este es el
caso, muchas personas se preguntan como es que los casinos
funcionan para hacer grandes cantidades de dinero en el largo plazo.
Todo se explica con las distribuciones muestrales de los promedios,

como este ejercicio va a demostrar.

Usaremos una apuesta simple en la ruleta como ilustracion. La ruleta
tiene 18 numeros negros, 18 numeros rojos y 2 numeros verdes (0, 00)
el casino gana $ 1 si sale un numero rojo o verde (20 chances de 38) y
pierde $ 1 si sale un nimero negro (18 de 38). Asi, las ganancias del

casino en la i-ésima que es una variable aleatoria X: con funcion de

2 18
probabilidad X =W =3g . P =-1=g

Los resultados de las diferentes apuestas son independientes.
a) Encuentre la media y la desviacion estandar de X .

b) (i) encuentre la media y la desviacion estandar del total de
ganancias del casino cuando se realizan 50 apuestas de

$1.
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(i) Haga lo mismo para las ganancias promedio del

casino.

c) Escriba las respuestas correspondientes a las preguntas

en (b) para un numero ™ cualquiera.

d) ¢Qué proporcion de jugadores de los que realizan 50
apuestas de $1 en el transcurso de una noche ganan

dinero?

e) ¢Cual es la probabilidad de que el casino pierda dinero
con 1000 de estas apuestas?, ¢sen 100.000?, ¢en
1,000.000?

f) Haga una tabla de intervalos de confianza de tres
desviaciones estandar con 4 filas y 2 columnas. Intervalos
en las primeras cuatro filas se refieren a conjuntos de 50,
1000, 100.000 y wun millbn de apuestas de $1,
respectivamente. Coloque intervalos para el promedio de

las ganancias del casino en la segunda columna.

Explique ahora porqué los casinos hacen tanto dinero, mientras que al

mismo tiempo los jugadores ganan lo suficiente para seguir jugando.

El teorema central del limite facilita en gran medida la resolucién de
problemas relacionados con la cotidianidad, por lo tanto, con este item
se pretende observar la habilidad de los estudiantes de reconocer la
aplicabilidad de este teorema para dar respuesta al éxito econdémico de
los casinos donde se proponen juegos de azar a las personas que los
visitan. Este problema, ademas, guarda en su desarrollo la respuesta a
la forma como los casinos mantienen el interés de las personas para

que sigan jugando y como ellos, solamente en el largo plazo, pueden
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acumular jugosas ganancias. El problema parte de una forma no
tradicional de proponer una situacién binomial que exige recurrir a las
definiciones generales para calcular su esperanza y su desviacion
estandar, y pretende que el estudiante sea capaz de utilizar el teorema

central del limite para poder responder las preguntas planteadas.

En el cuarto capitulo de la investigacion se presenta el analisis de los

cuestionarios descritos previamente.

4 RESULTADOS Y ANALISIS DE LA INFORMACION

41 CONCEPCIONES PERSONALES DE LOS ESTUDIANTES
ALREDEDOR DE LA DISTRIBUCION NORMAL

Para analizar las respuestas de los estudiantes a los cuestionarios, se
definen cuatro categorias o nucleos de interés que se convierten en
referencia de nuestro analisis. Estas categorias y sus aspectos mas

relevantes son las siguientes:

4.1.1 Categoria 1: Estandarizacion

En el cuestionario se evidencié que el proceso de estandarizacion es el
que menos dificultad presenta.Sin embargo, los maestros en formacién
lo asumen solo como un proceso que indica a qué distancia de la
media, en términos de desviaciones estandar, se encuentra un valor de

la variable aleatoria X desconociendo que se trata en ultimas, de
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transformar una variable con distribucion normal cualquiera a una
normal estandar. A continuacién se presentan los apartes de una
entrevista que alrededor del tema sostuvo el profesor de la materia con

algunos estudiantes y que respaldan esta afirmacion:

Profesor: ;Qué es lo que dice el proceso de estandarizacion? Cuando

estandarizo, el valor de z ;qué me indica?

Laura: El proceso de estandarizacidon me indica a cuantas desviaciones
estandar se encuentra X de la media. Si se encuentra muy lejos X de la

media, dicho valor es poco probable.
Profesor: ;Qué es poco probable?

Laura: Es poco probable que ocurra el evento, que ocurra lo que quiero

observar o cuantificar.

Aunque el profesor dejo escapar la oportunidad de preguntarle a Laura
¢jcuando es lejos para que sea poco probable?, no se puede evitar
pensar que ella estd pensando en la regla del 68-96-99,7 en términos
de desviaciones estandar. Mas adelante se corrobora la buena

aplicaciéon que los estudiantes hacen de esta regla.
Profesor: ;Por qué estandarizamos?

Laura: Porque es mas facil trabajar con la distribucién normal, que si yo
observo el area bajo la curva es igual a 1. Que si yo trabajo con valores
y hallo probabilidades, o sea es mas facil trabajar con probabilidades

que con numeros.

Profesor: ; Cémo asi?
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A-p
Laura: Pues la idea de cuando uno estandarizaba era Z= o

entonces eso nos podia decir a nosotros como era el comportamiento
de ese valor en la gréafica de la normal. Lo que decia, qué tan lejos esta

de la media.

No obstante lo poco claro de los dos ultimos textos de Laura, parece
que en ultimas lo que esta tratando de decir es lo que ya habia dicho
previamente: se trata de reducir todo a distancias respecto a la media.
Su referencia a la grafica de la normal, seguramente, es para ubicar el
valor dado y tener una apreciacion grafica del area que se pretende
buscar que ella asocia con probabilidades ya que “es mas facil trabajar

con probabilidades que con numeros”.

Profesor: ¢Y la X que menciona en la férmula no tiene distribucion

normal?

Laura: eeee, la X, X es la variable.

Profesor: Es una variable aleatoria y ¢ Qué distribucion tiene?
Laura: Puede ser normal y puede que no sea normal.
Profesor: Asumamos que es normal, 4, Cual es su media?
Laura: p

Profesor: y ¢la desviacion estandar que usted menciondé de cual

variable es?
Laura: deee...

Profesor: ;De esa misma X o de otra variable?
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Laura: De la funcién, la desviaciéon estandar es o.

Profesor:pero de quién es, ¢de qué distribucién?

Laura: De la normal.

Profesor: ¢ De cual normal?, ¢ de la que tiene X o de la estandar?
Laura: De la estandar.

Profesor: ;Cual es la desviacién estandar de una normal estandar,

cuanto vale?

Laura: 0.

Profesor: ;Cuanto vale?

Laura: ...

Profesor: ¢ Cual es la normal estandar?

Laura: (0,1)

Profesor: Entonces, ¢ cuanto vale la desviacion estandar?

Laura: 1

Profesor: ;De quién es la desviacion estandar que pone en la formula?
Laura: De la variable X

Profesor: Entonces usted tiene una normal que no es estandar y

estandariza ; Qué estamos haciendo cuando estandarizamos?
Laura: Transformando a p que sea ceroy a 0 que sea 1.

Profesor: O sea ¢ esta haciendo qué?
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Laura: Estandarizando

Profesor: ;Qué quiere decir eso en Jultimas?, ;Qué significa

estandarizar?

Laura: Estandarizar es, o sea cuando yo aplico el proceso estoy

mirando a cuantas desviaciones estandar esta ese valor.

Profesor: ;Pero qué esta haciendo? ¢En ultimas qué es estandarizar?

Tiene una normal que no es estandar y una estandar, ;Qué hace?
Laura: Estoy estandarizandola.
Profesor: ¢ Qué significa eso?

Laura: Hago que mi media se comporte como y y...

Profesor: Escriba en el tablero las siguientes formulas: &~Niwe! y

em I|IZzN(O,:I.)

Laura: Si, esa es la normalizacién de la variable.

Profesor: ¢ Pero qué esta haciendo, compare las distribuciones de X'y
Z?

Laura: Estoy es mirando el comportamiento de z, a qué distancia esta
de...

Profesor: Estoy mirando a X, X es lo que tengo.

Laura: Si, o sea, por ejemplo, cuando yo tengo a X y la estandarizo yo
estoy mirando qué tan cerca o tan lejos, estoy mirando a cuantas

desviaciones estandar esta de mi p.

Profesor: ¢ De las desviaciones estandar de quién?
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Laura: De X

A pesar de los variados intentos del profesor para que Laura aprecie
que la estandarizacion es un proceso que transforma una normal
cualquiera a una normal estandar, Laura insiste en pensar en el
significado que le produce resultados practicos: “a qué distancia esta
de...”.

Al final el profesor plantea la pregunta en forma directa:

Profesor: ;Entonces se puede decir que transforma una normal no

estandar en qué?

Laura: En una normal estandar

Profesor: ¢ En una normal estandar qué significa el valor 27
Laura: Que se encuentra a dos desviaciones estandar.

Profesor: Si ahora estoy en una normal no estandar y tengo el valor 17,

¢a cuantas desviaciones estandar esta de mi media?
Laura: todavia no lo sé.

Este didlogo hace pensar que este proceso de estandarizacion debe
presentarse utilizando variadas representaciones que permitan a los
estudiantes comprender mas ampliamente este proceso. Por ejemplo el
g X
valor de Z dado por a debe desagregarse en la forma
1. o

E = _-."lr -

& s lo que evidencia claramente que se trata de una
transformacion lineal (en el sentido de que se trata de una funcidn
lineal) que permite el calculo de probabilidades de eventos definidos en

términos de X a través de los equivalentes en términos de Z.
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4.1.1.1 Calculo de la probabilidad de un intervalo

También se pudo observar que el calculo de probabilidades resulta
complicado para la mayoria de los docentes en formacién que
conforménuestra muestra. Ya que después de realizar adecuadamente
el proceso de estandarizacion, en el momento de hacer el calculo de
probabilidades se confunden al no tener en cuenta cual es el intervalo
(area) que se esta pidiendo calcular. Carlos como otros estudiantes
presentaron esta dificultad, lo anterior se puede observar en la Figura 5,
la cual muestra la solucion de Carlos al item 1 en la parte a del

cuestionario 1:

e Carlos realizé bien el proceso de estandarizaciéon y dado que
el wvalor de z es 0 no continué con el calculo de
probabilidades; al parecer el estudiante se apoyé en un
grafico de la distribucion normal estandar en el cual ubicé el
cero en el centro; es como si el estudiante estuviera
pensando que podia asociar este cero en la grafica que tiene,

que es la grafica de la normal que esta trabajando.
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Figura 5. Recorte de la respuesta de Carlos en el item 1 parte a.

El problema no solo radica en el calculo de la probabilidad de un
intervalo, también en la comprensién del significado de los intervalos
de confianza en si mismos. Como este tema es de vital importancia nos
permitimos transcribir algunos apartes de una entrevista realizada por el

profesor del curso con algunos estudiantes.

Profesor: Un intervalo de confianza del 90% de confianza, significa que
el 90% de los valores de esa variable aleatoria estan en ese intervalo.

Verdadero o falso.
Laura: Siii.
Monica:Siii.

Alejandra: No es el 90% de los valores, si no, los que... los que tiene
mayor probabilidad de... los que su probabilidad es mayor entonces
aparecen en ese intervalo. Ahi yo puedo tener muchos datos dispersos,
pero, y un intervalo del 90% de confianza es unos cuantos de ellos, no
el 90% de los datos... {Eso depende es de que tan probable es el

valor?

Profesor: ¢Entonces el nivel de confianza es la probabilidad de que la

media poblacional esté en el intervalo?
Alejandra: Si.

Laura: Si.

Monica: No le escuché bien profe...

Profesor: ¢EI nivel de confianza es la probabilidad de que la media

poblacional esté en el intervalo?
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Ménica: Siii.
Profesor: Sergio, ¢ qué opina usted?

Sergio: Es que... el nivel de confianza, lo que me dice es, eee, pues
eee, en este caso en especial... pues igual en el intervalo de confianza
yo estoy considerando la variabilidad, ¢si?, y yo estoy considerando la
media, yo creo que si deberia... por ejemplo el 90%, el 90% deberia

estar ahi.
Profesor: ¢ El 90% de qué?

Sergio: Digo, un nivel de confianza del 90%, osea, el 90% de los datos

esta en ese intervalo.

El profesor nota que los estudiantes no tienen claro qué es el nivel de
confianza de un intervalo en términos estadisticos, por tal motivo
procede a plantearles preguntas con la finalidad de darles claridad.
Luego continuo planteando preguntas a Laura para asi poder dar

claridad a los estudiantes las cuales se aprecian a continuacion.
Profesor: Laura ¢ El 90% de qué?

Laura: EI 90% de las veces se va a encontrar la media en ese intervalo
Profesor: ;Cual es el significado del nivel de confianza?

Laura: Que el 90% de las veces.

Profesor: ¢ De cuales veces?

Laura: De las veces en que usted... jejeje... osea el 90% de las veces
en que uno... eeehh... halla las muestras, se va a encontrar la media

muestral metida.
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Profesor: jLe suena Médnica?
Monica: No, es que las veces...

Profesor. De cada muestra se genera un intervalo, si toma 100
muestras se tienen 100 intervalos. ¢ Entonces qué quiere decir el nivel

de confianza del 90%7?

Laura: Que de esas 100 muestras que usted tomd, en 90 se va a

encontrar la media muestral.

4.1.2 Categoria 2: Parametros de la distribucién normal

A pesar del anadlisis que se le hizo a la expresion de la funcién de
densidad de la distribuciéon normal durante el proceso de instruccion, en
algunos estudiantes persistid el hecho de desconocer a gy y o como los
parametros que definen la distribucion normal, en muchos casos se
tiene la creencia de que es necesaria mas informacién. Un ejemplo de
esta concepcion se observa en la respuesta de Harley al item 2a. que

se muestra en la Figura 13.

Harley en el item 2a: “Para que una distribucién normal quede
completamente definida, basta con conocer la media y la desviacién
estandar”, afirma que “también debe conocerse la X para poderla
estandarizar, es decir, para hallar Z”. Al parecer, Harley esta pensando
mas en calcular la probabilidad asociada a un evento particular que en
caracterizar la funcion de densidad. Parece ser una mala interpretacion

de la afirmacion.
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Figura 6. Respuesta de Harley en el item 2 parte a.

En la entrevista realizada con algunos estudiantes se observo que los
estudiantes no asocian py o con las que aparecen en la expresion de
la funcion de densidad de la distribuciéon normal, lo cual se debe al
parecer porque no recuerdan esta expresion. A continuacion se muestra
la evidencia de este hecho y en ella se puede observar cémo el
profesor debe encaminar a los estudiantes para que perciban que py o

determinan la distribucién normal.

Profesor: En general, en una variable aleatoria continua ¢como

determino su distribucion?

Andrea: Pues porque yo tengo que tomar todo un intervalo, no puedo
tomar solo un punto porque eso me daria cero, pues la probabilidad en

un punto es cero. Entonces para la continua...

Andrea evidencia lo que se habia comentado antes a raiz de la
argumentacion de Harley, es decir, que al preguntar por la forma como
se determina o caracteriza la distribucion de una variable aleatoria
continua se esta indagando por los eventos posibles a los cuales se les

puede calcular probabilidad

Profesor: ; Como calculamos probabilidades de eventos en un intervalo
de variable continua?, ;como calculamos la probabilidad de que la
variable X este en el intervalo (a, b)? Mejor dicho, ¢qué se necesita

para calcular la probabilidad de una cierta variable aleatoria en un
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intervalo (a, b)?, es decir, ;como se calcula la Pr (x € (a, b)) siendo X

una variable continua?

Monica: Hallamos el area.

Profesor: Y para eso 4,qué se necesita?
Laura: La funcion que describe esa curva.
Profesor: Y esa curva s como se llama?
Andrea: Funcion de densidad.

Profesor: ;Cual es la expresion de la funcion de densidad de la

distribuciéon normal?
Andrea: Esa era la que teniamos que demostrar.

Monica: Yo nunca me la aprendi.

e'llﬂ'], xR

fix}=
b ¢ Qué necesito

Profesor: la expresion es gV
para determinar completamente esta formula?, entre otras cosas, ¢qué

valores puede tomar X en una distribuciéon normal?
Méonica: Cualquier valor real.

Profesor: ;Qué necesito conocer para determinar completamente esta

formula?

Andrea: yyo

4.1.2.1 ;Qué valores pueden tomar py o?
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Continuando con el estudio de las concepciones de los estudiantes
alrededor de los parametros de la distribucién normal, se analizan ahora
las respuestas que los estudiantes dieron a la afirmacion: El parametro

de la localizacion de la normal es # y puede tomar cualquier valor real.

Ivan dice en su respuesta (ver la Figura 14) que p solamente puede
tomar valores reales positivos, desafortunadamente no da razones para
ello. Se podria especular que o bien la esta confundiendo con la
desviacion estandar o que, simplemente, en su experiencia resolviendo
problemas relacionados con la distribucion normal nunca se encontro
con un problema donde la media tomara valor negativo. En este ultimo
caso, se impondria la practica sobre los razonamientos teoricos,
aspecto que nunca pueden olvidar los profesores y que deben evitar
dando a sus estudiantes problemas que impiden generalizaciones de
este tipo. De todas maneras, una cosa son los razonamiento
matematicos puros y otra cosa muy distinta, es la practica estadistica

del manejo de datos.

Figura 7. Respuesta de Ivan en el item 2 b.

Carlos responde: “El unico valor que puede tomar la normal es aquel
que vuelve simétrica la distribucion” (Figura 8). Carlos, en su particular
argumentacion, cree que la simetria de la distribucion depende de la
ubicacion de parametro # y no se da cuenta que la simetria se puede
lograr en cualquier valor real. De hecho, John no se compromete con

ningun valor posible.
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Figura 8. Respuesta de Carlos al item 2b.

En los apartes de la entrevista que a continuacion se muestra, se puede

observar cdmo ahora los estudiantes al analizar la forma de la funcion

de densidad de la normal adoptan que el parametro & asociado con la
desviacion estandar puede tomar cualquier valor real. Ya que de todas
maneras la funcion de densidad sigue bien definida en el sentido de que
tiene imagen para cualquier valor real x, olvidando si, que la funcién

densidad por definicion es no negativa.
Profesor: ;Qué valores puede tomar u?
Laura: u puede tomar cualquier valor real.
Profesor: sy 0?

Laura: o tiene que ser distinta de cero, o sea todos los reales menos el

cero.
Profesor: ¢ Qué opina Monica?
Monica: Estoy de acuerdo con Laura.
Profesor: Y ¢ usted Pili?

Andrea: No sé si lo que voy a decir es una locura, pero a mi me parece
que no... porque o me esta diciendo la distancia que hay de un dato
observado a la media. ...para mi deberia ser, esto, partir de uno en

adelante.

Profesor: 0.5 no sirve?

61



Andrea: Ah no, si. Mayores que cero.

La argumentacion de Andrea en la cual recurre a la idea de que las
desviaciones estandar se utilizan como medidas de distancia
(seguramente pensando en el proceso de estandarizacién) para
concluir que necesariamente debe tomar valores positivos puede ser

una argumentacidon no ortodoxa, pero es correcta.

4.1.2.2 Estimacion de la desviacion estandar para la suma de

variables aleatorias independientes

Las respuestas de los estudiantes al item 3, el problema de los
portafolios de acciones, evidenciaron la dificultad que representa para
ellos el calculo de la desviacion estandar de la suma de variables
aleatorias. En este problema el 46.1% de los docentes presentaron
dificultad en este proceso, el 23.1% no supo qué calculos realizar, el
15.3% hizo el calculo de probabilidades para el primer portafolio y no
continud, el 7.6% no supo calcular ni la media ni la desviaciéon estandar
para variables aleatorias y el 7.9% restante realizd correctamente los
calculos. En la Figura 9, la jError! No se encuentra el origen de la
referencia.y la Figura 10, se pueden apreciar algunas respuestas de

los estudiantes.

Diana hizo el proceso de estandarizacién, indicd la probabilidad que
debia calcular y se apoy6 en la regla del 68-95-99,7 de la distribucidn

normal para argumentar.
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Figura 9. Respuesta de Diana utilizando la regla del 68-95-99,7 como estrategia

Alejandra por el contrario utilizd las formulas para realizar la
estimacion de la desviacion estandar para el portafolio 2 y de igual
manera con los demas portafolios. En la siguiente figura se aprecia los

calculos realizados por el estudiante.
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Figura 10. Respuesta de Alejandra en el item 3

En los apartes de la entrevista que a continuacion se muestra, se puede
observar como los estudiantes asumen que no es necesario hacer el
calculo de la desviacion estandar para cada portafolio.Es evidente que
no se desconoce la formula para hacer este calculo, sin embargo, al
momento de estandarizar notan que deben hacerlo, pero en el
momento no recuerdan la formula y se confunden con el hecho de que

estan calculando probabilidades.
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Profesor: 4 En el item 3a habia que calcular la desviacién estandar para

variables independientes para cada portafolio?

Andrea: No, ya sabemos la media y la desviacion estandar para cada

portafolio y no es necesario hacer mas calculos.

Profesor: En el portafolio 1 hay 1000 acciones de W, conocemos la
desviacién de W pero ;conocemos la desviacion estandar de las 1000
acciones? y el portafolio 2 consiste de 500 acciones de W y 500
acciones de V. jen este caso cual desviacién, la de W o la de V?,
¢, Como se calcula la desviacion estandar de una suma de variables

aleatorias independientes?

Laura: Si conocemos el valor de la desviacion estandar deX: y de ¥

entonces la desviacidon estandar de la suma de variables aleatorias

es iy + Apdm v 3d! xy L% +35d x2 % donde Sd es una manera de

llamar a la desviacion estandar.

Profesor: ;Cual es el portafolio mas seguro? y ¢jcual es el mas

riesgoso? ¢ Qué tenemos que mirar para responder a esta pregunta?
Laura: La desviacién estandar de cada portafolio.

Profesor: Laura, si tienes claro como se calcula la desviacidon estandar
de una suma de variables aleatorias independientes, ¢por qué no hizo

estos calculos en el cuestionario?

Laura: Porque me enfoque en hallar la solucién, cuando fui a
estandarizar y note que debia calcular la desviacion no tuve presente la
férmula. Ademas como estdabamos trabajando con probabilidades me

perdi y no supe que hacer.
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4.1.3 Categoria 3: Estrategias para resolver problemas

relacionados con la distribucion normal

A continuacion se describen las estrategias utilizadas por los

estudiantes para resolver algunos de los items propuestos.

4.1.3.1Uso de la grafica de la distribucioén normal como

apoyo en la argumentacién y resolucion de problemas

El 84.6% de los docentes en formaciéon hizo uso de la grafica de
densidad de la distribucion normal para apoyarse en la resolucion de los
diferentes items del cuestionario, en estas graficas indicaron de

manera correcta la media y el area que se les pedia calcular.

En la Figura 11y Figura 12 se pueden observar diferentes modelos de la
grafica de densidad utilizados por los estudiantes para apoyar sus

respuestas.

Diana, en el item 1a. y 1b. del cuestionario 1 utiliza la siguiente grafica,
en la cual indica la ubicacion de la media y el area que se le pide
calcular; ademas, determina correctamente la escala de valores en

términos de desviaciones estandar.
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Figura 11. Respuesta de Diana al item 1 parteay b

Ivonne utiliza la siguiente grafica para apoyar la respuesta del item 2d.
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Figura 12. Respuesta de Ivonne al item 2 parte d

El 15.4% restante no se apoyd en la grafica de la distribucion normal

pero sus respuestas y calculos fueron acertados.

66



4.1.3.2 Manejo de la Tabla de Probabilidades de la Normal

Estandar

El calculo de probabilidades de eventos asociados a una variable
continua se realiza con el calculo de areas bajo una curva, su funcién
de densidad, en nuestro caso la curva de la distribucién normal, lo cual
implica, entre otras cosas, que los estudiantes manejen la tabla de
probabilidades de la Distribucion Normal Estandar, aspecto éste que
parece no es tan evidente como se pueda pensar a priori. En la Figura
13 se muestra la respuesta de Julio al item 1 parte b, lo cual es

evidencia de lo descrito anteriormente.

Julio realiz6 el proceso de estandarizacion de manera correcta. Para
calcular la probabilidad hace un analisis apoyandose en la grafica, en la
cual dibuja el area que va a calcular. Al buscar el valor de z en la tabla
nota que el porcentaje restante es el que él necesita, sin embargo,
malinterpreta el valor de probabilidad dado por la Tabla, ya que Julio lo
asume como si fuera la probabilidad de caer en el intervalo (60, 160),

error que después lo lleva a dividir por 2.
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Figura 13. Respuesta de Julio al item 1 parte b

4.1.3.3 Uso de las propiedades de la distribucion normal
Los docentes en formacion hicieron uso de algunas propiedades de la

distribucion normal para su argumentacion.

4.1.3.3.1 Propiedad simétrica
La propiedad simétrica es de uso frecuente por los estudiantes en la
resolucién de problemas y argumentaciéon de las soluciones propuestas.

En la Figura 14 se muestra la respuesta de Ivan al item 1a.

Ivan se apoya en la propiedad simétrica para sustentar su respuesta

obtenida mediante el proceso de estandarizacion.
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Figura 14. Respuesta de lvan al item 1 parte a.

Ahora no siempre la propiedad simétrica fue bien utilizada por los
estudiantes, no es sino recordar su uso para intentar probar que la

media y la moda coinciden en la distribucion normal.

Ante la afirmacion de que en una curva normal la media es igual a la
moda, todos los estudiantes respondieron que era verdadera. La
argumentacion generalizada fue la propiedad simétrica que posee la
distribucion. Algunos de los argumentos de los estudiantes se

presentan en seguida.

Andrea, intenta relacionar los valores de la moda y la media a través de

la propiedad simétrica diciendo: “...la moda es el dato de mayor

frecuencia; luego como la distribucién normal es simétrica en el pico de
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la curva donde esta ubicada #tendremos la mayor distribucion de la
variable continua” (ver la Figura 9). En esta argumentacion aparecen
varios elementos que traen a la luz los significados que la estudiante
posee acerca de varios conceptos estadisticos y de la funcion de
densidad de la distribucion normal. En primer lugar, extrapola el
concepto que se tiene de la moda en una muestra a una variable
aleatoria continua cuando afirma que es “el dato de mayor frecuencia”.
Luego, por simetria, infiere que en el pico donde esta ubicada la media
se tiene la mayor distribucién. Aunque la estudiante no lo hace explicito,

tal vez su invocacion de la simetria debe relacionarse con el hecho de

que la funcién viene creciendo y en # esta el eje de simetria, la curva
desciende de ahi en adelante. Esto permite afirmar que en ese pico se
tiene el valor maximo de la funcién, valor que es precisamente la moda
de la distribucion. En su conclusion, cuando afirma “tendremos la mayor
distribucion de la variable continua”, Andrea evidencia que su
interpretacion de la funcién de densidad de probabilidad aun esta muy
atada a los analisis de muestras y a los histogramas de valores. A
proposito, no estaria de mas realizar una investigacion acerca de las
concepciones que los estudiantes universitarios podrian tener acerca de

las funciones de densidad de las variables aleatorias continuas.

Figura 15. Respuesta de Andrea al item 2 c.

Por el contrario otros estudiantes asumieron que la media y la moda en
la distribucién normal no son iguales basados simplemente en sus

definiciones. La argumentacion de Modnica, que se muestra en la Figura
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17, es un ejemplo de esta forma de argumentacién: “ya que la moda es
el valor que mas se repite, y la media es una medida de centro la cual

me divide los datos en dos proporciones iguales”.

Figura 16. Recorte de la respuesta de Ménica en el item 2 parte c.

En la entrevista que se le realizd, Ménica da mayores detalles de su

argumentacion.

Profesor: ¢ En la distribucién normal la media es igual a la moda?
Monica: Yo respondi que era falso.

Profesor: ;Por qué?

Ménica: Porque la verdad no me acordaba muy bien de... esto... la
concepcion de la moda en una distribucidon normal.... No la tenia muy

clara.
Profesor: ; Qué pensaba que era la moda en la distribucion normal?

Modnica: O sea, nooo... nunca o sea... no la... como que no la habia

trabajado ese punto, que la moda era igual a la media.
Profesor: ;Qué es para usted la moda?

Monica: Para mi la moda es el valor que mas se repite, pero como en la
distribucion normal la variable es continua, entonces no puedo hablar

del dato que mas se repite.
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Aqui, Mdnica, al contrario de Andrea, refleja el problema que representa
el contar casos en una variable aleatoria continua cuando se esta

tratando en términos tedricos.
Profesor: ;Qué sera la moda en una variable aleatoria continua?
Monica: O sea, hmmm... no sé.

El profesor al notar que los estudiantes entrevistados no tenian claro el
concepto de moda para variables aleatorias continuas procedié hacer
varias graficas en el tablero con la intencion de que las estudiantes
ubicaran la moda en dichos graficos y de esta manera clarificaran el

concepto de moda para este tipo de variables.

4.1.3.3.2 Regla del 68-95-99,7

En el item 2d se pudo observar que todos los encuestados reconocen el
enunciado de la regla del 68-95-99,7, o el celular de la normal como lo
conocen los estudiantes.Sin embargo, no siempre la interpretan de

forma adecuada, tal como lo muestra la siguiente entrevista.

Profesor: Monica, como entiende la siguiente afirmacién y qué quiere
decir: El celular de la normal es solo para “comunicarse” con la
distribucion normal estandar. ¢Usted que entendid cuando leyd el

término “comunicarse”?

Monica: Pues, ¢ si funciona solo para la distribucion normal estandar?
Profesor: ; Esta de acuerdo con esta afirmacién?

Monica: Si.

Profesor: ;Por qué?

72



Monica: Pues lo asocié con la estandarizada porque la mayoria de

veces resolviamos ejercicios de ese estilo.

Profesor: ¢ Siempre la han utilizado para eso?
Monica:Hmm

Profesor: Laura, ¢ esta usted de acuerdo con la afirmacion?
Laura: Si.

Profesor: Por qué?

Laura: Pues porque el celular de la normal nos indica que a 1
desviacion estandar de la media esta el 68% de los datos, a 2
desviaciones estandar de la media el 95% de los datos y a 3
desviaciones estandar de la media esta el 97% de los datos siendo en

la curva de la distribucién normal.
Profesor: ¢ El celular de la normal se aplica para cualquier normal?

Laura: Es que es mas facil verla en la distribucion normal estandar que

en cualquier distribuciéon normal.
Profesor: ;Por qué?

Laura: Porque cuando estandarizamos ya sabemos de qué...se puede
utilizar para la distribucion normal estandar pero también para cualquier
normal y es mas facil verla en la distribucion normal estandar que en

cualquier distribucion normal.

Profesor: ;No acabo de entender qué es mas facil de ver?
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Laura: Por que cuando yo estandarice dije bueno, yu se encuentra en
cero y tengo a una desviacidn estandar el 68% a dos desviaciones

estandar el 95% y a tres desviaciones estandar esta el 99.7%.

Profesor: ¢ Cual es la diferencia entre una desviacién normal estandar y

una no estandar? ; Tiene que ver que o valga 7, 10, 20, 1507,
Laura: Pues no porque en la distribucion normal estandar ¢ vale uno.

Profesor: ¢Entonces como se traduce el celular de la normal en la

normal estandar?

Laura: Que en el intervalo entre -1 y 1 encontramos el 68% de los
datos, en el intervalo de -2 a 2 encontramos el 95% de los datos y en el

intervalo de -3 a3 encontramos el 99.7% de los datos.
Profesor: Ahora traduzca el celular en cualquier distribucién normal.

Laura: Estaria diciendo que entre en el intervalo X+ @} se encuentra
el 68% de los datos, en el intervalo X1 2a} se encuentra el 95% de los

datos y en el intervalo X #&} se encuentra el 99.7% de los datos.

El didlogo anterior permite apreciar como los estudiantes creen que la
regla 6895997 propia de cualquier normal es exclusiva de la normal
estandar. Sus razones parecen estar basadas en la practica, como bien
lo afirma Monica: “Pues lo asocié con la estandarizada porque la
mayoria de veces resolviamos ejercicios de ese estilo”. Nuevamente se
observa que los estudiantes no lograron asimilar del todo la
“equivalencia” que existe entre cualquier distribucion normal y la normal
estandar y que se logra gracias a la transformacion lineal expresada en
el proceso conocido como “estandarizacion”. Esta equivalencia permite

transformar cualquier evento o intervalo asociado a una normal
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cualquiera del que se quiere conocer su probabilidad a uno asociado
con la normal estandar que tiene exactamente el mismo valor de
probabilidad.

4.1.4 Categoria 4. El teorema central del limite: Implicaciones y

uso en la resolucion de problemas

Abordamos este apartado con una explicacion breve sobre el teorema
central del limite y su conveniencia en la resolucién de problemas, para
luego analizar las estrategias y dificultades presentadas por los
estudiantes al momento de resolver los items propuestos en el

cuestionario 2.

4.1.4.1 Teorema Central del Limite

El Teorema Central del Limite (TCL) indica que, en condiciones muy
generales, la distribucidn de la media muestral tiende a una distribucion
normal cuando la cantidad de variables es muy grande. Este teorema
tiene una gran aplicacién en inferencia estadistica, pues muchos
parametros de diferentes distribuciones de probabilidad, como la media,
pueden expresarse en funcibn de una suma de variables. Permite
también aproximar muchas distribuciones de uso frecuente: binomial,
poisson, chi cuadrado, t-student, etc., cuando sus parametros crecen y
el calculo se hace dificil (Moore 1995, Pag. 303). Por otro lado, la suma
de variables aleatorias aparece en forma natural en la descripcion de
fendmenos reales, ya que permite, por ejemplo, inferir la media de una

poblacion a partir de una muestra.
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El teorema se apoya y relaciona entre si con otros conceptos y
procedimientos basicos en estadistica, como los de variable aleatoria y
sus transformaciones, distribucion muestral, estandarizacion, calculo de
probabilidades, etc., lo que contribuye a dificultar su comprension

dificultando el aprendizaje de los estudiantes.

4.1.4.2 Enunciado e implicaciones del teorema central del

limite

Reconocer el enunciado del TCL es de gran importancia para resolver
problemas. El cuestionario evidencid que los docentes en formacion
reconocen el enunciado del teorema central del limite. Sin embargo, no

perciben algunas de sus implicaciones como se muestra a continuacion.

El 80% de los estudiantes reconocen el teorema central del limite para
la suma de variables independientes e idénticamente distribuidas. A

continuacion se presenta la evidencia que apoya esta afirmacion:

Alejandra, en su respuesta al item 3, “X tiene aproximadamente una
distribucion normal cuando la muestra es grande”, reconoce el
enunciado del teorema central del limite y a su vez identifica los
parametros de la distribucion normal asociada a la poblacién en estudio.

En la siguiente figura se observa dicha respuesta.

Figura 17. Respuesta de Alejandra al item 3
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Sin embargo, existen otros estudiantes, como Nicolas, que no

identificaron el enunciado del TCL en la afirmacion del item 3.

En la siguiente figura se puede apreciar la respuesta de Nicolas:

2. X Ueng aproximadamente una distribucion normal cuando la muestra ¢s grande. V F
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Figura 18. Respuesta de Nicolas al item 3

Al preguntarle personalmente al estudiante el porqué de su respuesta,
comentd que fue debido a que en el momento no asocié la afirmacién
con el enunciado del TCL. Al preguntarle por el enunciado del teorema,

respondié que en el momento no se acordaba.

Se presume que la afirmacion de Nicolas puede ser debida a que en el
caso particular de que la muestra sea tomada de una poblacién con
distribucion normal, la media muestral también es normal sin importar

su tamano.

Sergio en su respuesta al item 3 (Figura 19), asume que Xes un valor

estimado y a su vez explica que si X fuera una variable aleatoria,
entonces seria el enunciado del TCL, resaltando un aspecto que ha
sido reportado en otros trabajos (Tauber, 2001; Insunza, 2006) como es
la confusion que muchas veces se presenta entre estimador y valor
estimado, siendo el primero una variable aleatoria en tanto que el
segundo es una realizacion concreta de esa misma variable aleatoria

ante una muestra.
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Figura 19. Repuesta de Sergio al item 3

4.1.4.3 El Teorema central del limite como estrategia en la
resoluciéon de problemas

El uso del TCL para la argumentacion no fue utilizado como se

esperaba inicialmente, esto se observo en la respuestas ofrecidas por

los estudiantes al item 4, en el cual se afirmaba que la forma de la

distribucion de X depende de la forma de la distribucion de la poblacién.

Laura, al igual que otros estudiantes, no tiene en cuenta el TCL; en la

Figura 20 se puede observar su respuesta.
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Figura 20. Respuesta de Laura en el item 4

A continuacion se presentan los detalles del dialogo que se dio entre el

profesor y Laura alrededor de esta pregunta.

Profesor: Entonces, ¢La forma de la distribucion de X depende de la

forma de la distribucion de la poblacién?
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Laura: Yo respondi que es falso, diriamos que X hereda la forma de la
distribucion de la poblacion, pero también depende del tamafo de la

muestra...
Profesor: Es decir...

Laura: O sea... es que... para este punto yo me acordé de un
problema que veiamos en el libro y tenia un tamafo muestral...
eeee... tenia la distribucion de... no me acuerdo en este momento, pero

era una serie de puntos.Entonces a medida que iban aumentando el

tamario, la distribucion de X se iba... se iba mas o menos acercando a

la poblacional. Entonces yo acudi a eso para responder este punto.

Profesor: ;Se acerca a la distribucion poblacional con muchos datos o

pocos datos?

Laura: Con muchos datos.

Profesor: ;y entonces el teorema central del limite?
Laura: ...

Profesor: Si los datos son obtenidos de una distribucién normal ;Qué

distribucion tiene X?
Laura: La distribucion normal.

Profesor. Y si los datos son obtenidos de una poblacion cuya

distribucién no es normal ;,Qué pasa con la distribucién de X?

Laura: Pues a medida que se va aumentando el tamafo muestral, se

aproxima a la normal.

Profesor: ;Entonces para valores pequefos?
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Laura: Para valores pequenos pues... no. O sea... no puedo decir que

no es normal.

Profesor: ¢ Pero la distribucion de X se parece a quién?
Laura: A la de la poblacion... si a la poblacional. Hmmm

En este didlogo se aprecia bien como Laura posee la idea de que la
forma de la distribucion de X depende del tamafo muestral: “con pocos
datos se parece a la forma de la distribucion poblacional y a medida que
se aumentan su forma se hace mas parecida a la distribucidn
normal”’.Sin embargo, a pesar de que Laura posee esta idea no la uso

de para dar respuesta a este item.

80



5 CONCLUSIONES

Para finalizar este trabajo presentamos en este capitulo las

conclusiones mas importantes de nuestro estudio.

1. Se pudo observar que el calculo de probabilidades asociado a
intervalos de variables aleatorias normales resulta complicado
para la mayoria de los docentes en formacion que conformaron
nuestra muestra, ya que después de realizar adecuadamente el
proceso de estandarizacion, en el momento de hacer el calculo
de probabilidades se confunden al no tener en cuenta cual es el

intervalo (area) que se esta pidiendo calcular.

2. Nuestro analisis muestra que el proceso de estandarizacion es el
que menos dificultad presenta, sin embargo, es asumido solo
como un proceso que indica a qué distancia de la media en
términos de desviaciones estandar se encuentra un valor de la
variable aleatoria X, desconociendo que es un proceso que

transforma una variable normal a una normal estandar.

3. Algunas propiedades de la distribucién normal, como la simétrica

y la regla del 68-95-99,7, son utilizadas frecuentemente como
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4. Algunos estudiantes no asumen a y y a 0 como los parametros
que definen la distribuciéon normal. Ellos consideran que es
necesaria mas informacién, olvidando que en la funcion de
densidad los unicos términos desconocidos son precisamente p y
o0, ademas se observo que los estudiantes no tienen claro qué

valores pueden tomar dichos parametros.

5. Los alumnos prefieren, en general, las representaciones graficas
a las numéricas. La grafica como herramienta y estrategia para
resolver problemas siempre fue utilizada adecuadamente. En
pPOCOS casos se usan procesos algebraicos, sin embargo, cuando

se utilizaron produjeron buenas respuestas.

6. En algunos estudiantes persiste la dificultad para reconocer los
tipos de problemas para los cuales el Teorema Central del Limite

(TCL) es una herramienta de analisis.
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7.

9.

Algunos estudiantes asumen que el TCL es aplicable s6lo a
poblaciones especificamente normales, olvidando que Ia
principal aplicacion del TCL es que es aplicable a cualquier
poblacion, sin importar su distribucion, en este caso el cuidado
que se debe tener es con el tamafio muestral, lo cual no es del

todo asumido por los estudiantes.

Los estudiantes confunden la simetria de la funciéon de densidad
de probabilidad con el dominio de esta funcion. Es decir, la
simetria respecto a la media conduce a afirmar que la medida de
probabilidad se divide en dos: 50% antes de la media y 50%

después de la media y que éstas mitades se relacionan con los

. , = =1
valores posibles al afirmar que FR=w=FPXzp="/ En
otras palabras cuando se afirma “50%” se hace con relacion a la

probabilidad y no a la de los valores posibles de la normal.

Adicionalmente se presentaron dificultades en el calculo de
intervalos de confianza y en la comprension del nivel de
confianza que los acompafa, la nocidn de esperanza, en
términos estadisticos, también presenté dificultad en el momento

de responder los items que requerian de su comprension.

10.Se recomienda para estudios futuros analizar el lenguaje

utilizado por los estudiantes. Ademas de poner especial atencién
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ANEXO 1

CUESTIONARIO 1. Distribucion normal: propiedades y parametros
que la definen

1) La distribucién de los coeficientes intelectuales de hombres entre
20 y 34 anos tiene aproximadamente una distribucion normal de

media y= 110 y una desviacion estandar o= 25.

c. De los hombres entre 20 y 34 anos, ¢Qué porcentaje tiene

un coeficiente intelectual superior a 110?

d. ¢Qué porcentaje de estos hombres tiene un coeficiente

intelectual superior a 160?

2) En las siguientes preguntas Responda Verdadero o Falso y
justifique la respuesta.

e. Para que una distribucion normal quede completamente
definida, basta con conocer la media y la desviacion

estandar.

f. El parametro de localizacion de la normal es p y puede

tomar cualquier valor real.
g. En la curva normal la media es igual a la moda.

h. El celular de la normal es solo para “comunicarse” con la

distribucidon normal estandar.
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3) Considere un mercado de acciones idealizado. Solamente cuatro
companiias negocian en este mercado: Comparia X, Compafia
Y, Compafiia V y compania W. Su asegurador le dice que el
precio actual de las acciones para cada una de éstas es $200
pero que tienen diferencias en la volatibilidad (variabilidad) de los
precios en el tiempo. El precio de las acciones en un mes se
puede considerar aproximadamente normal, X ~ N(10, 1), Y ~
N(10,3), V ~N(10,3) y W ~ N(10, 0.5).

También indica que las acciones se comportan
independientemente. Usted tiene $2,000.000 para invertir y
existen tres portafolios posibles para realizar la inversion.
1. El portafolio 1 consiste de 1000 acciones de W
2. El portafolio 2 consiste de 500 acciones de W y 500
acciones de V.
3. El portafolio 3 consiste de 250 acciones de cada una
de los cuatro tipos.

Sea Pi el valor del portafolio i para el préximo mes contado a
partir de la fecha.
c. Para cada uno de los tres portafolios calcule las siguientes
probabilidades:
ii.  Pr(Pi>2,4 millones)
iv.  Pr(Pi<1 millén)
d. ¢Qué portafolio es el mas seguro y cual es el mas
riesgoso’
e. Un amigo requiere obtener una ganancia de 5 millones por
su inversion. Sin calcular ninguna probabilidad, ¢qué
portafolio deberia escoger y por qué?

89



ANEXO 2

CUESTIONARIO 2. Teorema Central del Limite

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta

1.

En una distribucién normal, el 50% de las medidas caen por

encima de la media.

Si una variable esta distribuida normalmente, los casos extremos

son poco frecuentes.

X tiene aproximadamente una distribucion normal cuando la

muestra es grande.

La forma de la distribucion de X depende de la forma de la

distribucion de la poblacion.

Para que la desviacion estandar de la distribucion de X se
reduzca a la mitad basta que la muestra tenga el doble de

tamano.

El teorema central del limite dice que en muestras grandes, la
media muestral X tiene que estar cerca de la media poblacional

B

. ¢Qué le ocurre a X cuando la distribucion poblacional no es

normal?
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8. La naturaleza de los casinos es tal que una gran cantidad de
dinero fluye en ambas direcciones entre el casino y los
jugadores. Los jugadores a menudo ganan lo suficiente para
permanecer optimistas y continuar jugando. Lenta pero
inexorablemente, sin embargo, el casino hace dinero. Los juegos
estan estructurados de tal forma que las posibilidades de una
apuesta dada favorecen al casino mas que al jugador, pero
solamente por una pequefa cantidad. como este es el caso,
muchas personas se preguntan cdmo es que los casinos
funcionan para hacer grandes cantidades de dinero en el largo
plazo. Todo se explica con las distribuciones muestrales de los

promedios, como este ejercicio va a demostrar.

Usaremos una apuesta simple en la ruleta como ilustracion. La ruleta
tiene 18 numeros negros, 18 numeros rojos y 2 numeros verdes (0, 00)
el casino gana $ 1 si sale un numero rojo o verde (20 chances de 38) y

pierde $ 1 si sale un numero negro (18 de 38). Asi, las ganancias del

casino en la i-ésima es una variable aleatoria Xi con funcion de
. &0 18
orobabilidad PX=11=35 , FX=-1i=25

Los resultados de las diferentes apuestas son independientes.

g) Encuentre la media y la desviacion estandar de X .

h) (i) encuentre la media y la desviacion estandar del total de

ganancias del casino cuando se realizan 50 apuestas de

$1.

(i) Haga lo mismo para las ganancias promedio del casino.
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i) Escriba las respuestas correspondientes a las preguntas

en (b) para un numero n cualquiera.

i) ¢Qué proporcion de jugadores de los que realizan 50
apuestas de $1 en el transcurso de una noche ganan

dinero?

k) ¢Cual es la probabilidad de que el casino pierda dinero
con 1000 de estas apuestas?, ¢en 100.0007,¢en
1,000.0007?

) Haga una tabla de intervalos de confianza de tres
desviaciones estandar con 4 filas y 2 columnas. Intervalos
en las primeras cuatro filas se refieren a conjuntos de 50,
1000, 100.000 y wun milén de apuestas de $1,
respectivamente. Coloque intervalos para el promedio de

las ganancias del casino en la segunda columna.

Explique ahora porqué los casinos hacen tanto dinero, mientras que al
mismo tiempo los jugadores ganan lo suficiente para permanecerse

jugando.
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