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Resumen

La transformacién de Fourier fraccionaria se muestra como una herramienta eficaz en el tratamien-
to de senales no estacionaria, resolviendo algunas deficiencias (por ser un tratamiento localizado
en frecuencias) que presentan los métodos basados en la transformaciéon de Fourier estandar. El
tratamiento en Ondeletas toma ventaja de esto, frente al andlisis de Fourier, por su utilidad en el

tratamiento de senales no estacionarias.

En esta tesis se define, una operacién de traslacién (operador traslacion fraccionaria), bajo la
cual la transformacion de Fourier fraccionaria es invariante en médulo. Se muestra, ademas, que
con su ayuda se pueden adaptar buena parte de los elementos conocidos en el analisis de Fourier
estandar al analisis de Fourier fraccionario. En particular, se adapta un teorema del muestreo
fraccionario, para funciones cuyas transformadas de Fourier fraccionaria son de soporte compacto,
y se definen los productos de convolucion y correlacion fraccionaria. Estos elementos se ilustran
con aplicaciones en Optica: por una parte; la convolucién y correlacion fraccionaria al tratamiento
andlogo de la informacion, y por otra parte; el teorema del muestreo a la holografia digital y de

aqui a la microscopia hologréfica digital y a la holografia numérica.

De manera prospectiva se desarrollan algunos elementos para el analisis de procesos aleatorios, para
los cuales se introducen los conceptos de estacionariedad y ergodicidad en un sentido fraccionario.
Del mismo modo un teorema de Wiener-Kinchine fraccionario. A partir de lo anterior, se adapta
un teorema del muestreo para procesos aleatorios, ademas del filtro de Wiener y algunos filtros
diversos comunes en la literatura. El tratamiento aqui expuesto se ha desarrollado en un marco
general, que le permite ser extendido a otros campos del conocimiento. Los elementos desarrollados

conforman la base de un tratamiento de la informacién en dominios de Fourier fraccionarios.

*Tesis
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Abstract

The fractional Fourier transform is shown as an effective tool in the treatment of non-stationary
signals, solving some shortcomings (frequencies located) of the present methods based on standard
Fourier transformation. The treatment in Wavelets takes advantage of this, compared to Fourier

analysis, because its usefulness in treating non-stationary signals.

In this thesis is defined, an new shift operation (fractional shift operator), under which the module
of the fractional Fourier transform is invariant. Also is showed that can be adapted many of the
known elements in the Fourier analysis to the fractional Fourier analysis. In particular, it adapts
a fractional sampling theorem, for whose functions have fractional compact support, and the frac-
tional convolution and fractional correlation products are defined. These elements are illustrated
with applications in optics: the fractional convolution and fractional correlation to the information

treatment, the fractional sampling theorem to digital holography and digital holographic micros-

copy.

The prospective develop of some elements for the analysis of random processes, for which the
concepts of ergodicity and stationarity in a fractional sense is introduced. Similarly a Wiener-
Kinchine fractional theorem. A fractional sampling theorem for random processes is adapted, in
addition to the filter Wiener and various filters some common in the literature. The treatment here
described has developed into a general framework, which allows it to be extended to other fields
of knowledge. The elements developed form the basis of an information processing in fractional

Fourier domains.

“Thesis
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Introduccion

En gran parte, el desarrollo de la 6ptica se debié a que un fendémeno de difraccion en el régimen de
Fraunhofer se traduce matematicamente por una transformacién de Fourier [22]. Esto condujo al
traslado de los elementos conocidos en el anélisis de Fourier (que ya se encontraba muy desarrollado
en el tratamiento de sehales por sistemas lineales e invariantes a la traslacién) a la dptica [24].
Ademas, se le dio una nueva interpretacion del fenémeno de difraccién, en donde a un punto del
patrén de difraccion se le asocio el concepto de frecuencia espacial del campo objeto. Esta asociacion
se tradujo en nuevas aplicaciones de la 6ptica que de otro modo habrian sido remotas. El término
Optz'ca de Fourier no es s6lo una forma de hablar, sino una consecuencia del isomorfismo existente

entre el tratamiento de senales y la éptica.

La optica se ve asi beneficiada en gran medida del analisis de Fourier, siendo esta una de las
herramientas mas utilizadas en los tratamientos de las senales épticas. Este beneficio se evidencia
mas aun en la llamada optica difractiva, en donde los elementos épticos que convencionalmente
funcionan por refraccién son reemplazados por elementos que funcionan por difraccién, por ejemplo

lentes y otros.

Como consecuencia de la comodidad que nos introduce el analisis de Fourier, en la 6ptica difractiva
tipicamente se trabaja en el régimen de Fraunhofer, a la cual se adapta muy bien la transformacion
de Fourier [22]. Sin embargo, en ciertas situaciones es necesario trabajar en el régimen de Fresnel
y por comodidad, recurrir a la transformacién de Fourier fraccionaria, dado que Pellat—Finet
[48,47] mostré que la transformacién de Fourier fraccionaria es a la difraccién de Fresnel lo que la
transformacion de Fourier estandar es a la difraccién de Fraunhofer. Asi, es permitido el traslado

de los elementos del analisis de Fourier fraccionario a la éptica.

Con el fin de utilizar la transformacién de Fourier fraccionaria como herramienta de cdlculo en un

analisis de Fourier, es de gran utilidad disponer de algunos teoremas, propiedades y operaciones



Introduccion 2

bésicas, en un marco general para asi conjugarlos en un método del tratamiento de Fourier frac-
cionario, que permita aplicar este método en los campos donde ya es 1til el tratamiento de Fourier

estandar o convencional.

Algunos autores estudian esta transformacion y sus propiedades con base en la transformacion de
Fourier estandar, dado que en el kernel de la transformacion de Fourier fraccionaria se incluye el de
la tranformacién de Fourier [80,77], esto se ha mostrado 1til, por ejemplo, desde el punto de vista
numérico [32,15], pero conceptualmente oculta algunos elementos fundamentales que limitan tanto
su entendimiento como su aplicacion, de alli que nuestro desarrollo sea autocontenido, es decir, que

todo se desarrolla con base en la transformaciéon de Fourier fraccionaria propiamente.

En esta tesis se estudiarén y reformularén algunos de los elementos que se consideran basicos en
el analisis de Fourier, conservando siempre como caso limite el tratamiento de Fourier estandar,
para luego ser utilizados en algunos campos de intéres. Por lo tanto, obedeciendo a esto, la tesis se

divide en tres partes.

En la primera parte se aborda el estudio de las propiedades, teoremas y operaciones basicas, comen-
zando con una breve descripcion de la transformacion de Fourier fraccionaria. El primer tratamiento
se dirige al estudio de la varianza a la traslacién de la transformaciéon de Fourier fraccionaria, don-
de se define una nueva nocién, llamada traslacién fraccionaria, bajo la cual la transformacién de
Fourier fraccionaria recupera cierta invariancia. Esta nocion conduce a un teorema de muestreo
fraccionario, y a las definciones de nuevas operaciones de convolucion y correlacion fraccionarias,

ademas de una nueva férmula de interpolacién.

La seguna parte hace un breve tratamiento de procesos aleatorios, definiendo las nociones de
estacionariedad y ergodicidad en un sentido fraccionario, con esto se define la densidad espectral
de potencia fraccionaria. Estos elementos permiten adaptar el teorema del muestreo fraccionario
a senales aleatorias estacionarias y ergddicas en un sentido fraccionario. Aqui se desarrolla una

técnica de filtrado para senales no estacionarias cuyo caso limite es un filtrado Wiener.

La tercera parte trata la aplicacién en particular a la Optica, a la cual se adapta muy bien esta
teoria, dada la relacion que existe entre la transformacién de Fourier fraccionaria y la difraccion; lo
que constituye la éptica de Fourier fraccionaria. Entre estas aplicaciones se encuentran el registro
de un filtro complejo Vander Lugt fraccionario para convolucién y correlacién fraccionarias dpticas,

y otras aplicaciones a la holografia numérica y holografia digital.



Parte 1

Propiedades, teoremas y operaciones

basicas



El descubrimiento de la transformacién de Fourier fraccionaria desperté un gran interés en la
busqueda de novedades que esta transformacién podria ofrecer en los diferentes campos del conoci-
miento en los que ya era importante el analisis de Fourier. Resultando asi un acelerado niimero de
publicaciones alrededor de este tema, lo que brindé poco espacio al cuestionamiento critico. Una

buena sintesis de estos trabajos se pueden ver en [45].

Por el desacuerdo con parte de los desarrollos tedricos que hasta el momento se han dado y de
algunos que no han sido abordados de forma pertinente, se hace indispensable el estudio de ciertos
aspectos de la teoria bajo un punto de vista diferente e independiente de lo hecho hasta el momento.
En general las diferencias se fundamentan en los métodos utilizados, por algunos autores, que en
algunos casos no permiten evidenciar las caracteristicas esenciales del dominio fraccionario, y en
otros casos han sido infortunados conduciendo a errores. Por lo anterior, un método diferente
aporta tanto nuevos resultados como nuevas interpretaciones, las cuales enriquecen una teoria y se

traducen en nuevas aplicaciones.

En la presentacién de lo que se llamara elementos bésicos en el andlisis de Fourier fraccionario,
se tienen cuatro capitulos. El capitulo 1 hace una breve sintesis de la transformacién de Fourier
fraccionaria, ademés de su relacién con la distribucién de Wigner-Ville [72,70,18]. En el capitulo
2 se define el operador de traslacién fraccionaria [65] con una ilustracién en la distribucién de
Wigner-Ville, este operador juega un papel fundamental en todo el analisis de Fourier fraccionario.
En el capitulo 3 se desarrolla un teorema del muestreo [67,63] para funciones de a—banda limitada
(de banda limitada en el dominio fraccionario ), con una férmula de interpolacién. En el capitulo
4 se definen las operaciones de convolucién y correlacién fraccionarias [62,64], las cuales muestran

ser invariantes bajo una traslacion fraccionaria.

Los teoremas y operaciones desarrollados en estos capitulos conforman los elementos basicos que

permiten realizar los siguientes desarrollos tedricos y practicos de la presente tesis.



Capitulo 1
Transformacion de Fourier Fraccionaria

Parece que la nociéon de transformaciéon de Fourier fraccionaria aparece por primera vez en un
articulo de Wiener de 1929 [71], y luego de forma independiente con Condom en 1937 [20], Kober
en 1938 [28] y Patterson en 1959 [46]. Debido a cierta complejidad en las definiciones, la Fisica tuvo
que esperar hasta 1980, afio en el que Victor Namias [42] propuso una nueva definicién y desarrolla
gran parte de sus propiedades, ademas de sus formas hiper—diferenciales. La transformacién de
Fourier fraccionaria mantuvo algunas inconsistencias matematicas hasta 1987 donde Mc-Bride y

Kerr [34] la trataron con todo el rigor matematico.

En este capitulo se muestran algunos elementos basicos de la transformacion de Fourier fraccionaria,
principalmente su definicion en la forma dada por Namias, a partir de la cual se desarrolla la presente

tesis.

1.1. Definicién integral de la tranformacién de Fourier frac-

cionaria

La transformada de Fourier fraccionaria de una funcién f € £?(R) se escribe
ya[f](xa) — Caefimci cot o / f(x)efimﬁ cotaei27rmza/senadx ’ (11)

S(sena) F —§

\/ | sen

donde C, = e'l ) La funcién S(sen ) representa el signo de sen a.
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Hay dos posibles notaciones para el operador transformacién de Fourier fraccionaria, ya sea .#* o

por Z,, con a = aj el dngulo de la transformacién y a la potencia de la transformacion, en general

se tomara la segunda por comodidad en algunas férmulas. Por claridad algunas veces se escribe

Folf(2)](z4) en lugar de Z,[f](z4), siendo = una variable muda, de este modo se define como:

fo = Folf(2)] = Falf]- (1.2)

1.2. Rotaciones y proyecciones en el espacio de fase

1.2.1. La distribucién de Wigner-Ville

La distribuciéon de Wigner-Ville asociada a la funcién f, se define

Wf](x,y) = /Rf <a: + g) f (x - g)&mﬁydg (1.3)

1.2.2. Rotacion de la distribucién de Wigner-Ville

Una de las més importantes propiedades de la transformacién de Fourier fraccionaria es: la trans-
formacion de Fourier fraccionaria de una funcién corresponde a una rotaciéon de la distribucion de
Wigner-Ville [38,31,40].

Si W[f] denota la distribucién de Wigner-Ville de f, entonces la distribuciéon de Wigner-Ville de
fa, denotada por W{f,], esta dada por

W[ Zofl(z,y) = W][f](x cosa — ysen o, zsen a + y cos a) (1.4)

luego
W[Z.f] = RaW[f], (1.5)

donde R, es el operador rotacion de angulo a.

Como ilustracion se toma una distribucion de Wigner-Ville con soporte compacto y se muestra
graficamente el efecto de la transformacién de Fourier fraccionaria sobre la distribucién de Wigner-

Ville, ver figura 1.1.
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got

FicuraA 1.1: Efecto de la transformacién de Fourier fraccionaria sobre la distribucién de Wigner-
Ville de una funcién: « es el dngulo de la transformacién, € es el soporte de f y £, es el soporte
de fa.

1.2.3. Proyecciones de la distribucién de Wigner-Ville

Las distribuciones marginales, o proyeccion integral de la distribuciéon de Wigner-Ville, ver figura

1.2, estan dadas por

[wineis = 1@, (16)
[ Wi = PP, 1)

siendo F'(y) la transformada de Fourier de f(x).

Dado que W{f,] es simplemente W{f] rotada en el sentido convencionalmente positivo por un
angulo «, la proyeccién integral de W[f,] en el eje = es geométricamente idéntica a la proyeccion

integral de W|[f] sobre un eje con angulo « con el eje x.

bRANA4

En la figura 1.2 se nota que la distribucién de Wigner es una distribucién “espacio directo”-“espacio

reciproco”, y asi mismo también lo es la transformada de Fourier fraccionaria (ver almeida [6,7]).
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Capitulo 2

Operador de traslacion fraccionaria

El operador traslacion Z;[f](z) = f(x — 7) juega un papel muy importante en el andlisis de
Fourier. Muchas de las principales propiedades de la transformacién de Fourier son consecuencia
de la invariancia a la traslacién, en moédulo, de esta transformacién. Por lo tanto, aqui se define
una nocién de traslacion fraccionaria [64,65] con el fin de recuperar la invariancia a la traslacién
en la transformacion de Fourier fraccionaria y, con esto, algunas propiedades fundamentales en el
andlisis de Fourier estandar (ver Bracewell [13]). Un estudio similar en algunos aspectos se encuentra

en [1,2,3]; pero en estos no se busca la invariancia, tal como se ilustra en el presente capitulo.

2.1. Propiedades del operador de traslaciéon

Para una funcion f cuya transformada de Fourier sea F', se cumple
FII) = Fa)e (2.1)

de modo que la transformada F' no se traslada. Es en este sentido que se habla de invariancia a la
traslacion del modulo de la transformada de Fourier y es la propiedad que se desea conservar para

un operador de traslacion fraccionaria.

2.1.1. Compensaciéon de un desplazamiento por modulacion de fase

Se busca una operacion de traslacion tal que el médulo de la transformada de Fourier fracciona-

ria no se traslade. En las ecuaciones A.26 y A.27, se nota que la propiedad de traslacién en la

9
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transformacién de Fourier no se hereda para la transformacion de Fourier fraccionaria, se ve que
en ambos casos se presenta una traslacion en la transformada, esto sugiere: una traslacién puede

ser compensada por una modulacién de fase.

Si se tiene una traslaciéon 7, y una modulacién de fase 279 entonces

2TTT

ya [f(ﬂ? . 7_>ei27r(uzfap)](xa) — CaefiQmpefiﬂwi cot « / f(.l’ . T>ei27ruzefiﬂ':v2 cotae — dl’ (22)
R

con el cambio de variables x — 7 = z y dx = dz, se tiene

ZF [f(z)eﬂﬂ(l/(z-‘r’r)—@)](xa) —z7r7' cota6127r7-(u+ser‘]"a) 127r<pe irx? cot o (23)

«
_ Totrvsena—Tcosa
/ f imz2 cot aez27rz — dz .

2 .
Para v = 7 cota y ¢ = % cot a, se obtiene

ﬁa[f(x_T)ezQWT(;v )cota](x ) C., eﬁgg"‘ e—z‘mcicota/f(Z)e—iw%cotae’Znga dz (24)
R

de forma compacta

ya[f(«f . T)ei27r7(9:7%)cota] (Ia) _ fa(xa)eisfﬁ”a ' (25)

Esta operacién de traslacion produce una invariancia por traslacién en el mismo sentido dado para

la transformacion de Fourier estdandar.

2.2. Traslacion fraccionaria

Con base en la ecuacién 2.5 se define una nocién de traslacién fraccionaria
Toalf)(@) = fla — 1) Deota (2.6)

tal que
yagr;a[f] (xa) = fa(xa)eiszﬁma . (2.7)

Este operador recupera una invariancia del modulo de la transformada de Fourier fraccionaria bajo

una traslacién fraccionaria, en el sentido que | %70 f| = | Zaf].
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Para 7 € R la ley de composicién es
%’;a © %’;a = Jr+7ha - (28)
En la prueba se toma g = .7,.,[f], entonces

Tralgl(x) = gla —7')e?m @=r/Deota
= f(l’ — T — T/)e2i7r7(x77/77/2) cota 2inT' (z—7'/2) cot

_ f(.’l? N (7_ + T/))62i7r(7+7’)[x7(7'+1")/2] cot o

477+r’;a[f](=’f) ) (29)

con lo que se completa la prueba.

2.2.1. Grupo traslacién fraccionaria

Para este operador se verifica

= Clausura
z’ha‘%'z;a = ‘77'1-%72;04' (2'10)
= Asociativa
ﬂl;a<£2§0¢‘%'3§0&) - <=%1;az'2;a)<%'3;a' (2-11)
s Identidad
Toa =T. (2.12)
= Inversa
Trw =T rias (2.13)
tal que
T T =T, (2.14)

Por lo tanto, este operador forma un grupo continuo de transformaciones; el grupo de traslaciones

fraccionarias T'(«), que ademéds, dado que

c?‘rl;az'g;a = $1+‘rg;a = L%'Q“”Tl;a = 2‘2;0&%’1;(1; (215)
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constituye un grupo abeliano. Para o = 7/2 tenemos la traslaciéon estdndar, que conforma un
subgrupo T(7/2), tal que T(7/2) C T(«).

2.2.2. Traslacion fraccionaria como un operador unitario

La operacién de traslacién fraccionaria se escribe

z

Zalfla) = fla— ) Dete
= /00 K (z,u)f(u)du, (2.16)
donde K, (z,u) es el kernel de la transformacién, con
K. (z,u) =90(x — 7 — u)ei%“(x_“) cotginT? cotax (2.17)
La adjunta conjugada de 2.17 es
m _ 6(u o x)e—z?ﬂ'a:(u—ac) cotae—i7r7'2 cot o : (2.18)

asi

/ mf(u)du _ / f(u)é(u S m)e—z?m:(u—x) cot ae—z’7m-2 cotex g,

—00 —00

— f(l' +T)efi2ﬂ7(x+%)cota
= <g—r;oz[.ﬂ (37) ) (219)
con esto, en virtud de la ecuacién 2.13, se tiene que el operador traslacién fraccionaria es un

operador unitario.

2.2.3. Sistemas lineales invariantes bajo traslacion

La teoria de sistemas hace un tratamiento general, en el cual todo sistema que cumpla la propiedad
de linealidad e invariancia a la traslacién se le puede aplicar el andlisis de Fourier. Esto se desprende

del hecho de que las funciones propias de estos sistemas son las funciones armonicas. Asi, un sistema
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S lineal e invariante a la traslacion se caracteriza por su respuesta percusional h, entonces

sl = | [ 1)t~ aa
_ /R F(@)S[6(x — o'))da’
- [ 1@ Zelhl@r
— /R Fla)h(e — 2)da' | (2.20)

Bajo la hipotesis que la “invariancia” a la traslacion se presente en la forma de una traslacion

fraccionaria (a—traslacién), tales sistemas los podemos caracterizar en la siguiente forma
SN = [ 1) Tralbl)e ™"
R
_ / f(.%'/)h(flj _ x/)ei27rx’(xfx’)cotadx/' (221)
R
Se vera en el capitulo 9 que los sistemas 6pticos que trabajan en el régimen de Fresnel se pueden

tratar bajo este modelo.

2.2.4. Funciones propias y valores propios del operador .7,
Se encuentra que el operador traslacién fraccionaria actuando sobre las funciones
Yaria(z) = ima'? cot aimz? cotoce—i27ra:a:'/sena’ (2.22)
que son el kernel de la tranformaciéon de Fourier fraccionaria, da como resultado
Tralthwial (@) = ei%m//senawx’;a(x) : (2.23)

De esta forma el kernel de la transformacién de Fourier fraccionaria son las funciones propias del

operador traslacién fraccionaria con valores propios A = exp(i277a’/ sen ).
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2.3. Efectos sobre la distribucion de Wigner-Ville

Siempre es interesante ver cudl es el efecto de las transformaciones sobre una funcién en la disti-
bucion de Wigner-Ville, dado que en esa representacion las operaciones tienen una interpretacion
geométrica. Como se ha visto, la transformacion de Fourier fraccionaria representa una rotacién de
la distibucién de Wigner-Ville. Por tanto, interesa ver que significa una traslacién fraccionaria en
la distibucién de Wigner-Ville.

Ya, Zq

—Tcotae | N N Q..

Figura 2.1: El efecto de la traslacion fraccionaria sobre la distibucién de Wigner-Ville de una
funcién: € es el soporte de W[f], ;.4 es el soporte de W[.Z;.q f]

Sea f una funcién con una distibucién de Wigner-Ville W|f], entonces la distibucién de Wigner-

Ville de 7., f esta dada por

W aflan) = [ Fealf) (04 5) Fealf) (= § Jerea

= / f (z — T+ §) f (x — T — é)e%”(y”com)&dﬁ, (2.24)
n 2 2

W afl(x,y) = WI[fl(x — T,y + Tcota) . (2.25)

de aqui se tiene
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Para ilustrar la operacién, se supone W/[f] con soporte compacto €2, entonces el soporte §2,., de

W[ Z:.0f] se deduce de € por una traslaciéon (7, —7 cot a), ver figura 2.1.

2.4. Conclusiones sobre el operador de traslacién fraccio-

naria

Se definié un operador de traslacion fraccionaria el cual mostré ser una traslacion en ejes oblicuos
de la distibucién de Wigner-Ville de una senal. Se mostré que este operador conforma un grupo
continuo de transformaciones y, bajo el cual, la transformacién de Fourier fraccionaria es invariante

en moédulo, tal que
| FoTraf| = Fafl. (2.26)

Ademas se probd que es un operador unitario, lo cual es muy ttil desde el punto de vista formal,

asi

( Tk, Tra9) = ([.9) (2.27)

en general

<‘%’1;Oéf7 Lglé;ag) = <f7 ‘%’277’“&9) : (228)

Es posible que algunos sistemas lineales presenten una “invariancia” a la traslacién en la forma de

una traslacién fraccionaria, estos sistema tienen como funciones propias las funciones
12 2 . ,
wsc’;a(x) — ewrr cot ozemrm cot ae i2rzx’ [ sen « 7 (229)

que son el kernel de la transformacién de Fourier fraccionaria.



Capitulo 3

Muestreo de senales con soporte
compacto en dominios de Fourier

fraccionarios

Como ya se ha sugerido, la invariancia en médulo de la transformacion de Fourier fraccionaria bajo
una operacion de traslacién fraccionaria, permitirda adaptar al tratamiento de Fourier fraccionario
los métodos conocidos en el tratamiento de Fourier. De este modo, aqui se muestra como el operador
traslacién fraccionaria facilita la prueba de un teorema del muestreo [67,63,65] para funciones que

son de a-banda limitada. Este teorema para o = 7/2 se reduce al teorema de Shannon—Whittaker.

Un teorema del muestreo para la transformacién de Fourier fraccionaria ha sido investigado en
varias oportunidades [16,77,82], en todos los casos las investigaciones se han desarrollado con base
en el teorema de Shannon-Whittaker, es decir, usando la transformacion de Fourier estandar. Como
se ha mencionado, tal enfoque oculta las caracteristicas del dominio fraccionario, lo que dificulta
el estudio de las posibles aplicaciones que de aqui se puedan generar. Con la intencién de clarificar
un teorema del muestreo y su utilizacion, se desarrolla el mismo en un enfoque autocontenido en el
sentido que todos los calculos se desarrollan con base en la transformacion de Fourier fraccionaria

y no en la transformacion de Fourier.

16
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3.1. Teorema del muestreo

De la ecuacién 2.7 se tiene
27

F-oTr—olfol(x) = f(z)e  wnaT (3.1)

Bajo la hipétesis que f, tenga soporte compacto confinado en el intervalo [—B/2, B/2]. La funcién

fa puede ser replicada utilizando el operador traslaciéon fraccionaria

Sa(Ta) = Z %B,—a[fa](xa)' (3.2)

n=—oo

La funcién S, es un infinito conjunto de réplicas de f, (seudo-periddicas), ver figura 3.1.

nT cot o

N

q § Qnri—a
x |

FIGURA 3.1: Distribucién de Wigner-Ville W[S,], con Q,,._, el soporte de la n-ésima réplica.

La transformada de Fourier fraccionaria de orden —« de S, estd dada por

F-alSal(@) = Y FalTup -l (@), (3.3)

n=—oo
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por la ecuacién 3.1 y la férmula de Poisson (ver capitulo 9 de [56]), se tiene

[e.9]

9—(1[50(](%) _ f(CC) Z e—i27mBr/sena

n=—oo

= (@) g (2. (3.4)

La funcién LLsena es una funcién peinilla de Dirac, definida como

e (1) = “5 S (v -n™22) (3.5)

n=—oo

donde el paso de la peinilla estd dado por sen a/ B. Entonces la funcién f puede ser recuperada a

partir de sus muestras ya que S, () = fo(xa) para z, € [—B/2, B/2].

Teorema 3.1.1 (Muestreo). Sea f una funcién tal que su transformada de Fourier fraccionaria
de orden « tiene soporte compacto, confinado en el intervalo [—B/2, B/2], entonces f puede ser

muestreada y reconstruida perfectamente si las muestras se toman a una rata n < sen a/B.

3.2. Foérmula de interpolacién

El espectro fraccionario de orden a se recupera multiplicando S, por una funcién rectangulo Rectpg
definida por Rectp(x,) = 1si |zo| < B/2y Rectp(z,) = 05si |z,| > B/2. Entonces f, = S,Rectp.

Si se tiene

Fla) = F(o0mge (@) = 20 3™ (502) 6 (2 - 0200 3.5)

n=—oo

tal que segun la ecuacién 3.4, aplicando %, se tiene que

~

Sa(ra) = Faf(wa)

o0
Sen « Sen o . 2 i n2 senaxcoso - NTo
— 2 f <n = ) e cot Qg Tim 52 e7,27r—B ) (37)

En general, el filtro Rectp se usa para separar cualquiera de las réplicas que conforman la funcién

S,. Para realizar esto se utiliza una funcién rectangulo desplazado a la posicién mB, siendo m un
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entero que identifica la réplica a filtrar, asi

- Sen v\ _;pyn’senacosa
F-o[Salza)Rectp(z, —mB)] = Y f(n - >e 5 (3.8)

n=—oo

. 2 . nro g TT
X |:e'nrz COta/RGCtB(LUa _mB>eZZ7r—B e z2wsenadxa 7

utilizando a la ecuacién 3.2 se tiene que

o0 B
- sen « - n2senacosa SEN (L2 — nr)
T ewer cot a § <TL > P sen o ) 3.9
/() nzfoof B —;”e’;i —nm (3.9

Esta es la formula de interpolacion que permite recuperar f a partir de sus muestras. Obsérvese

que si a = 7/2 se reduce a la férmula de Shannon.

3.3. Estudio sobre el soporte de las funciones

Sea f de a-banda limitada, es decir, f, tiene soporte compacto, entonces f,_r/2 se extiende en todo

el espacio dado que fo, = F|[fa_r/2). Por lo tanto si se hace .7, [fo—r/2] = Fs[f] cony = f—a+m/2,

definiendo .
. w:caiﬂ,/Qacﬁ
g(xg) = /fa_w/g(xa_ﬂ/z)ezsenwww/z) dro_r /2, (3.10)
y
2wx2
U Sen(2B 20t
hzg) = —— , (3.11)
Veot(B — a+m/2)
entonces se puede escribir
Fslf)(wp) = Cpe'™/ a5 =0T g 4 ] (), (3.12)

donde 0 = bn/2 y a = aw/2 y el simbolo * representa la convolucién esténdar. Se nota que el
resultado de esa convolucién es una funcion de soporte compacto solo para b = a 4 2k, siendo k un

entero, donde

22

eii sen(28—2a+m)

lim ,
b—at2k |\ /cot(B — a + 7/2)

5(xp) = (3.13)

es una distribucion de Dirac, y

,Am 9(25) = foshr (3.14)
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la cual tiene soporte compacto.

Teorema 3.3.1. Sea f una funcién cuya transformada de Fourier fraccionaria de orden « es de
soporte compacto, entonces no existe otro orden 3 # « + kx para el cual también sea de soporte

compacto, con k un entero.

De esto resulta que funciones a-banda limitada con 0 < o < 7/2, se extienden en todo el espacio
tanto en el dominio directo como en el dominio de Fourier, por lo cual para estas funciones no es

aplicable el teorema del muestreo de Shannon-Whittaker directamente.

3.4. Conclusiones sobre el teorema del muestreo fracciona-

rio

Se mostré para funciones de a-banda limitada un teorema de muestreo, cuya férmula de interpo-

lacion esta dada por

& B
g 2 cot Sen « _iﬂn2 sen a cos a Sen( — n’ﬂ')
fla) = emteore 3 p (n2R S et Mame D (3.15)
n=—oo sen o«

cuyo caso particular con o = 7/2 es el teorema del muestreo de Shannon-Whittaker.

En este tratamiento el operador traslacion fraccionaria juega un papel fundamental. La transfor-
mada de Fourier fraccionaria de orden o de una funcién a—trasladada se encuentra centrada y

modulada linealmente en fase en la forma

27

P alfal ) = fla)emisEam, (3.16)

esta fase lineal es la responsable del muestreo cuando se tienen replicas a—trasladadas, como se

puede ver en la ecuacién 3.4.



Capitulo 4

Convolucién y Correlacion

La convolucién y la correlacién juegan un papel fundamental en todo el andlisis de Fourier (ver
por ejemplo J. Max [33]), de alli que sea necesario su estudio y adaptacion al andlisis de Fourier
fraccionario. Para la transformacién de Fourier fraccionaria se han extendido las propiedades y
operaciones definidas para la transformacion de Fourier estdndar. Se han hecho varios trabajos
para definir los productos de correlaciéon y convolucién fraccionarias, dando como resultado varias
definiciones alternativas [81,39,41,35,8,4], las cuales no obedecen a muchas de las propiedades que

han hecho de la convolucién una de las principales operaciones en el andlisis de Fourier.

Desalentadores resultados simulados y experimentales [57,35,9] han conducido al desinterés de los

investigadores en este tema, dandolo casi por cerrado injustamente.

En este capitulo se muestran las definiciones para la convolucién y correlacién fraccionaria. No sélo
se busca que estas definiciones tengan como caso limite el tratamiento estandar, si no que ademés
se puedan escribir como una integral sencilla, como se conoce para el caso estandar (ver ecuaciones
B.2y B.3).

La forma integral se busca con el fin de entender bien que significa esta operacién y de este modo
buscar su nvariancia a la traslacién. Se vera que esta operacién guarda una invariancia bajo una

traslacion fraccionaria [62,64].

21
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4.1. Convolucion fraccionaria

Se define la convolucion fraccionaria f % g de orden o mediante
[ % 9] = FalZalf1 Faldl]. (4.1)

2 0 . . L : ,
Se nota que f Wﬂé g=f*xgy f*g= fg. Parece natural introducir esta definicién con la intension

de garantizar que se siga cumpliendo el teorema de la convolucion
Falf * 91 = Zalf1Zald] - (4.2)

Son varios los trabajos que la muestran como definicién de convolucién fraccionaria, pero aqui se se
tomara una versién modificada que pueda expresarse por una integral sencilla, como sucede para la
convolucién esténdar (ver ecuacién B.2). Se mostrard que esta definicién de la ecuacién 4.1 no tiene
una forma integral simple, es decir, que no se puede expresar bajo un solo signo de integracion, lo
cual es ciertamente incomodo si se quiere que tal operacién tenga como caso limite la convolucion

estandar o convencional.

4.1.1. Seudo-generalizacién

Se encuentra en la literatura algunas definiciones de la convolucién fraccionaria presentadas como

el caso general. Se encuentra por ejemplo una definicién compuesta de tres parametros

fxa79=T_o|Fslf] F9]] - (4.3)

A continuacion utilizaremos la misma notacién. Pero es pertinente resaltar que no se trata realmente
de una extension de la nocién de convolucién fraccionaria ya que esta tultima se puede llevar a la

forma que se ha definido en (4.1). Asi

falg = FalZslf] Fslg)]

— Tl 4. (4.4)
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De la misma manera

%9 = FoolZulf] Fsly)]
= F_o{Zf Za | Fs-aldll}
= f ** ﬁﬂ,a[g]. (45)

Asi se llega a la definiciéon compuesta con un solo orden fraccionario. En general todos los casos se
pueden llevar a esta forma, por lo que parece 16gico, tomar esta definicién como el caso general de

convolucién fraccionaria.

4.1.2. Definicién integral de la convoluciéon fraccionaria

El principal inconveniente que presenta esta definicién estd asociado con la variancia a la traslacién
[35,9], cuya propiedad ha encontrado algunas aplicaciones [9,79,35], pero en general su aplicacién

se ve limitada, sobre todo en el campo del reconocimiento de formas.

Esta definicion, ecuacién 4.1, es demasiado abstracta y se hace necesario encontrar una forma
integral para la convolucién fraccionaria que permita una mejor interpretacién de esta operacion.
Esto lo hacemos con base en el hecho que en la convolucién estandar (ver apéndice B) se entiende

mejor su invariancia a la traslacién en su forma integral B.2 y B.3.

Se toma la definicion 4.1

[f * gl(x) = F o [Falfl(2a) Falgl(xa)] (2), (4.6)

la transformada de Fourier fraccionaria de esta es

en forma integral
—imz2 cot av —imu2 cot a i 2" quz,,
Flf o) = CaFloale e [ fugem oy

_ Caeiﬂ—x‘?’COta/f(U)eiﬂuzCOtaga[g](Ia)eiSCTauxadu. (48)
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De la ecuacién 2.7 se tiene
j_2m
téjoc[g](xa)ezse“awa = ya[%;ug] (xa)a (4~9)
reemplazando ésta en la ecuacion 4.8, se obtiene
f [f i g](x ) _ —zmr cota/f —z7ru cotaz/ [Q(ZE _u)e—iwu2cotaei27rua:cota}<x )du
o « - (e}

= C e—iﬂ'xacota/f(u)e—iﬂxacotoz
- o

% /g(ﬂf o u)efﬁﬂu cot aeﬁﬂ'uzcotaefmz cotaez xmadxdu <410)

lo cual se puede escribir apropiadamente de la siguiente forma
g;a[f i g](xa> _ e*iﬂiﬂa cotaﬁa {/f(u)g(a: _ u)e7i27ru2 cotaei27rxucotadu (-Ta) ) (4'11)

Como se puede apreciar, el factor de fase cuadratico, subrayado, no permite escribir tal definicién
de la ecuacion 4.1 como una integral simple, de aqui se hace necesario definir una nueva nocién de

convolucién fraccionaria. Entonces se concluye que

/ f JI o U —z27ru2 cot aei27rzu cot adu 7 (4 ].2)

es una buena candidata para ser una nueva definicion de convolucién fraccionaria, lo cual nos

conduce a redefinir la convolucién fraccionaria de la ecuacion 4.1 segin

f #a 9)@) = F o | Zal l(20) Falg)wa)e™ 0] (2). (1.13)

Ya con esta nueva definicion y repitiendo todo el proceso anterior se llega a la definicién integral

de la convolucién fraccionaria

[f* g /f z27ru(x—u)cotadu‘ (414)

Este producto de convolucién fraccionaria se reduce a la convolucién estandar para o = /2.
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4.2. Correlacion fraccionaria

Similarmente para la correlacion fraccionaria se define
[ ® g)(@) = Foa [ Fulf)(wa) Zualol(a)| (@), (4.15)
pero a partir de la ecuacién 4.13, se introduce un nuevo producto de correlacion fraccionaria
f ®a g)(@) = Foo | Falfl(wa) Falgllwa)e ™8] (), (4.16)

y en su forma integral se tiene

f ®a g /f u _ l’ —i2rz(u—x) cota g, (417)

Para mostrar que las ecuaciones 4.16 y 4.17 son equivalentes, se parte de

[0}

Lg[a[f ® g](xa) — ﬁa[g](xa)caefiﬂ'a:g cotoz/ f(u)efimﬂcotae%ﬂuxa/senadu. (418)
R

Utilizando la ecuacién 2.7 se tiene

FoT el d)(Ta) = Falg](za)e'mnatee (4.19)

remplazando la ecuacion 4.19 en 4.18

«

g\a[f ®9]($a) — C e —imTs, cota/ f —z7ru cotaﬁ yua[ ](ZEa)dU
— |C |2/f —zﬂ'u cot
% / (!L’ +U) 2imu(x+5 )cotaemx cotaefzsfnaxzadxdu

— |C |2//f :v+u szumcotaemz cotae—zsena adudw (420)

Como x es una variable muda se puede cambiar x por —x e invertir los limites de la integral, luego

[e%

j\a[f ® g]<wa) — ewrx cotaC |:/ f U _ .23 2i7rx(u—a:)coto¢du (xa)’ (421)
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de esta manera utilizando las ecuaciones 4.15 y 4.17 se tiene
T (o \a—imx2 cota
Folf ®a 9l(za) = Falfl(xa) Falgl(a)e™ ™", (4.22)

y con esto se completa la prueba.

Se muestra que:

Fragl@)| _, = lo= 71w, (4.23)
fragl@)| = f@)g@)ia), (4.24)
[ agl@) = [g%* fl(z), (4.25)
[f*ad](x) = [f(x), (4.26)

[f #a 6e)(x) = f<:c—£> irtle—g)coter (4.27)

[ ®a f10) = [f® [0 / ()P (4.28)

[/ @adl@)| _, = lo® flla) (4.29)
f @agl@)| = f@)g@ilx). (4.30)

4.3. Efectos de la traslacion fraccionaria sobre la convolu-

cién y correlacién fraccionaria

Como es ya conocido, el operador de traslacion puede ser definido con base en el producto de
convolucién. Para el caso fraccionario se verifica que el operador traslacién fraccionario se puede
definir con base en el producto de convolucién fraccionario de una funcién por una distribucién de
Dirac, asi

Trialf] = (f %0 0-)e™ 00, (4.31)
para a = 7/2 se tiene el operador de traslacién estandar.

4.3.1. Traslacién fraccionaria y convolucién

Aqui se estudia el efecto del operador traslacién fraccionaria sobre el producto de convolucion

fraccionaria de dos funciones.
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Se remarca que la ecuacion 4.14 se puede escribir

f* g /f ua ) —zwuzcotadu.

Se tiene que

(f *a g) (1; - 7') = /Rf(u)g(x — T — U)GQiWU(ﬂv—T—u) cota g,

— / f(u _ T)e—QiWT(x—u) cot ag(x _ u)e%ﬂu(az—u) cot “du :
R

y entonces

(f o g)(x _ 7_)62i7r7':c cot ae—i7r72 cota _ / f(u . T)eQiWT(u—T/Q) cot ag(x o u)eQiﬂu(a:—u) cot %du :
R

que es

Troalf % 9] /9 ) Tralg] ()= ot

Por otra parte, de la ecuacién 4.32 se tiene

alf *a g]( /f Trsaalg)(w)e 00

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Las ecuaciones 4.35 y 4.36, expresan la propiedad de invariancia del producto de convolucién

fraccionario bajo el grupo de traslaciones fraccionarias, la cual se sintetiza por

Tralf 0 9) = (Traf) ¥a 9 = [ *a (Tr09) -

4.3.2. Traslacién fraccionaria y correlacién

(4.37)

Aqui se estudia el efecto del operador traslacién fraccionaria sobre el producto de correlacion

fraccionaria.

Se remarca que la ecuacion 4.17 se puede escribir

f ®a / f ) ima2 COtadU.

(4.38)
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De acuerdo a la ecuacion 4.17 se tiene

(f®ag)x—7) = / fuw)g(u—x+ 7-) —2im(z—7)(u—2+7) Cot ax

_ /Rf(u _ g)eRirlu=a)eotay Ty Rina(u=s) cota gy, (4.39)
y entonces
(f ®a g)(z — T)e2i7r‘r:1ccota _ /Rf(u . T)GQiﬂTucotame—%wx(u—x) cotar (4.40)
lo cual se puede escribir
Tl ®a gl / Tralf Trealg) (w)el™ coter (4.41)
Por otra parte de la ecuacion 4.38
Fena)o=r) = [ 0Tl ", (4.42)
de aqui se tiene
Tralf @asl(w) = [ F)T LBl (4.43)

Las ecuaciones 4.41 y 4.43, expresan la propiedad de invariancia del producto de correlacion frac-

cionario bajo el grupo de traslaciones fraccionarias, la cual se sintetiza por

c%;a(f @ g) ( af) ®o g = f ®o ( Tag> (444)

4.3.2.1. Resultados simulados

Se ilustra la invariancia a la traslacién para la correlacion fraccionaria. Se calcula h = f ®, ¢
para f = Z.q|[Rectr| vy g = Tha|Rectr]. Como fy g son versiones a—trasladadas de Rectr, ellas
incluyen un factor de fase cuadratico, por eso se muestran en la los gréficos | f| y |g|. Los resultados
simulados en la figura 4.2 fueron hechos para o« = 0,6w/2. La figura 4.2(a) a = b = 0. En las
figuras 4.2(b), (c) y (d) son calculadas para a =0y b = 0,2, b = 0,4 y b = 0,6 respectivamente.
Como a = 0 para todas, la funcion de correlacion se encuentra siempre en la posicion de g; esto
ilustra claramente la invariancia a la traslacion de la correlacion fraccionaria bajo una operacion

de traslacién fraccionaria, en cada caso la funcién |h| conserva su forma.



Capitulo 4. Convolucion y Correlacion 29

La figura 4.1(a) representa la correlacién fraccionaria de orden o = 0,67/2 paraa = —0,2y b =04

la funcién de correlacién se localiza en x = b — a = 0,6.

2 2
L5t 15}
1 1
05/ 05/
T T Y Eay 0
02 0 02 04 06 08 1 02 0 02 04 06 08 1
a b

F1GurA 4.1: (a) Correlacién fraccionaria de orden a = 0,67/2 de dos rectangulos trasladados.
(b) Correlacién fraccionaria de orden o = 0,37/2.

La figura 4.1(b) corresponde a la correlacion fraccionaria de orden o = 0,37/2 de f y g paraa =0
y b= 0,4 el méaximo de la funcién de correlacién es mas alto y su cintura es mas estrecha que en

la figura 4.2(c), conservandose la energia.

4.4. Aplicacién al teorema del muestreo en dominios frac-

cionarios

Con el propésito de verificar la consistencia del sistema de operaciones y teoremas aqui desarro-
llados, se presenta una prueba del teorema del muestreo fracionario con base en el producto de

convoucion fraccionaria.

Se define la funcién peinilla de Dirac fraccionaria (LLl,.,), la cual estd dada por

T = ; 2
[ 6n7— im(nT)? cot « ) 4.45
Hra | sen af n:z—:oo ° ( )

Para a = m/2 LU .z /o(2) = LL-(7) es una peinilla de Dirac convencional como la mostrada en la

ecuacién 3.5.
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2 2
15 15
1 1
05/ 05
o o
-02 0 02 04 06 08 1 -02 0 02 04 06 08 1
a b
2 2
1.5 15
1 1
0.5¢ 0.5+
0 ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘
02 0 02 04 06 08 1 02 0 02 04 06 08 1
c d

FIGURA 4.2: Ilustracién de la invariancia a la traslacion de la correlacion fraccionaria. La correla-

cién fraccionaria de orden o = 0,67 /2, entre una funcién rectangulo en el origen y otra trasladada

“fraccionariamente”. (a) b = 0 (autocorrelacién fraccionaria). (b) b = 0,2. (¢c) b = 0,4. (d) b = 0,6.
La funcién de correlacién estd siempre ubicada en b

Una propiedad importante de esta peinilla de Dirac fraccionaria es

o
T .
ﬁa‘—'—lf;a(l‘a) — m E elﬂ(nT)2cotaya5nT(xa)
n=-—00

00
_ C, T e—iﬂ'xi cot a Z eziT(TLT.Ta/ sen o : (446)
| sen af

utilizando la formula de Poisson

sen «

Folllro](za) = an_imicom Z 6(zq —n

)

= CaTLle;_a(%a) R (447)

T
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asi, la transformada de Fourier fraccionaria de una peinilla fraccionaria de paso 7 es otra peinilla

fraccionaria de paso sena/7.
Con ayuda de las ecuaciones 4.45 y 4.31 se puede escribir 3.2 en la forma

| sen o

Sa(Ta) = B

|—|—|B;—04 *_o fa(l‘a) ) (448)

la funcién S, es un conjunto infinito de réplicas de f,. La transformada de Fourier fraccionaria de

orden —« de S, es

| sen o

F-alSol(@) = —F% F(2)F o |lp,_o] ()6~ cota
= C—af<x>|_|_|m. <x>e—i7r12 cot
- o = | Sena| Z 5z — nsena) (4.49)

n=—oo

La funcién .#_,[S,] es una versién muestreada de f, el paso de muestreo es sen «/B. Entonces la

funcién f puede ser recuperada a partir de sus muestras ya que por 4.48 S,(z,) = fo(z,) para

€ [-B/2,B/2).

Una expresién explicita del teorema del muestreo fraccionario se puede obtener como sigue. Se define
la funcién utilizada en el filtrado como Rp(za) = Rect (x4 )e™ ™4 y la funcién de interpolacién

rg = .%_,Rp, entonces

TB(.I') _ Caemx cota/RectB(xa)e Qzﬂxxa/senadxa
R

wBx
sen .
(senoc)e’Lﬂ'xQ cota (450)

T
sen o«

Usando 4.49y C_,C, = 1/|sen /], la férmula de interpolacién estd dada por

f(x) = (F-alSal *a 78)(2)

) wB(x—u)
B | sen a| sen o SEN O\ jr(p—u)? cot sen(—sena ) 2imu(z—u) cot a
= C—acoz B _2: f(n B ) R(S(u -n B )e w(z—u) © du
mBx
sen —nm . sen o
_ mr cot a Z f Sena fgexna )e_”r(”T)2 cota (451)

— — nm
n=—00 sen
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4.5. Conclusiones sobre los productos de convolucién y co-

rrelacion fraccionaria

Se define la nocién de convolucion fraccionaria

20 gl@) = Foo|Zalfl(za) Falgl@a)e™ 0] (2)
— /f(u)g(l,_u)eiQTru(w—u)cotadu

_ /f ) —zﬂ'u2coto¢du. (452)

Esta definicion resulta como una necesidad, luego de que se exija una formulacién integral del pro-
ducto de convolucion fraccionario, dado que se prueba que la definicién 4.1 presenta inconvenientes
en este propodsito. Como es conocido para el caso estandar, a partir del producto de convolucion

fraccionario, se define el producto de correlacién fraccionario

[ ®agl@) = Foa [%[f]( o) Zalglwa)e mhete | (2)

_ f U _ .I' —i2mz(u—z) cot “du

R

- /wa%a[g] (u)e™ o du. (4.53)

Nuevamente el operador de traslacion fraccionaria es fundamental, los productos de convolucion y

correlacién fraccionarios son invariantes bajo una traslacién fraccionaria, lo cual se sintetiza en
%;a(f *a g) = (%;af) *o g = f *a (%;ag) s (454)

Tra(f ®a 9) = (Traf) ®a 9= ®a (T-r09) - (4.55)

Estos resultados fueron ilustrados por simulaciones computacionales (ver figuras 4.1, 4.2).

Con este producto de convolucion fraccionario se sintetizan varios elementos, como la definicién del

operador de traslacion fraccionario, el cual se presenta como

Trialf] = (f #a 0-)em 00, (4.56)
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y de aqui se define la peinilla de Dirac fraccionaria

T > ; 2
e 5717' im(nT)? cot o 7 4.57
Hria | sen o nz_:oo ) 457)
la cual cumple
Fallllro)(za) = CaTLUS&%;—a@Oz) - (4.58)

El teorema del muestreo que se desarrolla de una forma simple con base en la nociéon de convolucién

fraccionaria por una peinilla de Dirac fraccionaria, asi

C_af<l’)|_|_|%;a(l’)eimw2 cot o é | Se;a||_|_|B;_a %y fa(xa) : (459)

conforman un par de Fourier fraccionario.



Parte 11

Tratamiento de senales aleatorias

(prospectivo)
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Tipicamente en la deteccion de senales se desea recuperar una informacion que porta la misma, la
cual ha sido corrompida por la transmision en un canal ruidoso. Ademas la senal al ser a prior:
desconocida puede ser vista también como un ruido. Esto conduce al problema de separar un ruido
de otro ruido, y al modelo de las senales por funciones aleatorias, cuyo formalismo es también

aplicable en el caso de senales deterministas.

En el tratamiento de fenémenos espacio—temporales es 1til llevar el problema a un espacio de
variables reducidas. La funcion f(t), del tiempo, se escala tal que f'(t') = f(¢t/A), donde t' es
una variable adimensional y A es un factor de escala que tiene dimensiones de segundos. Asi, el
tratamiento que sigue es en variables reducidas, pero se seguird escribiendo t en lugar de t’ para

aliviar la notacién y recordar que se trata de una variable asociada al tiempo.

Con el propésito de formalizar las bases para un tratamiento de senales aleatorias, mediante un
andlisis de Fourier fraccionario, se tratan algunos elementos que se consideran basicos en tales
tratamientos (ver [33]). En el capitulo 5 se desarrollan algunos conceptos bdsicos de funciones
aleatorias, para luego en el capitulo 6 deducir un teorema del muestreo para senales aleatorias de
a-banda limitada. Por ltimo en el capitulo 7 se hace un estudio del filtrado de senales aleatorias,

proponiéndose una técnica con base en la convolucion y correlaciéon fraccionaria.



Capitulo 5
Funciones aleatorias

Las funciones aleatorias son una herramienta importante en el analisis de procesos aleatorios [68,55].
En el tratamiento de estas funciones, la teoria de probabilidades juega un papel fundamental, esta
disciplina trata con rigor la nocién de variable aleatoria, donde tales variables toman valores que

dependen de elementos no predecibles: “el azar”.

En este capitulo se exponen brevemente algunos elementos fundamentales de probabilidad en una
forma estandar, para luego extenderlos a nociones es un sentido fraccionario, con la intencién de
formular las bases de un tratamiento de senales aleatorias por transformacién de Fourier fraccio-

naria.

5.1. Espacio de probabilidad

Se define espacio de probabilidad como la tripla (€2,.%, P) con € el espacio de puntos w, % un
o-algebra de subconjuntos de €2 y P una medida de probabilidad definida sobre los conjuntos de
F (ver [37,68,56]), tal que

1. 0<P<LI.
2. P(Q) = 1.

3. Dado cualquier coleccién numerable de conjuntos disyuntos Aj, As, ..., € % entonces

P (U AZ-) => P(4). (5.1)
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De esta forma, los elementos de .% son llamados eventos o conjuntos medibles.

5.2. Senal aleatoria

Dado un fenémeno aleatorio, cuyas realizaciones w € {2; con € el conjunto de posibles realizaciones
del fenémeno aleatorio o estados accesibles al fenémeno aleatorio; se le asocie una funcién X (w, y):

esta funcién se le llamaréd “funcién aleatoria”.

En particular para un proceso aleatorio, el tratamiento se adapta al estudio de senales aleatorias,
asi a una senal aleatoria le podemos asociar la funcién aleatoria X (w,t), de modo que a un instante
dado t = t( se tiene una variable aleatoria X (w,ty) = x4,(w), y para una relalizacién de la funcién

aleatoria w = wy, tenemos una funcién determinista del tiempo X (wp,t) = @, (t).

La funcién de distribucion de primer orden de X es dada por
Fx(z1;t1) = P{X(w,t1) < 21}, (5.2)
para el segundo orden
Fx(x1,29;t1,t9) = P{X(w,t1) <z, X(w,t3) < xo}, (5.3)
para la distribucién de n-ésimo orden
Fx(x1,...,zp;t1,. .. tn) = P{X(w,t;) < 21,..., X (w,t,) <z, }. (5.4)

La densidad de probabilidad de n-ésimo orden se escribe

. 8”FX(561, Ce 7,’L‘n;t1, ce 7tn>
N oxy...0x, ’

Px<33’1,...,l’n;t1,...,tn) (55)

Para describir completamente las propiedades estadisticas de la funcién X se hace necesario conoser
todas las distribuciones con n — oco. En la practica, afortunadamente, tipicamente es suficiente con

una estadistica de segundo orden y en algunos casos de cuarto orden.

Sea Px(z;t) la densidad de probabilidad de primer orden de la funcién aleatoria X (w,t), se define

el valor esperado o promedio estadistico como

E{X(t) = / v Py (a;t)dz, (5.6)
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el cual es en general funcion del tiempo.

5.3. Estacionariedad y Ergodicidad

5.3.1. Proceso estacionario

Un proceso se dice estacionario si todos sus momentos
pa(t) = E{|X(1)]"} = / [ Px (2 t)dx , (5.7)

son independientes de t, es decir, p1(t) = mq, pa(t) = ma, ..., pu(t) =m,, ..., constantes.

Se puede definir los momentos cruzados, por ejemplo

o0

Cx(tl, tg) =F {X(tl)X(tg)} £ / $1$_2px(331,$2;t1,t2)d$1d$2 s (58)

—0o0

llamada covarianza, la cual puede ser interpretada como una medida de la interdependencia entre

X(t1) y X(t2), dado que si son estadisticamente independientes, se tiene

E{X(t)X(8)} = E{X (1)} E{X () } - (5.9)

Por lo general en la practica sélo basta con limitarse a la estacionariedad de segundo orden (esta-

cionariedad en el sentido amplio), la cual queda

E{X(t)} no depende de t.

E {X(tl)X(tg)} depende solo de 7 =t; — t5.

En lo que sigue se hablard sélo a estacionariedad simplemente, pero limitandose al segundo orden.

Para procesos estacionarios se define la funcién de autocorrelacion estadistica por

Dx(r) 2 E{X(t)X(t)} - (5.10)
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5.3.2. Procesos ergddicos

En la practica es mucho mas comodo realizar promedios temporales que promedios de estadisticos.

El promedio temporal de la funcién aleatoria X (w,t) = () para un valor fijo de w, se define por

T/2
(zo(t) = 1fm l/ o (b)dt. (5.11)

Si el limite existe, en general (z,(t)) es una variable aleatoria, consecuentemente, se puede calcular

su promedio estadistico

T/2
E{{zo(t)} = lim 1/ B{X(t)}dt. (5.12)

T—+0o T | 19

Si ademéas X (w,t) es un proceso estacionario, entonces se tiene

E{(z,(t)} = E{X(1)} - (5.13)

Para
O ={w:(z,t)) =FE{X(#)}} € 7, (5.14)

el proceso se dice ergédico en la media, si P()) = 1, es decir que P(QAQ') = 0, donde QAQ =
QU — (2N) es el conjunto diferencia simétrica de Q y €.

Se define la funciéon de autocorrelacién temporal para la realizacién w del proceso aleatorio

B e
() 2 (auftfeat=)) = lim 2 [ O (5.15)

Si el limite existe, entonces I',,(7) es una variable aleatoria y su promedio estadistico es

E{T.(r)} = lim ~ / T/QE{X(t)m} dt . (5.16)

T—+oo T' J 1o

Si X (t) es un proceso estacionario, entonces se tiene

EA{T.(r)} = E{X(t)X(t—T)}. (5.17)

Sea
o = {w T,(7) = E {X(t)m}} c 7, (5.18)

el proceso se dice ergddico en la autocorrelacion, si P () = 1.
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5.3.3. Estacionariedad y ergodicidad en el sentido fraccionario

Sea un proceso aleatorio cuya funcién se escribe
X'(w,t) = X (w, t)e @t (5.19)

donde ¢(w, t) es una funcién aleatoria. Un caso particular, cuyo interés se justificard mas adelante,
es
X' (w,t) = X (w, t)e" 2@t (5.20)

asf v(w,t) es una funcién aleatoria. Si v(w,t) = 1t cot a,, se tiene
X' (w,t) = X (w, t)e " otow (5.21)

siendo «, una variable aleatoria, pero que seguiremos escribiendo solomente « para aliviar la

notacion.

La funcién de autocorrelacién estadistica de X’ esta dada por
B {X/(tl)X/<t2)} — FE {X(tl)X(tg)e*”t% Cotaeiﬂ'tg cota} , (5.22)

cont =1t y7=1 — s tenemos

E{X'(OX-7} = E{X@OX{—rje2rtmetel
- B {X(t)ympq D™ Com} , (5.23)
si el proceso X' es estacionario, entonces
X ®, X](r) = E {X(t) T X CM} . (5.24)

Notese que si X’ es estacionaria, entonces X no lo es, asi se puede decir que X es estacionaria
en un sentido fraccionario. Por la ecuacién 4.38 se llamara a esta ecuacion (5.24) autocorrelacién

estadistica fraccionaria.

Se define la funcién de autocorrelacion temporal fraccionaria

- T/2 -
X &0 X, () = (XOT K@) = i 2 [ T G
(5.25)
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El proceso se dice ergddico en la autocorrelacion fraccionaria si
P ={w: [ X® X]=[X®,X] })=1, (5.26)

con oy, = «, asi la funcion de autocorrelacién temporal es determinista para w € €.

5.4. Densidad espectral de potencia fraccionaria y teorema

de Wiener-Kinchine fraccionario

5.4.1. Ergodicidad de la densidad espectral de potencia fraccionaria

Cuando se trata con procesos aleatorios, se asume que la funcién X, (¢) existe para todo t. En
general, no son integrables y por lo tanto no existe su transformada de Fourier y por la misma
razén tampoco existe la transformada de Fourier fraccionaria. Sin embargo se interesa conservar
una nocion de espectro que se adapte a estas senales. Estas senales son en general de energia
infinita, tal que

&, = /_00 |z, (t))?dt = o, (5.27)

oo

de aqui que se defina la potencia media por

1 (T2
0< Z,= lim —/ |z, (1) [dt < o0, (5.28)
bajo la hipotesis que la integral converga. Para estas senales se define la densidad espectral de

potencia fraccionaria de una realizacién x,, por

2

. T/2 o ,
el cot « / T, (t)emrt cot oaezQﬂVat/ sena gyl (529)
—-T/2

1
83 (va) = Jim

Si este limite converge para w € Q' € % con P()) = 1, entonces se puede definir la densidad

espectral de potencia fraccionaria de la senal por

St (a) = E{SS (va)|V'} (5.30)
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donde esta notacién indica que el promedio se hace sobre los w € €. Un proceso aleatorio X,,(t)

es ergddico en densidad espectral de potencia fraccionaria si
"={w: 5% () =Sy, (Va)} (5.31)

tiene una probabilidad P(2") = 1, tal que P(Q2'AQ") = 0.

FIGURA 5.1: Distribuciénes de Wigner de [X ®, X]|  de una senal aleatoria ergédica en el sentido
fraccionario, donde w,, es el correspondiente soporte de la n-ésima realizacion de la senal

En la figura 5.1 es claro que estas senales no son ergédicas en el sentido convencional, dado que su
densidad espectral de potencia estandar, que corresponde a la proyeccién integral sobre el eje vy,

tienen soporte que depende de la realizacion w,,.

5.4.2. Teorema de Wiener-Kinchine fraccionario

Utilizando la ecuacién 5.25 se tiene

) () 1 T/2 -
ﬁa [X B X]w (Va) = e_“wgt COtO‘/ lim _/ [L’w(t) %;a [l'w] (t)ez7r7'2 cot adt

— o0 T——+o00 T —T/2

X e iTT cotaez27wa7'/senad7_

T/2
— —zm/ cot 1 " t
: TQTMT//M Trale] @)

% eer cot ae—er cot av z27r1/a7'/ sen adth (532)
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luego de un procedimiento similar al hecho en la correlacion para senales deterministas, se tiene

2

T/2

.o o .

i cot o / Ty (t)ewrt cot aez%ruat/ sena Jy
-T/2

= S (vg)eT et (5.33)

‘ 1
Fo|X ®0 X] (va) = e imacota Iy —

T—o00

asi, si la senal es ergddica en autocorrelacion fraccionaria, entonces

Fo [ X @ X] (v0)e ™0 = S (1) . (5.34)

5.5. Conclusiones

Se introduce la nocién de estacionariedad en el sentido fraccionario

X @ X] (8t —7) = [X ®a X] (7). (5.35)

Se introduce el concepto de ergodicidad en autocorrelacion fraccionaria, con esto se justifica

(X ®, X] = [X ®4 X] (5.36)

w

salvo para un subconjunto de medida cero. Ademéds se introduce el concepto de ergodicidad en

densidad espectral de potencia fraccionaria, asi se tiene

2

- T/2 o
eV cot / T, (t)ewrt cot a6127r1/at/ sena Jy , (537)
—T/2

= lim —
T—o0

S?((”Oz)

salvo para un subconjunto de medida cero.

Por intermedio de un teorema de “Wiener-Kinchine”, se puede escribir
Fo | X ®4 X] (1g)e ™ = S¢(vy) , (5.38)

donde [X ®, X]| es la funcién de autocorrelacién y S la densidad espectral de potencia.



Capitulo 6

Teorema del muestreo fraccionario para

funciones aleatorias

Se trata de encontrar un teorema de muestreo para senales aleatorias estacionarias y ergédicas en
autocorrelacién fraccionaria. Como la funcién [X ®, X]|(f) es determinista (ver seccién 5.3.3), le
podemos aplicar el teorema del muestreo para senales deterministas, bajo la hipotesis que tenga

un densidad espectral de potencia fraccionaria con a-banda limitada.

Fiqura 6.1: Iustracién de la distribucion de Wigner de la funcién de autocorrelacion fraccionaria
de una senal con densidad espectral de potencia de a-banda limitada

44
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Asi, partiendo del teorema del muestreo para la funcién de autocorrelacién fraccionaria se busca

deducir un teorema del muestreo para la funcién aleatoria propiamente.

6.1. Teorema del muestreo fraccionario para funciones alea-

torias

Sea X, (f) un proceso aleatorio estacionario y ergddico en autocorrelacién fraccionaria con una
densidad espectral de potencia fraccionaria de a-banda limitada tal que S%(v,) # 0 para v, €
[—B/2,B/2] (ver figura 6.1). Por el teorema de Wiener-Kinchine fraccionario (seccién 5.4), la
densidad espectral de potencia fraccionaria y la funcién de autocorrelacion fraccionaria forman un

par de Fourier fraccionario. Por el teorema del muestreo (ecuacién 3.9)

X @, X] (1) = e 37 (X @, X] (n

n=—oo

Sen ¢\ . n2senacosa | B
)e BT sine t—n| . (6.1)
sen o

Para [X ®, X](t — 7) con 7 arbitrario, se tiene

. _ im(t—7)? cot a - < sena_ > —im (2o V2ot B .
(X ®, X|(t—7)=¢e n:Z_OO[XGBaX] n— T)e B sinc senozt n
(6.2)
cambiando ¢ — 7 por ¢ se llega a
. > : n sen o« B
X®, X — imt? cot X®, X ( sen o o ) —im (2R 2ot ar . )
(X ®, X](t) =€ nzzoo[ ®o X] (n 7 T)e B sinc Sena(t—i-T) n
(6.3)
Para t = 0, se tiene
> Sen o - nsen o 2 B
X ®, X]|(0) = X aX< — ) —in(FpE ) oty — . 6.4
(X ®, X](0) nz_:oo[ ®o X (1 5 T)e sine | ——r —n (6.4)
De la ecuacién 5.24 se tiene
X ®, X](0) = E {X(t)X(t)} . (6.5)

De las ecuaciones 4.41 y 4.43 se escribe

T [X @0 X] (nsena>

=B {gm‘ [X] () Tnsepe o [X] (t)emn%en%#}

= B{X() T o [X] ™ 5} (6.6)
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de aqui

sen «

X ®, X] (n - T> —E {X(t)%sega_T.a[X] (t)e“f("%)%M} omi2mr(n¥ e —r/2) ot (g 7)

)

Reemplazando las ecuaciones 6.5 y 6.7 en 6.4 se llega a

g

2 sen o cos a
B2

m - Z Fpsena ., [X] (t)eiwn

B
n=—oo

_ sen o s 2 _so-(nsena _ _\2 . B
e i2mTn g cotoaezﬂ"r cotae in(™g T) COtaSZTLC |: T — TL:| ]X(t)} _ 0’
sen o

(6.8)
luego

2senacosa sen o

00
~ a2 sen o _i ; ", . B
X(t) — g 7inT cot § : X(—TL +t+7’)e mn 52 ez27m 5 (t+71) cotae zQﬂtTcotozsznc |: T n] ]

= B sen av
(6.9)

De 6.4 se nota la independencia de 7, por lo tanto se puede escoger de forma apropiada 7 = —t,

entonces

(o @]
5 2 sen « _jpnlsenacosa
X(t) — @it cota Z X (TL > o i 3 sine |:

5 t— n} . (6.10)

sen «
n=-—00

sen o«

Las muestras X (n?) son variables aleatorias y, con esto, en lugar de una formula de interpolacién

se tiene un estimador de X.

Teorema 6.1.1. Sea X (t) un proceso aleatorio estacionario, ergddico en correlacién fraccionaria y
una densidad espectral de potencia de a-banda limitada, tal que S%(v,) # 0 para v, € [—B/2, B/2].

Entonces
o

5 2 sen « i 7L2senacosa .
X(t) :emrt cot o E : X <TL 5 )e 1T 52 SZTZC|:

t—n| . A1
sen « n} (6.11)

n=—oo

6.2. Media cuadratica

Se mostrara que este teorema 6.1.1, se cumple en el sentido de una media cuadratica. Se toma

{ v} = p{fr 4] fr )

- E{[X—X]X}—E{[X—X]E}, (6.12)
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por la ecuacién 6.8, el primer término de la ecuacién 6.12 es

E{[X—X]Y}:O. (6.13)
Para E { [X — X’] E}, se parte de 6.2 con 7 = m*%*
X @, X] (7 — msegoz) _ im(r-m=pe)2 cota n_z_oo (X ®y X] (nSGEQ _ mSegog>
. sen o« sen o« B
Xe—m(n DO sena )2 cotar g |: T — TL:| . (614)
sen a

Por otra parte aplicando el operador de traslacién fraccionaria (ver ecuacién 2.6) sobre [X &, X],

se tiene

_ ymsega [X ®a X] (T)efi27rmseg,a (Tfm%)cota ) (615)

X @, X] <7_ B msena)

Luego de igualar las ecuaciones 6.14 y 6.15 se obtiene

o

ym% [X B X] <T>e_izﬂm%(7—msgr13a)cota _ eiﬂ(Tfm%)Q cotan:Z_oo [X @, X] (nsegﬂ _ msega)
. sen o sen o B
x @ im(nFEE —m=y )2C°w‘sinc[ T—n] ., (6.16)
Sen «

con esto y utilizando la ecuacion 4.43, se llega a

m? sen o cos a
B

E {X(t) e%—,msega o [X] (t>ei7r72 cot a} efi27r'rm 5252 cot aeiw

_eiﬂ(T—m%)zco‘ca E ymw‘a X1 (¢ %wu X1 (+ eiw%ﬂcota
B B

n=—oo

. . m? . 2
Xeil2ﬂ_mnseggcosae”rm se]r;gcosae_,”r(nsegoc_msega) cot a

T—n” =0, (6.17)

sinc
sen av

de aqui

. 2 . s
E {X (t)X (t —T4m Sen )ei7r7'2 cot aefi27rt(77m—sego‘ ) cot aeiw(Tfm—seg,a ) cot av e—iQTrmL’go‘ (T—mé';‘]’;‘) cot av
B

00
. Z E {X (t . mSGIl Q X (+— nSGIl o ei27rm—se]r5‘,°‘ (t—m e h ) cot oce—i2ﬂ'n—seg°‘ (t—ns'“;rj‘go‘ ) cot
B B

n=—oo

B

sen «

X sinc [ T — n} oim(r—m=5e)? Cow‘] =0. (6.18)
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Por lo tanto

Sena . 2 . MQSGDO(COSO( - sen o _ .
E{X(t)X(t—T—f‘m 5 )ezm— cotaemTeﬂwm (¢ T)cotae 27Tt cot

00
_ Z X <t -m sen o X (t— nsen o ei?ﬂm sepe (tfm—sZ"Ba ) cot aefi27rn—se}’;a (tfn—sezr;;‘ ) cot
B B

n=—oo

=0, (6.19)

multiplicando por sinc [LT — m} y sumando en m, por la ecuaciéon 6.9 se tiene
sen «

g

~ . 2 e . sen o |2 B
X(t)X (t) — e mmcote Z X (t — nsega)e”(t_” B) cotogine [ T — n}
sen «

n=—oo

w72 cot o - sen & —iw(t—mm)Qcota . B
Xe ZX(t—m )e B sinc T—m =0.

= B sen av
(6.20)
Se prueba que
A . > sena\ sena )2 B
y.a [Xi| — —inT2 cot X (t - > 17r(tfnT) cota _ - . ’ 621
" (1) =e¢e n;w n—ps—)e sine | ——1 —n (6.21)

con esto, reemplazando en la ecuacién 6.20 se llega a

|

Por la seccién 2.2.2 se tiene

XX (1) = T |X] (1) Fia [ X] <T>] } = 0. (6.22)

E {z;a [X] (7) T [X] (T)} -5 {XE} . (6.23)

Con esto se tiene que

E {[X(t) - X(t)]f((t)} ~0, (6.24)
lo cual prueba finalmente que

2

. ; nzscnacosa B
E 'X(t) _ eMrtZ cot o Z X <nS€gOé> e "™ BT ginc Len&t — n} =0. (6.25)




Capitulo 6. Teorema del muestreo fraccionario para funciones aleatorias 49

Asi, se prueba que el teorema del muestreo fraccionario para procesos aleatorios se cumple en el

sentido de la media cuadratica, asi X converge hacia X en la media cuadratica.

6.3. Conclusiones

Para procesos aleatorios ergédicos en autocorrelacién, que tengan densidades espectrales de po-
tencia con soporte compacto, sus realizaciones se hacen a lo largo de una banda oblicua en la
representacion de Wigner. Esto permite deducir un teorema del muestreo fraccionario para estas
senales aleatorias, en cuyo caso la férmula de interpolacién se convierte en un estimador de la senal

de la forma

[e.9]

A . .9 . n2senacosa B
X (t) = '™t cote Z X (nse;a> e "™ B2 sinc [senat — n} ) (6.26)

n=-—oo
el cual converge en la media cuadratica hacia la senal propiamente, tal que

0o 2

; sen « . n?senacosa B
E{ | X (t) — e cote Z X (n 5 ) e ™ BT sinc [ t— n]
sen «

n=—oo

=0. (6.27)




Capitulo 7

Aplicaciones de la transformacion de
Fourier fraccionaria a la extraccion y

estimacion de senales

En muchos casos interesa “rescatar” una senal que se encuentra embebida en un ruido, y se busca

la manera éptima de hacerlo.

La sefal recibida X,(t), es registrada en un intervalo de tiempo ¢ € [t;, t7]. El problema consiste
en determinar el estimador Y, que minimice el error cuadratico medio, entre la senal con ruido

X, =95, + B, y la senal que se quiere extraer Y.

Cuando t esta fuera del intervalo, se habla de prediccion. Sit < ¢;, entonces Y esun predictor hacia
atras(backward predictor). S{ t > t; se habla de un predictor hacia adelante(forward predictor).

Cuando t € [t;,tf] el problema es referido como smoothing

El filtro 6ptimo de Wiener fraccionario ha sido tratado por [78,30,29], en estos trabajos no se llegan
a las expresiones explicitas ni para la ecuacién de Wiener-Hopf ni para el filtro y el error. Aqui se
hace uso de las definiciones de correlacién y convolucion fraccionaria para llegar a estas expre-
siones explicitas, ademas que es indispensable contar con la nocién de ergodicidad en correlacion

fraccionaria para procesos aleatorios.
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7.1. Filtro de Wiener fraccionario

Sea X, una senal registrada en el intervalo de tiempo § € [t;,tf], la cual porta la informacién
S, distorsionada por el ruido aditivo B, tal que X, = S, + B,. Se propone un modelo para
filtrar la informacién contenida en X, con base en convolucién y correlacion fraccionaria. Asi, se
propone buscar el filtro, de respuesta percusional h, que aplicado a X, en general, minimice el

error cuadrético medio entre [ X, *, h] y Y, entonces
2(a) = B{| [Xu *a k] (t) = YL(8)]*}, (7.1)

es la cantidad a minimizar. Definimos 2?(a)) = E| + Fy + F3, donde

ty 2

E, = E / h(0)x,(t — §)eXm0t=0)cotagg (7.2)

tr — , _—
- E {// h(ﬁ)h(a)xw (t . 9)e2m9(t—9) cot axw (t . O_)e—Qma(t—a) COtadO’d@}
t;

= / / ! h(e)mE Xw(t — )X ota X (t — g)eHmlmT Cota} dodf
-/ / E{ T X (t)e 0 T R @e ™" } dords),
por las ecuaciones 4.41 y 5.24 se tiene
ToalX @0 X)(0) = B { Toal X (O Tral KB} (7.3

entonces

E, = / / Tpal X @4 X](0)e ™ 2 dodp | (7.4)

Para FEj5, utilizando las ecuaciones 4.28 y 4.38, se escribe

By = E{IY,(t)I"} = [Y @, Y](0). (7.5)
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Por ltimo para FEj3 se tiene

ty
By = —2Real{ E{Y,(t) / ToTTa(l e 2= eotagy
ti
ty

= —2Real /h(o’)E {Yw(t)Xw(t_O-)G—Qiﬂa(t—a)cota}do_

— —2Real / ho)[Y ®, X](0)do 3 , (7.6)
Y ®0 X (0) = E {0 T X 0™ <0 } (7.7)
entonces

SO / (O R0 Tl X @ X)(0)e ™t dadf

2 Real / WOVY ® X](0)do b + [V @a Y](0). (7.8)

t;

Para minimizar esta integral se utiliza el cdlculo variacional, se trata de encontrar una funcion h

que extreme la integral

I= [ f(h,h;z)dx, (7.9)

:B\U:J

con ' = 4 Se define h(z,\) = h(z) + \p

—~

x), con ¢(A) = ¢(B) = 0 una funcién suave y A real,

luego
B
J:/f(h—i-)\gzﬁ,h’—i-)\qﬁ’;x)dx:]+AI, (7.10)
A
con
2J()\) =0 (7.11)
O\ A=0 - '
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Se define

2?(a, \)

dado que

(a, \) + AZ%(a, \)

// W0, Nh(o, N Tp.o| X ®a X](0)e ™ 4o dl
—2Real { / h(o, VY ®q X](a)da} +[Y @, Y)(0)
/ / o[ X ®o X](0)e ™ Ot dh
—2Real { / ho)[Y ®q X] (a)da} + Y ®, Y](0)

+)\// %Q&X®a X]( )e—iWQQCotadng_
+)\// %aX®a X]( )e—iﬂ'QQCOtadeo_

+)\2 // qﬁ ’]'00{ X ®, X]( )e—i7r92 cote 10 45

2R6al{ /(;5 oY ®a X](U)da} :

ToalX @0 X)(0) = E{Tal X))l XJ@e™ =}

entonces se tiene

= ’]:7;04 [X ®q X] (9)6”92 COtaeiﬂ'o'z cot a ’

(7.12)

(7.13)

(7.14)

// 7-9& X@a X]( ) fi7r92c0tad9do_ — // X@a X](9>ei7r02cotad9do_

= // %aXGBaX]( ) iﬂGQCotadeO_.

(7.15)
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Reemplazando la ecuacion 7.15 en la ecuacion 7.13, se llega a

AZ*(a,\) = / / D(0)T5.0| X ®o X](0)e™ ™ 040 ds

A / / 0)Tp:alX ®q X](0)e™ ©tdhdo

2 o ) o e—i7r92cota o
A / / 6(0)6(6) Toral X ®a X](0) dd

—2AReal /gb(a)[Y ®o X](0)do ¢, (7.16)
luego
IA2@N| = / / D0 T5.0|X ®0 X](0)e™ ™ 040 ds
oA A=0
// %Q[X ®a X]( )ei7r02cotad9do_

—2Real /gb WY ®4 X]|(0)do

= Real{ / o(o { / 0)Tp.0| X ®o X](0)e ™ 0t dh — [V @, X](J)}da} =0,

(7.17)
como ¢ es en general diferente de cero, entonces
ty
¥ @, X](0) = / B(0) Ty X @0 X](0)e ™ 0ty (7.18)

t;

Esta ecuacién tiene como caso particular la ecuacién de Wiener-Hopf para o = 7/2. El pardmetro

a permite implementar una técnica de filtrado adaptativo.
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7.1.1. Principio de ortogonalidad

La condicién de ortogonalidad se puede deducir a partir de la ecuacién 7.18, la cual queda

ty
EX{ |yo(t) — / h(0)Tpa[z) (et d | T, [x,](H)e™ ot b = 0. (7.19)

t;
El error queda asi definido por

ty
= Y(t) _/h<9)%;a[xw](t>eiWGQCotade
t;

= Yo — Y- (7.20)

(SIS

Dada la independencia de o en la ecuacion 7.19, permite escribir

ty ty

E{ |yt) - / h(0) Ty lz.] (t)e ™™ oy / h(0) Ty alwn](t)eimo*tade S =0, (7.21)

t; t;

con esto se muestra que €2 no es ortogonal a X,,, como dice el “principio de ortogonalidad”, sino que
este es un caso particular cuando Yw‘“ y X, son colineales, por tanto el principio de ortogonalidad
queda

E{elge} =0. (7.22)

El hecho que al estimador se le permita incluir rotaciones, con respecto a X, permite que el
estimado sea de menor error cuadratico medio que el hallado por estimadores colineales a X, (ver
figura 7.1).

Sw Bw g Eg
Ew v Bw
e
Yw Xw:Sw+Bw XWZSW-FBW
a b

F1GurA 7.1: a) Estimador colineal a X,,. b) Estimadores con rotacién.
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Este proceso permite encontrar los ejes para los cuales lo que se considera senal Y, y error £, son

ortogonales y por tanto optimiza su separacion.

7.2. Calculo del filtro no causal

En la ecuacién 7.18 por transformacién de Fourier fraccionaria de orden « se tiene

S (Vg )e Aot — He (1 )5% (1) (7.23)
luego
S¢ (V) s
HS — YaX(V )e—uﬂ/g cot o . (724)
S (Va)
Como caso particular, si la senal deseada Y, = S, y ademas S, y B, no estan correlacionados,
entonces p
H® — S(VCV) e—iwug cot o ) (725)

 S§(va) + S (va)

7.2.1. Calculo del error cuadratico medio

Se escribe la ecuacién 7.8 en la forma

() = B+ Ey+ Es
— / h(o) / h0)Tp.a[ X ®0 X](0)e ™ @ dhdo

—2Real / h(o)[Y ®q X](0)do » + [V ®4 Y](0), (7.26)

reemplazando aqui la ecuacion 7.18, se tiene

22(a) = [Y ®, Y](0) — Real / ho)[Y ®4 X](0)do p . (7.27)

— 00
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Por el teorema de Parseval fraccionario (ver ecuacién A.25)

22(04) = Real /Sg(ya)dya_/HO[(VQ)S%X(VQ)QMV‘%COtad]/a
= Reatd [ [89(0) — o003 )™ i 728)

Si se reemplaza la funcién de transferencia éptima de la ecuacion 7.25 en la ecuaciéon 7.28, entonces

se tiene

E{|e%)*} = Real /_S%(ya)—% %X(I/a):| dv, (7.29)
= Real /:S%(VQ)S%VO‘)S;(%;(UQ)S%X(VQ)} dvy ¢ (7.30)

para Y, = S, con S, y B, no correlacionados, entonces

o0

E {2} = / {553(”“)5%(”@ )] dv. (7.31)

§(a) + Sp(va

—00

Este resultado es de gran utilidad e importancia, se nota que si la senal S, y el ruido B, son
tales que sus densidades espectrales fraccionarias no tengan soporte comin, conducird a un error
de estimacion igual a cero, la senal y el ruido serdn separados con un simple filtro pasa banda

fraccionario.

Si por el contrario la senal y el ruido ocupan el mismo espectro fraccionario, en este caso, el filtro

aqui propuesto permitira una estimacién de la senal.

Dado que, en general, el producto S§(v,)S%(va) es diferente de cero, el error no sera nulo, pero por
otra parte este producto no es necesariamente minimo para el dominio de Fourier (ver figura 7.2).
Asi, este tratamiento consigue un filtrado de menor error cuadratico medio, con relacion al filtrado
de Wiener estandar, y eso es debido principalmente al hecho que el estimado presenta rotaciones y

por lo tanto se filtra en ejes oblicuos de una representacion de Wigner de la senal.
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FIGURA 7.2: Distribuciones de Wigner del ruido W[B] y la senial W([S].

7.2.1.1. Filtro adaptativo

La dependencia del filtro con el orden fraccionario « lo convierte en un filtro adaptativo y por
consiguiente lo hace ideal para senales no estacionarias. Aqui el parametro a es una funcién del

tiempo, adaptandose a la estadistica de la senal.

Dado que el orden a permanece como un parametro adaptativo, este mismo permite encontrar la so-
luciéon de minimo error de forma recursiva, lo que constituye una mejora significativa al tratamiento

de Wiener estandar.

En términos generales el error minimo se da cuando el parametro « alcanza un valor «,,;, tal que

o
Oa

A=Cmin

~0. (7.32)

7.3. Calculo del filtro causal

Para el filtro causal h(t) = 0 para t < 0. Se asume que el proceso X, se le conoce toda la historia

hasta el tiempo ¢, donde se busca estimar otro proceso, Y,,, por una transformacién lineal de X,
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tal que

t

50 = [ el OTeall(e " g
- / B(E) T (D)e " g (7.33)
0
El principio de ortogonalidad requiere que el error €® = y,, —§® sea ortogonal a Ty.q [z, (t)e™™" ote,
entonces
/ I]za xw —i7r§2cotad£ 'T,\;a[l’w](t)ei“%‘)m — 0’ by 2 0. (734)

0

Para procesos no estacionarios el parametro « juega el papel de elemento adaptativo y mantiene

al filtro invariante en el tiempo, tal que se puede escribir

Y ®, X /h )Te.a X ®o X](N)e ™t de - para todo A > 0. (7.35)
0

La ecuacién 7.35 se puede escribir de la siguiente forma

Y ®, X](\) = / h(&)Te,0X @4 X](N)e et qe - para todo A >0, (7.36)

la cual es solo valida para A > 0, tal que

o

/ B(E) Tenl X @0 X|(N)e ™ 0aqe £ [y @a X](A), para A< 0. (7.37)

—0o0

Esto no permite proceder de forma analoga a lo hecho para el filtro no causal, entonces la estrategia

consiste en plantear una integral que sea valida para —oo < A < 0o. Se define

/ h(&)Tg0X @4 X](A\)e ™ etage — [y @, X](A) = a()), para todo A, (7.38)

—00
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donde a(\) =0 para A >0, y

o0

; 2 . 2 o
a(}\) :em)\ cot a / Aoz(ya)emuacotoze lija/\/Senadl/a, para A <0.

—0o0

(7.39)

Aqui se asumira que S§ a igual que en el tratamiento estandar es una funcion racional y que puede

ser factorizada en
S%(Va) = ST (V)%™ (Va) »

con S¢* y su conjugado S$ 7, la factorizacién espectral fraccionaria de S§.

La condicién de causalidad se da como [X ®, X](t) # 0 para ¢t > 0, con esto

X @, X|(t) = Fou [s;g(ua)e—mi COW} (1)

imt? cot o « —i2mvat/ sen
e / S%(Va)e at/senagy,

—00

la cual pasamos al plano complejo, y se evalia

/ S%(sa)e ' ds,, con s, = 04+ 127V, /sEN 0,

Ccerrada

donde ahora es claro que se puede hacer un diagrama, S, de polos y ceros, para S%.

(7.40)

(7.41)

(7.42)

S%* tiene todos sus polos y ceros en el lado izquierdo del plano S, S$~ tiene todos sus polos y

ceros en el lado derecho y A® tiene todos sus polos en el lado derecho. La transformada de Fourier

fraccionaria de orden « de la ecuacion 7.38 es
H () S5% (Va) = Sgx(va)e ™2 = A%(v),
y por la factorizacion espectral fraccionaria
H (1a) S5 (1va) S5 (va) = SPx (va)e ™= = A%(va),
dividiendo por S§~ (v,), se tiene

[l ' A«
Ha(Va)S?(—’—(ya) — Me—’mlfﬁ cota __ (Va)

5S¢ (va) ST (va)

(7.43)

(7.44)

(7.45)
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Se toma las partes que cumplen la condicién de causalidad, la cual corresponde al lado izquierdo

del plano S, se tiene

Sa Vo " —imv2 cot o
H*(14)S% (1) — {—SZ)EEV H e imacota — (7.46)
X «

debido a que A*/S%™ tiene todos sus polos en el lado derecho del plano S, el filtro éptimo causal

es

Sa (Va> + e—iwug cot o
H(vy) = { YX } : (7.47)
S% ()] S%T(va)
luego
o, x « + —i27vat/ sen a
ht) = /"t eote / {SZ)E(V“)} —— (7.48)
J 5] Tsw)

7.3.1. Error cuadratico minimo

Se toma la ecuacién 7.30 y se reemplaza el filtro 6ptimo causal (ecuacién 7.47)

o[- [ Bl o

—00
la cual serd minimo para o = au, tal que 922/ 80(‘01 =0.

min

7.4. Filtros diversos

En el caso en que X = [Y %, D|+ B, asi la senial deseada Y ademds de ruido aditivo B, se encuentra

distorsionada por D, de esta manera el filtro no causal estd dado por

2 (7.50)

a1 S
) D (V) 55 (vy) + S22 7

y(Va)

donde D* = F, [D].
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7.4.1. Filtro paramétrico fraccionario

Este filtro no causal permite definir un filtro paramétrico no causal dado por

1 S (Vo
HS (ve) = 55 b )Sa(y o (7.51)
(Va) S (Ve) + ’ng(ua)
aqui si
v =0, filtro inverso fraccionario;
v =1, filtro 6ptimo fraccionario;
0<vy<1, filtro paramétrico fraccionario.
7.4.2. Filtro de promedio geométrico fraccionario
Se define un filtro de promedio geométrico fraccionario dado por
1-s
1 De(v,
M= et Y| (7.52)
(e} B\"«
Va S%(va) + SO
aqui si
s=1, filtro inverso fraccionario;
s =0, filtro 6ptimo fraccionario;
5s=20,5 filtro de Canon fraccionario.
7.5. Conclusiones
Se propone un estimador de una senal con base en la convolucion fraccionaria, dado por
Y, (t) = [Xo, %o B] (1), (7.53)

aqui se busca la funcién A que minimice

Z(a) = B{| [ Xy #a h] () = Yo (O]}, (7.54)
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se llega a la condicion

Y ®, X](0) = / h(0)Tp.a[ X ®0 X](0)e ™ tad (7.55)

ti

cuyo caso particular para o = /2 es la ecuaciéon de Wiener-Hopf. A partir de esta ecuacién se

deducen diferentes filtros, entre ellos se destaca el filtro de Wiener fraccionario.

El orden « permite rotaciones del estimador con la condicién de ortogonalidad
E{es s} =0, (7.56)

con esto, el tratamiento es adaptativo, lo cual le permite ser aplicado a senales no estacionarias,
donde para cada realizacion es necesario adaptar el parametro «,, que permita una éptima separa-

cién de los espectros fraccionarios (ver figura 7.2).
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La transformacion de Fourier

fraccionaria en optica

64



Parece que la transformacion de Fourier fraccionaria aparece por primera vez en Optica con Kha-
re(1974) [27], quien usé este concepto en el andlisis de imagenes desfocalizadas en un sistema éptico.
Luego de Khare, la transformacion de Fourier fraccionaria reaparece en la éptica con Mendlovic y
Ozaktas [36,44], en la propagacién de la luz en medios de gradiente de indice. Luego en el espacio
libre con los llamados sistemas Lohmann [31], se mostraban sistemas para realizar transformaciones

de Fourier fraccionaria 6pticamente, lo cual llevé a la dptica de Fourier fraccionaria [43].

Un punto de vista diferente y de mucho interés para la 6ptica fue el de Pellat-Finet [48,47,50], aqui se
muestra que no hace falta hablar de sistemas 6pticos particulares para obtener una transformada
de Fourier fraccionaria épticamente, sino que el fenémeno de difraccion de Fresnel se traduce
matematicamente por una transformacién de Fourier fraccionaria. Asi que s6lo hace falta que
esté presente el fendmeno de difraccion para que se tenga una transformacion de Fourier fraccionaria
optica. Desde este enfoque es natural hablar de la 6ptica de Fourier fraccionaria, en el marco de
una teorfa escalar de la difraccién. Bajo este punto de vista se estudia la formacién de imagénes [54]
y se define una nocién de espectro angular esférico [52,51], la cual muestrd ser ttil para resolver

algunas inconsistencias que presenta el espectro angular clasico.

En esta tercera parte de la tesis se presentan aplicaciones a la optica de los elementos tedricos
mostrados en la primera parte, de alli que a este tratamiento se le denomine 6ptica de Fourier
fraccionaria. Asi, que en el capitulo 8 se hace una corta presentacién de la teoria de Pellat-Finet,
y se describe el fenémeno de difraccion por una transformacién de Fourier fraccionaria. Con la
adaptacion de la transformacion de Fourier fraccionaria al fenémeno de difraccién; en el capitulo
9 se desarrolla una aplicacién de la convolucién y correlacién fraccionaria a la éptica de Fourier;
en el capitulo 10 se hace una aplicacién del teorema del muestreo, a la holografia digital y a la

microscopia de super-resolucion; en el capitulo 11 se hace una aplicacion a la holografia numérica.



Capitulo 8

La transformacion de Fourier

fraccionaria y la difraccion

Aqui se muestra bajo que condiciones un fenémeno de difracciéon de Fresnel puede ser traducido
mateméaticamente por una transformacion de Fourier fraccionaria [48,47,50], adaptando la trans-

formacién de Fourier fraccionaria a la teorfa de la difraccién metaxial de Bonnet [10,12,11].

8.1. Difraccion Metaxial

La doctrina de la éptica metaxial de Bonnet, a la cual se adapta muy bien la 6ptica de Fourier
fraccionaria, se apoya en una teoria escalar de la difraccion y trata la transferencia del campo

electromagnético entre emisores y receptores esféricos [49].

La transferencia del campo Uy(r), entre un emisor monocromaético esférico A de radio de curvatura

R4 y longitud de onda A y un receptor esférico F de radio de curvatura —R4, ver figura 8.1,

() ARA // exp [QT;:}UA(r)dr, (8.1)

ademés de un factor de fase ® = exp(—2imR4/\), que corresponde al retardo en la fase asociado a

esta dada por

la propagacion desde A hasta F, el cual no se escribe por tratarse de un campo monocromatico, lo
que permite eleminar ® mediante un traslado del origen del tiempo. Entonces la transferencia del
campo se efectia por medio de una transformacién de Fourier 6ptica y se dice que F es la esfera

de Fourier de A, cuya situacién corresponde a un fenémeno de difraccion de Fraunhofer.

66
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FicuraA 8.1: Difraccion de Fraunhofer. La amplitud del campo sobre F es la transformada de
Fourier 6ptica del campo sobre A.

En esta aproximacion la transferencia del campo Ux(r), desde un emisor monocromético esférico
A de radio de curvatura R4 y longitud de onda A, hasta un receptor esférico tangente B de radio

de curvatura Rpg, ver figura 8.2, esta dada por

Up(r) = Ux(r) exp {—i—” (i - i) 7«2} , (8.2)

entonces se dice que la transferencia del campo desde el emisor A al receptor B se hace mediante

una transparencia de curvatura.

A

FIGURA 8.2: Transparencia de curvatura de A a B.

Con base en estos dos casos simples, se puede escribir la transferencia general del campo Ugx(r),

ver figura 8.3. La transferencia se da entre un emisor A monocromatico de radio de curvatura R4
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y un receptor B de radio de curvatura Rpg, separados una distancia D en la forma

(1 1 9 2w
X /R2 exp {_X (E - R_A) r } exp {Es : r] Ua(r)dr. (8.3)

,
Ra - -

FI1GURA 8.3: Transferencia del campo de A a B.

8.2. Imagen coherente en sistemas centrados

Sea S un sistema centrado de foco objeto F'y foco imagen F’, y sea A un emisor esférico de vértice

V' y centro C. Sea A’ de vértice V' y centro C’ (ver figura 8.4).

S S

A 7z
N
N , R
> . N ’
~ |C . C
N
~ , N

A 7!

FicUra 8.4: Imagen coherente por un sistema centrado S.

Se enuncia el siguiente teorema:
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Teorema 8.2.1 (imagen coherente. G. Bonnet). La amplitud del campo sobre la esfera A’ es la
imagen coherente de la amplitud del campo sobre la esfera A a través de un sistema 6ptico centrado
si, y solamente si, el vértice V' y centro de curvatura C’ de A’ son las imégenes paraxiales respectivas
del vértice V' y centro C' de curvatura de A. Si g, es el aumento lateral en los vértices, las amplitudes

de los campos son sobre A y A’ son tales que

Up(r) =~ <r_) | (8.4)

v v

Luego, también la amplitud del campo sobre F’ es la imagen coherente de la amplitud del campo
sobre F.

8.3. Difraccion y transformaciéon de Fourier fraccionaria

En difraccion la transformacién de Fourier fraccionaria que nos interesa es una version bidimensional

de orden « de la funcién f(p), tal que

R Z'e—ia .
Falfl(@) = <o g P [—imo? cot
X// exp [—imp” cot a] ex 2m 07| f(p)dp (8.5)
R2 P g Plsena’ pIap- '

La analogia entre las ecuaciones 8.3 y 8.5 parece inmediata, y la idea de Pellat-Finet fue encontrar

el valor adecuado de «a, ademas de las variables reducidas apropiadas.

Se define el parametro u, tal que

D
= —. 8.6
h=g (8.6)
Sea € un numero real, diferente de 0, tal que eR4 > 0. Sea « en el intervalo [—, 7], tal que
1 —p
cotaw = ¢ , aD >0, (8.7)
1
de aqui
€ sen o
= 8.8
H= osatesena’ (88)
y
12
sen’ o = . (8.9)

R
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Con las siguientes variables reducidas

R 1 1
P= \/)\ERA \/)\ERA

r, o=
y las amplitudes reducidas

(cosa +esena)s, (8.10)

Va(p) = Ua ( AaRAﬁ) , Vp(d) =Up <\/)\€RA 4 > : (8.11)

cosa + esen

Observando el campo sobre un receptor B cuyo radio de curvatura Rp esté dado por

2 2 1 — 2 D2 2 R.—D 2
—p+e2(1 — p) —D +¢2(Ry— D)
se tiene
Vp(G) = e"*(cos a + £ sen a).F,[Val (), (8.13)

asi la amplitud del campo sobre el receptor B esta relacionada con la amplitud de campo sobre A
por una transformacion de Fourier fraccionaria. En general el orden de la transformacion puede ser

complejo [53].

Existen varias formas de relacionar las ecuaciones 8.3 y 8.5 por ejemplo [31,5], pero la asociacién

de Pella-Finet ademds cumple el principio de Huygens [23].

8.4. Expresion de la difraccion de Fresnel a través de un
sistema centrado por una transformacion de Fourier

fraccionaria

Este cédlculo tiene por objeto, describir la difraccién del campo que se halla sobre una superficie
A al propagarse hasta la superficie B, cuando el campo pasa a través de un sistema centrado (ver
figura 8.5). Como caso particular de sistema centrado se tomé una lente delgada, pero esto no

limita el tratamiento sélo lentes delgadas.

En el tratamiento el emisor A y el receptor B pueden ser en general esféricos, pero aqui se estu-

diard el caso particular donde son planos.

La lente £, de foco imagen F” adapta las curvaturas. Esta adaptacion de las curvaturas consiste

en el hecho que en el espacio imagen los campos sobre A" y F conforman un sistema confocal (ver
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A/ . f/

FicuraA 8.5: Propagacién del campo a través de un sistema centrado.

figura 8.4) cuyas curvaturas son adaptadas por la lente £y, para asi utilizar el método general de

Pellat-Finet(ver seccién §8.3) en la descripcién de la difraccién.

En la figura 8.5 se muestra el emisor A y se quiere determinar el campo sobre B, para esto lo
primero que se hace es encontrar la imagen coherente de Uy, la cual se llamara U4, dado que se

encuentra sobre la superficie esférica A’, asi

Ua(r) = 204(5) (8.14)
A % A % ; .
donde el aumento
= d = I 8.15
gv - d - f,+d7 ( N )

f' es la distancia focal imagen de la lente L.

Dado que el emisor A es plano, su esfera de Fourier F se encuentra en —oo, por lo tanto la imagen

de F se encuentra en el foco F”, asi F’ es la esfera de Fourier de A" con

R_A’:f/_d/_ f/2

~Fra (8.16)

De esta manera el sistema Optico conformado por el emisor A, la lente Ly y el receptor F', es
equivalente, luego de la lente, al sistema 6ptico conformado por el emisor A’ y el receptor F’, por

lo cual el campo puede ser descrito, luego de la lente, por cualquiera de los dos sistemas.

Por esto, el problema se plantearda con base en el esquema de la figura 8.6. Se tiene un emisor
esférico A’ y se desea estudiar el campo sobre el receptor B, teniendo presente que los sistemas solo

son equivalentes a partir de la distancia —d’ desde el vértice V| es decir, D > —d'. El campo sobre
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ya C =

FIGURA 8.6: Sistema equivalente en el espacio imagen. Difraccién entre el emisor esférico A’ y el
receptor B.

la esfera cardinal, C, a la distancia

df’

D:z—d':z—m,

(8.17)

para z > 0 esta dado por

l

(e [T (L LY o] o [
Uc(s) = D R2exp[ )\ <D RA/>T ]exp[}\Dr 8:|UA/<7’)dT
i im (1 1\ , 2r ., AN
— L e i ) d
goAD Rpr[ A (D RA/)T }exp [/\DT S}UA (gv "

con el siguiente cambio de variables 77 = 7"/g, se tiene

—~

8.18)

: _— ] 9
Uc(3) = ;\% . exp {—Z—W <— - 7) 937“2] exp [ MgUF- s} Ua(r)dr. (8.19)

Se utiliza el parametro u, tal que

R
2f —df' + zd
= —f/2 , (8.20)
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con esto
Uo(5) = — 22 /ex _ I (L 2| o [ 29 e o g (7 (8.21)
T NRw ST MR\ S IV R |
Se define .
cota’ = g’e _M, (8.22)
1

se utiliza o para evidenciar el papel que juega el teorema del escalamiento A.28, donde cot o/ =

g2 cot . Luego

_ __ geesend , (8.23)
cos o 4 g2esen o
y
sen” o’ = ) )
1+ gy (1 — p)?
Se utilizan las variables reducidas
1 ~ 1 cosa' +g2esena (3.25)

P Ry 7 VieRa 7 %

con las amplitudes reducidas

Va(p) = Ua(VAeRap), (8.26)
Vc<5") = UO (\/)\&“RA/ i > (827)

cos o’ 4 g2esen o

Asi la Ecuacién 8.21 se escribe

i(cos ' + gZesen o 25 - [ .
( J ) p} Va(p)dp. (8.28)

Vo(d) =

/ exp [—imp® cot '] exp {
R2

gZsen o/ sen o/

Se tendra una transformaciéon de Fourier fraccionaria si se observa el campo sobre la esfera B

tangente a C de radio de curvatura Rp, tal que

. 4.2
.9 0 9y€ (1- M) 2
o [ cotal] = ew {_)\RA/ i+ = — } | (529

entonces 49

21 e ) (8.30)

Rp D Ruaplp?+gpe(l—p)?’
luego se tiene

2 12201 _ )2

—p+gye* (1 — )
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con esto y con la amplitud reducida en B
— g'UO_-)
Vi =Up | V ARy : 8.32
2() b < S sl + g2e sen o/) (8:32)
El campo sobre B es
VB(O_:) = By Fw [VA](5> ) (8.33)
con
B, — cio St gjg sena’. (8.34)
Up
8.4.1. Casos particulares de interés especial
» Para z = f’ en 8.20, se tiene p = 1, con esto o = 7/2 y Rg = —R 4, entonces Up(s) =

Ua(52-5) con " =45 Vd

AR 4y R

Para d = 0 en 8.15, se toma limy_.g g, = 1, se tiene el objeto contra la lente, donde es mas
evidente el papel de la lente como elemento de adaptacién de las curvaturas, dado que de
8.16 Ry = f' cond = 0.

Para d = —f’/2 el campo sobre F’ tiene un radio de curvatura R = —2f".

Un caso patolégico se da para d = —f’, con esto la imagen se encuentra en —oo, y se

indetermina R 4/, por lo cual se toma el limite

y
g 1
d——f D B f/
asi con v = f;, escribimos 8.19
U.(3) ) / im (v —1Y\ 4 o zm_’_’U(_')dﬁ (8.35)
L(8) = — e T Xp | —=7- 8§ 7)dr . .
VN S TP o U )T PP A
Para B plano
2 p , (1—p)
ef=——"-— vy cota =S(e)/——, (8.36)
gi— 1) N

donde S(¢) es el signo de ¢.



Capitulo 9

Convolucion y correlacién fraccionarias

Opticas

La éptica de Fourier es una consecuencia directa de la relacién que existe entre el fenémeno de
difraccion en el régimen de Fraunhofer y la transformacion de Fourier, de esto toma ventaja la
Optica para trasladar los elementos del andalisis de Fourier al tratamiento 6ptico de la informacién.
De forma analoga el fenémeno de difraccion en el régimen de Fresnel se traduce matematicamente
por una transformaciéon de Fourier fraccionaria, lo cual hace posible trasladar los elementos del

andlisis de Fourier fraccionario al tratamiento éptico de la informacion.

En este capitulo se proponen unas configuraciones épticas para realizar las operaciones de convo-
lucion y correlacion fraccionarias opticamente, con el propésito de desarrollar algunos elementos

para el tratamiento optico de senales.

9.1. Convolucion y correlacion fraccionaria 6ptica

9.1.1. Sistema 1: Transformaciones sucesivas

Se identifican en las definiciones 4.13 y 4.16 un término de fase cuadratico, el cual puede ser
interpretado como una curvatura en el filtro tanto para la convolucién como para la correlacion.
En la practica en lugar de utilizar filtros curvos se adaptan las curvaturas mediante el uso de una

lente convergente para la convolucién y otra divergente para la correlacion.
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9.1.1.1. Filtros complejos

Se propone una técnica para el registro del filtro con base en el sistema éptico de la figura 8.5, donde
la curvatura en los filtros de convolucién y correlacion fraccionarias queda codificado mediante el
uso de un haz referencia esférico. En la figura 9.1 la lente Lo de focal fi adapta las curvaturas
para poder expresar la trasferencia del campo desde el plano objeto O hasta el plano P por una

transformacién de Fourier fraccionaria de orden «.

Lo
Ly 0 P

21 22
Respuesta percusional
deseada(fraccionaria)

FiguraA 9.1: Arreglo 6ptico para el registro holografico del filtro acompanado del factor de fase
cuadréatico apropiado. El campo sobre P estd dado por Vp = B,.%, (Vo]

En la figura 9.1 se hace la transformacion de Fourier fraccionaria 6ptica conjunta tanto de la fuente

puntual Ade, como de la respuesta percusional fraccionaria g. En el plano de salida P se tiene
Vp(0) = Balga(o) + CoAexp (—imé? cot a) exp (—imo? cot o) exp (i27€0/ sen o], (9.1)

de modo que la intensidad de la luz incidente sobre el medio de registro, puede ser escrito en la

siguiente forma

I(O’) — |Ba|2|ga(0_)+CaAe—in§2cotae—iw02cotaeisjga§g|2
= |BaPICalP| AP + | Ba*|ga(0))?
‘Ba|20aAga(a)e—i7r§2 cot ae—i7rc72 cot aeisjﬁfg

|BalPCaAga (0)eE ot agine® cotagisZioe. (9.2)

+

+

asi la transmitancia de la pelicula de registro tiene la forma t4(0) o< Z (o).
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La figura 9.2, muestra un esquema que realiza dos transformaciones de Fourier fraccionarias épticas
sucesivas. En la figura 9.2(a), el primer sistema estd compuesto por el plano de entrada A, la lente
Ly y el plano de salida B. En este sistema la propagacién del campo desde el plano A hasta el

plano B se expresa por una transformacién de Fourier fraccionaria de orden «, utilizando 8.20 y

8.36 se tiene / /
1— _
cota = 4/ A para p = 22/ Zl;];? Tan : (9.3)
H 2

Para que el orden « sea igual al empleado en el registro de la respuesta percusional de la figura 9.1

las distancias z; y zo deben ser las mismas y la lente £y de la figura 9.1 igual a la lente £, de la
figura 9.2, entonces la amplitud reducida del campo en el plano B es la transformada de Fourier

fraccionaria 6ptica B,.%,[f] de la amplitud reducida f que se encuentra sobre el plano A.

En el segundo sistema éptico de la figura 9.2(a), compuesto por el plano de entrada B, la lente
L3 v el plano se salida C, se introduce el filtro complejo t4 en el plano B, asi en la entrada de
este sistema se tiene el producto B,.Z,[f]ta, y efectia la transformacién de Fourier fraccionaria
de orden o/, con

1—p Zfs— 2 f3+ 2%

!
para u =
Nl éz

(9.4)

Para tener una convolucién fraccionaria se necesita que el segundo sistema efectiie una transforma-
cion de Fourier fraccionaria de orden —a. En el caso estandar el problema se resuelve facilmente
dado que dos transformaciones de Fourier sucesivas obedecen a una operacién de paridad (ver
apéndice A ecuacién A.18). Aqui el problema se resuelve con base en el concepto de imagen cohe-
rente, donde la distancia z] se escoge tal que la esfera ', imagen coherente del plano B, esté luego

de su esfera de Fourier H', asi eR4 > 0y €’Rp > 0, con esto S(e') = —S(e) y asi S(o) = —S(«).

En la figura 9.2b se muestra que el primer sistema es equivalente a la propagacion desde el emisor
esférico A’ hasta el receptor esférico F’, y el segundo sistema es equivalente a la propagacién desde
el emisor esférico B’ hasta el receptor esférico H’, asi en el primero se tiene una difraccién real y

en el segundo se tiene una difraccién virtual.

Para tener sobre el plano C una convolucién fraccionaria, se debe cumplir que o/ = —a« y las
variables reducidas en A’ y B’ en la misma escala. Aqui para simplificar los calculos se tomaran

todas las focales iguales, pero no es condicion necesaria, entonces:
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FIGURA 9.2: Esquema 6ptico para la convolucion fraccionaria: (a) Sistema éptico, compuesto de

dos transformaciones sucesivas, la primera entre los planos A y el plano B, y la segunda entre los

planos B y C. (b) Sistema equivalente. El plano C' es la imagen coherente A’, y B’ es la imagen
coherente de B.

1. ¢/, = —g,, donde g, es el aumento del primer sistema compuesto por la lente Lo, y ¢, es el

aumento del segundo sistema compuesto por la lente L3. Esto implica por 8.15 que

f! —f
f/ _ z/ - f, _ Z b (9 5)
1 1
entonces
2y ==-2f— 2. (9.6)

2.y’ = p, usando las ecuaciones 9.3 y 9.4 se llega a

wf —af +amm =af — A f + 287, (9.7)

por 9.6 se tiene

wof —af + 2z =z f + 2f% + 2 f — 220" — 2y (9.8)
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de aqui

2y =2f"— 2. (9.9)

Bajo estas condiciones de 8.36 tenemos |¢'| = || y con esto

11— 1-—
gfe’—/u = —g’¢ £ (9.10)

o
La salida en C esta dada por

C(p) = B-aZ—alfalo)ta(o)](p), (9.11)

reemplazando aqui t4 por lo obtenido en la ecuacion 9.2, se encuentra que C' esta compuesta de

tres elementos, un orden central
Co(p) = B-aF-all Bal?|Cal?|AI* + | Bal?|9a(0) ] (p) , (9.12)

y por los siguientes a cada lado

Cy (P) = B Z_, |Ba|QCaAfa(U>gc‘4—@e_iﬂ52 cotoze—irro2 cotaez‘sz”afa :
—im€2 cot o
X Tealf ®a gl(p)e™m b, (9.13)
y
C—l(ﬂ) — B,ag[,a [|Ba‘2mfa(0')ga<0')eiﬂf2 cotozeiﬂ'd2 cot aefisgﬁﬁa :
im€? cot o
X Tgalf #a gl(p)e™ . (9.14)
El resultado final es una convolucién fraccionaria en p = —¢&, y una correlacién fraccionaria en
p=2¢

9.1.2. Sistema 2: transformacion conjunta

Otra configuracion éptica de gran interés es la llamada Correlacion fraccionaria por transformacion

de Fourier fraccionaria conjunta, tal configuracion se muestra en la figura9.3. El biprisma produce

las frecuencias espaciales FL = jzsef\‘e. Para poder escribir el campo sobre el plano A en la forma

hp) = Tealf1(p) + Tealgl(p) (9.15)
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_ L

" |
Biprisma 21 22

Ficura 9.3: Configuracién éptica para el correlador fraccionario de transformacion conjunta

se debe adaptar la posicién z; del biprisma utilizado, tal que

0
exp {:i:%ﬂse: 7“:| = exp (£2im€p cot «v)
2
1 —
— exp [ﬁm ;‘;’:/ . Bl (9.16)
entonces
PR Sl f' =z
T = =4r
"R H Cnaf + 21z — 2 f
= +senf. (9.17)

Bajo estas condiciones, la propagacion hasta la esfera D se expresa como una transformacién de

Fourier fraccionaria de orden « de h, tal que

2
sen o

27
sen «

Falh)(0) = folo) exp {z fa} p—imé* cota 4 Ja(0) exp {—i fa} o imE? cot , (9.18)

Si en el plano de salida se tiene un detector cuadratico, entonces lo detectado es proporcional a

4m

In(0) o [fa(0) + |9a(0)] + fa(0)ga(o)e' e
+ gal0)falo)e e, (9.19)

Si el detector cuadratico es una camara CCD, hay que garantizar que se cumple el teorema del
muestreo para el sensor, como se vera en el capitulo 10. Se multiplica digitalmente lo registrado por

exp (—imo? cot ), y se calcula la transformada de Fourier fraccionaria de orden —a, resultando
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Cop) = [®aflp)+9®aglp), (9.20)
Ci(p) = Zacalf ®a gl(p), (9.21)
Cilp) = Tagalg ®a fl(p)- (9.22)

Este resultado consiste de dos términos laterales correspondientes a correlaciones fraccionarias

cruzadas, trasladadas en p = £2¢.

9.2. Conclusiones de las aplicaciones a la 6ptica de la con-

volucion y correlacion fraccionaria

Los factores de fase que se introducen en las ecuaciones 4.13 y 4.16 se interpretan como curvaturas
en los filtros Opticos tanto para correlaciéon como para convolucion fraccionarias épticas. Estas
curvaturas son codificadas mediante el empleo de filtros complejos, registrados holograficamente
con una onda referencia esférica (ver figura 9.1). Para el registro del filtro se disefié un sistema
optico que adapta tanto el campo como la onda esférica de referencia, nétese que si las distancias

21y 2o son iguales a la focal, el sistema se convierte en un sistema Vander Lugt y o = 7/2.

La longitud del correlador, que corresponde a la suma
L=z —2— 2]+ 25, (9.23)
por la las relaciones 9.6 y 9.9 se tiene

L = 22—21+2f,+21+2f,—22
— 4f. (9.24)

Esto nos muestra que el correlador fraccionario éptico de transformaciones sucesivas también es un
sistema 4 f’ como lo es el correlador estandar éptico, ademéas que también realiza tanto convolucion

fraccionaria como correlacion fraccionaria.

Se ilustré un sistema para correlacion fraccionaria por transformacién de Fourier fraccionaria con-
junta, donde las fases lineales de la ecuacién 9.15 son adaptadas mediante el uso de un biprisma

de Fresnel.
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Aplicaciones del teorema del muestreo

en optica

En la actualidad, para muchas aplicaciones, hay un gran interés en sustituir los medios de registro
analdgicos, tales como peliculas fotograficas, cristales fotorrefractivos, entre otros, por medios de
registros digitalizadores tales como cdmaras CCDs [58]. De este modo, es comtn hablar de pérdida

de resolucién en el registro pero ganancia de flexibilidad y tratamientos en tiempo real.

Aqui se muestra que bajo ciertas condiciones, teéricamente no hay pérdida de resolucién en la digi-
talizacion, de tal forma que un medio de registro analogo puede ser sustituido por uno digitalizador,

si la distancia interpixel cumple el teorema del muestreo con respecto al campo a registrar.

10.1. Holografia digital

El interés es reconstruir digitalmente un objeto, a partir de un holograma que ha sido registrado
por un detector cuadratico, por ejemplo en particle field holography [69,17]. Una cdmara puede ser
utilizada como un detector en tiempo real en lugar de un medio andlogo convencional [58,60,59].
Estos sistemas hibridos analogo-digital han cobrado mucho interés, dando como resultado un gran
numero de aplicaciones 6pticas en metrologia, en el cual se combinan la precisién de la éptica y la

versatilidad de lo digital al lado de la potencia de célculo de los ordenadores modernos.

Como el detector CCD es discreto, la irradianza del campo registrado es muestreada acorde a la

distancia interpixel. El arreglo éptico propuesto esta esquematizado en la figura 10.1. Generalmente

82
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'.‘::-ij/

Ficura 10.1: Arreglo 6ptico para el registro holografico de un patrén de difraccién de Fresnel

un haz referencia es adicionado para guardar la informacién contenida en la fase del campo difrac-
tado, de modo que el angulo del haz de referencia es escogido para que genere sobre el detector una
frecuencia espacial que corresponde a la distancia interpixel. En estas condiciones, se tendra un
correcto registro de la portadora, pero no es este el campo que se desea registrar, asi que esta
condicion no es suficiente, pero si necesaria, de aqui que el registro debe ser adaptado a la rata de
muestreo del campo objeto. Una solucion es fabricar sensores de alta resolucion, estos encarecen

los sistemas e incrementan el nimero de datos y asi el costo computacional [26,25].

Aqui se propone una solucién con base en el teorema del muestreo fraccionario. El problema puede
ser expuesto como sigue(se hard un desarrollo unidimensional): dado que tipicamente se desea
observar un objeto con dimensiones finitas por ejemplo de tamano X y se utiliza una camara CCD
de distancia interpixel Ax, ;cual debe ser la distancia D entre el objeto y la cdmara CCD, bajo la

cual el campo difractado es adecuadamente muestreado por la camara?

El analisis se basa en la relacién entre la difraccion de Fresnel y la transformacion de Fourier
fraccionaria [48,47]. Para esto se utilizan las variables reducidas como se utilizan en la teoria escalar
de la difraccién. Si 7 es la variable espacial sobre el plano objeto y § sobre el detector (sobre el
cual el patréon de difraccién de Fresnel es observado) a la distancia D (ver figura 10.1), las variables

escaladas sobre el objeto A’ (la imagen coherente de A) y el receptor D son respectivamente

p=T7/\/ ARy, 7 = (cosa+esena)§/\/ AeRy (10.1)

donde A es la longitud de onda. R4 es el radio de curvatura de A’, que en este caso coincide con
la focal de L, asi Ry = f’, a el orden fraccionario asociado al fenémeno de difraccién de Fresnel

en consideracién y € un parametro auxiliar que para el receptor plano es

2= (10.2)
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El tamano escalado del objeto Ty la distancia interpixel escalada Ao del sensor son respectivamente

T =X/\/XeRu, Ao = (cosa +esen ) Ax/\/AeR y . (10.3)

La CCD cumple el teorema del muestreo para el campo difractado si

sen «

Ao < 10.4
o< B (10.4)
entonces
(cosa + esena)Axr _ senav/AeR a4
BV = : (10.5)
)\ERA/ X
por la ecuacién 8.8 \uR
pRa
Ar < ——— 10.6
TS (10.6)
de la ecuacion 8.20 tenemos puR 4 = D y finalmente se obtiene
Az X
D> (10.7)

Si X, Az y D satisfacen la ecuacién 10.7, el campo difractado detectado es muestreado por la CCD
a la rata apropiada, lo cual permitiria interpolar el campo difractado desde sus muestras ademas

de una perfecta restitucién digital del campo objeto (superresolucién).

Es importante notar que el resultado es independiente de R4 o en este caso de la focal f.

Ley 10.1.1. La rata del muestreo de un campo objeto U4 con soporte compacto, que se difracta al

propagarse una distancia D, es independiente del radio de curvatura del campo objeto.

10.2. Técnica de microscopia

Con base en el procedimiento anterior, se puede elaborar una técnica de microscopia de superre-
solucion, dado que en teoria la restitucion del campo objeto puede ser sin limite de resolucion.
Aqui se propone la implementacién préactica de tal técnica teniendo en cuenta las limitantes fisicas

y como afectan la resolucion final del método.

Una primera observacién es la siguiente, tipicamente en los sistemas de microscopia el sensor CCD

es ubicado en el plano imagen, eso involucra dos inconvenientes:

= Como se mostrd, la CCD cumple el teorema del muestreo para una distancia que no es

necesariamente en el plano imagen.
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= Segun el teorema del muestreo fraccionario 3.1.1, si el objeto es de soporte compacto y
asi también su imagen, entonces la rata de muestreo es Az = 0, lo que significa que se deben

tomar todos los puntos del campo imagen para no perder informacion.

De este modo se puede afirmar que el plano imagen es el lugar menos apropiado para hacer un

registro digital adecuado con un sensor discreto.

En teoria hay dos limitantes a la hora de llevar a cabo el método descrito en la secciéon anterior :

1. El tamano finito del sensor.

2. El tamano de los pixeles.

Las dos deben ser tratadas independientemente, pero aqui se supondra que el segundo caso puede
ser despreciado, es decir, se suponen pixeles lo suficientemente pequenos de tal forma que se pueden

modelizar con muy buena aproximacién por distribuciones de Dirac.

El efecto de las dimensiones finitas del sensor es la de filtrar componentes “frecuenciales” del
espectro fraccionario, dado que por el teorema 3.3.1 el campo se extiende en todo el espacio para
todo D # 0, entonces la limitante en resolucién en los registros digitales no es el muestreo del

sensor si no sus dimensiones finitas, lo cual cambia drasticamente su tratamiento.

Dado un campo objeto de amplitud reducida V4(p) y la amplitud reducida del patrén de difraccion
Vs(o) a la distancia D, tal que

Vi(o) = e"“(cosa + e sen a)F,[V4l (o), (10.8)

si V4 tiene soporte compacto contenido en [—7/2,7T/2|, entonces Vg puede ser muestreada a una

sen
T

cdmara CCD puede ser modelizado por la funcién Liisne (o) Rect(o /<), donde < estd asociado al

rata menor o igual a y recuperada a partir de sus muestras. Por otra parte el efecto de la

tamano S del sensor CCD. De esta forma el campo registrado se escribe

~

V(o) = Vp(0)LLisena () Rect(o /<) . (10.9)

Llamando I, = Rect(c/s)exp (—imo? cot o), tal que

sen (—£) .
y(p) = F-alleal(p) = C_a%e”“’z coter (10.10)

sen «
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Se define Sy, las réplicas fraccionarias de V4, como

Sa(p) = F-alVelllenal(p) = D Towr[Val(p) - (10.11)

n=—oo

Utilizando las ecuaciones 10.10 y 10.11 en 10.9, se tiene

V(o) = Za[S4)(0) Fuly](0)e™ ot (10.12)

Para obtener la imagen de V4 se calcula la transformada de Fourier fraccionaria de orden —a del

campo registrado Vg, asi

Valp) = F_olZu[SA)(0)Zulyl(0)e™ ] (p)
= [SA *q y] (p)
= [ Sutetp— ety

USS

na(P—0)

o, sen (——(p — o2
— ol COta/SA(Q) (sena(p Q))e—mg COtadQ. (1013)
R

Ahora es claro el papel que juega las dimensiones finitas de la cdmara CCD. En la restitucién, un
punto del campo objeto es transformado en la funcién y (ver ecuacién 10.13). Un criterio clésico
para la resolucién es tomar el primer cruce por cero de esta funcién, entonces dos puntos en el

plano objeto serdan resueltos por el sistema si su separacion pg estd dada por
po > senafs (10.14)

por 10.1 se tiene

ro o VAER 4 sen a

10.15
VAeR,4 — S(cosa+esena)’ ( )
luego
D
To 2 %7 (1016)

donde S es el tamano del sensor CCD y ry la distancia entre los puntos objetos.

Asi para reducir el filtrado habria que aumentar S el tamano del sensor, o reducir a el orden
fraccionario, que como ¢ estd fijo (ecuaciéon 10.2) por ser plano el receptor, equivale a reducir D la
distancia entre el objeto y la cAmara, en conclusion tenemos que entre més cerca podamos ubicar

la camara CCD al objeto, menor filtrado se tendra. Combinando las ecuaciones 10.7 y 10.16 se
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tiene

AxX
-

% > D> (10.17)

10.2.1. Superresolucion

Para resolver detalles mas finos de un objeto, el método puede ser empleado en un modo de
superresolucion, el cual consiste en lo siguiente: como se mostrd, la camara CCD produce un

muestreo més un filtrado LLsne (0) Rect(o/<), y para reducir el filtrado introducido por la cdmara

dada, se tendria que reducir la distancia entre la camara y el objeto, pero a distancias D' < D la

distancia interpixel no satisface mas la ecuacién 10.7, y por esto habria un muestreo deficiente

D'\
A —_ 10.1
v> =, (10.18)

de esta manera se plantea un compromiso entre la deficiencia en el muestreo y la distancia de

observacion D para los detalles que se desean resolver.

f(p)
— 7
/W\/\AMNV\/\/_\J_LI_\I\ p
| T

fi(p) f2(p) f3(p)

FiGura 10.2: Objeto f compuesto de tres estructuras f1, fo y fo.

Sea un campo objeto f (ver figura 10.2), su transformada de Fourier fraccionaria .%,[f] puede ser
muestreada a la rata sena/T y de esta forma, tanto el campo objeto f como su transformada
pueden ser recuperadas de forma éptima segin el teorema del muestreo. Si la rata de muestreo es

sena /T’ con T" < T, entonces, no se podra recuperar f.

De este modo F_[Fo|flUsenc](p) = fa(p) para p € [=1"/2,1"/2], como se ilustra en la figura
10.3. Asi para una distancia D' < D

D'\
el sensor puede resolver solamente el campo objeto fo, es decir que se disminuye el campo de
observacién, pero se mejora la resolucion del sistema, dado que de 10.16 r, = ATD/ < ’\?D, es a lo que

se llama modo en superresolucion.
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f2(p)

FiGuRrA 10.3: Réplicas solapadas de f.

10.3. Conclusiones

Se mostré que al reemplazar un medio de registro analdgico, tal como peliculas fotograficas, por
medios de registro digitalizadores como camaras CCD, no necesariamente penaliza la deteccién, en
el sentido que el muestreo producido por la camara puede adaptarse para que se cumpla el teorema
del muestreo en el registro del campo. Esto se consigue adaptando las condiciones de registro, de

manera que se cumpla

B AxX

D
A

(10.20)

Debido a que la camara, ademas de un muestreo hace un filtrado, en el cual un punto del campo

objeto se convierte en la funcién

sen (=£) .
y(p) = F-allsal(p) = C_a%emz coter (10.21)

sen «
la resolucién esta dada por

ro 2> —

S 9

donde S es el tamano del sensor CCD y 7y la distancia entre los puntos objetos.

(10.22)

Se puede guardar un compromiso entre la resolucién y la rata de muestreo apropiada tal que se

puede implementar una técnica de superresolucién, con

S’l“o Az X
—>D>
AT TN

(10.23)

y resolver dos puntos del campo objeto que estan separados una distancia r{ < rq.



Capitulo 11

Holografia numérica por transformacion

de Fourier fraccionaria

Una de las aplicaciones de la éptica difractiva es el diseno de elementos que por difraccion efectiian

alguna funcién en reemplazo de elementos que trabajan tipicamente por refraccion.

En particular interesa calcular elementos difractivos holograficos que generan una figura de difrac-
cién volumétrica, esto obliga a abandonar el régimen de Fraunhofer y es necesario pasar al régimen

de Fresnel.

Dada la relacion entre el fenémeno de difraccion y la transformacion de Fourier fraccionaria, permite
utilizar esta transformacién como herramienta de calculo de hologramas numéricos disenados para
generar un patrén de difraccién deseado [61,66]. Para esto, se hace necesario muestrear tanto el
holograma como el del patréon de difraccion para luego ser interpolados mediante el teorema del

muestreo fraccionario.

Se buscan hologramas de solo fase dada la alta eficiencia de difraccion y la técnica utilizada se basa

en algoritmos iterativos que son reconocidos de gran calidad y de répida convergencia [74,73].

11.1. Algoritmo de calculo de hologramas

Los hologramas aqui calculados permiten obtener dos figuras de difracciéon predeterminadas en dos
planos diferentes. Hologramas con mas de un plano de difraccién ya son conocidos en la literatu-

ra [21], pero nuestro método de calculo estd mas ligado al fenémeno de propagacién del campo

89
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FI1GURA 11.1: Planos H, P, y Pg. Las zonas W, y W, son ilustradas por los recuadros en P, y
P respectivamente.

electromagnético. A partir del holograma se genera la primera figura de difraccién acompanada de
una fase cuyo papel es el de “transformar” esta figura en una segunda figura que aparece en un
segundo plano de difraccién, con esto una figura se transforma en otra por la sola propagacion del

campo electromagnético.

Sean P, y Pp dos planos. El pardmetro « es el orden de la transformaciéon de Fourier fraccionaria
que expresa la transferencia del campo del plano del holograma H al plano de observacion P, y (8
es el orden de la transformacién de Fourier fraccionaria correspondiente a la transferencia de H a
Ps (figura 11.1).

Se desea obtener las distribuciones de intensidad h;(7) en el plano P,, donde 7= (x4, Ya) v h2(q)
en el plano Py, donde ¢ = (7g,ys). Para pasar de una funcién g§ a una funcién gf , se utiliza una

transformacion de Fourier fraccionaria de orden 3 — a que expresa la difraccién de P, a Pg.

Se define las funciones g* y ¢° por
9* (1) = V() (11.1)

9°(@) = Vha() (11.2)

El algoritmo utilizado, desarrollado en la tesis de maestria en fisica [61], es el siguiente :

1. Se parte de una funcién gf* definida por:

gr () =g*(r) si TeW,, (11.3)
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gi(r)=0 si 7T¢ W, (11.4)
donde W, es la parte util del plano P,.

2. Se calcula la transformada de Fourier de orden § — o de gf(7). Se obtiene una funcién

F5-al97](q). Se denota por ¢ la fase de la funcién Fs_,[97](q).

3. Se define entonces la funcion glﬁ por
9 (@) =@ ™D si geW,, (11.5)

91 (@) = Fo-algt)(@) si G& W, (11.6)
donde W, es la parte 1til del plano Pg.

4. Se calcula la transformada de Fourier fraccionaria de orden —f de glﬁ , que se denota como
F519)(3).

5. La funcién ﬁ_g[glﬁ |(5), donde § = (z,y), es una funcién de valores complejos, de la que se

utiliza solo la fase; es decir, que si
F5l00)(3) = | F-5[g)(3)] 7, (11.7)
entonces se define la funcion f{r por
13 = 9@ (11.8)

6. Se introduce la funcién f; que es entonces la version cuantizada de flT .

7. Se calcula Z,[f1](7) (transformada de Fourier fraccionaria de orden a de f;). Se denota por

Y la fase de la funcion %, [f1](7).

8. Se define entonces la funcién g5 por
g2 (7) = g*(7) e s FeW,, (11.9)

G (F) = ZulF)(F) si FEW,. (11.10)
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Este algoritmo genera tres funciones : (g5), (gf ) v (fj)- Sicy es el nivel de ruido aceptado en P, y

cy el aceptado en Pg, se detiene el calculo cuando j alcanza el valor J tal que

/ e — | ZfIPPdF < ey / \he — | ZHIIPPAT < . (11.11)
Wi

Wy

La cuantizacién consiste en pasar desde la funcion de fase continua ij a la funcién de fase cuantizada

fj en Z niveles de fase, donde el paso de cuantizacién es A = 2w /Z. Entonces

i) e{—m+A —m+2A,--- 7). (11.12)

11.2. Resultados simulados

Para el calculo de hologramas se tomaron los retratos de Huygens y Fresnel para hy y ho respecti-
vamente. El resultado para un holograma de fase cuantizada binaria 0 o 7, se muestra en la figura
11.2.

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

F1GURA 11.2: Holograma binario (niveles de fase 0 y 7).

La figura 11.3 muestra lo que se obtiene en los dos planos P, y Pg. Tratandose aqui de simulaciones

numéricas.

El ruido que aparece en estas simulaciones es de origen numérico, es decir, que el algoritmo se detiene

para valores de ¢; v ¢o que son diferentes de cero, este error puede reducirse significativamente, ya



Capitulo 11. Holografia numérica por transformacion de Fourier fraccionaria 93

100 200 300 400 500 600 70 800 800 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 800 1000

FIGURA 11.3: La imagen a la izquierda corresponde a § = 0,67/2 y la imagen a la derecha
B =0,97/2.

sea, permitiendo un tiempo de cdlculo mayor o, mejor, mediante la implementacion de técnicas de

optimizacion [73].

11.3. Resultados experimentales

Los hologramas se realizaron en la Ecole Nationale Supérieure des Télécommunications de Bretagne
y se observaron resultados fisicos que concordaron con las simulaciones. Las restituciones épticas

fueron realizadas y registradas mediante una cdmara CCD(ver figura 11.4).

FIGURA 11.4: Resultados experimentales. En el plano de difraccion P, se tiene la imagen de
Fresnel, y en Pg la imagen de Huygens.

El algoritmo desarrollado genera un holograma f;. Este holograma por difraccion en el régimen
de Fresnel genera la primera figura de difracciéon |¢5(7)|* &~ hy para 7 € W, en el plano P,, asf la
funcién de fase 1, y el médulo del campo |g$(7)| son tales que por difraccién produce |g5(q)|? ~ hy

para ¢ € W, en el plano Ps.
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En la figura 11.5 se muestran los registros, mediante el uso de una CCD, plano a plano entre P,
donde se tiene |¢%(7)|? hasta el plano Ps donde se tiene |g7(7)[2, con esto se aprecia como la sola

propagacién transforma una imagen en la otra.

F1GURA 11.5: Difraccién desde el plano P, hasta el plano Pg.

En las restituciones opticas aparece un ruido adicional al ruido numérico, este ruido adicional es
producido por la coherencia espacial del campo difractado sumada a la fase que acompana al patron

de difraccién, la cual es vista como aleatoria [14, 74|, produciendoce asi speckle.

11.3.1. Réplicas del patron de difraccién

Aqui se muestra como el modelo tedrico concuerda con la restitucion 6ptica. Dado que los holo-
gramas numeéricos luego de su fabricacion estan pixelizados, esto equivale a un muestreo del campo
objeto, luego su patrén de difraccion de Fresnel debe estar compuesto de réplicas tal como lo

expresa la ecuacion 3.2.

Ficura 11.6: Réplicas en el patrén de difraccion de Fresnel.
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Haz laser

Objetivo de focalizacién

Patadel circuito integrado

ST T s SsT s s s s s ss s s s s s T < Tarjeta electrénica

Circuito integrado

FIGURA 11.7: Principio del haz para soldadura laser. El haz ilumina la soldadura en pequena
zona en torno a la pata. Si la mancha es anular, el haz sélo ilumina la superficie alrededor de la
pata.

Para registrar varios érdenes de difraccién es necesario el empleo de una lente de pequena longi-
tud focal para reducir las dimensiones del patrén de difraccion pero el ruido tipo speckle es mas

importante. La figura 11.5 muestra total concordancia con los calculos tedricos del capitulo 3.

11.4. Puesta en forma de la mancha focal de un robot de

soldadura laser

La industria electrénica utiliza robots para soldar las “patas” de los componentes electrénicos,
como los circuitos integrados de tarjetas electronicas. El haz de luz de un diodo laser de potencia
(alrededor de 30 W), se centra en la pata y soldadura en una pequena area en la base de la pata
(ver Figura 11.7); la absorcién de la luz por la soldadura la derrite soldando la pata a la tarjeta.
En este proceso, es necesario ajustar el poder de la luz y el tamano de la mancha, tan exactamente

como sea posible para no danar la tarjeta o los componentes electronicos.

En los sistemas existentes, el perfil del haz es gaussiano, en la medida en que el haz del laser de
diodo es Gaussiano. La iluminacién es en el eje de la pata, asi la mayor parte del flujo luminoso
calienta la pata, mientras que seria conveniente realizar una pequena zona de calor alrededor de la
base de la pata. Para ello seria necesario un zona focal anular. Esto se hace posible mediante los

componentes difractivos realizados bajo este trabajo.
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Varios componentes calculados han sido producidos y estédn ilustrados por las figuras 11.8. Los
hologramas se realizaron en la Ecole Nationale Supérieure des Télécommunications de Bretagne

y en la figura 11.9 se muestra un reconstruccion del difusor mediante un perfilémetro. La figura

Ficura 11.8: Componentes difractivos a cuatro niveles de fase (a la izquierda) y ocho niveles

(a la derecha) calculados para funcionar en el régimen de Fresnel. (Imagenes proporcionadas por

un microscopio de interferometria de luz blanca, los diferentes niveles de gris indican diferentes
niveles de la fase).

i 65,700 hin Iriag€ PiflGitii’ 7 Falry i U 1 Image Froflométiie -7 Foints

(.0 im L.0M0 1m

Dae - 20,0807  15:33:50 Rt 1488700 nm Re 242671 nm Date : 30,0807 : 15:27:56 Rt 1438400 nm Ra:137.281 am

Grandissement | x5,0 Rim : 604,200 rm Rms ;251894 nm Grandissement | x0,0 3tm : 387,400 nm Rms : 182,980 hm

Dmengionlatérale (924 m x0T UM Dmengion atérale (024 um x0T UM

FIGURA 11.9: Perfil de un componente difractivo a dos niveles (a la izquierda), a cuatro niveles
fase (a la derecha).

de difraccién de estos elementos es un anillo (véanse las figura 11.10). En cualquier caso, hay un
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FicuraA 11.10: Figuras de difraccion de diferentes elementos fabricados para un radio interno de
1mm. y radio externo de 2mm.

punto brillante en el centro del campo. “Este es el orden 0 de difraccion”, que en la practica es
dificil de eliminar. Sin embargo, para la aplicacién aqui prevista (soldadura léser), el punto central
del campo no es un problema; mejor: es ttil. Su presencia nos permite calentar la punta de la pata

que desea soldar para obtener un mejor fijado del material de soldadura.

11.5. Ruido presente en la restitucion éptica del holograma

Los hologramas luego de fabricados presentan dos tipo de ruido:

1. Ruido numérico.

2. Ruido 6ptico (coherente).

El primero es debido a que el algoritmo se detiene para valores de errores ¢; # 0y ¢co # 0; y
esto es precisamente porque el error solo puede ser cero si la solucion analitica existe, lo cual en
principio no se puede garantizar; y por otra parte porque los métodos de céalculo son aproximaciones
numéricas del fenémeno fisico, asf sélo se pude esperar |¢5(7)|* ~ h; para 7€ W, y | gﬁ(d’)[z ~ hy
para ¢ € W,. Este tipo de error puede reducirse considerablemente introduciendo mejoras en los
métodos y técnicas utilizados, lo cual no hizo parte de este trabajo pero que sera tomado en cuenta

para posteriores trabajos.

El segundo origen de error es debido a que en todo el proceso, se ha buscado obtener una distribu-
cién de intensidad en un plano dado. Sin embargo los hologramas numéricos, una vez realizados,

funcionan en optica coherente, en el sentido de que este es el campo que es difractado. Resulta
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de ésto un grado de libertad en el campo difractado ya que sélo nos interesa la intensidad, y la
fase del campo para esta clase de aplicaciones no es importante. Mas precisamente, los algoritmos
utilizados atribuyen a la fase del campo difractado valores que vemos como aleatorios [14]. Esto

facilita el célculo del campo pero introduce speckle en la figura de difraccion.

Se proponen dos posibles soluciones para reducir el ruido coherente o speckle en los hologramas
. . * . ’ . . ~ ’
“fraccionarios”,”, una primera técnica basada en la aleatoriedad de la fase que acompana el patrén

de difraccion y una segunda técnica basada en el teorema del muestreo fraccionario.

11.5.1. Técnica de reduccién del speckle por fases descorrelacionadas

Para tal problema se ha encontrado una solucién. Su principio reposa en el hecho de que en el
calculo de un holograma numeérico por los algoritmos mencionados, la fase 1; del campo difractado
es aleatoria. Si se hacen dos cdlculos sucesivos, se obtienen soluciones pero las funciones de fases son
diferentes. En otros términos, se obtienen dos funciones f; diferentes. La idea consiste entonces en

calcular varias funciones de transmisién del holograma y desplazados sobre la pupila del holograma

Fy(5) = %Zf}")(??), (11.13)

tal que la transformada de Fourier fraccionaria de orden « estd dada por

G5 = Y Zlf@)
n=1
= > g5
n=1
= 3 lg5 (e (11.14)
n=1

Si el algoritmo es de minimo error, es decir, que ¢; ~ 0, entonces podemos hacer |g§™M ()| =

952(7)] = ... 195(7)| para 7' € W, y con esto

E{G5(")} = ¢5("|E {Z emf]”)(m} para 7€ W,. (11.15)

n=1

* . , . . . ’ .
Designamos por este término los hologramas que se han calculado por los algoritmos que funcionan en el régimen
de Fresnel.
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€Y (b) (©)

FI1GURA 11.11: Correccién de speckle. a) Resultado esperado, b) restitucién con speckle y c)
reduccién del speckle por hologramas descorrelacionados (16 hologramas).

Cada una de estas funciones genera la misma distribucion de intensidad en el plano P,, pero los
campos difractados difieren entre ellos por las funciones de fases aleatorias wf,”) y, por hipdtesis

estan descorrelacionadas, en promedio se compensan, resultando
E{G5(7)} ~ klg5 (7], (11.16)

donde F {ZZ; eiwf,")(r*)} ~ k una constante, resultando en una reduccién del speckle (ver figura
11.11).

11.5.2. Técnica de reduccion de speckle por réplicas fraccionarias

Otra solucion a la reduccién del speckle se basa en una técnica ya conosida para hologramas de
Fourier [75,76] que puede ser implementada con base en el teorema del muestreo fraccionario.
Se replica el holograma utilizando el operador traslaciéon fraccionaria a la funcién de transmisién
calculada f;(el andlisis se hard unidimensional por simplicidad en la notacién), de este modo
tenemos -
S(s)= > Fupalfills). (11.17)
n=—oo

De eso resulta un muestreo en el plano de Fresnel P,, tal que

FalS)(r) = g5(5) 2 S 5(5—nsega). (11.18)

Las réplicas son hechas de modo que la rata de muestreo en el patréon de difraccion coincida
con la pixelizacion de los calculos ntumericos, asi solo son restituidos los puntos del campo que

corresponden a los utilizados en el algoritmo, de este modo no hay degradacién en la figura de



Capitulo 11. Holografia numérica por transformacion de Fourier fraccionaria 100

difraccion pero si una reduccion del speckle, el cual en muy alta probabilidad se encontrara entre

las distribuciones de Dirac donde la restitucién del campo es nula.

11.6. Conclusiones

Con base en el hecho de que la transformacién de Fourier fraccionaria traduce mateméticamente
el fenémeno de difraccion, se puede utilizar esta transformacion como una herramienta de célculo

en procesos en los cuales interviene tal fenémeno.

Se ve que el patrén de difraccion de un objeto muestreado, tal como lo hologramas aqui presentados,
estdn compuestos por réplicas (ver figura 11.6), efecto que estd en concordancia con la ecuacién

3.2, cuyas réplicas pueden ser representadas por una operacion de traslacion fraccionaria.

Se propone una solucién al problema de la puesta en forma de la mancha focal de un haz laser cuyo
perfil es tipo gaussiano. A partir de este campo, luego que es modulado por un difusor holografico,
se genera un patrén de difraccion con forma de anillo, para luego ser aplicado en un sistema de

soldadura laser.

Debido a que el campo utilizado para la restitucién 6ptica de los hologramas es coherente, esta
restitucion se verd distorsionada con respecto a las restituciones numéricas por la presencia de
un ruido tipo speckle. Para reducir esta distorsiéon se proponen dos soluciones, una técnica que
utiliza hologramas descorrelacionados y otra técnica que adapta una ya conocida para hologramas
de Fourier [75]. Estas técnicas no han sido implementadas atn y se espera su inclusién en trabajos

posteriores.



Conclusiones generales

El operador de traslacién fraccionaria constituye uno de los elementos claves en el tratamiento
de senales por transformacién de Fourier fraccionaria, a partir de cual se obtuvo buena parte de
los resultados tedricos de esta tesis. Se espera que sea 1til en la caracterizacién de sistemas que

presenten “invariancia” a la traslacion en la forma de una traslacion fraccionaria.

Se mostré un teorema de muestreo para funciones de a-banda limitada, del cual el teorema del
muestreo de Shannon-Whittaker es un caso particular para a = 7/2. Con este teorema se amplia
el rango de accion del andlisis arménico a un mas amplio conjunto de funciones que tengan soporte

compacto en algin dominio fraccionario de Fourier.

Se define la nocién de convolucién fraccionaria [f *, g]. Esta definicién resulta como una necesidad,
luego de que se exija una formulacion integral del producto de convolucion fraccionario. A partir
del producto de convolucién fraccionario, se define el producto de correlacion fraccionario [f ®,, g].
Los productos de convolucién y correlacion fraccionarios son invariantes bajo una traslacion frac-
cionaria. Es posible que algunos instrumentos de medida presenten una distorsion en la forma de
una convolucién fraccionaria como se mostro para la holografia digital. Es importante notar que la
ecuacion 10.13 representa el efecto del instrumento sobre la medida del campo, lo cual significa que

la convolucién fraccionaria constituye un buen modelo del proceso de medida en tales situaciones.

con esto

—a)

Se define la peinilla de Dirac fraccionaria LI, la cual cumple Z,[LL,.,] = CoTlsina,
T K
el teorema del muestreo fraccionario, se escribe
a |sina|

C—ozf(x)l—u%;a(x)e_mx2 ot = TI—I—IB§—OL *—a foe(l'oz) :

Hay buenos indicios que indican que esta Peinilla fraccionaria, ademés de simplificar varios trata-
mientos, permitira llegar en forma correcta a un tratamiento discreto para funciones seudo-periodi-

cas.
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Se introduce la nocién de estacionariedad en el sentido fraccionario, donde si una funcién aleatoria
X, es estacionaria en un sentido fraccionario, entonces no es estacionaria en el sentido estandar,
as escribimos [X ®, X](t,t — 7) = [X ®, X] (7). Se introduce el concepto de ergodicidad en

autocorrelacién fraccionaria, es decir, P({w : [X ®, X| = [X ®, X]|_}) = 1. Ademés se introduce

w
el concepto de ergodicidad en densidad espectral de potencia fraccionaria, asi se tiene P({w : S§ =

S2}) = 1. Por intermedio de un teorema de Wiener-Kinchine fraccionario, podemos escribir
Fo | X ®o X] (Va)e ™ = S¢ (1) .

Como el operador Traslacién Fraccionario es una transformacién unitaria hay la posibilidad que
esté asociado a una transformacion métricamente transitiva que preserve la medida (transformacién
ergddica), y asi poder hacer uso del Teorema Ergédico de Birkhoff para formalizar la nocién de

ergodicidad en el sentido fraccionario.

Se muestra un teorema del muestreo fraccionario para senales aleatorias ergédicos en autocorrela-
cion, que tengan densidades espectrales de potencia con a—banda limitada, en cuyo caso la formula

de interpolacién se convierte en un estimador de la senal de la forma

[ee] .
g 12 S1n & i 7L2 sin a cos o . B
Xw (t) — emt cot o § Xw n e L I sine : t—n
B sin o

n=—oo

Este teorema es de gran utilidad practica, dado que en la naturaleza son muy contados los procesos
deterministas, mientras que los aleatorios son innumerables y es alli donde un muestreo para estos

procesos es indispensable.

~

Se propone un estimador de una senal con base en la convolucién fraccionaria, dado por Y, =

[X,, *q h] Se encuentra una ecuacién integral dada por

Y 80 X)0) = [ HO)TsalX w0 X0 ™ s,

t;

cuyo caso particular para o = m/2 es la ecuacién de Wiener-Hopf. El tratamiento es adaptativo,
lo cual le permite ser aplicado a senales no estacionarias, donde para cada realizacién es necesario

adaptar el parametro «,, que permita una éptima separacion de los espectros fraccionarios.

Se muestra un esquema Optico para el registro de filtros complejos, registrados holograficamente
con una onda referencia esférica, cuyo caso particular para a = 7/2 es el sistema Vander Lugt. Se

ilustro un sistema para correlacion fraccionaria por transformacion de Fourier fraccionaria conjunta,
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donde las fases son adaptadas mediante el uso de un biprisma de Fresnel. Estos dos sistemas
conforman las bases para el tratamiento andlogo coherente de las senales épticas, al igual que en

los casos estandar, se espera que resulten aplicaciones en el tratamiento de la informacion.

Se mostré como se puede adaptar una camara para que se cumpla el teorema del muestreo en
el registro del campo, y ademas produzca un bajo filtrado de las componentes del “espectro”

fraccionario, resultando

Sro Az X
—>D> .
AT T A
Asi se guarda un compromiso entre la resolucion y la rata de muestreo, que permite implementar

una técnica de super-resolucién.

Como la transformacion de Fourier fraccionaria traduce mateméaticamente el fenémeno de difrac-
cion, podemos utilizar esta transformacion como una herramienta de cédlculo en procesos en los
cuales interviene tal fenomeno. Los resultados experimentales que se obtienen a partir de hologra-
mas calculados haciendo uso de esta técnica, mostraron concordancia con las predicciones tedricas,
lo que posibilita su utilizacion en diversas aplicaciones, por ejemplo, en la soldadura laser como lo

hecho aqui.

Para reducir la distorsién que se produce por la presencia de speckle, se proponen dos soluciones,
una técnica que utiliza hologramas descorrelacionados y otra técnica que adapta una ya conocida
para hologramas de Fourier. Estas técnicas no han sido implementadas aun y se espera su inclusion
en trabajos posteriores. Es importante notar que antes de este trabajo no se conosen técnicas de
reduccion de speckle para hologramas de Fresnel, lo cual es uno de los aportes préacticos de esta

tesis.



Apéndice A

Transformacion de Fourier fraccionaria

A.1. Base Hermite-Gauss

La base llamada Hermite-Gauss es una base Hilbertiana de £?(R) dada por

Ii2 1/4 1 2.2
= (= 2 Al
Halo) = () e ) (A1)

donde "
H,(V2rz) = (—1>ne2m2d—e*2m2 : (A.2)

xTL

son los polinomios de Hermite.

El principal interés de esta base se desprende del hecho que son funciones propias del operador

transformacién de Fourier .%, lo cual es evidente si se reconocen como solucién de la ecuacion

EI@) | g (% - x2) flz)=0, (A.3)

da?

diferencial

asociada con el oscilador arménico mecanico cuantico o en la propagacién de la luz en medios de

gradiente de indice cuadraticos. La transformada de Fourier de esta ecuacion es

%V(;/) + 47° (2”—;1 - y2> F(v)=0. (A.4)
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Una consecuencia muy importante de este resultado es que sera muy fécil calcular una transformada

de Fourier de una funcién f(x) representada en la base Hermite-Gauss:

o0 [e.o]

f2) =3 e Hala) 2 fo) = Y e e, Ha(v), (A.5)

lo cual es muy 1til, particularmente en mecénica cuantica.

A.2. Transformacion de Fourier fraccionaria

Para encontrar la transformacion de Fourier fraccionaria Namias debid considerar % como un

operador diferencial lineal

Frj2olHa(2)) = "5 [Hu(2)). (A.6)
El problema ahora es construir un operador que satisfaga la ecuacién de valores propios
FolHu(x)) = e[ Hu(2)) - (A7)
Este operador .%, se puede representar en la forma eV tal que
N M, () = ™[ H(2)) (A.8)
donde N es el operador ntimero, tal que
NIHn(z)) = n|Ha(2)) , (A.9)

dado por
N =l (A.10)

y los operadores 7 v /T son los operadores aniquilacién y creacién respectivamente.

Definiendo los operadores multiplicacién de coordenadas y el operador diferenciaciéon (Cohen-
Tannoudji, Diu y Laloé 1977 :149) [19]

UMW) = uf(u), (A.11)
(Df)(u) = (i2m)” (A.12)
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Se prueba que el conmutador [U, D] = %I . Con base en estos se puede escribir

U+iD
g = V2 , A.13
VI (A13
ot = vad =P (A.14)

V2

por lo tanto
1

N =o' = 1(U* +D?) — 5 (A.15)
Con lo cual, si @ = a7, se tiene .7 = ¢@3N'_ En este tratamiento la potencia a de la transformacién
no se limita a los nimeros fraccionarios, en general podria ser visto como un hipercomplejo (ver

Pellat-Finet [53]), pero aqui se limitard a los reales, por tanto

F = F, (A.16)
T = F°=7r, (A.17)
P = 2, (A.18)
FOFt = Fotb, (A.19)

A.2.1. Representacion Integral

La forma diferencial es muy util para encontrar un buen ntimero de propiedades, pero a su vez no
es préctica para el cdlculo de transformaciones, asi que una forma integral se hace necesaria para

realizar los célculos.

Toda funcién f(z) € L?(R) se puede desarrollar de la siguiente forma

o0

f@) =Y aHu(zx) donde a, = / N H, () f(z)dz, (A.20)

n=0
entonces su transformada es

Fuof(x) = Z aneH, (). (A.21)

Insertando a,, de la ecuacién A.20 en la ecuacién A.21 y usando la férmula de Melher basada en la

representacion integral de los polinomios de Hermite

>

n=0

¢}

ino |:47r$$/eia _ ei2a27r(a:2 + 33/2) <A22)

H,(V2rz)H,(V2rz') = (1 — )" exp o2
— el (6%

\)

npl
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En la ecuacién A.21 con k = /27, entonces

Fufte) = | OOZei”“Hn(x’)Hn(x)f(x’)dw’

[e.e]

_ 3 / dle ) (o)) Z oI H,(V2r2')H,(V27z)

g~ m(@*+a?) drzx’e’® — 2me(z? 4 2?)
_ / /
— \/_/ — —— ( )exp[ [ oa }dl‘

2% 4+2?) —ia/2 ,—iT ; N 1e%
_ / trt)gmial2g /4f(x’) exp {zwam’ — ime(z? +x’2)1d1_,

v/ sen o sen «

_ [T e_ia/ge_i”/4f(x,) exp {z’%mx’ — imcos ax?® + :c’Q)} " (A.23)
— 00 v/ sen o Sen «
entonces .
yaf(m) _ Caefiﬂm’Q cot / f(l,/>efifrx2 cot aeiZﬂx:E’/sen ad! : <A24)

ei(sgn(sen ) {r — %)

\/|sena|

«a por —« en la ecuacion A.24.

donde la funcién C,, = la introdujo McBride [34], asi la inversa se obtiene cambiando

A.2.2. Propiedades

Teorema de Parseval:

/Rf(x)mdx:/Rfa(xa)ga(xa)dma. (A.25)

Teorema de la traslacion:

2

Folf (@ = Ol(T0) = fala — ( cosa)e™ e eosam2rad) (A.26)

Teorema de la modulacién:

2

ya[f<x)efi27rux](xa) — fa(xa — vsen a)eiﬂ’cosa(u sen a—2x,V) ] <A27)

Teorema del escalamiento:

’

y COSZOK /
Falfo/) o) = Vool Tooma et (o) g, (4, SR

Se1n «

donde cot o/ = 2 cot a.



Apéndice B
Convolucion y correlacién

Se denota 7;[f] la funcién f trasladada por 7 (7 € R) definida por

T[fl(z) = f(z = 7). (B.1)

El operador 7 es el operador de traslacion. Este operador compone de la siguiente forma 7,07, =

T4,y forma un grupo conmutativo.

El producto de convolucion de f y g es definido por

(f + g)(x /f o(z — u)d (B.2)

- /R f ()T, lg)(x)du. (B.3)

que es

El producto de correlacion es definido
(F)) = [ fwsl= . (B.4)
donde g(z) es el complejo conjugado de g(x). La ecuacién B.4 se puede escribir como

(f ® g)(a / f(u (B.5)

El producto de correlaciéon puede ser deducido del producto de convolucién por f ® g = f * P|g].

Comparando B.3 y B.5, vemos que se diferencian en un complejo conjugado, pero ademads, la
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traslacion es en la variable de integracion u para la convolucion, y en la variable de salida x para

la correlacién.

La invariancia a la traslacion del producto de convolucién se escribe

T gl = (T[f]xg9) = (f * T-[g]),

la cual usando B.2 y B.3 se puede escribir

T(f gl / T.[f (@i = | f)Trlg)(x)du.

Para la correlacién se tiene similarmente

T ® g« / T Tgl@du = | fu) T gl@)du.

(B.6)

(B.7)

(B.8)
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