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INTRODUCCION

Estimulados por el interés de investigaciones fundamentales y aplicaciones tecnoldgicas, en
las dos ultimas décadas se han fabricado y analizados una gran variedad de sistemas
semiconductores de baja dimensionalidad. Los semiconductores [1-3] tienen gran
aplicacion practica debido al amplio rango de alteracion de sus propiedades, cuando se les
incorporan impurezas adecuadamente escogidas y en forma controlada. La escogencia de
estas inhomogeneidades, se explotan en la actualidad para producir heterojunturas
semiconductoras de baja dimensionalidad tales como, superredes, pozos (QW), hilos
(QWW), y puntos cuanticos (QD). Estas heterojunturas se construyen mediante la
deposicion alternada de capas de materiales semiconductores con bandas prohibidas
diferentes, colocadas de tal manera que se restringe el movimiento de los portadores de
corriente, en una, dos y tres direcciones dando origen asi, al confinamiento de particulas en
dos, uno, y cero dimensiones.

Por tener dimensiones caracteristicas comparables a la longitud de onda de De Broglie
asociadas a los portadores de carga, estos materiales de la nueva generacion (sistemas de
baja dimensionalidad), operan en el régimen cuantico y son particularmente sensibles a las
variaciones de escalas (atdmicas) en geometria y composicion. Debido al confinamiento
cuantico, el cual cambia la dimensionalidad del espacio, se modifican las propiedades
electronicas y vibracionales de estos sistemas y por tanto exhiben propiedades fisicas
diferentes a la de los semiconductores en el volumen con cambios significativos en sus
propiedades Opticas y de transporte [4-8]. Los estados ligados de los portadores de carga
(impurezas aceptoras, donadoras neutras y cargadas, excitones etc.), en estas heterojunturas
se hacen mas estables y las lineas en el espectro de absorcion se hacen mucho mas finas y
bien definidas lo que amplia el rango de posibilidades para el disefio y fabricacion de
dispositivos opticos y electronicos.

El andlisis de las energias de los portadores de cargas y sus variaciones con el cambio de
los tamafios de las heterojunturas y bajo la influencia de campos externos requieren unos
calculos cuidadosos que deben tener en cuenta tanto los efectos de correlacion electronica
como la no homogeneidad de los parametros del sistema (potencial de confinamiento, masa
efectiva, constante dieléctrica, etc.). Ademas las propiedades Opticas y de transporte de
materiales semiconductores (tanto en el volumen como en sistemas de baja
dimensionalidad) dependen fuertemente de la presencia de impurezas, por eso en las
ultimas décadas se ha incrementado el interés en el estudio de los efectos producidos por
las impurezas donadoras neutras D° y negativamente cargadas, D™ en estos sistemas [9,10].
Bastard [11] fue el primero en estudiar tedricamente una impureza donadora neutra en un
pozo cuantico usando la aproximacion de mas efectiva. Después de esto, el modelo de
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Bastard se ha extendido y se ha aplicado para analizar las propiedades de una impureza
(D7) que es el analogo del i6n A, uno de los mas simples sistemas de pocas particulas con
un solo estado ligado [12]. Desde los primeros dias de la mecanica cuantica se ha
establecido que la correlacion electron-electron juega un papel muy decisivo en el enlace de
un segundo electron [13,14]. En 1958, Lampert [15] fue el primero en sugerir la existencia
de donadores negativamente cargados en semiconductores en el volumen, pero la evidencia
experimental concerniente a este hecho llego a estar disponible mucho tiempo después,
debido a que como la energia de enlace del D™ es muy pequefia (corresponde a
aproximadamente el 5.55% del correspondiente valor para una impureza D’ [16]), este
puede ser formado en semiconductores en el volumen solo bajo condiciones metaestables
[17]. La situacion cambia radicalmente en las heterojunturas semiconductoras, donde
debido a un confinamiento fuerte, la energia de enlace del D™ se incrementa de manera que
estos sistemas pueden observarse experimentalmente en condiciones de equilibrio, bajo la
accion de un campo magnético hasta en temperatura ambiente [18-22].

Los efectos de confinamiento cuantico sobre la energia de enlace tanto de impurezas D’
como D en diferentes heterojunturas semiconductoras han sido analizados en un
considerable nimero de investigaciones tedricas [21-33]. Los métodos Monte Carlo y
variacional se han usado para calcular la energia de enlace del estado base de un D™ en
pozos y puntos cuanticos. En el célculo variacional para D™ en QW y QD se ha usado
funcion de prueba tipo Chandrasekhar y modificado. Por ejemplo, en los trabajos de las
referencias [29,33] se uso una version simplificada de la funcion de prueba tipo
Chandrasekhar, la cual permitié reducir el orden de las integrales multidimensionales
considerando la correlacion electron-electrén solo en el plano perpendicular al eje de
crecimiento de la heterojuntura. Sin embargo, se sabe de la teoria de los sistemas atdmicos
con dos electrones que la mejor concordancia entre los resultados tedricos y experimentales
ha sido obtenida usando una funcion de prueba tipo Hylleraas, con la cual el nimero de
parametros lineales se puede aumentar sin ninguna restriccion [12,13]. Esta funcion de
prueba fue usada también para calcular la energia del estado base de un D~ en
semiconductores en el volumen, usando 35 pardmetros lineales variacionales [16]. Pero
desafortunadamente la ventaja de esta funcion de prueba desaparece para el D™ en
heterojunturas semiconductoras con un potencial de confinamiento anisotropico, debido al
incremento en el numero de integrales multidimensionales que se deben computar en cada
paso del procedimiento variacional. Sin embargo uno puede aprovechar la ventaja de las
funciones de Hylleraas usando un procedimiento matematico, el cual permite considerar un
medio real anisotropico como si este fuera isotropico pero con una dimension reducida no
entera.

Este enfoque fue primero aplicado por He [34], para analizar problemas del estado solido.
He estudio las transiciones Opticas en semiconductores fuertemente anisotropicos utilizando
para el exciton, el Hamiltoniano hidrogenoide en un espacio efectivo de dimension
fraccionaria propuesto por Stillinger [35]. Esta idea de sustituir el espacio real
anisotropico, por otro isotropico, pero de dimension reducida fue mas tarde aplicada por
Lefebre y co-investigadores [36-38] para analizar los estados de energias de un exciton y el
espectro de absorcion en QWs y QWWs. Ellos consideraron la dimension fraccional como
un parametro fenomenologico relacionado con la geometria de la heterojuntura y usaron en
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sus calculos una simple dependencia exponencial de este pardmetro sobre la distancia
promedio entre electréon y el hueco en el estado libre. Recientemente Oliveira y co-
investigadores [39-40] propusieron un método diferente para determinar la dimension
fraccionaria apropiada en QWs, QWWs, QDs y superredes (SLs), ajustando la energia del
estado base de un modelo hidrogenoide isotropico en un espacio de dimension fraccional, al
valor correspondiente en un sistema tridimensional real. En la ultima década el modelo de
espacio con dimension fraccionaria, ha sido exitosamente usado para describir propiedades
de donadoras poco profundas y excitones, espectro de absorcidon e interaccidon exciton-
fonon en heterojunturas semiconductoras. Sin embargo, hasta ahora este simple método no
ha sido aplicado para estudiar las propiedades de las donadoras negativamente cargadas.
Esto debido tal vez, al hecho de que los efectos de correlacion relacionados con la repulsion
entre los dos electrones en este sistema sugieren la aplicacion de métodos que no utilicen
las aproximaciones auto consistentes, en las cuales la dimension fraccionaria se toma como
fija para todas las partes de la heterojuntura. El problema de un D~ requiere de una
definicion mas rigurosa de la dimension fraccional, la cual debe tomar en cuenta su
variacion local.

El concepto de dimension fraccionaria fue introducido por Mandelbrot [41], quien fue el
primero en estudiar objetos geométricos con estructura auto similar, dandoles a ellos el
nombre de fractales. La dimension fractal en la teoria de Mandelbrot se define como un
parametro de escalamiento, el cual relaciona la masa del objeto a medir, con su tamafio, por
un conjunto de cajas cuya forma reproduce la geometria del objeto y cuyo tamafio se
aproxima gradualmente a cero. La formula propuesta por Mandelbrot da el mismo valor de
la dimension fraccionaria para todos las partes de los fractales exactos. Para estos fractales
en coordenadas esféricas, la dependencia del Jacobiano con el radio que describe el

escalamiento, se define a través de una funcién potencial J ~r" con n entero o
fraccionario. En contraste la densidad de carga dentro de una heterojuntura no puede ser
considerada como un objeto auto similar y por consiguiente su dimension real puede ser
definida solo localmente y no en todo el espacio y la dependencia del Jacobiano con 7, no
es una funcion potencial. Desde nuestro punto de vista, el método de dimension
fraccionaria que se ha usado hasta ahora solo se puede considerar como una aproximacion
donde la dimension fraccionaria (definida solo como un promedio) se introduce para
heterojunturas que no son objetos auto similares y por lo tanto se requiere un analisis
adicional para aclarar los limites de aplicacion de este método.

Segun la teoria de Mandelbrot, la auto similitud de un objeto o de un proceso puede ser
relacionada con la dependencia del Jacobiano con el tamafio del objeto: si esta dependencia
se describe a través de una ley de potencia, donde el exponente de esta ley sea entero o
fraccionario, el objeto puede considerarse como auto similar. Por ejemplo, si una ecuacion
diferencial que define alguna caracteristica de un objeto, contiene el Laplaciano en
coordenadas esféricas con el Jacobiano que depende del radio como "', entonces este
objeto puede ser considerado como auto similar (fractal), con dimension fraccionaria D
siendo D entero o fraccionario. Con el objetivo de buscar la posibilidad de describir las
impurezas como objetos con una dimension fraccionaria, en este trabajo, presentamos un
procedimiento variacional general, en el cual las ecuaciones de onda para un D° y un D~
centrados y descentrados en una heterojuntura semiconductora con caracteristicas
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fuertemente anisotropicas son reducidas a unas similares en un espacio efectivo isotropico
con un Jacobiano cuya dependencia con el tamafio de la heterojuntura, en general no es una
funcion potencial. El Jacobiano de la ecuacion de onda esta dado por la distribucion radial
de la densidad de carga correspondiente al estado base del electron libre en la heterojuntura.
Para dar una interpretacion geométrica a este resultado, consideramos la densidad de carga
como un objeto fractal y analizamos un conjunto de cajas esféricas con el centro en la
posicion de la impureza. Siguiendo un procedimiento a partir de la definicion de
Mandelbrot, definimos la dimensién de este objeto como un pardmetro de escalamiento que
relaciona la carga de la caja con el radio de la misma. Como la dependencia del valor de la
carga con el radio de la esfera en la heterojuntura no tiene la forma de una ley potencial, la
dimension fraccionaria en nuestro procedimiento solo puede definirse localmente. A pesar
de que encontramos que este objeto puede considerarse como auto similar solo
aproximadamente, llamamos a este procedimiento como el método de dimension fractal ya
que la dimension la definimos partiendo de la teoria de Mandelbrot. Uno de los meritos de
este método es que proporciona un algoritmo unificado para realizar los célculos de la
funcion de onda y la energia de sistemas de pocas particulas, el cual puede ser aplicado a
diferentes heterojunturas con forma arbitraria.
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1. FUNDAMENTOS BASICOS

1.1 HETEROJUNTURAS SEMICONDUCTORAS

En las dos ultimas décadas se han desarrollado un gran nimero de investigaciones teodricas
y experimentales en nanoestructuras semiconductoras o sistemas de baja dimensionalidad
QWs, QWWs, QDs, y SLs compuestos por mas de un material semiconductor con
propiedades diferentes en su composicion. El inicio de esta nueva época de la
nanotecnologia, se dio con el trabajo de L. Esaki y R. Tsu, [42] quienes, analizaron las
propiedades de una superred, fabricada a partir de dos semiconductores bases (A y B) con
diferentes anchos de bandas prohibidas, dispuestos en forma de emparedado (ABABA....).
Para formar una heterojuntura semiconductora con interfaces perfectas, se requiere que los
materiales utilizados para formarla tengan una estructura cristalina similar y parametros de
red muy parecidos, de manera que para cumplir con este objetivo, frecuentemente se
utilizan los compuestos de los grupos III-V, sustituyendo parcialmente uno de los
componentes de estos compuestos por otro atomo del mismo grupo.

La diferencia de las bandas prohibidas produce un salto de potencial en las interfaces y de
esta manera se forma un pozo de potencial en el cual se pueden confinar los portadores de
corriente, tanto en estado libre como ligados. Estos confinamientos permiten variar en
forma controlada las longitudes de ondas de De Broglie de los estados correspondientes y
de esta manera modificar los espectros de absorcion y de radiacion, lo cual permite muchas
aplicaciones de estos materiales en Optoelectronica, donde se requieren particulares
longitudes de ondas para hacer un mejor uso de medios tales como las fibras Opticas.
Debido a que las regiones activas de las heterojunturas estdn en las interfaces o cerca de
ellas, es necesario que estas no tengan imperfecciones que dispersen los portadores de carga
cuando viajan a través de ellas. Por esto es importante y se prefiere que los dos materiales
que se juntan tengan constantes de red iguales o aproximadamente iguales.

Un amplio rango de materiales III-V han sido investigados por sus propiedades
semiconductoras, aunque solamente unos pocos son cominmente usados en heterojunturas.
Para aumentar el rango de propiedades y lograr los requerimientos necesarios, también se
han utilizado aleaciones entre varios compuestos, de los cuales el mas notablemente
utilizado ha sido la aleacion Al,Ga;.As, la cual no solo tiene interés en la investigacion sino
que también es de gran utilidad en la tecnologia.

La dependencia de la constante de red de una aleacion ternaria con la concentracioén x de
una tercera componente de la aleacidon, esta usualmente dada por una formula de
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interpolacion lineal que relaciona las constantes de red de sus constituyentes binarias. Esta
formula se conoce como ley de Vegard, la cual predice, por ejemplo que la constante de red
del Al.Ga;..As esta dada por la formula xa,,,, + (1 -x)ag,,,. Las redes cristalinas del A/4s

y el Gads, tienen constante de red muy parecidas, en este caso la constate de red de la
aleacion ternaria, cambia en menos del 0.15% como funcién de la concentracion x. Esta es
una de las razones, por las cuales estos materiales son muy usados en dispositivos de altas
velocidades.

Para la fabricacion de nanoestructuras semiconductoras, se han desarrollado varias técnicas
de crecimiento, con el objetivo de que el nuevo material tenga propiedades novedosas y con
el menor nimero de deformaciones posibles en la interfase. Entre estas técnicas se
destacan las técnicas de haces moleculares [43], la deposicion metal-organica de vapor
quimico [44], litografia basada en rayos moleculares [45] y la epitaxia de fase liquida [46],
entre otras. Con estas técnicas ha sido posible crecer diferentes sistemas de baja
dimensionalidad tales como, pozos (QW), hilos (QWW), y puntos cuanticos (QD), en los
cuales, como ya mencionamos en la introduccion, el movimiento de los portadores es
restringido en una, dos y tres direcciones respectivamente, por lo cual es comun referirse a
estos sistema como bi- uni- y cero-dimensionales respectivamente.

Estos materiales de la nueva generacion, se pueden utilizar en el disefio y construccion de
nuevos dispositivos en: Optoelectronica, Microelectronica, Comunicaciones y la
Metrologia. Debido a la reduccion de la dimensionalidad las estructuras con confinamiento
cuantico, exhiben una amplia variedad de propiedades oOpticas [4,5] con relacion a los
materiales semiconductores en el volumen y esto se debe a la reduccion de la
dimensionalidad, tales como el efecto Hall Cuantico, transiciones metal-aislante y
localizacion de electrones, que estan intimamente relacionados con campos magnéticos
intensos [6] y estados de impurezas centradas y descentradas en multipozos cuanticos [7,8].
Estos efectos han dado origen, entre otros, a: LED, Células Fotoeléctricas, Transistores,
Chips, Pilas Solares, Detectores de rayos X, Laser Semiconductores, Moduladores,
Receptores de Microondas (registran sefales procedentes de las antenas de los satélites),
Diodos Laser (la base del CD), etc.

12 APROXIMACION DE MASA EFECTIVA Y EL MODELO DE BASTARD

Para analizar el movimiento de un portador de carga en un semiconductor, la principal
herramienta utilizada, ha sido la llamada “aproximaciéon de masa efectiva” (AME), en la
cual se asume que la estructura de banda de los semiconductores cristalinos puede ser en
gran parte ignorada y que las propiedades fisicas de semiconductores depende solamente de
los portadores de carga que se ubican en el extremo de cada banda. Lo que basicamente se
hace en esta aproximacion, es ignorar el potencial periddico de la red reemplazando la masa
real de los portadores de carga por un tensor de masa cuyos elementos son determinados
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por la estructura de banda no perturbada. Esta teoria inicialmente fue limitada casi
enteramente a los casos donde la banda relevante es simple y tiene su punto mas bajo en el
centro de la primera zona de Brillouin, pero mas tarde Kohn y Luttinger [47] la ampliaron
para aplicarla en los casos donde un minimo de la banda no esta en el centro de la primera
zona de Brillouin y también a las bandas degeneradas. Aun cuando la aproximacion de
masa efectiva tiene varias limitaciones entre las cuales, una de las mas importantes esta
relacionada con la forma del potencial periddico, la cual no puede ser abrupta [48],
afortunadamente las investigaciones han mostrado que la aproximacion es eficiente y
generalmente exitosa, aunque se debe tener particular cuidado cuando se calculan los
elementos de matriz, en el caso de bandas degeneradas.

El pionero en la aplicacion de la aproximacion de masa efectiva para el estudio de los
espectros de impurezas donadoras en heterojunturas semiconductoras fue Bastard [11],
quien asumi6 que este método se podia aplicar en heterojunturas semiconductoras, a pesar
de la presencia en el Hamiltoniano del sistema de un potencial de confinamiento que varia
en forma abrupta en las interfaces de la nanoestructura. El problema de aplicabilidad de la
AME a heterojunturas semiconductoras fue discutido posteriormente en una serie de
publicaciones [49-50] donde fue demostrado que los saltos bruscos de potencial en las
junturas no afectan esencialmente a los estados electronicos cuya probabilidad de
encontrarse en esta region es suficientemente pequefia. Para analizar el espectro de una
impureza donadora confinada en QW Bastard en el marco AME aplic6 el método
variacional, y considerd un modelo de pozo cuantico con un potencial rectangular y barrera
infinita. Como funcién de prueba el utilizo el producto de la solucion exacta de la ecuacion
de Schrodinger f, (z) para un electron en QW sin impureza con una funcién exponencial

—ar , o : .
e , donde o un pardmetro variacional. Posteriormente el mismo Bastard y otros

autores, generalizaron los resultados para barrera finita. Este modelo, conocido como el
modelo de Bastard para el pozo cuantico con barrera infinita, a pesar de su sencillez, da
resultados en concordancia con el experimento y ha dejado claro, hasta ahora, que la
energia de enlace, £, de una impureza depende fuertemente de la geometria de la
estructura, la posicion de la impureza, del numero de pozos, del campo magnético, de la no
parabolicidad en la banda de conduccion, de las diferencias de masas efectivas, constantes
dieléctricas de las heterojunturas y del tipo de potencial empleado. El modelo de Bastard
también se puede extender al estudio de impurezas cargadas negativamente D~ y a una gran
variedad de diferentes complejos formados por dos o mas portadores de carga, tales como:
triones, excitones, biexcitones, D;, D; , etc.

1.3 IMPUREZAS D’ Y D™ EN HETEROJUNTURAS SEMICONDUCTORAS

Como ya hemos dicho, la utilidad de los dispositivos semiconductores depende en gran
parte de la habilidad para controlar las propiedades electronicas que resultan al introducir
impurezas dentro de un material base. Para las impurezas sustitucionales cuya valencia
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difiere de la valencia del atomo sustituido (donadoras y aceptadoras) el potencial de
perturbacion que produce esta sustitucion se puede dividir en dos partes: una parte es la
interaccion Coulombiana con apantallamiento la cual puede considerarse como potencial de
largo alcance y otra parte es un potencial de corto alcance dentro de la celda central. Las
impurezas se clasifican como poco profundas o profundas, dependiendo de si su enlace esta
dominado por el potencial de largo alcance o por el potencial de corto alcance,
respectivamente. En el primer caso los estados acoplados de portadores de carga tienen una
energia de enlace muy pequeia comparable con A7, donde T es la temperatura ambiente y
por eso estos estados son estables solo cuando la temperatura es baja. Los niveles
energéticos de estos estados estdn ubicados en la brecha entre la banda de valencia y la
banda de conduccion cerca de una de estas bandas de tal manera que la distancia hasta la
banda respectiva es mucho menor que la brecha. En esta trabajo nosotros solo nos
limitamos al estudios de impurezas poco profundas y especificamente a impurezas D° y D™
confinadas en heterojunturas semiconductoras y bajo la aplicacién de un campo magnético.
Por esta razon, en esta seccion queremos hacer una breve descripcion de los modelos que se
utilizan para analizar los niveles energéticos_de estas impurezas.

1.3.1 Impurezas D°. Una impureza donadora neutra (D°), dentro de un cristal
semiconductor (por ejemplo GaAs), se considera como un atomo hidrogenoide en el cual el
electron, se encuentra débilmente ligado a un i6n fijo de carga +e, debido a que la distancia
promedio entre el electrén y el i6n (~100 A en el GaAs) cubre un nimero considerable de
atomos. Este aumento significativo de la separacion entre electron y el ion se debe a dos
factores, por un lado al muy pequefio valor de la masa efectiva de los portadores de carga 'y
al muy grande valor de la constante dieléctrica, por otro lado. Tanto el electron como el 16n
en los semiconductores estan apantallados y la interaccion entre ellos es disminuida por el
campo eléctrico de las cargas inducidas en la polarizacion de los atomos del cristal. Este
apantallamiento en el modelo de Bastard se describe a través de la constante dieléctrica ¢,
del semiconductor y el potencial para la interaccion Coulombiana se puede escribir como:

]

Ve (1.1)

Er

Para analizar el movimiento del electron en una heterojuntura semiconductora hay que
tener en cuenta que el campo eléctrico esta formado por el potencial periddico de la red, el
potencial de confinamiento V(l7 ) que describe los saltos de potencial en las junturas, mas el

potencial (1.1) producido por el i6n impureza. En AME el efecto del potencial periddico se
manifiesta en la sustitucion de la masa libre del electron por una masa efectiva m* y por eso
la ecuacion de Schrodinger para el electron es:
h’ e’ -
——V ——+V(F)|¥Y = EY
(1.2)
2m Er

Si consideramos el problema de una impureza D°, ubicada en cualquier lugar dentro de una
heterojuntura semiconductora (tales como un QW, QWW, QD, o una SL), en presencia de
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un campo magnético externo, se tiene que el Hamiltoniano para este problema en el marco
de la AME para banda parabdlica no degenerada, se escribe como:

H=_l [mfz} —LW(?) (1.3)
2m* c g‘,?_g‘

donde £, es la posicién del ion y ¥ (7) es el potencial de confinamiento. El problema de

valores y funciones propias para el Hamiltoniano (1.3) tiene solucidon exacta solo en
algunos casos especiales, particularmente para una impureza en el bloque, donde V(7)) =0.

En este ultimo caso la solucion del problema esta dada por las funciones hidrogenoides. En
la mayoria de los casos de interés el problema de valores propios para el Hamiltoniano (1.3)
no puede ser resuelto en la forma exacta y deben ser utilizados uno de los métodos
aproximados, tales como el método variacional, teoria de perturbaciones, series de Taylor,
diagonalizacion, etc.

1.3.2 Impurezas D”". Una impureza D™ se forma cuando un D° captura un segundo electron.
Lampert (1958), fue el primero en predecir la existencia de estados D~ en semiconductores,
teniendo en cuenta la similitud entre el atomo de hidrogeno (H) que como se sabe, puede
enlazar un segundo electron para formar un H, con una energia de enlace 0.0555 veces
menor que la del atomo de H, y de un D° en un semiconductor en el bloque que pudiera de
manera similar captar un segundo electron para formar un D~ cuya energia de enlace
pudiera ser 0.0555 veces menor que la energia de enlace de un D°. Sin embargo, la
evidencia experimental de esta hipotesis de Lampert solo se dio mucho mas tarde cuando
Dean y colaboradores (1967) atribuyeron una caracteristica en la fotoluminiscencia del Si a
estados D~. Los Complejos D~ tienen la energia de enlace muy pequefia y en un
semiconductor en el bloque solo se pueden encontrar bajo condiciones metaestables. En
heterojunturas semiconductoras la situacion es bastante diferente, ya que las impurezas D’
situadas en la barrera tienen energia de enlace mucho menor que las impurezas ubicadas en
la region central del pozo, debido a que sus electrones se confinan practicamente en el
pozo. Como consecuencia es posible la formacion de una poblacion significativa de
donadoras D~ en el centro del pozo a través de la transferencia de electrones débilmente
ligados a donadoras que se encuentran en las barreras hacia donadoras ubicadas en la region
central del pozo [51]. La primera evidencia de identificacion de centro D~ en QWs fue
reportada por Huant y co-investigadores [18] en 1990, después de esto, se han desarrollado
numerosos estudios teoricos [25,27,52,53] y experimentales [54] de centros D~ confinados
en pozos. Los campos magnéticos externos producen un confinamiento adicional y
facilitan la formacion de centros D, permitiendo observarlos tanto en el estado base como
en uno de los estados excitados. La transicion desde el estado base al estado excitado
singlete de un D~ fue observado en los experimentos de magneto-fotoluminiscencia
[18,22]. Los calculos de la energia de enlace para los D~ confinados en heterojunturas
semiconductoras son mucho mas complicados que para los D’ debido a los efectos de
correlacion electron-electron, y sugieren la utilizacion de funciones de prueba de tipo
Hylleraas o Chandrasekhar con una gran cantidad de pardmetros variacionales. Sin
embargo, los resultados obtenidos en estos calculos para impurezas D~ confinadas en pozos
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cuanticos en presencia de campos magnéticos bajos (B< 6T), estan en buena concordancia
con los datos experimentales [22,23,25,55-58] a pesar de que se utiliz6 una variante de
modelo de Bastard simplificado que no tiene en cuenta ni la anisotropia de la banda de
conduccién ni otros aspectos de la estructura cristalina real. Mientras tanto hace poco se
demostrd que los efectos de no parabolicidad de la banda de conduccién y la interaccion de
los electrones con las oscilaciones de la red cristalina (efectos de polaron) son esenciales
para D~ en pozos angostos y en presencia de campos magnéticos fuertes [59,60].

1.4 METODOS UTILIZADOS PARA EL ESTUDIO DE IMPUREZAS D’ Y D™ EN
HETEROJUNTURAS SEMICONDUCTORAS

Para calcular los espectros electronicos de las impurezas confinadas en heterojunturas
semiconductoras, fundamentalmente se ha utilizado el método variacional [61-72], y otros
métodos mas sofisticados, tales como expansion en serie [73-75], “Dimension Scaling”
[76,77], teoria de perturbaciones [78,79], métodos de diferencias y elementos finitos [80],
iteraciones inversas [81], barridos [82] y Monte Carlo [23,29]. A continuaciéon haremos
unos comentarios generales sobre los principales resultados y la utilizacion de algunos de
estos métodos en el estudio del espectro energético de D’y D™

1.4.1 Célculos variacionales. El analisis de la solucion de la ecuacion de Schrodinger para
una impureza confinada en heterojunturas semiconductoras muestra que con la disminucion
del tamafio de la heterojuntura la energia de enlace de las impurezas aumenta debido a la
disminucion de la distancia entre el electrén y el ion y en algunos casos adicionalmente
debido al cambio de la simetria del sistema, como por ejemplo en QW y QWW donde la
simetria varia con el aumento del efecto de confinamiento desde esférica hasta axial. Para
describir adecuadamente estos efectos en el marco del método variacional hay que escoger
una funcion de prueba que tenga suficiente flexibilidad para reflejar los cambios de la
escala y la simetria del sistema con el aumento del efecto de confinamiento. Como el
método variacional solo permite estimar un limite superior para la energia del sistema,
entonces entre mayor sea la flexibilidad de la funcion de prueba escogida, menor sera la
diferencia entre la energia estimada y su valor exacto. Por esa razén diferentes
investigadores han considerado una amplia variedad de funciones de prueba, tipo
hidrogenoides, Gaussianas, Kohn-Luttinger, Hylleraas, Chandrasekhar, polinomiales o
diferentes combinaciones de estas funciones con unos pocos parametros variacionales no
lineales y a veces con muchos parametros lineales.

El espectro de una donadora neutra D° confinada en un QW de Gads/Ga(Al)As fue

analizado primero teéricamente por Bastard [11] en 1981, usando la aproximacion de masa
efectiva y una funcidon de prueba tipo hidrogenoide. Posteriormente Greene y Bajaj [61]
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para este sistema analizaron los efectos relacionados con el campo magnético, utilizando
como funcion de prueba una combinacion de funciones Gaussianas. Fraizzoli, Bassani y
Buczko [83] consideraron efectos de discontinuidad en la masa efectiva y la constante
dieléctrica en las interfases. El modelo de Bastard para las impurezas donadoras en QW
fue aplicado también para el estudio de impurezas D° en hilos y puntos cuanticos de
GaAs/Ga(Al)As. Spiros et al. analizaron el efecto de campo magnético [84]. Porras
Montenegro et al. [69,85-87] en una serie de trabajos teoricos calcularon la energia de
enlace y densidad de estados para donadoras y aceptadoras en QWW's cilindricos. El
espectro de absorcion Optica y fotoluminiscencia asociadas con los primeros estados
excitados de donadores hidrogenoides ubicados en el eje de hilos cilindricos de
GaAs/Ga(Al)As fue analizado por Pérez-Merchancano [71,88]. Ademas, se han estudiado
la energia de enlace y densidad de estados de impurezas donadoras en hilos cuanticos con
seccion transversal rectangular bajo la influencia de campos magnéticos y eléctricos
[89,90].

El aumento de la energia de enlace de un D™ producido por el confinamiento de las orbitas
electronicas en diferentes heterojunturas y en presencia de campo magnético también fue
analizado en un numero significativo de publicaciones [23,25,26,28-32,53]. La impureza
D~ en el bloque en su espectro discreto tiene s6lo un estado 1s* con una energia de enlace
muy pequefia 0.055Ry* pero en heterojunturas semiconductoras debido al confinamiento
esta energia crece y ademas pueden aparecer otros estados estables. Las curvas de
dependencia de la energia del estado base en funcion del tamafio de las heterojunturas son
similares a las curvas correspondientes para impureza donadora neutra. Igual como para las
impurezas neutras, para D~ existe un umbral de confinamiento después del cual las drbitas
de D~ desbordan en la barrera y recuperan su caracter tridimensional. Los célculos
realizados utilizando diferentes funciones de prueba [25,26,28-32,53] muestran un aumento
de la energia de enlace de D™ hasta en 10 veces en QWs y hasta en 50 veces en QDs. En la
mayoria de estos trabajos se analiza el problema de un D~ centrado en pozos y multipozos
usando una funciéon de prueba tipo Chandrasekhar, con varios pardmetros variacionales no
lineales (hasta 9 parametros). El procedimiento variacional con esta funcion de prueba
requiere un gran esfuerzo computacional, debido a la necesidad de hacer repetidos calculos
de integrales multidimensionales en el proceso de minimizacion de la energia. Para
disminuir el orden de las integrales, varios autores propusieron unas versiones de la funcion
de prueba tipo Chandrasekhar simplificada considerando la correlacion electron-electron
solo en el plano perpendicular al eje de crecimiento de la heterojuntura [25, 29,33]. Con
esta funcion de prueba se analizo el efecto de campo magnético sobre el estado base y
primeros estados excitados de un D~ centrado [25] y descentrado [33] en un pozo con
potencial rectangular y gradual [29].

El problema de dos electrones en fisica atomica fue analizado desde 1930 y la mejor
concordancia entre los resultados tedricos y experimentales ha sido obtenida usando
coordenadas elipticas y una funcidon de prueba tipo Hylleraas, con la cual el numero de
parametros lineales puede ser crecido sin ninguna restriccion [12,13]. Similarmente el
mejor resultado para la energia del estado base de un D~ en semiconductores en el bloque,
tridimensionales y bidimensionales, ha sido obtenido usando una funcién de prueba tipo
Hylleraas con 35 parametros lineales variacionales [16]. Pero desafortunadamente la
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ventaja de esta funcion de prueba desaparece cuando se analizan heterojunturas
semiconductoras con un potencial de confinamiento anisotropico, debido a que en estos
sistemas ya no existe la simetria central y por eso se incrementa el nimero de integrales
multidimensionales que se deben computar en cada paso del procedimiento variacional.

1.4.2 Método de dimension fraccionaria. Varios avances en la interpretacion de resultados
experimentales relacionados con los espectros de excitones y donadoras neutras se han
logrado ultimamente dentro del marco del método llamado dimensién fraccionaria [35-
38,91-98], en el cual las interacciones anisotropicas en un medio ambiente tridimensional,
son tratadas como isotropicas en un espacio con una dimensionalidad reducida asociada con
el grado de anisotropia del sistema. En comparacion con otras técnicas este método
permite obtener una formulacion del problema de espectros electronicos de sistemas de
pocas particulas ubicados dentro de un medio fuertemente anisotropico mucho mas
compacta.

Lefebvre y co-investigadores [35-38] fueron los primeros en aplicar este método al
problema de sistemas hidrogenoides en QWs y QWWs y calcularon las energias de los
estados base y primeros excitados y ademds los espectros de absorcion de excitones
confinados en QWs y QWWs de Gads/Ga;Al.As. En la tltima década, el método de
dimension fraccionaria se ha usado exitosamente para describir propiedades de donadoras
neutras y excitones, sus espectros de absorcion y para analizar los efectos de interaccion
electron-fonodn, en heteroestructuras semiconductoras [92-98]. Recientemente en una serie
de trabajos teoricos [95-98] se propuso un procedimiento sistematico para determinar la
dimensionalidad apropiada de un espacio isotropico que modele un sistema anisotropico
real. En estos trabajos la dimensionalidad fraccionaria del QWW se encontrd directamente
ajustando los valores propios del modelo en el espacio de dimension fraccionaria a los
niveles energéticos de un sistema real. Sin embargo, como fue anotado por los autores del
método, este pierde su validez en las condiciones de confinamiento fuerte. Particularmente,
las energias de enlace de donadoras neutras en QW en presencia de los campos magnéticos
intermedios y fuertes calculadas a través de este método difieren notablemente de los
resultados correspondientes obtenidos anteriormente usando los métodos variacional y
Monte Carlo. Esta diferencia se hace mucho mas significativa para impurezas en hilos y
puntos cudnticos donde el confinamiento es mas fuerte que en pozos cudnticos y
superredes.

En nuestra opinion, las limitaciones para la aplicabilidad de esta teoria estan relacionadas
con la definicion no adecuada de la Dimension Fraccionaria, segin la cual en las teorias
anteriores se asume que esta dimension es la misma en diferentes partes de la heterojuntura
tanto en el centro como en la barrera. Por otro lado, segliin la teoria de Mandelbrot la
dimension fraccionaria se puede definir de esta manera solamente para los objetos auto
similares llamados fractales, mientras que la densidad electronica dentro de una
heterojuntura puede ser considerada como fractal solo aproximadamente cuando el tamafio
de esta es suficientemente grande. Cuanto menor es el tamaino de la heterojuntura menor se
hace la auto similitud de la densidad electronica dentro de esta y menos aplicable se hace la
teoria en la cual la dimension fraccionaria se considera como un valor “promedio”. Desde
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este punto de vista es evidente que se necesita un analisis mas riguroso de la definicion de
la dimension fraccionaria y este tema es uno de los objetivos de esta tesis.

1.4.3 Métodos exactos. En algunos casos, cuando debido a la simetria, la ecuacion de
Schrodinger para sistemas de pocas particulas confinados en una heterojuntura en la
aproximacion de masa efectiva puede ser completamente separable, aparece la posibilidad
de encontrar el espectro electronico en una forma exacta. Uno de estos casos corresponde a
una impureza hidrogenoide centrada en QD con un potencial de confinamiento con simetria
esférica. Para este problema se encontrd solucion exacta utilizando diferentes técnicas
numéricas [23,82,99]. Una de estas técnicas, el método de barrido trigonométrico [82] se
propone utilizar para encontrar la funcion de onda de los electrones desacoplados en QWW.
En una forma similar puede resolverse numéricamente el problema de dos electrones
confinados en un punto cuantico con un potencial de confinamiento parabolico [32]. Entre
otras técnicas exactas hay que mencionar el método Monte Carlo una herramienta muy
general, pero que requiere un célculo computacional bastante sofisticado y voluminoso.
Usando este método se ha analizado el espectro de impurezas cargadas negativamente, D",
confinadas en un pozo cuantico [23].

Cada uno de los métodos mencionados anteriormente tiene tanto ventajas como
deficiencias cuando se comparan unos con otros. Sin embargo, existe una relacion estrecha
entre los métodos de dimension fraccionaria y variacional. En ambos métodos se busca una
mejor funciéon de onda de tipo hidrogenoide, la cual a través de unos pardmetros
variacionales o fenomenologicos se ajusta a los cambios en la simetria del sistema,
relacionados con el confinamiento o con influencia de campos externos. Por eso, en este
trabajo, queremos modificar este método, de tal manera que podamos aprovechar sus
ventajas y eliminar todas las dificultades que lo caracterizan. Con este fin, partiendo del
principio variacional de Schrdédinger, demostraremos que el formalismo de dimension
fraccionaria es una variante del procedimiento variacional mas fino que los procedimientos
anteriores, y que en nuestra version generalizada este proporciona mejores posibilidades
para la interpretacion de resultados que el formalismo de dimension fraccionaria propuesto
previamente [35-38,91-98]. En la siguiente seccioén, hacemos una descripcion detallada del
procedimiento usado en este método y su aplicacion a los problemas mencionados.
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2. MODELO TEORICO

2.1 TEORIA DE DIMENSION FRACTAL

La ecuacion de onda que define el espectro electrénico de un D’ y un D™ en un
semiconductor en el bloque (uni-, bi- o tri- dimensional) en la AME corresponde a un
problema de una y dos particulas, respectivamente, en un campo central. Esta ecuacion en
coordenadas esféricas es completamente (para el D) o parcialmente (para el D) separable
y se reduce a una ecuacion diferencial para la parte radial de la funcion de onda con un
Jacobiano J cuya dependencia con respecto al radio se da por una ley de potencia J~r"
donde el parametro de escalamiento a esta relacionado con la dimension D del espacio
como o = D-1. EI problema similar para las impurezas confinadas en las heterojunturas
semiconductoras generalmente es mucho mas complicado ya que las partes radial y angular
de la funciéon de onda ya no pueden ser separadas. Por otro lado, intuitivamente se entiende
que el problema de un D’ y de un D™ en una heterojuntura es similar al correspondiente en
un semiconductor en el bloque con una dimension D* reducida. En las teorias de
dimension fraccionaria anteriores esta dimension se consideraba como un pardmetro
fenomenologico cuyo valor depende de la geometria de la heterojuntura y la ecuacion de
onda en un medio anisotropico se reemplaza por una ecuacion similar en un espacio con
simetria central donde la dependencia del Jacobiano con respecto al radio se da por una ley
de potencia J~""/. Hasta ahora este método se aplico para analizar los estados base y
primeros excitados de impurezas D’y excitones pero hasta donde nosotros conocemos no
existen publicaciones de su aplicacion al problema de un D™ cuyo analogo en fisica atdmica
es el H (el i6n del a&tomo de hidrogeno negativamente cargado).

Como fue establecido en los primeros afios del desarrollo de la mecénica cuantica las
aproximaciones auto-consistentes de tipo Hartree-Fock no son validos para el H~ ya que en
estas aproximaciones no aparecen los niveles energéticos en el espectro discreto. También
se demostro que los efectos de correlacion en este sistema juegan un papel importante y
conducen a la aparicion de un unico nivel en el espectro discreto con una energia de enlace
muy pequefia. Estos resultados fueron obtenidos utilizando generalmente funciones de
prueba de dos tipos (Hylleraas y Chandrasekhar), en ambos casos con términos
dependientes tanto de la separacion electron-ion como de la distancia entre los dos
electrones. Hasta ahora los célculos de las energias de D™ confinados en heterojunturas
semiconductoras fueron realizados utilizando las mismas funciones de prueba, en la
mayoria de los casos la funcion de prueba de tipo Chandrasekhar. Mientras tanto, el

29



método de dimension fraccionaria extendido a sistemas de dos electrones pudiera abrir
nuevas posibilidades tanto para simplificar el procedimiento numérico como para facilitar
la interpretacion de los resultados del calculo, estableciendo las analogias entre sistemas
confinadas en las heterojunturas y sus analogos en el bloque.

En este trabajo, nosotros consideramos el formalismo de dimension fraccionaria como una
variante del procedimiento variacional, y lo llamamos “Método de Dimension Fractal”.
Utilizando el método de derivacion funcional, demostraremos que el problema de una y dos
particulas en un campo central dentro de una heterojuntura anisotropica, es equivalente a un
problema similar con simetria esférica en un semiconductor en el bloque cuyo
Hamiltoniano tiene el operador de Laplace correspondiente a una dimension no entera
segun la definicion de Stillinger [35]. Esto nos permite interpretar nuestro procedimiento
como una generalizacion del método de dimension fraccionaria introducido anteriormente
por otros autores. Como se podra ver, este método es mas refinado que las aproximaciones
auto-consistente, y por eso tiene precision superior en comparacion con los métodos
anteriores tanto para campos magnéticos débiles como intensos. A continuacion haremos
la descripcion y aplicacién de este método para el caso de una impureza D’ confinada en
una heterojuntura semiconductora, y posteriormente veremos como se aplica este método
para el caso de una impureza D".

2.1.1 Método de dimension fractal para un D° en una heterojuntura semiconductora.
Consideremos el problema de una impureza D° ubicada en la posicién &, dentro de una
heterojuntura semiconductora GaAs-(Ga,Al)As (tal como un QW, QWW, QD o una SL) y
bajo la presencia de un campo magnético uniforme. Inicialmente consideremos el
problema en la aproximacion de banda parabdlica y no degenerada, de tal manera que el
Hamiltoniano, dentro de la aproximacion de masa efectiva se puede escribir como

2 2

= [ﬁ+EA} v, 2.1)
2m* c g‘}_; — g‘

donde todos los vectores son medidos desde el centro de la heterojuntura, V(7) es el

potencial de confinamiento, m* la masa efectiva en la banda de conduccién y ¢ es la

constante dieléctrica del conductor, la cual inicialmente consideraremos como uniforme en
la heterojuntura. Los valores de los parametros fisicos pertenecientes al GaAs

(m" =0.067m,,y &=12.53, donde m, la masa del electron libre) son usados en nuestros

célculos. Escogeremos el potencial vector A =1/2 (B X r) , y el campo magnético orientado

a lo largo del eje z de manera que el Hamiltoniano (1) para el estado base, podria escribirse
como:
2

=

ﬁO:ﬁO_

D ’ (2.2a)

donde el primer término de la derecha es el Hamiltoniano correspondiente a un electrén no
ligado confinado dentro de la heterojuntura, el cual esta dado por:
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H,=-V*+V(F), (2.2b)
con

V(F)= V(F)+%72p2 . (2.2¢)
Aqui hemos representado ¥ como 7 =(p,z), e introducido el radio efectivo de Bohr
a; =eh’/m’e*, como unidad de longitud, el Rydberg efectivo Ry" =e*/2a}e, como la

unidad de energia, y y = ehB/ 2m"cRy”, como la unidad adimensional para la intensidad
del campo magnético.

La funcion de onda f (x, y,z), para el electron no ligado correspondiente a la mas baja

energia E, se puede encontrar como solucion del siguiente problema de valores propios
H,f,(x,9,2) = E f 4 (x,7,2). 2.3)

Analizando estas ecuaciones, se puede notar que si la heterojuntura tiene una simetria
particular (por ejemplo, axial en pozos e hilos cilindricos o, esférica como en puntos

esféricos), el Hamiltoniano H , €s completamente separable, y el problema tridimensional
(2.3), se puede resolver exactamente, usando cualquier procedimiento analitico o numérico
conocido. Por el contrario, la ecuaciéon de Schrodinger para la impureza D° (electron
ligado)

H ¥, (F)=ED")Y,(F), (2.4)
no es completamente separable si la simetria de los dos terminos del Hamiltoniano (2.2a)
no coinciden. De manera que en este caso, para resolver este problema debemos usar algun
método de aproximacion. En lo que sigue asumiremos que la energia £, y la funcion de

onda para el electrén no ligado son conocidas

o . 0
2.1.1.1 Renormalizaciéon de la ecuacion de onda para el estado base de un D°. Para
simplificar y resolver el problema (2.4), seria interesante eliminar el potencial de
confinamiento en esta ecuacion, para lo cual usaremos la siguiente sustitucion:

TDO(F):fO(xayﬁZ)CD(F_E)a (2.5)
donde la funciéon envolvente <I)(17 - ), que describe la modificacion de la distribucion de

probabilidad electronica producida por la atraccion Coulombiana, tiene simetria esférica y
depende solamente de la separacion electron-ion.

Sustituyendo la ecuacion (2.5) en (2.4) y partiendo del principio variacional de
Schrodinger, se llega al siguiente funcional:

Flo]=(f,(x.2,2)0F = &)|H — E| £, (x, 3, )OF = ) — mim; (2:6)

de donde sustituyendo las ecuaciones (2.2), teniendo en cuenta la ecuacion (2.3), y
transfiriendo el origen de coordenada a la posicion del ion se llega al siguiente funcional
para la funcion O(7)
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Flo]= TJ(A{[MT 2 (r)+(E, - E)CDz(r)}dr — min (2.7)

0 dr r

el principio variacional de Schrdodinger establece que este funcional tiene un valor
estacionario, cuando la funcion @(7) satisface la siguiente ecuacion de Euler-Lagrange

1 d d 2
————| Jlr)—r)|—-—0lr)=|E-E, |D 2.8
ST 0| -2 0()- - Job) 29
el cual se puede representar en una forma tridimensional como:
1 2
- TV[P(r)vcp(r)]— “o(r)=[E-E,]o(r), (2.9)
I’) r
donde

J(r) = rZP(r);

2z Vg 210
P(r):J‘dgoj.sinﬁdﬁfoz(rsiné’cosgo+g“x,rsiné?sinqo+g“y,rcose+§z) (2.10)
0 0

La ecuacion de onda renormalizada (2.8), describe a un atomo de hidrégeno en un espacio
efectivo con un Jacobiano cuya parte radial esta dada por J(r). Tal interpretacién surge a

partir de la propiedad de ortogonalidad de las funciones propias @ (r) de la ecuacion auto-
conjugada (2.8) para los diferentes estados S:

chn (o, (W )dr =[ @, (), (r)dV =5, . (2.11)

En esta ecuacion (2.11), se puede ver que dV =J (r)dr representa el elemento de volumen
en un espacio funcional efectivo, donde J (r) puede ser considerado como el area superficie
frontera de un cascardn esférico infinitesimal de radios » y » + dr en este espacio. Por
ejemplo, para un espacio homogéneo de uno, dos y tres dimensiones, la funcion J (r) sera
igual a 1, 277 y 4zr’ respectivamente. Si J (r) dependiera solo como potencia de r, por

ejemplo, J(r)=CrD"l, entonces la ecuacion (2.8) coincidiria con la ecuacion de

Schrodinger para los estados S de un atomo de hidrégeno en un espacio efectivo isotropico
y homogéneo de D dimensiones, siendo esta D un nlimero entero o fraccional [34]. Pero en
general, la funcién J(r) no tiene una dependencia en forma de potencias de la separacion

electrén-i6n  debido a el factor P(r) , Y por tanto la ecuacion (2.8) podria ser considerada

como la ecuacién de onda para un atomo de hidrégeno en un espacio isotropico y no-
homogéneo con una dimension variable que depende de la separacion electron-ion . Esta
dimension nosotros la llamamos “Fractal” y se puede calcular una vez se conozca la parte
radial del Jacobiano J(r).

Notese que la relacion (2.11) junto con la definicion de la parte radial del Jacobiano (2.10),

proporcionan automaticamente la ortogonalidad de todas las funciones de prueba
¥ (7)= f,(F)® ,(r) correspondiente a diferentes estados S del donor. Es claro que la
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solucién de la ecuacion (2.8) define solamente un valor aproximado debido a que la
correspondiente funcién de onda no es exacta, pero esta da la mejor aproximacion para la
energia del estado base, entre todas las funciones para los estados S que puedan ser
representadas en la forma (2.5)

2.1.2 Método de dimension fractal para un D~ en una heterojuntura semiconductora.
Siguiendo un procedimiento similar al del caso de una impureza D° (seccion 2.1.1), aqui

consideramos una impureza D~ ubicada en la posicion &, dentro de una heterojuntura

semiconductora de Gads-(Ga,Al)As (tal como un QW, QWW, QD o una SL) y bajo la
presencia de un campo magnético uniforme orientado en la direccion z. De tal manera que
dentro de la aproximacion de masa efectiva, y usando las mismas unidades adimensionales
como en las ecuaciones (2.2), llegamos a que el Hamiltoniano adimensional para este
problema se puede escribir como:

H, =1310(f1,2=1)+1f10(f2,2=1)+3 (2.12)

D
U
donde H 0(7,Z), es un Hamiltoniano igual al de la expresion (2.2), pero que en términos

generales podemos representar en la forma

2 2
el 22 i) (2.13)

H,(7,2)=-V] +V({F)+

r—¢

1

en donde el parametro Z es igual a cero, en el caso de un electrén no ligado y es igual a
uno, en el caso de la impureza donora D°, y 7 =(p5,,z,),(i=1,2) designa los vectores

posicion de los electrones 1y 2, los cuales son medidos desde el centro de la heterojuntura.
El termino 2/r,, representa la interaccion entre los dos electrones con r, = |171 - F2| y V()

es el potencial de confinamiento debido a la heterojuntura.

2.1.2.1 Renormalizaciéon de la ecuacion de onda para el estado base de un D™. Para
determinar la energia del estado base de un D en diferentes heterojunturas
semiconductoras, podemos usar un procedimiento similar al usado en la seccion 2.1.1, para
el caso del D°. En este caso, la ecuacion de Schrodinger correspondiente a este problema,
es:

a, ¥, (7.7)=ED)Y, (7.7) (2.14)

y escogemos una funcion variacional en la forma:
¥, (2.5)= 1,650, (7 -2l -Eln,). 2.15)

donde la funcién fO(F), es solucion del problema uniparticular (2.3), y la funcion

9

envolvente © ,- toma en cuenta el efecto de la correlacion entre los electrones dentro de la

heterojuntura, producido por la interaccion Coulombiana. Para derivar una ecuacion
diferencial para esta funcion, hacemos uso del principio variacional en la forma:

33



SFlo, |

5o H-E(D)

—0: Flo, |=(nE)5Ew,
con el Hamiltoniano H , definido por la relacion (2.12). Para los estados S, solamente los
dos primeros factores en el lado derecho de la expresion (2.15), dependen de los angulos de
Euler, por lo tanto, para obtener una forma explicita para el anterior funcional uno puede
integrar sobre estos dngulos inmediatamente, y usando un procedimiento similar al que
describimos en el caso del D° obtenemos la siguiente ecuacién de Euler-Lagrange para

q)D—(rlarza’”lz):

HELE, ) (2.16)

- Zﬁvi[P(”i )Viq)D’ ]+(_£_2+£j®D - [E(Di)_zEO]CDD’ (2.17)

i-1,2 n PRRAY)

Esta ecuacion describe a un ion A en un espacio efectivo isotropico con una dimension
fractal variable cuya parte radial del Jacobiano esta definida por la expresion (2.10). Esta
ecuacion (2.17) para el D7, y la ecuacion (2.8) para el D°, pueden ser resueltas usando
cualquier método aproximado elaborado previamente para problemas de fuerza central. En
la siguiente seccion describiremos que métodos empleamos para resolver estos problemas.
Por el momento hacemos un paréntesis en el calculo de energias, para continuar con el
calculo e interpretacion del Jacobiano y la dimension fractal en diferentes heterojunturas
semiconductoras.

2.1.3 Jacobiano y Dimension Fractal. Antes de continuar con el procedimiento para
calcular la dimensién fractal, uno debe tomar en cuenta que por un lado el Jacobiano J(r),
en la ecuacion (2.8), esta relacionado con la geometria del sistema de acuerdo con la
ecuacion (2.11) y, por otro lado, esta relacionado con la densidad de carga del electron no
ligado de acuerdo con la ecuacion (2.10). Esto sugiere, que la densidad de carga del
electrén no ligado, pero confinado en la heterojuntura, puede ser considerada como un
objeto fractal que cambia la dimension del espacio real, y que la dimension de este objeto
esta relacionada directamente con el Jacobiano J(r).

Si la heterojuntura que se estd analizando tiene algun tipo de simetria particular, la
expresion general (2.10), para el Jacobiano J (r) se puede simplificar. Por ejemplo, para un
punto cuantico esférico, en el caso de campo magnético cero, la funcion de onda para el
estado base de un electron no ligado, depende solamente de r, esto es f,(F)= £,(r), de

manera que la relacion (2.10) se puede simplificar como:
1

J(r):2irr2'|.f02(\/r2 +&2 +2r§x)dx (2.18)
-1

donde ¢ es la distancia medida desde la posicion del i6n al origen de coordenadas,

mientras que f, () es solucién de la ecuacion de onda unidimensional
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correspondiente a la energia mas baja E,, .

En el caso de heterojunturas con simetria cilindricas (QWs, doble QWs, SLs, QWWs
cilindricos, discos y anillos cuanticos) la funcion de onda para el electron no ligado solo
depende de las coordenadas radial p y axial z de la posicién del electron, esto es,

fO(F)E fo(p,z). Si la posicion en coordenadas cilindricas esta dada por el vector

&= {5 - }, entonces la expresion (2.10) se puede reducir a la siguiente forma:

2r T
J(r)=r? Id(oj.sinﬁdﬁfoz (\/r2 sin® @+ &2 +2r&, sinfcos g, rcos6’+§z) (2.20)
0 0
donde la funcion de onda f,(p,z), es solucion de la ecuacion bidimensional de
Schrodinger
16 o & 0
— 2 p U p )+ | fi(p2)=E, £ilp.2). (221)
pop Op 0z 4

Para heterojunturas con el eje de crecimiento a lo largo de la direccion z, tales como un
QW, doble o multiple QWs, y superredes, la ecuacion (2.21) es separable y se separa en un
par de ecuaciones independientes, cuyas soluciones pueden ser encontradas en una forma
analitica o numéricamente, puesto que en este caso V(p,z)=V(z). Igual es el caso de hilos

cilindricos, discos y anillos, con una barrera infinita en la direccion z, donde
V(p.z)=V(p).

2.1.3.1 Interpretacion del Jacobiano y la dimension fractal. Para dar una interpretacion
geométrica y encontrar la dependencia de la dimension fractal con la separacion electron-
ion, podemos hacer uso del concepto de Mandelbrot [41] sobre dimension fractal, y del
hecho de que el Jacobiano J(r) coincide con la parte radial de la distribucion de
probabilidad para el estado base de un electron no ligado confinado en la heterojuntura. De
acuerdo con la definicion de Mandelbrot, la dimension fractal D*, de un objeto ramificado
homogéneo, contenido dentro de una esfera de radio r, esta relacionado con el volumen

ocupado por este objeto, por medio de la expresion ¥ = Cr”", donde C es una constante.
Si nosotros consideramos la densidad de carga dentro de una heterojuntura como un objeto
fractal, y teniendo en cuenta la simetria de los estados S de un donor, entonces para
establecer la relacion entre la parte de la carga electronica dQ contenida dentro de una

esfera y el radio de esta, podemos considerar un conjunto de esferas concéntricas con
centro en la posicion del ion &. Para un fractal exacto, la relacion entre el radio » de un
cascaron esférico con radios » y r+dr y la parte de la carga electrénica dQ, debe tener la
forma dQ = Cr”'dr , donde se asume que el pardmetro de escalamiento D es la dimension
fractal.
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Por otro lado, de acuerdo con la ecuacion (2.10), el Jacobiano J(r) da la distribucién de
probabilidad radial en el marco de referencia con el origen ubicado en la posicion del ion
£. Por lo tanto se puede decir que dQ=J (r)dr da la parte de la carga electronica

contenida dentro de un cascaron esférico de radio r y espesor dr y con centro en la posicion
del ion. Ahora como el Jacobiano generalmente no depende en forma potencial de r, la
densidad de carga no podria ser considerada como un fractal exacto, y su dimension puede
ser definida rigurosamente solo localmente, ya que es imposible definir una dimension
fractal que sea la misma en todas las partes del espacio. Desde este punto de vista,
podriamos representar la relacion entre el Jacobiano y la dimension fractal definida

localmente D" (), como:
J(r)=C(r)rPH. (2.22)

donde las funciones C(r) y D*(r) varian mas suavemente que cualquier funcién potencial.

Hay muchas funciones C (r) y D*(r), las cuales podrian satisfacer la condicion (2.22), por

lo tanto debemos imponer una condicién adicional para definirlas de manera Unica.
Consideremos como una escogencia natural para esta condicion adicional, la relacion entre
la dimension fractal y la parte radial del Jacobiano valida para cualquier fractal exacto para

el cual C(r) y D’(r) son constantes:

DpH(r)=14740I0) 5, dinP() 2.23)
dr dr
esta relacion se obtiene a partir de (2.16) si la funcion C(r) es una solucion de la ecuacion:
dinC(r)  dD'(r) _, (2.24)
dr dr

las ecuaciones (2.10) y (2.23) establecen la relacion entre el espacio real cuyas propiedades
estan definidas por la geometria de la heterojuntura, y un espacio efectivo con dimension
fractal variable dada por la ecuacion (2.23). Por consiguiente, nosotros interpretamos la
ecuacion (2.8) cuyo Laplaciano tiene el factor Jacobiano (2.10), como la ecuacién de onda
para los estados S de un 4tomo de hidrogenoide en un espacio efectivo con dimension
fractal. Por esta razon nos referimos al método de encontrar la energia de enlace del donor
resolviendo la ecuacion (2.8), como “método de dimension fractal”. Adicionalmente, en
nuestro formalismo definimos la “dimension fraccionaria” como una dimension fractal
promedio dada por la ecuacion (2.23). Asumiendo que la densidad de probabilidad de
encontrar al electrén a una distancia 7 del ion esta dada por la parte radial de la funciéon de
onda del atomo hidrogenoide para el n-esimo estado S, en un espacio de D dimensiones,
R, (r,D), definimos la dimension fraccionaria [34] como:

b = [ 0 ()2 (. 0" (e / [R 0" (A (225)
donde
1

R,(r,D)=exp(-xr)M(1—n,D~1,2kr), &= P GEET (2.26)
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siendo M (a,b,z) la funcién hypergeométrica confluente. Una vez que se conoce el valor
de D, la energia de enlace E, del estado nS, y la funcion de onda correspondiente ¥, (17 )

se pueden obtener en forma sencilla por medio de las expresiones [34]:

4 _ N _
E, = AR ¥, (7)= f,(F)R,(r, D) (2.27)

Para el caso de un modelo con potencial rectangular, uno puede calcular el Jacobiano J (r) ,
directamente usando las relaciones (2.18) y (2.20), y las bien conocidas expresiones de la
funcion de onda para un electron no ligado en un QW, un QWW cilindrico y un QD
esférico. La figura 1 muestra el tipico comportamiento de la parte radial del Jacobiano
J (r), obtenidos a partir de los tres modelos sefialados. Se puede ver que para pequefios
valores de la separacion electron-ion 7, las tres curvas tienes un comportamiento parabolico
(J~r2). Pero cuando la separacion electron-ion crece, las curvas se convierten en una
funcion lineal (J~r) en el caso de un QW, en una constante (J~) para el caso del QWW, y
en una funcion exponencial decreciente (J~0) para el QD. Este comportamiento de J (r) es

tipico de un espacio efectivo con dimension variable, la cual decrece cuando r crece.
3 . . . . . :

Jacobiano J(r)
[N}

—_—

0 1 2 3 4
., o %
Separacion electron-ion (r/a,*)
Fig 1. Parte radial del Jacobiano J (r) calculado en diferentes heterojunturas de
GaAs/Gay A1y 3As, como funcion de la separacion electron-ion r

2.1.4 Dimensién fractal para un D’ en QWs, QWWs y QDs. Para analizar las propiedades
generales de la dimension fractal en una heterojuntura, hemos calculado la dimension
fractal como funcion de la separacion electron-ion, para los caso de un donor centrado en
un QD, un QWW, y un QW de Gads/Gay ;Alp3As, todos con un potencial rectangular de
altura V5=40Ry* y en el limite de cero campo magnético. Para estos modelos, la expresion
explicita para la funcién de onda del estado base es bien conocida en cada caso, de manera
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que se puede calcular directamente la dimension fractal D*(r) como una funcion de la
separacion electron-ion, usando las relaciones (2.18), (2.20) y (2.23).

La figura 2 muestra el resultado de la dimension fractal D'(r) como funcién de la
separacion electron-ion r, para el caso de un QW de GaAds/Gay ;Aly3As, con un potencial

rectangular V(z) =0 para |z| <W/2y V(z) =V, para |z| >W/2, en el caso de campo
magnético cero (¥ =0) y para diferentes anchos W del pozo. Como la funciéon de onda del

estado base en este caso solo depende de la coordenada z, entonces la expresion explicita
para la dimension fractal se puede obtener directamente de las ecuaciones (2.18) y (2.22).

D*(r)=1+ rdh;—‘](r); J(r)= 27zrj 12 (z)dz (2.28)
r =r

a partir de esta expresion, se puede ver que para pequeias distancias entre el electron y el
ion, (r - 0) , €l Jacobiano tiene una dependencia parabodlica con respecto a 7, pues en este

caso, J(r)— 4z r’f} (O), lo cual corresponde a un espacio efectivo tridimensional, pero

cuando » — o0, el comportamiento del Jacobiano se transforma en bidimensional, ya que
en ese caso J (r)— 27r.

3.0

2.8

2.6

2.4

Dimensién Fractal D*(r)

2.2

2.0 : L = - —
0.0 0.5 1.0 15

Separacion electron-ion (r/a,*)

*
Fig 2. Dimension fractal D (r) como funcion de la separacion electron-ion r, para un donor en un
OW de GaAs/Gag,Aly3As, con un potencial rectangular, en el caso de campo magnético cero y
para diferentes anchos W del pozo

En concordancia con este resultado, la dimension fractal D'(r) en la figura 2, en todo los
casos cae desde 3 hasta 2, cuando r crece desde cero. Se puede ver que cuando el ancho del
pozo decrece, la pendiente de las curvas crecen, esto se debe al hecho de que si el ancho es
pequeilo, los orbitales exhiben su caracter bidimensional mucho mas rapido a medida que
crece, mientras que cuando el ancho es grande, el caracter bidimensional se logra mas
lentamente a medida de » crece. También se puede notar que existe un ancho critico,

W ~0.3a;, a partir del cual para anchos mas pequefios que este valor, la pendiente de las
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curvas disminuye y por tanto se aumenta la dimension fractal de las orbitas electronicas,
esto es consecuencia del bien conocido efecto de desbordamiento de la funcion dentro de la
region de las barreras (linea punteada en la fig. 2), debido a que estas tiene altura finitas.
En ambos limites, W — o y W — 0, la pendiente de las curvas llega a ser casi horizontal
y la dimension fractal esta cerca de 3 para cualquier valor de r.

En la figura 3 mostramos los resultados para la dimension fractal D*(r) como una funciéon
de la separacion electrén-ion para un hilo cilindrico de GaAds/Gay 741y 34s con un potencial

rectangular ¥ (p)=0 para |p| <R y V(z)=V, para |p| >R, en el caso de campo
magnético cero (y = 0) y para diferentes radios R del hilo. En este caso, la ecuacion (2.21)
llega a ser separable, y la funcion f (p) correspondiente a la mas baja energia del electron,
depende solamente de la coordenada p. De manera que a partir de las relaciones (2.20) y

(2.23), podemos obtener la siguiente féormula para la dimension fractal de una impureza
donora centrada en un QWW cilindrico.

r 2
D*(r)=1+ r—d an(r); J(r)= 47zr'f—f° (p)p dp
d”' 0 [,/,2 _,02
Similarmente al caso de un QW, cuando r— 0, el Jacobiano es parabdlico
J(r)—> 4z r*£3(0), y la dimension fractal es 3, pero para grandes valores de la separacion
electron-ion, en contraste al caso del QW, el Jacobiano tiende a un valor constante
J(r)— 47 , 1o cual corresponde a un Jacobiano unidimensional.

(2.29)

El comportamiento de las curvas D*(r) en la figura 3 para diferentes radios del QWW, es
similar al de las curvas para el caso del QW para diferentes anchos, excepto que la
dimension fractal ahora en este caso cae desde 3 hasta 1 cuando r crece. El efecto del
desbordamiento de la funcion de onda dentro de la regiones de las barreras en direccion

radial para un radio critico, R <0.3a, (curva punteada en la fig. 3), en este caso es mas
pronunciado que en el caso del QW.

Para una donadora centrada en un QD esférico, uno puede obtener a partir de las ecuaciones

(2.18) y (2.23), 1a siguiente expresion explicita para la dimension fractal:

D*(r)=1+r‘““—‘](r); J(r) =42 f2(r), (2.30)
r

donde la funcion de onda f (r) del estado base para un electron no ligado, es solucion del

problema de fuerza central (2.19) con un potencial ¥ (r) que varia desde 0 hasta ¥, cuando
r crece desde 0 hasta co.
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Dimension Fractal D*(r)
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0.0 0.5 1.0 15

Separacion electron-ion (7/a *)

*
Fig 3. Dimension fractal D (r) como funcion de la separacion electrén-ion r, para un donor en un
OWW de GaAs/Gay A1y 3As, con un potencial rectangular, en el caso de campo magnético cero y
para diferentes radios R del hilo.

En la figura 4 presentamos las curvas de dimension fractal para un punto cudntico esférico
de GaAs/Gay ;Aly34s con un potencial de confinamiento rectangular V(r) =0 para r<R
y V(r) =V, para » > R, donde R es el radio del QD. Las curvas en la figura 4, son similares

a las de la figura 3, excepto que la dimension fractal en este caso cae desde 3 hasta 0
cuando 7 crece, y el efecto del desbordamiento de la funcién de onda dentro de la region de

las barreras, para un radio critico R <0.35a, (linea punteada en la figura 4) en este caso es

aun mas pronunciado.
3,0

2,5

2,0

15

1,0

0,5

Dimension Fractal D*(r)

0,0 - : ; -
0,0 05 1,0 15

Separacion electron-ion (r/a,*)

*
Fig 4. Dimension fractal D (r) como funcion de la separacion electron-ion r, para una donadora
en un QD de GaAs/Gay A1y 34s, con un potencial rectangular, en el caso de campo magnético cero
y para diferentes radios R del punto.
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2.1.5 Comparacion entre el método de dimension fraccionaria y nuestro método de
dimension fractal. Para comparar la precision de nuestro método de dimension fractal y la
del método de dimension fraccionaria, podemos usar las expresiones (2.23) y (2.25) para
calcular el parametro de dimension fraccionaria D , para los casos de una donadora en un
QW, un QWW, y un QD, todos con un potencial de confinamiento de forma rectangular.
Los resultados obtenidos para este parametro en el caso del D° centrado en un QW, QWW,
y QD de Gads/Gay ;Aly3As, en el caso de campo magnético cero, son presentados en las
figuras 5y 6.

2.8 N —

A Meétodo de dimension fraccional (Ref. 39)

26F ¢
24+

22

Dimension Fraccional

20F  ° ]

1,8 N e 1 N 1 N 1 N 1 N
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

W/a*, (R/a*)

Fig. 5. Dimension fraccionaria para un donor centrado en diferentes heterojunturas de
GaAs/Gay A1y 3As como funcion del tamaiio de la heterojuntura.

En la figura 5, se puede ver que para el caso de un pozo, nosotros obtenemos la dimension
fraccionaria similar a la obtenida en la referencia [39], a pesar de que nuestro método es
completamente diferente. Debido a esto, podemos suponer que diferentes definiciones del
promedio de la dimension fraccionaria proporcionan resultados similares en el caso de
campo magnético cero, y como lo mostraremos mas adelante, un mejoramiento de esta
aproximacion se puede lograr solo si se toma en cuenta que la dimension no es la misma en
diferentes partes de una heterojuntura. En la figura 5 se puede ver que para todas las
heterojunturas, la dimension fraccionaria promedio D , decrece cuando sus tamafios (ancho
W en el caso del pozo, y radio R en el caso del hilo cilindrico y del punto esférico) se
reducen hasta un valor critico W, (R.). Esto sucede debido a que en ese valor critico el
nivel del estado base se sale del confinamiento y la funcion de onda electronica recupera
rapidamente su caracter tridimensional.

Usando el principio de incertidumbre, podemos calcular analiticamente el valor de W, (R.).
Para esto tomamos en cuenta el hecho de que al momento del desbordamiento de la funcion
de onda, la distribucion de probabilidad electronica dentro del pozo llega a ser casi
homogénea. Después de algunos calculos sencillos llegamos a las siguientes expresiones
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aproximadas para el tamafio critico de la heterojuntura: W, / a, z[?ﬁRy* / Vs ]1/2 , para un QW,

R /a; z[2Ry*/VO]I/2 , paraun QWW y R /a; z[lSRy*/4V0]1/2 para un QD. Considerando
que la altura de la barrera en una heterojuntura de Gads/Gay ;A4ly34s es aproximadamente
40Ry* y usando las anteriores expresiones encontramos los valores correspondientes
Wc/a; ~0.27, Rc/a; =022y Rc/a; ~0.31, los cuales estan en buena concordancia con la
posicion de los picos (0.28; 0.24 y 0.33 respectivamente) en las curvas de la figura 5.
Cuando el tamafio de la heterojuntura llega a ser menor que el correspondiente tamafio
critico, la dimension fraccional crece rapidamente y tiende a 3 a medida que el tamafio de la
heterojuntura tiende a 0.

2,8 T T T T T T T T

= A Meétodo de dimension fraccional (Ref. 39)
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0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
W/a*

Fig. 6. Dimension fraccionaria como funcion del ancho de un pozo de GaAs/Gay;Aly;As, para
diferentes intensidades del campo magnético.

En la figura 6 presentamos nuestros resultados de la dimension fraccionaria, como funcion
del ancho de un QW de Gads/Gay;Aly3As, para diferentes intensidades del campo
magnético. Alli se puede ver que nuestros resultados estan en buena correspondencia con
los resultados presentados en la referencia 39 (triangulos sé6lidos), en los casos de débil y
moderados campos magnéticos, pero hay una considerable diferencia para campos
magnéticos altos. Esto indica que el método de dimension fraccional no es una buena
herramienta para los casos de campos magnéticos altos. Para corroborar esto, mas adelante,
en la figura 7 presentamos resultados de la energia de enlace para el estado base de un D°
en un pozo cuantico de GaAs/Gay;Aly34s QW, los cuales fueron obtenidos usando los
métodos de dimension fractal y dimension fraccional. En la figura 7, comparamos nuestros
resultados con los correspondientes calculos hechos por T. Pang y colaboradores, quienes
usaron el método Monte Carlo [22,23], también con los resultados obtenidos por Reyes-
Gomez y co-investigadores, quienes usaron el método de dimension fraccionaria [39] y
también con los resultados obtenidos por Fraizzoli y coautores, quienes usaron el método
variacional [83]. En esta figura se puede ver una excelente concordancia entre los
resultados obtenidos usando el método de dimension fractal y el método Monte Carlo,
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considerando la relativa simplicidad de nuestro procedimiento y tomando en cuenta que el
error en los calculos Monte Carlo es de 0.02Ry*. También se puede ver que la
concordancia entre estos dos métodos mejora en el caso de fuertes campos magnéticos.
Similarmente, es notable la concordancia entre nuestros resultados (lineas solidas) y
aquellos obtenidos previamente usando el método variacional [83] (tridngulos abiertos). En
contraste, la concordancia entre los resultados obtenidos con el método de dimension
fraccionaria (lineas punteadas son nuestros calculos y los triangulos so6lidos son los
resultados de la referencia 39) y el método Monte Carlo (circulos abiertos) es mala y llega a
ser peor en el caso de fuertes campos magnéticos. Este resultado comprueba una vez mas
que el método de dimension fraccionaria no es bueno en el caso de fuertes campos
magnéticos (hecho que es enfatizado en la referencia 39).

A 'Metodol dimens'ion Fraclcional (l'{ef. 39)
A Meétodo Variacional (Ref. 83)

4r Método Monte Carlo (Ref. 23) 1
*>\ 3 Fa
a2 A Tl
~ I~ T, e e
LTJJD /S )

:0/" X 2
1 1 1 1
0 1 2 3 4
W/a*

Fig. 7. Energia de enlace de un D’ centrado en un OW de GaAs/Gay Al ;As QW, como funcion del
ancho del pozo, para diferentes campos magnéticos.

2.2 METODO DE BARRIDO TRIGONOMETRICO

En esta seccion describiremos el método que usamos para resolver el problema de una
particula en una heterojuntura semiconductora con un potencial de confinamiento
arbitrario. Este método es también aplicado para resolver la ecuacion de Schrodinger para
un campo central en un espacio con dimension fractal. Por esta razén haremos una
descripcion general del método, de manera que sea aplicable para varias situaciones.

Supongamos que queremos resolver el siguiente problema de contorno
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_ ﬁdi[J()d";—(r)} V() wlr)=Ev(r)

0<r<o; w(0)<ow; w(o)=0
donde el potencial 7(r) puede tener cualquier forma arbitraria, y solo debe cumplir la

condicion de que debe existir un limite finito de este potencial para grandes valores ». El
Jacobiano J(r) en la ecuacion (2.31) debe cumplir las siguientes dos condiciones

; (2.31)

J(r) - Cr* (2.32)
h(r)= J'(r)/J(r) — C, <o (2.33)

La ecuacion (2.31) tiene dos dificultades para los calculos numéricos: una es que la primera
condicion de frontera 1//(0) < o es dificil utilizar en los calculos numéricos, y la otra es que
en el punto =0 tiene singularidad en el término /(0)=oo. Para evitar estas dificultades
hacemos el cambio de variable:

w(r)=2(r)/r’; p=a/2; (2.34)
de manera que la ecuacion (2.31) se reduce a:
2" )+ wlr)z' () ulr)z(r) = 0;

2.35
w(r):h—2p/r; u(r):E—V(r)+p[(p+1)/r—hyr; (2.35)
con las condiciones de frontera:
2(0)=0; x(e0)=0 (2.36)

Notese que en esta ecuacion diferencial (2.35) ahora no tiene la singularidad que tenia
inicialmente, puesto que ahora el coeficiente del segundo termino w(r) —alr-2p/r—0
cuando » — 0. Como en el cdlculo numérico no existe un punto en el infinito tenemos que
sustituir la segunda condicion de frontera por otra en un punto suficientemente lejano el
cual lo denotamos R_, . De manera que ahora el problema de contorno (2.35)-(2.36) puede

escribirse como:
2"(r)+ ez () +u(r)x(r) = 0;
0<r<R,.; 7(0)=0; y(R,)=0;

max >

(2.37)

Para resolver este problema de contorno (2.37) utilizaremos coordenadas polares de
Poincare:

;((r) = A(r)cos S(r); V4 '(r) = A(r)sin S(r). (2.38)

Derivando la primera relacion y sustituyendo la expresion obtenida para la derivada y'(r)

en la segunda ecuacion se obtiene:

A'(r)= A(r)22 Slx) [9/(r)+1]. (2.39)
cos I(r)

Por otro lado sustituyendo las expresiones (2.38) en la ecuacion (2.37) y utilizando la

relacion (2.39) entre A'(r) y A(r) se obtiene la ecuacién diferencial para la funcion 19(1”) :

' (r)= —[sin2 9 () +u(r)cos® 9 (r)+ w(r)sin Ycos 3] (2.40)

y luego la funcién A(x) se calcula como:
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Ar)= exp{j. [[1 - u(r)]sin 9 (r)cos 9 () —w(r)sin® 9 (r)]dr}; A(0)=1 (2.41)

Las condiciones de frontera para el problema (2.35), ahora se pueden escribirse como:
3(0)=x/2; $(R, )=n/2-7n, n=123,... (2.42)
aqui n es el niimero del nivel, el estado base corresponde a n = 1, y el valor n — 1 da el
numero de los nodos de la parte radial de la funcion de onda.

La ecuacion diferencial (2.40) junto con la primera condicién en la relacion (2.42) definen
un problema de Cauchy para la ecuacion diferencial de primer orden, el cual puede
resolverse numéricamente para cada valor del pardmetro E =FE, (la energia del nivel
numero n buscada) dado, y esta soluciéon puede considerarse como una funcion de dos
variables ¢ = S(r, En) y entonces la segunda condicion de frontera en la relacion (12) lleva
a una ecuacion trascendente para la energia E:

IR, E,)=n/2—7n (2.43)
la cual resolvemos utilizando el método de biseccion.

max ?

2.3 MODELOS DE POTENCIAL

La forma del potencial de confinamiento en las heterojunturas semiconductoras esta
determinado por los saltos de las energias correspondientes a los pisos de las bandas de
conduccion en las junturas. Estos saltos de energias dependen de varios factores tales
como, los cambios bruscos de la constante dieléctrica [100], defectos de tension [101], de
contenido [102] o voltaje externo [103].  Para analizar tedricamente los efectos de
confinamiento sobre los espectros de impurezas en las heterojunturas semiconductoras,
comunmente se utilizan modelos de confinamiento con potenciales de forma rectangular o
parabolica. Sin embargo estas dos formas de confinamiento no son lo suficientemente
flexibles para describir adecuadamente los potenciales reales [104], los cuales tienen forma
parabolica cerca del piso de la banda de conduccion y no-parabodlica en la region de las
junturas, tal como lo corrobora la soluciéon numérica de la ecuacion de Poisson [105]. Para
tratar de describir adecuadamente el perfil de los potenciales en las heterojunturas
semiconductoras, anteriormente se han utilizado modelos tales como Wood-Saxon [82] y
funciones de potencia [104]. Aqui en este trabajo doctoral, nosotros consideramos una
nueva forma de potencial, la cual es lo suficientemente flexible para aproximar el potencial
real en diferentes tipos de heterojunturas.

Para el caso de heterojunturas de Gads/Ga;,Al.As, asumimos que la concentracion de

aluminio (4/), en las junturas varia en forma gradual y debe ser representada por una
funcion que vari¢ suavemente. De manera que para representar esta variacion de la
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concentracion de aluminio, introducimos una forma no abrupta de la funcion paso, la cual
es definida como:

0; r<ry—A
H(r,ro,/l): [(r—ro)z/ﬂ 2—1]2 ; ry—ASr<r, (2.44)
I; r=r,

Aqui a diferencia con la comin funcién paso de Heaviside, se introdujo el parametro
adicional, A el cual controla la forma de la funcidon paso y puede ser asociado con el ancho
de la region transitoria en las junturas. Cuando 4 — 0 la funcidn (2.44) se transforma en la
funcion de Heaviside. Usando esta funcion paso, se puede representar el potencial de
confinamiento en diferentes heterojunturas.

En lo que sigue, asumiremos que la variacion espacial de la concentracion de aluminio c(F )

en una heterojuntura de Gads/Ga;.AliAs viene dada por la funcion (2.44) en la siguiente
forma:

c(F)=x0(r,ry,A)=F(F,ry,x,A) (2.45)
y asumiremos que el desplazamiento de los extremos en las bandas de conduccion, el cual
define la forma del potencial de confinamiento, esta relacionado con la concentraciéon c¢(7)
de acuerdo con la formula de interpolacion

V(7)=0.6]1.36¢(7)+ 0.22¢> (7)| (eV). (2.46)

Para analizar los efectos del confinamiento sobre las energias de enlace de un D° y un D™ en
una heterojuntura de GaAs/Ga;..Al.As, consideraremos diferentes modelos de potencial, los
cuales seran descritos en cada caso particular.
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3. CALCULOS Y RESULTADOS

En la seccion 1.4, hicimos algunos comentarios sobre los métodos que se han utilizado para
calcular algunas caracteristicas de impurezas D’ y D~ confinadas en heterojunturas
semiconductoras. Sin embargo en esta seccion es importante recordar algunos datos
importantes sobre el tratamiento que se ha dado a estos problemas, con el fin de resaltar
cual serd nuestro aporte para mejorar estas soluciones, asi como también reconocer los
novedosos calculos y resultados que nos permite nuestro método. Para esto, en el
tratamiento de cada heterojuntura haremos un cometario sobre algunos resultados obtenidos
por otros autores.

3.1 ENERGIA DE ENLACE DEL ESTADO BASE DE IMPUREZAS D’ Y D™ EN
DIFERENTES HETEROJUNTURAS SEMICONDUCTORAS

En esta seccion presentamos los calculos y resultados para los casos de impurezas D’y D~
en pozos (QWs), hilos (QWWs) y puntos (QDs) cudnticos de Gads-(Ga,Al)As, bajo la
presencia de un campo magnético uniforme. Inicialmente consideremos los problemas en
la aproximacion de banda parabodlica, no degenerada, y ademas asumiremos que la masa
efectiva m* y la constante dieléctrica &, son uniformes en la heterojuntura. En secciones
posteriores consideraremos variacion de estos parametros y también presentaremos calculos
de energia de enlace para estados excitados.

Para calcular la energia de enlace del estado base de un D’ y D™ en una heterojuntura
semiconductora, debemos resolver los problemas (2.3), (2.4) y (2.14), y una vez que las

energias E,, E (D°) y E(D”) son evaluadas, la energia de enlace para estos sistemas
puede ser obtenida en una forma sencilla a través de:
E,(D°)=E,-E(D’), E,(D7)=E, +E(D’)-E(D") (3.1)

Para estimar la energia E(D ™) para el estado base de una impureza D~ confinada en una
heterojuntura, finalmente debemos resolver el problema (2.17). Para esto, usamos como
funcion de correlacion @ D,(rl,rz,rlz), una funcién de prueba tipo Hylleraas [13] en la

forma:
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CDD,(rl,rz,ru):e_“‘(1+ﬁt2+17u) (3.2)
donde «, B y n son parametros variacionales y s=r +r,, t=r—r,, u=r, son las
coordenadas de Hylleraas. Siguiendo el procedimiento de calculo usado por Hylleraas [13]

para las integrales multiples, obtenemos la siguiente forma explicita para la energia
variacional como funcién de los pardmetros «, Sy n:

0

je-zasdslp(?,é}ﬂ(?,ij& (s,t)dt

E(D',a,ﬂ,n):2E0 +20% +2

le—zast!P(?,f)P(sz_t,é)Ro (s,t)dt

(3.3)

donde
R, (s,t)z 2(s —t)[(sz —t2X1+,Bt2)2 +4p8ns%t? +2a77st2(1+ﬂt2)}+

(s2 —tz){2sa772 t? —4s(l+ﬂt2)2 +(s2 —t214,82 1? +277(1+ﬂt2)+ 772]}_
2—377(s3 —t3)[4ﬁt2 +2s5(4+a )(1+ﬂt2 )—n(sz —tz)]— nzs(s4 —t4Xa+ 2) 34

2

Ros.0)= 2 _tzg(sz_zzxu pref + 200 e ﬁﬂ)ﬂj(s“-ﬂ)}

Luego la energia variacional E(D") puede ser encontrada minimizando la expresion (3.3)

con respecto a los parametros o, f y 7. Estoes:

E(D7)= min E(D",ap.1) (3.5)

a,ﬂ,ne(O,l)

En lo que sigue, presentamos los resultados de la siguiente manera: en cada tipo de
heterojuntura, inicialmente haremos una descripcion general del problema y presentaremos
algunos resultados que verifican la validez y precision de nuestro método de dimension
fractal en el caso de las impurezas centradas en cada heterojuntura, y posteriormente
hacemos un analisis de estos problemas considerando las impurezas descentradas.

3.1.1 Pozos cuanticos (QWs). Los problemas de impurezas D y D™ en pozos cuanticos,
han sido extensivamente estudiados tanto tedrica como experimentalmente, y se ha
establecido que hay un incremento en la energia de enlace en estos sistemas debido al
confinamiento en la direccion de crecimiento. Ademads si se aplica un campo magnético
orientado en la misma direccion, este produce un confinamiento adicional en el plano
perpendicular a la direccion del campo, el cual hace crecer aun mas la energia de enlace y
contrae la distribucion de densidad electrénica en esa direccion. No obstante esto, los
célculos de la energia de enlace de una impureza D~ descentrada en un pozo cudntico,
realizados por Zhu y Xu [27], y también por C. Rivas y colaboradores [33], muestran que
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en el caso de campos magnéticos fuertes, es posible un decrecimiento de la energia de
enlace de este sistema. Estos autores explican este comportamiento, aduciendo que el
efecto del confinamiento de los dos electrones en el plano perpendicular al campo, lleva a
un aumento en la repulsion entre ellos. En las funciones de ondas que ellos usaron en sus
calculos, consideran separadamente el movimiento en la direccion z y en el plano
perpendicular para simplificar el procedimiento numérico. Ademas consideran la
correlacion electron-electron solo en el plano perpendicular a la direccion de crecimiento y
asumen que ni el desplazamiento del ion desde el centro, ni el campo magnético, cambian
la simetria de la distribucion de los electrones en la direccion z. Mientras que es claro que
la atraccion de los electrones hacia el ion, y el confinamiento en el plano perpendicular al
campo, podria desplazar el centro de la distribucion electronica en la direccion de la
posicion del ion, para compensar cualquier incremento de la repulsion electron-electron.
Este desplazamiento puede ser grande o pequefio, dependiendo de la posicion del ion y de
la intensidad del campo.

Para tener en cuenta este posible desplazamiento, uno puede incluir en la funciéon de prueba
usada en las referencias [27,39], un parametro variacional adicional que pueda analizar la
posible variacion de la posicion promedio de los electrones y la correlacion entre ellos en la
direccion z.

En un pozo cuéntico, el potencial de confinamiento V' (7), depende solo de la coordenada z,

por lo tanto, la solucion de la ecuacion de onda (2.21), para el electron libre puede ser
encontrada en forma explicita como:

folF)=expl=y p? [4)1. ), (3.6)
donde £.(z) es solucién de la siguiente ecuacion de onda:
2
- Zera)rsleh Br ey B0
z

correspondiente a la energia mas baja £,. Ademas en este caso uno puede asumir que
¢, =0, de manera que la formula (2.20) para P(r) puede simplificarse como:

p(r)= 2" eXp(; rr’)2) j.exp(y 22 )2)f2(z + €. )z, 3.7)

—r

siendo &, la posicion del i6n a lo largo del eje z, la cual es medida desde el centro del pozo.
Primeramente haremos una analisis del problema considerando que la impureza esta
ubicada en el centro del pozo, esto es &, =0, y mas adelante consideraremos la impureza
en cualquier posicion.

3.1.1.1 Un D’y un D™ centrado en QWs. Para verificar la validez y precision de nuestro
método consideremos inicialmente el caso de un pozo cudntico con un potencial de
confinamiento de forma rectangular, para el cual la solucion de la ecuacion (3.6a) es bien
conocida, y calculemos las energias de enlace Ex(D”) y Ey(D") considerando que las
impurezas estan ubicadas en el centro de un pozo de GaAds/Gay 7541y.25As.
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En la siguiente tabla mostramos resultados para pozos de anchos 100 A y 200 A y para
varios valores del campo magnético, y comparamos con resultados obtenidos por otros
autores, los cuales usaron el método Monte Carlo [23] y el método variacional
considerando una funciéon de prueba tipo Chandrasekhar con 5 parametros variacionales

[29].

Tabla 1. Comparacién de la energia (en Ry*) de enlace de un D’y D™ en un pozo cudntico de
GaAs/Gay 75Alp.25As, con resultados del método Monte Carlo [23] y el método variacional [29].

Impureza v | L(A) | Nuestros | Calculos con Célculos

calculos | Monte Carlo | Variacionales

0 100 0.283 0.29 0.252

200 0.233 0.23 0.214

~ 1 100 0.787 0.77 0.736

b 200 0.674 0.65 0.641

3 100 1.136 1.13 1.082

200 0.950 0.94 0.910

0 100 2.059 2.09 2.096

200 1.694 1.74 1.701

D° 1 100 2.876 2.92 2.894

200 2.475 2.52 2.441

3 100 3.880 3.89 3.858

200 3.342 3.36 3.242

En esta tabla se puede ver que nuestros resultados estan dentro de un intervalo de validez,
cuando comparamos con los mejores resultados dados por el método Monte Carlo, los
cuales tienen un error de = 0.02Ry*. De esta manera podemos decir que las funciones de
ondas que asumimos en nuestro método son razonables y los resultados numéricos son lo
suficientemente precisos si se tiene en cuenta la simplicidad de nuestro método y que en el
caso del D™ solo usamos una funcion variacional de tres parametros.

En la figura 8, presentamos la energia de enlace E, (D‘) de una impureza D~ centrada en

un pozo cuantico de GaAds/Gay ;4ly34s, como funcion del ancho W, y para dos valores
diferentes del campo magnético, y=0 y y=1. En esta figura las curvas punteadas

representan los resultados del calculo variacional de la referencia [28] los cuales fueron
obtenidos usando una funcidn de prueba tipo Chandrasekhar.
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Fig. 8. Energia de enlace para el estado base un D~ centrado en un pozo cuadntico de
GaAs/Gay;Alp34s. Las lineas punteadas muestran los resultados del calculo variacional tomados
de la referencia [28] y los circulos abiertos representan los resultados con el método Monte
Carlo[23] para un pozo de GaAs/Gay 7541y 254s, como funcion del ancho del pozo.

La pequefia discrepancia entre las lineas solidas y las punteadas, se debe a que en nuestros
calculos usamos una funcion de prueba diferente a la usada en la referencia [28]. Se sabe
que el valor exacto de la energia de enlace de un ion de hidrogeno negativamente cargado
es 0.0555Ry*, y que en los calculos variacionales, la funcion de prueba tipo Chandrasekhar
da una mejor aproximacion a este valor (0.0518Ry*), que la funciéon de Hylleraas con tres
parametros (0.0506Ry*), y peor que con 6 parametros (0.0529Ry*) [13]. Pero comparando
valores para otros atomos con dos electrones e iones (He, Li', etc.), se encuentra que el
valor obtenido para estas energias a partir de céalculos variacionales, mejora rapidamente
con el aumento del niimero de pardmetros en una funcion de prueba tipo Hylleraas.
También se sabe que entre mayor sea la carga del nucleo, menor es la separacion electron-
ion y mas débil es el efecto que un electron ejerce sobre el otro. Similarmente, entre mas
estrecho es el pozo, mas cerca estan los electrones del ion y menor es el efecto entre los
electrones, de manera que mejor es la convergencia del valor de la energia de enlace con el
aumento del nimero de pardmetros en la funcion de prueba tipo Hylleraas. Por
consiguiente, nuestros resultados para la energia de enlace, para valores intermedios del
ancho del pozo, cuando el efecto del confinamiento es significante, son un poco mas altos,
mientras que para muy pequefios y muy grandes anchos, estan un poco mas bajos en
comparacion con aquellos tomados de la referencia [28]. Adicionalmente, los resultados
obtenidos con el método Monte Carlo [23] para un pozo de GaAds/Gay 75Alp5As (circulos
abiertos en la Fig. 8), estan en una mejor concordancia con nuestros resultados (lineas
solidas en la Fig. 8), tomando en cuenta que en un pozo de Gads/Gaj;Aly:As el
confinamiento es mas fuerte y por consiguiente la energia debe ser mas grande que en un
pozo de GCZAS/GCI()_ 75AZ()_25AS.
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En la figura 9 mostramos los resultados de la energia de enlace como funcion del campo
magnético, para una D~ confinada en un pozo cuantico de GaAs/Gay ;Aly34s, con dos
perfiles diferentes del potencial de confinamiento (ver figura insertada en la figura 9):
potencial rectangular (curvas so6lidas) y potencial suave (curvas truncadas), para dos valores
del ancho del pozo, 50 A y 200 A. Los circulos sélidos en esta figura, muestran los
resultados de la referencia [33] para la misma heteroestructura con un potencial rectangular.
Se puede observar una discrepancia significante entre nuestros resultados y aquellos de la
referencia [33] cuando crece la intensidad del campo magnético. Esto se debe al hecho de
que cuando el campo magnético es fuerte el confinamiento crece y como anotamos
anteriormente, cuanto mayor es el confinamiento, mayor es la precision de los resultados
variacionales con una funcion de prueba tipo Hylleraas con tres parametros. Uno puede
notar la inversion del orden de las curvas correspondiente a diferentes tipos de potenciales
de confinamiento cuando el ancho del pozo decrece de 200A hasta 50A, esto se debe a que
cuando el ancho del pozo es S0A, el potencial rectangular produce un mayor confinamiento
que el potencial con barrera suave, mientras que ocurre lo contrario cuando el ancho del
pozo es 200A.

1,2 T T v T v T v

— /W =0.0001
1.0F AW =03
® Resultados de Ref. [33]

0,8

E, (Ry")

0,6 %/ W =0.0001
OIE T
> 1 'I
= /
g 20}
0,4 = 2IW=03 -
- \ .
2 g 10 . \
[ ol 1
0,2 F -2 0 2
W /a*
. 1 . 1 . 1 % .
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Y

Fig. 9. Energia de enlace como funcion del campo magnético para un D~ centrado en un pozo
cuantico de GaAs/Gay,Aly3As. Los circulos solidos muestran los resultados de la referencia [33].

3.1.1.2 Un D° descentrado en un QW. Ahora hagamos el andlisis del problema
considerando que las impurezas pueden estar ubicadas en cualquier parte, a una distancia
&, medida desde el centro del pozo (ver esquema en la siguiente figura). Para esto
consideraremos el caso de un pozo con un potencial rectangular el cual definimos como:
V.(z)=0 para || < L/2 y V.(z)=V, para |z|> /2, donde L es el ancho del pozo.
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Fig. 10. Sistema de coordenadas usado para el problema de una donadora descentrada en un pozo
cudntico.

Para calcular la energia de enlace para el estado base de un D° en esta heterojuntura,
consideremos dos funciones de prueba diferentes, que tomen en cuenta la asimetria de este
sistema a lo largo del eje z. La primera de estas funciones es:

\PDO(F):fZ(Z)CI)DO(p)[l-i_TZ]D (38)
la cual es separable y donde la funcion envolvente @ , describe la contraccion de la

distribucion de probabilidad electronica en el plano perpendicular al eje de crecimiento del
pozo, producida por la atraccion Coulombiana y el campo magnético externo. El pardmetro
7 lo introducimos para tomar en cuenta el posible desplazamiento del maximo de la
densidad de probabilidad en la direccion de localizacion del ion. Notese que la funcion de
prueba (3.8), sin el ultimo factor fue usada antes en las referencias [27,33]. Nosotros
introducimos ese ultimo factor, para demostrar (como veremos adelante) que para pequefios
desplazamientos del i6n desde el centro, el parametro z crece con el incremento de &, y
que cuando el desplazamiento llega a ser grande, el pardmetro r disminuye con el
incremento de £, , de manera que el maximo de la densidad electronica retorna al centro del
QW. La otra funcion de prueba que satisface las condiciones de simetria de este sistema es
una funcion tipo Bastard [11], la cual puede escribirse como:

¥,.()= £, 7Y, (72|

donde la funcion f, (77 ) esta dada por la ecuacion (3.6) y @, es una funcion envolvente

(3.9)

que depende de la distancia a la que se encuentra el electron del origen de coordenadas.
Este origen de coordenadas se encuentra ubicado en algiin punto entre el centro del pozo y
la posicion del ion. Noétese que variando el parametro z de 0 a 1, podemos analizar
diferentes posiciones para el origen de coordenadas, desde el centro del pozo y hasta la
posicion del i6n.

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccion 2.1.1, llegamos a las siguientes
ecuaciones diferenciales para las funciones @ ,. Con la funcion de prueba (3.8)

encontramos:
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L ()] g (050 0) = 0) - £.10 ) 610

donde el potencial efectivo esta dado por

SN A GC0) r’p’
V(p,t)=|7" -2 dz | [I(7)+ (3.11)
G ) v U
con

I(r)=27 Ifzz(z)(l+rz)2dZ:lo+rzlz;
oo_w (3.11a)
I,=2rx jff(z)z"dz; Iy=1, I,,,=0

y para la funcion de prueba (3.9), se llega a:

)0 T 00 )= () £, ) (3.12)

- J(r,7)dr

donde el Jacobiano J(r,7), y el potencial efectivo 17@9r (r,7) estan dados por:

J(r, r) =4r rzP(r, Z'); P(r, r) = ZLIO (r, Z');
r

N (3.13)
” (r, z’) =-21, (r,r)/l0 (r, r)
con
1(r7) = ]e-y(r 22200 8
N (3.13a)

rz' J- A=) (Z+Z'§)
Jr —2¢ (1-r)+& 2 (1-0)

Para resolver las ecuaciones diferenciales (3.10) y (3.12), utilizamos el procedimiento de
barrido trigonométrico (seccion 2.2) y definimos la energia de enlace para el estado base
del D’ como E(D0 )= min E(z).

T

dz

En la figura 11 presentamos los resultados de la energia de enlace como funcion del campo
magnético, para un D’ ubicado en diferentes posiciones dentro de un pozo de ancho
L=2a,* y con una barrera de potencial de altura V, =80 Ry*. Estos resultados fueron
obtenidos a partir de la ecuacion diferencial (3.10). Las lineas solidas representan los
resultados obtenidos minimizando la energia variacional con respecto al parametro 7,

mientras que las lineas truncadas muestran los resultados encontrados para el valor fijo
7=0.
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Fig. 11. Energia de enlace E, (DO) como funcién del campo magnético, para un D° ubicado en las
posiciones & / a,*=0.0, 0.25, 0.5 y 0.75 dentro de un QW. Las lineas sélidas representan los

resultados obtenidos minimizando la energia variacional con respecto al parametro t , y las lineas
truncadas representan los resultados encontrados para el valor fijo v = 0 .

En la figura 11, se puede ver que al tomar en cuenta el posible desplazamiento del maximo
de la densidad electronica, se encuentra que la energia de enlace es mayor que cuando no se
tiene en cuenta este desplazamiento, lo cual llega a ser mas notable cuando el campo
magnético aumenta considerablemente. EI incremento del desplazamiento del méximo de
la densidad electronica a medida que aumenta el campo magnético, se puede ver mas

claramente en la figura 12, en donde presentamos el valor promedio <z> del

desplazamiento del electrén desde el centro del QW, como una funcion de la posicion del
ion, para diferentes campos magnéticos, y calculados usando la funcién de prueba (3.8)
para un pozo de ancho L=2a, * y una altura de barrera V;, =80 Ry *.

En la figura 12 se puede ver que para todas las intensidades del campo magnético, el valor
promedio (z), inicialmente crece con el incremento del desplazamiento del ion desde el

centro del pozo, hasta que alcanza un valor maximo y empieza a decrecer para grandes
valores del desplazamiento &,. Podriamos considerar el maximo de estas curvas como el

mayor desplazamiento de la densidad electronica, producido por la traslacion de la posicion
del ion en direccion a la barrera. También podemos considerar que en las posiciones del
ion correspondientes a la parte creciente de estas curvas, el electron esta mas ligado con el
ion que con la barrera del pozo. Por el contrario, en las posiciones del ion correspondientes
a la parte decreciente de estas curvas, el electrén puede ser considerado mas ligado con la
barrera del pozo que con el i6n impureza. A partir de la figura 12, también se puede
analizar que el incremento del campo magnético, produce tanto un incremento en el
maximo alcanzado por el valor promedio (z), como también un incremento en el maximo
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desplazamiento que puede tener el 16n, para el cual, el electrén aun puede ser considerado
como ligado al i6n impureza.

T T T T T
0,20 F 7 =8.0\V =10.0 .
y=6.0
0,16 y=4.0 -
X
o
© 0,12} 1=2.0 .
.y
N
Vv 0,08 y=0.0 i
0,04 .
" 1 " 1 " 1 " 1 "
0,0 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5
*
&/a,

Fig. 12. Valor medio del desplazamiento del electron desde el centro del QW, como funcion de la
posicion del ion, para diferentes intensidades del campo magnético

Estos resultados nos confirman que cualquier variante de la funciéon de prueba (3.8), que
tome en cuenta un desplazamiento del méaximo de la densidad electrénica a lo largo del eje
z, nos dard una energia para el estado base de un D’ que sera mas baja que aquella
calculada con una funciéon de onda que no tenga en cuenta este desplazamiento. Por
consiguiente, nosotros consideramos que con la funcion (3.9), nuestro método escogera la
funcion de prueba que de la menor energia para el estado base de este problema.

Los resultados de los calculos realizados usando la funcion de prueba (3.9) y la ecuacion
(3.12), son presentados en la figura 13 y en la tabla 2, en donde comparamos con resultados
obtenidos con la funcion de prueba (3.8) y la ecuacion (3.10). A partir de la figura 13 y la
tabla 2, se puede ver que las energias obtenidas a partir de la ecuacion (3.12), son mas
grandes que aquellas que se obtienen de la ecuacion (3.10), y la diferencia crece a medida
que la intensidad del campo magnético aumenta. Notese que los resultados obtenidos con
la funcion de prueba (3.8) con el valor fijo 7 = 0 (lineas punteadas) coinciden con aquellos
de la referencia [27], y cuando el i6n esta descentrado, estos resultados estdn siempre
considerablemente por debajo de los resultados mostrados por las lineas solidas y
truncadas. Esto demuestra que la funcion de prueba con el pardmetro variable r describe
mas adecuadamente la simetria del sistema. Ademas, en la tabla 2 podemos ver que: 1)
cualquier célculo que incluya la posibilidad de desplazamiento del maximo de Ia
distribucion electronica a lo largo del eje z [columnas (a), (¢) y (d)] da energias superiores
en comparacion con los resultados obtenidos con funciones de pruebas con el maximo de la
distribucion electronica en el centro del QW [columnas (b) y (e)]; ii), la diferencia entre
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Fig. 13. Energia de enlace E, (DO) como funcién del campo magnético, para un D° ubicado en las
posiciones & / a,%=0.0, 0.5y 0.75 dentro de un QW. Las lineas sélidas representan los resultados
obtenidos a partir de la ecuacion (3.12), minimizando la energia variacional con respecto al
parametro T . Las lineas punteadas representan los resultados encontrados a partir de la ecuacion
(3.10) para el valor fijo T = 0, mientras que las lineas truncadas representan resultados obtenidos
a partir de la ecuacion (3.10), pero minimizando el parametrot .

Tabla 2. Energias de enlace de un D’ en un QW de ancho 2a,* y altura de barrera 80Ry*. Estas

energias fueron obtenidas usando la funcion de prueba (3.8) (columnas a y b) y la funcion (3.9)
(columnas c, d y e) para diferentes posiciones del ion y diferentes campos magnéticos. Las
correspondientes energias fueron obtenidas variando el parametro T (columnas by c), y para
valores fijos T =1 (columnasayd)y v =0 (columna e)

=0 £ =0.25a, * £ =0.5a, * ¢ =0.75a, *

y b) c) a) | b) c) | d e) a) | b) | ¢c)| d | e a) | b) | ¢ | d | e

1.74 |1.71[1.65|1.63 |1.63 |1.62 1.561.42]138]142|140]1.29|1.14|1.11 |1.11|1.10|1.06

296 [3.022.85[2.81[2.9212.90[2.80]2.532.44[2.62|2.582.40|2.08|2.01 |2.20]2.13|1.98

3.59 [3.7013.46 13.40 |3.563.55|3.41 |3.06|2.92|3.18 |3.13|2.88|2.47|2.34|2.62|2.53|2.32

4.03 [4.17|3.89(3.80[4.024.00 |3.83|3.433.233.57[3.51]3.20|2.7212.55|2.90]2.77 | 2.53

437 14.55|4.22(4.11 [4.37]1435[4.163.73 13.47|3.87|3.803.44|2.9212.70 |3.11 |2.98 | 2.68

i PN E LA =]

0 [4.65 14.85[4.50|4.37]4.664.64]4.423.97]3.66|4.1214.04 |3.63[3.07]2.82[3.29|3.15[2.80

estos ultimos resultados y los mejores calculos variacionales [columna (c)] se incrementa
significativamente cuando el campo magnético aumenta, y tiende al valor 0.5 Ry*, la cual
es la energia de enlace de un D™ confinado en un QW; iii) los resultados mostrados en la
columna (c), los cuales fueron obtenidos optimizando el parametro 7, y los
correspondientes al valor fijo z =1 [columna (d)] son muy similares, por consiguiente,
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para un i6n descentrado en un QW, la funciéon de prueba (3.9) con r =1 puede ser
considerada como una buena aproximacion para la funcion de onda real.

3.1.1.3Un D™ descentrado en un QW. El ultimo analisis hecho sobre los resultados
anteriores, nos permite asumir que la funcion de prueba (3.9) con 7 =1 tiene la suficiente
flexibilidad para reflejar el cambio de simetria experimentado para el estado base de un D~
descentrado en un QW, y en presencia de un campo magnético fuerte. De manera que para
este caso consideraremos la sifuiente funcion de onda:

¥, (.7)= )6, (7 -8l -2 (.14
la cual es exactamente igual a (2.15). Transfiriendo el origen de coordenadas a la posicion
del ion, y siguiendo el procedimiento descrito en la seccion 2.1.2 llegamos a la ecuacion
diferencial (2.17), a partir de la cual se obtiene la energia de enlace teniendo en cuenta el

procedimiento descrito en las ecuaciones (3.1) a (3.5).

9

En la figura 14 presentamos los resultados del calculo de la energia de enlace del estado
base de un D™ en QW de Gads/Gay Al 3As de ancho 200A y altura de barreara 80 Ry*,
como funcién de la intensidad del campo magnético, y para diferentes posiciones del i6n.
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Fig. 14. Energia de enlace del estado base de un D™ en QW de GaAs/Gay ;Aly3As de ancho 2004 y
altura de barreara 80 Ry*, como funcion del campo magnético, y para diferentes posiciones del
donor. Las curvas solidas representan nuestros resultados, mientras que las curvas truncadas y
punteadas y los puntos solidos representan los resultados de la referencia [27].

En esta figura se ve que para cualquier posicion del i6n, la energia de enlace (lineas solidas)

crece mondtonamente con el campo magnético, de manera que no se observa ninguna

inestabilidad para el estado base del D, lo cual esta en total contraste con los datos tedricos

presentados en la referencia [26], los cuales fueron obtenidos usando una funcién de onda
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del tipo ‘I’D,(Fl,?’z)= £.(z)f. (zz)(DD, (P, 225015 ), la cual es separable, pero a diferencia
de la nuestra, aqui la funcién envolvente @, solo depende de las coordenadas en el plano

y no incluye la posibilidad de la variacion de la densidad de distribucion electrénica a lo
largo del eje z, y tampoco tiene en cuenta el posible incremento de correlacion electronica
en la direccion z, a pesar de que estos efectos son esenciales para este sistema. Los
electrones fuertemente confinados en un plano perpendicular al eje z, deben tender a
incrementar su separacion a lo largo de la direccion z, mientras que la coordenada z del
maximo de la densidad de distribucion electronica debe desplazarse hacia la posicion del
ion, aumentando la atraccion electrén-ion. Nosotros consideramos este hecho como la
razon por la cual hay una discrepancia entre nuestros resultados y aquellos de la referencia
[27].

3.1.2 Hilos cuanticos (QWWs). El problema de una impureza donadora neutra, confinada
en un hilo cuantico (QWW), ha sido extensivamente estudiado teéricamente en las Gltimas
dos décadas [36-38,66,69,88,89,106-113]. Usando el método variacional, inicialmente se
analizaron los efectos de la forma seccional [66,106] y la posicion del ion [107], sobre la
energia de enlace de la donadora en un QWW con una barrera de altura infinita.
Posteriormente estos calculos se extendieron a modelos con barrera finita [69,88,89,108-
112], para los cuales, ademas de la posicion del ion [108], se analizaron los efectos de la
variacion de la constante dieléctrica [112,113], y el campo magnético [69,88] sobre la
energia de enlace de la donadora. También se ha estudiado la densidad de estado
[89,110,111], y la probabilidad de transicién en el infrarrojo [89,110-113]. Sin embargo,
hasta donde nosotros conocemos hay muy poca informacion sobre calculos para el
problema de una donadora negativamente cargada (D) confinada en un hilo cudntico
[32,114], y los efectos del campo magnético en este caso no han sido investigados.

En los célculos variacionales que se han hecho para estudiar una donadora en un QWW con
un potencial de confinamiento de forma rectangular, se han escogido funciones de pruebas
tipo Slater [69,89,110,111] con solo un parametro variacional. Para tomar en cuenta el
efecto de un campo magnético, en la referencia [88] se introdujo un factor adicional tipo
Gaussiana. Es claro que el tipo de funcion de prueba que se escoja, depende fuertemente de
la forma del potencial de confinamiento, y de la intensidad del campo magnético, de
manera que es imposible escoger a priori la mejor funcion de prueba que describa
adecuadamente la simetria del sistema.

En esta seccion aplicaremos nuestro método de dimension fractal, el cual como ya lo hemos
dicho se puede aplicar para cualquier forma de potencial de confinamiento sin especificar a
priori el tipo de funcién de prueba, sino que el mismo procedimiento matematico escoge
una funcion de prueba lo suficientemente flexible como para cambiar automaticamente su
simetria desde esférica hasta cilindrica a medida que el radio del QWW disminuye y
cambia su comportamiento asintdtico de exponencial a Gaussiana, en presencia de campo
magnético.
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En un hilo cuantico cilindrico infinito, podemos considerar que el confinamiento es solo en
direccion radial, de manera que el potencial de confinamiento V' (7), depende solo de la

coordenada p, y si el hilo es finito, entonces tomamos en cuenta un potencial de

confinamiento en la direccioén z, pero asumimos que estos potenciales son independientes
uno del otro. Para describir el potencial de confinamiento en la direccion radial, en un
QWW de Gads/Ga;..AliAs seguiremos la idea descrita en la seccion 2.3. De manera que
considerando una variacion suave de la concentracion de A/ en las interfases, podemos
modelar diferentes formas de potencial. Aplicando esta idea consideraremos los modelos
de barreras de potencial con uno y dos escalones, para lo cual asumimos que en cada
modelo la concentracion de aluminio (ver ecuacion 2.45) en la direccion radial puede
representarse como:

c(p)=F(p,py,x,A) (3.15)
para el potencial escalon, y
c(p)=F(p’R1’x1’A’)+F(p’R’x23/1) (316)

para el potencial de doble escalon.

Si adicionalmente asumimos que en el eje del QWW existe una isla cilindrica de radio R;,
con una aumentada concentracion de A/ debido a la sustitucion de Ga, entonces la
concentracion de aluminio para tal estructura puede ser descrita por la siguiente relacion

c(p)=F(- p—R.,x;,A)+ F(p,R,,x,, 1) (3.17)
donde R; y x, son el radio y la concentracion de aluminio del nticleo repulsivo,y R y x,

son el radio y la concentracion en la barrera exterior del QWW. De esta manera podemos
analizar diferentes formas de potencial, variando A y las concentraciones de A/, en cada
caso.

En la figura 15 presentamos las formas de potencial descritas por las ecuaciones (315),
(316) y (317). En la figura 15(a) presentamos el potencial doble escalon (ecuacion 3.16),
en donde asumimos que el radio interno y el radio interno R; y el radio externo R estan
relacionado como R, =0.5R siendo en este caso R =1a,*. De acuerdo con las ecuaciones

(2.45) y (316), la concentracion de A/ tiene dos saltos casi rectangulares: de 0 a 0.2 en la
primera juntura (p=R,),y de 0.2 a 0.3 en la segunda juntura (p = R), de manera que el

potencial de confinamiento en estas junturas salta aproximadamente de 0 a 20Ry* y de
20Ry* a 40Ry* respectivamente. En la figura 15(b) presentamos el potencial escalén dado
por la ecuacion (3.15), para un QWW cilindrico de radio R=1a,* y con una altura de

barrera V' =40Ry*, para tres diferentes valores del parametro A correspondientes a un
potencial rectangular (4 =0.0la,*), un potencial suave (1=0.3a,*), y a un potencial
parabdlico (/1 =1la, *) . Similares curvas se presentan en la figura 15(c), en donde ademas

se asume un nucleo repulsivo de radio R, =0.2a,* y altura V, =20Ry *
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Fig. 15. Diferentes modelos de potenciales de confinamiento en un QWW cilindrico de GaAs/Ga;.
AlAs: (a) Potencial de doble escalon (ecuacion (3.16)), (b) Potencial escalon (ecuacion (3.15))
con diferentes valores del pardmetro A, y (c) potencial con nicleo repulsivo (ecuacion (3.17)),

también con tres diferentes valores para el parametro A .

Teniendo en cuenta que el potencial de confinamiento depende solo de la coordenada p, la
ecuacion de onda para la energia del estado base del electron libre, y su solucion f(p), es

separable. De manera que la ecuacion (2.21) se puede resolver numéricamente usando el
método de barrido trigonométrico (ver seccion 2.2). Ahora para resolver la ecuacion (2.4),
para el estado base de una donadora ubicada en la posicion &, en un hilo cuantico,

asumiremos que en un sistema de coordenadas con el origen en la posicion de la donadora,
la funcioén de prueba para el estado base de la donadora descentrada, puede ser presentada

como:
LPD0 (7)=ﬁ)(p+cp) (DDO (l’)
donde la funcion de correlacion @ ,(r), depende solo de la separacion electron ion.

(3.18)

Considerando esta funcion como variacional, y partiendo del principio variacional,
llegamos a la siguiente ecuacion de Euler-Lagrange para la funcion @ , (r):
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J(lr)%{””)mﬁ—;(r)}%% (r)=[E~E]®,(r) (3.19)

donde el Jacobiano J(r) esta dado por:
J(r) = 47rr2P(r);
(3.20)

2z n
P(r) :i [ dof £2(\Jrsin® 0+ &3+ 208, sinOcos g Jsin 0o
0 0

Esta funcién P(r) da la densidad de probabilidad de encontrar el electron en una esfera de
radio 7 centrada en la posicion del ion. Una vez que la funcién f(p) es encontrada, el

Jacobiano puede ser calculado en una forma sencilla a través de (3.20) y luego se busca la
energia para la donadora, resolviendo (3.19) usando el método de barrido trigonométrico.

Para calcular la energia de enlace para el estado base del D™, seguimos un procedimiento
similar al anterior, pero en este caso escogemos la funcion variacional de la forma:

¥, (75)=fo(p) 1 ()@, (|F-E | o =& ) 3.21)

donde la funcidén envolvente @ ,- toma en cuenta el efecto de la correlacidon entre los

2

electrones dentro del QWW producida por la interaccion Coulombiana. Para estimar la
energia del estado base del D™ usamos la funcion triparamétrica (3.2), y seguimos el
procedimiento descrito en las ecuaciones (3.2) a (3.5). Primeramente haremos una analisis
del problema considerando que la impureza esta ubicada en el eje del QWW, esto es
¢, =0,y mas adelante consideraremos la impureza en cualquier posicion.

3.1.2.1 Un D’y un D centrados en QWWs. Igual que en el caso del pozo, inicialmente
analicemos la precision y efectividad de nuestro método. En la siguiente figura mostramos
los resultados de la energia de enlace de una donadora ubicada en el eje de un hilo
cilindrico de GaAs/GaysAly4As con potencial rectangular y en presencia de un campo
magnético.

En la figura 16 se puede ver que nuestros resultados para un QWW “infinito” (L =10a, *),
estan en buena concordancia con resultados variacionales (puntos solidos) obtenidos
previamente [67]. Notese que en un QWW el potencial de confinamiento [V(F )=V( p)] , Y

el término y°p’ /4 que describe el campo magnético en el Hamiltoniano (2.2¢), tiene la
misma simetria, por consiguiente ellos producen efectos similares. Como se ve en la figura
16, para pequeios valores del radio (R/a0*<1), la energia de enlace es relativamente

insensible al campo magnético puesto que la energia diamagnética del electron, fuertemente
confinado en direccion radial, tiende a cero. En este rango de radios, el efecto geométrico o
de localizacion espacial sobrepasa el efecto del campo magnético. Cuando el radio del
QWW crece y supera el valor del radio ciclotronico, el efecto del campo magnético llega a
ser considerable. Se observa que cuando el campo magnético aumenta, la energia de enlace
crece para grandes valores del radio, lo cual puede deberse a la localizacion del electron
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debido a la reduccion del radio ciclotronico. En la figura 16 se ve que para todo los casos,
la energia de enlace aumenta cuando el radio del hilo disminuye hasta un valor critico
R =~0.24a,* donde el nivel del estado base sobrepasa la barrera de potencial, y la funcion

de onda se desborda. Estos resultados indican que el método de dimension fractal nos
proporciona una funcién de onda lo suficiente flexible para trasformar su simetria de
esférica a cilindrica cuando el radio del hilo decrece, y cambia su comportamiento
asintotico de exponencial a Gaussiana en presencia de un campo magnético.

6 T T T

4
R/a*
Fig. 16. Energia de enlace de un D’ como funcion del radio de un QWW de GaAs/Gay Al As de
longitud L=10a,* con potencial rectangular y para diferentes intensidades del campo

magnético. La figura insertada corresponde al caso de un hilo de longitud L =0.5a,*.

Un resultado similar al anterior se puede analizar en la figura 17, en donde se muestra la
energia de enlace de un D en funcion del radio R de un QWW cilindrico de
GaAs/GageAlp4As, con potencial rectangular y para diferentes intensidades del campo
magnético. Se puede ver que el comportamiento de las curvas en este caso es similar al

caso del D° y la diferencia es que en el caso del D™ el radio critico es R, ~0.21a;, y el

maximo valor alcanzado por la energia de enlace es aproximadamente 1.23Ry*, el cual
corresponde a un valor entre 0.326Ry* y 2.41Ry* obtenidos previamente para QW [30] y
QD [32]. La curva de la energia de enlace para campo magnético cero tiende
asintoticamente al valor 0.0506Ry*, valor que coincide exactamente con el resultado
obtenido por Hylleraas para el ion de hidrogeno negativamente cargado [13], usando una
funcion de prueba similar a la utilizada aqui.

Los resultados obtenidos para el modelo de un QWW con un potencial de confinamiento de
doble escalon, el cual corresponde a la estructura GaAds/GagsAlyr4s/GagssAlp45As son
presentados en la figura 18, donde mostramos los resultados de la energia de enlace Ej,
como funcién del radio externo y para varios valores de la longitud L del hilo. Como se
puede ver en esta figura, cada curva tiene dos picos, el pico principal esta asociado con el
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desbordamiento de la funcidon de onda hacia la region de la barrera exterior, mientras que el
pico secundario esta asociado al desbordamiento de la funciéon de onda electronica en la
region de la barrera interna.

X 081 i
e
= B = 400 kG
—~ =
S B = 200 kG
~ 04H B=100kG -
L
B=0kG
J
0’0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

R/ao*

Fig. 17. Energia de enlace para el estado base de un D~ como funcion del radio de un QWW de
GaAs/GaysAly4As con potencial rectangular, para diferentes intensidades del campo magnético.
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Fig. 18. Energia de enlace de un D’ como funcion del radio de un QWW coaxial de

GaAs/Gay sAlpAs/Gay 5541y 45As (potencial doble escalon) de radio R, y para diferentes longitudes
del hilo.
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Un aumento considerable de la energia de enlace se observa cuando la longitud del QWW
decrece, esto se debe a que cuando la longitud se va disminuyendo, el sistema se trasforma
de un sistema cuasi-unidimensional (QWW) a un sistema cuasi-cero-dimensional (QD
cilindrico).

En la figura 19, se muestran los resultados de la energia de enlace para el estado base de
una donadora neutra en un hilo cuantico de longitud L/R =0.5, calculados para tres
diferentes anchos de la region de transicion en la juntura: A/R=0.01, 0.1, y 0.2 que

corresponden a barreras de potencial casi rectangular, suave y muy suave respectivamente.
En esta figura se observa un cruce de las curvas en la region 0.4 < R/a *<0.6, este cruce

se debe a la diferencia entre los modelos de potencial. Es aparente que para intermedios y
grandes valores del radio del QWW (R/a,*>0.6), el confinamiento de las orbitas

electronicas es mas pequefio y el nivel de energia esta situado cerca al piso de la banda de
conduccion. De manera que el confinamiento de las orbitas electronicas debido a un
potencial muy suave (A/R=0.2) en esta region es mas fuerte que el confinamiento
producido por el potencial suave (A/R=0.1) y casi rectangular (4/R=0.01), y por lo
tanto, el potencial correspondiente a A/ R =0.2 da la mas alta energia de enlace, seguido
por el potencial correspondiente a A/ R =0.1, mientras que el potencial casi rectangular
presenta menor confinamiento y energia de enlace mas pequefia. Cuando el radio del
QWW decrece, el nivel de energia sube hasta

T T T M T
12 -
L/R=0.50
*>~.
& 0r T
~ A/R=0.10
< A/R=
a)
| —
O
B 6l »/R=0.20
N 1 N 1 N 1 N
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

R/%*

Fig. 19. Energia de enlace de un D" como funcién del radio de un QWW cilindrico de
GaAs/GaysAlp4A4s de radio R, para diferentes perfiles de la barrera de potencial.

65



12 |

*
y
o
(o¢]
T

E (D)/R

L/ R=0.001

0 1 2 3 . 4
*
R/ao

Fig. 20. Energia de enlace de un D~ como funcion del radio de un QWW cilindrico de
GaAs/GaysAly4As de radio R, para diferentes perfiles de la barrera de potencial.

la parte superior de la banda de conduccion, donde el potencial casi-rectangular produce el
mayor confinamiento. Por consiguiente, cuando el radio es pequefio (R/a,*<0.4), el

potencial correspondiente a A/R=0.01, presenta la mayor energia de enlace para la
donadora seguido por el potencial suave (A/R =0.1), mientras que el correspondiente a
(A/R=0.2) presenta la energia de enlace mas pequeiia. Un comportamiento similar se
observa en los resultados presentados en la figura 20, en donde mostramos la energia de
enlace para el estado base de un D™ como funcion del radio de un QWW muy largo de
GaAs/GayAly 4As, con potencial rectangular y calculados para tres diferentes anchos de la
region de transicion en la juntura: A/ R =0.001, 0.1, y 0.3 que corresponden a barreras de

potencial casi rectangular, suave y muy suave respectivamente.

3.1.2.2 Un D’ y un D™ descentrados en un QWW. Para chequear la precision de nuestro
método en el caso de impurezas ubicadas fuera del eje del QWW, primeramente calculamos
la energia de enlace del estado base de una donadora neutra como funcion de la posicion
del ion & ,» para el modelo de un QWW de Gads/Gay ;Alp3As cilindrico con un potencial

rectangular, y comparamos con resultados obtenidos previamente usando el método
variacional [115]. En la figura 21 se puede ver que nuestros resultados para radios
R=025a,* y R=0.5a,* estan en buena concordancia con aquellos presentados en la

referencia [115] (puntos solidos). En todos los casos se ve que la energia de enlace
disminuye a medida que el ion se desplaza desde el centro del QWW hacia la barrera. La
razén de esto es que debido al fuerte confinamiento lateral, el electron tiende a estar
localizado en el eje del hilo, aun cuando el ion se ubique fuera de este. Esto lleva a que la
funcion de onda para el estado base cambia su simetria, pues cuando el ion esta en el centro
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del hilo, esta tiene la simetria tipica del estado 1s, pero a medida que el ion se desplaza
hacia la barrera, la simetria se va transformando hasta ser similar a la orbita 2p. La
variacion de la simetria produce un incremento de la distancia media entre el electron y el
ion, por lo tanto la energia de enlace disminuye.

50 r T T T y T T T
4,5
4,0 I
3,5 I
3,0 I
2,5 I
2,0 i
15 I

E,(D)/(Ry*)
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O’O I s | s | s | s | s
0,0 0,2 0,4 0,6 08 1,0

e IR
Fig. 21. Energia de enlace para el estado base de un D’ como funcién de la posicion & , del ion en
un QWW cilindrico de GaAs/Gay;Aly34s, con potencial rectangular, para diferentes radios del

hilo. Los circulos solidos representan los resultados del calculo variacional presentados en la
referencia [115].

Cuando el confinamiento es débil (ver curva para R =5a,* en la figura 21), la energia de

enlace para la donadora colocada en el eje del QWW, se aproxima a el valor
correspondiente al estado base de una donadora en el volumen (~1 Ry*), mientras que en el
caso de la donadora ubicada en la barrera, la energia se aproxima al valor correspondiente
al estado 2p en el volumen (~0.25 Ry*).

En la figura 22 mostramos la energia de enlace como funcion del radio del hilo, para el caso
de una donadora ubicada en el punto medio entre el eje y la barrera de un QWW de
GaAs/GapeAlp4As, para dos modelos de potencial correspondientes a A/R=0.001
(potencial rectangular) y A/R=0.3 (potencial muy suave). Nuestros resultados para el
modelo de potencial rectangular (linea sélida) estan en buena concordancia con aquellos
obtenidos en la referencia [71] (circulos abiertos). Podemos ver que para R<0.7a,*,y

también para R >1.3a,*, el potencial rectangular produce un confinamiento mas fuerte que
el potencial suave, mientras que para 0.7a,* < R <1.3a,* ambos potenciales producen el

mismo efecto. Noétese que en este caso el comportamiento de las curvas es diferente al caso
cuando el ion esta ubicado en el centro (ver figura 19).
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La energia de enlace para el estado base de un D” y de un D™ en un QWW cilindrico de
GaAs/Gay 7Alp3As con los modelos de potencial presentados en la figura 15(b), se presenta
en la figura 23, como funcion de la posicion &, .
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Fig. 22. Energia de enlace para el estado base de un D’ como funcion del radio de un QWW
cilindrico de GaAs/Gay A1y 3A4s, con dos diferentes modelos de potencial, rectangular (linea solida)
y suave (linea punteada). Los circulos abiertos representan los resultados de la referencia [67]
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Fig. 23. Energia de enlace para el estado base de un D’y un D™ como funcién de la posicion & -

del ion en un QWW cilindrico de GaAs/Gay A1y 34s, con los tres modelos de potencial, presentados
en la figura 15(b).
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En donde se puede ver que la energia para las tres formas de potencial difiere
significativamente solo cuando el ion esta ubicado cerca del eje del hilo, y la diferencia
entre estas energias disminuye rapidamente cuando el ion se aproxima a la barrera. Aqui al
igual que en la figura 21, se ve que todos los casos la energia de enlace disminuye a medida
que el ion se desplaza desde el centro hacia la barrera.

Resultados similares son presentados en la figura 24, en donde mostramos la energia de
enlace para el estado base de un D° ydeun D enun QWW cilindrico de Gads/Gay 7Aly3As
con un nucleo repulsivo (ver figura 15(c)), de radio R, =0.2a,* y altura de potencial

V. =20Ry*, correspondiente a una concentracion de aluminio del 15% en el eje del QWW.
Se ve que para este modelo, el comportamiento de las curvas cuando el ion esta ubicado

cerca del eje, es similar al comportamiento en la figura 22, con la unica diferencia de que
en la region &, <0.5a,*, la energia de enlace depende muy débilmente de la posicion del

. ., . 0 -
ion. Como se puede ver, en esta region la energia de enlace para el D es casi constante,
mientras que para D, inicialmente se observa un leve incremento y luego disminuye.
Ademas, podemos ver que para grandes distancias £, la energia de enlace en un QWW con

nucleo repulsivo disminuye menos que en la figura 23. Esto se debe a que el nicleo
repulsivo impide que el electron se localice en el eje de hilo, de manera que la separacion
electrén-idbn aumenta menos en este caso, y por consiguiente la energia de enlace disminuye
menos que en la figura 23.
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Fig. 24. Energia de enlace para el estado base de un D’ y un D~ como funcién de la posicion & »

del ion en un QWW cilindrico de GaAs/Gay Al 34s, con un nucleo repulsivo y para dos de los tres
modelos de potencial, presentados en la figura 15(c).
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3.1.3 Puntos cudnticos (QDs). En los ultimos afios muchos autores se han dedicado al
estudio de impurezas donadoras neutras (D°) y negativamente cargada (D"), confinadas en
QDs. Para analizar el estado base de un D° centrado en un punto cudntico esférico con
diferentes formas de potencial, se ha utilizando el método variacional [72], el método de
expansion en serie [73,74] y el método de barrido trigonométrico [82]. Usando el
procedimiento variacional, también han sido calculadas las energias de estados excitados de
un D° descentrado en un punto cuantico [115], y para el calculo de la energia de enlace de
un D~ centrado en un QD se uso una funcion de prueba tipo Chandrasekhar [75]. Sin
embargo, hasta donde nosotros conocemos ningtin estado ha sido calculado, para el caso de
un D descentrado en un QD, por lo tanto seria interesante analizar como afecta la posicion
del ion a la energia de enlace de un D™ descentrado en un QD y también analizar el efecto
de la localizacion en la competencia entre el confinamiento, la repulsion Coulombiana y los
electrones en este problema. Aplicaremos nuestro método de dimension fractal, para
calcular la energia de enlace del estado base de un D° y un D~ confinados en un punto
cudntico esférico con las diferentes formas de potencial presentadas en la figura 15.

Debido a que en este caso la estructura tiene simetria esférica, el potencial de
confinamiento depende solo de la distancia hasta el centro del QD V' (#) =V (r), de manera
que el problema de un electrén en el punto se reduce a resolver la ecuacion de onda
unidimensional (2.19), la cual se puede resolver numéricamente usando el método de
barrido trigonométrico (ver secciéon 2.2). Ahora para resolver el problema para un D°
confinado en el QD y tomar en cuenta la simetria del sistema, escojamos un sistema de
coordenadas con el origen ubicado en la posicion 5 del ion, y con la direccion z a lo largo

de la linea que une el centro del QD con la localizacion del ion, tal como se muestra en la
siguiente figura:

Fig. 25. Sistema de referencia usado para escoger una funcion de prueba tipo Bastard.

Como en este sistema de referencia 7'=7 +¢ , el Hamiltoniano del sistema puede escribirse
como:

F[O(F+§)=—V2 +V(‘F+§D

de manera que como funcion de prueba podemos tomar:

¥, (F)= 1|7 +E])@,. () (3.23)
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donde f, es la solucion de la ecuacion (2.19) y @, , es una funcion envolvente que

depende solo de la separacion electron-ion.

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccion 2.1.1.1, deducimos una ecuacion similar
ala (2.8) para la funcion @, , con J(r) dado por

J(r) =4r rzP(r); P(r) :%jfoz (\/rz +& —2r§x)dx (3.24)

y para calcular la energia de enlace resolvemos el problema (2.4), usando el método de
barrido trigonométrico.

Para calcular la energia de enlace del estado base de un D™ en el QD seguimos el
procedimiento descrito en la seccion 3.1, y escogemos la siguiente funcion de prueba:

¥, (R5)=f(F+E) AR +E) e, (nnm), (3.25)
donde al igual que antes, la funcion @ toma en cuenta el efecto de correlacion producido

por la interaccion Coulombiana entre los electrones y de estos con el ion.

Al igual que para pozos y para hilos, inicialmente haremos un andlisis de los problemas
considerando que las impurezas estan ubicadas en el centro del QD, esto es £=0, y

después consideraremos las impurezas en cualquier posicion.

3.1.3.1 Un D’ y un D~ centrados en QDs. Para analizar la precision y efectividad de
nuestro método, en el caso de un punto cuantico. En la siguiente figura mostramos los
resultados de la energia de enlace de una impureza D° centrada en un punto cudntico
esférico de GaAds/Gay;Alp3As con potencial rectangular y comparamos con resultados
presentados en la referencia [73].

En la figura 26 se puede observar una total coincidencia entre nuestros resultados (linea
solida) y los resultados obtenidos por Zhu (diamantes solidos) [73], quien encontrd la
solucion exacta de este problema, usando el método de expansion en series. Obsérvese que
a medida que el radio del punto disminuye, la energia de enlace aumenta hasta que alcanza
un maximo de 8.13Ry* cuando el radio llega al valor critico R, =0.33a,*. Para valores

menores que este radio critico, la energia de enlace disminuye hasta 1Ry*, esto se debe a
que la funcién de onda se desborda hacia fuera del punto, restaurando su caracter
tridimensional.

Para el caso de un D™ centrado en un punto cuantico de GaAs/Gay A1y 34s con un potencial
de confinamiento rectangular, calculamos la energia de enlace como funcion del radio del
QD. En la referencia [32] Zhu y colaboradores, presentaron resultados de calculos
variacionales para este problema, para los cuales se uso una funcion de prueba tipo
Chandrasekhar con tres parametros variacionales. En la tabla 3, presentamos nuestros
resultados para la energia de enlace Ey(D ) y son comparados con los resultados de la
referencia [32].
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€ Mcétodo expansion en series (Ref. 73)
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Fig. 26. Energia de enlace de un D’ centrado en un punto cuantico esférico de GaAs/Gay Al 3A4s
con potencial rectangular (A/R=0.001). Los diamantes sélidos representan los resultados
obtenidos en la referencia [73]

Tabla 3. Comparacion entre nuestros resultados para la energia de enlace de un D™ en un QD
esférico con potencial rectangular y los resultados del calculo variacional [32]. Todas las
energias estan expresada en Ry*.

R(A) 10.10 0.20 | 024 | 0.25 | 0.28 [ 030 | 0.34 | 0.60 | 1.00 | 10.0

Nuestros (0.0520(0.123 | 0.73 | 1.23 | 220 | 2.41 |2.50 | 1.81 | 1.31 |0.137
resultados
Resultados [0.0526 [{0.128 | 0.70 | 1.17 | 2.15 | 2.36 | 2.41 | 1.75 | 1.25 |0.143
de ref. [32]

En esta tabla se puede ver que nuestros resultados estan en muy buena concordancia con los
correspondientes resultados presentados en la referencia [32]. También se ve que cuando el
radio del punto es pequefio (R—0) o grande (R—x), la energia de enlace tiende la valor
limite en el volumen, el cual corresponde a 0.0518 Ry* para una funcién de prueba tipo
Chandrasekhar y a 0.0506 Ry* para la aproximacion de Hylleraas. En el limite de débil
confinamiento (impureza en el volumen), nuestros resultados son mas bajos que aquellos de
la referencia [32], esto se debe a que en este limite, la funcion de prueba tipo Hylleraas, con
tres parametros da peor aproximacion con el mejor resultado conocido (0.0555 Ry*) [13]
que la funciéon de prueba tipo Chandrasekhar con tres pardmetros. Por el contrario, para
valores intermedios del radio, cuando el confinamiento es significante, nuestros resultados
son 2-3% mas altos, por lo tanto en este caso la funcion triparamétrica tipo Hylleraas da
mejores resultados que la funcion de prueba tipo Chandrasekhar.
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Fig. 27. Energia de enlace para el estado base de un D™ centrado en un punto cuantico esférico de
GaAs/Gay,Aly34s con dos diferentes formas de potencial: rectangular (A/ R =0.001) y suave
(A/R=0.3). Los circulos sélidos representan los resultados obtenidos en la referencia [73]

En la figura 27 también presentamos nuestros resultados para la energia de enlace E, (D‘) ,

como funcion del radio de un QD de GaAds/Gay ;Aly3As, con un potencial rectangular
(A/R=0.001) (linea solida) y un potencial suave (A/R=0.3). Los circulos solidos
representan los resultados de la referencia [73]. Se ve una buena concordancia entre los dos
métodos.

3.1.3.2 Un D" y un D~ descentrados en QDs. En esta seccion presentaremos algunos
resultados de aplicacion de nuestro método de dimension fractal para analizar los efectos de

la forma del potencial sobre la energia de enlace para el estado base de impurezas D’ y D~
en puntos cuanticos esféricos con los modelos de potencial presentados en la figura 15(b) y
15(c).

En la siguiente figura presentamos la energia de enlace como funcién de la posicion &, de
un D° confinado en un QD de GaAds/Gay 741y 3As de radio R =3.0a,*, y con tres diferentes
modelos de potencial, correspondientes a 4=0.01,1.0y3.0a,*, todos estos potenciales
con una altura V=40 Ry*.
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Fig. 28. Energia de enlace como funcion de la posicion &, de un D° confinado en un QD de
Gads/Gay;Alp3As de radio R=3.0a,*, y con tres diferentes modelos de potencial,
correspondientes a A =0.01,1.0y 3.0 a, * (ver figura 15(b)).

En esta figura, se ve que el aumento del ancho de la region de transicion (aumento de A4),
produce un incremento de la energias de enlace del D”. Esto se debe al hecho de que entre
mayor sea el espesor de la region de transicion, mas fuerte sera el confinamiento dentro del
punto. Por consiguiente, cuando el ion esta en el centro del punto, el potencial parabolico
(A=3.0a,*) produce el mayor confinamiento y por tanto mayor energia de enlace,

seguido por el potencial suave (A=1.0a,*), mientras que el potencial rectangular
(A=0.01a,*) corresponde al confinamiento mas bajo. Por el contrario, cuando el ion se
desplaza hacia la barrera, el orden de estas curvas se invierte y se observa un cruce de las
curvas en (&=1.0a,*). Finalmente, cuando el ion esta localizado en la barrera
& 23.0a,*, todas las curvas dan practicamente la misma energia de enlace, y los efectos de
la forma de potencial sobre estas energias, llega a ser insignificante.

En la figura 29 presentamos la energia de enlace de un D’ como funcién del
desplazamiento &, medido desde el centro de un QD esférico y con el modelo de potencial
definido en la ecuacion (3.17) (ver figura 15(c)). Observamos que a medida que el ion
impureza se desplaza hacia la barrera, la energia de enlace inicialmente crece y luego
disminuye. También se puede ver que la posicion de maximo de las curvas, se desplaza a
medida que aumenta el valor del radio del nucleo repulsivo, y ademas se puede ver que la
posicion de cada maximo coincide aproximadamente con el punto medio entre el radio

interno y el radio externo (Re +R, ) / 2, donde el confinamiento es mayor. Se ve que cuando

el radio del nucleo repulsivo crece de 0 a 1.0a,* la altitud de este maximo inicialmente
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cae, y luego cuando el radio aumenta de 1.0a,* a 3.0a,* el maximo de cada curva crece

rapidamente. Esto se debe al hecho de que para pequefios valores del radio del nucleo, el
electron esta localizado mas probablemente en la region central del punto, y por
consiguiente la separacion electron-ion crece cuando el ion se desplaza hacia la barrera y
esto hace que la energia de enlace disminuya. Por el contrario, para grandes valores del
radio del nucleo, el electron no puede penetrar en la regidon central y se localiza mas
probablemente en el punto medio entre las dos barreras, de manera que cuando el ion esta
localizado en la misma posicion, la separacion electron-ion llega a ser muy pequenia lo cual
aumenta la energia de enlace.

0
E (D)/Ry*

0,5 T T T T T T T
0 1 2 3 4

&a*

Fig. 29. Energia de enlace para el estado base de un D’ como funcién de la posicion del ion en QD
esférico strain-induced self-assembled. Con potencial rectangular y para diferentes radios del
nucleo repulsivo.

En la figura 30 mostramos los resultados para la energia de enlace como funcion de la
posicion &, de un D™ en un QD esférico sin nucleo repulsivo, con un potencial rectangular
y para dos diferentes valores del radio del punto. Se ve que la energia de enlace decrece
suavemente cuando el ion se desplaza del centro hacia la barrera. Como ya lo hemos dicho,
este comportamiento se debe a que los electrones tienden a estar localizados en el centro
del punto debido al fuerte confinamiento sin importar que el i6n se desplace hacia las
barreras. Por consiguiente, un incremento de & produce un aumento de la separacion

electron-ion y la energia de enlace disminuye.
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Fig. 30. Energia de enlace para el estado base de un D" como funcion de la posicion &, del ion en
0D esférico con potencial rectangular y para diferentes radios del punto

3.2 DENSIDAD DE ESTADO DE IMPUREZAS D’ Y D~ EN DIFERENTES
HETEROJUNTURAS SEMICONDUCTORAS

Como se demostrd anteriormente la energia de impurezas poco profundas en heterojunturas
semiconductoras depende fuertemente de la posicion de la impureza, las centradas tienen
niveles mas profundos que las que estan situadas cerca de la juntura o en la barrera. Por
eso un conjunto de impurezas distribuidas aleatoriamente dentro de una heterojuntura
produce un conjunto de niveles energéticos cada uno de los cuales corresponde a la energia
de una impureza individual determinada por su posicion en la heterojuntura. Es imposible
analizar cada uno de estos niveles independientemente y por eso en la teoria de espectros,
para describir espectro energético de un conjunto de impurezas se utiliza la funcion de
distribucion de estos niveles llamada la densidad de estados (DOS). La funcion de DOS es
una representacion del espectro en forma de histograma. Ademas la densidad de estados es
una caracteristica necesaria para analizar los espectros de absorcion y de fotoluminiscencia
relacionados con las impurezas en heterojunturas semiconductoras y entra directamente en
la regla oro de Fermi.

En una serie de publicaciones se analizo el espectro de donadoras neutras en pozos, hilos y
puntos cuanticos. Oliveira y Falicov [116] calcularon la energia de enlace de un D° en
funcion de posicion de impureza en un pozo cuantico de barrera infinita en el marco del
modelo de Bastard y utilizando estos resultados encontraron la densidad de los estados para
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un conjunto de impurezas distribuidas en forma aleatoria. Los resultados de los calculos les
permitieron dar una correcta descripcion de los datos experimentales. Lopez-Gondar y co-
investigadores [117], y Weber [118], calcularon la densidad de estados de impurezas poco
profundas en pozos cudnticos bajo la influencia de un campo eléctrico longitudinal. Ellos
encontraron que la densidad de estados en este caso exhibe tres picos de singularidades,
similares a las singularidades de Van Hove, correspondientes a las energias de enlaces
asociadas con impurezas situadas en los dos extremos del pozo y en la posicion en la cual la
energia tiene un maximo. Porras-Montenegro y co-investigadores, calcularon la densidad
de estados de un D° en puntos cuanticos esféricos [119] y en hilos cudnticos con seccion
transversal rectangular [90].

En todos los calculos anteriores se considerd el modelo de confinamiento con las barreras
en forma rectangular. Seria interesante analizar como influye la forma de potencial en la
densidad de estados de impurezas. Ademas en el caso de puntos y hilos no se analiz6 el
efecto de un nucleo repulsivo que como sera demostrado posteriormente puede conducir a
la aparicion de unas singularidades adicionales de tipo Van-Hove. Los resultados de
nuestros céalculos (ver secciones 3.1.2.2 y 3.1.3.2) nos permiten analizar estos efectos y
adicionalmente extender el analisis de la densidad de estados para las impurezas D", lo cual
es novedoso, ya que hasta donde conocemos estos problemas todavia no se han resuelto.

3.2.1 Densidad de estados de impurezas D’ y D™ en un hilo cuéntico cilindrico. Asumiendo
que la seccion transversal circular del QWW no es muy pequena, podemos considerar que
la distribucion de las impurezas es homogénea, de manera que podemos encontrar el
numero de donadoras dN localizadas dentro de un anillo de radios ¢, y ¢, +d{, como:

dN = 2n7l d 2, g
=2n S
P ‘dE(g“p)/dgp‘

donde n es la densidad de impurezas por unidad de area de la seccidon transversal y
E=E, (g” p) es la energia de enlace de la donadora, la cual depende de la posicion. La

(3.26)

densidad de estados por unidad de energia definida como g (E ) = lf{_]; esta dada por
n

dE, =276, (£,) ac,

Para calcular la funcién (3.27) usamos la interpolacion cubica inversa para las curvas
E=E, (g” p) presentadas en la figuras 23 y 24, y los resultados del calculo para la densidad

g(E,) =27, (E,) (3.27)

de estados son mostrados en las siguientes figuras.

En la Fig. 31 presentamos la densidad de estados de impurezas donadoras neutras en un
QWW cilindrico de GaAs/Gay.7Aly3As con diferentes formas de potencial. El lado derecho

de nuestra curva para un modelo de potencial rectangular (4 =0.0la,*) estd en buena
concordancia con los resultados obtenidos previamente por Porras-Montenegro y co-

investigadores [110]. Para un modelo con potencial rectangular, nuestros resultados en el
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lado izquierdo de las curvas son un poco diferentes de aquellos obtenidos previamente por
otros autores, debido a que en nuestros cdlculos incluimos todas las posiciones de la

impureza en la barrera, lo cual proporciona la cola que tiende a infinito cuando £, — 0.
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E,/Ry*
Fig. 31. Densidad de estados de impurezas D’ en un OWW cilindrico de GaAs/Gay ;Aly;As, con los
tres modelos de potencial presentados en la figura 15(b)
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Fig. 32. Densidad de estados de impurezas D’ en un OWW cilindrico de GaAs/Gay ;Aly34s, con un
nucleo repulsivo y para dos de los tres modelos de potencial presentados en la figura 15(c)

Adicionalmente en esta figura se puede observar un sucesivo desplazamiento del umbral al
lado derecho de la densidad de estados hacia mayores valores de la energia cuando se
incrementa el ancho de la region de transicion A. De esta manera el menor umbral de las
energias lo tiene el potencial rectangular, seguido por el potencial suave mientras que el
mayor umbral corresponde al potencial parabolico. Las curvas de las densidades de estados
de impurezas para un modelo con nucleo repulsivo, se presentan en la figura 32, en donde
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se ve que el nucleo repulsivo produce una esencial modificacion de las curvas, lo cual se
relaciona con la aparicion de singularidades y estructura fina cerca del umbral en el lado
derecho. Estas singularidades se deben al inusual comportamiento de la curva de la energia
de enlace en funcion de la posicion de la impureza (Fig. 24), donde la parte esencial de la
curva correspondiente es casi horizontal y el valor de su derivada dE (g“ » )/ dg, es muy

pequeno.
10
D R,=1a*
g V,=40Ry* | |
—=0.01a *
6 0 .
----2=0.3a*

9(E) / Ry*

*
E /Ry
Fig. 33. Densidad de estados de impurezas D~ en un QWW cilindrico de GaAs/Gay ;Aly3A4s, con los
tres modelos de potencial presentados en la figura 15(b)

16
_ D™
. Ro-lao*
124 Ri—_O.ZaO* i
V,=40Ry
V=20Ry*

0,6

E, / Ry*

Fig. 34. Densidad de estados de impurezas D~ en un QWW cilindrico de GaAs/Gay 741y 3As, con un
nucleo repulsivo y para dos de los tres modelos de potencial presentados en la figura 15(c)
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En las figuras 33 y 34, presentamos curvas similares para las densidades de estados de
impurezas D~. Podemos ver picos mas pronunciados en las curvas de densidades de
estados para D, en comparacién con las curvas similares para D°. Todas las curvas tienen
una singularidad en la region cerca del umbral, debido a la existencia de un maximo en la
curva de la energia de enlace del D~ en funcion de la posicion del i6n (ver curvas en las
figuras 23 y 24). En las curvas para hilo con nucleo repulsivo aparece un pico adicional
muy pronunciado, debido a la existencia de un maximo adicional en la dependencia de la
energia de enlace con la posicion del ion cuando este se localiza entre el nucleo repulsivo y
la barrera (ver figura 24).

. . 0 _ L, . L, . .
3.2.2 Densidad de estados de impurezas D" y D™ en un punto cuantico esférico. Asumiendo
las denotaciones del parrafo anterior el numero de las impurezas dentro de un cascaron
esférico del radio & es igual:

Anml?
la£(¢)/d¢]

Por eso la densidad de estados g(E, )esta relacionada con la energia de enlace en funcion

dN = ndrl’d¢ = (3.28)

de la posicion E, (&) de la impureza a través de la formula:
-1

dé(E,) _4ne? dE, (S)
dE, dé

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado para el caso del hilo, obtenemos los
resultados que se muestran en la siguiente figura

g(E,) =4n& *(E,) |2 (3.29)

4,54 V =40Ry*;
V,=40Ry*

| Ri:O.OaO* R.=3.0a % R=1.0a*

|
|
|
|
|
|
|
|
\ 2=0.01a * |
)
)
'
'
]

E,/Ry*

Fig. 35. Densidad de estados de impurezas D’ en un OD esférico de GaAs/Gay:A1y34s, con un
nucleo repulsivo y con potencial rectangular.

80



En la figura 35 mostramos los resultados de la densidad de estados de impurezas D° en un
punto cuantico esférico de GaAds/Gay ;Alp3As sin (curva so6lida) y con un nucleo repulsivo
(curvas truncada y punteada) considerando potencial rectangular. En esta figura se puede

ver que cuando el radio del nucleo repulsivo aumenta de 0 a 1.0a,, el umbral en el lado
derecho de las curvas de densidades de estados, inicialmente se desplaza hacia las energias
mads pequeiias, pero cuando el radio del nicleo sigue aumentando de 1.0a; a 3.0a;, este

umbral salta hacia energias mas grandes. Se puede ver ademds que el nucleo repulsivo
proporciona una esencial modificacion de las curvas de la densidad de estado de impurezas,
lo cual esta relacionado con la aparicién de singularidades cerca del umbral y en la parte
media de las curvas. Estas singularidades se deben a la existencia de un minimo y de un
maximo en la curva de la energia de enlace como funcion de la posicion del i6n donde la

derivada dE(¢)/d¢ es cero (ver figura 29).

En la Fig. 36 se presentan las curvas de las densidades de estados de impurezas D~ en
puntos cuanticos esféricos con dos diferentes radios considerando un modelo de potencial
rectangular. En esta figura se puede ver que cuanto mas pequefio es el radio del punto,
mayor es el umbral de las densidades y menor es altura de la singularidad correspondiente a
este umbral. Esto esta de acuerdo a lo que se espera, ya que este umbral corresponde a las
impurezas ubicadas cerca del centro del punto, y para pequefios radios hay pocas impurezas
que tienen energias de este orden. Mientras que cuando el radio aumenta, el numero de
impurezas que tienen energias cercanas a la de la impureza centrada crece
significativamente y en la curva de la densidad de los estados aparece una singularidad
pronunciada cerca del umbral. Por otro lado la densidad de los estados correspondiente a
pequefias energias describe las impurezas que estan ubicadas en la region de la barrera o
cerca de ella. El nimero de estas impurezas es mucho mayor que el de las
correspondientes dentro del punto. Esto explica la existencia del pico de densidades para

bajas energias.
|
&1 V=80Ry* A
Ih 7=0.01a* |
\

9(E) / Ry*

E, / Ry*
Fig. 36. Densidad de estados de impurezas D~ en un QD esférico de GaAs/Gay:Aly3As, con
potencial rectangular.
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3.3 VARIACION DE PARAMETROS ESTRUCTURALES

En esta parte de la tesis extenderemos nuestro método de Dimension Fractal para analizar
los efectos relacionados con la variacion de los parametros del material (masa efectiva y
constante dieléctrica) y no-parabolicidad de la banda de conduccion. Como ya fue
demostrado anteriormente estos factores conducen a un incremento en las energias de
enlace de impurezas D° en hasta un 20% en QWs [23,83,120,121], hasta un 30% en QDs
[5], y para impurezas D~ [23] en hasta un 10% en QWs cuando la longitud de onda de
Broglie se hace comprable con el tamafio de la heteroestructura.

Para explicar este efecto hay que tener en cuenta que por ejemplo en heterojunturas de
GaAs/Gagp;Alp3:As la masa efectiva en la barrera es mayor que en el pozo en
aproximadamente un 30% y la constante dieléctrica es menor en un 5%. Cuando el tamafio
de la heterojuntura se hace suficientemente pequefio, se aumenta la probabilidad de
penetracion del electron en la barrera y crece el valor promedio de la masa efectiva del
electréon, lo cual lleva a un incremento en la energia de enlace debido a que el Rydberg
efectivo el cual es la medida de la energia de enlace, es proporcional a la masa efectiva.
Cuando el tamafno de la heterojuntura es grande, la probabilidad de penetracién en la
barrera es despreciable y por eso el efecto de variacion de la masa se hace insignificante.

De manera similar se puede interpretar el efecto de no-parabolicidad de la banda de
conduccioén. En la aproximacioén de banda parabdlica la masa efectiva es una constante,
mientras que realmente la curva de dispersion para energias suficientemente grandes
(cuando el electron esta ubicado lejos del piso de la banda de conduccion) se desvia hacia
abajo de la curva parabdlica y por eso la masa efectiva real (el valor inverso a la segunda
derivada para la curva de dispersion) aumenta con el crecimiento de la energia. Por otro
lado, cuando el tamafio de la heterojuntura se disminuye la energia minima del electron en
el pozo crece debido a la cuantizacion de los niveles, lo cual produce el aumento de la masa
efectiva. Este incremento de la masa efectiva (significativo so6lo cuando el tamafio de la
heterojuntura es pequefio) conduce al aumento del Rydberg efectivo y de la energia de
enlace de las donadoras.

La variacion de la constante dieléctrica conduce al efecto de las imagenes. En el caso
cuando la constante dieléctrica en la barrera es menor que el valor correspondiente en el
pozo, se tiene que para el campo eléctrico cuya fuente es el i6n, el signo de las imagenes es
negativo y por tanto estas imagenes producen un confinamiento adicional aumentando la
energia de enlace. Es evidente que el efecto de las imagenes (las cuales estan ubicadas en
la barrera) disminuye fuertemente cuando el tamafio de la heterojuntura se hace mas grande
que el radio de Bohr efectivo.

Todos estos efectos han sido analizados con detalles para donadora neutra confinada en
QW [23,83,120,121] y QD esférico [122], pero hasta donde nosotros conocemos hay pocas
publicaciones [123,124], las cuales presentan algunos resultados para el caso de donadoras
neutras en QWWs con seccion transversal rectangular, y solo hay calculos particulares
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sobre impureza D~ en un QW usando el método Monte Carlo [124]. Més adelante nosotros
demostraremos que estos efectos pueden ser analizados en una forma unificada para todas
las heterojunturas dentro del marco del Método de Dimension Fractal utilizando diferentes
técnicas de calculo. Para analizar los efectos de variacion de los parametros de material, en
la primera parte aplicaremos las técnicas perturbativas considerando la variacion relativa de
los parametros como un parametro pequeio y en la segunda parte presentamos una técnica
de calculo directo.

3.3.1 Modelo de confinamiento con parametros variables y banda de conduccion no-
parabdlica. Dada la dispersion de la banda de conduccion E, (/; ) , la ecuacion diferencial
para la funcion envolvente para un electron dentro de una heterojuntura de GaAs/Ga;..Al.As
con un potencial de confinamiento V(F ) en la aproximacion de masa efectiva puede

escribirse como:

E, (=itV) £, (F)+V (7) £y (F) = Eo fy (7) (3.30)

Como fue demostrado en la referencia [125], al despreciar un pequeio desacoplamiento
relacionado con la interaccion espin-orbita y una débil anisotropia en el plano k, —k , la

dispersion de la banda de conduccién con simetria axial en los materiales compuestos del
tipo III-V con brecha directa puede ser representada en la forma:

- R 2 2,2 1.4 2,2 .2
E, (ky.k, )= =— K +ak +,6’(k” L LR (3.31)

C2m*

donde los parametros « y £ fueron encontrados en las referencias [126,127] a través de
un ajuste de la curva de dispersion con los calculos en el marco del modelo k-p. Como

estos parametros son diferentes en el pozo y en la barrera (igual como la masa efectiva del
electron m*) en adelante vamos a considerarlos como unos pardmetros que varian en

funcién de la posicion del electron, m*=m*(7); a=a(7); B=pB(F).

Utilizando el radio de Bohr efectivo en el Gads ay=h’s/m, e*, como unidad

adimensional de longitud, y el Rydberg efectivo en el Gads Ry*=¢’ / 2¢&a;, , como unidad
de energia, la curva de dispersion (3.31) se puede representar en la forma:

E(kyk, | =1 + By, (RpK ) By () = n(7) I +ota(F) & +G,[~)’(i7)(lq|2k22 +%1qu (3.32)

donde

0(7)=(m*(F) = m, ) fm*(7)

a(F)=a(F) Rv*(a)) : (3.32)
(
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Ga1_xA|xAs GalAs Ga1_xAIxAs Z

Fig. 37. Representacion esquematica de los efectos de noparabolicidad de la banda de conduccion
v de la variacion de masa efectiva en QW. Los valores m*,a,, B, y my*,a,, 5, corresponden a
los parametros del material en el pozo y en la barrera respectivamente. La curva de dispersion,

E, (k) no es parabdlica y para un ancho grande del pozo (nivel E|) la masa efectiva es menor

que para un ancho pequerio (nivel E, )

Los valores de estas funciones, tomados de las Ref. [126,127] en el centro del pozo y en las
barreras de GaAs/ Gay 7Aly3As estan dadas en la siguiente tabla:

Tabla 4. Parametros adimensionales del modelo

Parametro GaAs Gag7Aly3As
(m*_mgaAs)/m* 7 =0.0 7, =0.3
ay 100A
c 0.001 0.001
é@ (Ry* a,*") a,=-3.6 a,=-2.0
B (Ry* a,*") B =-3.9 B =-27
\Y% 0 261meV=44Ry*

Segun la ecuacion (3.30) en la aproximacion de masa efectiva el Hamiltoniano
adimensional para electrébn (r=0) y donadora (z=1) correspondiente a la curva de

dispersion (3.32) utilizando las notaciones (3.32a) puede ser escrito como:

H(r)=H" (v)+U,,; H"(v)=-A+V(F)- \?2—75‘ ,
(3.33)
U = VAPV 08 3G)+ 3 0) o= om, A, -5 [B)a



Como se puede ver de la Tabla 4 los parametros del modelo sufren un salto en las junturas
en una forma abrupta o en una forma suave dentro de una capa transitoria. Para describir
este cambio de los parametros del modelo con la posicion del electrén utilizaremos la
funciodn paso introducida en los capitulos anteriores, con la cual:

n(7) =mgs(7)

a(F)=a +(a -a)s(7):

U (3.33a)
B(7) =4 +(/32 _ﬂl)G(’”)J
V() =Vs(¥)
donde la funcion & (7 ) se define para QW y cilindrica QWW como:
|0(=z=L/2,W)+6(z,L/2,W),; para QW
g(p,z) B { H(p,R,W),' para QWW (3:339)

3.3.2 M¢étodo de teoria de perturbaciones. EI método mds simple para analizar el
problema de valores propios del Hamiltoniano (3.33) es utilizar la técnica de teoria de
perturbaciones basandose en el hecho de que el primer termino en U, es diferente del

cero solo en las barreras donde el electron aparece con poca probabilidad y los otros
términos son proporcionales al pardmetro o cuyo valor es una milésima. Anteriormente ya
se encontro que en el orden cero de la teoria de perturbaciones para el Hamiltoniano (3.33)
la solucion de la ecuacion de Schrodinger:

HO (2)y) (r) = EO (2)p9) () (3.34)
para 7 =0 es la funcién de onda de electron desacoplado mientras que para 7 =1 es la
funcion de onda de la donadora neutra:

v (2=0)= 1, (F);

v (z=1)= 1, (F)o([F-£|)

En el primer orden de la teoria perturbaciones respecto a U, la energia es igual a:
D (2) = EO () + (! (2)| Usae [0 (7)) (3.35)

Teniendo en cuenta que la energia de enlace de una donadora se define como

(3.34a)

var
E, =F (r = O) -F (r = l) , encontramos que en el primer orden de la teoria de

v (2=0))~ (" (7=1)[Usae 9 (2 =1)
weo(F-)

esta definido positivamente y por eso el valor

perturbaciones esta es igual a:

Eb(l) = Eb(O) + <l//(0) (T = 0) Uvar Uvar

) (3.36)
= B+ {17 U £y (7)) ~{ 6.7) {7 =] U

Se puede demostrar que el operador U,,,

promedio de este operador con cualquiera funcion de onda es positivo. Por lo tanto, los dos
términos que contienen este operador en (3.36) son positivos, y ellos son los responsables
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del cambio en la energia de enlace producido por los efectos de la variacion de masa
efectiva y no-parabolicidad de la banda de conduccion. Ahora teniendo en cuenta que el
ultimo término en (3.36) es menor que el término anterior debido a la presencia del factor

adicional d)(‘? —92 ‘) que acerca el electrén a la impureza, la energia de enlace de la

donadora siempre se incrementa bajo de influencia de los efectos de la variacion de la masa
efectiva y no-parabolicidad de la banda de conduccion.

Para calcular el valor de este incremento hay que evaluar los promedios en (3.36) con las
funciones de onda encontrados en los capitulos anteriores para QW y QWW. Utilizando la
simetria axial de esto sistemas en el calculo de los promedios se puede eliminar la
integracion respecto al dngulo y reducir las formulas para los promedios con el operador
U,, dado por la expresion (3.33) a integrales dobles. De todas maneras los calculos de

estas integrales son algo tediosos y por eso omitiremos los detalles de este calculo y solo
presentemos algunos resultados obtenidos para QW y QWW.

En la figura.38 se presentan las energias de enlace de las donadoras localizada en el centro
de GaAs/Gay :4ly34s QWs con diferentes formas de potencial como funcién del ancho del

pozo. Las lineas s6lidas en la figura corresponden al modelo de potencial rectangular y en
3,4

32 ——— w=0001L
310_- =0 -7 77 =0.2L

28" o
26
247

224 ¢

E, /Ry*

2,0 eIl

1,8 1

1,67 Barrera rectangular

1,4

12 . , . , . , .
0 1 2 3 4

L/aO*

Fig. 38. Energias de enlace de un D° centrada como funcién del ancho de un pozo cudntico de
GaAs/Gay;Al34s con diferentes modelos de confinamiento, rectangular (W=0.001L, lineas
solidas), con barrera suave (W=0.2L, lineas truncadas) y parabdlico con barrera finita (W=0.5L,
lineas punteadas). Las curvas marcadas con el simbolo a son calculadas en el orden cero de la
teoria de perturbacion y con el simbolo b para el modelo con banda no-parabdlica y masa efectiva
variable.

ambos casos tanto para la curva a (aproximacion cero correspondiente a la masa efectiva no
variable y banda de conduccion parabolica) como para curva b (aproximacion de primer
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orden, masa efectiva variable y banda de conduccion no-parabdlica) estdn en buena
concordancia con los resultados obtenidos anteriormente en el articulo [124].

Como se puede ver de la figura 38 para todos los modelos de confinamiento (potenciales
rectangular, suave y parabdlico) la diferencia en las energias de enlace se hace despreciable
cuando el ancho del pozo es muy grande. Al disminuir el ancho del pozo los efectos de no-
parabolicidad de la banda de conduccion y variacion de la masa efectiva se hacen
significativos inicialmente para el modelo con potencial parabolico, después para el
potencial suave y por ultimo para el potencial rectangular. Para entender este fendmeno
hay que tener en cuenta que para grandes anchos del pozo, los niveles energéticos estan
cerca del piso de la banda de conduccion donde para el potencial parabolico el
confinamiento es mas fuerte que para los otros tipos de potenciales y por eso a este
potencial corresponden las mayores energias para los cuales los efectos de tunelamiento en
la barrera y de no-parabolicidad son maés fuertes. Esta es la razén por la cual para los
potenciales suaves los efectos de no-parabolicidad y de variacion de masa efectiva
empiezan a jugar un papel importante cuando el ancho del pozo aun no es tan pequefio.
Igualmente el efecto de desbordamiento de los niveles energéticos cuando estos logran el
tope correspondiente a la altura de la barrera, para estos potenciales se alcanza para anchos
mayores y por lo tanto, como se puede ver de la figura 38, los maximos de las curvas de
energias de enlace para los potenciales mas suaves siempre estan a la derecha con respecto
a la de los potenciales menos suaves. Como consecuencia uno puede observar las
intersecciones de las diferentes curvas en la figura 38. Segun esta figura, el aumento de la
energia de enlace para una impureza centrada en un pozo cuantico de Gads/Gay ;Aly3As
llega hasta un maximo del 20%.

3,0

b rectangular, W=0.001 L
- - - - parabdlico, W=0.5 L

E, / Ry*

L/ao*

Fig. 39. Energias de enlace de un D° descentrado como funcién del ancho de un pozo de
GaAs/Gay;Alp34s con diferentes modelos de confinamiento: rectangular (W=0.001L, lineas
solidas), y parabdlica con barrera finita (W=0.5L, lineas punteadas). Las curvas marcadas con el
simbolo a son calculadas en el orden cero de la teoria de perturbacion y con el simbolo b para el
modelo con banda no-parabolica y masa efectiva variable.
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En la figura 39 se presentan los resultados del célculo de la energia de enlace de las
donadoras localizadas en el borde de un pozo de Gads/Gay;Aly3As con modelos de
potencial rectangular (W=0.001L, lineas so6lidas) y parabolico (W=0.5L, lineas punteadas)
como funcion de ancho del pozo. Se puede ver que los efectos de no-parabolicidad de la
banda de conduccion y de la variacion de la masa efectiva en este caso es similar al caso de
las impurezas centradas, pero la magnitud del efecto es menor (para un pozo de
GaAs/Gay7Alp3As aumenta hasta un méaximo del 15%) y el efecto se hace significativo
para unos menores anchos del pozo.

En la figura 40 se muestran las energias de enlace de donadoras localizadas sobre el eje de
un hilo cuantico cilindrico de GaAds/Gay ;Aly3As con diferentes formas de potencial como
funcion del radio del hilo. Las lineas solidas en la figura corresponden al modelo con masa
efectiva variable y con banda de conduccion no-parabdlica (primer orden de aproximacion),
mientras que las curvas truncadas fueron obtenidas con un modelo simplificado (orden cero
de aproximacion). Para simular diferentes modelos de confinamiento se utilizaron
diferentes parametros W, para el modelo de potencial rectangular W =0.001R (R es el
radio de QWW) para el potencial suave W =0.4R y para el potencial parabdlico con
barrera finita W = R. Comparando las curvas en las Figuras 38 y 40 uno puede ver la
similitud en los cambios en QWs y QWWs producidos por efectos de la forma del
potencial, variacion de la masa efectiva y no-parabolicidad de la banda de conduccion.

6
Donadora en el eje
- - - - Banda parabdlica
S Banda noparabdlica
4 -
.k
>
ad
~~ 3 _
o)
m -
2 -
1 T T T T T T T
0 1 2 3 4

R/ao*

Fig. 40. Energias de enlace de impurezas D" localizadas sobre el eje de un QWW cilindrico de
GaAs/Gay A1y 34s con diferentes modelos de confinamiento: rectangular (W=0.001R), con barrera
suave (W=0.4R) y parabdlico con barrera finita (W=R) como funcion del radio del QWW. Las
curvas truncadas son calculadas en el orden cero de la teoria de perturbaciones y las solidas para
el modelo con banda no-parabdlica y masa efectiva variable.
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En la figura 41 se presentan las energias de enlace de una impureza neutra localizada sobre
el eje de un QWWs cilindrico de GaAs/Gay,7Aly34s con potencial rectangular (W=0.001L)
como una funcién del radio de hilo para tres diferentes intensidades de campo magnético
(7 =0,1,2) orientado a lo largo del eje. Se puede ver que para pequefios radios del hilo

cuantico (menores de un radio de Bohr efectivo) el efecto de campo magnético casi no se
nota, todas las tres curvas tanto en la aproximacion cero como en la aproximacion uno
practicamente coinciden. La explicacion de este resultado fue dada anteriormente en la
seccion 3.1.2.1. Por otro lado, para grandes radios del hilo (mayores de dos radios de Bohr
efectivo) las curvas se separan, ya que a mayor campo magnético mayor es la energia de
enlace. Pero para estos valores de los radios del hilo, los efectos de la variacion de la masa
y de la no-parabolicidad de la banda de conduccion no son grandes ya que las energias del
electron a pesar de la presencia del campo magnético son pequeias y el campo magnético
no aumenta la probabilidad de penetracion en la barrera. De todas maneras se puede ver
que el efecto de no-parabolicidad en presencia de campo magnético para radios mayores de
dos radios de Bohr efectivo se aumenta un poco.

Donadora en el eje

54 - - - - Banda parabodlica
Banda noparabdlica

2
R/a*
Fig. 41. Energias de enlace de una impureza D' localizadas sobre el eje de un QWWs cilindrico de

GaAs/Gay A1y 34s con potencial rectangular (W=0.001R), como funcion del radio del hilo, para
tres intensidades del campo magnetico.

En la figura 42 se presentan los resultados del célculo de las energias de enlace de una
impureza neutra confinada en un nanotubo de GaAs/Gay ;Aly34s de forma cilindrica con

radio interno R,y externo R, cuyo potencial lateral se define como:

nt » ext>

V(p)=VoO (=0~ R, W ) + Vo0 . Rery W) (3.37)

El perfil de la seccion transversal de este potencial para el caso R, =0.5R_,, y tres

ext

diferentes posiciones de la impureza, en el eje ({=0), en el centro del pozo
(¢ =(Ryy +Rey)/2) y en el borde exterior £ =R

energias de enlace se presenta en la figura 42. Cuando el radio exterior del nanotubo es
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grande (y el radio interior también) el electron tiene mayor probabilidad de estar ubicado en
el centro del pozo y por eso la mayor energia de enlace corresponde a la impureza

localizada en es lugar, ¢ = (R, +R., )/2=3R,,/4 (ver figura 43a). La distancia desde

ext

esta posicion hasta la impureza localizada en el borde exterior, R, ,/4 es menor que la

ext
distancia hasta la impureza en el eje y por eso la menor energia corresponde a esta ultima
posicion de la impureza, seguida por la posicion en el borde exterior y la mayor energia la
tiene la impureza localizada en el centro del pozo. Cuando el radio exterior de nanotubo

empieza a disminuir, también se disminuye el radio interior y cuando R, <2a,* ya la

funcion de onda empieza a penetrar en la region de la barrera central debido al efecto de
tunelamiento (ver figura 43b). Esto conduce a una disminucion de la separacion entre el
electrén y la impureza ubicada sobre el eje, por eso en la figura 42 se observa el primer
cruce entre las curvas solida y punteada cuando R,,, = 2a, *.

4,5

404 donadora en ¢l centro
a - --- Centro del pozo del pozo

35 a En el eje donadora en el borde
’ W\ e En la barrera externa exterior

E, / Ry*

1 a- aproximacion de orden cero
0,59 b - aproximacién de orden uno

0,0 . ; . ; . x

R /a*

ext 0
Fig. 42. Energias de enlace de un D’ como funcién del radio externo de un nanotubo de
GaAs/Gay;Aly3As para el caso R, =0.5R,,, v para diferentes posiciones de la impureza. Las

curvas marcadas con el simbolo a son calculadas en el primer orden de la teoria de perturbacion y
con el simbolo b para el modelo con banda parabdlica y masa efectiva no variable.

Finalmente cuando el radio exterior se hace menor a aproximadamente 0.75q, * la funcion

de onda se desborda desde el pozo hacia barrera interior (ver figura 43c) acercando el
electrén a la impureza localizada en el eje y esto conduce al cruce de las curvas solida y
truncada en la figura 42. Mas adelante al disminuir el radio todas las energias de enlace
siguen creciendo hasta que la funcion de onda sufra un segundo desbordamiento, esta vez
en la barrera exterior. Como consecuencia de este fenomeno la energia de enlace empieza a
caer para todas las posiciones de la impureza cuando el radio exterior se hace menor de
0.25a, *.
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Fig. 43. Representacion esquemdtica de cambio del perfil de funcion de onda del electron en
nanotubo con la disminucion del radio: a) radio grande, b) radio intermedio, c) radio pequerio.

Uno puede ver que los efectos de la variacion de la masa efectiva y de no-parabolicidad de
la banda de conduccién son similares al de un hilo cilindrico, estos efectos siempre
producen un incremento de la energia de enlace que es solo significativo cuando el
confinamiento es fuerte.

~\\\\ /Rint/Rex_O
2,51 R,./R.,=0.25
/Rint/ Rext:O's
204 RN
g A A\
-7 N\
-k>\ _____ --7 AN \
x W
— 157 R, =1la* N
o ext 0 NN N
LL DX
1,04 - - - - aproximacion del orden cero < N
aproximacion del orden uno
0,5 T I . r .
0,0 0,5 1,0 1,5

¢R

ext
Fig. 44. Energias de enlace de un D° en un nanotubo de GaAs/Gay Al ;As, para diferentes razones
de los radios interior y exterior en funcion de la distancia entre la impureza y eje de nanotubo.

En la figura 44 presentamos las energias de enlace de donadoras en funcioén de la distancia
entre la impureza y eje de simetria para un hilo cilindrico (R, /R, ,, =0) y dos nanotubos

con diferentes razones de los radios interno y externo R, /R, =025y R, /R, =0.5.

Uno puede ver que en el hilo cilindrico la energia de enlace decrece siempre
monotonamente debido al aumento de la separacion entre electrén y el ion. En este caso la
funcion de onda del electron tiene el maximo en el eje y por eso cualquier desplazamiento
de la donadora hacia la barrera produce un aumento en el valor promedio de la separacion
electrén-i6n. En el caso de los nanotubos la situacion puede ser diferente donde en la
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mayoria de los casos el méximo de la funcion de onda del electréon esta ubicado en algun
lugar entre los radios interno y externo (ver Fig. 43a y 43b). Por esta razon cuando la
impureza empieza a desplazarse desde el eje hacia la barrera, inicialmente la separacion
entre el electron y el i6n disminuye y como consecuencia la energia de enlace crece hasta
que la posicion de impureza coincida con la posicion de este maximo. De alli en adelante el
incremento de la distancia desde la impureza hasta el eje empieza a producir un incremento
en la separacion electrén-ion y la energia de enlace empieza a caer. De esta manera la
posicion del méximo en las curvas de la energia de enlace en la figura 44 para nanotubos
coincide con la posicion del maximo de la funcidén de onda del electron. Se puede observar
que entre mayor es la razon de los radios interior y exterior del nanotubo, mayor es la
distancia hasta el eje en el que se observa el maximo para las curvas de la energias de
enlace. Igualmente como en los casos anteriores los efectos de la variacion de la masa
efectiva y de la no-parabolicidad de la banda de conduccion produce un incremento en las
energias de enlace, pero estos incrementos en la figura 44 no son muy grandes debido a que
los calculos presentados corresponden a un radio del hilo suficientemente grande y aun
potencial de forma rectangular.

3.3.3 Solucién de la ecuacion de Poisson en un medio no homogéneo con una variacion de
la constante dieléctrica. En los parrafos anteriores sobre los efectos de la variacion de
parametros, no hemos tenido en cuenta los efectos relacionados con la variacion de la
constante dieléctrica &. Pero en esta seccion tomaremos en cuenta este efecto sobre
impurezas confinadas en heterojunturas semiconductoras, ya que como fue demostrado en
los articulos [120,83], la variacion de & a pesar de que esta no supera un 5%, puede
conducir a un aumento de hasta un 10% en la energia de enlace de una donadora en un pozo
cuantico de Gads/Gay-Alp3As. Para considerar el efecto de la variacion de la constante
dieléctrica, ¢, uno debe resolver la ecuacion de Poisson en un medio no homogéneo. Si se
considera que & cambia abruptamente en las barreras de un QW, la ecuacion de Poisson se
puede resolver en una forma analitica utilizando el método de iméagenes. Esta solucion
exacta para un cambio abrupto & en un QW fue la que se utilizo en los articulos [120,83]
para analizar los enlaces de donadoras en QWs. Para el caso de un cambio suave (no
abrupto) de &, no se conocen soluciones analiticas de la ecuacion de Poisson, asi como
tampoco se conocen soluciones analiticas para QWW ni para cambios abrupto ni suaves de
¢ en la barrera. En los articulos [125,126] para resolver la ecuacion de Poisson en un
QWW con una variacion abrupta de ¢, se utilizé el método de la teoria de perturbaciones.
En este parrafo nosotros proponemos un método aproximado que permite resolver la
ecuacion de Poisson en cualquiera heteroestructura en una forma unificada con una
variacion de ¢ arbitraria con la unica restriccion de que la diferencia de valores de ¢ en la
barrera y en el pozo es suficientemente pequeia.
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Fig. 45. Representacion esquemdtica de una heterojuntura con la constante dieléctrica variable.

Con este fin, consideremos una carga eléctrica g localizada dentro de un pozo cuantico
donde el valor de la constante dieléctrica ¢, es diferente al valor correspondiente en la

barrera ¢, (&, >¢&;), pero la diferencia de estos dos valores es mucho menor que &, , es

decir que, ¢, —&, <¢, (ver Fig.37). En este caso la dependencia de la constante
dieléctrica con el vector de posicion se puede representar en la forma:

e(F)=¢,-&,8(F); B(F)=|s —g(F)]/[gW —&]; E=[g, —&,)/er <1 (3.38)

donde la funcion g (r) varia desde cero dentro del pozo hasta uno en la barrera.

El potencial de campo eléctrico producido por la carga g dentro y fuera del pozo puede ser
encontrado al resolver la ecuacion de Poisson:

V] e(F)V]p(F)=-4rqs (7 -7,) (3.39)
Sustituyendo (3.38) en (3.39) y utilizando los operadores L. y V definidos como:
L(7)=,A: V(F)=5,8(F) A+, V(7)Y = B(7F)L(7)+&,VB(F) -V (3.40)
la ecuacion (3.39) se reduce a la siguiente

L(F)(p(?)—fV(F)(p(F):—47zq5(17—170) (3.41)

La solucion de la ecuacion (3.41) para el caso particular £ =0 (medio homogéneo) es bien

conocida y se llama la funcidon de Green para el operador de Laplace en todo el espacio:

L(7)G(7~7,)=—4nq8 (F-7,); G(F—F))=—t— (3.42)
&y [F =7

Utilizando la relaciéon (3.42) uno puede definir el operador inverso L™ a través de la
funcion de Green:

G(F—7)=—4rqs(F -1, )L (F) (3.43)
Multiplicando ambas partes de la ecuacion (3.41) por la izquierda por este operador inverso
y sustituyendo la variable 7 por 7 se obtiene:

o(7)-EL (7)V(#)e(7)=G (7 -7) (3.44)

93



o(F)=G(7-7) 4ﬂqj(; 7)o(7)dr, (3.45)

Usando el método de iteraciones sucesivas se obtiene en el primer orden con respecto al
parametro pequefio & el siguiente resultado:

o(F)=G(F- ——IG E-F)V(R)G(7—7)dr =
:G(F_%)_EIG@—7){€WV1,3(71)-V1}G(;71_?0)6171

—%IG(ﬁ—F){ﬂ(ﬁ)L(ﬁ)}G(ﬁ—fo)dﬁ=

El altimo término en esta expresion es igual a cero debido a la ecuacion (3.42) en los
puntos 7 # 7, y segun la igualdad B(7)=0 en el puntor, . Por eso

0(F)=G(F~7) =[G -7) eV, B () V)G 7 ~7) 3.46)

AV sy q (i=R)ViA(R)
A e e e

dr (3.47)

Se puede ver que utilizando la teoria de perturbaciones, en general se puede representar el
potencial electrostatico como una suma de dos términos, el término Coulombiano y la
correccion no-Coulombiana. Este Gltimo término se presenta en (3.47) como una integral
triple, pero en los casos de heteroestructuras concretas el orden de esta integral se puede
reducir utilizando las propiedades de simetria del sistema. Con este fin consideremos los
diferentes tipos de heteroestructuras por separado.

a) QW. En el caso de un QW, la funcion ,H(F ) depende solo de la coordenada z, esto
es f(F)=f(z), entonces
)=——1 (272)(z b“ (3.48)

Az ° |7 =7l - |

q)nc (r’FO

pero en esta integral triple la integracion con respecto a las dos variables cilindricas p, y 4
puede realizarse analiticamente y el resultado final para la funcién (3.48) es:

T B'(2)0(z, - z)dz,

QAr%%- (3.49)
Ew % \/,0 +n (ZO’Z z,)
donde
n(zy,z.2") = ‘Z—Z" +‘Z'—ZO‘ (3.49a)
1 >z
oz, ~y= B2 _ oo (3.49b)
‘Z —ZO‘ -1 z, <z
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y los vectores de posicion son definidos en coordenadas cilindricas { p,z,,9} como:
F={p,z,0}; 7 ={0,2,0}

Las formulas (3.49) se simplifican para el caso cuando la constante dieléctrica cambia
abruptamente, es decir, cuando

B'(z)=-6(L/2-z)-6(z+L/2).
En este caso la integral (3.49) se calcula en forma explicita y se obtiene el siguiente
resultado:
. O(L/2-z,)) O(z,+L/2)
0, (7)) =~ — +— (3.50)
& | NP + 17 (202, L12) PP 417 (20,2,-L12)

Notese que esta formula para cambios abruptos de la constante dieléctrica, en donde la
derivada ﬂ'(z) es una funcion delta coincide con la formula conocida de la teoria de

imagenes en el primer orden con respecto al parametro & con el aporte de solo dos
imagenes.

b) QWW. En este caso la funcion S(7)=f(p) depende solo de la coordenada p,

entonces

q ((p-p)F(p)

dF 3.51
47[5,4, |l_"; —]_’"Hl_"; —]_/'E)|3 ]/i ( )

wnc(F’E)):_

Al escoger las coordenadas cilindricas tal como se muestra en la Fig. 46, la integral (3.51)
se puede escribir en la siguiente forma:

2 © 2z ,
P P =P) PP
e A e
W —o 0 0 1° 12 1 (3.52)

2 3
D(zl,p1,¢1)=\/[(z—zl) +p2+pf—2pp1COS((/)—fA)J[waé+pf—2poplcosco1]
donde los vectores de posicion son definidos en coordenadas cilindricas { p,z,S} como:

’72{,0,2,(/)}; ’70:{100’0’0}

(p,.0,0)  (psz )

(B 7,:¢)

Fig. 46. Coordenadas de tres puntos escogidas para calcular la integral (3.51).
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Las formulas (3.52) se simplifican para el caso de un cambio abrupto de la constante
dieléctrica, es decir, cuando

p(p)=5(p-R)

En este caso la integral triple (3.52) se reduce a la integral doble:
) 2 R R _

I do, ( pO) )

0 D(zl,R,(pI)

P, (F,1y) = (3.52a)

¢) QD. Como en este caso la funcion f(7)=(r) depende solo de coordenada r,
entonces la formula (3.47) se reduce a la siguiente:

)=- q J‘(H_Vo)ﬁ'(ﬁ)dfl (3.53)
45, =7l 7]

q)nc (V,I”O

i%ru :0,0)

(rl ,91,([)1)

Fig. 47 Coordenadas de tres puntos escogidas para calcular la integral (3.53).

Al escoger las coordenadas esféricas asi como se muestra la Fig. 47, la relacion (3.53) se
puede escribir en forma explicita como la siguiente integral triple:

jsmsdgjrfd =) A ().
M(r.9,p)° (3.54)

M(r,9,9) :\/[rf +17 =2nr cos&ll][rZ +17 =2r7; (cos g cos $+sin 4 sin&cosgol)]}

donde los vectores de posicion son definidos en coordenadas esféricas {r,19,(p} como:
F= {r,S,O}; Ty = {rO,O,O}

0. (F.55)=—

Las formulas (3.54) se simplifican para el caso de un cambio abrupto de la constante
dieléctrica, esto es, cuando

pr)=o(r=n)

En este caso la integral triple (3.54) se reduce a la integral doble:

Puc (7o) == Idcolfsmé’w (R—FO)' (3.54a)

Ty % (R ‘91’(”1)
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3.3.4 Calculo directo para un modelo con parametros variables y banda de conduccion no-
parabdlica. En heterojunturas de Gads/Ga(Al)As la masa efectiva, m* y la constante
dieléctrica, ¢ en la barrera es diferente del valor correspondiente dentro de pozo cuantico
debido a que la masa efectiva de electron, m* se incrementa y la constante dieléctrica, &
disminuye con la concentracion x de 4/ seglin las férmulas;

m*/m, =0.067+0.083x; &=12.5-2.4x, (3.55)

encontradas a través de la interpolacion de los datos experimentales en resonancia
electronica [127]. Ademas para describir los efectos de no-parabolicidad de la banda de
conducciéon sobre los niveles energéticos, utilizaremos el método propuesto en las
referencias [83,121] donde se considerd que la masa efectiva del electrén en la banda de
conduccién en el Gads en funcion de la energia esta dada a través de la relacion:

m*/m, =0.067 +0.0436E +0.236E* —0.147E", (3.56)
donde m, es la masa del electron libre y E es la energia respecto al piso de la banda de

conduccion expresada en electron Volts. De esta manera, reuniendo las formulas
interpolativas (3.55) y (3.56) y utilizando las notaciones introducidas en los parrafos
anteriores podemos definir las dependencias de m* y & con el vector de posiciéon 7 del
electron como:

m*(7,E)/my,, =[1+1.24xc(7)](1.0+0.651E +3.522E" - 2.194E ) (3.57a)
g(?):gw—gwé"ﬂ(?); ,B(?)=g(i7); £=0.192x, (3.57b)

donde m,, =0.067m, y &, =12.5 son la masa efectiva del electron y la constante
dieléctrica en el Gads, x es la concentracion de A/ en la barrera y la funcion ¢(7) esta

definida en (3.33b). En esta parte de la tesis nosotros mostraremos como la teoria de
Dimension Fractal anteriormente desarrollada para un modelo con masa efectiva y
constante dieléctrica no variables, puede ser extendida para un modelo mas realista donde
la masa efectiva depende de la concentracion de A/ y de la energia y la constante dieléctrica
depende de la posicion del electron.

En el marco de la teoria de masa efectiva, el Hamiltoniano para el estado base de un D™ en
una heterojuntura de GaAs/Ga(Al)As (tales como QW, SL, QWW, QD, etc.) en presencia
de un campo magnético homogéneo B =57, y teniendo en cuenta la variacion de masa
efectiva puede ser representado como:

2
ﬁ=ﬁ&@z=U+ﬁdgz:n+i{iqg%4agﬂ; (3.58)
Sy | ha
con
N h - m*(;’;f,E)a)izpf &7 1 -
H(7,2)=-V,| ————V |+V(F _ a
o) ’[Zm*(ﬁ,E) ’} R [ Al e REP™

a)l.zeB/m*(Fi,E)c; i=12
donde el parametro Z en el Hamiltoniano uni-particular (3.58a) es igual a cero para el
electron libre y a uno para la donadora D’ E y ;_;':( ,5,.,2,.), (i :1,2) representan los

vectores de posicion del i6n y de los electrones 1 y 2 respectivamente. Todos los vectores
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son medidos desde el centro de la heterojuntura, 7, =|;71 —;72| y V(F) es el potencial de
confinamiento. Utilizando el radio de Bohr efectivo a; = ¢h’ / m;, e para las longitudes,
Rydberg efectivo Ry* =e’ / 2aye para las energias y y = ehB/ 2m’cRy" para la intensidad
de campo magnético, el Hamiltoniano (3.58) se reduce a la siguiente forma adimensional:

FI=F10(f1,z=1)+ﬁ0(f2,2=1)+2[i+§(pm (71,?2)} (3.59)

ha

3 >4 - - j’E ? 1'2 1 .

Ho(i;,Z)=—Vi[77(r,-,E)Vi]+V(r,»)+n(r LRV ; a‘+§¢m(4,€) ; (3.59)
’/;— .

i=12

Aqui la funcion 7(7,E) se define como:

n(7,E) =mg,, [m*(F) 1 (3.59b)

) [1+1.24x5(7) ](1.0+38-10° E+12:10" E* 43107 E°)

En esta ultima formula las energias ya estan expresadas en los Rydberg efectivo de GaAs
(1Ry* = 0.00583eV). Siguiendo procedimientos similares a los descritos en las secciones
2.1.1.1 y 2.1.2.1 y utilizando las mismas denotaciones, nosotros proponemos algoritmos
similares para encontrar las energias y funciones de onda en el estado base para el electron
libre, el Dy el D

1) Para el electron libre la ecuacion de onda con el Hamiltoniano (3.59a) con Z=0 es:
. q B n(F.E)r e . .

V| n(7,E,)V ] f, (F.Ey) + V() f, (r,EO)+%fO (F,E,)=E,f,(F,E,)  (3.60)
para QW, QWW cilindrico y QD esférico (solo en el caso cero-campo magnético) esta
ecuacion es separable y esto permite reducir el problema (3.60) a una ecuacion diferencial
uni-dimensional. Para resolverla nosotros utilizaremos el método de barrido
trigonométrico, el cual como demostraremos mas adelante, al coser las dos soluciones en el
pozo y en la barrera nos permite encontrar la ecuacion trascendente para la energia del

estado base Ej .

2) Para el estado base de un D° en una heterojuntura semiconductora, de acuerdo con el
procedimiento 2.1.1.1, el problema se reduce a resolver la siguiente ecuacion diferencial:

1 d d 2 o202
- (r)E|:J1 (r.E, )Eq)(r)}—{;+§Vm (7 —é")};@(r) =[E, —E |o(r) (.60
donde al igual que antes,
J, (r,ED0 ) =r’P, (r, E, ); Jo(r)=r"Py(r), (3.61a)

con
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2r o«
Py(r)= jd¢fﬁ)2(rsianosgo+§x,rsin¢9singo+§y,rcosH+§Z)sianH;
o 0 (3.61b)
2r &
P, (r,EDp ) = Id(ojn(r,e,(p,ED(,)ﬁf (rsin@cosgo+g“x,rsinesingo+§y,rcost9+g“z)sin&d@
0 0

donde la funcion f, (x, y,z) es la solucion del problema (3.60) en coordenadas cartesianas

con el origen ubicado en el centro de simetria de la heteroestructura y la funcion
1n(r,0,9,E) esta definida como:

1
707 )E = ’
10 E) [1+1-24Xg(r,9,§0)](1.0+3.8-10*3E+1,2.1074E2_4'3_1077E3)
O(-rcos@—¢,,—L/2,W)+0(rcosO+.,L/2,W); para QW (3.61c¢)
g(r,@,(p):

49(\/;»2 sin® 0+¢2 +2r¢, sin@cosgo,R,W); para QWW

El potencial promediado de las imagines V. (r) en (3.61) se calcula como una integral
doble:

nc

"l

f—ﬂ)=Td¢jsmed9ﬁ(rsinecoswg,rsmesm¢+;y,rcose+gz)Vm(7—5,0) (3.61d)
0 0

La energia de la donadora £, entra en la ecuacion (3.61) tanto en la parte derecha como

en la izquierda similarmente como en la ecuacion para el electrén libre y por eso para
resolver el problema (3.61) se puede utilizar un procedimiento similar basado en el método
de barrido trigonométrico.

3) De manera similar siguiendo el procedimiento de la seccion 2.1.2.1, para el estado base
de un D en una heterojuntura semiconductora, el problema se reduce a resolver la siguiente
ecuacion diferencial:

—Z%Vf [E(F[,EDO )v,.ch}(—z —3+3+V,,c(

=E nonoh

f—ﬂ)anD{ED—zEO] ® (3.62)

donde las funciones Py(r) P/(r,E ) y Vnc(
(3.61).

r—¢ ‘) son las mismas que en la expresion

Para estimar la energia E(D ™) para el estado base de una impureza D~ confinada en una
heterojuntura semiconductora, finalmente debemos resolver el problema (3.62). Para esto
usamos como funcion de correlacion @ (rl,rz,rlz), la misma funcion dada por la

ecuacion (3.2), y siguiendo el mismo procedimiento que seguimos para obtener la ecuacion
(3.3), ahora obtenemos:

E(D‘,a,ﬂ,n):2Eo+M, (3.63)

0
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%(s2 )1+ ) +%(s3 —t3)(1+ﬂt2)+%(s4 —t4)}
R (s,1) =é(s2 —ﬂ){éﬂf +24ﬂt(§2+ﬁt]+3a/1(s2 +t2)+(24aﬁt+8als+

6a(1+ﬂt2))(1+ﬂt2)—6a/12 (s+t)}(s+t)2 +80:/1(s+t)(t2 —3t—s)(1+ﬂt2)+

3245t [1-a(s+1) | +16ai(t- Bs’)}

R, (s,1) =é(s2 —tz){[mz +24/°0 +8a (3Pt + As)(1+ Bt ) (s +1) -
[16ﬂﬁ+ 6al’ (S+t)](s —t) +a[6s +6t(1+ﬂt2)+8&tﬂ(s+t)(1+ﬂt2)+

16aﬁst(1 +ﬂt2)—805/1(s2 +t2)(1 +/5’t2)+ 16aAfs’t (s +1)+ 320{/1,Bst3}

R, (s,t) = —2(s —t)(s + t)2

R, (s,t,u)=2¢u(s’ —t2){(pl (STH,§j+(pl (ST_t,fj+(p2 (H_t,s_t,uﬂ

2 2

(3.63a)

(3.63b)

(3.63¢)

(3.63d)

(3.63¢)

(3.63)

Obsérvese que cuando la masa efectiva es constante, esto es cuando 77(17)=1, las

ecuaciones (3.61) y (3.61b) se reducen respectivamente a las ecuaciones (2.10) y (2.17) que

se dedujeron anteriormente en la seccion 2.1.1.1y 2.1.2.1
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En nuestros célculos para esta parte nosotros so6lo hemos considerado el modelo de
confinamiento rectangular. En este caso la ecuacion de onda (3.60) para el electron libre se
puede resolverse analiticamente, ya que todos los coeficientes en esta ecuaciéon son
seccionalmente constantes. En cada region (dentro y fuera del pozo cuantico) las
soluciones de esta ecuacion se expresan como combinacion lineal de dos soluciones
independientes (funciones trigonométricas en el caso de QW y funciones elipticas en el
caso de QWW). Al coser estas dos soluciones en las fronteras de las dos regiones se
encuentra la ecuacion trascendente para la energia del electron libre, la cual nosotros hemos
resuelto numéricamente usando el método de biseccion. Los Jacobianos (3.61a) y (3.61b) y
el potencial efectivo de las imagenes se calculo sobre una malla de 200 puntos y después se
guardd en la memoria del computador en una forma de polinomios interpolativos usando
splines cubicos. En lo demas, el procedimiento numérico es similar al que se utilizé para el
modelo con los parametros de material no variables.

Primero para verificar la precision de nuestro método nosotros realizamos los célculos de
las energias de enlace de las impurezas D’ y D~ localizadas en el centro de un pozo de
GaAs/Gay-Aly3As de ancho 100A para diferentes intensidades de campo magnético y
comparamos nuestros resultados con los de la Ref. [23] obtenidos a través del método
Monte Carlo. Los resultados correspondientes se presentan en la Tabla 3.1. En realidad,
estos calculos de Monte Carlo son Unicos que hemos podido encontrar en la literatura
donde se tienen en cuenta los efectos relacionados con la variacion de masa efectiva, y
constante dieléctrica y no parabolicidad de banda de conduccion sobre la energia de enlace
de D".

Tabla 5. Energias de enlace de D’ y D centradas en un pozo de GaAs/Gay,Al,;As de ancho 1004
para diferentes intensidades del campo magnético. En las primeras columnas son resultados de
cdalculo a través del método de Monte Carlo de la Ref. [23] y en las segundas columnas estan
nuestros resultados.

%

M =My E =6 | M £y & #E | m #my; & # & | EXP
y con  no-
parabolicidad
MC MDF |[MC MDF |[MC MDF

0.0 | 2.09 2.06 |2.16 2.13 2.23 218 ...
DO | 1.0 |2.92 2.89 |3.00 2.94 3.13 3.02 ...
3.03.89 3.89 [3.94 3.92 4.18 4.07 ..
0.00.29 029 10.33 0.30 0.35 0.31 |......
D" | 1.0 ]0.77 0.78 10.77 0.82 0.83 0.84 0.94
3.0 1.13 1.14 |1.11 1.23 1.22 1.28 1.28

A partir de esta tabla se puede ver que hay una buena concordancia entre nuestros
resultados y los calculos Monte Carlo, teniendo ademas en cuenta que la franja del error de
los célculos de Monte Carlo anunciado por los autores de la Ref. [23] es 0.02Ry*. Como
uno pudiera esperar nuestras energias de enlace para D° 6 coinciden con los resultados de
Monte Carlo 6 estan un poco por debajo debido a que nuestro procedimiento es en su fondo
un procedimiento variacional. Esto también es la razon de porque nuestros resultados para
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la energia de enlace del D™ coinciden o son superiores de los resultados de Monte Carlo.
En este caso hay que recordar que la energia de enlace de un D™ se calcula como la
diferencia entre las energias del electron libre (que se encuentra exactamente) y la suma de
energia de enlace de D° y la energia total de D™. De manera que si se subestima la energia
de enlace del D°, entonces se sobrestima la energia de enlace de D™

En las Fig.48 y 49 se presentan los resultados de célculo de las energias de enlace de D° y
D™ centrados en un QW de Gads/Gay;Alp34s en funcion del ancho del pozo para tres
modelos de confinamiento: para el modelo con los pardmetros de material (masa efectiva y
constante dieléctrica) no variables (curvas solidas), variables (curvas truncadas) y con los
parametro variables y banda de conduccion no parabdlica (curvas punteadas).

35
. parametros no variables
304 - - - - parametros variables
R B parametros variables y
17 M banda no parabdlica

E, /Ry*

1,0 . : . : . :

0 1 2 3 I 4
*
L/aO

Fig. 48. Energia de enlace de un D’ centrado en un pozo de GaAs/GayAly3As en funcion del
ancho, calculada para los modelos con los parametros de material no variables (curva solida),
variables (curva truncada) y con los parametro variables y banda de conduccion no parabodlica
(curva punteada).

En estas figuras se puede ver la similitud de los cambios de las energias de enlace de D’ y
del D™ debido a los efectos de variacion de los parametros y de no-parabolicidad de la
banda de conduccion. En ambos casos el aumento significativo de las energias de enlace
se observa cuando el ancho del pozo se hace menor que el radio de la orbita de la impureza
un semiconductor en el bloque correspondiente al estado base, un radio de Bohr efectivo
para D y dos radio de Bohr para D™. Aqui recordemos que la impureza D~ en un
semiconductor en el bloque en el estado base tiene dos orbitas, interior (“inner”) con el
radio aproximadamente igual a un radio de Bohr efectivo, y exterior (“outer”) con el radio
aproximadamente igual a dos radios de Bohr efectivo. El méaximo del aumento de la
energia de enlace debido a los efectos mencionados en las Fig. 48 y 49 se observa para los
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anchos del pozo correspondientes al momento del desbordamiento de las funciones de onda
en la barrera.

0,45

0,40 - parametros no variables

AR - - - - pardmetros variables
AR B parametros variables y
N banda no parabdlica

0,35

0,30

E, / Ry*

0,25

0,20

0,15 , ; . ; . ; .
0 1 2 3 4

L/ao*

Fig. 49. Energia de enlace de un D™ centrado en un pozo de GaAs/Gay ;Aly3As en funcion del ancho
del pozo calculada para los modelos con los parametros de material no variables (curva sdlida),
variables (curva truncada) y con los parametro variables y banda de conduccion no parabolica
(curva punteada).

El aumento de la energia de enlace del D° en la Fig. 48 debido a los efectos de variacion de
los parametros en el maximo es de orden de 15% y del efecto de no-parabolicidad de la
banda de conduccion es otro 15%. Los efectos similares sobre la energia de enlace de D™
en la figura 49 en el méximo de la curva son un poco mas débiles y son aproximadamente
de orden 10% ambos caso. Adicionalmente se puede ver claro en la figura 48 que la
posicion del maximo de la curva se desplaza hacia valores menores de ancho del pozo
debido a los efectos de variacion de los parametros y de no-parabolicidad de la banda de
conduccion. Este resultado esta en acuerdo con lo que fue encontrado anteriormente para
impurezas donadoras neutra en pozos cuanticos al analizar los efectos relacionados con la
variacion de masa efectiva.

En las figuras 50 y 51 se presentan lo resultados de calculo de la energias de enlace de D’ y
D™ en un QWW de Gads/Gay.7Alp3A4s en funcion de la posicion de la impureza para dos
diferentes radios de hilo cuantico, 0.5a,* y 0.35g,* y para tres modelos de

confinamiento: para el modelo con los parametros de material, masa efectiva y constante
dieléctrica no variables (curvas solidas), variables (curvas truncadas) y con los parametros
variables y banda de conduccién no parabodlica (curvas punteadas). Para una impureza
donadora neutra en la figura 50 se puede ver que con el desplazamiento desde el centro, los
efectos relacionados con la variacion de los parametros de material y no-parabolicidad de la
banda de conduccidn se disminuyen rdpidamente y se hacen practicamente despreciables
cuando la impureza esta ubicada en la barrera. Para las impurezas ubicadas dentro de hilo
cuantico estos efectos son mas significativos cuando el radio del hilo es menor.
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—_ *
] R =0.35a,
parametros no variables
- - - - parametros variables
------ parametros variables y
44 banda no parabdlica
o
~ 3
o)
L
2
T T T T T
0,00 0,25 0,50 0,75

glar
Fig. 50. Energia de enlace de un D’ centrado en un OWW de GaAs/Gay:Alp34s en funcion de la
posicion de impureza para dos diferentes radios de hilo cudntico, 0.5ay* y 0.35a, * calculada

para los modelos con los parametros de material no variables (curva solida), variables (curva
truncada) y con los parametros variables y banda de conduccion no parabdlica (curva punteada).

Tanto en la figura 50 como en la 51, en los puntos A y B se observan los cruces de las
curvas correspondientes a las energias de enlace calculadas sin tener en cuenta los efectos
de variacion de los parametros y noparabolicidad (curvas solidas).

1,50 R =0.35a*

parametros no variables
- - - - parametros variables

------ pardmetros no variables y
banda no parabdlica

1,254 o
1,00 4

0,75+

E, / Ry*

0,50

0,25 4

0,00 ' 0,25 0,50 ' 0,I75 ' 1,00 1,25
*
¢la,
Fig. 51. Energia de enlace de un D™ centrado en un QWW de GaAs/Gay Al 3As en funcion de la
posicion de impureza para dos diferentes radios de hilo cudntico, 0.5ay* y 0.35ay * calculada

para los modelos con los parametros de material no variables (curva solida), variables (curva
truncada) y con los parametros variables y banda de conduccion no parabodlica (curva punteada).

Esta inversion esta relacionada con el hecho de que cuando el desplazamiento de la
impureza desde el eje de simetria de hilo es menor de 0.35g, * la impureza todavia esta

ubicada dentro de ambos hilos, pero al sobrepasar esta valor, la impureza ya esta en la
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barrera del hilo con el menor radio, mientras que en el hilo con el radio 0.5g, * esta dentro

del pozo cuantico y por eso esta confinada mas fuertemente. Cuando el desplazamiento
sobrepasa el valor 0.5a, * ya las impurezas estn en las barreras en ambos casos y por eso

los niveles energéticos se invierten por segunda vez. Ademas comparando las curvas en las
figuras 50 y 51, uno puede ver que la influencia de los efectos de variacion de parametros y
de no-parabolicidad en QWW sobre las impurezas D~ es mucho mas fuerte que sobre las
impurezas D", si el maximo aumento de la energia de enlace en el primer caso es de orden
50%, en el segundo caso es de orden 25%.

3.4 ESTADOS EXCITADOS DE IMPUREZAS D’ Y D~ EN DIFERENTES
HETEROJUNTURAS SEMICONDUCTORAS

En esta parte de la tesis extendemos el método de Dimension Fractal para analizar los
estados excitados de impurezas D’ y D~ confinadas en heterojunturas semiconductoras, y
para definir la dimension fractal para estos estados como funciéon del tamano de la
heterojuntura y la posicion de la impureza.

El analisis de los estados excitados de impurezas en heterojunturas semiconductoras es mas
complicado que para el caso del estado base, debido a varios factores. Primero, no es facil
clasificar los niveles energéticos tal como se hace en la teoria atomica, debido a que la
presencia del potencial de confinamiento rompe parcial o completamente la simetria del
espacio. Segundo, debido a la condicion subsidiaria de que las funciones de ondas de estos
estados deben ser ortogonales con las funciones de ondas de los estado mas bajos es mucho
mas dificil escoger las funciones de prueba para diferentes estados de tal manera que sean
automaticamente ortogonales, lo cual es facil cuando existe algin tipo de simetrias.
Finalmente, los diferentes tipos de interacciones en presencia de los potenciales de
confinamiento hacen que los estados uni-particulares se mezclen, y como consecuencia de
esto, en cualquier calculo riguroso uno debe considerar como funciones de base todos los
estados uni-particulares lo cual implica célculos tediosos.

Para evitar estas complicaciones y desarrollar el calculo de algunos estados excitados,
proponemos hacer las siguientes consideraciones: Como nuestro objetivo principal es
encontrar procedimientos sencillos, no tendremos en cuenta la mezcla de estado uni-
particulares, ya que para ello tendriamos que usar el conocido método de diagonalizacion
exacta, el cual es algo tedioso y hasta ahora so6lo ha sido desarrollado para un modelo de
potencial parabolico con barrera infinita. De esta manera, tendremos dos opciones para
considerar el problema de estados excitados en una forma sencilla. La primera opcion
consiste en utilizar las simetrias parciales que quedan a pesar de la presencia del
confinamiento y con base en ellas, tratar de construir el Método de Dimension Fractal en
una forma mas o menos rigurosa. Este es el caso, por ejemplo, de una impureza en un pozo

105



cuantico (o doble pozo o SL), problema en el cual el operador iz conmuta con el
Hamiltoniano y por eso el niimero cudntico magnético es un buen niimero cuantico para
clasificar algunos estados excitados. En la seccion 3.4.1 hacemos uso de esta primera
opcion, y presentamos la extension del método de Dimension Fractal para calcular algunos
niveles energéticos de impurezas D° ubicadas en cualquier lugar dentro de un QW y
centradas en un QWW cilindrico y también se analiza el efecto del cambio de la dimension
para los estados excitados al desplazar las impurezas desde el centro del pozo.

Como segunda opcidn tenemos que, en aquellas heterojunturas en las que no existe ningin
tipo de simetrias clasificaremos los niveles energéticos solo aproximadamente en el marco
del método variacional. Las funciones de onda de estos estados no son exactamente
funciones propias del Hamiltoniano sino s6lo una aproximacién que tenga una de las
simetrias similares a los 4&tomos hidrogenoides, y para ellos se utilizan denotaciones como
por ejemplo “2p-like” y “3d-like”. Para este caso, entre todas las posibles funciones de

prueba con una simetria particular, buscaremos funciones del tipo r®(r)Y,,;(%,¢), siendo

(D(r) una funciébn que minimiza la energia variacional. Este tipo de calculos para

impurezas descentradas en QDs se presentan en el parrafo 3.4.2.

Para el caso del D, el problema es mas complicado pero afortunadamente existen casos en
los cuales la condicion de ortogonalidad se satisface automaticamente, si la forma de la
funcion de prueba se toma de acuerdo con el caracter del estado a calcular. De manera que
siguiendo un procedimiento similar y tendiendo en cuenta las mismas consideraciones que
en la seccion 3.4.1, algunos estados excitados de una impureza D~ descentrada en un QW y
centrada en QWW cilindrico pueden ser clasificados y bien definidos. En la seccion 3.4.3
extendemos el método de dimension fractal para estos casos.

3.4.1 Calculo de estados excitados de un D’ en heterojunturas semiconductoras con simetria
axial. De manera similar a como se hizo en la seccion 2.1.1, aqui también consideremos el
problemas de una impureza D” ubicadas en una posicion & , dentro de un QW y centrada en

un QWW de GaAs-(Ga,Al)As. Tal como ya se explico en las secciones 2.1.1, para aplicar
el método de Dimension Fractal primero debemos encontrar las energia del electron libre y
luego las de la impureza donadora neutra. El procedimiento de calculo es similar al
descrito para el estado base, con la diferencia de que ahora etiquetamos las funciones de
onda con el niumero cuantico del estado a calcular. Por tanto a continuacién sélo
describiremos brevemente como resolvemos cada problema en cada una de las
heteroestructuras que consideraremos.

Debido a la simetria cilindrica del potencial de confinamiento, el operador I:Z , conmuta con
el Hamiltoniano para este problema, de manera que podemos asignar a los estados propios
de este Hamiltoniano, el nimero cuantico magnético m (valores propios del operador L:) y
asi las funciones de onda para un electrén dentro de una heterojuntura semiconductora con
simetria axial y potencial de confinamiento separable, ¥ (7)=V,(z)+V,(p) pueden
representarse en la forma:
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I (F)=f.(2)R, (p)exp(imp) (3.64)
donde la funcién fz(z) correspondiente a la mas baja energia E. es solucion de la

siguiente ecuacion diferencial:

>
{— 52 +VZ(Z)}J2(Z)=EZJZ(Z) (3.65)
y la funcion R, (p) satisface la ecuacion

1 d dR,(p) m’ " n
—;Ep7+(Vp (p)+?ij (p)=E"R,(p); E, =E™ +E. (3.66)

cuya solucion puede obtenerse en forma analitica en los casos de modelos con un potencial
rectangular o parabdlico, y numéricamente usando el método de barrido trigonométrico en

otros casos. En el caso particular de un QW, R, (p)=p" y por tanto E/(Om) =0, yenel
caso de QWW, f.(z)=1y E.=0.

., . . . 0
Como funcion de prueba para los niveles correspondiente a una impureza D~ confinada en
una heterojuntura semiconductora con simetria axial, proponemos la siguiente funcion tipo
Bastard:

v, (F)=1,(F+&)o,(r) (3.67)

donde la funcion f, (7) es la funcion de onda del electron libre en el estado m, la cual esta

dadaen (3.64),y @, (r) , €s una funcion envolvente que solo depende de la distancia entre

el electron y el i6n y describe el cambio del estado m del electron libre debido a la
interaccion con el i6n.

Transfiriendo el origen de coordenadas a la posicion del i6n y usando el principio
variacional de Schrodinger, con esta funcion de prueba, podemos escribir la ecuacion de
Schrédinger para el D” descentrado, como un problema variacional para el siguiente
funcional:

Flo,]= ij (@{[MT e on [E,-E,(D")] @ (r)}dr —>min  (3.68)

0 dr 7

donde E es la energia del estado base del electron libre, la cual estda determinada por la

ecuacion (3.66), y el Jacobiano J, (r) , esta dado por la siguiente expresion:

m

J,(r)=4zr’P,(r); P (r)z%fd(pjsinédéfnf( rcosf+¢.) (3.69)
T 0 0

Calculando la derivada funcional en la ecuacion (3.68), obtenemos la siguiente ecuacion
unidimensional de Euler-Lagrange para la funcion @, (r) :
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Lgiﬁééﬂh(ﬁééQMOﬂ]“%Qmﬁﬂz[ﬂAﬁwyia]®mU) (3.70)

7

Siguiendo un procedimiento similar al hecho en la seccion 2.1.3.1, finalmente llegamos a la
siguiente ecuacion para la dimension fractal para estados excitados:

dinJ, (r) _3+d1an (r)
dr - dr
usando las relaciones (3.69) y (3.71) podemos analizar el comportamiento asintotico de la
dimension fractal de una donadora en un pozo cuantico, para pequeflas y grandes

separaciones entre el electron y el ion. Cuando r—0, P, — f7(¢) #" vy por

D*(r)=1+ (3.71)

consiguiente D" en la vecindad del i6n en el estado m es igual a D*(r) -3+ 2|m| . Enel

2[m|-1

otro limite cuando » >, P, — r y por lo tanto, D *(r) —>2+ 2|m| . De esta manera,

la dimension fractal decrece monotonamente de 3+2|m| a 2+2|m , lo cual es un

isomorfismo para el nimero cudntico magnético m, un aumento de uno en m produce un
incremento de dos en la dimension fractal. Este resultado es conocido en la teoria
dimensional Scaling para ntimeros enteros de la dimensiéon D como isomorfismo del
momento angular [129].

En la siguiente figura presentamos los resultados del célculo de la dimensién fractal D*(r)
para los estados 1s y 2p de un D’ en un QW de GaAds/Gay Al 34s con diferentes anchos y
con un modelo de potencial rectangular. La funcién de onda para el electron libre para este
modelo se conoce en forma analitica, por consiguiente el Jacobiano (3.69) y la dimensioén
fractal (3.71) se pueden calcular directamente.

3,2 5,2
) Estado 1s . Estado 2p
1V,=40R "~ &0 1 V,=40R = &0

304 y y

L=10.0a,*

2,8 1
2,6

2,4 1

Dimension Fractal D*(r)

*
r/a,
Fig.52. Dimension fractal como funcion de la separacion electron-ion para los estados Is y 2p de
una impureza D° centrada en un pozo cuantico de GaAs/Gay ;Aly; As QW con diferentes anchos.
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En esta figura se puede ver que para todos los casos, la dimension D'(r) decrece
monoétonamente de 3 a 2 para el estado 1s y de 5 a 4 para el estado 2p, con la particularidad
de que entre mayor es el ancho del pozo, D() decrece més suavemente. Como habjamos
dicho anteriormente, la dimension fractal esta relacionada con la distribucién de la densidad
electronica en el QW, de manera que analizando con mds detalle la distribucion en este
caso, uno puede dar una interpretacion al comportamiento de D'(r). Para pequefias
separaciones entre el electron y el ion, la interaccion Coulombiana es dominante y la
influencia del confinamiento es insignificante, y como consecuencia la distribucion de
carga en la vecindad de ion, en este caso es similar a la de un atomo hidrogenoide, es decir,
la distribucién de carga dentro de una esfera de radio R crece proporcional a R’ para el
estado 1s y como R’ para el estado 2p tal como debe ser para un objeto fractal de tres y
cinco dimensiones respectivamente. Con el incremento de la separacion electron-ion, la
influencia del confinamiento crece y cuando la interaccion Coulombiana llega a ser
insignificante, la distribucion de carga es similar a la de un electrén libre en el QW. Por
consiguiente para grandes separaciones electron-ion cuando el radio de la esfera llega a ser
considerablemente mas grande que el ancho del pozo, la carga dentro de esta esfera crece
como ~R* para el estado 1s y como ~R* para el estado 2p tal como seria para un objeto
fractal de dos y cuatro dimensiones respectivamente.

Resultados similares para diferentes posiciones de la donadora en un QW de ancho 1a, * (=

100 A) se muestran en la figura 53, donde se puede ver que el comportamiento D ()
cambia esencialmente cuando el i6n se desplaza del centro hacia la barrera. Se ve que
curvas monétonamente decreciente se transforman subsecuentemente en curvas que
inicialmente crecen, luego pasan por un valor maximo mayor que 3 y solo después de este
pico decrece monotonamente a 2. Entre mayor es el desplazamiento desde el centro del
QW, mayor es el valor maximo de la dimension fractal. La razon del incremento de la
region fractal en la parte inicial de las curvas, es que, debido al fuerte confinamiento a lo
largo del eje de crecimiento del pozo, el electron tiende a estar localizado en el centre del
QW. Cuando el i6n esta localizado cerca de la barrera la distribucion de carga para el
estado Is llega a ser similar a la distribucion para el estado 2p,, por lo tanto la carga dentro
de la esfera de radio R crece como ~ R’ similarmente al estado 2p. De esta forma, la
distribucion de la densidad de carga y la dimension fractal experimentan transformaciones
como si el nimero cuantico magnético estuviera creciendo.
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Fig. 53. Dimension fractal como funcion de la separacion electron-ion para los estados (a) Is y (b)
2p de una impureza D" descentrada en un pozo cudntico de GaAs/Gay-Aly; As OW y para
diferentes posiciones del ion.

En la figura 53 presentamos los resultados de calculo de la energia de enlace del estado
base y primer estado excitado para un D’ en un QW de Gads/Gay 7Aly 34s como funcion de
la posicion del ion.

La precision de nuestro resultado (lineas solidas) para la energia de enlace del D° la
chequeamos comparando con resultados obtenidos usando el método Monte Carlo [23], y
encontramos que la diferencia es del orden del 1%. En la figura 54 adicionalmente
presentamos la energia de enlace para los estados 1s y 2p (lineas truncadas) calculada

usando la aproximacion E, =4/ (5—1)2 donde D es el valor medio de la dimension
fractal, calculada a partir de los resultados presentados en la figura 1, usando la ecuacion
(2.25) descrita en la seccion 2.1.3.1. Encontramos una formula de interpolacion para el
valor medio de la dimension fractal D, como una funcion de la posicion de la donadora &,
para el estado 1s llegamos a D=2.4+0.8 ya D=4.1+0.6{ para el estado 2p. Se ve

una buena concordancia entre los resultados del calculo por medio del método de
dimension fractal (lineas continuas) y los obtenidos a través de la formula de interpolacion
(lineas truncadas).

Para el caso de un hilo cuantico consideramos una impureza donadora D° centrada en un
hilo cuantico cilindrico de GaAs/Gay 741y 34s, con un modelo de potencial rectangular y un
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V_=40Ry

L=1a*

1,54
Metodo Dimension Fractal
---- E,=4/(D-1)°

E, / Ry*

0,0 . r . r . r

2e/L

Fig. 54. Energia de enlace como funcion de la distancia de la posicion del ion hasta el centro de un
OW de GaAs/Gay Al 34s QW (a) para el estado 1s y (b) para el estado 2p.

potencial escalon que da lugar a un hilo coaxial (en la seccion 3.1.2.1 ya analizamos la
energia de enlace del estado base para estos modelos). En la figura 55 presentamos los
resultados de la energia de enlace para el estado 2p donde se puede ver que hay una buena
concordancia entre nuestros resultados con un modelo de potencia rectangular y aquellos
presentados en la referencia [89]. También se puede ver la ausencia del segundo pico en
las curvas para la energia de enlace del estado 2p en el caso de un QWW coaxial, lo cual si
se observa en el caso del estado base en la figura 18. Obsérvese que el confinamiento
adicional de las orbitas del estado 2p llevan a un aumento de la energia de enlace en el
estado 2p, y a un disminucion de la energia de enlace en el estado 2py.

1.4 d T d T d T d T

1.2

rectangular QWW 7
2pz ~~~~~~~~~ coaxial QWW (R,=0.6R )

coaxial QWW (R,=0.4R )
T Latgé et al. [7]

R/a*

Fig. 55. Energia de enlace para el estado 2p de un D° centrado en un QWW en funcion del radio de
este, para dos modelos de potencial: potencial rectangular (lineas solidas) y doble escalon (lineas
punteadas).
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3.4.2 Calculo de estados excitados de un D° en un punto cuantico esférico. Para el caso de
una heterojuntura con simetria esférica, el potencial de confinamiento s6lo depende de la

distancia al centro, es decir que V(7)=V(r). Por tanto, para calcular los estados

. . 0 . .., = L, .
excitados de una impureza D" ubicada en la posicion & dentro de un punto cudntico
esférico, consideremos como funcion de prueba la siguiente funcion tipo Bastard:

W (F)= £, (F+ &)@l (r)r'Y,, (%0) (3.72)
donde f,(7) es la funcion de onda para el estado base del electron en el SQD,
Y, (9,9¢)=F, (cos9) €™ son arménicos esféricos y F,, son polinomios de Legendre, y
CI)’L')"0 es una funcién envolvente que depende sélo de la separacion electron-ion. Esta

funcion de prueba llega a ser exacta cuando el radio del SQD y la distancia del i6n a la
barrera son grandes.

Siguiendo un procedimiento similar al descrito anteriormente para heterojunturas con
simetria axial, finalmente llegamos a que el Jacobiano en este caso esta dado por:

I (r)=4x o, (r); @, (r) :%J.fo2 (\/rz +¢7 - 2r§x)P,,i (x)dx (3.73)

donde g, (r) es el armonico esférico del valor promedio de la densidad de carga dentro de

una esfera con centro en la localizacion del i6n.

En este caso encontramos que la relacion entre la dimension fractal y el Jacobiano esta dada
por la expresion:

dinJ,, (r) :3+2Z+rdlnle (r)

r dr
expresion que se simplifica cuando consideramos la impureza ubicada en el centro del

punto (& =0), ya que en este caso tenemos:

D

Im

(r)=14r (3.74)

Jo (=47 P2 (r); D *(r):3+zz+zr%°(r):%*(r)+zz (3.742)
r

Im

de donde podemos concluir que la dimension fractal de los estados con diferente momento
angular de una donadora centrada en un SQD, son las misma del estado base incrementadas
en 2/. Este resultado clave esta en concordancia con el bien conocido isomorfismo de la
teoria Dimensional Scaling para el momento angular, el cual establece que si /—17+1
equivale a D—>D+2 [129]. Este isomorfismo desaparece cuando la donadora esta
descentrada debido a que cambia la simetria del sistema.

En la figura 56 presentamos los resultados para la dimension fractal de algunos estado
excitados y para el estado base en diferentes posiciones de la impureza, para el caso de un
modelo de SQD con un potencial rectangular de altura infinita. En esta figura se puede ver
que el comportamiento de las curvas es similar al comportamiento en el caso de simetria
axial.
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Fig. 56. Dimension Fractal como funcion de la separacion electron-ion en un QD con barrera
infinita: (a) Para el estado base y algunos estados excitados de un D" ubicado en la posicién
& =0.5R y (b) para el estado base en diferentes posiciones

3.4.3 Calculo de estados exitados de un D~ en diferentes heterojunturas semiconductoras.
Para estimar la energia de de enlace de los estados 2'P y 2°P con m=+1 para un D~ en una
heterojuntura semiconductora usaremos la funcion de prueba utilizada por Breit-Eckart para
analizar estos estados para el atomo de He en el bloque:

Vieap (Fois) = | fis () fop (5) £ £is () £, (7) | K (c0s ©)

. . (3.75)
= [e’“rl e R, (cos$)e™” te e P iR, (cos g e ]K (cos®)

,m
donde o, y f son pardmetros variacionales K (cos @) =1+7ncos® siendo 7 otro
parametro variacional, es la funcion de correlacion que depende solo del angulo entre los
vectores 7; y 7, pues los electrones ya estan en diferentes orbitas y 7,98,¢, i=12 son

coordenadas esféricas. Los estados con diferentes m=0, £/ en ausencia de campo
magnético son degenerados, pero en presencia de campo magnético el estado de menor
energia es el estado con m=-1, por eso éste sera el estado que vamos a analizar.

Para el caso de una heterojuntura, el potencial de confinamiento es muy importante asi que
tendremos en cuenta esto introduciendo un factor de confinamiento en la funciéon de onda,
de manera que escogeremos la funcioén de prueba para el D™ como:

Y(7,7)= £ () £ (R)®(F.R); (3.76)
siendo
O (7,75) = (ne””le’/’)’2 sin9e ™ +re e sin 1926’""2) (I+7co0s@) (3.77)

donde el factor 1+7cos® toma en cuenta el efecto de la correlacion entre los electrones
dentro de la heterojuntura producido por la interaccion Coulombiana. El simbolo + en esta
ecuacion corresponde al estado singlete y el signo — corresponde a el estado triplete. El
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angulo entre los vectores 7; y 7, esta relacionado con las coordenadas esféricas por medio
de la relacion:
cos ©® = cos J cos 4, +sin g sin 9, cos(p, —¢,) (3.78)

La ecuacion de onda para la funcion de prueba (3.76) con el Hamiltoniano para este
problema puede ser escrita como:

Flo)=[d[dif; (7) £ () {|VCIJ| +v, i iy cp*(%+%j (U+2E0—E)|CI>|2}—>min (3.79)

y la energia variacional que satisface este principio variacional, puede ser encontrada a
partir de la relacion:

E(a,ﬂ,n) =2F, +M — min;

]0(aaﬂ)
1(@. )= [dr[dn /5 (7) 15 (BT (5o 8. 90 0) + W (12158, 8. 0)); G50
T(1.7,9,%,0) =V, @ +|V,®f iy q)*[ai)+a£], W (11,8, %, 0)=U|0
op, 0,

0‘ B, 77 Idnjdrzﬁ) fo (”2) (”1”’2:‘91“92’(9); N(n,r2,191,92,¢)=|(l)|2

Como se puede ver estas integrales son de alto orden, de manera que es dificil hacer un
calculo directo con alta precision. Sin embargo, nuestro método de Dimension Fractal nos
permite simplificar estos calculos en forma similar a como lo hicimos para el caso de una
donadora neutra. Esta simplificacion la logramos reemplazando el valor exacto de las

expresiones f; (%) y f;' (%) por su valor promedio sobre todos los valores de los dngulos,

2

y el producto de este valor promedio con » nosotros lo denotamos como J (rl) yJ (rz) y

lo llamamos Jacobiano de un espacio con dimension fractal:
2 Vg
J(r)=r’P(r); I (7 dQ:r2Jd¢jsin9 1 (r,9,9) do (3.81)
r|=r 0 0

Ademas tomando en cuenta que los términos, tanto de la energia cinética como de la
energia potencial solamente dependen de la diferencia entre los angulos azimutales ¢, —¢,,

el orden de las integrales se puede reducir de 6 a 5. En adelante usaremos ¢ para denotar
la diferencia ¢, —¢@, y asumimos que esta variable tiene los limites de integracion
0<@<2r. En este caso la expresion explicita para la energia variacional (3.80) toma la

forma:
£ ®© Via V4 2
Iy(@. Bon) = [ P(r)ridn [ P(r;) i dr, [sin 9d 8 [sin ,d9, [ N(5.15,9,9,.0)dp
0 0 0 0 0
© ) Ve V4 2z
1, (e, Bon) = [ P(r;)ridr [ P(r,)r5dr, [sin 9.d [sin9,d 9, [ [T (7.7, 9,9.0)+  (3.82)
0 0 0 0 0

W(rl,r2,191,192,¢ﬂdgp
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Integrando sobre todos los angulos estas ecuaciones se reducen a la forma:

INCNRD IJ a’rIJ 1 )N (1,1 ) dry;

. Y (3.83)
a ,B.1) IJ n drIJ.J n) T(rl,rz)+W n,r, ]afr2
0 0
donde
N(r.,n)= Ism&d&fsm&d&jN nry, 9, 9,0)de (3.83a)
T T 2z
T(r,n)=[sindd9 [sin9,d9, [ T(r.7,9,9,.0)dp (3.83b)
0 0 0
W(r,n)= jsmgdsjsmgds jW (5,73,9,9,,0)do (3.83¢)

Después hacer unas transformaciones largas (por eso no lo presentamos aqui) pero sencillas
finalmente llegamos a la siguiente expresion para la energia variacional (7. = min(rl,rz) y

r, =max(r,n)):

IP I R (r,n,a,pB)dr,
E(a,p.n)=2E,~y+; . ;
J.P(rl)dinP(rz)RO(rl,rz,a,ﬂ)drz
a2 ° (3.84)
Ro(i”],rz,a,ﬂ,ﬂ)=%[(3+772)r12€_2” 2ﬂrz+(3+77 ) le et &
e |
R (ﬁarz,aaﬂ,ﬂ)=7+m+%§
T(rl,ia):]_"r(rl,r2)+]_;(rl,r2)+]_;(rl,rz) (3.84a)
2
T (rn.n)="r rf{e‘z‘”'e_zﬁrz [(l—a rl)z+,6’2 rf}(l+%j+e_zﬂr‘e_2m2 [(l—a r2)2+
, (3.84b)
8 —(a+B)(ri+n
i3 rf](1+%j¢?’7 e[ By +1) =20 B m]}
s 1 —2arn-20n 2anr-2p8rn 4 —ar— r: —2arn-20n
(3.84¢)

I+

T e (1 4.1 )}
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Tco (’iarz)z {6_2“ N2h KEJr%ﬂzj’izrf +§772r14}+

2
(3.844)
§+§772 r12r22+%772r24 e—Za n=28n i77 e—(a+ﬁ)(r1+r2)rlr2 (’”12""”22)
2 6 5
772
VVI = —2(}"1 +}‘2)I”17‘2 |:[1+?jrl2e‘2ar]e—2ﬂrz +
(3.84¢)
772 4 —(a+ﬂ)(r+r )
1+? Lo e ign rre i) .
2 ar-2 2 2arn-2 K+ 2 P +r) ’
W2:2r1r2(r1 e 'g’2+r2e"”2’ﬁ")* 1+2n—2+n°| —2| | r.—
2rr, 2nr,
(3.84f)

22
2K

2 2 2
|n +77 (”1 +”z) ¥ +3nnr N nt 108’ +5hr
2.2
nr, 3 4rr; 5

2 2.2
i2r]rze_(a+ﬁ)(r'+r2) {rj +i(2r12r12r< +%rfj+—? > (—?Wl d rj +£r7 J}
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CONCLUSIONES

En este trabajo de investigacion hemos desarrollado un nuevo y simple método para
analizar el espectro electronico de sistemas de una y dos particulas confinadas en
heterojunturas semiconductoras. Este método lo usamos para calcular las energias de
enlace de impurezas D y D™, centradas y descentrada en QWs, QWWs y QDs, sin y con
un campo magnético aplicado. La precision de nuestro procedimiento se verifico
comparando nuestros resultados con unos similares obtenidos utilizando métodos diferentes
como el método variacional y Monte Carlo.

En este método de dimension fractal, el problema de calcular el espectro electronico del D°
y del D™ en una heterojuntura semiconductora, se reduce a un problema similar para a&tomos
hidrogenoides y para un dtomo de helio respectivamente, pero en un espacio efectivo con
una dimension fraccionaria variable. Esta dimension depende de la separacion 7, entre las
particulas y viene dada por la densidad de probabilidad de encontrar a las particulas
separadas una distancia r. Nuestro resultado principal es una expresion analitica para la
dimension fractal de la donadora en este espacio efectivo, como funcion de la separacion
electron 16n obtenida usando la definicion de Mandelbrot.

Una de las caracteristicas atractivas de nuestro método es su universalidad y la simplicidad
de su aplicacion para diferentes modelos de confinamiento enmarcados en el mismo
procedimiento numérico. Esto nos permite evitar tediosos célculos, para obtener con alta
precision la energia de enlace en cualquier heterojuntura, una vez que la densidad de
probabilidad del electron libre es conocida.

En conclusion, consideramos que usando nuestro procedimiento variacional, cualquier
problema de un sistema de pocas particulas confinado en una heterojuntura
semiconductoras, puede reducirse a un problema similar en un espacio efectivo con
dimension fraccionaria variable. De esta manera este método puede ser aplicado para
analizar las propiedades de cualquier sistema ligado (Donadoras neutras y negativamente
cargadas, aceptoras, excitones, biexcitones, triones, etc.), en diferentes tipos de
heterojunturas tales como, SLs, QWs, QWWs, QDs, anillos (QRs), etc. En presencia de
cualquier perturbacion externa.
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