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RESUMEN

TITULO: ASPECTOS HISTORICOS EPISTEMOLOGICOS
RELATIVOS AL CONCEPTO DE DETERMINANTE DE LEIBNIZ A
CAUCHY!

AUTOR: John Jairo Ariza Lépez?

PALABRAS CLAVE: epistemologia, historia de las matematicas, algebra
lineal, determinante

El estudio que aqui se presenta tuvo como objetivo el desarrollar un analisis
historico— epistemoldgico del concepto de determinante comprendiendo un periodo de
tiempo desde el afio 1693 hasta 1812, en esta linea de tiempo se analizaran las obras
de grandes matematicos de la época tales como: Leibniz, Cramer, Bézout, Lagrange,
Gauss, Vandermonde y Cauchy. Con el fin de establecer cuéles fueron los principales
aspectos histéricos y epistemologicos que promovieron el origen, el desarrollo y la
formalizacion del concepto de determinante, de ver como pasa de ser una herramienta
utilizada en contextos de aplicacién a ser un objeto matematico de estudio.

Después del analisis historico- epistemoldgico se abrio paso a la revision de
algunos libros utilizados en los cursos de algebra lineal | de la Universidad Industrial
de Santander, esta revision permitio comprender el tratamiento que se dio al concepto
de determinante en los diversos textos y poderlo comparar con los contextos
encontrados en el analisis histérico — epistemologico, también se identifico tres tipos
de enfoques utilizados: combinatorio, inductivo y axiomatico.

Con base en los resultados de la presente investigacion se podrian plantear en
futuras investigaciones, situaciones concretas que puedan ser desarrolladas en un curso
de algebra lineal | de la Universidad Industrial de Santander con miras a facilitar el
aprendizaje de los estudiantes.

! Proyecto de Grado

2 Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Mg. Sterling Castafieda Jaimes,
Codirectora: Dra. Solange Roa Fuentes.
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ABSTRACT

TITLE: HISTORICAL EPISTEMOLOGICAL ASPECTS RELATED
TO THE CONCEPT OF DETERMINANT BY LEIBNIZ A CAUCHY?3

AUTHOR: John Jairo Ariza L6pez*

KEYWORDS: Epistemology, history of mathematics, linear algebra,
determinant

The study presented in the next document has as objective to develop a
historical epistemological analysis of the concept of determinant that took place in the
period of time between 1693 and 1812, on this time interval will be analyzed the work
of some of the most important mathematicians from that age, such as Leibniz, Cramer,
Bézout, Lagrange, Gauss, Vandermonde and Cauchy. The aim of this study is to
establish which were the main historical and epistemological aspects that promoted
the origin, development and the concept of determinant formalization, all this to see
how it moved from being a tool used in application contexts to being a mathematical
subject of study.

After the historical and epistemological analysis was carried out a
Bibliographic review of some books used during the courses of Algebra Lineal I in the
Universidad Industrial de Santander; this review allowed to understand the treatment
that was given to the concept of determinant in several texts and to be able to compare
it with the contexts founded in the historical and epistemological analysis, also during
this study were identify three kinds of approaches used: Combinatory, Inductive and
Axiomatic.

Based on the results of this study might be considered in future investigations,
specific situations that could be developed in an Algebra Lineal I courses in the
Universidad Industrial de Santander in the interest to make easier the students learning.

! Graduation project

2 Faculty of Science. Department of Mathematics. Director Mg. Sterling Castafieda Jaimes,

Co-director: Dra. Solange Roa Fuentes.
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INTRODUCCION

Los cursos de algebra lineal se encuentran presentes en la mayoria de programas de
Ingenierias, licenciaturas en Matematicas y Fisica. Son numerosas las investigaciones que
ofrecen evidencias sobre las dificultades que atraviesan los estudiantes para comprender los
diferentes conceptos relativos al algebra lineal, (Dorier, Robert, Robinet y Rogalski, 2000a;
Dorier et al, 2000b; Dubinsky, 2001; Dorier y Sierpinska, 2001; Dorier, 2002;). Los
anteriores investigadores coinciden en que las dificultades radican en la construccion de
diversos conceptos de algebra lineal en los estudiantes recién ingresados a la universidad,
estos se ven exigidos a construir conceptos con un lenguaje formal y abstracto, cuando su
preferencia siempre se limita al trabajo con procedimientos mecanicos, lo que imposibilita la

comprension de los conceptos involucrados (Dubinsky, Dauterman, Leron y Zazkis, 1994).

Esta dificultad ha sido una problematica de interés dentro de la Matematica
Educativa, ya que no son exclusivas de los individuos que abordan actualmente los conceptos
basicos de Algebra Lineal, sino que hace parte de obstaculos que surgieron en la construccion
de los conceptos mismos. El estudio de aspectos histéricos y epistemoldgicos de los objetos
matematicos, ampliara la mirada y podra aportar elementos para repensar aspectos de orden

curricular, matematico y/o didactico (Gomez 2003; Arboleda 2011).

Con eéste trabajo de investigacion se analizard desde una mirada historico-
epistemoldgica, el desarrollo de la nocion de determinante. Se busca con el andlisis abarcar
las ideas que se desarrollaron alrededor de dicha nocién en el lapso de tiempo que va desde
los trabajos de Leibniz (1693) hasta los de Cauchy (1812), ver como el determinante paso de

una herramienta a ser un objeto de investigacion, y como se consolidé como una teoria.

Si se conoce los aspectos relativos a la construccion histdrica-epistemologica de la
nocion de determinante, se podra proponer herramientas punttales para un curso de Algebra
Lineal. Esto es, proponer aspectos curriculares referentes al contenido y aspectos didacticos
asociados con el disefio de situaciones que den lugar a ampliar y generar una nueva mirada

del concepto de determinante, més alla de la aplicacion de un algoritmo.
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Esta idea surgid en el afio 2014, él profesor Sterling Castafieda Jaimes impartia clases
sobre la historia y epistemologia de las Matematicas, la vision y el tratamiento de los
contenidos desde la parte historica llevaron a sugerir esta investigacion. Las ideas generales
significativas son de J. Sterling y la Dra. Solange Roa; Sus orientaciones junto con las
sugerencias y cursos impartidos a lo largo de la maestria ayudaron especificamente a lo
relacionado con los andlisis de libros de texto. Esta significativa ayuda, junto con la paciencia
y la confianza puesta en el autor de esta obra, han sido indispensables para la finalizacion de

esta investigacion.

El presente estudio se centra en mas de 7 autores cuyos trabajos determinan épocas
de cambio en el desarrollo del concepto de determinante. El apartado historico inicia con las
primeras apariciones del concepto dado por Leibniz, la famosa regla de Cramer seguido por
los aportes de Vandermonde, Bézout, Lagrange, Gauss, la época de Cauchy y la posterior

divulgacion de la teoria de determinantes con Spottiswoode.

El andlisis historico-epistemoldgico comprende la primera parte esencial del trabajo.
Una segunda parte, el andlisis y revision de los libros de texto, estd enfocado en cuatro libros
que se usan como guia en los cursos de Algebra Lineal | en la Universidad Industrial de
Santander, se analiza el enfoque y el contenido en cuanto al concepto de determinante. La
tercera parte consta de una reflexién suscitada tanto por el andlisis historico- epistemoldgico
como por el analisis de los libros de algebra lineal actuales, también se cuenta con un

apéndice dedicado a los aspectos biograficos de varios autores.

La hipdtesis central del trabajo es: si conocemos aspectos relativos a la evolucién
histérica epistemoldgica de la construccién de la nocion de determinante, de ver como pasa
de herramienta a teoria, podremos proponer enfoques punttales para un curso de Algebra
Lineal con caracteristicas particulares. Esto es, proponer aspectos curriculares referentes al
contenido y didacticos asociados con el disefio de situaciones que buscamos den lugar a la
construccion del concepto de determinante, més alla de la aplicacion de un algoritmo

algebraico desprovisto de significado.

Nuestro aporte correspondera a lo establecido en los siguientes tres objetivos.
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Objetivos.

1. Realizar un estudio historico-epistemologico relativo al concepto de determinante

de Leibniz a Cauchy a partir del texto de Thomas Muir.

2. ldentificar dentro del estudio histérico-epistemologico, los contextos que dieron

lugar al concepto de determinante.

3. Revisar y analizar el enfoque de libros de texto usados como guia en cursos de

algebra lineal I de la UIS en torno al concepto de determinante.

JUSTIFICACION

Se puede afirmar que los procesos historicos que se abordan en esta investigacion
pueden contribuir a una mayor comprension del concepto de determinante, como herramienta
(algoritmo) y a su vez como una teoria, como un objeto matematico. Asimismo, se espera
que una comprension del desarrollo histérico-epistemoldgico del concepto permita el disefio

de estrategias que faciliten el proceso de ensefianza/aprendizaje en cursos universitarios.

En este sentido el uso de elementos historicos en la ensefianza de las matematicas no
es un hecho novedoso en si mismo. A principios del siglo XX Andrew Wallis, promovia la
lectura de clasicos matematicos como Arquimedes, Euclides, Apolonio, Fermat, Descartes,
entre otros. Leer sus originales, sostiene Wallis, es una fuente de ideas para los espiritus

creativos tanto en matematicas como en educacion matematica.

La presencia cada vez mas notoria de la historia y epistemologia de la matematica en
simposios, congresos Yy revistas especializadas, es un hecho innegable que puede estar
relacionado con una transformacién paradigmatica de las ciencias sociales y humanas, entre
ellas la historia y la educacion (Gomez, 2003). Con respecto a la educacion en matematicas
Arboleda (2001) advierte que a pesar de la que la tradicion (principalmente positivista) invita
a los educadores matematicos a presentar los conceptos y teorias en el mas estricto
formalismo (método axiomatico), despojados de todo lazo existente con los esfuerzos de los

hombres que inventaron aquellos conceptos y teorias. ElI conocimiento en historia de la
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matematica puede, entonces, mejorar no solo la comprension de los conceptos y teorias sino

ademas fortalecer las habilidades de los matematicos como profesores y profesionales.

Un profesor con una mirada enfocada en la historia y la epistemologia de la
matematica, a la hora de la ensefianza de un concepto como el de determinante, puede ofrecer
a sus estudiantes algo mas que una mera manera de manipular simbolos, de hacer célculos,

algo mas que una técnica, ampliando la vision del estudiante acerca de las matemaéticas.

Esta afirmacion se sostiene en los argumentos de Arboleda (2011) con respecto a la
necesidad de la formacion historica de los educadores matematicos y de la inclusion de una
perspectiva histdrica en los cursos que imparten. Ademas de las observaciones hechas por el
autor y sus colegas durante su préctica docente de la cual concluye que los estudiantes tienen
dificultades para asimilar las nociones referentes al determinante (ejemplo: el signo (—1)**/
), Y que es necesario una nueva manera de abordar dicha situacion en la Catedra de Algebra

Lineal I en la cual ellos tienen su primera aproximacion a este contenido.

En este sentido, una manera educada y diferente de lo hecho hasta el momento, de
abordar un concepto como el de determinante, es acercandose a sus origenes, su evolucion,
sus crisis, el contexto sociocultural, politico, religioso y econémico en el que se desarrollé el
concepto, etc. Estos elementos, aunque aislados, se complementan cuando se tiene una
mirada histdrica y epistemoldgica en torno a la génesis de un concepto. Es por esto, que el
objetivo general de la presente investigacion es identificar los aspectos del desarrollo
historico-epistemoldgico del concepto de determinante que puedan facilitar el proceso de

ensefianza/aprendizaje de la Cétedra de Algebra Lineal | en la UIS.,
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Algunas investigaciones Histéricas, Epistemolodgicas y Didacticas que
refieren el problema de estudio.

El objetivo del apartado es mostrar una mirada general de las investigaciones en
historia, epistemologia y didactica de las matematicas, esta mirada se reduce a considerar

solo el campo en el cual se basa nuestra investigacion, el algebra lineal.

Estas lineas de investigacion (historico, epistemoldgica y didactica) han llevado a
realizar numerosos trabajos, dentro de las que se encuentran aquellas que centran su interés
en la parte historica y/o epistemologica. Una de ellas es descrita por De la Torre (2001) y
(2002), donde clasifica conflictos cognitivos especificamente relacionados con la
identificacion de los obstaculos epistemologicos, apoyandose en un estudio historico de las
diferentes nociones de continuidad, infinito e infinitesimal. Asi como las investigaciones de
De la Torre que identifican obstaculos epistemolégicos en el contexto histdrico, se hallan
numerosas investigaciones, algunos ejemplos son los trabajos de Garcia (1998), Ramirez
(2009), Pereira (2010).

Los problemas didacticos también hacen surgir investigaciones como la de Aponte
(2014), alli caracteriza a partir de un estudio histérico-epistemologico el proceso de
consolidacién del infinito cantoriano, con el fin de realizar una propuesta para los programas
de teoria de conjuntos de la Universidad del Valle. En esta linea (Historia y didactica)
encontramos a Arrigo, D'Amore y Sharagli (2011), esta investigacion centra su mirada en la
parte historica y didactica del infinito con un enfoque filoséfico. Asimismo, Maz (2005),
Gonzélez (2002) ya fijan su mirada en los sistemas de representacion y analisis de contenido,
dando una gran relevancia a la parte histérico-epistemoldgica del concepto de estudio.

Es comun encontrar trabajos en Matematica Educativa en los cuales el analisis
historico- epistemoldgico juega un papel fundamental. Es pertinente mencionar algunos

trabajos en el algebra lineal.

Luzardo y Pefia (2006) es el principal referente que expone una aproximacion al

desarrollo histérico del algebra lineal, tratan el origen del concepto de sistema de ecuaciones
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lineales y los métodos utilizados para sus soluciones, también tratan los inicios del concepto
de matriz, determinante, rango y nulidad, forma candnica de Jordan, espacio vectorial, entre
otros. Un trabajo similar es el desarrollado por Castro (1993), quien se centra principalmente
en el concepto de Transformacion lineal; alli el autor revisa el origen del concepto y sus
antecedentes relacionados con la matriz. Lorente (s.f) hace un recorrido por la historia del
algebra y los textos més relevantes en el desarrollo historico.

No obstante, no basta con conocer la forma como se desarrollaron los conceptos en
determinada época, es oportuno ampliar la mirada mas alla de lo histdrico. Es asi como la
investigacion debe ademas de la mirada histérica, recoger elementos adicionales que puedan
aportar un plus al campo de la Educacion Matematica. Tall (1989) indica que concebir una
expresion algebraica como un objeto matematico, mas que como un proceso, puede,
manipulando algebraicamente, ser una fuente en conflicto, este interés se ve reflejado en
Malisani (1999) da cuenta de estas dificultades y publica los diferentes obstaculos
epistemoldgicos que surgen en la construccion del lenguaje algebraico.

Palarea y Socas (1994) consideran que identificar obstaculos epistemologicos en el
aprendizaje del lenguaje algebraico, se queda corto ya que es necesario ver distintos enfoques
del mismo problema sino ademas tener en cuenta lo didactico y cognitivo. Toda esta
problematica converge al trabajo que formaliza Neira (2007) donde se realiza un estudio de
los obstaculos y dificultades detectadas en la transicion del algebra al célculo.

Todo el recorrido da cuenta de algo importante, que no es suficiente con realizar un
estudio histérico excluyendo a la parte epistemoldgica y didactica. Es alli donde una
investigacion genera impacto, cuando esta misma aporta herramientas teoricas y

metodoldgicas para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

A continuacion, se enuncian algunos trabajos puntuales sobre el concepto de

determinante.
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Algunos trabajos sobre el concepto de determinante

El desarrollo de la teoria de los determinantes fue un desarrollo muy intenso hasta
que las matrices se popularizaron en 1925, después de lo cual se consider6 que los
determinantes solo eran una parte muy pequefia del algebra lineal. De hecho, algunos
matematicos han sugerido su desaparicion®. Sin embargo, adn siguen siendo una pequefia

pero esencial parte del algebra lineal.

En aspectos historicos Sir Thomas Muir realiza una magnifica compilacién de los
determinantes desde sus origenes en el mundo occidental en 1693 hasta 1920, en una serie
de 5 volimenes®, retine articulos, libros, capitulos, temas, o solo fragmentos de donde se usé
algo relacionado con determinantes. Esta gran recopilacién que suma mas de 1000 paginas
da cuenta del gran trabajo histérico que ha tenido el concepto. Farebrother, Jensen y Stya
(2002) extiende el trabajo dejado por Muir y realiza una lista de 131 libros sobre
determinantes publicados en el siglo XIX.

A partir de esas colecciones bibliograficas se observan trabajos de profundizacién de
las matematicas, a modo de ejemplo (relacionado a lo desarrollado por Hadamard en las obras
de Muir): Brenner (1972) en su trabajo llamado The Hadamard maximum determinant
problem, Dixon (1984) en su obra titulada How good is Hadamard's inequality for
determinants, Hedayat y Wallis (1978) en Hadamard matrices and their applications.

Trabajos posteriores tratan sobre las problematicas que surgen alrededor de la
ensefianza del concepto de determinante Carlson, Johnson, Lay, Porte, Watkins y Watkins
(1997) plasman en una publicacion de 306 péginas una coleccion de articulos que discuten
el contenido de los cursos de algebra lineal y sus enfoques para la ensefianza. Los autores

5 Podemos tomar como referencia al articulo “Down with determinats” de Sheldon Axler, esta

obra muestra que el algebra lineal se puede hacer mejor sin el concepto de determinante.

& Cinco tomos que son recopilados y editados en 1960.
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abordan temas elementales, tales como reduccion de filas adentrandose a temas mas
avanzados como metodos iterativos y pseudo-inversas. De estas discusiones brotan acuerdos
gue mencionan que el determinante no se debe tener en cuenta en los cursos de algebra lineal.
Axler (1995) estd de acuerdo con esta premisa y en su articulo titulado Down with
determinants, instiga a hacer algebra lineal sin el uso de los determinantes. Aunque Axler
hace reconocimiento a que los determinantes tienen un uso fundamental y es en la
investigacion, mas adelante Tee (2004) en contraposicion a Axler crea un articulo Ilamado
i Vivan los determinantes!, donde establece la necesidad de que los determinantes aparezcan

como una parte pequefia pero esencial del algebra lineal.

Basicamente los antecedentes especificos sobre los determinantes recaen en
discusiones: Roth y Ames (2014) Scholtzova (2014), Yu Gang (2009) Zhu Xiao-chun (2010)
Xian Feng (2000), estos trabajos analizan los alcances de la definicion de determinante y los
comparan con la definicion clésica de determinante con base a la permutacion y combinacion,
estableciendo una rica discusion en cuanto a la capacidad de los estudiantes de adquirir un
razonamiento l6gico en el algebra lineal muy diferente de las visiones de De Carlson et al
(1997), Axler (1995) y otros. Lo interesante de estos trabajos son las diferentes posturas en

cémo se perciben los determinantes.

ASPECTOS CONCEPTUALES

En esta seccion se presentan los aspectos generales que fundamentan la investigacion
historica 'y su wuso particular en el ambito educativo como investigacion

histérica/epistemoldgica.

La investigacion Historica

El presente estudio se encuentra ubicado en el area de la investigacion historico-
educativa mas precisamente en la investigacion historico-epistemoldgica. Es pertinente
definir esta area de conocimiento. Romero (2009) alerta sobre la necesidad de definir en
primer lugar lo que se considera una investigacion historica ya que, en palabras del
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mencionado autor “(...) el oficio de historiador de la educacion es, sin ninguna clase de

complejos, oficio de historiador” (p. 1).
Para Febvre (1953) la historia es:

“el estudio cientificamente elaborado de las diversas creaciones de los hombres
de otros tiempos, captadas en su fecha, en el marco de sociedades
extremadamente variadas y, sin embargo, comparables unas a otras; actividades
y creaciones con las que cubrieron la superficie de la tierra y la sucesion de las
edades” (p. 40).

Sefiala el propio Febvre que esta hace referencia a dos aspectos importantes cada uno
relevante por si mismo e inseparables en la praxis: en primer lugar, el caracter cientifico de
la investigacion historica y, en segundo lugar, el hombre como objeto de estudio de la

historia.

Febvre plantea que, desde la ruptura de la historia con los planteamientos del
positivismo, el accionar cientifico se trata de la posibilidad que tiene el historiador del
plantearse problemas e hipotesis. Romero (2009) nos aclara que en este sentido los
historiadores no pueden ser meros narradores de lo que creen que es una verdad absoluta del
pasado. El resolver problemas y confirmar hip6tesis le da a la historia un caracter dinamico,
y permite al historiador ser un intérprete del pasado. El carécter cientifico de la historia trata
entonces de crear nuevo conocimiento a partir del conocimiento pasado. Bien cabe aqui la

cita de Febvre (1953) "todo hecho cientifico es inventado y no simplemente dado al sabio™
(p. 88).

Por otra parte, Moradiellos (1994) sefiala que la necesidad que tiene la historia de
producir conocimiento cientifico valido solo puede ser satisfecha cuando las narraciones e
interpretaciones histdricas son hechas sobre la base de pruebas fidedignas, validas para el

conocimiento cientifico.

En este sentido, alude al objeto de estudio de la ciencia, que no es, como puede pensar
el lego, el Pasado. El Pasado “por definicion, no existe, es tiempo finito, perfecto, acabado

y como tal incognoscible cientificamente” (Moradiellos, 1994, p. 7). El objeto de estudio de
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la historia es, como ya se menciond anteriormente: el hombre. EI hombre como totalidad,
viviendo en una sociedad, sumergido en una cultura y ubicado en un tiempo particular. Al
historiador le interesa quienes fueron los hombres del pasado, donde estuvieron, donde
vivieron, que pensaron, que dijeron, que hicieron (Romero, 2009). Bien podria decirse que

todo lo ya ocurrido en la vida de los hombres es objeto de estudio de la historia.

Romero (2009) llama la atencion acerca del hecho de que, a pesar de la pretension
holistica de la historia, seria una locura pretender abarcar, en cada estudio, todos los aspectos
relevantes de la sociedad, la cultura y el momento historico en que vivian los hombres. Y que
no es una obligacion, sino una necesidad, de cada historiador delimitar el foco de atencion
de cada investigacion, de manera que se pueda abordar uno o mas aspectos relevantes de la

vida de los hombres sin olvidarse del resto.

En este estudio se abordd la construccion historica del concepto del determinante, un
concepto importante del algebra y que encuentra un uso también en la geometria y en el
calculo. Que es producto del arduo trabajo de grandes hombres que se dedicaron (al menos
durante una parte de su vida) en mente y cuerpo a la matematica, como lo fueron Leibniz,

Maclaurin, Cramer, Gauss, Cauchy, entre otros.

Para poder estudiar el producto de la vida de los hombres en un pasado inaccesible
los historiadores deben valerse de todo aquello que han dejado los hombres tras el paso de
su vida, lo que Moradiellos (1994) Ilama reliquias del pasado. Con respecto a ellos Febvre
(1953) senala que la historia puede hacerse con “todo aquello que es del hombre, depende
del hombre, sirve al hombre, expresa al hombre, denota la presencia, la actividad, los gustos

y las maneras de ser del hombre” (p. 232).

Con esto en mente, en el analisis del desarrollo histérico del concepto de determinante
se revisaron, en este estudio, obras producidas por los autores que en antafio hablaron sobre
el término en cuestion, textos como el Disquisitiones Arithmeticae de Gauss, el Mémoire sur
I'elimination de Vandermonde y demas son recopilados en una gran obra titulada Theory of
determinants in the historical order of development de Thomas Muir. Por otra parte, y para

responder al objetivo pedagdgico de esta investigacion, se revisaron materiales educativos
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utilizados en cursos universitarios de Algebra Lineal, los cuales permitieron abordar desde

un punto de vista historico-epistemolégico la ensefianza del concepto de determinante.

Siguiendo la clasificacion planteada por Cardoso (2000) acerca de los tipos de
documentos historicos utilizados, se podria decir que se utilizaron fuentes primarias, aquellas
elaboradas por los participantes de la historia; y fuentes secundarias, aquellas que narran lo
ocurrido desde el punto de vista de un observador.

Bloch (ce. Romero, 2009) afirma que una ciencia no solo esta determinada por
aspectos epistemoldgicos y ontoldgicos. Sino también por la naturaleza de sus métodos.
Berrio (1976) describe las distintas fases que debe tener una investigacién histérica en el
ambito educativo: la Heuristica, la Critica, la Hermenéutica y la Sintesis y exposicion.

La primera fase, la heuristica, se conforma por una serie de pasos que llevan al
historiador al inicio de la investigacion. En general, toda investigacion comienza con una
situacion, un contexto que lleva al historiador, en este caso al historiador de la educacion, a
comenzar su investigacion. La situacion en si puede ser cualquiera, bien puede ser para

obtener un grado académico o para responder a solicitudes gubernamentales (Berrio, 1976).

Posteriormente, se debe escoger el fendmeno historico a investigar. Klappenbach
(2014) menciona que esto surge del investigador, de sus propias inquietudes y lagunas de
conocimiento. Pero es necesario para tener éxito en esta tarea, que el historiador se embarque
en un trabajo previo de revision de la literatura y conozca los avances hechos en el tema hasta

el momento (Berrio, 1976).

Klappenbach (2014) sefiala que no puede plantearse un problema de investigacion,
siquiera puede escogerse un tema de investigacion, si no existe un conocimiento previo y
robusto sobre el tema. Asimismo, Berrio (1976) sefiala que una vez hecha la revision tedrica
previa puede pasarse a la delimitacion del fendmeno y el planteamiento del problema.
Finalmente, la fase heuristica termina con la busqueda, ubicacién y seleccion de los

documentos historicos a utilizar en la investigacion.

Cardoso (2000) sefiala que este paso es indispensable y sin él no puede comenzar

ninguna investigacion cientifica historica. En la opinion de este autor, el investigador debe,
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incluso antes de plantearse los problemas de su investigacion, cerciorarse de la existencia de
los documentos histdricos necesarios para llevar a cabo el estudio, ya que sin estos es

imposible cumplir con el criterio de viabilidad de las investigaciones cientificas.

La segunda fase, la critica, se conforma por los andlisis de validez que debe hacerse
a los documentos histdricos seleccionados. Se plantea la necesidad de llevar a cabo una critica
externa, que trata de la comprobacion de la autenticidad de los documentos; y una critica

interna, que trata de la exactitud de los documentos utilizados (Berrio,1976).

Cerciorarse de la validez de los documentos historicos utilizados, es crucial dentro de
la metodologia histdrica, debido a que todo trabajo interpretativo posterior estara sujeto a la
veracidad de los relatos contados por estos (Klappenbach, 2014).

La tercera fase es la hermenéutica. Berrio (1976) sefiala que un compendio de
documentos historicos no es en si mismo historia. Como ya se sefiald anteriormente, la
historia estd hecha por hombres y no por sus cosas, a pesar de que unas nos refieran a los
otros.

Es necesario en este punto, que el historiador de orden y sentido a los datos ya
recogidos, que lo explique y los interprete en aras de lograr una reconstruccién historica
cientifica. De crear nuevo conocimiento a partir del conocimiento de los hombres del pasado
(Romero, 2009).

La dltima fase de la investigacion histdrica es la exposicion. Berrio (1976) afirma
que esta fase trata de la redaccion de los resultados de la investigacion. Exige dar orden a
todos los datos e interpretaciones establecidas. Asimismo, Klappenbach (2014) menciona
que es el punto de culminacién de la investigacion y el momento en que esta se presta para
la socializacién académica, de ahi la necesidad de cuidar los aspectos estéticos de la obra,

especialmente cuando se trata de un trabajo de investigacién historico.
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Investigacion historico-epistemoldgica

La investigacion historico-epistemoldgica aparece entonces como un tipo de estudio
particular que se encuentra al servicio de los educadores matematicos. Filloy (ce. Gémez,
2003) sefiala que este es un tipo de analisis que toma elementos de la génesis histérica y de
la epistemoldgica de los conceptos y teorias matematicos, a traves de la historia de las ideas,
para mejorar la didactica de las matematicas.

Lakatos (1983) comparte varios aspectos de la nocion de epistemologia de otros
fil6sofos famosos como Kuhn o Mardones. Sefiala que la epistemologia esta relacionada con
el estudio de la génesis de las estructuras de los conocimientos cientificos. Ademas, considera
que existen factores externos e internos que hay que tener en cuenta en los andlisis
epistemoldgicos como lo son: el contexto cultural, social, politico y econémico (externos) y

aquellos propios del objeto de estudio (internos).

En este sentido al afirmar que se hizo una investigacion historico/epistemoldgica se
esta afirmando que se llevé a cabo una reconstrucciéon del proceso de desarrollo de un
conocimiento cientifico (en este caso los determinantes) desde una vision holistica que busca
incluir tanto los factores internos como externos y los hechos historicos que influyeron en el

desarrollo de la nocion de determinante.

También es importante destacar que esta labor se llevé a cabo con un fin educativo.
En este sentido, Arboleda (2011) dice que la investigacion histérica en educacion no solo
trata de la accion llevada a cabo por un educador o sobre un fenémeno propio de los sistemas
educativos. Esta debe producir mejoras en la practica pedagdgica. Se espera que la
investigacién histérica brinde al educador una comprension global de los factores que

intervinieron en la confeccién de aquello que pretende ensefiar.

El presente estudio se llevo a cabo precisamente con esta intencién. Gémez (2003)
afirma que el estudio histérico-epistemoldgico de los conceptos matematicos fortalece al
profesor en matematicas al brindarle una comprension de los como y qué de la construccion

teoria e historica de los conceptos.
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Estudiar la génesis historica de un concepto, afirma Gomez (2003), pone de
manifiesto que el mismo, generalmente, ha pasado por una diversidad de transformaciones
hasta llegar a ser lo que es hoy. Ha sido trabajado por estudiosos con variados puntos de vista
y en distintos momentos historicos para la ciencia matematica; en un momento pudieron

haber sido considerados correctos, luego ser rechazados o revisados nuevamente.

Por otra parte, el estudio epistemoldgico ayuda a establecer la configuracion de los
elementos que dan forma y significado a un determinado cuerpo teorico, analizando los
diferentes sentidos que se le han atribuido y su adaptacion para la resolucién de distintos

problemas (Gomez, 2003).

Esto se encuentra en concordancia con lo expuesto por Arboleda (2001) quien sefiala
que para que la investigacion histdrica ayude al pedagogo en matematicas esta debe cubrir
los siguientes aspectos de un fendomeno: quién llevé a cabo los descubrimientos en primer
lugar, en qué época, cual era el contexto de la ciencia en ese momento’ (en este caso la
matematica) y los pormenores que llevaron a la construccion de los enunciados teoricos de
interés (patrocinios que permitieron la investigacion, intereses politicos y econémicos,
interés propios de quien lo postulo, azares que le permitieron llegar a su descubrimiento,
contacto con colegas que le ayudaron en su trabajo) cada uno de los cuales se pretende

abordar en la presente investigacion.

Arboleda (2001) afirma que el sistema educativo ha propiciado histéricamente la
ensefianza y el aprendizaje de una matematica estrictamente formal®. Se les muestra a los
alumnos conceptos, modelos y teorias como cosas acabadas y perfectas, que existen en un

mundo independiente del hombre, o al menos independiente de los hombres que los crearon.

" La matematica en el siglo XVII era vista como un lenguaje al servicio de las (fisica) ciencias
naturales, ya en el siglo XVII1I siendo mas independiente de la realidad era guiada por el principio de

no contradiccion. Por la no dependencia de la realidad surgen las geometrias no euclidianas.

8 corresponderia al enfoque axiomatico de la funcién determinante.
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Esto muchas veces forma parte de las dificultades que se presentan en el trabajo de

ensefianza/aprendizaje de la matematica y no promueve valores cientificos en el estudiante.

Dicho esto, vale la pena aclarar que el presente estudio se puede considerar una
investigacion histdrico-epistemolodgica ya gque tiene como objetivo general identificar los
aspectos del desarrollo historico/epistemoldgico del concepto de determinante que pueden
facilitar el proceso de ensefianza/aprendizaje de la Céatedra de Algebra Lineal | en la UIS.

Gomez (2003) expone que el investigador historico-epistemoldgico puede valerse de
distintos tipos de andlisis para alcanzar sus metas, los cuales se han identificado como

diferentes enfoques de estudio:
1. El enfoque de la ensefianza desde una perspectiva histérica

Un acercamiento a la investigacién historico — epistemologica, que busca llevar al
aula episodios histéricos o problemas del pasado para que los estudiantes los discutan o

resuelvan.
2. El enfoque del modelo tedrico - local

Un acercamiento, que ha logrado buenos resultados en el campo del algebra
elemental, es el que utiliza el analisis histérico — epistemoldgico para hacer un analisis de los
problemas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, luego lleva a cabo una prueba
experimental de los hallazgos encontrados en el anélisis del sistema educativo y finalmente
vuelve al trabajo practico en las aulas (Filloy, ce. Gémez, 2003).

En este enfoque, el analisis historico se aplica al componente formal del modelo de
aprendizaje/ensefianza utilizado por el sistema educativo. Para lograr esto es prioritario tener

un avanzado conocimiento de las matematicas actuales.
3. El enfoque de la reproduccion en los estudiantes de las etapas en la historia.

Este enfoque se sustenta en la creencia de que el desarrollo de una nocion matematica
atraviesa etapas bien definidas; etapas que los estudiantes también atraviesan en su proceso

de aprendizaje. En esta corriente son elementos cruciales de la investigacion, la
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determinacion y caracterizacion de las etapas de la construccion de una teoria, asi como los

mecanismos que explican la transicion de una a otra.
4. El enfoque socio cultural

El enfoque socio cultural pone su foco de atencion en las relaciones entre lo historico
y lo social, en la mediacion de la ensefianza. Parte de la idea de que el conocimiento esta
profundamente arraigado y conformado por su contexto socio cultural. Asi, busca en el
contexto las claves que dirigieron la actividad humana hacia la construccion de las teorias
matematicas, y en ellas las claves que encaminen el proceso de ensefianza/aprendizaje de la

matematica.
5. El enfoque de los obstaculos epistemoldgicos

Desde este enfoque el investigador histérico-epistemoldgico intenta determinar
concepciones y obstaculos ligados al desarrollo de una nocion matematica, como una
herramienta Util para el analisis didactico de las concepciones y obstaculos que se pueden
presentar en los alumnos. Se acepta que hay diferencias entre el desarrollo histérico de un
concepto y su aprendizaje escolar, pero se considera que identificar obstaculos en la historia
permite disefiar modelos didacticos que tengan en consideracion todas las condiciones

pertinentes para la construccion del conocimiento.

Cabe destacar que se entiende por obstaculo epistemoldgico aquellos hechos o ideas
que han sido mal interpretadas en una época, derivando en problemas practicos,
metodoldgicos o teoricos; y que a la luz de los nuevos conocimientos que surgen con el

tiempo, los primeros han podido ser reinterpretados (Bachelard, 1987).
6. El anélisis de los libros de texto

El investigador en didactica de las matematicas, que lleva a cabo una investigacion
histérico-epistemoldgica, tiene en los libros de texto histéricos una fuente privilegiada de
informacién. El investigador puede buscar en ellos informacion sobre cémo se desarrollan
los contenidos de ensefianza, los contenidos cientificos, sus antecedentes y su proyeccion en

el futuro. Puede indagar la importancia dada a uno u otro autor, a una u otra teoria, en las
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aulas de clases. Asi como los aspectos filoséficos y epistemoldgicos abordados en el proceso
de ensefianza/aprendizaje.

También puede buscar informacion sobre el desarrollo curricular y pedagogico: los
contenidos seleccionados para la ensefianza; los aspectos conceptuales, actividades,
problemas y ejercicios que se enfatizan; sus secuenciaciones, y, en definitiva, sus

acercamientos metodologicos.

Este trabajo hizo uso de los dos ultimos enfoques: el de los obstaculos
epistemoldgicos al enfocarse a buscar estos obstaculos en la construccion historica del
concepto de determinante; y el de los libros de textos al buscar en los libros utilizados en la
catedra de Algebra Lineal | de la UIS indicios de cudles son los acercamientos metodoldgicos
utilizados por los profesores en el tema de determinante. EI enfoque N° 1 también podria
formar parte de esta investigacion puesto que se propone como sugerencias y resultados de
las lecturas, dos talleres; Lagrange con el volumen de un tetraedro y Gauss con las formas
cuadréticas.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El concepto de determinante tiene aplicaciones en diversas areas de las matematicas,
por ejemplo, en geometria, célculo, geometria diferencial etc. y como herramienta para
resolver diversos problemas matematicos. Actualmente el concepto es parte de la

cotidianidad de los cursos universitarios de Algebra Lineal.

El desarrollo histérico del concepto de determinante se ha dado a través de varios
caminos. En el presente estudio se analizé aquellos caminos delineados por matematicos de

los siglos XVII, XVIII'y XIX que dedicaron parte de su trabajo al concepto.

En este sentido, la revision histdrica del concepto de determinante realizada en el

trabajo abarca los aportes hechos a lo largo de varios siglos, desde Leibniz en 1693 hasta
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Cauchy en 1812, pasando por aquellos quienes también trabajaron en el concepto como,
Cramer, Bézout, Gauss, entre otros.

Se busco a través del analisis establecer cuales fueron los principales aspectos
historicos y epistemologicos que promovieron el origen, el desarrollo y la formalizacion del
concepto de funcion determinante. Los resultados del andlisis sirven como base para
reflexionar sobre distintos aspectos del campo de la Matematica Educativa. Como el disefio
de modelos didacticos que involucren todas las condiciones pertinentes en la construccion de

conocimiento.

Es sabido que el Algebra Lineal presenta un alto grado de dificultad para los
estudiantes que recién ingresan a la universidad, dado que sus conceptos requieren de un
tratamiento operativo y conceptual diferente al que hasta ese momento estan acostumbrados
(Dubinsky et al., 1994).

Identificar los obstaculos y las exigencias intelectuales que demandd la construccion
del concepto, permitié caracterizar una serie de elementos que facilitan la
ensefianza/aprendizaje del concepto en el marco de un curso universitario de Algebra Lineal

I (particularmente el ofrecido por la Universidad Industrial de Santander).

Se buscé por tanto aportar a la discusion que se da al interior de la comunidad

académica en torno a los siguientes interrogantes:

e ;Qué aportes puede ofrecer un estudio historico/epistemoldgico del concepto de
funcion determinante que faciliten la situacion ensefianza/aprendizaje del concepto
en un curso de algebra lineal?

e ;Cuadles fueron los principales aspectos historico/epistemoldgicos que se dieron en el
origen, desarrollo y consolidacién de la teoria de determinantes?

e ¢COmo se aborda la nocion de determinante en los cursos de Algebra Lineal |

ofrecidos en la Universidad Industrial de Santander? ;Qué enfoque?

El principal interés del autor, fue llevar a cabo un analisis histérico-epistemologico
del concepto de funcién determinante, y con base en él realizar aportes a la didactica de un
curso de Algebra Lineal de la Universidad Industrial de Santander, en cuanto a su contenido,
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método, aplicaciones y en general sobre los propositos con los que se desarrolla este curso
en los diferentes programas académicos universitarios. Con el fin de responder a las
preguntas anteriores y a los intereses por los cuales se realiz esta investigacion se plantearon

los siguientes objetivos:

1. Realizar un estudio histérico-epistemologico relativo al concepto de determinante
de Leibniz a Cauchy a partir del texto de Thomas Muir.

2. ldentificar dentro del estudio histérico-epistemologico, los contextos que dieron

lugar al concepto de determinante.

3. Revisar e identificar el enfoque de libros de texto usados como guia en cursos de
algebra lineal 1 de la UIS en torno al concepto de determinante.

Finalmente, y con base en los resultados del estudio se podrian plantear en futuras
investigaciones, situaciones concretas que puedan ser desarrolladas en un curso de Algebra
Lineal I de la universidad industrial de Santander, con miras a facilitar el aprendizaje de los

estudiantes de dichos cursos.

METODO

Tipo de Estudio

Segln la clasificacién de Bisquerra (1989) el estudio que se llevo a cabo puede

clasificarse en diferentes maneras:

e Segun el proceso formal, se utiliz6 el razonamiento hipotético-deductivo.

e Segun el grado de abstraccion, se traté de una investigacion basica.

e Segun la naturaleza de los datos, es una investigacién cualitativa, dado que
todos los datos son filtrados por los criterios del investigador.

e Segun la manipulacion de las variables, es una investigacion
descriptiva.

e Segun la dimension cronoldgica, es una investigacion historica. Describe
fendmenos que acontecieron en el pasado.
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e Segun los objetivos, se describié y explicd la situacion sometida a
estudio.

e Segun las fuentes, se trata de una investigacion bibliografica y metodologica,
pues se realiz6 una busqueda, recopilacion, organizacién, valoracion y critica
sobre un concepto.

e Segun la temporalizacion, se trata de una investigacion longitudinal puesto

que se abarcan diferentes periodos de la ensefianza de las matematicas.
Fases de la investigacion

Siguiendo lo planteado por Berrio (1976) y Cardoso (2000) esta investigacion fue un

proceso de varias fases, tal como se observa a continuacion en el esquema 1.

Fases de la Investigacion

Fase 1.
Heuristica

Fase 4.
Exposicion de
los resultados

Se divide
en

~\
. Reflexion
Igzpsgggn elaborada
obras, a partir de
Identificacion P los
docu rcri:z o resultados
Imentos, obtenidos
clasificacién en las
y c Faslg 2. Fase 3. F—
Y A ritica Externa . .
0"93“'730'0“ e Interna Interpretacio previas del
- :n taéss n de los proceso.
planteamient
o de los
objetivos y el
\ memlslnmns / Andlisis o
Revision acerca Lol Analsis de los
de la veracidad epistemolog extos
y el valor co del utilizados en el
histérico de los ceall S0,
dontimentos de la nocién universitario de
1 los de Algebra Lineal
objgtivos de la LI delaUIS
investigacion. € ;}

—

Esquema 1. Fases de la Investigacion

34



Heuristica

Tras una revision inicial de la literatura se plantearon los problemas de investigacion

a resolver, los cuales se pueden encontrar en el apartado correspondiente.

Posteriormente se realizé un estudio bibliografico basado principalmente en los cinco
volumenes de The theory of determinants in the historical order of development escritos por
Thomas Muir, en su version revisada y reimpresa de 1960; y en Sir Thomas Muir and
nineteenth-century books on determinants de Farebrother et al. (2002). Con base en estas dos
fuentes bibliograficas se buscé profundizar en el tema del determinante, asi como identificar
los documentos histdricos escritos que posteriormente sirvieron de fuente primaria para la

investigacion.

Paralelamente se ubicaron los libros utilizados para la ensefianza del Algebra Lineal
hoy en dia en la Universidad Industrial de Santander. Estos se obtuvieron a través de

profesores que ejercen en la mencionada catedra universitaria.

Critica Externa e Interna

Siguiendo una clasificacién planteada por Cardoso (2000) se puede decir que los
documentos utilizados en esta investigacion corresponden tanto a fuentes primarias como a

fuentes secundarias.

Las fuentes primarias utilizadas para la investigacion se pueden dividir en dos grupos:
documentos histdricos escritos y documentos de Utiles escolares (Berrios, 1976). En cuanto
a los documentos histdricos escritos utilizados como fuentes primarias para la investigacion
se encuentran obras como: Disquisitiones Arithmeticae de Gauss o0 Theorie Générale des
Equations Algebriques de Bézout. En la Tabla 1 se pueden observar todas las fuentes

primarias que son documentos historicos escritos utilizados en la investigacion.

Diversos historiadores, entre ellos los ya mencionados Thomas Muir (1960) y
Farebrother (2002) otorgan la prioridad de autoria a quienes se proclaman como sus autores.

Por lo que no se duda de su procedencia (critica externa) ni de su valor para la actual
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investigacion (critica interna) en tanto todos ellos abordan el tema de los determinantes y
forman parte de la historia de su desarrollo. Se tendra en cuenta la tesis de doctorado de
Alvarez (2013) titulada “introduccion del algebra lineal en Espafia y Colombia durante la
segunda mitad del siglo XIX y la primera del siglo XX, fundamental ya que sirvié como
referencia y como base a esta investigacion. También se tendra en cuenta la Biblioteca
Digital (Gallica), perteneciente a la Biblioteca Nacional de Francia la cual ofrece acceso a
todos los documentos historicos originales de forma virtual. En cuanto a las obras realizadas
por Leibniz se tendran en cuenta la recopilacion de los manuscritos realizada por Knobloch

(1980) debido a que estas no fueron publicadas en su tiempo

Titulo Original

Gottfried Leibniz Der Beginn der determinanten theorie. 1693

(Knobloch, 1980)

Gabriel Cramer Introduction & I'Analyse des Lignes 1750
Courbes Algébriques.

Etienne Bézout Recherches sur le degré des équations 1764

resultantes de I'évanouissement des
inconnues, et sur les moyens qu'il
convient d' employer pour trouver ces

équations
Alexandre- Mémoire sur I'elimination 1772
Théophile
Vandermonde
Joseph Louis de Nouvelle 1773
Lagrange solution du probléme du mouvement d

e rotation d'un corps de figure

quelcongue qui n'est animé par aucune

force accélératrice
Joseph Louis de Solutions analytiques de quelques 1773
Lagrange problémes sur les pyramides

triangulaires
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Etienne Bézout Théorie Générale des Equations 1779

Algébriques
Carl Friedrich Disquisitiones Arithmeticae 1801
Gauss
Augustin-Louis Meémoire sur les fonctions qui ne 1812-
Cauchy peuvent obtener que deux valeurs 1815

égaleset de signes contraires par suite
des transpositions opérées entre les
variables qu'elles renferment.

Tabla 1. Fuentes primarias del trabajo de investigacion.

En cuanto a los libros de texto utilizados en la ensefianza del Algebra Lineal | en la
Universidad Industrial de Santander. Estos pueden considerarse fuentes primarias (Cardoso,

2000) y documentos de utiles escolares (Berrios, 1976).

Los libros fueron dados al autor de este estudio por profesores que ejercen en la
mencionada catedra universitaria, por lo que no se duda de su procedencia o su valor como

documento historico educativo. En la Tabla 2 se puede apreciar cuales fueron estos

documentos.

Titulo Afio
publicacion
Howard Introduccion al Algebra Lineal, 1976
Anton tercera edicién
Stanley Algebra Lineal, quinta edicion. 1996
Grossman
David Poole Algebra Lineal Una introduccion 2011
moderna, tercera edicion
Rafael  Isaacs, Aproximacion al algebra lineal: un 2009
Sonia Sabogal enfoque geométrico

Tabla 2. Fuentes primarias de los libros de algebra lineal analizados.

37



Finalmente, se encuentra el uso de fuentes secundarias o indirectas, que son las
fuentes de informacion que no fueron escritas o utilizadas por los actores del fendmeno
historico que se esta investigando. Las fuentes de este tipo utilizadas en este estudio fueron,
en general, libros de historia, compilaciones y enciclopedias bien sea en versiones fisicas o
virtuales. No se duda en ningiin momento de su autoria o ubicacion en el tiempo, informacién

que por ley es resefiada en todos los tipos de publicacion.

En cuanto al valor de estas fuentes, y debido a su condicion de fuentes indirectas, no
se puede tener una certeza total de la veracidad de sus afirmaciones. Sin embargo, y siguiendo
las sugerencias de Cardoso (2000), la comparacion y busqueda de incongruencias entre
diferentes fuentes que tratan el mismo tema puede brindar informacion con respecto a la
veracidad de las mismas. En este sentido, los documentos historicos indirectos utilizados en

esta investigacion si bien se complementan entre si, no poseen incongruencias ni entre ellos.

Interpretacion de los datos

Esta fase se llevo a cabo en varios pasos. El primero de estos pasos estd enmarcado
en lo que Gomez (2003) denomina un enfoque de obstaculos epistemolégicos dentro de la
investigacion historica epistemoldgica. Esto implico la realizacion de un riguroso analisis
histérico-epistemolégico del concepto del determinante. En el que se buscé encontrar la
génesis del concepto logrando esbozar una imagen del proceso historico, de su desarrollo
donde se plasman los obstaculos epistemoldgicos a los que tuvieron que enfrentarse sus

creadores.

La segunda parte de esta fase esta enmarcada en lo que Gémez (2003) llama un
analisis de los libros de texto que se realiz6 durante la investigacion historico-epistemolégica.
Con esto se buscé obtener una imagen de la situacion histérica y la actual de la ensefianza
del concepto de determinante, basandose en el enfoque que establecen los libros de texto
utilizados en la UIS, los cuales fungen como documentos historicos educativos y son reflejo

de las practicas pedagogicas utilizadas actualmente (Berrio, 1976; Gomez, 2003).
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Siguiendo a Cardoso (2000), ambos anélisis se llevaron cabo de manera interpretativa
(hermenéutica), es decir, se intentd reconstruir los hechos histéricos entendiéndolos tal como
los entendieron los actores, pero aprovechando la perspectiva que nos da estar en el presente

para generar nuevos conocimientos.

Exposicion de los resultados

Finalmente, se exponen de manera ordenada los resultados obtenidos en la fase 3 de
la investigacion. El producto de estos es una reflexion hecha dentro del marco de la
Educacion Matematica de las caracteristicas del contexto en los que surge el concepto del
determinante, su desarrollo, su actividad histdrica y sus consecuencias didacticas en la

actualidad.

ANALISIS HISTORICO - EPISTEMOLOGICO.

Gottfried Wilhelm Leibniz

A Leibniz se le atribuye la primera referencia al método de los determinantes en el
mundo occidental debido a sus resultados sobre sistemas lineales y eliminacion, concibid el

concepto de determinante antes de que fuera redescubierto por otros en el siglo XVI11y XIX

En la cuarta carta de la correspondencia entre Leibniz y L'Hopital que data de 1693°,
Leibniz hace mencion que en sus investigaciones algebraicas, él ocasionalmente usa nimeros
en lugar de letras. Tratando los nimeros como si fueran letras, L'Hépital cuestiona el método

de Leibniz, mencionando en una carta posterior que no le es claro para él como los numeros

% Esto hace parte de una recopilacién de la correspondencia entre Leibniz y L'Hopital. Leibniz era
considerado un escritor de cartas universal con mas de 600 corresponsales, sus escritos iban desde aportaciones

al calculo diferencial, fisica, paradojas, nimeros negativos, entre otros.
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puedan convenientemente presentar resultados generales como las letras; es alli cuando

Leibniz explica en una carta con fecha de 28 de abril de 1693.
Se presenta el problema de eliminar x e y de las ecuaciones:

a+bx+cy=0
d+ex+fy=0
g+thx+ky=0

Leibniz dice que prefiere escribir 10 para a, 11 para b, 12 para c, y asi sucesivamente:

10+ 11x+ 12y =0
20+ 21x+ 22y =0
30+31x+32y =0

Para Leibniz los nimeros no indica cantidades, sino indican posicion, tanto de la ecuacion
como la posicion del término independiente. En la vision moderna lo escrito por Leibniz seria

representado asi:

a10 + a11x + a12y = O
aZO + ale + azzy = O
a30 + a31x + a32y = O
teniendo las ecuaciones escritas de esa forma Leibniz puede dar rapidamente el siguiente
paso, el cual es formar todos los posibles productos cuyos factores son coeficientes de cada
ecuacion:
10-21-32, 10-22-31, 11-20-32
11-22-30, 12-20-31, 12-21-30

asi, se tiene:

10-21-32+11-22-30+12-20-31
=10-22-31+11-20-32+12-21-30
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haciendo los términos que tienen un Unico factor comdn diferente de signo, lo que es
equivalente a escribir en términos de la notacion moderna la solucion de un determinante de

orden 3.

Hasta aqui Leibniz hace referencia solo a la notacion (coeficientes ij), el uso de
numeros en lugar de letras por parte de Leibniz se dio a conocer al mundo en el Acta
Eruditorum ° en el afio 1700, pero la aplicacion particular de esta nueva “simbologia” puesta
en conexion con los determinantes no se habia revelado aun. Es en un volumen publicado en
1693 donde aparece una construccion mas detallada sobre el “resultante” (determinante)
junto con la combinacién de los signos (como se realiza comunmente en la resolucion del

determinante).

Esta combinacion de signos generaria que Leibniz formara con el tiempo una

regla de formacion de los signos.

La regla de los signos:

La primera version de la regla de signos, Leibniz escribe:
12:2 +13.3 +14.4—119 = 0 proba : 24 + 39+ 56 aequ.119
22:2+53.3+,,.4—119 =0 proba : 44 + 69 + 96 aequ.209

32.2 +33.3 +34.4—119 = 0 proba : 64 + 99 + 136 aequ.299

las constantes 119, 209, 299 a los que Leibniz se refiere son los valores numéricos de las
cantidades anteriores, por lo tanto, las sumas permiten el funcionamiento continuo de sus

calculos. Leibniz escribe el valor de la incognita 4 de la siguiente forma:

10 Aunque Gerhardt, el editor, afirma que el manuscrito original del Leibniz no lleva fecha, y es muy

probable que la fecha no sea mas antigua de 1693.
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—12.23299 + 1233299 — 3233299

— 1322+ 1 1332+~ 2332--
_12.2334 + 12.3324 - 22.3314

4 aequ

T 13.22 + 13.32* 7 23.32"

En términos modernos Leibniz desarrolld el numerador y el denominador para
determinar la solucion, tal como se presenta en una solucion por Cramer. La solucion es
correcta y Cramer intenta generalizar la regla, pero no logra establecer una la ley de los
signos, debido a que es correcta en el orden 2 y 3, pero al aumentar las ecuaciones ya pierde

significado la alternacion simple que Leibniz realizaba.

Luego surge una segunda version de la ley de signos por parte de Leibniz pero esta
vez, explica la regla utilizando coeficientes comunes. Knobloch (1980) menciona: “Les
membres qui n‘ont qu'un seul coefficient commun ou un nombre impair de tels coefficients
ont des signes opposés. Ceux qui ont deux ou un nombre pair de coefficients communs ont

le méme signe”*! (p.26).

Al parecer, la norma solo es valida en el caso de productos a base de tres factores. El
cual un término siendo positivo o negativo, cambian de signo si el coeficiente es par y
mantienen el signo si los coeficientes son impares®2. Al igual que la primera version esta
regla solo puede aplicarse para el caso de dos o tres coeficientes diferentes, Knobloch (1980)
da un ejemplo de esto al considerar tres (3) ecuaciones lineales con dos incégnitas X y Y, el

cual vimos anteriormente:

+10.21.32 — 10.22.31 — 11.20.32 + 11.22.30 + 12.20.31 — 12.21.30 = 0

1 Traducido significa “Los miembros que tienen sélo un factor comdn o un niimero impar de
dichos coeficientes tienen signos opuestos. Los que tienen dos o un nimero par de coeficientes comunes

tienen el mismo signo”.

12 eibniz se refiere al término par o impar como el nimero de transposiciones (ciclos con solo dos

elementos) posibles de los coeficientes no repetidos.
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los términos 10.21.32 y —10.22.31 tienen dos coeficientes diferentes 21.32 y 22.31. Por lo
tanto, tienen signos opuestos, de hecho, el orden de los coeficientes derechos 1y 2 se
diferencian por tener una sola transposicién. Los términos 10.21.32 y 11.22.30 tienen tres
coeficientes diferentes, es decir no poseen ningun factor coman, por lo tanto, los términos
tienen el mismo signo. De hecho, el orden de los coeficientes derechos se diferencia por tener
dos transposiciones: de 0.1.2 a 2.1.0 y 1.2.0. La induccién engafiosa es la méas audaz debido
que no hay dos factores comunes en el caso de producto de tres factores, si aumentamos los

factores podemos establecer un contraejemplo con cuatro ecuaciones:

Si se considera los términos: 10.21.32.43 y 12.23.30.41 de un sistema de cuatro ecuaciones

lineales con tres incognitas x, y, z:

10 + 11x + 12y + 132 =0
20 4+ 21x + 22y + 23z = 0
30 +31x + 32y +332=0
40 + 41x + 42y + 432 = 0

no hay coeficientes en comun de los términos considerados, los coeficientes derechos se
diferencian por tener dos transposiciones: 0.1.2.3 a 2.1.0.3 y finalmente 2.3.0.1, al tener dos
transposiciones segun la regla, estos dos términos serian de signo contrario lo cual muestra

un contraejemplo a dicha regla.

Leibniz continda con su investigacién planteando varias reglas con diversas
transposiciones para los signos, incluso experimentd con diferentes notaciones para los
coeficientes, “Sus manuscritos no publicados contienen mas de 50 formas diferentes de
escribir sistemas de coeficientes que trabajé durante un periodo de 50 afios a partir de 1678
(Knobloch, 1980, p.27). Pero Leibniz no aplica de manera general todo su desarrollo acerca

de determinantes®®.

13 Leibniz utilizaba el término “resultante” en relacién a la solucidn de un sistema de ecuaciones, en la

actualidad determinante.
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Podemos ver un ejemplo en el cual Leibniz utiliza diferentes notaciones para el uso

de determinantes. Se considera la siguiente ecuacion:

+10.21 aequ.N + ;0. ,1  aequ.N
—11.20 - 411. ,0

los indices izquierdos estadn escritos mas pequefios que los derechos porque no son

significativos, pero esto no quiere decir que sean menos importantes que los indices derechos.

Leibniz continda:

—1.1
agee Y
1

Y establece que los indices de la izquierda se dejan de lado, luego afiade:

=0.1

Ou 0.1 aequ.N Es decir BO 11

0 21

Miramos que un determinante esta representado por los elementos de la diagonal
principal. En general corresponde al mismo sistema de coeficientes del determinante
representado:

@y v
An1  ** Qun

Leibniz hace menciéon a que se puede generar todas las combinaciones de un

resultante (determinante) utilizando permutaciones sucesivas de un solo término, por

ejemplo, en el caso de 0.1.2.3 , la manera en que se realiza las combinaciones del

determinante equivaldrian a la definicion moderna:
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det(4) = z sign (0).A16(1) - Anon) » A€ M(nxn,k).

gESN

de tal manera que cada permutacion del grupo simétrico Sn se lleve a cabo. Leibniz considera

las siguientes expresiones:

213=-123 1.2=1.23

Las expresiones tienen signos opuestos si se distinguen por un namero impar de
transposiciones, ellos tienen el mismo signo si difieren en un nimero par de transposiciones.
Knobloch hace un paralelo en lo que ha términos modernos dicha afirmacion, equivaldria a
que intercambidramos dos filas o dos columnas, el determinante solo cambiara de signo. Si
elegimos cualquier k1,k2,...,kn en lugar del orden original el valor del determinante
k1 k2 ... kn se multiplica por el signo de esta permutacion, es decir por (—1)tdonde t es el

namero de transposiciones.

Otro teorema interesante es mencionado por Leibniz:

la ecuacion 0.1.2.3 = 0 puede escribirse de cuatro maneras:

0.1.2%3 - 0.1.3%2+ 0.23%1 - 1.23*0=0

1.233—-0.1.332+ 02331 - 1.233%0 =0

=

1.223—0.1322+ 0.2321— 1.2320=0

o

1.2'3- 01312+ 023'1—-1.230=0

=

de hecho, si se calcula los valores de la expresién 0.1.2 de las diferentes ecuaciones, debemos
completar los factores agregando los indices izquierdos en su orden natural. Los
determinantes son multiplicados por tres indices, a partir de 1,2,3 y 4, los cuales no son
iguales a los indices izquierdos del factor. Los signos de los determinantes son periodicos, es

decir: mas, menos, mas, etc.

Por consiguiente, los términos de las ecuaciones 1y 2, 2y 3, 3y 4 tienen signos

opuestos; las ecuaciones 1y 3, 2 y 4 tendran los mismos signos. Todos los términos y signos
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de los cuales se trata sus cantidades son iguales a cero porque estos son resultantes. Por lo

tanto, las cuatro ecuaciones pueden ser representadas por una sola ecuacién: 0.1.2.3 = 0

en términos modernos podemos decir que Leibniz hace referencia al desarrollo de un
determinante de tamafo 4x4 por adjunta:

Ao A11 Q12 g3

dzo 41 Qz2 043

Qdzp 431 0432 0433

Qg0 Ag1 Qg2 Q43
sea d;; (A) la adjunta del determinante de gradon — 1, en el que lai — esima fila y la k-

esima columna se eliminan. Leibniz obtiene el resultado:
det(4) = di3(A)az — di(A)ag, + diy(A)ay — dip(A)a;

Al verlo con mas detalle Leibniz introduce el determinante por adjuntas, es decir multiplica
por los determinantes de orden menor por(—1)**=1, (Leibniz utiliza 0, por lo tanto, resta 1)
siempre desarrolla el determinante en relacion a los elementos de la (4 — )%™ fila, si i=1,
2, 0 3, el valor del determinante se multiplica por (—1)%. La diferencia entre el desarrollo ya
visto de Leibniz y el que méas adelante desarrolla Laplace en su regla de signos, la cual no
juega ningun papel en el caso de los resultantes porque esta debe ser igual a cero, también es
de considerar que Leibniz no aplica su desarrollo de manera general, dando una perspectiva

de casos particulares.

Leibniz con sus andlisis y resultados sobre sistemas lineales y sobre eliminacion en
sus manuscritos dejo las bases o la concepcidn de una teoria de determinantes, es posible que
la no publicacion de dichos trabajos haya atrasado mas de un siglo el desarrollo del algebra
lineal, debido a que muchos de sus resultados fueron redescubiertos por otros autores en los
siglos XVII1'y XIX.

Mas de medio siglo después se reinicia el desarrollo de los determinantes, donde ya
es visto como un objeto matematico, la no difusion de los trabajos de Leibniz hace que todas
las investigaciones generales sobre la eliminacion de las incognitas en las ecuaciones

algebraicas inicien desde cero.
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Gabriel Cramer

El lugar reservado para Gabriel Cramer en la
historia actual, aunque no es despreciable, se reduce al
minimo. Es citado regularmente en dos ocasiones: por
un lado, la regla de Cramer para sistemas de ecuaciones
lineales y por el otro, la paradoja de Cramer en relacion
con el numero de puntos de interseccion de dos curvas
algebraicas. La famosa regla de Cramer permite la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, esta regla
permitié que el nombre de Cramer sea reconocido por

cualquier estudiante que vea un curso de algebra lineal.

Cramer también demostrd un teorema (que se
conoce como teorema de Bézout) que indica el nimero
de puntos de la interseccién de dos curvas algebraicas
de orden M y N respectivamente, y sin componente
comun es a lo sumo mn, es decir al producto de sus

grados.

INTRODUCTION

A
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ALGEBRIQUES.
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GABRIELE! CRAMI
Profeffewr de Philofiphie & de Maskimarigues;
des Acalémier & Socitrés Royales de Londres ,
de Berlen, de Mowtpellier , de Lyom , & del A

cadéime do Flnflione de Rolagne. ™
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. yv’ w")
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A GENIVE,
Chez les Fasnes Cramsr & Cu. Pricigsry.

MDCCL

llustracion 1. Portada de la obra
Introduction a 1’Analyse des Lignes Courbes

algébriques.

Su obra Introduction a I'Analyse des Lignes Courbes algébriques (ver ilustracion 1)

en la cual realiza varios aportes a los determinantes, es un libro de casi setecientas paginas

profusamente ilustradas y llenas de ejemplos, es reconocido como una gran referencia sobre

el tema de las curvas algebraicas. El tratado de Cramer aparece en un momento en el que el

calculo ya se encuentra muy extendido y cuya eficacia en el estudio de curvas se conoce. La

introduccion discute curvas algebraicas y sus propiedades como: didmetros, tangentes,

puntos singulares, etc.

Coincidimos con Alvarez (2013) con lo analizado, al ver que es curioso decir que los

aportes que desarrolla Cramer se encuentran al concluir el tratado anteriormente mencionado,
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es decir en los apéndices, agrupados bajo el titulo de; De I'évanouissement des inconnues

(Cramer 1750, p. 657-659)

APPENDICE. 657

No, 1.
Voyer pag. so & 6o.
Soient pluficurs inconnuesz, s %, v, &, &autant d'équations

A'=Z'z+1"‘y+X'x+V‘v+ ore.

A‘=Z’z+T‘y+X’x+V'v+ .

A =254 Ty 4 X'st ok Vv e o,

A =&’Z+T7;X’x+V‘v+ &
¢,

o les lettres A', A*, A, A%, ée. ne mar-
quent pas, comme & l'ordinaire, les puiffances d’4, mais
le prémier membre, fuppofé connu, de la prémiére, fe-
cczndc, trofiéme, quatriéme &c. équation. De méme 2%
zZ, c?'c. font les coéfficients de z; T°, I'*, d. ceux de
25 X', X2, & ceux de x; V', V*, ¢ ceux de v;3
&e. daos la prémiére, feconde, &c. ¢quation.

Cette Notation fuppofée , sil n'y a qu'une équation &

) . . )
qu'unc inconnue z3 on aura z =— 7o+ Sily a deux équa-

tions & deux inconnues z & y ; =
Alrs_dzrl zl}:’._onzt“::‘fv.cra z' NGB L
7T — v &j=--z, e o S'il y a trois
¢quations & trois inconnues 7, Yy, & x5 on trouvera
| g ATR—APH— AT X | ADX A AT L — AV
ZYVX e 2V X —ZV' X = ZVX -2V Xyt
ZAXN—Z A —ZAXFZ AX4ZAX .7 4

J=
ZY' X — ZV X 2V X = 2V X - 2V Xy 3t
ZY A — TV B —=ZYV A A ZV A2V 42y 4t

T Zvx —ZVX—ZY'X - ZVX -2V X 2V X
Dutrod. 4V Anabyfe des Lignes Courbes. Qooo L'

~

llustracion 2 Apéndice de la obra: Introduction a I'Analyse des Lignes Courbes algébriques.
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Esta ilustracién muestra un poco de la regla de Cramer en el apéndice, traduciendo

un poco se ve la explicacion de la regla hasta el tercer grado. Cramer (1750) afirma;

. ., S . A .
Si solo hay una ecuacion y una incdgnita z; se tendra x = Zi0 Si hay dos ecuaciones

S . . Aly2—42%y? VAV LRV LY
& dos incognitas z & y; setendraque z = ———, &y = T 5——,

ecuaciones & tres incognitas z, y, & x; se tendré:

si hay tres

AYYZX3 — AYY3X2 + A%YIX3 — A%Y3XY + A3YiX? — A3y?X!?

? = Z1Y2X3 — Z1Y3X2 + Z2Y1X3 — Z2Y3X? + Z3Y1X2 — Z3Y2X1

_ ZYA%2X3 —ZVABX? + Z2AMX3 — Z1A3X?%2 4+ Z3A'X?% — 734% X1

Y = Z1Y2X3 — Z1Y3X2 + Z2Y1X3 — Z2Y3X1 + Z3Y'X? — Z3V2X1

_ Z1Y2A3 — Z1Y3A%2 + Z2Y1A3 — Z1Y3 A% + Z3Y1A%? — Z3Y2A°

¥ T Z1Y2X3 —Z1Y3X? + Z2Y1X3 — Z2Y3X1 + Z3Y1X? — Z3V2X1
(pg.657).

Lo anterior detalla la manera inductiva de mostrar la regla, el problema viene siendo el poder

determinar los signos. Para lo cual Cramer escribe:

Sea n el nimero de las ecuaciones & de las incognitas, se encontrara el valor de cada
incégnita formando n fracciones cuyo denominador comun tiene tantos términos
como colocaciones diversas hay de n diferentes. Cada término esta compuesto por las
letras ZYXV etc. Siempre escritas en el mismo orden, pero a las cuales se le aplican
como exponentes, las n primeras cifras colocadas de todas las maneras posibles. Asi
si se tiene tres incognitas el denominador tendria [1 X 2 X 3 =] 6 términos,
compuestos de a tres letras ZYX, los cuales llevara sucesivamente los exponentes
123,132,213,231,312,321. Se da a estos términos los signos + o —, segun la
regla siguiente. Cuando un exponente esta seguido del mismo término,
inmediatamente, por un exponente menor que el, Illamare a esto, un dérangement. Se
cuenta, para cada término, el nimero de dérangements: si es par o nulo, el término

tendra el signo +; si es impar, el término tendra signo -. (Cramer, 1750, p.658)
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Por ejemplo, en el término Z1Y2X3 no hay dérangement; este término llevara el signo
+. El término Z3Y1X?, tiene tres dérangements, 3 antes de 2, 3 antes de 1 y 2 antes de 1,

este término tendra el —.

Asi formado el denominador comun, se tendra el valor de z dando a este denominador
el numerador que se forma cambiando, en todos sus términos, Z por A. (Cramer,
1750, p.658)

De acuerdo con Muir (1960) hay tres aportes esenciales que Cramer realiza al

desarrollo del concepto de determinante:

1. Una regla para unir los términos del denominador comun de las fracciones que

expresan los valores de las incognitas en un conjunto de ecuaciones lineales.

2. Una regla para determinar el signo de cualquier término individual en dicho

denominador (incluida la nocion de dérangement).

3. Una regla para obtener los numeradores de la expresion para el denominador

comun.

Basicamente es la explicacion especifica de lo que es hoy en dia la regla de Cramer,
aunque el aporte de Leibniz es esencialmente igual, es decir la eliminacion de n cantidades
de un conjunto de n + 1 ecuaciones lineales. La solucion que obtuvo Cramer, y que, como
se ha dicho era la solucién méas adecuada para su propdsito, pero en profundidad tiene un

caracter muy distinto al desarrollado por Leibniz.

Leibniz dio una regla para escribir el resultado final de la eliminacion; lo que da
Cramer es una regla para escribir los valores de n incognitas a partir de n + 1 ecuaciones,
luego de una regla de “permutaciones” se procede a sustituir los valores y a generar el

denominador comun y los numeradores.
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Etienne Bézout

Bézout en el afio de 1779 incorpord
investigaciones pasadas para generar un gran escrito
titulado Théorie Générale des Equations
Algébriques, esta obra extensa de aproximadamente
450 paginas, trata sobre las ecuaciones algebraicas.
Tambien Bézout aborda el tema de la eliminacion
ya trabajado en sus memorias anteriores, asi que se
podria esperar una simple reproduccion del
contenido de esas memorias, aunque no es asi, solo
da las referencias necesarias a la obra de Cramer,

Vandermonde, Laplace y sus propias obras.

Alvarez (2013) indica que en la introduccion
de la obra de Bézout titulada Recherches su le degré
des équations résultantes de I'évanouissement des
inconnues, et sur les moyens qu'il convient

d'employer pour trouver ces équations del afio 1764

THEORIE
GCENERALE
DES EQUATIONS
ALGEBRIQUES:

llustracién 3. Portada del libro: Théorie

Générale des Equations Algébriques.

aclara que la expresion (determinante) ya la habia trabajado Cramer, pero que su regla de

signos para confeccionarla es un poco complicada cuando se pasa de un cierto numero de

incégnitas.

Bézout debido a lo anterior crea lo que él explica, como el procedimiento para escribir

dicha expresién, lo llama Lema I:

Lema |

Si tenemos un nimero n de ecuaciones lineales, cada una de los cuales contienen el

mismo numero de incdgnitas, ningn término conocido, por la regla siguiente se

encuentra la relacion que deben tener los coeficientes de las incognitas producidas

por todas estas ecuaciones.
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Sean:

a, b, c, d, los coeficientes de las incognitas en la primera ecuacion.

4

a', b', ¢, d', los coeficientes de las incognitas en la segunda ecuacion.
a”, b", c", d", los de la tercera y asi sucesivamente.

Se forman dos permutaciones ab y ba y se escribe ab — ba; con estas dos
permutaciones y la letra ¢ se forman todas las permutaciones posibles, realizando
cambios de signo todas las veces que ¢ cambie de lugar en ab y lo mismo con

respecto a ba; luego se tendré:
abc — acb + cab — bac + bca — cha

con estas seis permutaciones y la letra d, se forman todas las permutaciones posibles,
realizando cambios de signo cada vez que d cambie de lugar en un mismo término;

luego se tendra:

abcd — abdc + adbc — dabc — acbd + acdb — adcb + dacb + cabd — cadb +
cdab — dcab — bacd + badc — bdac + dbac + bcad — bcda + bdca — dbca —
cbad + cabd — cdba + dcha

Y asi sucesivamente hasta que se hayan agotado todos los coeficientes de la primera

ecuacion.

Mientras se mantienen las letras que ocupan el primer lugar; se da a las que ocupan
el segundo, la misma marca que tienen en la segunda ecuacién; a los que ocupan la
tercera, de la misma marca que tienen en la tercera ecuacion, y asi sucesivamente;

finalmente se iguala todo a cero y se tendra la ecuacion que se estaba buscando.
Asi que si se tienen dos ecuaciones y dos incognitas como

ax+by =20
ax+by=0

la ecuacion de condicion serd ab’ — ba’' = 0 o ab'—adb=0 ..
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... pero siempre y cuando estas ecuaciones deban ser utilizadas para las férmulas de
eliminacién en las ecuaciones de diferentes grados, luego debe darle forma tal que las
sustituciones sean las menos posibles que se puedan; para este fin, se usan de esta

forma:
ab' —ba' =0
(ab’"—a'b)c” + (a”b —ab")c'+ (a'b" —ad'"'b)c =0

[(ab' —a'b)c" + (a''b —ab"")c"+ (a'b"" — a"'b")c]ld"
+[(ab — ab")c" + (ab"" —a'"'b)d + (@""'b" — a’b"")c]d"
+[(@"'b —ab"" )" + (ab" — a"'b)c"" + (@"b"" — a'"b")c]d’
+[(@b" — a" DY + (@b - a’'b"")d + (a'b' — a'b")c"]d = 0

(Bézout, 1779, p.170).

Esta nueva forma que enuncia Bézout tiene dos ventajas: en primer lugar; para hacer
sustituciones futuras se vuelve mas convenientes, en segundo lugar, es la de ofrecer una regla

aun mas simple para la formacion de estas formulas.

Se puede observar en el trabajo de Bézout mas ejemplos que muestran las

propiedades, entre ellas se encuentran:

1. Uno en el que los coeficientes del conjunto de ecuaciones se dan en figuras

2. Una en la que algunos coeficientes son cero

3. Una que muestra la simplificacion posible cuando se desea el valor de un solo
desconocido.

4. Una que muestra la significacion de la desaparicion de una de las “lineas”

5. Una que muestra la significacion de la ausencia de una de las incdgnitas de la Gltima
“lineal”

6. Una o dos ejemplos relacionados con el problema de eliminacion ya visto.

El punto notable, en lo que se refiere a la parte anterior, es que Bézout lanza su regla
de formacion y su regla de los signos en una. En la notacion moderna equivaldria a:

ax+by+cz=0 (r=123..)
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Bézout en ninguna parte da una demostracién de su regla, s6lo manifiesta su

efectividad y deja al lector toda la carga de aquella arbitrariedad.

Ya en un grado mayor el proceso se podria comparar con el ya realizado, este proceso

puede considerarse como una mejora en relacion a los determinantes ordinarios que se

presentan hoy en dia. Si observamos con mas detalle podemos encontrar mas cosas

interesantes en los trabajos de Bézout:

Se tiene las siguientes ecuaciones:

ax +by +cz +d =0
a'x +b'y +c'z +d' =0
a’x+b"y+c"z+d" =0
sabemos que los numeradores de los valores de x, y, z y el denominador comun son:
b ¢ d a ¢ d a b d a b c

—|b ¢ d|,+|ad ¢ d|,—|ad b d|,+|ad b
bII C” dl’ al’ C” dll al’ b dlI all bl’ C”

por lo tanto, los coeficientes de x, y, z, t estan en el determinante

a b ¢ d
a b ¢ d
a b d'l o A
x y z t

Asi el problema de resolver el conjunto de ecuaciones se transforma en encontrar un

desarrollo al determinante. Al hacerlo se torna engorroso continuar con la notacién de

Bézout, Thomas Muir (p. 45) realiza un paralelo entre el desarrollo de Bézout parael Ay lo

muestra utilizando otra notacion, lo cual facilita el analisis de lo desarrollado por Bézout para

hacerlo mas facil de entender:

Usemos [xyz] para representar el determinante de las incognitas x, y, z, lacual z es

la ultima fila, y cuyas otras filas son las dos inmediatamente arriba de x,y , z en A: de
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igual modo [zt] representa el determinante de la cual t es la ultima fila, y su otra fila
la fila ¢”’, d"’ esta inmediatamente por encima de z,t en A ; y asi sucesivamente en

todos los casos posibles, incluso [xyzt] que por supuesto es el mismo A .
entonces tenemos
[xyzt] = a[yzt] — b[xzt] + c[xyt] — d[xyz] (1)

desarrollando de la misma manera los cuatro determinantes aqui en el lado derecho,

tenemos como el siguiente paso

[xyzt] = a(b'[zt] - c'[yt] + d'[yz])
—b(a'[zt] - c'[xt] + d'[xz])
+e(a'yt] = b'[xt] + d'[xy])
—d(a'[yz] — b'[xz] + c'[xy]),

= (ab' — a'b)[zt] - (ac’' - d'c)[yt] + (ad' - d'd)[yz] + (bc' — b'c)[xt] —
(bd' — b'd)[xz] + (cd' — c'd)[xy].

desarrollando los seis determinantes |[zt],[yt],.. de la misma manera, Yy

reorganizando los términos finalmente

[xyzt] = {(ab’—a'b)c"" — (ac’ —a'c)b" + (bc' — b'c)a’'}t
—{(ab' — a'b)d" — (ad' — a'd)b" + (bd' — b'd)a"}z
+{(ac' —d'c)d" — (ad' —ad'd)c"" + (cd' — c'd)a’"}y
—{(bc — b'c)d" — (bd' — b'd)c" + (cd’ — c'd)b"}x.

Pero los coeficientes de x,y,z,t en [xyzt] son vistos al comenzar a ser los
numeradores y el denominador comin de los valores de x, y, z en el conjunto dado de
ecuaciones: por lo tanto

B —{(bc' = b'c)d"” — (bd' = b'd)c" + (cd' — c'd)b"}
N {(ab’ —a'b)c" — (ac' —a’c)b" + (bc’ —b'c)a’’}
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(Bézout, 1779, p.169).

Es oportuno observar que los sucesivos desarrollos obtenidos aqui, del determinante
[xyzt] son letra por letra idénticos a lo obtenido por Bézout a partir del producto xyzt; sino
que en lugar de tener una arbitrariedad entre los pasos de uno a otro como la regla de Bézout,

aqui hay mas fluidez que caracteriza al conjunto de procedimientos

Bézout comparte un ejemplo (p. 178) en el cual no realiza procedimiento, solo

muestra resultados:
Segln Bézout se tiene las siguientes ecuaciones:

2x +4y+5z—-22=0
3x+5y+2z—-30=0
5x+6y+4z—43=0

tendriamos por lo anterior que la primera linea seria:
2yzt — 4xzt + Sxyt + 22xyz.
la segunda linea:
=2zt + 11yt + 6yz — 17xt + 10xz — 106xy.
y la tercera linea:
—27t — 81y — 135x.

consiguiendo el denominador t el cual es -27 se tendria:

—135 —-81 0

esdecirx =5, y=3, z=0.

Si se hiciera uso del proceso realizado por Bézout hoy en dia, seria ventajoso, porque

simplificaria en mayor medida un determinante, por ejemplo, se tienen las ecuaciones:
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2x +4y + 5z =22
3x +5y+2z=30
S5x + 6y +4z =43

se procede de la siguiente forma:

2 4 5 —221 10 2 11 —6
3 5 2 -3 [t 1 -3 -8
5 6 4 —431=lo =3 -3 o9
x y z t x y z t
00 9 0 0 0 1 0
1 0 -4 -5 1 0 0 -5
=310 -1 -1 3|=%|0 -1 0 3
x y z t x y z t

=27{—t+0z—3y—5x]; donde x=5, y=3, z=0.

Para concluir podemos enumerar las contribuciones que Bézout realiza al desarrollo

de la teoria de determinantes:

1. Un proceso por el cual se pueden encontrar los numeradores y denominadores de
fracciones que expresan los valores de incognitas en un conjunto de ecuaciones
lineales, o para encontrar la resultante de la eliminacién de n cantidades de n+1
ecuaciones lineales un proceso especialmente Gtil cuando los coeficientes tienen
valores particulares.

2. Aligual que Vandermonde, Bézout realiza una prueba del teorema en el cual se ve el
efecto de la igualdad de dos indices pertenecientes al mismo conjunto.

3. Es interesante mencionar que Bézout trabaja sobre productos de determinantes, el
cual en su desarrollo particular los llama “Vanishing aggregates of determinant-

products”, al cual establece varias identidades.
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Alexandre-Théophile Vandermonde

El articulo de Alexandre-Théophile

Vandermonde Illamado Memoire sur

I'élimination del afio 1772, contiene
dieciocho péginas, con una pégina de
introduccion, esta obra se divide en dos
partes, la primera parte trata acerca de las
ecuaciones de primer grado y la segunda
parte trabaja problemas acerca de la
eliminacién entre dos ecuaciones de grados

mayores.

Esta obra es publicada en L'académie
Royale des Sciences en el mismo volumen
que la obra de Laplace, sobre determinantes,
esto demuestra que la teoria continuaba en

manos matematicos franceses.

La ilustracion numero 4 muestra la

introduccion  del  libro

I'élimination, a continuacion se muestra la

316 MEmoinres DE L'AcADEMIE RovarE

MEMOIRE
SUR L’ELIMINATION®".
Par M. VANDERMONDE

LE terme de toutes les Recherches générales fur I'Elimina-
tion des inconnues dans les équations “algébriqués,” ou
fur Tart de ramener les équations qui renferment plufieurs
inconnues, i des équations qui n'en renferment qu'une, feroit
d'obtenir une formule d'élimination générale & unique, fous
la forme la plus concile & ha plnx commode , & ob le
nombre d'équations & leurs degrés fuffent défignés par des
lettres indéterminées. Nous fommes fans doute trés-éloignés
de ce’terme, mais on peut enuevoir‘quelque pofiibilité de
Fatteindre. C'eft ce que je me propofe de faire fentir dans
ce Mémoire. Je donnerai pour un nombre » d'équations du
premier degré, une formule d'édlimination qui eft une efpéce
de fonflion de », & dont la forme eft trés-concilfe &
trés-commode; & je ferai voir que les formules connues
d'dimination entre deux- équations de degrés-élevés, pa-
roiffent propres_ i recevoir une forme fyfiématique, & i
devenir une efpeéce, de. fon&lion de leur degré. commun.
Jai éé biendt arréré ‘dans- cette recherche , & il fera
facile d'en fentir la raifon. Parmi les reffources qui nous
manquent pour faire des progrés en ce .genre, la- plus
indifpenfable feroit, fans doute, de réunir un nombre fuffifant
de coopérateirs,

* Ce Mémoire 3 éé i pour fa premiéee fols & I'Académic le 12 Janvier
1771. Il contenoir differences choles que j'ai fupprimées ici, parce qu'cli
oat € publiées depuls par d'auires Géomerres.

Memoire sur

llustracion 4- Introduccion del libro: Memoire Sur

I"élimination

traduccion correspondiente, realizada por Alvarez (2013):

La finalidad de todas las investigaciones generales sobre la eliminacién de

incognitas en las ecuaciones algebraicas, o sobre el arte de reducir las

ecuaciones que encierran varias incognitas, a ecuaciones que no encierran mas

que una, seria obtener una formula de eliminacion general y Unica, bajo la forma

mas concisa y mas comoda, y donde el numero de ecuaciones y sus grados

fueses designadas por letras indeterminadas. Estamos sin duda muy alejados de

este fin, pero se puede entrever alguna posibilidad de alcanzarlo. Es lo que me



propongo poner de manifiesto en esta memoria. Daré para un nimero n de
ecuaciones de primer grado, una férmula de eliminacion que es una especie de
funcion de n, y cuya férmula es muy concisa y muy comoda; y haré ver que las
formulas conocidas de eliminacion entre dos ecuaciones de grados elevados,
parecen listas para recibir una forma sistematica, y a convertirse en una especie
de funcion de grado comdn. Me he detenido pronto en esta investigacion, y sera
facil entender la razdn entre los recursos que nos faltan para hacer progresos de
este género, lo mas indispensable sera, sin duda, reunir un namero suficiente de

cooperadores. (Vandermonde 1772, p.516)

El primer paso del desarrollo de la teoria de determinantes fue el establecer una
notacion que los matematicos de la época aceptaran y pudieran seguir trabajando sobre ella,
la notacion utilizada por Vandermonde es similar a la utilizada por Leibniz, en relacion a que
se utilizan coeficientes como posicionales. Mientras VVandermonde utiliza los coeficientes de
forma vertical, Leibniz lo utiliza de forma horizontal (12 o 1), la notacién de Vandermonde

fue sencilla muy abreviada, pero no fue aceptada en su época por la misma razén.

_~+

llustracién 5. Notacion de Vandermonde.

Adentrandonos mas en la notacion de Vandermonde, este utiliza el simbolo mostrado
en la ilustracion 5, para soportar las posiciones en el sistema, trabaja este de forma general,
se usan letras en vez de numeros, en la posicion superior del simbolo se utilizan letras del

alfabeto griego y en la parte inferior se utiliza el alfabeto normal (latino).

Es necesario precisar que el término que Vandermonde considera a continuacion como

"abreviaturas" hace referencia a lo siguiente:
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Se puede desglosar esta abreviatura mejor para entenderla, contrastdndolas con
Vandermonde, esta abreviatura corresponderia a un sistema de ecuaciones de tamafo 2x2,
en la notacion moderna:

|a11 ag»

= aq11.077 — Q2.4
ayq a22| 11-A22 12+ d21

una sustitucion simple hace ver lo que es semejante entre las abreviaturas y la notacion

moderna, es decir:

(]
— =
[ N
[

(&=

—

lo cual corresponde a los coeficientes de la solucion de un determinante de tamafio 2 x 2.

Ya para las de orden 3 Vandermonde escribe:

o ] Lo a0y n e
T b |« T oo | b

Las de orden 4

y asi se puede seguir hasta cualquier orden.

Si desglosamos la notacion que Vandermonde utiliza para realizar la solucion de

orden 3, se tendria:

ordenando obtendriamos los coeficientes siguientes:
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si miramos detenidamente la solucién de un determinante de tamafio 3 x 3 en la notacién

moderna corresponderia a:
11022033 + Q12073031 T 413021432 — A11023033 — Q12021033 — Q12072031

Percibimos que al contrastar los coeficientes arrojados por la notacién de Vandermonde
corresponden univocamente a los generados por la notacion moderna, aun asi, podemos

compararla con la notacidn utilizada por Leibniz la cual daria de la siguiente forma:
102132 + 112230 + 122031 - 102231 - 112032 - 122130

Leibniz en esta notacion en particular empieza desde cero, para lo cual observamos es la

misma que las dos anteriores (notacion de Vandermonde y notacién moderna).

Vandermonde en lugar de transponer las letras a,b,c,d y e , se podria dejar en orden
alfabético, y en cambio trasponer las letras a,,v,d, etc., los resultados habrian sido
perfectamente idénticos; al igual se lleva a cabo las siguientes conclusiones al analizar mas

a fondo las abreviaturas:

e | S
En primer lugar, estd claro que 4 [ representan dos términos diferentes, uno

positivo y otro negativo que resultan de todas las permutaciones posibles de a 'y b, que

al 31

albh|e

representa seis términos, tres positivos y tres negativos, que resultan de todas las

permutaciones posibles de a, b y c.

alb e | d
Ademas, la formacidn de estas cantidades es tal que el Unico cambio que puede resultar de
una permutacion cualquiera, realizado entre las letras del mismo alfabeto, en una de estas
abreviaturas, serd un cambio en el signo del primer valor. La demostracion de esto y la

busqueda de un signo de una permutacion definida, en general, dependeran de dos propuestas
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que pueden ser establecidas otra vez acudiendo al uso de numeros para indicar el rango de

letras.

La primera es que

1|2 ? mo|m+l|-mn
Lf2(ad - | m{im+1|-n
| I 2 3 =l 2 | w—m |- i
T oom o om+l om+2 7w I 2 [ m=1

el signo - tiene lugar en el caso en que n y m sean pares.
Siguiendo

11213 m|m+1]---n

1123 m|m+1]---n

_ : |m.—.l| m |'m+l|m+2|---|n.

3|
3|---|m—1|m——l| m |m.+2|---|n.

notamos que la primera ecuacién, solo necesita ser probada para un caso, por ejemplo, cuando

m = n — 1, es decir, aquella en la que las dos letras transpuestas son las dos dltimas.

Vandermonde ocupa mas de dos paginas y media en verificar el caso de segundo, tercer y
cuarto orden, en lugar de mirar estas demostraciones ya que converge a un célculo elevado,

y dificil, miremos unos ejemplos simples, para ver la esencia de la demostracion.

Si cualesquiera dos letras del mismo alfabeto son iguales entre si; porque en cualquier
lugar las dos letras son iguales, se puede transponer los dos ultimos lugares de su rango, que
solo hard méas que cambiar el signo del valor; entonces, su permutacién particular, no puede

provocar ningun cambio ya que son iguales, ejemplo:

L1 2 1 L2+1 12+'J 12_“
L2 3 L 23 2, 3/1 "4 12 "
2|1 2 I ! 2 1]z 112
chi_L.2;5+2;+L+ilﬂ_ﬂ
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estos son dos casos similares el primero con dos términos iguales en la parte superior el
segundo con dos términos idénticos, uno en la parte superior y otra en la inferior, resolviendo

las abreviaturas, estas mismas se anulan.

Vandermonde se propone a encontrar los valores de & y &, que cumplen con las dos

ecuaciones
1 1, 1
1. ‘Ell 2. "-‘2| 3. _{-I
2 ' 2
1. ':\.—I | E'Zl 3 =1
compara y obtiene
12 1|2
213 31
& 1T5 Lo BE
12 1.2

para el caso de tres ecuaciones con tres incognitas Vandermonde hace un tratamiento similar.

Esta claro que las abreviaturas no tienen factores innecesarios, asi lo detalla
Vandermonde en su articulo el cual determina que, para simplificar valores complejos, se
deben sustituir las abreviaturas que le sigue en orden menor a la que se quiere desarrollar,

es decir, para el desarrollo de:
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en

a | 3|
a [ b |«
luego se reduce y ordena, quedando:
¥ | ¥ ~ |-:Tl' I | ) = | ) a3 4 | d
. —_— - + a
i |EJ - |d i | r f |n" a | d blc
o |4y |4 f:|"i'_’j-|-’5_n|.'#_".|f5
a | b e d T b e | d h |rJI I | o
o | 7 ~ | B
+ e | d i | b

el paso siguiente es sustituir los valores de la abreviatura de orden 5 en la original, es decir

los valores de

se deben sustituir en

ya ordenando y haciendo los calculos correspondientes, quedaria:
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i ik ) + i ik 1) i ¥ L ik g o F .L
a b i d | f it | b |d | i [; i |l b} i ‘f
X 1 A i 4 0¥ ) ' | E :_: ¥ * ) S i
4 — -} L
[ i it il i IIl b i i i ¥ || b i il i i ||
" ik ¥ | E g | ) 1 L i} 7 Q| L,
i il i b|e f i i a |6 d]f i f i | il | f
o | 3 d €| o i i dle|
' 1
a | b | d | f o | & a | b III il f a | bhlele
n ik || e
i [ a |b|eld
i . g ¥ ' i " i) i '
| 1
| b« d| f [ f b« i |
L a | i
h I i i i i

La ley de permutaciones y de signos es bastante obvia con estos ejemplos, lo cual
para los casos de més de 8 letras los célculos se vuelven un poco engorrosos.

Vandermonde mas adelante establece un teorema: "cualesquiera de los dos indices de
cualquier fila son iguales a la funcidn, esta se anula idénticamente™ notamos particularmente
que la base de la prueba de este teorema es el intercambio de los dos indices que cambian el
signo de la funcion, y aun, la dejan inalterada.

Tras este teorema la solucién de un sistema de ecuaciones lineales con la notacion moderna

seria de la siguiente forma:

i |Beg| + Iy legas| + ey layba| = |aghyes| =0

ag|bea| + belejag| + ealaba| = |aghyeg| =10

entonces
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por lo tanto, si tenemos las ecuaciones

mr+hy+e =10
g+ hay + o =1

siendo la solucioén:

bics c1az]

T |agts|” T |agbal

La solucion de:

T - (i ) 44 Tnln - a4+l = 0 |:|" =1,2,... ”]

expresa plenamente y con precision los articulos de Vandermonde, aunque la notacién

utilizada en los numeradores de los valores de x4, x5, ... x,,. son una forma tan simple como

la regla de Cramer.

Para Finalizar coincidimos con Muir al establecer a Vandermonde como un autor

importante para el desarrollo del concepto de determinante, el trabajo realizado por

Vandermonde, Muir (1960) lo resume asi:

1.

2.

Una simple y apropiada notacion para nuevas funciones 155

Un nuevo modo de definir las funciones, usando sustancialmente la ley de formacion

recurrente de Bézout

El hecho de que una expresion algebraica ordinaria de cualquier funcién es obtenible

por permutaciones de cualquiera de las series de indices

El hecho de que los términos positivos y negativos son iguales en ndmero (de

permutaciones)
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5. El teorema con respecto a intercambiar dos indices consecutivos

6. Las pruebas del teorema con respecto a la igualdad de los dos indices pertenecen a la

misma serie.

Ademas de esto, hay que ver el trabajo de Vandermonde en su conjunto, y tener en cuenta
que él es el primero en hacer una exposicioén conectada con la teoria, la definicion de las
funciones, el cual les asignan una notacion, y a partir de entonces légicamente el desarrollo
de dichas propiedades. Es decir, Vandermonde establece una base en la cual sus sucesores
extendieran la teoria sin necesidad absoluta de hacer una renovacion o reconstruccion,
solamente para agregar o para perfeccionar algunos detalles, en palabras de Muir: “Of the
mathematicians whose work has thus far been passed in review, the only one fit to be viewed
as the founder of the theory of determinants is Vandermonde” (Muir, 1965, p. 24).
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Joseph -Louis De Lagrange

La posicién de Lagrange en el avance de las
matematicas es bastante diferente en comparacién de SOLUTIONS ANALYTIQUES
los matematicos anteriores analizados. Todos aquellos S
estaban tratando explicitamente con el problema de la
eliminacién, y por lo tanto directamente con las - _

funciones después conocidas como determinantes. sl ot saaracgeapri et vt

Lagrange por otra parte trabajaba en las -
identidades algebraicas. En su memoria publicada en : .:.f - e i
la Academia de Berlin, en el afio 1775 su obra titulada: e e s 25
Nouvelle solution du probléme du mouvement de e o e
rotation d'un corps de figure quelconque qui n'est ‘:;--"‘:‘";;” ——v
animé par aucune forece accélératice. e e &

Lagrange define x,y,z , x.y, 7
llustraciéon 6- Portada del libro:
x",y",2" no como hemos visto anteriormente que 10 o piemes sur s pyramides
definen como coeficientes de ecuaciones lineales, sino

se definen como coordenadas de puntos en el espacio, asi que cuando se tiene:

r_rn .17

(xy'z"+yz'x" + zx'y" —xz'y" —yx'z" — zy'x""),

representa un volumen orientado y no el resultado de una eliminacién.

También nos concentraremos en una obra fundamental, que amplia la mirada de los
determinantes y crea un nuevo contexto de aplicacion, el geométrico, esta obra de 1773
titulada Solutions analytiques de quelques problemes sur les pyramides triangulaires. En esta
obra Lagrange calcula el volumen de un tetraedro de acuerdo con las coordenadas de sus
vertices. También calcula las coordenadas del centro y el radio de las esferas inscritas y
circunscritas al tetraedro, también estudia y determina las coordenadas de su centro de

gravedad, todo lo anterior, Lagrange lo trabaja con soluciones puramente analiticas, incluso
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sin cifras algunas, es importante mencionar que en la lectura de esta obra se puede reconocer
el producto escalar, el producto vectorial y el producto de determinantes. Con 33 paginas esta
obra vislumbra por su sencillez, y efectividad al mostrar analiticamente todo lo relacionado
con las piramides triangulares, es de importancia mencionar que la obra carece de alguna
imagen o representacion gréafica de sus aportes, Lagrange empieza con una introduccion
aproximada de una hoja en la cual resalta la importancia y la belleza (matemética) de las

piramides triangulares:

... “Ceux qui vont faire la matiere de ce Mémoire concernentla maniére de
trouver la surface, la solidité, les spheres circonscrites et inscrites, le centre de

gravité, etc.,” ... (Lagrange 1773, pg. 661)

Lagrange aborda el tema con nueve cantidades:

! ! 14 14

! 14
x;}’;Z,x;y,Z;x’y'Z' (1)

paso seguido se forman nueve cantidades de esta forma

E — yIZlI _Zlyll’ n= 7' x| — xIZII g — xlyu —y’X”,

I 143 144 1A 144 143 A 1A 143

&' =y'"z-2"y, n =z"x—x"z = x'y—y"x, (2)
rn 1A A 143 1A 1A r ! !

"= yz'—zy', n'=zx"-—xz, G" = xy' —yx',

lo cual actualmente, si se ordena las nueve cantidades en forma matricial de (1)
corresponderia a la matriz adjunta y las cantidades &, C, n... serian los determinantes

correspondientes a la matriz adjunta de (2).

Lagrange continGa, estableciendo las siguientes seis ecuaciones:
xZ + yZ + Zz = a x/x// +_’y’y”+Z’Z” =b
x? +y? +2% =d xx" +yy" +zz" =V (3)
xIIZ +yI12 +Z”2 — all xxl +yyl + ZZI — bII

las abrevia:
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a=aa" —b? B =Db'b" — ab,
a' =aa"—b'?, B'=bb"—a'b (4)
a" = aa — bllz, ﬁl! =bbh' — allbll’

asi se tendria lo siguiente

52 + nZ + gZ =q, EIEH +7’]’7’]” + grgu — ,3,
EIZ + nlz + grz — ar’ EE” +TIU” + ggn — ﬁl; (5)
Euz + nnz + gnz — an, EE, + nn/ + ggr — ﬁ”-

Al ver con mas detalle (3), este surge de la multiplicacion de (1) con su traspuesta,
haciendo los calculos pertinentes a,a’ y a"’ corresponderia a la diagonal principal y b, b’ y

b"" al ser simétrica el resultado de esa multiplicacion, corresponderia a las otras posiciones.

Con respecto a (4) corresponderia igualmente a la adjunta de (3), solo Lagrange
muestra seis cantidades, por ser simétrica (3), igualmente sucede con (5) que es analogo a
(3). Lagrange juega con esas cantidades y con diversas propiedades de la teoria de matrices
que en su época no se vislumbraba todavia, como matriz adjunta, producto de traspuesta,

matriz simétrica.

De manera similar Lagrange continua, ahora con las nueve cantidades;

él T]l g: {TI: T],l qll 5”' T]”, g”’

y estableciendo las ecuaciones

X — nlgl’ _ ng]Il, Y — q’f” _ Elgll’ Z — SIT’II _ T”f”'
X/ — nllg _ gl/_r]’ Y/ — gl/f — f/lg’ ZI — f”n _ 77Ilf , (6)
e A e A 10

luego
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A:C(’C(”—IBZ, B=B',3”—aﬁ,
A/ — (l(l” _ﬁlz’ Bl — ﬁﬁn _ alﬁ’, (7)
A" = aa’ _ﬁl!z’ B = ﬁﬁ, —a"B"

de manera similar:
X2 + YZ + ZZ — A, XIXH + Y’Y” +lell — B,

X?+Y?2+7%=4, XX"+YY"+ZZ" =B, (8)
XIIZ + YIIZ +Z”2 — A”, XX, + YY, _I_Zzl — B”.

Explicando con detalle, se vuelve a realizar lo aplicado anteriormente, siendo (6) la
adjunta de la adjunta y (7) como anteriormente habiamos mencionado seria esta vez la matriz

simétrica generada de la multiplicacién de las cantidades con su traspuesta.

Alvarez (2013) estudia con mas detalle los resultados arrojados por Lagrange en
cuanto a las adjuntas, haciendo un estudio minucioso, llegando a descubrir las siguientes

propiedades:
o Adj(A)(Adj(A))" = Adj(AA%)

o Adj(Adj(A)) * (Adj(Adj(A)))" = Adj(Adj(AAT))

Lagrange continua e introduce formalmente el determinante de tercer orden:

I r..rn

A=xy'z" + yz'x" + zx'y" —xz'y" —yx'z" — zy'x",

Entonces al seguir escribiendo Lagrange sus identidades aparece la siguiente:

X = Ax, Y = Ay, Z = Az,
X' = Ax, Y' = Ay, 7' = AZ, 9
XII — Ax”, Y” — Ay”, ZII — AZ”;

asi sustituyendo se tendria:
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A= A%q, B = A?),
A’ = A%a’, B' = A?%p, (10)
AI — Aza", BII — Azb”,

luego el valor de A? seria:

A da’ - p?
pd_ e B gy
a a

y sustituyendo los valores de a’, a”, 8 ena,a’ ...
A’=qa'a" +2bb'b" —ab? —a'b’* —ad''b"?%;  (12)

nos encontramos con el mismo valor de AZ?.

No es menester decir que A corresponde al determinante de tamafio 3 x 3, lo

interesante es ver que se cumplen varias propiedades que menciona Alvarez (2013) como:
e En (9) se cumple esta propiedad Adj(Adj(A)) = det(A)

e En (10) se utilizarian las propiedades anteriores de multiplicacion de
traspuestas, esto daria; (Adj(Adj(A)))t = det(4)?AA*

e en(11)y (12) se cumpliria que det(4)? = det(4A4%)

Lagrange sigue trabajando en sus identidades algebraicas. Asi al seguir leyendo y

analizando el documento encontramos més cosas interesantes. Lagrange afirma:
es bueno tener en cuenta que el valor de A? se puede escribir también de la siguiente forma

_Aa+ Aa"+A"a" +2(BB+ BB+ B"B")
= 3 )

AZ

(13)
de esta manera se tendria
A4= aalall + Z,Bﬁlﬁ” _ a’BZ _ alﬁlz _ a//ﬁ//Z (14)

de esta forma se ve que A% y A* son funciones similares.
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No hay mucho que decir de estas Gltimas, tanto (12) como (14) son similares, asi que (14)
corresponderia al determinante de la adjunta de la multiplicacion de la traspuesta, es decir
det(adj(AAY)).

por otra parte

r_rn ..

xy'z" +yz'x" + zx'y" —xz'y" —yx'z" — zy'x"

= \/aa’a” +2bb'b" — ab? —a'b’* —a''b""? = A,

se tiene la misma relacion entre las cantidades x,y,z x',... ya,a’, b, ... y las cantidades &, 7,

C...yo,a,a" ...

Enlgll + nglfl’ + gé’lnll _ fg’?’]” _ nflg” _ gnlfll

— \/(l(l,(l” + zﬁﬁ,ﬁ” _ aﬁz _ a/ﬁ,z _ alﬁuz — AZ.
asi que vamos a tener este mismo problema

§n'S" +mGE" + 68" = 6" —ng'S" —Gn's”

r_rn ..

=(xy'z" +yz'x" +zx'y" —xz'y" —yx'z" — zy'x")>. (15)

Lo que observamos del resultado de (15) es simple, corresponde al determinante de
la adjunta es igual al determinante al cuadrado, es decir det(Adj(A)) = A%= det(A)?, lo

cual corresponde a una propiedad importante de la matriz de adjuntos de la actualidad, la

cual Lagrange por solo trabajar el tamafio 3x3 el determinante queda al cuadrado, de manera

general corresponderia a det(adj(A)) = det(A)" .

podemos representar las seis cantidades A, A’, A”, B, B, B utilizando

A2: \/aalau_l_zﬁﬁlﬁu_aﬁz_alﬁ,Z _alﬁuz’

mediante las expresiones
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A , AI . AII
a=1 Y= @ =4
B ) BI . BII
b= V=g V=4

1
det(A4)2

Lo anterior corresponderia a una igualdad no tan conocida Adj(Adj(AAY)) = AAL.

Lagrange sigue desarrollando sus identidades algebraicas, los siguientes pasos se dan cuando

realiza suma de productos de los sistemas anteriormente mostrados, Lagrange escribe

xf +xlfl +xll€ll — A, yf +ylfl +y”€” O ZE +ZI€I +Z”€” — 0'

xn+xn"+x"n" =0, yn+yn'+y"'n" =4 zm+zn'+z"7"=0, (16)
xq‘l’x’q’ +xllgll — O, yg+ylgl +yllgll — O, Zg+Z’g, + leqll — A;

Yy nos encontramos

x&+yn+zG = A, x'é+yn+2'G=0, x"¢E+y'"n+2z"C=0,
xfl + ynl + Zgl — 0, xlfl + ylnl + Zlgl — A, xllfl + yIITII + legl — 0 , (17)
xfl! + ynll + Zgll — 0, xlfll + ylr]ll + Zlgll — O, xlIEII + yIITIII + legll — .
(16) y (17) corresponderian a que el determinante de la matriz por la matriz idéntica es igual
a la multiplicaciéon de la matriz traspuesta por su adjunta y también igual a la matriz
multiplicada por traspuesta de la adjunta, es decir, det(A).1 = A*Adj(A) = A(Adj(A))"

Finalmente, Lagrange establece otras identidades utilizando las relaciones entre las
cantidades x, X', X"y, ... las correspondientes &, &', &, n, ... todo esto con el fin de utilizarlo
en las diferentes situaciones en relacion a la pirdmide triangular. Entre otras identidades
podemos distinguir haciendo un analisis mas profundo y verificando con las generadas por

Alvarez (2013), las siguientes:

1
det(4)

Adj(AADA = Adj(A)

1
det(4)

(AAHAdj(A) = A

Cada vez mas parecidas a la conocida identidad de la inversa de una matriz. Lagrange
da un gran salto en el desarrollo de la teoria de determinantes, que a la par, Gauss

complementara.
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Carl Friedrich Gauss

DISOVISITIONES

Gauss realizd una maravillosa sintesis de los
resultados del pasado en teoria de numeros, generando una ARITHMETICAE

nueva época de desarrollo interesante.

Aqui nos ocuparemos de su obra principal, publicada
en el afo 1801, titulada: Disquisitiones Arithmeticae nos
D CAROLO FRIDERICO GAVSS

concentraremos especificamente en el quinto capitulo que

habla sobre las formas cuadraticas. #

La investigacion realizada en la quinta seccion se "

presenta desde el punto de vista aritmético, la teoria de las ‘ LIPSIAE

I coMMissts ary f se Fomtnaman, fan

formas cuadraticas en general acompafiada de una discusion

de las formas cuadréticas ternarias. La seccién quinta titulada _ _

lustracion 7-Portada libro:
“De formis aequationibusque indeterminatis secundi Disquisitiones Arithmeticae
gradus” el cual es un estudio completo sobre las formas

cuadraticas.

El problema general es encontrar todas las soluciones de cualquier ecuacién
indeterminada de segundo grado involucrando dos incognitas, donde estas incdgnitas pueden

asumir tanto valores enteros como racionales. Siendo la ecuacién indeterminada:
ax? + 2bxy + cy? =M

donde a, b, c,m son numeros enteros cualesquiera; Gauss llama a estas funciones “formas

de sequndo grado” o simplemente formas.
Gauss denota por (a, b, ¢) a la forma ax? + 2bxy + cy?, escribe:

Por lo tanto, esta expresién denotara de manera indefinida una suma de tres partes: el
producto del numero dado a por un cuadrado indeterminado cualquiera, el producto
del duplicado del numero b por esta indeterminada y otra indeterminada, y el

producto del nimero ¢ por el cuadrado de esta segunda indeterminada. E.g., (1,0, 1)
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expresa la suma de un cuadrado y el duplicado de un cuadrado. Ademas, aunque las
formas (a, b,c) y (c, b, a) denotan lo mismo, si solo se consideran sus términos,

difieren, sin embargo, si también prestamos atencion al orden... (Gauss, 1801, p.153)

El primer teorema de la seccidén quinta es especial, debido a que se habla del

“determinante”:

Teorema. Si el nimero M puede representarse por la forma (a, b, ¢) de manera que
los valores de las indeterminadas, por los que esto se produce, son primos entre si,

entonces b? — ac seré un residuo cuadratico del nimero M...

... llamaremos al nimero b? — ac, de cuya indole dependen las propiedades de
la forma (a, b, c), tal como lo ensefiaremos en los siguiente, el determinante de
esta forma. (Gauss, 1801, p.154)

La representacion de la forma (a, b, c) en notacion moderna corresponderia a la

a
b

es lo que llamariamos el dia de hoy “discriminante”. Si consideramos hallar el determinante

matriz simétrica ( IZ) y lo que Gauss expresa como el determinante de la forma (a, b, ¢)

(moderno) de la matriz simétrica mencionada anteriormente, seria: ac — b?, el cual vendria

siendo el mismo determinante que interpreta Gauss, pero con signo cambiado —(b? — ac).

Es comln ver en el presente capitulo que Gauss estudia las formas cuadraticas
haciendo suficiente uso de sustituciones tal como lo trabaja Lagrange. Veamos un ejemplo

de la aplicacion de dichas sustituciones:

Una forma que implica otra o contenida en ella; la transformacién propia e

impropia.

Si la forma F, cuyas indeterminadas son x e y, puede transmutarse en otra F’, cuyas

indeterminadas son x’ e y’ por las sustituciones
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x= ax' + By’
y =yx' + 8y
de modo que a, 3, y, & sean enteros; diremos que la primera implica la segunda o que la
segunda esta contenida en la primera. (Gauss, 1801, pg. 157)
Gauss realiza las sustituciones pertinentes y llega a un resultado:
b'? —a'c' = (b* — ac)(ad — By)?

Donde prueba que el determinante de la forma F' es divisible por el determinante de la forma
F y el cociente de ellos es un cuadrado. Exactamente el cuadrado del determinante de la
sustitucion efectuada. Gauss determina las contenencias entre F y F' estableciendo que los

determinantes seran iguales, para este caso se dice que las formas son equivalentes.

Las condiciones “propia ¢ impropia” se basan en el signo del cociente (ad — Sy),
propia si este es positivo e impropia si es negativo. En el trabajo aritmético de Gauss la

equivalencia de las formas es crucial para determinar propiedades y teoremas.
La equivalencia propia e impropia

Si los determinantes de las formas F y F’ son iguales y si F' esta contenida en
F, entonces F estard contenida en F’, propia o impropiamente, segin que F’

este contenida en F propia o impropiamente. (P.158)
Para la demostracion Gauss recurre nuevamente a las sustituciones
x= ax' + By’
y =yx' + 8y
las cuales transforman a F en F’, luego realizando estas dos sustituciones:
x'= éx— By

! —

y = yx—l—ay
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transformana F' en F.
En efecto, por esta sustitucion resulta lo mismo de F' que de F al poner
x = a(bx — By) + B(=yx + ay)
y =y(6x = By) + 5(—yx + ay)
0 sea
x = (ad — By)x
y = (ad = By)y

es decir que F se hace (a8 — By)?F, es decir de nuevo F.

Ya mas adelante en el tema de las Formas Opuestas, se pueden ver cosas interesantes
al aplicar dichas sustituciones, como la transitividad entre las relaciones de las formas: “Si la
forma F implica la forma F’, y esta implica la forma F'’, también la forma F implicara la
forma F"'." (Gauss, 1801, p.159)

Este particular teorema se establece; x e y,x" e y', x'" e y"', correspondientes para las

indeterminadas F, F', F"' , se procede a transformar F en F' con la sustitucion:
x= ax + By
y =yx' + 8y’
y F' en F" con la sustitucion
x'=ax"+B'y"
y =y'x" +68y"
a esto se obtiene la sustitucion
x = (aa' + By)x" + (af’ + B5")y"
y=(a' +6y)x"+ (yp' +856)y"

y se tendria la igualdad
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(aa"+ By)(YB' +88") — (af’ + B6")(ya' + 6y') = (ad — By)(a's’ — B'Y").

Se observa por lo anterior que es el producto de resolventes o un resolvente de resolventes,
es decir una suma de productos, lo cual es fuente principal de los trabajos de Cauchy al
desarrollar la propiedad de la suma de productos del determinante. Claro estd que esa
igualdad hereda los teoremas anteriores, asi que las implicaciones pueden ser propias o
impropias, dependiendo del signo de dichas relaciones.

Gauss concluye la seccién de formas opuestas del siguiente modo:

Cualquier forma (a, b, ¢) equivaldré propiamente a ella misma o a la forma
(a,—b,c). Al mismo tiempo, si tal forma implica la forma (a, b,c) 0 esta
contenida en ella misma, ella implicara la forma (a, b, ¢) o la forma (a, —b, ¢)

propiamente o estard contenida propiamente en una de las dos, llamaremos a

(a,b,c)y (a,—b, c) formas opuestas (Gauss, 1801, p.159)

Sobre las formas cuadraticas Gauss realiza un exhaustivo estudio, estableciendo mas

detalles que sus antecesores Euler y Lagrange.

Podemos mirar con cautela cuando Gauss trabaja las formas ternarias de segundo grado, en

una digresion al final de su desarrollo de formas cuadraticas, surgen estas con el titulo de

’

“formam ternariam secundi gradus”.
Gauss define una forma ternaria correctamente ordenada del siguiente modo
ax?+a'x'* +a"x"* + 2bx'x" + 2b'xx" + 2b"xx’
se tiene que la primera incognita es x, la segunda es x' y la tercera x"'. El primer coeficiente

es a etc., El cuarto es b etc. Asi como se daba la notacion de una forma cuadratica de forma

mas accesible, la notacion de una forma ternaria Gauss la representa de la forma
a al aII
(b b )
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Gauss continua estableciendo unas sustituciones que son interesantes ver
b>—a'a" =4, b'*—aa" =4, b"’—ada =A4"
ab—b'b" =B, a'b'—bb" =B’', a"b" —bb' =B"

)

con dichas sustituciones obtendremos otra forma

A, A’, AII
(5 o &) F

Gauss llama a esta, la adjunta de la forma4,
(a’ al} au) f
b, b', b}
al analizar con mas detalles lo anterior tendriamos, primero que la forma
a, al’ aII
b bl bII
a bll bl
corresponderia a la matriz simétrica f = b»” a b
b b a”

segundo que la sustitucion realizada por Gauss corresponde efectivamente actualmente a la

matriz de adjuntos o de cofactores, podemos observar las sustituciones de esta manera:
( (5 o) G o) Gy ‘Z,')\
PO () @]
G @ @)
Gauss paso seguido denota al numero

ab? + ab? + ab? —aa’a” — 2bb'b"” por D

14 La notacion de Gauss es posible debido a la correspondencia de la matriz simétrica con sus

notaciones, no seria posible utilizar la notacion de Gauss con matrices no simétricas.
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el cual es el determinante de la forma f con signo cambiado, Gauss continua y establece de
nUevo unas sustituciones

B> —A'A" =aD, B> —AA" =a'D, B"*—AA =d'D

AB —B'B" =bD, A'B'—BB" =b'D, A"B" —BB' =b"D

en esta sustitucion lo que Gauss esta realizando seria la matriz de cofactores de la matriz de

cofactores o en su defecto la adjunta de la adjunta?®, la adjunta de la forma F sera la forma

(aD, a'D, a”D)
bD, b'D, b"D)

siendo una de las propiedades de las adjuntas actualmente. Gauss también hace mencion que
el determinante de la forma F seria = D? , esto es igual al cuadrado del determinante de la

forma f de la cual es adjunta’®.

Gauss continla su trabajo sobre ternarias, sin embargo es atractivo mostrar una serie de

sustituciones que dan conclusion a varias propiedades interesantes.

Si una forma ternaria f de determinante D y con incognitas x, x’, x'' es transformada en una
forma ternaria g de determinante E e incognitas y,y’, y'' por medio de una sustitucién tal
como esta
x=ay+py +yy"
xl — aly+ﬁlyl +,ylyll
xll — ally+ﬁllyl +,yIIyII
Gauss por brevedad ignora las incognitas y simplemente dice que f es transformada en g por

medio de la sustitucion (S)

a B, v

15 Corresponde a la propiedad: (adj(adj(A)) = det(A)"2A) para A € M.

16 Corresponde a la propiedad: (det(adj(A4)) = det(4)™ 1) para A € M,y,,.
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a, B, v
a', B, v
y que f implica a g o bien que g esta contenida en f.
1. Gauss denota el nimero k por
o'y +By'a +yap” —yp'a’ — ay'" ~ pa’y"
Gauss encuentra que (E = k2D)17

2. Gauss denota por F y G las formas que son adjuntas a f y g respectivamente, los
coeficientes en F estaran determinados por los coeficientes en f, los coeficientes en
G por los valores de los coeficientes de la forma g a partir de la ecuacion que es
provista por la sustitucién S. Si se expresa los coeficientes de la forma f por letras y
comparamos los valores de los coeficientes de las formas F y G, es facil ver que F
implica a G y que es transformada en G por medio de la sustitucion S’
By"=B"y', va'-y"a, dp"—-a"p
By — By", yY'a—ya”, a'p—ap”
By' —B'v, ya' —vy'a, ap’—a'p
3. Por medio de la sustitucion S’
By"—B"y,  B"v—BY". BY'—-BY
y'a"—y'a,  y'a-ya", ya'—vYa
a'f’ —a"p’, a’B—ap”, ap’ —a'p

g Sera transformada en la misma forma que f por medio de la sustitucion

17 Al contrario de los anteriores determinantes que estan cambiados de signo este “k” tiene el signo
correcto, también se puede ver a simple vista que corresponde a la propiedad de multiplicacion de los

determinantes.
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esta es la forma que surge de multiplicar cada uno de los coeficientes de la forma f por k2.

Se designa esta forma por f'.

4. Exactamente de la misma manera, se prueba que por medio de la sustitucion S’

a «a a
ﬁ ﬁ’ ﬁ”
_y _yl _yll

la forma G sera transformada en la forma que surge a partir de F, multiplicando cada

coeficiente por k2. Se designa esta forma como F'.

Gauss listd lo anterior en la pagina 268 de su obra, a continuacion, se analiza con

detalle dichas sustituciones:

En el numeral uno se ve un resultado el cual es E = k%D corresponderia primero al
determinante de la matriz adjunta de la sustitucion S multiplicado por el determinante de la

forma f el cual nos generaria el determinante de la forma g.

En el numeral dos la sustitucion S’ corresponderia a la matriz adjunta de S, las implicaciones
que menciona Gauss son debido a que los coeficientes de S’ estan determinados por los

coeficientes de S.

En el numeral tres la sustitucion S’ seria basicamente la Transpuesta de S’, la forma f’
corresponderia al determinante de la forma multiplicada por la matriz identidad. Es curioso
ver que Gauss menciona: “esta es la forma que surge de multiplicar cada uno de los

coeficientes de la forma f por k2, afirmando lo mencionado en el numeral uno.

n

En el numeral cuatro la sustitucion S"’ corresponderia a la transpuesta de S.

Para dar mas visibilidad a lo expuesto por Gauss en estos numerales mostraremos el

siguiente esquema.
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Adjunta

>y 1
Mc Mc
Tra esta
F v # G ;FI
S/ / \SIII
Adjunta

Esquema 2. Trasposiciones y sustituciones llevadas por Gauss en las formas ternarias.

Mc: matriz de cofactores.

El esquema resume todo lo mostrado por Gauss acerca de las formas Ternarias, de como es
el proceso de pasar una forma determinada a otra por medio de una sustitucién, y como cada
sustitucion puede convertirse en otra por medio de una transposicion o de una matriz bien

sea la matriz de cofactores o la matriz adjunta.

Gauss nos muestra lo siguiente:

... es facil observar que si f es transformada en f' por medio de la sustitucion

a B, v
al’ ﬁl' yl
all’ ﬁlI’ yll

y f"en f" por medio de la sustitucion

0, g, 0
6/’ EI, 0/
6”’ gII’ 9[[

entonces f sera transformada en "' por medio de la sustitucién

as + B8 +yd", ae + fe’ +ye", ab + 56’ +y6"
a's+p% +y'd",  ae+ple+ye’, A0+ +y0"
a”é‘ + [3116' + ,ylldll, (X”S + Buel + ,yllgl'l aue + ﬁllgl + ,}/11911
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y en el caso donde f es equivalente a f'y f' a f", la forma f también sera

equivalente a la forma f"'... (Gauss, 1801, pg. 270).

En lo anterior se puede notar la propiedad de multiplicacién de matrices, es decir, se
estableceria el siguiente esquema: donde M es la sustitucion de f en f', N la sustitucion de
f'en f""y O lasustitucion de f en f"

M N
f >f
0
Multiplicacion
deMyN

Esquema 3. Representacion de Gauss sobre la multiplicacion de matrices.

fll

v
v

No es dificil ver que Gauss deja enunciadas en su trabajo de formas cuadraticas y
ternarias todas las propiedades actuales sobre adjuntas y sobre la multiplicacion de matrices,
su trabajo se ve acotado a las matrices simétricas y al tamafio 2 x 2 y 3x3, lo interesante es
ver y analizar que el trabajo realizado por Gauss, es un aporte a la aritmética, un pensamiento
totalmente distinto a lo desarrollado por la teoria de matrices y de determinantes de la época,
las propiedades, teoremas que podemos traslapar con la actualidad y de las cuales podemos
encontrar similitudes corresponderian a un analisis posterior de esta gran obra con la
actualidad, debido a que la teoria de matrices es otra etapa de la historia, lo que si sabemos
es que cualquier matematico posterior a Gauss encontraria una relacion entre las formas

cuadréticas y ternarias con las matrices y determinantes.
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Augustin Louis Cauchy

Se analiza la memoria de Augustin Louis Cauchy titulada Sur le nombre des

valeurs qu'une fonction peut acquérir lorsqu'on y permute de toutes les manieres

posibles les quantités qu'elle renferme del afio 1815.

Esta memoria de 84 paginas fue
leida casualmente el mismo dia en el
que fueron leidas las memorias de
Binet, mas all& de la coincidencia de la
fecha, se observa también que las
memorias tienen temas en comun en
relacion a los determinantes, incluso en
las memorias de Cauchy como de Binet
se da una especie de referencia. Alvarez
(2013) desarrolla con mas profundidad
lo realizado por Cauchy, lo
complementa estudiando mas a fondo a
Binet, rogamos al lector dirigirse a la
obra de Alvarez si desea profundizar

con los autores ya mencionados.

Binet escribe en la

introduccion de su memoria las

siguientes palabras:

MEMOIRE

NOMBRE DES VALEURS QU'UNE FONCTION PEUT ACQUERIR,

LORSQUON ¥ PERMUTE DE TOUTES LES MANIERES POSSIBLES
LES QUANTITES QUELLE RENFERME

Jourwwel de [ Ecole Pol tochnigue, XVIF Calilor, Towe X, p. 17 1845

———

ML Lagrange ot Vandermonde sont, jo erois, les premiers qui sient
considére les fonctions de plusicurs variables relativement av nonbre
de valeurs qu'elles peuvent obtenir, Jorsqu'on substitue ees varisbles
a la place les unes des autres. lls opt donné plusicurs théordmes nte-
ressants relatifs 3 ce sujel dans deax Mémoires imprimés en 1951, 'un
& Berlin, 'avtee & Panis. Depuis ee temps, quelques géometres italiens
s sonl occupés avee suceis de cette matiere el, particulicrement,
M. Ruflini, qui a consigné le résultat de ses recherches dans le Tome XII
des Memoires de la Societd italieane et dans sa Theorie des équations
numeérigues, Une des consiquences les plus remarquables des tramux
de eos divers grometres st que, avee un nombre dooné de lettres, on
we peut pas lowjours foemer une fonetion qui ait un nembre determine
de valeurs, Les caracteres par lesquels cette impossibilité se manifeste
ne sont pas tonjours faciles & saisir; mais on peut du moins, pour un
wombre donné de lettres, assigner des limites que le nombre des
valenes ne peut depasser of déterminer en outre un grand nombe de
cas d'exclusion. Je vais exposer dans ¢ Mémoire ce quion avait déja

trouve de ples important sur cet objet et ce que mes propres recherches

llustracion 8- Portada del libro: Sur le Nombre des Valeurs

qu 'une fonction peut acquérir lorsqu’on y permute de toutes les

manieres posibles les quantités qu elle renferme

Habiendo tenido ocasion de hablar con el Sr. Cauchy ingeniero de caminos y
puentes, del teorema general que acabo de enunciar, me dijo haber llegado en
investigaciones analogas a las del Sr. Gauss, a teoremas de analisis que debian

tener relacion con los mios. Me he asegurado de ello echando un vistazo a sus
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formulas; pero ignoro si tienen la misma generalidad que las mias: hemos

Ilegado a ellas, creo, por vias muy diferentes (Binet, 1813. P 281).
Cauchy al igual que Binet dedica unas palabras para corroborar lo escrito por Binet:

Yo habia conocido el verano pasado en Cherbouurg, donde fui establecido por
mi trabajo, este teorema y algunos otros de la misma clase, tratando de
generalizar las formulas de Sr. Gauss. El sefior Binet, siendo mi amigo, tenia
los mismos resultados de diferentes investigaciones. De vuelta en Paris, estaba
ocupado para continuar mi trabajo, cuando lo fui a ver, me mostr6 su teorema
el cual era similar al mio. Lo que designa como la resultante lo llama factor
determinante.” (Cauchy, 1813, p. 111)

La memoria de Cauchy esta dividida en dos capitulos, siendo el segundo el mas

extenso con 4 secciones:

En el primer capitulo Cauchy estudia las funciones simétricas basadas en
permutaciones, se amplia la nocién que se tenia sobre la funcion simétrica la cual no sélo son

la que no se alteran si se permutan sus variables, sino también a la que cambia solo de signo.

Al comienzo contrasta con funciones que no sufren cambio alguno por la permutacién de sus
variables, es decir las funciones simétricas y teniendo en cuenta el hecho que después de
comprobar que las nuevas funciones consisten en términos que alternan los signos +y —, y
que si no fuera por los signos alternados estas serian funciones simétricas, entonces decide
extender el término de “simétricas”, las cuales clasifica a las funciones simétricas. Llama
“funciones simétricas alternas” a las que alternan el signo y Ilama a las funciones que no
cambia por permutaciones como “funciones simétricas permanentes”, los determinantes
vistos por Cauchy podria considerarse que es una clase especial de funciones simétricas

alternas.

Sin embargo, para incluirlas, es necesario adoptar una convencion, o debe hacerse una
extension de la definicion. Por ejemplo, a,b, - a,b, no es una funcién alternante, a menos

que los elementos estén tan relacionados que el intercambio de a; y a, requiere el
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intercambio de b; y b, al mismo tiempo; O a menos que la definicion sea redactada de tal

manera que el intercambio se refiera a sufijos, no a letras. Cauchy comenta:

... disefio de diversas sucesiones de cantidades

ai, Ay, ..,y
by, by, ..., by
C1)Cgy ey Cp

ligadas de tal modo entre si, que la trasposicion de dos indices tomados en una
de las sucesiones, necesita ser la misma trasposicién en todas otras; ...
(Cauchy 1813, p.30)

La transposicion de dos indices atrapados en una de las sucesiones, requiere la misma

transposicion en todos los demas; entonces, las cantidades
by, cqi,...,by,Cy, ..., b3, C3, e
se podrén utilizar inicamente como funciones similares
as,as, ds, ...
y como resultado de ellos las funciones de
aq, by, cq,r, Az, b3,Cq, ..., Ay, by, Cpp,y e

es0 no va a cambiar el valor, sino a lo sumo afirmar, bajo transposiciones entre los indices 1,
2, 3, ..., n, debe ser incluido entre las funciones simétricas de a4, a,, ..., a, 0, de forma

equivalente, los indices 1, 2, 3, ..., n. asi:
az + a3 + 4a,a,,
a,b, + aybz + azbs + 2cqc5c3,
a,b, + a,b; + aszb, + a,b; + azb, + a,bs,

cos(a,; — a,) cos(a,; — as) cos(a, — as),
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seran funciones simétricas permanentes, la primera de la segunda orden y la otra tercera parte;

y en lugar de
a1b2 + a2b3 + a3b1 - a2b1 - a1b3 - a3b2,
sen(a; — a,) sen(a, — as) sen(a, — as)

funciones simétricas se alternaran la tercera orden. "(Cauchy 1813, p.30)

La cuestion de la nomenclatura se resuelve a continuacion, esto también se decide
sobre la base de la semejanza de las funciones con las funciones simétricas. Se sabe que
cualquier funcion simétrica es representable por un término tipico precedido por un simbolo

que indica la permutacion de las variables, por ejemplo:

S(a,b,) o S?*(a.b,) Representado por a,b, + a,b; y S3(a,b,) representado por
a,b, + a,b; + aszby + a,b; + azb, + a1 bs

La cuestion significativa que estudia Cauchy es el poder generar a partir de K una

funcién simétrica alternada
S (xK)
si los indices aparecen en K solo se han de permutar, y por
S™M(£K)

si los indices que deben permutarse son 1, 2, 3, ..., n. Por ejemplo, tomando el término tipico

a, b, tenemos
S(xa,b;) = a,b; — azby,
Y S3(+a,b,) = a;b, + ayb; + azh, — ayb; — asb, — a;bs
S3(Fazby) = S3(Faibs) = -

S*(4ayb,) es una imposibilidad, como cuando hay cuatro indices a, b, , lo cual no satisface
la condicidn requerida de un término tipico. En efecto, Cauchy observa que el nimero de

indices en cualquier lugar del término debe ser el numero total o 1 menos.
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El nimero de permutaciones sigue siendo par, es claro que el numero de + términos
Ka, Kg, ... Es el mismo que el numero de términos negativos K, K,,, .., siendo esta una

generalizacion de una observacion de Vandermonde!®.

Es pertinente comentar que lo que se trabaja a continuacion es desarrollado por
Alvarez (2013) con mas profundidad.

Cauchy deja en evidencia que en toda funcién cualquier indice particular se canaliza
en otro y si no se efectla ninguna otra alteracion, la expresion resultante debe ser
igual a cero, siendo este un teorema con respecto a las funciones alternas que es la

generalizacion de otro teorema ya trabajado por Vandermonde®®.

Por dltimo, debemos observar que el criterio que determina si un K particular
pertenece a la clase K,, K, ...a la clase K, K,,, ... se demuestra incidentemente que es
reducible a una forma mas préactica. Por ejemplo, si el término es Ky, puede derivarse
de K, digamos, mediante el cambio de los sufijos 1, 2, 3,4,5,6,7en 3, 2,6, 5, 4, 1,
7, es decir, en el lenguaje de Cauchy se realiza por medio de la sustitucién

G5 es sy )

) )

Transformamos esta sustitucion en un “producto” de sustituciones circulares”, es

decir, en

1, 3, 6\ (4 5\ (2\ (7
5 6 106G 2)G06)
En general, si m es el nimero de indices y g el de sustituciones circulares de la

descomposicion, con g < m, a las sustituciones con m - g par estas son Ilamadas

18 vandermonde observa de gue los términos positivo y negativo son iguales en el nimero de

transposiciones o de intercambios.

19 El teorema desarrollado por Vandermonde mira el efecto de la igualdad de dos indices pertenecientes

a la misma serie.
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por Cauchy como sustituciones “de primera especie” y “de segunda especie” sim - g
es impar; en el primer caso las permutaciones inicial y final de la sustitucion son “de
la misma clase” y en el segundo “de clase contraria”. De este modo, asignando signo

a una permutacion, por ejemplo, a la principal, queda fijado el signo de todas. (p.68)

Otra cuestion que comenta Alvarez (2013) en la pagina 69 es que: otro problema que
debe resolver para el caso alternado es determinar las condiciones que ha de tener la funcion
K para poder ser “término indicativo” de una funcion simétrica alternada S(+K). Cauchy

prueba que:

La Unica condicién necesaria para que la funcion K pueda ser el término

indicativo de una funcién simétrica alternada de la forma
S(K),

Es que los dos valores de esta funcién obtenidos, un por un nimero par
y otro por un nimero impar de transposiciones de los indices contenidos en K,

sean siempre diferentes uno del otro. (Cauchy 1813, p.44)
Al final de la primera parte de la memoria de Cauchy este escribe:

Ahora voy a examinar algunas especies particulares de alternancia de
funciones simétricas que estan disponibles para ellos en una serie de
investigaciones analiticas. Es a través de estas funciones que expresamos los
valores generales de lo desconocido que contienen varias ecuaciones lineales.
Representan cada vez que las ecuaciones que se formen, y en la teoria general

de la eliminacién (Cauchy 1813, p.51)

Coincidimos con Alvarez (2013) al establecer la importancia de hacer
referencia a los escritos de Laplace, Vandermonde, Bézout y Gauss, de los cuales se

adopta el nombre de "determinante™:

Voy a examinar ahora particularmente una cierta especie de funciones

simétricas alternadas que aparecen en un gran ndmero de investigaciones
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analiticas. Por medio de estas funciones se expresan los valores generales de

las incdgnitas contenidas en varias ecuaciones de primer grado...

... Los Sres. Laplace y Vandermonde las han considerado bajo esta relacion en
las memorias de la Academia de Ciencias (afio 1772), el Sr. Bézout las ha
examinado también bajo el mismo punto de vista en su teoria de ecuaciones.
El Sr Gauss las ha usado con ventaja en sus investigaciones analiticas a
descubrir propiedades generales de las formas de segundo grado, y ha
designado a estas funciones bajo el nombre de determinantes. Conservaré esta
denominacién que proporciona un medio facil de enunciar los resultados;
observaré solamente que se da también algunas veces a las funciones de las que
se trata el nombre de resultante de dos 0 mas letras. Asi las dos expresiones
siguientes, determinante y resultante deberan mirarse como sinénimas.
(Cauchy 1813, p.51)

La segunda parte lleva el titulo Funciones alternas simetricas designadas como los

determinantes. Y se abre con la siguiente definicion explicativa:

Sea a,,a,,..,a, n cantidades diferentes. Multiplicando el producto de las

cantidades:
a;a,a3 ...Ap
por el producto de sus diferencias:
(az —ag)(ag —ay) ..(ap —ay)(@az —az) ...(ap —az) ... (a, — ap_1),
se obtendria la alternancia de la funcién simétrica
S(4alaZa3..al)
que por lo tanto es siempre igual al producto
a;a,a3 ...Ap_1

X (az - al)(a3 - al) (an - al)(aS - az) (an - az) (an - an—1)
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Supongamos ahora que desarrollamos ese producto, y que en cada desarrollo a largo plazo
se reemplaza a cada letra por un segundo indice en cuestion, por ejemplo a,sen lugar de a3,

Yy,asr en lugar de ag, esto obtendria un nuevo resultado, que, en lugar de ser representado por

estara representado por
S(+ay.1a3.2a3.3 ... @p.p)
la sefial S esta en las primeras indicaciones de cada letra.

Esta es la forma mas general de las funciones a las que me referiré mas adelante como los

determinantes. Si se asume sucesivamente
n=1n=2&c
Se encuentra que
S(fa11a32) = a1q8z2 — 21312
S(taj.;az.,a3.3) = @y.1ay.0a3.3 + Ap.qAg.0a7.3 + A3.187.235.3
= dj.1d3.2d2.3 — d3.1d2.2d1.3 — d2.1d41.2d3.3,
&C =

Y asi sucesivamente para el determinante de segundo orden, tercer orden, &...”
(Cauchy 1813, p.51)

En relacion con esto es importante notar que realmente hay dos definiciones que se

dan.
S(£aq.1a5.203.3 ... Apy)

Que contiene la regla de formacion de Leibniz y una mejorada regla de signos. El

primero es nuevo Yy puede ser parafraseado de la siguiente manera:

Si las multiplicaciones indicadas en la expresion:
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a,a,as ... ay

X (a; —ay)(az — aq) ...(ap, —ay)(az — az) ...(a, — az) ...(an — ap_q)

y en el resultado de que cada indice de una potencia sea cambiado en un segundo

sufijo, por ejemplo, a®en a,. 5, la expresion asi obtenida se llama determinante,
y se denota por
S(+a1.4a5.203.3 ... Qpp)

En esta definicion la regla de los signos y la regla de la transformacion son

inseparables -una peculiaridad ya observada en el caso de la regla de Bézout de 1764.

Después de las definiciones se introducen varios términos técnicos. Las diferentes n?

cantidades involucradas en
S(£aq.1a5.203.3 ... Apy)

Se disponen asi

A1 Q1 Q3 . Qg
Ayq Gy QAyz . Qop
azq Q3o QA33 .. Qg
&c

Apn1 Qa2 Qpg - Qpg

“En un nimero igual de filas horizontales y tantas columnas verticales"

Y segun se ha dispuesto de esta manera forman una Sistema simétrico de orden n. Las
cantidades individuales a;.; y &c, Se Ilaman los términos del sistema, y la letra a cuando estéa
libre de sufijos la caracteristica. Los términos conjugados se definen como aquellos cuyos
sufijos ("indices™) difieren en orden, por ejemplo, a,.5 y as.,; Y términos que Son auto -
conjugados, por ejemplo, a;.; Y a,.,,. . . Se denominan téerminos principales. Se dice que el
determinante pertenece al sistema, o es el determinante del sistema. Las partes del
determinante expandido que estan conectadas por los signos + y - se llaman productos

simétricos.
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El producto

de los principales "términos" se denomina producto principal. El "producto

principal™, sin embargo, también se llama la expresion indicativa del determinante. Es decir

el sistema
(A1 Q12 Q13 .. Qqp
dy.q 0Qpp Q3 ... 0dop
Q3.4 Q3 Q3.3 ... d3gq
L &c
Ap1 Qpo Gpg o Qpn

Derivado del sistema anterior por intercambio de los sufijos de cada término se dice
que esta conjugado con el sistema anterior. Un simbolo para cada uno de estos sistemas se
obtiene tomando el ultimo "término" de su primer resultado horizontal”, y encerrando el
"término” entre paréntesis: de esta manera se nos permite decir que (a;.,) Y (ay.1) Son

sistemas conjugados.

En el curso de estas explicaciones se observa incidentalmente una modificacién de la
regla de la formacion del término, tomando la forma especialmente aplicable cuando las
cantidades del sistema se han dispuesto en un cuadrado. La formulacién de Cauchy de esta

regla ahora es:

Para formar cada uno de los términos en cuestion, es suficiente
multiplicar la cantidad que se encuentra diferente tomada, respectivamente, en
las diversas columnas verticales del sistema, y que se encuentra al mismo

tiempo en las diversas lineas horizontales del sistema. (Cauchy 1813, p.55)

Aqui podemos notar de pasada que la eliminacion de los "términos” en un cuadrado
podria haber permitido a Cauchy sefialar (lo cual no hizo) la diferencia entre el uso de Gauss
de la palabra "determinante” de la suya, diciendo que el "determinante de una forma" tenia

su conjugado "términos” igual.

95



La regla de los signos aplicables a las funciones alternas en general se modifica para
el caso especial de los determinantes y toma la siguiente forma:

Teniendo en cuenta cualquier producto simétrico para el que la sefial fue publicada

en el determinante
S(+a14a5.203.3 ...Qpp)

basta con aplicar la norma que se utiliza para determinar el signo de un término tomado a

voluntad en una funcién simétrica alterna, si
Ag10820y.3 - Qe

es un producto simétrico en cuestion, y g indican el nimero de sustituciones circular

@5y %)

este producto se vera afectado si el signo + n — g es un nimero par, y el signo — en el caso

equivalente a la sustitucién

contrario.
Asi, si el signo del término
Ag.10g.203.301.400.507.605.704.80A7.9
en el determinante
S(taq.1a5.205.3 ... Ag.g)

buscando, escribimos la serie de sufijos primeros 6, 8, ... bajo los sufijos correspondientes

del "producto principal”, es decir, bajo las series 1, 2, 3, ..., 9, obteniendo la sustitucion
(1 2 3 45 6 7 8 9)
6 8 31 9 2 5 4 7

Esto nos separamos en sustituciones circulares, encontrandolas tres en numero, a saber,

G656 sz
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y siendo el determinante del noveno orden, de ahi concluimos que el signo deseado es
(—)°73, es decir, +. En relacion con este tema se da una modificacion de la regla de Cramer,
no se hace referencia a los "trastornos” en absoluto. Puesto en el menor nimero posible de
palabras es — el signo del término a,.1ag.,a, 3 ... ac., €s el mismo que el signo del producto-

diferencia de los primeros sufijos, es decir, el signo de

B-a)y-a).c-ay-a..
por ejemplo, el signo de

(g108203.301.400.502.605.704.807.9
lo que se pretende arriba, es el signo del producto de las diferencias

6,8,3,1,9,2,5,4,7
es decir, el signo de
7 =T =57 -2)7=9T-1D(7=3)(7-8)(7-6)
Xx(4—-54-2)..4—-6)
x(5-2)..(5-6)
X (8 —16)

El objeto que Cauchy tenia en vista al exponer la regla en esta forma innecesariamente
compleja era sin duda, para demostrar su identidad esencial con la regla implicada en su

nueva definicion:

Es facil demostrar esta regla por lo anterior, espera una transposicion hecho
entre los dos indices esta en constante cambio, como hemos demostrado, el

producto del signo

(ap = aa)(ay = aq) - (a4 = ac)(ay - aa)

y en consecuencia a la del producto
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B-a)y—a)..(¢c—a)(¢—p) .. (Cauchy 1813, pg.58)

Cauchy da una serie de demostraciones y definiciones en relacion a los determinantes,
consiguiendo que este fuera el primer paso para la apertura de la teoria de determinantes.
Para mostrar todo el alcance de la teoria de Cauchy mostramos el siguiente esquema, el cual
es una adaptacion de la tabla de avance de la teoria de determinantes de Muir (1960, pg. 132),
mostramos los temas recogidos por Cauchy de los anteriores autores, y su posterior

formalizacion de dichos conceptos:

- cuy

Leibniz e Una regla para determinar los signos de los términos en
un resultado.

e Laregla para formar los términos de la expresion
que se igualan a cero

Cramer e Laregla para encontrar el denominador comun
Bézout e Una regla combinada de formacion de signos
Vandermonde e El efecto de la igualdad de dos indices

pertenecientes a la misma serie
e Elefecto de intercambiar dos indices consecutivos
e Observacion de la igualdad de los términos
positivos y negativos

Laplace e El nombre de resultante para las nuevas funciones

Lagrange e I|dentidades obtenidas de las cuales Gauss
formaliza en el capitulo sobre las formas
cuadraticas

Gauss e El nombre de “determinante” y su significado en
las formas cuadréticas y ternarias.

Binet e producto de determinantes

Tabla 3 Avance de la teoria de determinantes
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Comentarios finales del analisis histdrico epistemoldgico.
El término “determinante”

Arthur Cayley es considerado el fundador de la teoria de matrices, aunque el
término “matriz” es debido a Joseph Sylvester en el afio de 1850. De igual manera,
Vandermonde es considerado el fundador de la teoria de determinantes, aunque el
término determinante se debe a Gauss; aparece por primera vez en su obra del afio
1801 (Disquisiciones Arithmeticae) en la cual estudia la clasificacion de formas
cuadraticas. Gauss uso este término debido a que “determina” completamente las
propiedades de las formas cuadraticas. Sin embargo, el concepto de determinante dado
por Gauss no es el mismo que hoy conocemos, resulta ser el mismo, pero con signo

contrario.

Leibniz en 1693 uso la palabra “resultante” para referirse al determinante,
también probo el resultado conocido como la regla de Cramer, ademas mostr6 que un
determinante se puede expandir usando columnas, lo que hoy se conoce como la
expansion de Laplace, también, como Gauss, uso los determinantes en el estudio de

sistemas de coeficientes de ecuaciones cuadraticas.

Curiosamente y sin conocer los trabajos de Leibniz publicados hasta 1850, el
término resultante es empleado por Laplace (1772) (en un estudio sobre las orbitas de

los planetas) para sefialar lo que conocemos como determinante.

Fue Cauchy el que definitivamente en 1812 establece el término determinante
y da la definicion actualmente conocida mediante sumas de productos con signos
basados en permutaciones, definicion debida a Leibniz inicialmente y la presenta como
la Unica funcion multilineal alternada sobre un campo que toma el valor de 1 en la

matriz identidad.

Resumiendo, sin contar con un término que corresponda a la idea de
determinante, estos aparecen y se calculan al comienzo en ejemplos concretos de

tamafio 2x2 y 3x3. Como en la mitica Macondo de nuestro Nobel Gabriel Garcia
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Marquez, el mundo de la matemaética del siglo XVII era tan nuevo que muchas cosas
carecian de nombre y habia que sefialarlas con el dedo.

El caso general n xn (la regla de Cramer): el rigor en las definiciones y

demostraciones.

El propio Gabriel Cramer anuncio la regla general para resolver sistemas de ecuaciones
n X nen su obra del afio 1750 sobre curvas algebraicas?®. Sin embargo, la regla
aparece enunciada en un apéndice y sin ofrecer prueba alguna de la misma, limitandose
el autor con sefalar: “uno da el valor de cada incognita formando n fracciones de las
cuales el comun denominador tiene tantos términos como existan permutaciones de n
cosas”. (Cramer, 1750. P.658)

Vandermonde en su obra “Memoire sur I'elimination” del afio 1772 en cuanto a
demostraciones se refiere escribe: “me contentaré con desarrollar los ejemplos mas
simples; esto bastard para captar el espiritu de la demostracién, que tiene que ser
inductiva, dada la naturaleza asimismo inductiva de la definicion” (Vandermonde,
1772).

Vandermonde da la definicion combinatoria inductiva de determinante a partir de un
cuadrado de coeficientes. La induccion se establece en el desarrollo por los elementos
de la primera fila, indicando que daria igual tomar la primera columna. Hecho esto
prueba que, si dos filas o columnas son iguales, la expresion, es decir, el determinante,

se anula.

De lo anterior se deduce que, aunque para Leibniz la matematica debia ser
rigurosamente deductiva, en lo que concierne a la teoria de determinantes, en un inicio,

las definiciones y las demostraciones no eran muy rigurosas. El rigor tuvo que esperar

20 Una geometria analitica del plano llevado a un nivel avanzado mediante el estudio del

algebra.
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hasta Cauchy (1812), Jacobi (1830) y mas tarde Kronecker y Weierstrass durante los
afos 1850 y 1860.

La definicion axiomatica del determinante que hoy conocemos como la unica funcion
multilineal alternada y que toma el valor 1 en la matriz identidad se debe a Kronecker

y Weierstrass.

Las conferencias de Weierstrass fueron publicadas después de su muerte en 1903 en
la nota sobre la teoria de determinantes. En ese mismo afo, las conferencias de
Kronecker sobre determinantes fueron publicadas, también como obra péstuma.
(Luzardo y Pefia, 2006. P 164)

Para finalizar este andlisis historico-epistemoldgico cabe resaltar la importancia del
trabajo de Alvarez (2013), de alli surgen y se toman varios apartes que

complementardn en gran manera nuestro analisis.
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ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO

Introduccion al algebra lineal. Howard Anton, tercera edicion, 1976.

Se escogio esta edicion antigua del libro de
Howard Anton debido al tratamiento que realiza del
concepto de determinante al introducir un enfoque
combinatorio en la parte inicial, en las posteriores
ediciones el enfoque combinatorio es trasladado a la
parte final y es visto como algo “curioso” y que no es
necesario trabajar en el aula de clase. Consideramos
esta edicién como algo Unica en este sentido y por eso
se decidio describirlo con detalle, recomendamos al
lector ver esta descripcion o remitirse al libro en su
defecto, cualquiera de las dos opciones es viable,
aunque, una parada obligatoria es el cuadro
comparativo realizado en la reflexion final de esta
investigacion, la cual se realiza un comparativo de
ciertos criterios de los libros analizados, asi que

empecemaos:

llustracion 9- Portada del libro:

introduccion al algebra lineal.

El libro Introduccion al Algebra Lineal de Howard Anton en su tercera edicion

del afio 1976 proporciona un tratamiento elemental de la materia, en la cual no se

requiere saber de calculo sin embargo plantea algunos ejercicios adicionales para

aquellos que han estudiado célculo.

El propdsito del autor con este libro es presentar de la manera mas clara posible

los fundamentos del algebra lineal dando prioridad al aspecto pedagdgico.
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En cuanto a las demostraciones de los teoremas prefirid ser un poco més selectivo,
dando prioridad a aquellas que considerd con mayor valor pedagdgico y dejando para el final
aquellas que a pesar de tener también cierto valor pedagdgico son mas dificiles y eliminé por
completo las que considerd que no aportaban dicho valor, haciendo énfasis en esos casos en

la aplicacion del teorema.

La filosofia aplicada al ordenamiento de este libro, que Anton considera es la
mejor a nivel pedagdgico, es que “el profesor debe ir de lo familiar a lo

desconocido y de lo concreto a lo abstracto” (Pag. 7)

Asi, dedica el primer capitulo del libro a los sistemas de ecuaciones lineales, y
posteriormente, de manera similar a como lo hacen otros libros de texto, dedica un capitulo
completo a la presentacion del concepto de determinante, sin embargo, existe la
particularidad que en el desarrollo del capitulo precedente no se menciona en ningun

momento el concepto de determinante.

Esta tercera edicion no presenta cambios significativos con respecto a las anteriores,
se introducen algunos ejercicios complementarios, una seccién nueva sobre geometria de
transformaciones lineales, simplificaciones de unos ejercicios de célculo, inclusién de nuevos
ejemplos y el suplemento contiene algunos temas nuevos como geometria plana, equilibrio

de cuerpos rigidos, problema de asignacion y graficas con computadora.

Bésicamente el libro se encuentra estructurado de la siguiente manera:
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reve indicacién de
o mo utilizar y sacar e
ia para el profeso _— .
naximo provecho del
libro

' Definiciones

Secciones ' Ejemplos

Introduccion al
Algebra Lineal

Ejercicios

Howard Anton [ [ [
’ Capitulos ’ Ejemplos ’ Ejercicios

este suplemento se
Respuestas a los ificluyen las respuesta
ejercicios alos ejercicios
planteados.

Esquema 4. Estructura del libro: Algebra Lineal, Howard Anton..

Cada capitulo tiene una estructura similar a lo que se plantea en la gréfica, sin
embargo, cada uno tiene sus particularidades segun el tema del que trate. En particular el
capitulo dedicado a los determinantes tiene la siguiente estructura:
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Ul

m—

eoremas

Ul

—

eorema

Ll

Como se puede observar los teoremas son tratados en puntos particulares y no en

Esquema 5. Estructura del tema determinantes en el libro.

generalidades en cuanto a los determinantes como tal ya que el autor comprende el

determinante como una funcion que a una matriz asocia un nimero real, a saber:

“El lector ya conoce funciones como: f(x) =senx y f(x) = x?2, las cuales
asocian un namero real f(x) con un valor real de la variable x. Dado que tanto x como
f(x) toman unicamente valores reales, se pueden describir esas funciones como
funciones de valor real de una variable real. En esta seccion se inicia el estudio de
funciones con valor real de una variable matricial, es decir funciones que asocian un
namero real f(x) con una matriz X. El objetivo principal es el estudio de una de esas

funciones denominada funcion determinante.” (Anton, 1976, p.77)

Luego de hacer esta presentacion asociada a conceptos del célculo, mas que a
conceptos de algebra lineal, menciona que esta funcion determinante tendra aplicaciones en

la teoria de sistemas de ecuaciones y en el calculo de inversas de matrices.
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Asi mismo, se enuncia un prerrequisito para poder llegar a definir la funcion
determinante: "permutacion”, se presentan una cantidad de ejemplos a fin de clarificar dicha
cuestion y se enuncia una caracteristica de las permutaciones relacionada con su paridad.
Aclarando que “una permutacion es par, Si el nimero total de inversiones es un entero par, y

se dice que es impar, si el nimero total de inversiones es un entero impar”. (p. 79)

Luego se define el producto elemental tomado de una matriz A y se relaciona
con las definiciones dadas de permutacién, para finalmente definir la funcion
determinante de la siguiente manera: “Sea A una matriz cuadrada. La funcion
determinante se denota por det, y se define det (A) como la suma de todos los

productos elementales con signo tomados de A” (Anton, 1976, p. 81).

Es interesante este tipo de definicion de determinante debido a que se sala de
cualquier marco de referencia de las definiciones comunes de diferentes libros de

algebra lineal utilizados.
Segun menciona el autor, en esta presentacion del determinante:

“Se ha aplicado el enfoque clasico de las permutaciones. En opinion del autor,
es menos abstracto que el enfoque a través de n formas lineales alternantes y
da al estudiante una mejor comprension intuitiva del tema que un desarrollo
inductivo” (Anton, 1976, p. 7)

A partir de alli se genera la introduccion de este enfoque combinatorio, Anton indica
que: “una permutacion del conjunto de enteros {1,2, ..., n} es un arreglo de estos enteros en

algln orden sin repeticiones” (Anton, 1976, p. 112)

Pone como ejemplo la permutacion de 3 enteros, donde indica que 1,2 y 3

tienen seis permutaciones diferentes, a saber:
(1,2,3) (2,1,3) (3,1,2)
(1,3,2) (2,3,1) (3,2,1)

indica que un método conveniente para enumerar las permutaciones es por medio de

un arbol de permutaciones, el cual ilustra con el siguiente ejemplo:
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Enumerar todas las permutaciones del conjunto de enteros {1,2,3,4}

Presenta la forma de resolverlo graficamente mediante un arbol donde el punto o
namero superior representa las posibilidades para la primera posicion, de él salen 3 ramas
que son las posibilidades para la segunda posicion, de cada una de ellas salen 2 ramas mas
que son las posibilidades para la tercera posicion y por ultimo nos queda una sola rama que

es la cuarta y altima posicion.

llustracién 10 .Arbol de Permutaciones

Con este ejemplo se observa que existen 24 permutaciones para el conjunto
{1,2,3,4} lo cual se deduce mediante el siguiente razonamiento: la primera posicion
tiene 4 posibilidades de combinacion, la segunda tiene 3 posibilidades, la tercera 2 y
la Gltima solo una posibilidad, asi las posibles combinaciones serian 4 X 3 X 2 x 1 =

24, es decir, 24 posibles combinaciones, o cuatro factorial.

Paso seguido Anton denota lo que es una permutacién general del conjunto
{1,2,...,n} la cual escribe (ji,j2, . jn) - AQui j; es el primer entero de la
permutacion, j, es el segundo, y asi sucesivamente. Se dice que en una permutacion
(j1i,j2, ---» Jn) OCUrre una inversion siempre que un entero mayor precede a uno menor.
El nimero total de inversiones que ocurren en una permutacion puede obtenerse como
sigue: 1) se encuentra el nimero de enteros que son menores que j; y que estan
después de j; en la permutacion; 2) se encuentra el nimero de enteros que son menores

que j, y que estan despues de j, en la permutacion. Se contintia este proceso de conteo
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para js, ..., jn—1. La suma de estos nimeros es el numero total de inversiones que hay

en la permutacion.

Luego propone un ejercicio para determinar el nimero de permutaciones en unos
conjuntos dados, y pasa a la siguiente tabla de ejemplo de la clasificacion de las

permutaciones:

par
impar

llustracién 11 .Clasificacién de las Permutaciones.

Pasa ahora a definir el “producto elemental de una matriz A nxn se entiende cualquier
producto de n elementos de A, de los cuales ningin par de elementos proviene del mismo

renglon o de la misma columna.” (Anton, 1976, p. 114)
Para explicar este concepto da el siguiente ejemplo:

Se pide enumerar los productos elementales de las siguientes matrices:

a1 Q412 Qg3

a;; ap
a)[a21 azz] b)[az1 a2z az3
az1 dszz dsz

Solucion a)

Como cada producto elemental tiene dos factores, y como cada factor proviene de un

renglén bien diferente, entonces un producto elemental se puede escribir de la forma.

a,—a; —

108



Donde los espacios en blanco indican nimeros de columna. Como ningun par de
factores en el producto proviene de la misma columna, entonces los nimeros de columna

deben ser 12 0 21. Asi los Gnicos productos elementales son a;;a,,Yy a;2a,;.
Solucion b)

Como cada producto elemental tiene tres factores, cada uno de los cuales proviene de
un renglon diferente, entonces un producto elemental se podria escribir de la forma:
a;—a; —az —

Como ningun par de factores en el producto proviene de la misma columna, entonces
los nimeros de columna no tienen repeticiones, en consecuencia, deben formar una
permutacion del conjunto {1,2,3}. Estas 3! = 6 permutaciones producen la siguiente

enumeracion de productos elementales:
(11022033 a12021033 13021032

a,11Aa23032 A1203037 A130A27037

Como indica este ejemplo una matriz A n x n tiene n! productos elementales. Son los

productos de la forma ay;,,asj,, ..., a,; , donde (ji,jz,...,jn) €S UNa permutacion del

conjunto {1,2,...,n} Por producto elemental con signo de A se entiende un producto
elemental a,;,a,j,, ..., anj, multiplicado por +1 o por —1. Si (ji,j2,..,jn) €S UNA
permutacion par, se usa el signo +, y si (ji,j2, .-, jn) €S Una permutacion impar se usa el
signo—.
Luego se da el siguiente ejemplo:
Enumerar todos los productos elementales con signo de las matrices:
ai1 A1z 0413

] b) (@21 Q22 a3
Q31 dzz dz3

3) [(111 a;
az1 04z

Cuya solucién muestra asi:
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. i o
et e R e
ayanasy; (1,2,3)
@y dnay, (1,3,2)
@y 0y,033 (2,1,3)

)iy, (2' 3! 1 )
@y3y,ay; (3,1,2)

alﬁna!l (3| 2v l)

lustracion 12. Solucidn al ejemplo de permutaciones

Ya aqui el autor introduce la definicion de combinatoria de una funcion determinante
asi:
Sea A una matriz cuadrada se define det(A) como la suma de todos los productos

elementales con signo de A.

Después de la introduccion del concepto el autor recurre a una representacion
simbdlica del mismo y parece plantearle al estudiante el uso del razonamiento analitico-

aritmético ligado con el aprendizaje memoristico (ilustracion 12).
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a,, a,

(1) det ’=u‘1an—a,2u“

a, ad;,

a,, a3 a
(ii) det | ay, @32 a3y | =a,,G32@3y + G)10330yy + @y Q3,043

dy, @y 4y = @330y — Q)03,a33 — Qy,Q3345;

lHustracion 13. Solucion del determinante de orden 2y 3.

A pesar de la importancia de estas formulas, sugiere que para su obtencion es

importante tener en cuenta el nemotécnico presentado en la ilustracion 13.

(a)

lustracion 14. Nemotécnico para solucionar un determinante de orden 3.

Posteriormente se plantea una serie de ejemplos en los cuales se aplican estas
férmulas, sin embargo, destaca la importancia de tener presente que este método no funciona
para matrices de 4 X 4 o superiores. Indica que estos generarian una gran cantidad de
calculos que ni la computadora més rapida podria resolver y por esta razon el resto del
capitulo lo dedica a desarrollar otras propiedades que simplifican el calculo para matrices de

n XxXn.

La seccion dedicada a este particular concluye indicando que una forma comun de
representar el “determinante de A es: det(4) = ), + a4j; a,jz ... anj, donde Y indica que se
deben sumar los términos sobre todas las permutaciones (j, jo, ..., jn) Y S€ Selecciona + 0 —

en cada término, seglin la permutacion sea par o impar.” (p. 82)

La presentacion de los conceptos, formulas y reglas nemotécnicas para el calculo del

determinante de una matriz se presentan a través de unos ejemplos tipicos sobre el célculo
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del determinante de matrices particulares. Los ejercicios sugeridos apuntan inicialmente al
uso del algoritmo, mas alla de pedir el célculo de determinantes donde algunas de las entradas
no son nameros sino letras. Asi mismo pide desarrollar una tabla en la que se enumeren los
productos elementales para una matriz de tamafio 4 X 4 y a partir de ella encontrar una
formula para el determinante de una matriz de dicho orden. Como ejercicio no tipico, aunque
pide hallar los valores de A en una matriz particular que hacen que el determinante de dicha

matriz sea cero (llustracion 14)

11. Halle todos los valores A para los que det (4) =0,
[i—-6 0 0

[/ =1 2 )
(a) A by 4=| O el =
| ’ 4

0 4 ;-4
12. Clasifique cada permutacion de {1,2, 3,4} como par o impar.

13. Utilice los resultados del ejercicio 12 para construir una formula para el deter-
minante de una matrizde 4 X 4

llustracion 15. Ejemplos de ejercicios planteados.

Posteriormente se presentan otros métodos o propiedades que habiamos mencionado
anteriormente para la obtencidn de determinantes. Comienza con una seccion dedicada al
calculo de determinantes mediante la reduccién a la forma escalonada de la matriz y se
presentan dos ejemplos de dicho célculo, asi como ejercicios de aplicacion de dicha técnica,

con matrices cuyas entradas son nimeros o letras.

Esto se plantea como “un método alternativo para evaluar los determinantes, que evita
la gran cantidad de célculos relacionados con la aplicacion directa de la definicion de
determinante” (p. 86)

Son presentados dos teoremas que podran aplicarse una vez reducida la matriz a una

triangular o a una version R escalonada de A, siendo A una matriz de n X n.

Teorema 2. Si A es una matriz triangular de n X n, entonmces det(A) es el producto
de los elementos de la diagonal principal, es decir, det(4) = a;.1a5.3 ... Ay
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Teorema 3. Sea A cualquier matriz de n X n.

(b) Si A’es la matriz que se obtiene cuando un solo renglén de A
se multiplica por una constante k, entonces det(A") = k det(A).

(©) Si A" es la matriz que se obtiene al intercambiar dos renglones
de A, entonces det(A") = —det(4).

(d) Si A" es la matriz que se obtiene al sumar un multiplo de uno

de los renglones de A a otro renglon, entonces det(A") = det(A).
(p. 88)

Del teorema 3 presentado se omite la demostracion y refiere a un ejercicio que plantea

probar los casos especiales de éste.

Después de estos ejercicios donde se aplican los teoremas 2 y 3, presenta otras
propiedades de la “funcion determinante”, comenzando por la traspuesta de una matriz, la

cual Anton (1976) explica de la siguiente manera:

Si A es cualquier matriz de m X n, entonces la traspuesta de A se
denota A® y se define como la matriz de n X m cuya primera columna es
el primer renglén de A, su segunda columna es el segundo renglén de A,

su tercera columna es el tercer renglén de A, etc. (p. 90)

Se muestran unos ejemplos de esta operacion y plantea las siguientes propiedades
para ella:
i. (AHt=A4
ii. (A+B)= A"+ Bt
iii. (kA)t = kA" donde k es cualquier escalar

iv. (AB)t = A'B¢

Luego de esto se plantea el teorema 4 con el que se demuestra que A y A® tienen en

realidad los mismos productos elementales con signo.

Teorema 4. Si A es cualquier matriz cuadrada, entonces det(4) = det(4%)
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Con respecto a esto Anton (1976) refiere:

En virtud de este resultado, casi todo teorema acerca de los
determinantes que contiene la palabra "renglon™ en su enunciado, también
es verdadero cuando se sustituye la palabra "renglon” por “columna”. A
fin de probar una proposicion relacionada con las columnas. Sélo se
necesita transponer la matriz en cuestion para convertir la proposicion
acerca de las columnas en una referente a los renglones, y a continuacion

aplicar el resultado conocido correspondiente, respecto a los renglones.
(p.91)

Para demostrar este teorema presenta ejemplos como el que se puede apreciar en la

ilustracién 15.

Por observacion; la matriz

3

|
N

&H 00
M

-l

tiene un determinante, cero, puesto que la primera y segunda columnas son proporcionales

llustracion 16. Demostracion teorema 4.

También explica la forma de calcularlo por otros métodos como convertir A en una

matriz triangular, tal como se aprecia a continuacion:

det(4) = det = (1)(7)(3)(—26) = —546

NO DN
w o O
_ W o o
N © OO

—26

El autor destaca que siempre es conveniente estar atentos a las columnas que

conforman las matrices y que nos podrian permitir acortar los calculos mediante la aplicacion
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de las propiedades conocidas. Este apartado incluye la relacion entre el determinante de una

matriz y la existencia de su inversa.

Anton (1976) en el quinto teorema que se refiere a dos matrices cuadradas del mismo

tamario asi.
Teorema5. Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamafio, entonces det(AB) =

det(A) det(B) (p.94)

El autor se refiere a este teorema de la siguiente manera: “La elegante sencillez de
este resultado, comparada con la compleja naturaleza tanto de la multiplicacién matricial
como de la definicion de determinante, es interesante y sorprendente.” (Anton, 1976; p. 94)
Sin embargo, prefiere omitir la demostracion de este teorema y pasar a la explicacion del

sexto:
Teorema 6. Una matriz cuadrada A es inversible si y solo si det(4) # 0.

La demostracion del teorema 6 se basa en teoremas anteriores y lo resuelve

utilizando las propiedades de matrices elementales.

Corolario. Si A es inversible, entonces

4et(4™) = Jet

Demostracion. Ya que A 1A =1,det(4 1 A) = det(1) ; es decir:
det(A~1) det(4) = 1. Supuesto que det(4) # 0, se puede completar la
demostracion al dividir todo entre det(A4) (Anton, 1976, p. 95).

Los ejercicios planteados para el final de esta seccidn tienen la misma estructura que
los ejercicios anteriores proponiendo la aplicacion de las propiedades y teoremas

anteriormente expuestos.

En una seccion final del capitulo se definen menor y cofactor, y se presenta la regla
de Cramer como parte de formulas que permitiran hallar la solucién de un sistema o calcular
la inversa de una matriz, si esta existe. En esta seccidn se presentan tres teoremas y los
ejercicios siguen la misma estructura de las secciones anteriores.

115



La Regla de Cramer la define asi:

Si A es una matriz cuadrada, entonces el menor del elemento a;; se
denota por M;;y se define como el determinante de la sub matriz que se
deja después de eliminar de A el i-ésimo renglon y la j-ésima columna. El
nimero (—1)**/M;; se denota por C;; y se conoce como cofactor del

elemento a;; (Anton, 1976; p. 98)

Luego de una serie de ejemplos y ejercicios con la aplicacion de esta regla llegamos

al siguiente teorema:

Teorema 7. Se puede calcular el determinante de una matriz A de nxn
multiplicando los elementos de cualquier renglon (o columna) por sus cofactores y sumando

los productos que resulten, es decir, paracadal <i<nyl<j<n,
det(4) = a,;Cyj + ap;Cyj + -+ ayCpj
(desarrollo por cofactores a lo largo de la j-ésima columna)
Y
det(A) = a;1Ciy + aipCip + -+ + @G
(desarrollo por cofactores a lo largo del j-ésimo renglon)

Este teorema se explica y se demuestra con una serie de ejercicios entre los que se
hace la observacion de que la estrategia que resulta mejor a la hora de evaluar determinantes
por medio del desarrollo de cofactores es aplicandolo en el renglén o columna que contenga

el mayor nimero de ceros, ya que esto ahorrara calculos y facilitara el proceso.
Presenta a continuacion:

Teorema 8. Si 4 es una matriz inversible, entonces

., 1 .
A= e Y@

Demostracion. Se demostrara primero que
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Aadj(A) = det(A) 1

Esta demostracion completa se omitird puesto que es muy larga y no aporta mayores
elementos al punto central de esta investigacion que es el punto de vista epistemologico de
los determinantes. Se dan en el libro, una serie de ejemplos de la aplicacion y luego se pasa

al teorema 9 que es propiamente la regla de Cramer:

Teorema 9. (Regla de Cramer). Si AX = B es un sistema de n ecuaciones lineales en
n incognitas tal que det(A) # 0, entonces el sistema tiene una solucion Unica. Esta solucion
es

o _det(d) - det(d;) _ det(4,)
17 det(4) 7% det(4) N7 T det(4)

en donde 4; es la matriz que se obtiene al reemplazar los elementos de la j-ésima

columna de A por los elementos de la matriz

esta demostracion es extensa y constituye conocimientos que se han desarrollado a lo largo
de los otros teoremas de formas diferentes en su aplicacion, por ende, se comentara la teoria

presentada por Dorier mencionada en el capitulo anterior.

Dorier (2002) afirma que de acuerdo al analisis epistemoldgico presentado parecia
conveniente el inicio del proceso de ensefianza del algebra lineal a partir del estudio de los
sistemas de ecuaciones lineales, y consecuente con este estudio ir realizando una
coordinacion con los conceptos que le estan intimamente ligados como lo es el concepto de

determinante.

La presentacion del concepto de determinante en el libro de Anton (1976) escapa a
esta perspectiva pues desarrolla la construccion del concepto de manera independiente de los
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sistemas de ecuaciones lineales, méas alla de hacer mencidn en la parte final del capitulo de
las aplicaciones que los determinantes pueden tener en la solucion de dichos sistemas.

Cabe acotar en esta parte que, por la época en que fue editado, la perspectiva bajo la
cual estd escrito el libro es una perspectiva aln asociada a la Matematica Moderna
prevaleciente en su momento. El autor del libro refleja una postura adherida a la idea de
avanzar de lo concreto a lo abstracto, y muchos de los conceptos tratados se presentan
mediante ejemplos numéricos y hasta donde es posible a través de una interpretacion

geomeétrica.

El mismo autor menciona que en algunas partes del libro se omiten las
demostraciones y se hace énfasis en la aplicacion de los teoremas, lo que a la luz de las
percepciones de autores como Sierpinska (ce. Dorier, 2002) podria considerarse como una
decantacion por una aplicacidn técnica donde prevalece el pensamiento practico sobre el

tedrico.

Por ultimo, los ejemplos y los ejercicios presentados en este capitulo siguen la
estructura clasica del desarrollo de los algoritmos presentados en cada seccion; a lo sumo dos
0 tres ejercicios de cada una de ellas representan una postura diferente, pero pueden terminar
conduciendo al desarrollo de algoritmos antes requeridos o relacionados con otro campo de

las matematicas.
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Algebra Lineal. Una Introduccién Moderna, David Poole, tercera
edicion, 2011.

La tercera edicion del libro Algebra Lineal.
Una Introduccion Moderna de David Poole, » ,
publicada en el 2011, surge como mejora de la ,"\lg(}lf)[‘ﬂ h_[’]g

segunda edicion y conserva el enfoque y las Lrva ke >(lll(‘(,'"l‘(lills\""ﬁ
|

caracteristicas de la misma. tnodéma

P H

La intencion del autor con este libro es
mostrar el &lgebra lineal mas alla de lo meramente
tedrico y permitirles a los alumnos descubrir sus
distintas aplicaciones. Esto convierte la catedra en
una materia mas que interesante a la hora de hacer

los estudios sobre el tema.

El libro cuenta con caracteristicas ;. .cion 17. portada del libro: algebra lineal
particulares que lo han convertido en uno de los una introduccion moderna.

textos de algebra favoritos de los educadores. Los temas que se tratan en el libro son
abordados en un lenguaje simple, facil de comprender por todos, se dan ejemplos y
aplicaciones de los teoremas y de los ejercicios propuestos. Asi mismo se contextualiza la
informacidn que se esta estudiando con breves apartados histéricos contenidos a manera de
comentario o informacion adicional, esto porque el autor considera necesario que los
alumnos sepan “algo acerca de la historia de las matemaéticas y lleguen a verla como un

esfuerzo social y cultural, asi como cientifico” (Poole, 2011, p. XIII)

Esto va de la mano o apoya el sentido de esta investigacion el cual es destacar la
importancia a nivel historico y etimologico de temas matematicos, especificamente las
determinantes. Por esto es destacable la vision de este autor con respecto al tema, el cual
incorpora a lo largo de todo el libro dando pequefios detalles biograficos de los autores y

contextualizando a nivel historico los teoremas y conceptos que se presentan. A pesar de esto
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es de destacar que ninguno de sus 7 capitulos y 5 apéndices esta dedicado exclusivamente a

determinantes.

La forma conversacional en la que esta escrito el libro es una de las caracteristicas
poco convencionales que le definen como una obra innovadora. En ella se pretende hacer una
introduccidn a la materia, de uno o dos semestres, mediante ejemplos concretos que permitan

descubrir una gran variedad de aplicaciones en distintas areas del conocimiento.

A nivel pedagdgico se adapta a cualquier metodologia de aprendizaje y a cualquier
estilo estudiante, teniendo como principio que “no existe un mejor estilo de aprendizaje. Se
adapta a las recomendaciones del Lineal Algebra Curriculum Study Group, y presenta
ejemplos concretos que preceden a los abstractos.

Se destaca también el hecho de que los conceptos claves son introducidos al inicio
del libro, dejando los conceptos mas fundamentales para los puntos especificos en los cuales
sera desarrollado el tema, repasando luego los conceptos clavé en la medida en que son
necesarios o requeridos. Esto le permite al aprendiz tener una idea clara de lo que va a trabajar
desde el inicio y le permite familiarizarse con los conceptos antes del momento de llegar a

temas mas complejos.

En el libro se hace bastante énfasis en vectores y geometria, teniendo en cuenta que
a pesar de que la filosofia del &lgebra lineal se fundamenta en vectores principalmente,

también es necesaria la intuicion que aporta la geometria.

Con respecto a los cambios que se realizaron para con la edicion anterior, ésta
incorpora los modelos econémicos lineales, reorganiza todo el primer capitulo, incorpora
mas de 400 nuevos ejercicios, mejora temas de redaccién, e incluso ha introducido mejoras
en el sitio web del libro las cuales se encuentran disponibles para los docentes permitiéndoles

su aplicacion en la ensefianza de la materia.

Tiene un apartado de Exploraciones en el que los alumnos mediante ejemplos
sencillos y ejercicios dinamicos, en algunos casos juegos, pueden irse adelantando de forma

intuitiva el contenido del capitulo siguiente.
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Tiene un apartado de Aplicaciones en el que se destaca el uso real de estos temas en
diferentes disciplinas que van desde la computacién hasta la psicologia, pasando por distintas
ramas del saber. Asimismo, podemos encontrar mas de 400 ejemplos sencillos con
explicaciones claras y detalles paso a paso de como resolver los ejercicios. Cuenta con mas
de 2000 ejercicios que, dicho sea de paso, son muchos méas que los que contienen los libros

de texto similares.

En el siguiente esquema se explica como esta estructurado el libro en cuanto a su
contenido, ejercicios, ejemplos y apartados especiales para cada capitulo, incluyendo los
teoremas y sus demostraciones, asi como las menciones histéricas que hace el autor sobre

temas puntuales.

ntroduccion

Definiciones

Definiciones
Ejemplos

Pemostraciones;

Teoremas
Capitulo Ejercicios
‘ Ejercicios

Secciones
Ejemplos Aplicaciones

Historias
Ejercicios

Exploracion

Comentarios

Esquema 6. Estructura del libro:Algebra lineal una introduccion moderna.

Como se menciond anteriormente, este libro a diferencia de otros similares, no dedica

un capitulo especifico al concepto de determinante, sin embargo, en el apartado 2 del capitulo
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4 hace mencidn extensa del tema e introduce el concepto de determinante contextualizdndolo

primero en el origen y uso del término.

Destaca el hecho de que en el libro comentan que el concepto de determinante se
origino dos siglos antes del concepto de matrices a pesar de que actualmente se ensefian de

forma inversa.

En la parte de la notacion refiere que el determinante de una matriz puede ser
representado con la siguiente notacion: |A|, asi para la matriz anteriormente presentada
podemos usar la siguiente definicion:

a1 Qg2
Al = |

= = 4109, — aq2Q
aq a22| 11422 124421

Sin embargo, advierte que esta notacion no debe ser confundida con el valor absoluto,
indicando que se debe ver el contexto en el que se encuentra la notacion, cual es el proposito

que se tiene y a que se refiere.

Finalmente, la definicidn propuesta de un determinante de orden 3 en el libro se puede

observar en la siguiente imagen:

a 1 a as
Definicion SeaA = a,, @, a, |. Entonces el determinante de A es el escalar
Ay Ay Qi
}a_.l a,

7 U‘ 1
‘th ass

det A = |A| = ap, (1)

“*l tlig

llustracion 18. Definicion de determinante de orden 3.

Se muestra siguiendo la anterior definicion, puede ser abreviada:

detA = alldetAll - alzdetAlz + a13detA13
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3
- Z(—1)1+i a;jdetA;;
=

Para cualquier matriz cuadrada A detA;; se llama menor — (i,j) de A.

Posteriormente plantea un método diferente en el que se copian las dos primeras
columnas de A a la derecha de la matriz donde se toman como productos 6 diagonales en las
cuales se agrega posteriormente el signo de suma a los descendentes y de resta a los

ascendentes.

Luego de estos métodos pasa a la definicion de las determinantes de matrices n x n,

que podemos observar en la siguiente imagen:

Definicion Sca A = [a,] una matriz de n X n, donde n = 2. Entonces ¢l defer-
minante de A es el escalar

det A= |A| = a,,det A, —a,, det A, + -+ (—1)"""a,, det A,,

(—1)""a,; det A,. (3)

‘n[* A =

llustracion 19. Determinante de una matriz nxn

Con respecto a la definicién presentada anteriormente (ilustracion 18) el autor hace

la siguiente observacion:

Es conveniente combinar un menor con su signo mas o menos. Para este fin, se define

el cofactor — (i, j) de A como
= (—1)”’1detAl]

Con esta notacion la definicién de la ilustracion 18 se convierte en

n
detA = Z aij CU
j=1
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Con esta definicion, conocida como expansion por cofactores a lo largo del primer
rengldn tiene la particularidad de que se obtiene exactamente el mismo resultado a expandir
a lo largo de cualquier renglon o de cualquier columna y esto lo destaca el autor como un
hecho sorprendente. Sin embargo, no entra en la demostracion sino hasta el final de la seccion
de determinantes. Puesto que esta seccion es bastante extensa se pasara inmediatamente al

Teorema de expansion de Laplace tal como se presenta en el libro en el teorema 4.1:
Teorema de expansion de Laplace
El determinante de una matriz A de n x n, donde n > 2, puede calcularse como

detA = ailCil + aizCiz + -+ amCin

ijeij

.[\94:

1l
[y

J

(que es la expansion por cofactores a lo largo del i-ésimo renglon) y también como

detA = alelj + aszzj + -+ ananj

n
= ) ai;Cy
i=1

(la expansion por cofactores a lo largo de la j-ésima columna). (p. 277)

Se recalca la utilidad de este teorema cuando la matriz contiene un renglén o columna
con muchos ceros, ya que reduce el nimero de cofactores que se deben calcular. Esto se ve

mas claramente con ejemplos presentados en el libro.

En este punto, el autor del libro menciona una breve resefia historica sobre Laplace
donde destaca que fue examinador de Napoledn Bonaparte, y que cuando éste estuvo en el
poder sirvio como Primer Ministro del Interior y luego como Canciller del Senado; fue
condecorado con el titulo de Conde del Imperio y posteriormente recibi¢ el titulo de Marques

de Laplace.
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Luego del teorema de Laplace presenta también otros teoremas interesantes que son

mas eficientes a la hora de calcular el determinante de una matriz de nxn. Al final de este

andlisis se dan ejemplos y demostraciones de los mismos.

Partiendo de las propiedades de las matrices se pueden evaluar los siguientes teoremas

presentados en el libro, por eso el autor presenta los siguientes aspectos:

determinante de una matriz triangular.

El determinante de una matriz triangular es el producto de las entradas en su

diagonal principal. Especificamente, si A = [al-j]es una matriz triangular de nxn,

entonces

detA = a;1a5; ... Ay

Matriz cuadrada.

Sea A = [a;;] una matriz cuadrada

a. Si A tiene un rengldén (columna) cero, entonces detA = 0
b. Si B se obtiene al intercambiar dos renglones (columnas) de A,
entonces detB = —detA.

C. Si A tiene dos renglones (columnas) idénticos, entonces detA =

0

d. Si B se al multiplicar un renglon (columna) de A por k, entonces
detB = kdetA

e. Si A, By C son idénticas, excepto que el i-ésimo renglén (columna) de

C es la suma de los i-ésimos renglones (columnas) de A y B, entonces C =
detA + detB
f. Si B se obtiene al sumar un mdaltiplo de un renglon (columna) de A a

otro rengldn (columna), entonces detB = detA.

Matrices elementales.

Sea E una matriz elemental de n x n.
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a. Si E resulta de intercambiar dos renglones de I,,, entonces detE = —1.

b. Si E resulta de multiplicar un renglén de I,, por k, entonces detE = k.

c. Si E resulta de sumar un maltiplo de un renglén de I,, a otro renglon, entonces

detE = 1.

Sea B una matriz de n x n y sea E una matriz elemental de n x n. Entonces
det(EB) = (detE)(detB)

e Matriz cuadrada.

Una matriz cuadrada A es inversible si y solo si detA # 0. (p. 280)

Ahora el autor pasa a analizar las determinantes y operaciones matriciales en el libro,
donde buscara explica las relaciones entre una y otra, en los casos en los que existan. Asi

llega al Teorema de Cauchy.
Si A es una matriz de n x n, entonces
det(kA) = k™detA

También hace una breve resefia histérica de Cauchy donde destaca su labor como

matematico con mas de 700 articulos sobre ecuaciones diferenciales y definiciones.

El libro de Poole es muy completo en el tratameinto de los teoremas y

demostraciones, otros de los teoremas mostrados en el libro son los siguientes:
Si Ay B son matrices de n x n, entonces
det(4AB) = (detA) (detB)
Y

Si A es invertible, entonces

1 1
det(A™) = ot d

Luego pasa a explicar la Regla de Cramer tal como se muestra en la ilustracion

siguiente.
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Regla de Cramer

Sea A una matriz de n X n invertible v sea b un vector en R*. Entonces la solucion

unica x del sistema Ax = b estd dada por

det(A;(b))
det A

lustracion 20. Regla de Cramer

Como comentario a este teorema el autor agrega que es “computacionalmente
ineficiente para todos los sistemas de ecuaciones lineales, excepto los pequefios, pues

involucra el calculo de muchos determinantes” (p. 287)
El siguiente teorema presentado es el de la adjunta o traspuesta conjugada:

Sea A una matriz de n x n invertible. Entonces

L1
AT = adjA

Y posteriormente la demostracion del Teorema de Laplace.

Finalmente, esta seccion la concluye con una breve resefia historica sobre las
determinantes. Con la cual se pretende contextualizar los conceptos anteriormente expuestos.
Se habla de Seki y Leibniz, que fueron los primeros en introducir el concepto en 1683 y 1693
respectivamente pero no es sino hasta 1748 cuando aparecen formalmente en el tratado de
algebra de MaClaurin quien incluyo la regla de Cramer hasta el tamafio 4x4, posteriormente
en 1772 Laplace dio una demostracion de su teorema de expansién y la regla fue probada por
Cramer en 1750 aplicado el ajuste de curvas. También la seccion tiene un apartado interesante

sobre una forma de resolver los determinantes, llamado método de condensacion.
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Método de Condensacién de Lewis Carroll

Alicia En El Pais De Las Maravillas es, sin duda una obra reconocida
mundialmente, y del por qué se empezd mencionando esta obra es porque Charles
Lutwidge Dodgson, mejor conocido por el seudénimo de Lewis Carroll realizo esta
maravillosa obra, también hizo un buen aporte al estudio de los determinantes al crear
este método mediante el cual la matriz se va reduciendo “condensando” hasta que nos
queda el determinante de cualquier matriz de tamafio n x n. Basicamente se podria
decir que es un algoritmo para ir reduciendo un determinante a otros de menor tamafio,
pero con una cualidad y es que solo se calculan determinantes de orden 2, sin importar
el tamafo de la matriz, es un método interesante, pero tiene una debilidad y resulta que
si la matriz posee un coeficiente con valor 0 no funciona el método de condensacién,
el autor es consciente de ello y recalca que si esto ocurre se puede aplicar propiedades

mediante columnas o filas para reducir el cero.

A continuacion, Poole explica brevemente en qué consiste el método y como
se aplica para la solucién de cualquier determinante. Ante todo, plantea que debemos

conocer la siguiente definicion:

Definicion  Si A es una matriz de 1 X n, con n = 3, el interior de A, denotado
int(A), es la matriz (n — 2) X (n — 2) que se obtiene al borrar el primer renglén, el
ultimo renglén, la primera columna y la dltima columna de A.

llustracion 21 Definicion del método de C.L Dodgson del libro Algebra lineal, una

introduccién moderna de David Poole 3ra Ed

Poole establece una analogia que es valida, si imaginamos el proceso de
desarrollo de el método de condensacion como una piramide (ver ilustracion 22),
donde la base A, es el determinante original, cada vez que se realiza un procesos en el
método el determinante se va reduciendo asi de A, pasaria a A; y asi
consecutivamente hasta llegar a A5 que corresponderia a una matriz de tamafio 1 x 1

que contendra el detA. Cada proceso conlleva un numero determinado de soluciones
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de determinantes de orden 2, esto es lo novedoso e interesante de este sistema, lo cual

lo hace fécil de calcular aunque siempre tengan bastantes calculos.

llustracién 22 Forma del método de condensacion del libro Algebra lineal, una introduccion

Poole utiliza el siguiente ejemplo,:

A=]|2

-4 1

moderna de David Poole 3ra Ed

N R RN

Comenzamos por construir una matriz A, de 6 X 6 cuyas entradas son todas

1. Ahora igualamos A; = A.

Se va condensando de la siguiente manera: A; en unamatriz A5 de 4 X 4 cuyas

entradas son los determinantes de todas las submatrices de 2 x 2 de A;:

I
1 2
>
5 3l

3 1

H—4 1

3 -1
2 3
2 3
-1 2
-1 2
1 -1
1 -1
1 0

-1 2
3 1
|3 1
2 1
2 1
-1 2

-1 2
0 1
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Ahora se divide cada entrada de A5 por su correspondiente de int(A4,) y

obtendremos la matriz A, y como A, es toda nimeros 1, entonces A, = Aj.

Repetimos el procedimiento para obtener A5 a partir de las submatrices de 2 x
2 de A,. Luego se divide cada entrada de A3 por su correspondiente de int(A;) Y se

continda de esa manera:

”1 11| |11 -7 -7 —8]

P || | ' |1 5|| 62 60 —27
Y g—;j‘[‘fz“ s 2|
NI

A;=|-30/-1 36/2 -—29/1|=[30 18 —29

62/2 60/3 —27/1] [31 20 —27]
12/1 —4/-1 26/2 12 4 13

31 20 |20 =27
A = ('30 181 118 —291f _ [—42 —94
W= =

|30 18 |18 —29 —96 350
13
—42/7 —94/1 _94
[ 96/—1 350/5] [96
=158 3= oo

As = [8604/18] = [478]

Este resultado se puede comprobar por otros métodos. En lineas generales con
este método siempre una matriz A de n X n producird una matriz 4,, de 1 X 1 cuyo

contenido serd el detA.

Se puede profundizar mas acerca del método de condensacion de Lewis Carrol
en el documento de Alvarez (2013) péaginas 153-154, el cual muestra detalles

historicos y de la importancia computacional que tiene el método.

Ya para finalizar esta descripcidn del libro de Poole se hace necesario comentar que

el libro hace aportes histdricos interesantes, por ejemplo, se comenta en él, que no es sino
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hasta 1801 cuando Gauss emplea por primera vez el término “determinante”. Luego en 1812
Cauchy los usa por primera vez en sentido moderno y desarrolla la teoria temprana de los
mismos, incluyendo resultados importantes como la regla del producto para determinantes,
el polinomio caracteristico y la nocion de una matriz diagonalizable. Y que en 1841 que se
hacen populares los determinantes gracias a la intervencion de Jacobi, aunque en el contexto

de funciones de varias variables.
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Algebra Lineal, Stanley Grossman, quinta edicion, 1996.

La quinta edicion del Algebra Lineal de
Stanley Grossman, publicado en el afio 1996,
contiene pequefios cambios con respecto a la
edicion anterior. Estos provienen de las
evaluaciones realizadas por algunos usuarios y otras
personas autorizadas para tal fin. El autor tiene dos
metas principales para con este libro, que se
encuentran en concordancia con lo planteado por
Poole (2011) en su libro: Algebra Lineal una

Introduccion moderna.

Grossman (1996) quiere hacer accesible el
algebra lineal al mayor numero posible de

estudiantes en una gran variedad de disciplinas,

i e E!

A~

.

Stanley I. Grossman

lHustracion 23. Portada del libro: algebra

destacando sus distintas aplicaciones. También lineal, Stanley Grossman

quiere reforzar conceptos en aquellos estudiantes

que “necesitan solo conocimientos firmes del algebra correspondiente a la ensefianza media

superior” (p. vii).

Grossman (1996) describe las caracteristicas de su libro como se muestra en el

esquema 5.

También es interesante ver que al igual que Anton (1976) Grossman incluye la

interpretacion geométrica de algunos ejercicios, con el fin de lograr otra perspectiva en la

comprension de los conceptos planteados.
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Ejemplos

Ejercicios

Teorema Resumen

Algebra Lineal
Grossman

Autoevaluacion

anejo de Calculadora

fesiimenes de Capitulo

>4 4 ejemplo ONn pasos
algebraicos y ayudas
didacticas

Vs de 2400 como
herramienta de
aprendizaje

Jpariencia no tienen nada
dn comun en el estudio dé
matrices y ecuaciones
lineales

nultiple agregados para
ver si el estudiante
éntiendo las ideas basica
de la seccion

omo usar la calculadora
graficadora en
leterminados problemas

esultados importantes
del capitulo y algunas
referencias de paginas

Esquema 7 Estructura del libro: Algebra lineal, Stanley Grossman.
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Incluye, ademas de lo que vemos en el esquema 5, temas de Geometria, destacando
que algunas ideas del algebra se entienden mejor observando su interpretacion geométrica.
Al igual que Poole (2011), Grossman considera importante contextualizar algunos conceptos,

por eso incluye lo que él llama “semblanzas historicas” dispersas a lo largo del libro.

Esta edicion incorpora ciertas novedades como los problemas de autoevaluacion, el
manejo de la calculadora, tutorias y problemas en MATLAB. También introduce una
presentacion de la multiplicacion de matrices como una combinacién lineal de las columnas

de una matriz y la multiplicacion de matrices de bloques, una seccién dedicada a la
factorizacion LU.



Dos secciones de los métodos numéricos que estaban en la edicion anterior como son
los métodos iterativos para resolver un sistema de ecuaciones y para calcular los valores y
vectores propios, no aparecen en esta edicion porque se considerd que lo mas probable es
que los estudiantes resuelvan estos problemas numéricos usando algin software como
MATLAB.

Una de las mayores novedades esta asociada precisamente a este software ya que se
incorporaron mas de 230 problemas opcionales para resolverlos a través de él. Estos estan
distribuidos en varias secciones, disefiados para que el usuario vaya conociendo los
comandos a medida que los ejercicios lo exigen. Hay ademas 10 herramientas elementales
de algebra lineal en un disco con archivos tipo M, es decir, pequefios programas de MATLAB
que se relacionan con muchos de los problemas planteados. Este afiadido adicional de

MATLAB hace que esta edicion tenga 130 paginas mas que la edicion anterior.

El libro se encuentra organizado por capitulos y ellos a su vez tienen una estructura
en la que presentan el contenido. Tal estructura es similar a la que se muestra a continuacion

en el esquema 6.
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especificamente el segundo capitulo del libro. Este se presenta tras haber abordado con

Teoremas
Definiciones

Demostraciones

Aplicaciones

Capitulos Propiedades

Ejercicios

historicas

Resumen

Esquema 8 Estructura de los capitulos

Grossman (1996) dedica un capitulo completo al tema de los determinantes,

anterioridad el tema de las ecuaciones lineales y matrices.

el libro se da en el capitulo 1, cuando se aborda el tema de la inversa de una matriz, tal como

se puede apreciar en el determinante de una matriz de tamafio 2 X2, resumiendo en tres

Parece relevante mencionar que la primera definicién de determinante que aparece en

aspectos la definicion:

e Sedefined = [

ajq a12]
Az Al

Se dEfIne, detel’mlnante de A = a11a22 - a12a21

El determinante de A se denota por detA
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Esto para explicar el teorema que indica que una matriz A solo es invertible si su
determinante es diferente de 0. El capitulo 2 comienza haciendo referencia a esta mencion

previa del concepto de determinante.

Grossman (1996) presenta la notacion de una determinante |A| y, al igual que otros
autores, como en el algebra lineal de Poole insiste en que no debe confundirse con la notacion
de valor absoluto aclarando que “|A| es el det de A si A es una matriz cuadrada, |x| denota el

valor absoluto de x si x es un nimero real o complejo” (p. 172).

Comienza el trabajo con determinantes de matrices de n X n, explicando que se
utilizara lo anteriormente explicado de matrices de 2 x 2 para definir los determinantes de
tamafio 3 x 3, 4 x 4, y asi sucesivamente. Define el determinante de tamafio 3 x 3 tal como

Se muestra a continuacion:

determinante de tamafo 3x3

a;; A1 Qg3
Sea A = |az1 Qzz azz|. Entonces
azi; dzp dAzz

Az, dz3

a1 dzs
detA == |A| == a11 |a32 a33 |

azy a22|
asz; dsz

as|
Blaz; as;

| a2

Explica los métodos para el célculo de estos determinantes comenzando por la
definicion con dos ejemplos propuestos, y luego el método de adjuntar las dos primeras
columnas y colocar la suma de los productos, siguiendo el método de las diagonales con

signos positivos hacia abajo y negativos hacia arriba (ilustracion 25).

llustracion 24 Método para el calculo de determinantes de orden 3.
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Destaca que este método solo funciona para determinantes de matrices n x n donde n
> 3 puesto que de lo contrario arrojara valores equivocados. Luego de explicar este método
pasa a la siguiente definicion, en la cual explica con dos ejemplos donde elimina el primer

renglon y la tercera columna de A, y luego el tercer renglén y la segunda columna:

Menor. Sea A una matriz de n x ny sea M;; la matriz de (n — 1) X (n — 1) obtenida

de A eliminando el renglén iy la columna j. M;; se llama menor ij de A.

Continua con la definicion de Cofactor, la cual tiene sentido siendo que se va a definir
una determinante de una matriz n X ny se asume que ya se sabe lo que es el determinante de
(n-1) x(n-1).

Cofactor. Sea A una matriz de n x n. El cofactor de ij de A, denotado por 4;; esta
dado por
Ay = (=D | My
Esto es, el cofactor ij de A se obtiene tomando el determinante del menor ij y
multiplicandolo por (—1)**/. Observe que:
_1 i+j_{1 sii+jespar
=D = -1 sii+jesimpar
La siguiente definicion es la de determinante de una matriz de n x n donde éste se
halla mediante la expansion por cofactores en el primer renglon de A, que ya ha explicado,

pero se aclara que se obtendra la misma respuesta si se expande por cofactores en cualquier

renglén o columna.

Este tipo de célculo resulta tedioso por la cantidad de determinantes que deben ser
calculados para llegar al resultado final, por lo que se han desarrollado técnicas que lo
simplifican y Grossman las presenta también, recordando que igualmente hay matrices para
las que es realmente sencillo calcular el determinante. Como ejemplo esta la matriz

triangular, de la cual recuerda la definicién, para una mejor comprension.

Sea A = (a;;) una matriz de n x n triangular superior o inferior. Entonces
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detA = a11a22a33 ann

Esto es: el determinante de una matriz triangular es igual al producto de sus
componentes de la diagonal. Grossman paso seguido demuestra que se cumple para cualquier

matriz nxn.

Para Grossman es importante la comprension del concepto de determinante desde el
punto de vista geométrico, de un determinante, asi es que presenta la grafica de la

interpretacion geométrica de un determinante de tamafio 2 x2:

|
Pl
B(b, d) UA/ ' ,,] \\
T \

lustracion 25. Interpretacién Geométrica de un determinante de tamafio 2x2

El area generada por A = |detA]|.

Grossman demuestra la anterior afirmacion por medio de geometria analitica

(distancias, areas del paralelogramo, pendientes, etc.)

Finalmente, en esta seccién propone ya una serie de ejercicios de autoevaluacion y
las recomendaciones para el uso de calculadora graficadora, asi como también propone una

serie de ejercicios para resolverlos mediante la utilizacion de un software como MATLAB.

La siguiente seccion esta dedicada a las propiedades de los determinantes donde
presenta conceptos interesantes como el teorema en que expresa la propiedad distributiva en
el producto de los determinantes asi: el determinante del producto es igual al producto de los

determinantes.
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detAB = detA detB

Sin embargo, aclara que esta misma propiedad no aplica para la suma ya que el
determinante de la suma no siempre es igual a la suma de los determinantes. Plantea a

continuacion el siguiente teorema:

Si una matriz cuadrada A tiene la factorizacion LU, A = LU donde L tiene unos en la

diagonal, entonces

detA = detU = Producto de los elementos de la diagonal de U.

La cual explica por medio del siguiente ejemplo:

Uso de la factorizacién LU para calcular el determinante de una matriz de 4 x

2 3 2 4
4 10 —4 O
-3 -2 -5 =2
-2 4 4 -7

Calcule detA, donde 4 =

Sabemos que A = LU, donde

2 3 2 4
10 4 -8 -8
U‘oos 9

0 0 0 -—49
Por lo que detA = detU = (2)(4)(3)(—49) = —1176.

El siguiente teorema que plantea Grossman es el correspondiente a la factorizacion
PA = LU donde P es una matriz de permutacién y L 'y U son como antes, se entiende lo

siguiente:

Este teorema tiene su explicacion mediante un ejemplo donde se calcula el

determinante de una matriz de tamafio 3 x 3, de alli se pasa al siguiente teorema:

detA' = detA
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El cual se demuestra mediante la aplicacion de los teoremas anteriores para hallar el
determinante de A, en el caso de que A = LU. Grossman explica que la demostracion

completa seré& colocada como referencia en las conclusiones al final.

Se aclara que el determinante de una matriz es el mismo de su traspuesta, y que como
todos los teoremas han sido explicados respecto a los renglones, se asume que aplican
también para sus columnas. La demostracion de esto se presenta hasta el final del libro ya

que el autor considera que es mas compleja.
A continuacion, pasa a un siguiente teorema referido a una matriz de n X n:

Teorema basico. Sea

a;; Qg2 QAin

a; Qp; arn
A= .

An1 Qnz = Qnn

Una matriz de n X n, entonces:

n
detA = a;1Ap + ipAip + -+ AinAin = z AikAik
i=1
parai = 1,2, ...,n. Es decir, se puede calcular detA expandiendo por cofactores en
cualquier renglon de A

A partir de lo anterior Grossman define varias propiedades, las listaremos a
continuacion pero omitiremos sus demostraciones debido a que estas se encuentran mas

detalladas en el libro.

1. Si el renglén i o la columna j de A se multiplica por un escalar c, entoces
detA se multiplica por c, es decir si se denota por B esta nueva matriz,

entonces:
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aiq ) A1n a1 Qg2 Ain
azy a; Arn a1 QA arn
gl=| : ol : 3
1B €1 CAqp -+ C4jp a1 QG o Qi |4l
ap1  Apn2 Ann ap1  Qp2 Ann

Grossman demuestra esta propiedad utilizando la expansion por renglones.

2. detC = detA + detB , donde:

all a12 ves alj ves alTl all a12 “es alj ces alTl
a21 a22 e a2] e aZn a21 a’22 oo a2] cee aZn
Sea A = . . . | B=] . : ) "y
Ap1 Qnz = QApj = App an1 Qpz - QApj - App
[all a12 oo alj —+ aij e ain]
C=|a21 az, o a2j+a2j o aznl
ny Gnz  ** Qpj T Anj - App

Suponiendo que A4, B y C son idénticas excepto por la columna j y que la columna j
de C es la suma de las j-ésimas columnas de A y B. Entonces, detC = detA + detB. La

misma afirmacién es cierta para renglones.

Se presenta una demostracion de esta propiedad mediante la expansion de C con

respecto a la columna j.

3. Elintercambio de dos renglones (o columnas) distintos de A tiene el efecto de

multiplicar el detA por —1.

Se prueba la afirmacion para los renglones y se supone primero que se intercambian

dos renglones adyacentes.

4. Si A tiene dos renglones o columnas iguales entonces detA = 0, se
demuestra suponiendo que los renglones i y j de A son iguales.

5. Si un rengléon o columna de A es un multiplo escalar de otro renglon
(columna) entonces detA = 0.
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6. Si se suma un multiplo de un escalar de un renglon (columna) de A a otro

renglon (columna) de A, entonces el determinante no cambia.

Estas son todas las propiedades que se presentan con el fin de hacer mas sencilla la

posible evaluacion de determinantes de alto orden.

Conociendo estas propiedades se pueden aplicar técnicas que hagan més sencillo el
calculo del determinante como reducir por renglones usando la propiedad 7 hasta que tenga

una forma en la que pueda ser evaluada facilmente, o utilizar el método por adjunta..

Posteriormente Grossman coloca una serie de ejemplos y soluciones donde se observa
la aplicacion de estas propiedades para simplificar el calculo de un determinante. Después de
conocer estas propiedades continta la exposicion de los teoremas, ahora entrando en el

teorema 6 que indica que, siendo A una matriz de n X n, entonces:
Teorema 6. Sea A una matriz de n X n. Entonces

a1 Aj + aplj; + -t apmipy SITF ]
Cuya demostracion se encuentra inmediatamente

Luego de que se plantea este teorema se pasa a una serie de ejercicios de
autoevaluacion, explicaciones para el uso de la calculadora graficadora, y se proponen
ejercicios para resolver con MATLAB.

La siguiente seccion del libro estd dedicada a las demostraciones de tres teoremas
mas complejos, y a la presentacion del contexto historico de las determinantes. Los teoremas
que se estudian y se demuestran, no seran colocados con su demostracién acé ya que no es
el objetivo de este andlisis, solo se mencionara que fueron abordados por el autor en un
apartado diferente por considerarlos de mayor complejidad, a continuacion, los teoremas

presentados por Grossman:
Teorema 1. Teorema basico: Sea A = (a;;) una matriz de n X n. Entonces
detA = a;j1Aj1 + aipApp + -+ ailin
= apdis + apAip + 0t apdim
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= alelj + aszzj + -+ anjAnj
Parai =1,2,..,nyj=12,..,n

Lema 1. Sea E una matriz elemental:

I. Si E es la matriz que representa la operacion elemental Ri:Rj, entonces detE =
-1.

i Si E es la matriz que representa la operacion elemental R; — R; + cR;, entonces
detE =1

iii. Si E es la matriz que representa la operacion elemental R; — cR;, entonces
detE = c.

Lema 2. Sea B una matriz de n X n 'y sea E una matriz elemental. Entonces
detEB = detE detB

Teorema 2. Sea A una matriz de n X n. Entonces A es invertible si y solo si detA +

Finalmente, el Gltimo teorema es el que indica que sean A y B matrices de n x n,

entonces:
detAB = detA + detB

En la resefia histdrica se destaca que este mismo teorema fue demostrado por Cauchy
en 1812, asi mismo destaca lo fructifera de la obra de este autor quien en cuanto a
contribucion literaria al estudio de la matematica solo es superado, cuantitativamente, por
Euler. Sin embargo, fue el quien establecié el estandar para las publicaciones matematicas
haciendo mas dificil la publicacion de obras ya que no se permitia la intuicion, sino que se

exigian demostraciones formales.

La expansion de un determinante por cofactores fue utilizada por primera vez por
Pierre Simon Laplace quien es mas conocido por su explicacion de la transformada que se

estudia en los cursos de matematicas aplicadas.

143



Luego de Laplace menciona al siguiente contribuyente en la historia de los
determinantes que es Carl Gustav Jacobi con quien la palabra determinante logrd su
aceptacion final, fue el primero en usar un determinante aplicado a las funciones para
establecer la teoria de funciones de varias variables, método que seria llamado mas tarde por

Sylvester como determinante Jacobiano.

Por ultimo, cita la contribucion de Charles Dodgson con su libro An Elementary
Theory of Determinants, publicado en 1867 (este autor es mas conocido por su pseudénimo
Lewis Carroll con el cual publico el famoso cuento de Alicia en el pais de las maravillas). En
su libro Dodgson da las condiciones bajo las que los sistemas de ecuaciones tienen soluciones
no triviales. Con mas detalle hablamos también de su método de condensacidn en el apartado

del analisis del libro de algebra lineal de David Poole.

Luego de este apartado histérico pasa a una siguiente seccién en la que habla de
determinantes e inversas donde se indica que se puede calcular la inversa de una matriz
mediante el uso de determinantes. Asi presenta el primer teorema de esta seccion donde
basicamente veremos la aplicacion de los determinantes que ya se han estudiado para los

calculos matriciales:

Teorema 1. Si A es invertible, entonces detA # 0y

detA™! =
¢ detA

Pero antes del uso de determinantes para el calculo de la inversa el autor prefiere
definir y dejar claro el concepto de adjunta de esta manera nos dice que sea A una matriz de
n X ny sea B dada por la matriz de sus cofactores entonces la adjunta de A, que se denota

adjA, es la traspuesta de la matriz B de n X n; y la presenta asi:

Ay Ay o Ap
adj A=B' = A}Z A:ZZ A’jz
A Apn 0 Apn

Aclara también que en algunos casos podemos encontrar el término adjugada de A en
lugar de adjunta ya que adjunta tiene un segundo significado en matematica y también indica
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que no debemos olvidar trasponer la matriz por cofactores antes de hacer el calculo de la

adjunta.

Nos presenta el siguiente teorema donde se observa que la adjunta de una matriz A

tiene como resultado final el determinante de A por 1, asi:
Sea A una matriz de n X n. Entonces

[detA 0 0 .0
| 0 detA 0 - 0
(A)(ade)=| 0 0 detA 0 |=(deta)1

e — |

0 0 0 - detA
Grossman muestra el tercer teorema de esta seccion el cual indica lo siguiente: Sea A

una matriz de n X n, entonces A es invertible si y solo si detA # 0. Si detA +# 0 entonces:

At = qdj
detA

Luego presenta unos ejemplos de coémo usar el determinante y la adjunta para calcular
la inversa de una matriz, haciendo la observacion de que en una matriz n X n sin > 3 es mas
facil por lo general calcular la inversa con la reduccién por renglones que usando la adjunta
de A. Aclara también que en muchas ocasiones las matrices estan representadas de forma
simbolica (variables) y no numérica, en cuyo caso la manera mas sencilla de proceder es

mediante el calculo de determinantes, sobre todo esto se ve en la teoria de control.

Posteriormente presenta un “Teorema de Resumen” donde destaca las siguientes

afirmaciones que se cumplen para una matriz de n X n:

- Aesinvertible

- Ladnica solucién al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial (x = 0)
- Elsistema Ax = b tiene una solucién Unica para cada n-vector b

- Aesequivalente por renglones a la matriz identidad de n X ny1,

- Aesel producto de matrices elementales.

- La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes

- detA#0
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Todas estas afirmaciones fueron demostradas por los teoremas presentados
anteriormente. A continuacion, se presentan una serie de ejercicios de autoevaluacion y unos

también unos ejercicios planteados para ser resueltos con MATLAB.

El siguiente punto o seccion esta dedicado a la regla de Cramer, un viejo método
utilizado para resolver sistemas con el mismo ndmero de incognitas y ecuaciones. Sin

embargo, lo platea como algo opcional.
El teorema que define la regla de Cramer es el siguiente:

Sea una matriz A de n X n y suponiendo que detA # 0 entonces la solucién Unica al

sistema Ax = b esta dada por:

Dy D, D; Dy,
X1 = —=,X2 = —, i, X =, i, Xp = ——

D’ D’

Grossman escribe el siguiente aparte historico acerca de la regla de Cramer: “Laregla

de Cramer recibe su nombre en honor al matematico suizo Gabriel Cramer, quien la public
en 1750 en su libro Introduction to the Analysis of Lines of Algebraic Curves, aunque existe
evidencia de que Collin McLaurin la conocia desde 1729. Esta regla es uno de los resultados
mas conocidos en la historia de las matematicas a pesar de que actualmente es utilizada muy
poco por el gran ndmero de calculos que requiere fue muy importante y muy aplicada en su

tiempo y fue fundamental en la ensefianza del algebra por méas de 200 afios. ’(p.213)

Seguido se plantean algunos ejemplos del uso de esta regla y posteriormente unos

problemas de autoevaluacion sobre la misma para determinar la comprension del tema.

Grossman resalta en un apartado el teorema del resumen, que es basicamente todas
las definiciones, teoremas, conceptos y términos que se desarrollaron, los lista, esto con el

fin de hacer mas facil su estudio.

Y luego de esto, antes de entrar al capitulo 3 dedicado a vectores, propone unos
ejercicios de repaso sobre todo el capitulo. Asi concluye el capitulo dedicado a los
determinantes en el libro de Grossman en el que hace mucho énfasis en las demostraciones

de los teoremas los cuales no escribimos en su totalidad en nuestra descripcion del libro
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debido a su extension, también cabe destacar la importancia de la representacion y

comprension geomeétrica del concepto de determinante y de los aportes historicos que realiza

a lo largo del libro, para ver mas a profundidad podemos dirigirnos al cuadro comparativo en

la reflexion final de esta investigacion.

Aproximacion al Algebra Lineal: Un enfoque geométrico, Rafael Isaacs,

Sonia Sabogal, 2009.

Este libro fue escogido para nuestra
investigacion debido a que hace parte de la Universidad
Industrial de Santander, realizado por dos profesores
reconocidos de la misma y utilizado en varios cursos de
algebra lineal pretende, como su titulo lo indica, hacer
una introduccién al algebra lineal pero principalmente
bajo un enfoque geométrico haciendo énfasis en

interpretaciones muy concretas e intuitivas.

A pesar de que se presentan los mismos temas de
casi todos los libros de algebra lineal, varia un poco en
cuanto al orden de presentacion y el enfoque de los
mismos, introduciendo en algunas secciones conceptos
nuevos y relativamente modernos asociados a las
matematicas, tales como, fractales y sistemas

dindmicos.

Rafwel ISAACS
Sosia SAROGAL

APROXIMACION AL
ALGEBRA LINEAL:

un enfoque geométrico

lHustracion 26. Portada del libro:
Aproximacion al &lgebra lineal: un enfoque

geométrico.

Mostraremos los detalles mas interesantes del libro y algunos los haremos al pie de

la letra tal como aparece en el libro original, algunos axiomas que nos parecen de gran

importancia mostrar, por tal motivo pedimos al lector acudir al libro original para su total

comprension del tema.
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El libro en si est& divido en 5 capitulos los cuales se presentan como se indica en el

siguiente esquema.

demostraciones

matematica

jercicios y Ejemplos

Jistemas de Ecuacione

Planos y Rectas

que

Q

[L1]

0

JLENE

'E s lineales y matrices
0
E = Algebra de Matrices
c ©
Q.2
S5 . z
© & longitudes
- e 0MO espacio
% Q vectorial euclideo
&)
<t similitudes e isometrias

ientados, axiomas de
determinante

determinante

versa por cofactores

tas alo

esp
ejercicios

ecturas recomendada

[

Esquema 9. Esquema de organizacion del libro: Algebra lineal un enfoque geométrico.

El primer capitulo tiene la particularidad de que puede ser abordado al principio o al
final de la materia, segun el criterio del profesor a la hora de conducir la asignatura. Este
contiene temas bésicos interesantes e importantes sin embargo el autor menciona que existe

mas por tradicidén que por su conexion directa con los temas centrales del curso.

No es sino hasta el quinto capitulo cuando trata el tema que compete a esta

investigacion y sobre el cual haremos énfasis en este andlisis, la funcion determinante,
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tomando como fuente de inspiracion las propiedades del producto mixto e interpretandolo

como un volumen:

“Viéndola entonces como una funcion que a cada matriz cuadrada le asigna un
namero real y constituyendo un muy buen mecanismo tedrico que indica si n vectores dados
de R™ son o no linealmente independientes. Este enfoque de los determinantes resulta muy
bondadoso: permite, por ejemplo, deducir facilmente propiedades como la de que el
determinante de un producto de matrices es igual al producto de los determinantes de las
matrices, deduccion que de otra manera puede resultar muy dispendiosa.” (Isaacs y Sabogal
2009, p. VI)

Este enfoque permite deducir facilmente algunas de las propiedades del determinante
como la del producto de matrices que de otra manera podria resultar muy engorrosa. Deduce
un metodo sencillo para calcular el determinante de cualquier matriz cuadrada,
triangularizandola, deduce luego la regla de Cramer, el calculo de la inversa de una matriz
por cofactores, y finalmente, a diferencia de otros libros, presenta el calculo de determinantes
desarrollandolos por una fila o columna, lo cual normalmente se introduce al principio del

tema en otros textos.
Este capitulo se encuentra estructurado de la siguiente manera:

1. Definicion de Areas y volimenes orientados
a. Ejercicios
2. Axiomas del determinante
I. Proposiciones
a. Calculo por triangulizacion
i. Ejemplos
b. Unicidad de la funcion determinante
i. Proposiciones
c. Ejercicios
3. Regla de Cramer
a. Proposiciones
i. Ejemplos
b. Ejercicios
4. Inversa por cofactores
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a. Ejemplos
b. Ejercicios

Finalmente, el libro incluye un apéndice con la solucién a los ejercicios propuestos.

El capitulo de determinantes lo aborda, como se observa, comenzando por el tema de
areas y volumenes orientados, donde indica que si un conjunto de n vectores de R™ (lo que
otros autores denominan como una matriz de n x n) es o no linealmente independiente es
importante identificarlo ya que ello dira el tipo de soluciones que corresponden, es decir, el
tipo de transformacion lineal asociada. Esto lo podemos hacer gracias a la funcidn

determinante.

“Nuestra fuente de inspiracion es el llamado producto mixto para tres vectores
de R3. El lector recordara que dados 4, B, C vectores deR3, el valor absoluto de
A+ (B x C) nos indica el volumen del paralelepipedo formado por A,By C
(Ejercicio 8 de la seccion 4.3). Este volumen es diferente de 0 si y solo si
A,By C son linealmente independientes (recuerde como se interpreta
geométricamente el hecho de que tres vectores de R3 sean linealmente
independientes). Asi, el “volumen orientado”, que a tres vectores de R3 los
envia en su producto mixto A - (B x C), es un buen modelo de lo que se quiere
con la funcion determinante. El problema es definir “volumen orientado” para
n vectores de R™.” (Isaacs y Sabogal 2009, p. 129)

Plantea una serie de ejercicios para esta parte de demostraciones de vectores
linealmente independientes bajo las definiciones planteadas.

Axiomas del determinante

El tratamiento que se da al libro en forma de axiomas se asemeja mucho al
utilizado por Cauchy en sus articulos y totalmente toman el estilo de Apostol para el
desarrollo de su libro.

Se establecié que a cada par de vectores de R? se le puede asignar un tnico nimero

(4rea orientada) y a cada triple de R3 se le puede asignar un Gnico nimero (volumen
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orientado), lo cual da la idea de una funcion y por eso se habla de funcién

determinante.
Define el recorrido de la funcion asi:
det: R" X R" X .. X R" - R
(A LA L, L A, D)~ > det(4; LAy L L AL D)

Para hablar de una matriz cuadrada sustituye los paréntesis con barra a la hora de un

determinante, asi:

ai;; QA2 0 Qan
az1 Gz -+ dyp
p1 Qpz - Qpp

El primer axioma que plantea tiene que ver con el producto mixto lineal de cada una

de sus variables.
AD1: El determinante es una funcién lineal de cada una de sus variables.
Este axioma comprende dos aspectos:

Homogeneidad. Si la columna j es multiplicada por un escalar a, el valor

determinante se multiplica por a.

Aditividad: el determinante distribuye la suma en cualquier columna j quedando fijas

las demas.

Produciéndose inmediatamente la siguiente proposicion:

Proposicion 9: AD1 implica que:

d. Si una matriz cuadrada tiene una columna de solo ceros su determinante es 0.

Si I, es la matriz idéntica de n x n, y A es una matriz diagonal total (es decir
A = (a;j)nn CON a;; = 0 V= j) entonces el valor det(A) es el producto de los

elementos de la diagonal por det(1,,). (Isaacs y Sabogal 2009, p. 132)

e.
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Para la demostracion sugiere consultar los ejercicios planteados anteriormente y pasa
inmediatamente al siguiente axioma que tiene que ver con la orientacion que llevan los

vectores.

AD2: (Alternancia) si se intercambian dos variables el determinante cambia de

signo.
Con esto conocemos la propiedad clave:

Proposicion 10: Si en una matriz, dos columnas tienen iguales valores, entonces su

determinante es nulo...

...Esta propiedad permitird hacer operaciones basicas entre filas y columnas para
pasar entonces a la siguiente proposicion.

Proposicion 11: Si a una columna se le suma otra multiplicada por un escalar el

determinante no cambia.

Proposicion 12: Si en la matriz A hay una columna que es combinacion lineal de
otras entonces det(4) = 0. (p. 133-134)

Estos axiomas y proposiciones contienen su demostracion la cual se puede observar

acudiendo a la obra original.

Seguido se comienza a trabajar la triangularizacion de una matriz a lo cual para llegar

a ello empieza:

Si las columnas de la matriz A conforman un conjunto de vectores linealmente

dependientes entonces det(4) = 0.

Consideremos ahora una matriz triangular superior de tamafio 3 x 3, es decir de la
forma:
ai1 Q12 A4g3

A= 0 az; ay;
0 0 ass
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Para calcular det(4):

a1 Q12 Q4g3
det(4) = det( 0 ayp azs)
0 0 as;

1 a;; ag3
= a;,det| 0 ay, a,s |, usando AD1
0 0 aszz

—aq,C1 t+C 1 0 0
1271 "2 — g, det| 0 ay, ays3 |, por la proposicion 11
—a;3C1 +C3 0 0 as
1 0 O
= allazzdet (0 1 a23>, de nuevo AD].
0 0 asz3
et 10 0
a23c_2 “a, a,,det <O 1 0 ) por la proposicion 11
- 0 0 as

1 0 O
= a11a22a33det (0 1 O), AD].
0 0 1

= Q110,033det(l3).

El mismo calculo se puede hacer tomando la matriz como una matriz triangular de

orden inferior, asi:

a;; O 0
A= <a21 a, 0 ) (Isaacs y Sabogal 2009, p. 135)
azy dzz d4zs

Asi llega a la proposicion 13 que indica que cualquier matriz A que sea triangular
superior (o inferior) tiene como determinante el producto de los elementos de la diagonal por
det(1l,).

Con esta proposicioén se llega al “calculo por triangularizacion™:
g p g
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“sabemos que cualquier matriz se puede convertir con operaciones elementales

entre columnas en una matriz triangular superior o inferior y, segun la
Proposicion 11, estas operaciones son, con cierto cuidado, “compatibles con
el valor del determinante. Asi, nos queda determinar el valor de la funcion en

las matrices idénticas I,,” (Isaacs y Sabogal , 2009, p.150)
Llegamos al AD3 que indica: el determinante de una matriz identidad es 1.

Sigue lo que Isaacs y Sabogal Ilaman el algoritmo para calcular el valor de la funcion

en cualquier matriz cuadrada:

1.

Sumarle a una columna (fila) los valores de otra columna (fila) multiplicados por una
constante

Intercambiar dos columnas (filas)

Multiplicar una columna (fila) por una constante distinta de O

Luego da un ejemplo de este algoritmo, explicando como con estas simples

operaciones se puede calcular el determinante d cualquier matriz cuadrada.

14:

Se llega a la Unicidad de la funcién determinante, donde se encuentra la proposicion

Cualquier funcién f: R* X R™" X ... X R" - R

Que cumpla con los axiomas AD1 y AD2, es invariante por operaciones elementales

entre columnas, es decir, si A es unamatrizn X ny A’ se obtiene:

I Sumandoles una columna de A otra columna multiplicada por
cualquier constante, entonces f(A4") = f(A4)
ii. Intercambiando dos columnas de A entonces f(A") = —f(4)...

Proposicion 16: La funcion determinante es la Unica que cumple las
propiedades AD1, AD2 y AD3. (Isaacs y Sabogal 2009, p. 138)
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Se plantean luego una serie de ejercicios donde se aplican los conocimientos
adquiridos sobre los axiomas y las proposiciones planteadas hasta el momento para luego

explicar detenidamente la regla de Cramer:

La Regla de Cramer nos ofrece un util método para resolver sistemas lineales con
igual nimero de ecuaciones que incégnitas. Nos interesa, ademas, por lo que de ella
se puede deducir. En efecto, aplicando la regla de Cramer obtenemos un método para

calcular la inversa de una matriz y para calcular determinantes

En términos de matrices, si A es la matriz del sistema y B | es el vector de términos
independientes, resolver el sistema como se vio en capitulos anteriores del libro, es

resolver la ecuacion matricial
AX1l=B1|
Que consiste en encontrar escalares x;, x,, ..., x,tales que
X141 4 +x,4, L + -+ x,A, l=B 1

O abreviadamente,

Z.X'iAi l=B1
B

A ¢> — det(4, L, ... Z XA; Lo, A 1)

det (Al | ...
colj

col.j

=indet(A1 Lo A A

Ycol.j
Al
= x]det(Al ~L, ey CO]l. j, ...,An l)
= x;det(4)

De la justificacion de las igualdades planteadas se deduce la siguiente proposicion:
Proposicion 17: La ecuacion matricial

AX =Bl
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Tiene solucion Unica (xq, x5, ..., x,) Si det(4) # 0,
Proposicion 18: La ecuacion matricial AX =B |

Tiene solucién Unica si y solo si det(A) # 0 (Isaacs y Sabogal 2009, p.
141)

Luego de esto plantea los siguientes ejercicios que servirdn para practicar la regla de

Cramer y como ejemplo de estas proposiciones:

Ejercicios 5.3

1. Aplique la regla de Cramer para resolver los siguientes sistemas de

ecuaciones:

a) 3r+y=2 b) y—224+3=0
z—-2y=1; r—r—y=2
2 —2=3.

o

Aplicando la regla de Cramer, en cada caso decidir para qué valores

de h y k cada uno de los siguientes sistemas tienen solucién tnica:

a) 3r+2y=nh b) 3r +2hy =h ¢) r—y+kz=1
r—y==Fk; 2r + ky = 1; hy — kz =2
kr + 2z =3.

3. ®Sea f:R" — R" una transformacion lineal y notemos M, su
matriz correspondiente. Demostrar que las siguientes proposiciones

son equivalentes:

lustracion 27. Ejercicios sobre la Regla de Cramer.
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Finalmente explica la inversa por cofactores asi:

Si A es una matriz cuadrada, recordemos que encontrar la inversa de la matriz A es
encontrar una matriz B del mismo orden que 4, tal que AB = I, esto significa que se
deben resolver n sistemas con n ecuaciones lineales y n incognitas en cada sistema.
Todos los n sistemas tienen la misma matriz asociada A. Si B; es la j-ésima columna
de B, debe tener: AB; I= E; |, donde E; es el vector j-ésimo de la base canonica. La

solucion i-ésima a la anterior ecuacion, es decir b;;, por la regla de Cramer es:

jo

b;; = det (Al L., b l_, Ay ¢> /det(A),

col.i

El numerador de esta expresion es llamado el cofactor j, i que notamos c;;.

¢ = det (A1 A ¢)

col.i

En un ejercicio planteado anteriormente se pide demostrar que c;; se puede calcular
hallando el determinante a la matriz que resulta al eliminar la j-ésimafilay la i-ésima
columna de la matriz A multiplicado por (—1)/*%. De alli deducimos que la inversa
de la matriz A es la transpuesta de la matriz de cofactores multiplicada por el inverso

multiplicativo del determinante de A que debe ser no nulo. Es decir,
A = (1/det(4))Ct

Que es una férmula para hallar la inversa de una matriz y que en otras palabras

significa que
ACt = det(4) .1,
Este resultado indica que:

o Al hacer el producto interno entre los términos de una fila por los
cofactores de otra, se obtiene 0.

n
iijiZaijckj = 0.
j=1
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o Al hacer el producto interno entre los términos de una fila por los
cofactores correspondientes, se obtiene el determinante de A, es decir para
cada i,

n
det(A) = z a;;Cij
j=1

Lo cual proporciona un método para calcular el determinante: desarrollo por la
fila i-ésima. (Isaacs y Sabogal 2009, p. 147-148)

Luego de esto se plantea un ejercicio de ejemplo y los siguientes ejercicios de
practica:
2. Demuestre que det(C*) = (det(A))* ! (A es una matriz n x n).

3. Calcule por cofactores los determinantes de las siguientes matrices

y las respectivas matrices inversas si existen:

1 2 -1
b) 0 1 1
21 0
0 2 | ()
-2 3 -1 2
“ i 4 0 =3
2 P 1 1

i. De (5.3) deducir el método para calcular el determinante por co-

factores desarrollando la j-ésima columna.

5. Demuestre en base a la formula (5.2) v usando el Ejercicio 2, que
det(A™') = (det A)~ 1.

6. Una matriz es ortonormal si sus vectores columna son ortogonales
entre si y de longitud 1. Demuestre que el determinante de una

matriz ortonormal es +1.

lustracion 28. Ejercicios de Practica.

158



Asi concluye el capitulo de este libro dedicado a los determinantes, el cual, por ser el Gltimo
capitulo del libro, da paso a la seccion de respuestas a los ejercicios planteados en todo el
texto.

El libro: aproximacion al algebra lineal hace menciones muy breves sobre la historia de las
matematicas o los personajes que descubrieron determinadas teorias, simplemente los
menciona como citas al pie de pagina. En la reflexion final podemos contrastar este libro con

los anteriores analizados en un cuadro comparativo muy completo.

Es pertinente terminar este analisis descriptivo de los libros de algebra lineal con una
pequefia conclusion. Al describir al pie de la letra los libros de algebra lineal se va
familiarizando con el contenido del libro, a su vez se resalta los diferentes enfoques

que estos libros manejan, en este analisis encontramos tres enfoques:
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Combinatorio

Enfoques

lustracion 29. enfoques encontrados en los libros de algebra lineal.

En la ilustracidn 29 se muestran los enfoques que manejan los libros de algebra lineal,
en el primer lugar se encuentra el enfoque combinatorio, este enfoque se da en el libro
de algebra lineal de Anton en su introduccion, la especial forma en el que se da el

tratamiento anterior a definir el determinante lo hacen un libro Unico en su categoria.

Uno de los enfoques mas utilizados y encontrados tanto en los libros de algebra lineal
como en las obras analizadas en el analisis histdrico - epistemolégico , este enfoque se
da en el desarrollo del determinante por el método de adjunta. Pese a que el enfoque
inductivo es muy intuitivo en las obras analizadas muestran su dificultad cuando se
aumentaba el orden de sistema de ecuaciones, eso conllevo a tener problemas con la
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regla de signos que tanto dolor de cabeza causé a los autores de la época. Ya en los
libros de algebra lineal el método se desarrolla de una forma inductiva como es el caso

del libro de algebra lineal de Poole y de Grossman.

El ultimo enfoque es el axiomatico, este enfoque se caracteriza por tener una dificultad
mayor, la cual requiere de varios conocimientos previos, el enfoque carece de intuicion
y fue utilizado ya cuando los determinantes pasaron de ser una herramienta a ser un
objeto de estudio, a ser una teoria formal, este enfoque desarrollado por Cauchy y
optimizado con sus predecesores es utilizado en varios libros hoy en dia, un ejemplo
de ello son los calculus de Tom Apostol, y es precisamente Apostol el que sirve de
inspiracion y referencia para el desarrollo del libro de algebra lineal de Isaacs y
Sabogal. Este libro totalmente esta enmarcado en el enfoque axiomatico con un plus

que es el contexto geométrico que se le da a los temas tratados.

De esta forma concluimos y damos paso a la reflexion final alli entraremos con mas
detalles y con un cuadro comparativo que resultara util para entender las pequefias

diferencias de los libros analizados.

REFLEXION FINAL

El objetivo de este capitulo es observar el andlisis historico-epistemoldgico
realizado, junto con la revision de los libros de algebra lineal analizados, mirar los
distintos componentes que los forman, como su componente histérico, su componente
epistemoldgico y poder presentar los diferentes resultados encontrados, también

generar una discusion alrededor de los andlisis realizados, poder dejar una base para
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futuras investigaciones en relacion a la ensefianza y aprendizaje del algebra lineal

especificamente del concepto de determinante.

Lo ideal seria establecer una relacion entre el analisis historico—
epistemoldgico y la revision de los libros de algebra lineal, para lograrlo es necesario
ampliar la investigacion, en cuanto al lapso historico de estudio, y también en cuanto
al analisis de los libros, es decir, ver desde cuando surgieron, como se desarrollo la
teoria, ver los primeros libros académicos acerca de determinantes, las investigaciones
posteriores a Cauchy acerca de determinantes, observar el auge de la teoria de
determinantes y como se va debilitando, establecer las causas del ¢por qué? los libros
de &lgebra lineal actuales tienen dicha categorizacion de contenidos, el ¢por qué? el
concepto de determinante se encuentra de diversas formas en los diferentes libros de
algebra lineal. Son muchas preguntas que surgen para poder establecer la relacion entre
el andlisis histdrico-epistemoldgico, y el analisis de libros, igualmente nos
encontramos satisfechos con el producto logrado, este ser& un gran apoyo para futuras
investigaciones, ciertamente nuestra investigacion se plante6 de forma muy general,
abarcando un buen lapso de tiempo en el cual se encuentran grandes matematicos de
la historia, los cuales poseen trabajos extensos sobre diversos temas. Fuentes
inagotables para andlisis posteriores.

En este capitulo encontraremos lo siguiente:

e Un breve recorrido del antes y después de nuestra linea de tiempo de
investigacion.

e Relaciones de los autores analizados en nuestra linea de tiempo.

e Cuadro comparativo acerca de los libros de algebra lineal analizados.

e Una ojeada a los primeros libros académicos escritos sobre
determinantes los cuales fueron analizados en la tesis doctoral de
Alvarez (2013).

e Contextos en los cuales se da el concepto de determinante.
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Breve recorrido del antes y después de nuestra linea de tiempo de
investigacion

Nuestro periodo de estudio es el comprendido entre Leibniz (1693) y Cauchy
(1812), sin embargo, resulta conveniente hacer referencia a los afios inmediatamente
anteriores y posteriores a nuestro periodo. Con el fin de tener un marco de referencia
mas amplio que nos permita ubicar las diferentes etapas en el desarrollo de la teoria de

los determinantes.

Los determinantes fueron introducidos por Cardano en el siglo XVI. En el Ars
Magna, Cardano da una regla para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales que

Ilama regula de modo definiéndola como la “madre de las reglas” (Knobloch, 1994).

En (1591) Francois Viéte (1540-1603) propone escribir las ecuaciones en
forma general. Emplea consonantes para las cantidades conocidas, la “Y” griega y las

vocales para las cantidades desconocidas.

La contribucion de Viéte en su obra Introduccion al método analitico (1591)
en el cual aporta al desarrollo de la teoria y la notacion algebraica. Se inicia en algebra

simbdlica. Ya por otro lado se tiene la geometria analitica de descartes y Fermat.

“como parte de la recuperacion del legado griego clésico, en el renacimiento
se emprende la restauracion de la antigua tradicion matemaética griega basada en el
método de analisis, en cuya accién la importancia de la naciente algebra simbdlica,

como una poderosa técnica algoritmica sera decisiva” (Gonzalez, 2002. P 23)

El andlisis algebraico- geométrico de Viete es un estadio intermedio esencial
en el camino que arranca del algebra geométrica de los griegos y confluye en la

geometria analitica de Fermat y Descartes.

La geometria analitica es algo mas que una mera combinacion de algebra y

geometria, es decir, necesita como elementos imprescindibles para poder circular del

163



algebra a la geometria y de la geometria al algebra no solo el algebra simbolica sino
también el uso de las coordenadas.

Los grandes matematicos griegos, Menecmo (380-320 A.C) Apolonio (262-
190 A.C) y Pappus utilizaron el equivalente de un “sistemas de coordenadas” pero
carecieron del algebra simbdlica, mientras que Descartes en su libro “Reglas para la
Direccion del Espiritu” se propone la descripcion precisa y metddica de como resolver

cualquier problema (geométrico) transformandolo en sistemas de ecuaciones.

Las primeras descripciones del método de resolver conjuntos de ecuaciones
lineales mediante determinantes conocido como la “Regla de Cramer” se dio en Japén
en 1683 Takakazu Seki escribio el “Método de solucion de problemas disimulados”
que contiene métodos matriciales escritos en tablas exactamente, sin tener ninguna
palabra que corresponda a determinante. Seki dio métodos generales para calcular
mediante ejemplos, determinantes de tamafio 2 X 2,3 X 3,4 x4y 5 X 5.Y Leibniz
en una carta enviada a L'Hopital en 1693 (publicada en 1850). En la cual daba también
la condicidn para la consistencia de las ecuaciones. Se destaca en la carta de Leibniz;
“la notacion para los coeficientes del sistema la cual esta inspirada en su busqueda de
la caracteristica universal un lenguaje simboélico que permitiera expresar mejor el

conocimiento e impulsar su avance” (Alvarez 2013, p. 30).

Leibniz fue el primero en ver que los coeficientes de un sistema de ecuaciones
lineales podian ser organizados en un arreglo, actualmente llamado matriz, el cual

podia ser manipulado para encontrar la solucion del sistema (si la hubiera).

El aporte en la notacion se da con la introduccion de subindices? en los
coeficientes, que permiten con ayuda también de la introduccion de los puntos

suspensivos escribir el caso general de un sistema de n ecuaciones lineales con n

21 Es necesario comentar que ante el desarrollo de los subindices estos fueron adquiriendo otros

contextos como el semejar un par de coordenadas en el plano cartesiano.
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incognitas; y por la introduccién de los determinantes que permiten escribir formulas

para la solucién explicita en el caso general

Tambien se destaca en Leibniz la concepcién de dependencia lineal, al
considerar que se podria suprimir una ecuacion del sistema debido a que se verifica

que el resultante es cero, ya mas adelante escribiria Euler (1750):

“cuando uno dice que para determinar n incognitas es suficiente tener n
ecuaciones que expresan las relaciones mutuas, hay que afadir la restriccion que todas
las ecuaciones sean diferentes entre ellas, 0 que ninguna este contenida en la otra”
(Alvarez 2013, p.38).

Leibniz hace primero una explicacién del uso combinatorio de los indices, los
logros de Leibniz son dos, primero la llamada regla de Cramer y segundo, determiné
claramente el algoritmo de sumas combinatorias de productos con signo formadas con
los coeficientes del sistema, tal como se representa en el libro de algebra lineal de
Anton. También es preciso considerar lo que antes mencionamos, de que la regla de
signos en Leibniz falla, lo cual sigui6 siendo por mucho tiempo tema de reflexién para

los matematicos.

La primera mencion académica (impresa) aparecié En 1730. Maclaurin??
escribio Treatise of algebra aunque no se publicé hasta 1748, dos afios después de su
muerte. Este tratado contiene los primeros resultados publicados sobre los
determinantes que demuestran la regla de Cramer para sistemas 2 X2 y 3 x3

indicando como podria funcionar el sistema 4 X 4.

22 Alvarez (2013) expone que “MaClaurin no lleg6 a exponer con amplitud y rotundidad,
aunque anuncia la descripcién combinatoria incluida la regla de los signos, de las formulas finales con

independencia del procedimiento de su obtencion”.(p.35)
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Cramer?, 1750 era un divulgador y actualizador de la matematica de la época,
fue muy afortunado por su posicion y logro atraer la atencion hacia lo determinantes.
“La teoria de los determinantes llego a ser de propiedad de los matematicos dentro y
fuera de Francia”. (Muir, 1960. P 86)

Cramer dio la regla general para sistemas n X n en un documento Ilamado
Introduccion al Analisis de Curvas (1750). Ya en este periodo aparecian regularmente
trabajos sobre determinantes. En 1764 Bézout dio métodos de calcular determinantes

como lo hizo Vandermonde en 1771.

Laplace uso la palabra resultante, la misma palabra que utilizé Leibniz, pero el

hecho curioso es que todavia Laplace no era conocedor de los trabajos de Leibniz.

Lagrange, en un documento de 1773, estudio identidades para el determinante
de tamafio 3 X 3 . Sin embargo, Lagrange ve como su trabajo no tiene ninguna
conexiéon con los trabajos de Laplace y Vandermonde. Mostraba lo que ahora
consideramos como la interpretacion de determinante como volumen. Lagrange
mostro que el tetraedro formado por 0 (0,0,0) y los tres puntos:
M(x,y,2),M'(x',y', z",M"(x",y",z'") tiene volumen

1 r..r n_.r ! 144 r 144 ! !
g[Z(xy -y X))+ zZx" - xy") + 2" (xy" — yx')]

El término determinante fue introducido por primera vez por Gauss en
Disquisitiones Arithmeticae (1801) mientras trabajaba en las formas cuadréticas,

Gauss usO el término porque consideraba que el determinante, “determina” las

23 Cramer en su obra “introduccién al anélisis de curvas algebraicas”, libro de geometria

algebraica plana, coincidimos con Alvarez (2013) al decir que este libro es la geometria analitica del
lano llevada a un nivel avanzado mediante el estudio del algebra, de la solucion general (sin

demostracion)
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propiedades de la forma cuadratica, sin embargo, ese concepto que él tenia es muy
diferente de la actual.

Fue Cauchy en 1812 quien uso el término determinante en el sentido moderno.
Gracias al prestigio de su nombre, a la inherente excelencia de su extensa monografia,

Cauchy posiciona la teoria de los determinantes como una teoria de importancia.

Cauchy elaboré el mas completo trabajo sobre los determinantes, mostrando
distintos trabajos sobre los menores, la adjunta, y demostrd por primera vez el teorema
de la multiplicacién de los determinantes (det(AB) = detA.detB). Fue el mismo
Cauchy en 1826 quien utiliza el término Tableau para mostrar una matriz de

coeficientes.

Treinta afios después de Cauchy 1810-1840 el numero de contribuciones era
consideradamente mayor. Entonces interviene otro gran analista, Jacobi, publica una

monografia similar en extension y valor a la de Cauchy, en aleman.

Yaalrededor de 1841 salian a la luz tratados sobre los determinantes de la mano
de Jacobi, estos fueron importantes ya que por primera vez se veia la definicion del
determinante de un modo algoritmico, donde sus entradas no eran especificas. Asi sus
resultados se aplicaban igualmente si eran nimeros o funciones es alli donde el trabajo

de Jacobi se hace popular incluso en la modernidad.

Cayley, el mismo afio 1841 contribuy6 a la teoria de los determinantes, en su
trabajo se usaron dos lineas verticales a cada lado para denotar determinante, una

notacion que se ha convertido estandar.

Tres afios mas tarde 1844  Eisenstein es el primero en pensar en las
sustituciones lineales como la formacion de un algebra, podemos ver una cita de su
documento de 1844

An algorithm for calculation can be based on this, it consists of
applying the usual rules for the operations of multiplication, division, and

exponentiation to symbolic equations between linear systems, correct
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symbolic equations are always obtained, the sole consideration being that the
order of the factors may not be altered. (Einsenstein, 1844)

En 1850 con Spottiswoode aparece la primera publicacion independiente de un
tratado elemental de teoria de los determinantes, para entonces en 1885 habia 175

titulos acerca de los determinantes ya para 1904 se tenian méas de 1710 titulos

De 1810 a 1850 y de alli en adelante®* el surgimiento de las geometrias no
euclidianas y de estructuras algebraicas, teoria de grupos, campos finitos, no
conmutativos, grupo de permutaciones, cuaterniones de Hamilton, marcan un punto
de quiebre en la historia de la ciencia en general y de la matematica en particular, pese
a que ya era un pensamiento de Leibniz esta nueva concepcién, la relacién ciencia-
realidad es replanteada. La concepcion de la ciencia cambio debido a que la ciencia es
una secuencia de proposiciones que le deducen unos de otros, que no tienen que ver
con la realidad, y que su validez y existencia se basa en el principio de no

contradiccion.

Ya a partir de esos afios famosos matematicos (Sylvester, Cayley, Hamilton,
Jordan, etc.) empiezan a trabajar en la teoria de matrices Cabe destacar que ni Cauchy
y deméas Matematicos se dieron cuenta de la generalidad de las ideas, solo veian sus
trabajos en contextos especificos. Podemos ver un breve recorrido sobre como
evoluciono la nocién de determinante y como este surgié antes que las matrices y las

aplicaciones lineales.

Cabe hacer mencién al trabajo arduo después de la mitad del siglo XIX, el
desarrollo de la teoria de determinantes y matrices, los origenes de la formalizacion
del algebra lineal, incluso el origen de la teoria de invariantes a mano de Cayley. El

término teoria invariante se refiere al estudio de las formas algebraicas invariantes para

24 Se puede considerar una época de cambios que cuenta con un lenguaje maduro, una teoria

de determinantes ya establecida y una teoria de espacios vectoriales.
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la accidn de las transformaciones lineales, siendo esta las raices de teorias tales como:
las representaciones de grupos de Lie, dlgebra conmutativa, espacios modulares, entre
otras, el trabajo de Hilbert sobre la cuestion de la generacion finita del algebra de
invariantes resulto en la creacion de una nueva e importante disciplina matematica

llamada Algebra Abstracta.

Relaciones de los autores analizados en nuestra linea de tiempo

1693 Leibniz
ITD Cramer
o
1764 Bézout
1771 WVandermonde
ITHB Lagrange T Laplace
1779 Bézout _
IEFI Gauss
1809
13}2 — Binet
1812 » Cauchy 2

¥

F

Esquema 10. Esquema de Representacion de Relaciones entre los matematicos de la época

169



Temas Desarrollados

Enumeramos los aportes relacionados por cada autor, siguiendo el lineamiento
de Muir (1960), en si no son temas especificos, sino aportes o contribuciones que los
matematicos dieron en su momento, los cuales en cada autor pueden ser en esencia los
mismos, pero los trabajan de forma diferente. Esta lista nos ayudara a establecer las
relaciones del Esquema de relaciones mostrado anteriormente. Si bien los aportes no
estan organizados cronoldgicamente, debido a que varios autores retoman aportes
anteriores y los “mejoran” generando asi una nueva apreciacion de dicho aporte, por
ejemplo, la regla de formacién de los signos siempre estuvo presente desde Leibniz
hasta Cauchy, en varias versiones y generando dificultad entre los autores.

Nueva Notacion.
Regla de formacién de términos.
Regla de formacién de los signos.
Regla de formacién de los términos de los denominadores.
Regla de formacién de los numeradores.
Ley recurrente de formacion de nuevas funciones.
Nueva notacion que denotan nuevas funciones.
Nuevo modo de definicion de funciones.
Términos positivos y negativos son iguales en numero. (determinante)
. El efecto de intercambiar dos indices consecutivos
. El efecto de intercambiar dos indices de la misma serie.
. El nombre resultante para las nuevas funciones
. Un modo de buscar los nimero de términos.
. Una serie de identidades sobre los productos
. Se menciona la adjunta.

CoNaRLDE

e N o
O~ WNRERO

Relaciones

Aqui estableceremos las relaciones existentes, en cuanto a los avances de la
teoria de determinantes, dichas relaciones seran tomadas de acuerdo a los temas

desarrollados por cada autor. Esto no implica que cada autor conozca las obras de su
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“relacion”, ni tampoco que sea una continuacion, los escritos de Leibniz?® son claro
ejemplo de lo dicho, simplemente se tratard de establecer una linea de tiempo en la
cual se muestre el desarrollo total de la teoria de determinantes hasta la época de
Cauchy, no tendremos en cuenta las relaciones de Cauchy, debido a que todo converge
en él, y ya anteriormente en el analisis se habia comentado sus aportes lo cual catapulta

la teoria de determinantes y la vuelve importante.

Leibniz- Cramer: la relacion establecida parte del tema que casi todos por no
decir que todos trabajaron y a su vez tuvieron problemas y esta es el tema 3), el

problema del signo. Para su famosa regla termina desarrollando los temas 4) y 5)

Leibniz —Bézout: Bézout, trabaja en el problema de signo, establece una regla
combinada para la formacidn de los signos, es decir trabaja los temas 1) y 2). También

establece el tema 6.

Cramer- Bézout: en una segunda lista de contribuciones de Bézout se ve su
avance en la expresion de valores de incognitas y ecuaciones lineales, utilizando lo
trabajado por Cramer, los procesos de encontrar el numerador y denominadores. Es
decir, utiliza los temas 2), 3), 4) y 5). Lo mas interesante de Bézout es en el desarrollo

de 14. Que mas adelante varios autores retomarian, y Cauchy lo formalizaria.

Vandermonde- Laplace: Laplace trabaja en base a Vandermonde y su
espectacular obra, en si complementa muchas cosas, como la prueba del teorema del
efecto de la trasposicion de dos letras adjuntas en cualquiera de las nuevas funciones
es decir 10). También establece una prueba del teorema del efecto de igualar dos letras,
11). El 12) es expresamente de Bézout, y este nombre seria reconocido y utilizado por
varios matematicos de la época, también utiliza otro tipo de notacién, no tan famoso.
1).

% | os escritos de Leibniz acerca de los determinantes no surgieron a la luz de la academia

inmediatamente, fue hasta el afio 1850.
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Vandermonde-Bézout: Bézout prueba el teorema de Vandermonde 11).

Lagrange- Gauss: Gauss toma de Lagrange varios a partes de sus obras, las
diferentes sustituciones empleadas por Gauss en su libro Disquisitiones son tomadas
de Lagrange, ya Gauss hace un trabajo mas expositivo y establece nuevas propiedades,
tal como se ve en el quinto capitulo. También el tema 15) el cual es posible verlo en el
andlisis histdrico epistemoldgico correspondiente a Gauss, alli podemos ver con méas

claridad el tema de la adjunta.
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Cuadro comparativo acerca de los libros de algebra Lineal analizados.

Este aparte intentdremos mostrar a nivel muy general las diferencias que se encuentran en los libros Analizados, esto

con el fin de ver el enfoque que estos tienen acerca del concepto de determinante, también el ojear con un poco méas de

informacidn el tratamiento que le dan al concepto de determinante, este cuadro tratara de ser lo mas completo posible.

El fin del cuadro comparativo no es el de establecer cual libro es mejor o peor para su ensefianza, solo es de caracter

expositivo al mostrar las diferencias y similitudes de cada uno en relacion al concepto de determinante.

Se estableceran para el cuadro comparativo los siguientes criterios:

1
2
3.
4

5
6
7.
8
9

Contenido: como esté organizado el contenido

Capitulo sobre determinantes: reconocimiento del capitulo de determinantes

Estructura del capitulo de determinantes: como aborda el capitulo de determinantes

Otras menciones del concepto de determinante: menciones sobre el determinante fuera del capitulo
especifico.

Referencias historicas: menciones historicas o apartes sobre autores matematicos.

Concepto de determinante: cémo define el determinante

Importancia de los teoremas: como se da el tratamiento a los teoremas

Teoremas mencionados

Representacion geométrica: representacion geométrica en relacion al concepto de determinante

10. Demostraciones: el tratamiento de las demostraciones

11. Matematicos citados: que matematicos son mencionados.



12. complementos adicionales: ayudas extras que presenta el libro

Presenta 7 capitulos y 5
apéndices, ninguno de ellos
dedicado a determinantes

Consta de 8 capitulos y una
seccion de respuestas a los
ejercicios, de los cuales el 2do
capitulo estd dedicado a los
determinantes

Contiene 6 capitulos y 5
apéndices, adicionalmente
consta con un apartado sobre
Matlab. El capitulo 2 dedicado
a determinantes

Consta de 5 Capitulos de los
cuales el 5to es dedicado
completamente a  los
determinantes, una seccién
de respuestas a los
gjercicios y una seccion de
lecturas recomendadas

No tiene un capitulo
especifico dedicado a los
determinantes, aborda este
concepto en el capitulo de
eigenvectores.

Dedica el segundo capitulo del
libro a los determinantes, luego
de haber abordado los sistemas
de ecuaciones lineales vy
matrices en el capitulo 1.

Dedica el segundo capitulo del
libro a los determinantes, luego
de haber abordado los sistemas
de ecuaciones lineales vy
matrices en el capitulo 1.

El tema de determinantes es
tratado en el 5to y dltimo
capitulo del libro, el cual lo
identifica como "la funcion
determinante” luego de
haber trabajado el tema de R
como espacio vectorial
euclideo.
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No tiene
determinantes

capitulo

de

Inicia el capitulo hablando
sobre la funcion determinante,
sigue con la explicacion de la
reduccién por renglones, luego
las propiedades de los
determinantes y finaliza con la
regla de Cramer a la que siguen
algunos ejercicios
suplementarios

Grossman comienza con la
definicion de determinante a la
que sigue las propiedades del
mismo luego demostraciones
de dos teoremas que considera
importantes junto con una
semblanza historica sobre los
determinantes a la que le sigue
la explicacion de
determinantes e inversas Yy
finaliza con la explicacion de la
Regla de Cramer a la cual le
sigue un resumen del capitulo
junto con unos ejercicios de
repaso

El capitulo de determinantes
lo aborda, como se observa,
comenzando por el tema de
areas y volimenes
orientados, donde indica
que si un conjunto de n
vectores de R**n (lo que
otros autores denominan
como una matriz de n x n),
sigue con los axiomas (o0
propiedades) de
determinantes para luego
presentar la regla de Cramer
y finaliza con la explicacion
de la inversa por cofactores.
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Solo hace mencion al
concepto de determinante
dentro del capitulo de

eigenvectores.

No hace mencion en los
capitulos  precedentes  al
segundo sobre el concepto de
determinante, sin embargo en
el capitulo siguiente dedicado a
vectores, en el apartado 3.4
sobre producto vectorial (cruz)
usa la notacion de
determinantes como otra forma
de representar la definicion.
Posteriormente hace varias
menciones al concepto para
aplicarlo sobre distintos casos
que se resuelven  maés
facilmente  aplicando  las
propiedades determinantes.

Es importante mencionar que
ya en el capitulo 1 en el
apartado de matrices, cuando
se esta hablando de la inversa
de una matriz, se da la primera
definicion de determinante que
presenta el libro, antes del
segundo capitulo que es el que
dedica especificamente al tema
de los determinantes.

No hace ninguna mencion
del concepto de
determinantes fuera del
capitulo dedicado al mismo.

Da mucha importancia a las

referencias historicas,
colocando pequefios
apartados a lo largo del

capitulo como capsulas que
explican la historia de un
determinado concepto.
Igualmente dedica secciones
enteras solo a semblanzas o
resefias historicas

No tiene resefias histéricas,

solo hace menciones
ocasionales al pie de pagina de
los autores o0 teoremas

mencionados.

Cada contiene
secciones especificas
dedicadas a las semblanzas
histdricas ubicadas al final de
cada seccion antes de las
recomendaciones y ejercicios
de Matlab y hacen referencia al
autor o los autores que fueron
mencionados en dicha seccion

y sus aportes matematicos.

capitulo

Isaacs no tienen ningun tipo
de semblanza historica, solo
en algunos casos una escaza
mencion al pie de pagina
sobre el personaje
mencionado donde solo
indica su afio de nacimiento
y de muerte.
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Propone la definicion del
determinante como la
sumatoria (0 resta) del
producto de los elementos de
una matriz de nxn en sus
diagonales.

Comprende el determinante
como una funcién que asocia
un numero real a una matriz
dada.

Da exactamente la misma
definicion de Poole,
destacando, al igual que él, que
no debe confundirse la
notacion de determinante con
la de valor absoluto, por las
barras con que se representa.

Define el determinante
como una funcion que
indicara si n vectores dados
son, 0 no, linealmente
independientes.

No se da la prueba de
unicidad (de la funcién)

El enfoque para introducir
la funcion determinante es

axiomatico (simil a
Apdstol)
Destaca la utilidad de los .
.| En cuanto a las demostraciones
teoremas y en cada seccion A
) de los teoremas prefirié ser un
tiene un apartado para . :
poco mas selectivo, dando
definiciones y teoremas con| "~ ".
. prioridad a aquellas que Se plantean algunos
sus respectivas .
. . consider6 con mayor valor teoremas cuya
demostraciones, sin embargo g . : L .
pedagdgico y dejando para el | Presenta muchos teoremas, sin | demostracion es dejada

el autor traté de limitar el
nimero de los mismos,
dejando sus resultados para el
resumen. En la medida de lo
posible, el autor incluye
pruebas  elementales vy
accesibles a los teoremas,
obteniendo como resultado
una obra muy completa.

final aquellas que a pesar de
tener también cierto valor
pedagdgico son mas dificiles y
elimind por completo las que
consider6 que no aportaban
dicho valor, haciendo énfasis
en esos casos en la aplicacion
del teorema

embargo busca siempre un
equilibrio entre la técnica y la
teoria

como ejercicio y que se
encuentran  identificados
porque su realizacion muy
seguramente requerira de la
ayuda del profesor.
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Teorema de expansion de
Laplace, Teorema de una
matriz triangular, teorema de
una matriz cuadrada, teorema
de wuna matriz invertible,
teorema del determinante de
(kA) = k ** ndetA,
teorema de la propiedad
conmutativa de los
determinantes, Regla de
Cramer

Teorema de reduccion por
renglones, teorema de una
matriz triangular, teorema de
operaciones elementales sobre
renglones de cualquier matriz,
teorema de matrices cuadradas
del mismo tamario, teorema de
una matriz cuadrada inversible,
teorema de una matriz
inversible, regla de Cramer

Teorema de una matriz
triangular, teorema de una
matriz triangular invertible,
teorema del &rea generada por
el determinante de A, teorema
de la propiedad conmutativa de
los determinantes, teorema de
la factorizacion LU de una
matriz cuadrada, teorema de
una  matriz  permutacion,
teorema de la traspuesta de una
matriz, teorema basico,
teorema de una matriz de nxn
invertible, teorema del detA
diferente de 0, teorema de una
matriz de nxn, teorema de una
matriz  invertible, teorema
resumen, regla de Cramer

A diferencia de otros
autores presenta Axiomas
en lugar de teoremas, los
cuales se presentan en este
orden: el determinante es
una funcion lineal,
alternancia, determinante de
una matriz identidad
posteriormente presenta la
regla de Cramer y termina
con la inversa  por
cofactores, sin que estas
sean tratadas como axiomas
0 teoremas.

Este autor habla de vectores

antes  de hablar  de
determinantes ya que
considera que el algebra
lineal se compone

esencialmente de vectores y
que la comprension de estos
en ciertos escenarios
concretos, con la finalidad de
obtener la  comprension
geométrica necesaria

No hace alusion a la
representacion geométrica de
los determinantes

Incorpora la interpretacion
geométrica de un determinante
de 2x2 por considerar que
algunas ideas importantes en el
algebra lineal se observan
mejor a través de su
interpretacion geomeétrica

El libro comprende todos
los conceptos desde su
interpretacion geométrica
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Los resultados interesantes
que no son el tema central del
libro se incluyeron como
ejercicios o exploraciones, el

El  tratamiento de las
demostraciones varia las que
son elementales y tienen un

Se demuestran todos los
teoremas que se pueden probar
usando los resultados dados en

Se utilizan axiomas cuyas

nimero de teoremas es |contenido pedagdgico | el libro. Las demostraciones | demostraciones no  son
limitado y por ende sus|significativo se presentan con|mas dificiles se dan al final de | requeridas
demostraciones cuyos | precision, en forma apropiada | las secciones o en secciones
resultados se dejaron para el | para los principiantes. especiales, pero se dan.
texto resumen
Pierre Simon Laplace, . .,
. . No referencia a ningun
Augustin  Louis  Cauchy, Lo . . .
. 2’ matematico en el capitulo de | Gottfried Wilhelm von
Gabriel Cramer, Colin . - . ; .
. . |determinantes, a pesar de|Leibniz, Augustin  Louis|Gabriel Cramer.
Maclaurin,Takakazu  Seki . .
. . explicar la regla de Cramer no | Cauchy, Gabriel Cramer.
Kowa, Gottfried Wilhelm :
o X hace referencia a su autor
von Leibniz, Issai Schur.
Exploraciones, Aplicaciones, . — .
; C .. '|Guia para el profesor, | Aplicaciones, ejemplos,
ejemplos y  ejercicios, | &~ . . X S
SR ejercicios suplementarios, | ejercicios, teorema de
bosquejos biogréaficos y notas ” . .
N : seccion sobre la geometria de | resumen, autoevaluacion,
etimoldgicas, iconos . . Lecturas recomendadas,
. - las transformaciones, | manejo de calculadora, | .~~~ .
marginales, pagina web,| . . . . . . : ejercicios.
L2 7 - |ejercicios de célculo, ejemplos, | resuimenes  de  capitulos,
apéndices, auxiliares, guia ST .
suplemento de aplicaciones del | geometria, semblanzas

para el profesor, guia para el
alumno.

algebra lineal.

historicas, MATLAB

Tabla 4 Cuadro comparativo de los libros analizados

179




Es pertinente abordar los libros desde el punto de vista en investigacion, cada
libro de algebra lineal analizado tiene caracteristicas que los hacen unicos, y cada libro
tiene propuestas interesantes en cuanto al manejo del algebra lineal.

Algebra lineal una introduccién moderna, David Poole tercera edicion,
2011,

Como ya habiamos comentado anteriormente en el cuadro comparativo el libro
se destaca por ser un libro dirigido a las aplicaciones, esto con el fin de poder abarcar
la mayor interdisciplinariedad posible. Un libro basado en la utilidad genera contextos

interesantes, entre ellos las aplicaciones a las cual se dirige el libro se encuentran:

e matematicas

e ciencias de la computacion
e fisica

e (quimica

e ingenieria

e Diologia

e negocios

e economia

e psicologia

e geografia

e sociologia

El libro de David Poole tercera edicion se enmarca en un énfasis geométrico,
el mismo autor detalla que conserva la filosofia del algebra lineal de vectores
subrayando la intuicién geométrica. Otra cuestion interesante ya adentrandonos a
nuestro tema en particular, los determinantes es que esta version se introduce el método

de condensacién de Lewis Carroll.

Otro detalle interesante de mencionar y que ya lo hemos tocado en el cuadro

comparativo son los bosquejos biogréaficos e historicos, el libro de Poole hace varios a



partes historicos y biogréaficos a lo largo de su recorrido, enmarca estos a partes como
un “esfuerzo social y cultural, asi como cientifico” (p. 13). También el libro hace

apartes etimoldgicos, para atender el problema de la terminologia.

Como se menciona varias veces el libro de Poole salé de la categorizacion de
los libros de algebra lineal y no establece un capitulo para los determinantes en si,
estos son integrados en el capitulo cuarto que trata sobre eigenvalores y eigenvectores.
Claro es interesante mostrar que ver los determinantes en este contexto es Unico, ya
que se ven motivados por el uso en el descubrimiento de los polinomios caracteristicos
de las matrices, muy acorde al método axiomatico que reduce a su forma triangular y

genera la multiplicacion de las entradas en su diagonal principal.

Introduccion al Algebra Lineal Howard Anton, tercera edicion 1976.

Lo mas interesante de mencionar de este libro y que ya se presento en el cuadro
comparativo es el enfoque en el cual trata los determinantes el libro de Algebra Lineal
de Howard Anton, este enfoque guiado por el enfoque clasico de las permutaciones

hace del libro de Howard Anton Unico en su clase.

Al hacer un tratamiento del enfoque de permutaciones el autor deslinda el
problema de definir el concepto a través de n formas lineales alternantes esto da al

estudiante una mejor comprension, mas intuitiva del tema.

Claro el capitulo desarrollado para los determinantes consta de cuatro
subcapitulos los cuales hacen que en 5 secciones se puedan abarcar todo el tema
relacionado a este. Si bien el libro carece de todo tipo de apartes histéricos,
etimologicos, este lo compensa con la definicion de permutaciones, aunque es
conveniente expresar que el libro de Howard Anton en sus posteriores ediciones ha

tenido grandes cambios, los cuales todos estos detalles se han venido incluyendo.

No ahondaremos en el tema de como hace el tratamiento al capitulo de los

determinantes, ya en el andlisis del libro queda bastante claro, aunque se debe abrir
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una discusion fundamental acerca de retomar esta posicién en los cursos de algebra
lineal I de la universidad industrial de Santander, esto lo vemos en opinion personal

como necesario para el desarrollo de un curso de algebra lineal I.

Algebra Lineal Stanley Grossman, quinta edicion 1996.

Un libro bastante conocido en los cursos de Algebra lineal, es un libro con
abundante temas, ejercicios y ejemplos. A destacar se puede decir que preserva la parte

tecnoldgica con Matlab una gran aplicacion.

Al igual que el libro de Algebra lineal de David Poole este contiene aspectos

historicos pero vistos como mas de interés del lector a un aporte en si util al libro.

En diferencia a los otros libros de algebra lineal el libro de Grossman inicia el
capitulo definiendo la solucion de un determinante de orden 2, establece su notacion e
invita al lector a no confundir la notacion del determinante con el valor absoluto. El
libro de Grossman al contrario del libro de algebra lineal de Howard Anton basa su
capitulo de determinantes por el método inductivo. Al definir el determinante de orden
3x3 da pautas de como resolverlo de forma sencilla y alli entra la primera dificultad
no se puede seguir por el mismo método para el determinante de orden 4. Para seguir
se hace necesario introducir las definiciones necesarias para manejar el determinante

por cofactores y asi poder generalizar al determinante de una matriz de nxn.

El enfoque del libro de &lgebra lineal de Grossman se guia mas por un enfoque
orientado a los sistemas de ecuaciones lineales. A la utilizacion del determinante como

una herramienta y no pasa de alli.

Aproximacion al algebra lineal: un enfoque geométrico, Rafael Isaacs y
Sonia Sabogal 2009.

Un libro elegido por ser de autoria de dos profesores reconocidos de la

universidad industrial de Santander, el profesor Rafael Isaacs y la profesora Sonia
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Sabogal, se eligio por tener un enfoque diferente a los demas libros, el cual es un
enfoque axiomatico guiado en el capitulo de los determinantes por la parte geométrica

de area y volumenes orientados.

Un libro concreto, puntual en relacién al punto de vista geométrico, no contiene
a partes historicos, ni etimoldgicos, tampoco se establece una relacion entre la
combinatoria y los determinantes, un libro que sale de lo tradicional.

El capitulo desarrollado en relacion a los determinantes lo hace desde la
definicion axiomatica de la funcion determinante, los autores relatan que tomaron el
estilo del tratamiento que realiza Apdstol en su clasico libro de célculo. Al usar los
axiomas de la funcién determinante, se deduce un sencillo método para calcular el de
cualquier matriz cuadrada, también se veria como poder triangulizar la matriz
mediante operaciones elementales sobre filas o0 sobre columnas, esto generaria una
deduccion de la regla de Cramer, todo este enfoque axiomatico hace facil realizar la
muestra de propiedades como por la multiplicacion de determinantes y demas. Es un
gran libro, muy puntual y que ofrece un contexto diferente en el cual se puede

desarrollar un curso de algebra lineal I de la universidad Industrial de Santander.

Una ojeada a los primeros libros escritos sobre determinantes.

Spottiswoode es considerado el autor que escribi6 el primer libro Académico
sobre determinantes, (Farebrother, 2002), aunque en afios anteriores se publicaron
varios articulos amplios como el texto de Cauchy (1812), o el de Jacobi (1841) que
pueden ser calificados como los primeros libros de determinantes, no lo podriamos
considerar de esa forma, debido a que estos son articulos cientificos que tienen un nivel
de rigor elevado, y no cualquier persona puede leerlos, despojandolo de un caracter
formativo, a diferencia de lo que sucede con los libros de ensefianza. Alvarez (2013)

dice:

Entendemos que los libros, aunque pueden tener diversos niveles de extension

y dificultad, tienen como objetivo difundir entre pablicos mas amplios, casi siempre
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en el entorno educativo, una materia ya elaborada en el ambito de la investigacion

(p.109)

Y si reflexionamos sobre lo que comento Muir, quien asevera que

“Spottiswoode creo el primer trabajo elemental independiente de la época”.

Elementary Theorems
Relating To Determinants

(1851)

William Spottiswoode

lustracion 30. Elementary

Theorems Relating to determinants

Alvarez (2013) hace mencién a un
libro que es anterior al de Spottiswoode,
aunque es un libro de recopilacion,
menciona varios apartes interesantes, el
libro titulado Tratados Mateméaticos (1825)
de Heinrich Ferdinand Scherk, en este libro
se puntualiza la regla de Cramer, el libro es
de corte inductivo, las propiedades van

surgiendo a medida que avanza en el tema.

Mas adelante Spottiswoode en su
libro titulado Elementary Theorems
Relating to Determinants del afio 1851,
segun Alvarez (2013) explica con mas
detalle el libro, al referirse al él como un
escrito corto con ocho péaginas iniciales y

sesenta y tres de texto.

La mayor parte del prefacio

comenta Alvarez, esta dedicada a exponer un breve esbozo histérico de la evolucion

de los determinantes desde Cramer.

El libro categoriza los temas de la siguiente manera:

l.
Il.
1.
V.

Introduccidn

Sobre la formacién de determinantes
Transformacion de determinantes

Sobre la conexidn entre determinantes y sistemas de ecuaciones lineales
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V.  Sobre productos y potencias de determinantes
VI.  Sobre sistemas inversos y determinantes de determinantes
VII.  Expresiones para un determinante y sus constituyentes en términos de
sus coeficientes diferenciales
VIIl.  Sobre sistemas redundantes y grupos de determinantes
IX.  Sobre determinantes antisimetricos

X.  Sobre determinantes funcionales.

Nos podemos guiar por lo que comenta Alvarez (2013) acerca del contenido en
dichas secciones, aunque si desean mas profundidad del andlisis pueden ir

directamente al autor en cuestion.

En el primer capitulo se establece un método inductivo para mostrar la
formacion de los determinantes, aborda las diferentes aplicaciones que en la historia
dieron lugar a la formacion del concepto tales como la “obtencion del centro y los ejes
principales de una curva plana y de una superficie de segundo orden, asi como la

transformacion de coordenadas”.

Al dar una definicién inductiva Spottiswoode la realiza hasta n = 4 dejando
la definicion inductiva general para méas adelante. La notacion es caracteristica de
Vandermonde, aungue no escogen sus simbolos de representar funciones si todas sus
caracteristicas de acuerdo a la resolucion y una que otra pequefia notacion

caracteristica.

Alvarez detalla que el libro contiene muchas erratas en cuanto a la escritura del

libro, pero lo contrasta con la época en la cual “no eran tiempos de rigor expositivo’
(p.115).

En el capitulo 2 aparecen los primeros teoremas que muestran la linealidad de

la funcion determinante,

Teorema 1. si toda una linea vertical u horizontal se multiplica por la misma

cantidad, el determinante es multiplicado por esa cantidad.
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Aqui continda el autor con la demostracion del teorema. En el libro se contrasta
un poco la retorica de la fecha al tener enunciados bien expresados y sin notaciones.

Ya en el capitulo IV se enuncia la primera conexion entre determinantes y
sistemas de ecuaciones con la regla de Cramer. En el capitulo V se establece un

teorema muy reconocido, El teorema es el siguiente:

Teorema XI. Un determinante cuyos constituyentes son funciones lineales de
constituyentes dados, siendo los coeficientes los mismos para cada linea horizontal, es
igual al producto de los dos determinantes cuyos constituyentes son los constituyentes

dados y los coeficientes respectivamente. (pg. 26)

Alvarez (2013) comenta que la exposicion del producto de determinantes es
acertada, al hacerlo de modo algoritmico, aunque esto suponga dejar abierto a
interpretaciones de multiplicacion fila - fila, fila- columna. También comenta el autor
que en conclusion este libro es sistematico y pedagdgico al mostrar la parte general de
la teoria de determinantes. Aunque cambia en la version siguiente haciéndolo mas
extenso y mas riguroso?®, lo cual lo hace perder el enfoque pedagdgico que tenia en la

primera version.

La segunda version del libro de Spottiswoode esta con fecha de 1856, pero
siendo elaborada de 1851 a 1853, este retraso en la publicacion Alvarez (2013)
comenta que se podria pensar que fue a que el editor de la revista diera el trabajo un

visto negativo, debido a la reescritura de la obra totalmente?’, al hacerlo Alvarez afirma

% Se podria pensar que el motivo es que el segundo trabajo fue publicado en una revista de

investigacion (Journal de Crelle), por eso las modificaciones a la rigurosidad del documento en cuestion.

27 Alvarez (2013) cita a Spottiswoode escribe una nota en su segunda version:

En el afio 1851 el autor del siguiente articulo publico un folleto titulado “teoremas elementales

relacionados con los determinantes” y tras la solicitud del editor de esta revista para reproducirlo,
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que esta “perdio el mérito de frescura, concision y accesibilidad que tenia” (p.121) la

revista de investigacion Crelle de pronto fijo su mirada en la primera obra realizada y

al ver la segunda version totalmente cambiada, podria ser un argumento para el retraso

de la publicacion del escrito.?®

Un segundo libro enuncia Alvarez (2013), ocupa la teoria de determinantes, se

titula La teorica dei determinanti e le sue principali applicationi. De Francesco

LA

TEORICA DEI DETERMINANTI
LE SUE PRINCIPALI APPLICAZIONI

DEL D.* FRANCESCO BRIOSCIH

TR 0w, B MTORATS APPUCA ML 1. B CIODTY W OPAVL

PAVIA
TIPGCAAFIA DEGLY EREDI REZZONI
(EH Y

llustracion ~ 31. Portada libro,

Francesco Brioschi

Brioschi (1854).

El autor resalta un detalle que es

importante para nuestra investigacion;

Los mas recientes trabajos sobre
determinantes son aplicaciones de sus
propiedades al analisis, a la geometria, a
la mecanica, a la teoria de las ecuaciones,

a la teoria de nimeros. (pg. 12)

Aunque pequefio, este argumento
es poderoso para las conclusiones de
nuestro analisis historico-
epistemoldgico, al mencionar lo que fue
el desarrollo de la teoria de
determinantes, una aplicacion de sus

propiedades, un descubrimiento ante

todo de aquellas propiedades que se dieron en los diferentes contextos.

28

"...solicité permiso para revisar el trabajo. El tema habia sido ampliamente desarrollado en

el intermedio, lo que hacia necesario no solamente revisarlo, sino reescribir por completo la obra. El

resultado se ofrece en las paginas siguientes”. (Spottiswoode, 1856 p.209)
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El contenido del libro lo enuncia Brioschi de la siguiente forma:

VI.

VII.
VIII.

X.
XI.

Definiciones y notaciones

Leyes de formaciones de determinantes

Propiedades generales de los determinantes

De la resolucion de las ecuaciones algebraicas lineales

Multiplicacién y elevacion a potencias de los determinantes
determinantes y elementos reciprocos, o0 determinantes de
determinantes

De las propiedades de los determinantes menores

determinantes antisimetricos y determinantes simétricos

De los determinantes de las raices de las ecuaciones algebraicas, y de
los determinantes de las integrales particulares de las ecuaciones
diferenciales lineales

determinantes de funciones

determinantes de Hesse

Alvarez (2013) menciona que el libro de Brioschi esta mas enfocado hacia la

parte de las aplicaciones de los determinantes, que a la construccion de su teoria

formal. La notacion tipo a;; es la utilizada y no la que utiliza Spottiswoode que es tipo

Vandermonde.

“se trata por tanto de un libro elemental en cuanto al desarrollo teérico y

abundante en los que a exponer aplicaciones se refiere”. (Alvarez, 2013, pg. 129)
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De aqui en adelante es marcada la tendencia de los libros acerca de
determinantes, en hacerlos mas expositivos y guiado hacia las aplicaciones, un ejemplo

de ello son los libros de Baltzer (1857) y Trudi (1862) el cual tienen en comun que el

Erster Abschnitt. contenido esta dividido en dos partes, el
Theorie der Determinanten. primero en teoria y el segundo en
aplicaciones.
§. 1. Bintheilung der Pormatationen gegobener E!

in zwei Classen. . « ,

i : Baltzer con su obra titulada “Teoriay
1. Die Elemente ciner Complexion, aus weloher Permutationen abgeleitet

werden sollen, werden durch Ordnungszshlen unterschioden, Ein El.em:-l Mu . . .

hoher ol in snders, wann e o gosere Ordoangsushl bat, Die Conbina-  gpljcaciones de los determinantes, con

tion eines Elements einer Permutstion mit einem der folgenden Elemento beisst

jo Beriehung suf dio ufspelngliche Complexion ;-:n Dclr‘-nge:::l;: m:n . . ., o

s erste E der Combination hoher ist als das zweile, 1. B. die Permuta- I

e b g indicacion de las fuentes originales” este
Die Permutationen gegebener Elemente nmd von Cranre in zwei Classen ge— L.

i ok v i e iy o s e 04 esquema metodolégico es el que toman los

ungerador Anzahl von Dersngements eaibslt.

2. Lehrssts, Wenn in einer Permutation ein Element mit ei- libros posterioresl al partir en dos la teoria y

nem sndern vertauscht wird, wihrend die Ghrigen Elemente

ihre Platzo bobalten, so Undert sich die Anzahl der vorhande- . . . .

KOk Berappementiin ki spprrane LT las aplicaciones el rigor matematico se va a
Boweis, Sind g und A die zu vertauschenden Elemente, b das hthere der-

selben, A die Grappe dor Elomente, welche g vorangehen, B dic Gruppe der

la parte de la teoria, dejando con més libertad

*, Caaxea Analyss des lipaes cearbes, 1780, Av(nndl\ p 658,

*+. Nie awl diesen Salz sich grilndende U g rithrt ven B R .
20vs her (Hist. Ot Faced. de Purls 4744 p. 908) und wurdo mru begrindet vou Lauae is a Ia parte de Ias apllcaclones para tl'atal’
derselben Sommiung 1772, Il p. #94, eiafacker i der Nier mitgreheilien Woise vea ety w10k
Leipeig 1814, §. 8 und von Gracnxst Aao. de Math

p 1

M. ! temas como el algebra, andlisis y la

geometria.
lustracion 32. Ejemplo de nota a

pie de pagina del libro de Baltzer Baltzer hace un importante

comentario acerca del desarrollo historico,
sefiala que en su obra cita a las fuentes originales, creadores de los métodos, autores
de los teoremas esto con el fin de que sirva de elemento de estudio para la historia

de las ciencias, y como invitacion al estudio de las mismas.

Alvarez (2013) reconoce el esfuerzo de Baltzer por reconocer los autores
originales de la teoria de determinantes. “A lo largo de toda la obra no deja de indicar
en notas a pie de pagina a quien corresponde la autoria de los diversos resultados que

expone, ya sea en la parte de la teoria como en la de aplicaciones.” (pg.133).
El indice de contenido de Baltzer se encuentra de la siguiente forma:
Teoria de determinantes

I.  Division de las permutaciones de elementos dados en dos clases
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VI.
VII.
VIII.

XI.
XII.
XII1.
XIV.
XV.
XVI.
XVII.
XVIII.

determinante de un sistema de n? elementos

Los términos de un determinante en una suma de productos de
determinantes parciales

Descomposicion de un determinante en una suma de productos de
determinantes

determinantes ordenados siguiendo los productos de los elementos de
dos lineas que se cortan

Producto de determinantes

Los determinantes de sistemas adjuntos

El determinante de un sistema de elementos, en el cual los elementos

correspondientes son iguales y de signo contrario

Aplicaciones de los determinantes

Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales

Teoremas sobre las ecuaciones diferenciales lineales

Resultante de dos ecuaciones algebraicas

Productos de todas las diferencias de varias cantidades dadas

Los determinantes funcionales

Teoremas sobre las funciones homogeéneas

Las sustituciones lineales y en particular las sustituciones ortogonales
Area de un triangulo y volumen de un tetraedro

Sobre los productos de areas de triangulos y volimenes de tetraedros
Relaciones poligonometricas y poliedrometricas

De las 18 secciones que se compone el libro la mayoria recae sobre las

aplicaciones, Alvarez (2013) afirma lo siguiente:
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TEORIA

DE

DETERMINANTI

E LORO APPLICAZIONI

pI

NICOLA TRUDI

PROFEASORE B1 CALCOLO 1NF
46010 ORD. DTALA K. ACCADEMIA DEL
£ 50010 RESTDEN:

NAPOLI

LIBRERIA SCIENTIFICA E INDUSTRIALE
, M s
'B. PELLERANO
STRADA DI CHIAWA, W.° 6O

1862

llustracién 33. Portada
libro de N. Trudi.

“Baltzer no se limita a indicar el uso que se hace de
los determinantes en los temas seleccionados, sino
que expone la materia correspondiente de modo

bastante completo”. (pg. 135).

Mas adelante en 1862, se publica una obra
titulada Teoria de determinanti e loro applicazioni
de N. Trudi. Alvarez (2013) hace gran énfasis en
el, debido a que fue la fuente principal de la cual se
introdujo en Espafia, dejando asi el reconocimiento
a éste de que los determinantes fueran difundidos y
conocidos, gracias a la traduccion de J. Echegaray.
Es importante sefialar que Muir comenta sobre esta

obra:

Este libro tiene un alcance similar al de Brioschi

y Baltzer, pero dirigido a lectores menos

avanzados. Las explicaciones son mas complejas, tienen numerosos ejemplos,

los teoremas menos simples estan divididos para una gradual absorcién, y las

deducciones que son evidentes estan enunciadas formalmente. (Muir 1960, pg

8).

El contenido del libro de Trudi, como ya lo comentamos se divide en dos partes

uno para la teoria y otro para las aplicaciones, el libro de Trudi contiene menos

variedad de aplicaciones que el libro de Baltzer.

Teoria de Los determinantes

I.  Inversiones en las permutaciones

Il.  Nociones en torno a las matrices rectangulares y cuadradas

I1l.  Primeras nociones en torno a los determinantes, y a los determinantes

menores y complementarios
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IV.  Propiedades generales de los determinantes

V.  Descomposicion de determinantes en suma de productos de menores
complementarias
VI.  Multiplicacion de determinantes
VII.  Derivadas y diferenciales de los determinantes
VIII.  Trasformacion especiales de determinantes

IX.  determinantes reciprocos

X.  determinantes simétricos, semisimetricos y disimétricos

Xl.  Matrices y determinantes de dos escalas
Aplicaciones de los determinantes

XII.  Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
XIIl.  Consideraciones generales sobre las funciones enteras, y el proceso del
méaximo comun divisor
XIV.  Eliminacién entre dos ecuaciones
XV. determinantes de las ecuaciones y raices multiples
XVI.  Sobre el teorema de Sturn
XVII.  determinantes funciones
XVIIl.  Algunas consideraciones generales sobre las sustituciones lineales
XIX.  Algunas propiedades de las funciones homogéneas
XX.  Algunas transformaciones y propiedades de las formas; y una particular
de las binarias y de las cuadraticas

XXI.  Algunas aplicaciones a la geometria analitica

Menciona Alvarez (2013) que Trudi sigue la linea de Baltzer el cual dedica la
primera seccion a explicar las permutaciones, en la segunda tan solo introduce
terminologia sobre los” rectangulos de cantidades, a los que denomina “matrices,
siendo dichas cantidades los “clementos” de la matriz que estan dispuestos en lineas

horizontales y verticales.
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A partir de estos primeros libros surgen cada vez mas obras acerca de la teoria
de determinantes, entre estas se encuentran las sucesivas versiones del libro de Baltzer,
con aportaciones de Kronecker, Dodgson, Dostor, Gunter y Scott, Ernesto Pascal entre
otros. Los anteriores escritos especificos de determinantes, se multiplicaron segun
pasaban los afos, los posteriores estudios y aportes a los sistemas lineales dieron una
motivacion para trabajar los diferentes problemas que abordaban dicho estudio e

incluso el aumentar la mirada mas alla de los determinantes al algebra matricial.

Contextos en los cuales se desarrolla el concepto de determinante.

De acuerdo al desarrollo del concepto de determinante, desde su origen hasta

su consolidacién como una teoria general, podemos identificar cuatro contextos claves

¢ Formas
cuadraticas

e Centrosy ejes
principales de
ecuaciones de
segundo grado

e sistemas | e Volumen y
lineales; rotacion de
resolucion de cuerpos.
sistemas nxn e geometria de

posicion.

Contexto

4

llustracién 34. Contextos claves sobre el determinante.

Cuatro contextos que abarcan lo desarrollado por la teoria de los determinantes
y que se encuentran en nuestro periodo de investigacion que empieza con Leibniz
(1693) y termina con Cauchy (1812), todos los contextos se encuentran enmarcados

desde la parte de las aplicaciones, estas aplicaciones ayudaron a formar la teoria de
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determinantes, las situaciones explicitas alli planteadas en los diferentes articulos
analizados, dan cuenta del surgimiento del concepto de determinante y sus

propiedades.

El primer contexto se establece en la busqueda de los centros y ejes principales
de ecuaciones de segundo grado, en el andlisis algebraico de curvas, por ejemplo
podemos citar la obra de Cramer (1750) “Introduccion al andlisis de curvas

algebraicas”.

El segundo contexto es el de las formas cuadraticas, las cuales enuncias
importantes propiedades y son la base de la imagen funcional de los determinantes. A
modo de ejemplo se encuentra todo el trabajo realizado por Gauss en el quinto capitulo
de sus disquisiciones, los aportes de Lagrange en cuanto a las sustituciones empleadas

para formar formas cuadraticas.

El tercer contexto es fundamental el cual es, sistemas de ecuaciones lineales,
desde Leibniz en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales pasando por Bézout
y Vandermonde con su teoria de la eliminacion dan cuenta de la importancia de este
contexto al desarrollo del determinante no solo como concepto si no ya como una

teoria.

El cuarto contexto, llamado “volumen y rotacion de cuerpos” enmarca todo lo
que tiene que ver con la parte geométrica, esta vision inicio con Lagrange en sus dos
obras de 1773, siendo la més importante la titulada “solutions analytiques de quelques
problemas sur les pyramides triangulaires ”. La belleza y el esfuerzo contemplado en
una obra totalmente analitica que rompe los esquemas de la época los cuales
concentraban esfuerzos en lo ya mencionado en el contexto 1 y 3, abre una nueva
mirada y ve a los elementos del determinante como coordenadas, tal como lo veia

Leibniz en su tiempo.
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Contexto 1
Analisis algebraico de curvas, busqueda de
los centros y ejes principales de ecuaciones
de segundo grado

Hindenburg

\

Specimen analyticum
de lineis curvis
secundi ordinis, in
delicidationem..

Binet

Sur quelques
formules d'algebre et
sur leur application a
A des expressions qui
ont rapport aux axes
conjugues des corps

Bézout
/ \

Theorie generale des
—»  Equations
Algebriques

Introduction a I'
™ Analyse des Lignes
Courbes algebrigques

Memoire sur la
»  theorie des axes
conjugues et des
momen d'inertie des
corps

Contexto 2
Formas cuadraticas, Clasificacion

Contexto 3
Sistemas lineales; resolucion de sistemas nx

Contexto 4

Disquisitiones
Arithmeticae

>

Ueber
L, Permutationen, in
Beziehung auf die
Stellen ihrer
Elemente

Vandermonde— — |
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Memaoire sur
I'elimination

Laplace /™ |

» Recherches sur le
calcul integral et sur
le systeme du monde

Prasse \
>

Commentationes
Mathematice :
demostratio

~>

eliminationis

Crameriana
Nouvelle solution su

lw  problemasu

mouvement de
rotation d' un corps
de figure quelconque

Solutions analytiques

de quelques




Geometria de posicién, volumen y rotacio problemas sur les
de cuerpos pyramides
triangulaires

Binet Memoire sur un
\ systeme de formules
> analytiques eet leur
application a des
consideration

geometrigques

Esquema 11. Contextos establecidos junto a sus autores y obras.

El esquema 11 muestra con mas detalle los autores y las obras correspondientes
a cada contexto, se puede profundizar en cada articulo mirando el andlisis historico
realizado en la seccidn correspondiente, en este esquema se exponen varios autores
que no los analizamos, pero los cuales no pierden importancia en el desarrollo de la

teoria de determinantes.
CONCLUSIONES
Mostraremos las conclusiones de acuerdo a los objetivos planteados en la
investigacion, teniendo en cuenta la secuencia de las secciones trabajadas.

Los objetivos planteados son

1. Realizar un estudio historico-epistemoldgico relativo al concepto de determinante

de Leibniz a Cauchy a partir del texto de Thomas Muir.

2. ldentificar dentro del estudio histérico-epistemoldgico, los contextos que dieron

lugar al concepto de determinante.

3. Revisar y analizar el enfoque de libros de texto usados como guia en cursos de

algebra lineal | de la UIS en torno al concepto de determinante.

Para lograr los objetivos, la investigacion se ha dividido en tres secciones, la
primera corresponde al analisis historico-epistemolégico, la segunda corresponde al
analisis de los libros de algebra lineal y una Gltima seccién la cual establece una

reflexion suscitada de las dos primeras secciones.
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Como menciona Alvarez (2013) el texto de Muir es una guia obligatoria para
sintetizar la evolucion general de los determinantes, esta investigacion se baso en dicho
libro, seleccionando los autores y los temas a analizar, consultando siempre las fuentes
principales para complementar lo trabajado por Muir. De esta primera parte

destacamos las siguientes conclusiones:

1. Cramer en su memoria de 1750, trata con la resolucion de los sistemas
lineales por métodos de eliminacion. Todo esto se lleva a cabo en el
apéndice de su obra “introduction a I'Analyse des Lignes Courbes
Algebriques”. Este método luego conocido como la famosa regla de
Cramer en su momento fue crucial ya que expresaba las soluciones sin
extensos célculos.

2. Esde gran importancia el trabajo de Vandermonde (1771) (teoria de la
eliminacion) ya que traslada el determinante de un concepto, de un
algoritmo, a una teoria general de los determinantes, a su vez
establecida con independencia. También es importante mencionar la
notacion simbdlica utilizada por Vandermonde, la cual es pertinente
para la época.

3. Los resultados de Leibniz sobre sistemas de ecuaciones lineales ya
plasmaban lo que 50 a 70 afios mas tarde Cramer y Vandermonde
redescubrian; la no publicacion en su tiempo de los trabajos de Leibniz
frend el desarrollo de la teoria de determinantes y en el algebra lineal
en casi un siglo.

4. Gauss en su obra Disquisitiones Arithmeticae en el quinto capitulo que
trata sobre las formas cuadraticas deja planteada la imagen funcional de
las matrices, las sustituciones lineales y la composicion de funciones,
la disertacion realizada sobre las formas cuadraticas con enteros, las
sustituciones son representadas por matrices de orden dos, y tres con
determinante +1 o -1, todas esas propiedades y caracteristicas se

estableceran gracias a Weierstrass el cual caracteriza los determinantes
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como funciones multilineales alternadas exponiendo sus propiedades
principales a través de esa definicion funcional.

5. Se puede observar la aparicion de una teoria de determinantes en
Cauchy (1812), quedando completa como menciona Alvarez (2013) en
la memoria de Cauchy del afio 1815. Pese a que la teoria quedo
estancada varios afios (se publicaron pocos articulos), solo se retomé
hasta los afios cuarenta, a partir del predominio de Jacobi, aunque con
frecuencia Cauchy resaltaba las propiedades del determinante como
funcion multilineal alternada, el enfoque del determinante estaba
dominado como un algoritmo que se extraia de un arreglo de nimeros.
Solo fue hasta la mitad de siglo que los determinantes se les reconoceria
como un cuerpo teorico general, con aplicaciones en analisis, geometria

y mecanica

Del segundo objetivo, el cual lo desarrollamos en la Reflexion Final

concluimos lo siguiente:

1. Se identifican cuatro contextos en el cual se desarrolla el concepto de
determinante, estos cuatro conceptos son:
Contexto 1, el cual abarca todos los desarrollos establecidos sobre la
interseccion de curvas, centros y ejes principales de ecuaciones de
segundo grado, la teoria de la eliminacion.
Contexto 2, incluye todos los trabajos sobre formas cuadraticas, su
clasificacion y propiedades.
Contexto 3, todo lo concerniente a los sistemas de ecuaciones lineales,
resolucion  de  ecuaciones, teoria de la  eliminacion.
Contexto 4, el cual establece el nuevo enfoque dado a la geometria de

posicién, volumen y rotacion de cuerpos. Lagrange.
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Del tercer objetivo podemos concluir lo siguiente:

1. El libro de David Poole no tiene ningun capitulo dedicado a los
determinantes, solo aborda el concepto en el tema de eigenvectores, las
referencias historicas son muy dispersas, son apartes que explican muy
brevemente la historia de un determinado concepto, de los matematicos
citados se encuentran: Laplace, Cramer, Mcclaurin, Seki, y Leibniz.

2. El enfoque del libro de Howard Anton es interesante, aborda el
concepto de determinante empezando por la combinatoria de los
coeficientes, hace un tratamiento adecuado y de gran utilidad, este
dedica el segundo capitulo del libro para los determinantes previamente
ha abordado los sistemas de ecuaciones lineales y matrices en el
capitulo 1. Seguido define el determinante como una funcion que asocia
un namero real a una matriz, Anton no hace alusion alguna a la
representacion geométrica tampoco hace referencia historica a algun
autor.

3. El algebra lineal de Grossman dedica su capitulo segundo para abordar
los determinantes, propone la definicién del determinante como la
sumatoria del producto de los elementos de una matriz de nxn en sus
diagonales. Resalta el hecho de que no debe confundirse a la funcion
determinante como un valor absoluto, debido a que la simbologia es la
misma, geométricamente incorpora la interpretacion geométrica de un
determinante de 2x2 y 3x3. Cada capitulo contiene secciones
especificas dedicadas a lo historico ubicados al final de cada seccion
los autores que hace mencion son a Leibniz, a Cauchy y a Cramer.

4. El libro de Rafael Isaacs y Sonia Sabogal deja para el ultimo capitulo
el concepto de determinante, areas y voliumenes orientados en el cual lo
identifica como “la funcion determinante”. El texto es de enfoque

axiomatico no contiene apartes historicos, como el titulo lo indica el
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libro esta enfocado hacia la parte geométrica, presenta el determinante
como una funcién lineal alternante, demuestra la regla de Cramer y en
la proposicion N° 16 que habla de la unicidad de la funcion no se

demuestra.

Otra conclusion que refieren a nuestro tema de estudio:

1. Los primeros libros sobre determinantes nacen por la necesidad de
difundir la teoria, empezé con el libro de Spottiswoode (elementary
theorems relating to determinants) y a continuacion le siguieron
Brioschi y Trudi, también Baltzer gestaba de gran manera la teoria de
determinantes, estos libros se caracterizan por su destreza pedagogica,
por su contenido facil de seguir, y por su separacion del contenido de

forma teoria-aplicacion.

SUGERENCIAS, DISCUSIONES E INVESTIGACIONES A FUTURO

Abrimos una discusion empezando por el trabajo de Cauchy y unas sugerencias

puntuales.
Los origenes de las funciones multilineales alternadas

El determinante pasa de cenicienta a princesa. El determinante es un objeto de
estudio matematico, es una funcién multilineal alternada. El enfoque axiomatico, con
que se abordan los determinantes en los libros de texto, parte de que existe una Unica

funcion, de M,, (k) en K, llamada determinante, tal que:

1. Es multilineal
2. Si se intercambia dos filas o columnas el determinante cambia de signo
200



3. =1

A continuacién, se demuestran unas propiedades con las cuales se puede
diagonalizar la matriz y asi calcular el determinante multiplicando los términos de la

diagonal.

En este enfoque se hace necesario demostrar el teorema de la unicidad, lo cual
es bastante complejo para un curso de &lgebra lineal |.

En este enfoque la funcién parte de M,,(k), se asume entonces que se conoce
el conjunto M,, (k) y se envia el mensaje de que los determinantes se originan de las
matrices, cosa que es histéricamente falsa, mas bien al contrario, lo que encontramos
es que las matrices se originan de los determinantes. Cauchy no utiliza matrices para

definir sus funciones multilineales alternadas, usa es el enfoque combinatorio.

Una matriz puede representar diferentes cosas (volumen, formas cuadréticas,
sistemas de ecuaciones lineales, conjunto de vectores), y una misma cosa (forma
cuadratica) puede ser representada por diferentes matrices. De igual manera los

determinantes.

En las siguientes expresiones:

_ %11 Q12
Q11822 = 412821 = g q,,
n Ay .. Qip
E sgn(o) | | Aig; = | '
g€eP, i=1 an1 - Qapn

La expresion de la izquierda es una definicion (enfoque combinatorio), un
método para calcular un determinante, una definicion surgida desde Leibniz mucho
antes de la nocion matricial de la derecha. La expresion de la derecha es una notacion,
una representacion simbélica, una imagen mental del concepto de determinante, util a
la hora de hacer demostraciones, puesto que esa notacion es facil de manipular lo que

no ocurre usando la definicion de combinatoria, la cual es compleja.
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Conclusion

El enfoque axiomatico, por su caracter tedrico, general, l6gicamente riguroso
debe ser visto no en algebra lineal 1, dado los pre saberes que se requieren, pero si en

algebra lineal 11, como un ejemplo de las funciones multilineales alternadas.

Enfoque combinatorio de los determinantes.

Los determinantes se definen como sumas de productos con signo basados en
permutaciones. Sumar todos los posibles productos que se puedan formar con los
coeficientes del sistema de ecuaciones lineales, tomando uno de cada ecuacion y uno
de cada incAgnita, la manera como se escribe el sistema de ecuaciones lineales si es en
filas y en columnas no interesa, no es lo importante, lo importante es que los
coeficientes del sistema son rotulados con un par de subindices para ser ubicados en
el sistema a modo de coordenadas en un plano cartesiano, sin filas y sin columnas. Es
decir, el enfoque combinatorio no parte de las matrices, como si ocurre en algunos

textos (ejm: Algebra lineal Howard Anton).

Ejemplo:
Permutacion Producto
(1 23 4) S Q14021032043
4 1 2 3

El enfoque combinatorio present6 un nivel de dificultad a la hora de calcular el
signo de la permutacion, el signo se hizo materia de estudio. Mclaurin anuncia la
descripcién combinatoria incluida la regla de los signos, pero no fue claro ni
contundente. LIamamaos la atencion sobre la dificultad que presentd para los diferentes

autores el establecer la regla de los signos.

La regla del signo:

202



Siempre que un entero mayor preceda a uno menor ocurre una inversion. El
namero total de inversiones de la permutacion sera par o impar. Si es par el producto
es positivo y si es impar el producto sera negativo. En el ejemplo anterior tenemos tres

inversiones por tanto el producto es negativo.

En el lenguaje moderno se define determinante como:

n
Z sgn(o) 1_[ TP
i=1

o€eP,

Como es claro, se hace necesario el estudio de grupo de permutaciones P, para

entender la definicion de determinante via combinatoria.

Proponemos en consecuencia el estudio del grupo de permutaciones P, como
parte basica de un curso de algebra lineal I, puesto que es una herramienta esencial
para ingenieros, matematicos, fisicos, y ademas como la primera nocién de grupo, el
primer ejemplo de operaciones con objetos alejados de la nocion de nimero, pero con
propiedades algebraicas, una oportunidad de introducir al estudiante en nuevas
estructuras algebraicas.

En el enfoque inductivo el determinante se desarrolla por cofactores, es de
caracter operativo, necesario para efecto practicos, creemos que el enfoque inductivo
y el enfoque combinatorio son los enfoques con los cuales se debe abordar el concepto
de determinante en algebra lineal | dejando al enfoque axiomatico para el algebra lineal
.

De Arte Combinatoria

Uno de los hechos de gran importancia que resaltamos de nuestra investigacion
fue habernos encontrado con un documento extraordinario. G.W. Leibniz en 1666,
presenta a la facultad de filosofia de la universidad de Leipzig una disertacion doctoral
con el nombre Dissertatio De arte combinatoria, que ha sido traducido desde el latin

en el afo de 1992 por Manuel Antonio Correia.
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Dissertatio de
arte
combinatoria

Determin
antes

Teoria del
Conocimiento

llustracion 35. engranaje acerca de la teoria de conocimiento de Leibniz

Pues bien, también nos encontramos con un articulo del afio 2012 titulado El
De arte combinatoria de G.W. Leibniz como una teoria de la ciencia. Escrito por
Manuel Antonio Correia en el cual presenta a la teoria de las variaciones del De arte

combinatoria de G.W. Leibniz como una teoria de la ciencia. Sostiene Correia (2012)

La razon descubre a través del andlisis la manera en que las distintas
realidades naturales se relacionan entre si. Esto permite que la misma razén
completé deductivamente el sistema saber cientifico por medio de una sintesis
combinatoria cuyas leyes son las leyes de la Idgica inventiva que a su vez se

fundamentan en los principios de la combinatoria y la aritmética (p.81)

El arte combinatorio no solo es una herramienta, sino una teoria del

conocimiento.
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Asi el joven Leibniz propone en su disertacion doctoral que las
complexiones (combinaciones) sean el modelo del conocimiento deductivo
humano, encontrando en ellas la razon y justificacion de toda verdad y realidad
(Correia, 2012. p.82)

En conclusiéon, llamamos la atencion firmemente por la necesidad e
importancia, de un estudio de los elementos basicos del analisis combinatorio en
algebra lineal 1. porque no solo son dtiles como herramientas a fisicos, matematicos e

ingenieros, sino como fundamento de una teoria de la ciencia.

“El De arte combinatoria es a la vez el fundamento formal mas especializado
que la época podria entregar para la justificacion de la postura racionalista en el &mbito

de las ciencias experimentales.” (Correia, 2012, p.82)

Otras discusiones:

e (Cabe hacer mencion especial a un tema que no se toco en las
conclusiones y es mas para una discusion; la combinatoria, la
importancia de retomarla en los cursos de algebra lineal. Podria darse
utilizando el libro de Howard Anton a modo de introduccion de un
curso de algebra lineal, esté pensamiento combinatorio que nace desde
Leibniz, y se desarrolla en la mayoria de matematicos es indispensable
para la creacion del espiritu cientifico, el lenguaje de programacion y
la ciencia de la computacion esta sustentado en bases combinatorias, y
estas fueron dadas por Leibniz en su articulo “explication de
I'Aritmetique Binaire” menciona los simbolos binarios usando el 0 y el
1 igual que el sistema actual. Las ciencias de la computacion es una
gran aplicacion de los sistemas lineales y de determinantes, la
aplicacién en los motores de buasquedas es fundamental, el
establecimiento de prioridades en las busquedas hace que desde el siglo

XVII se promueva el pensamiento combinatorio, asi que es momento
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de retomar este pensamiento e inculcarlos a los alumnos, debido a que
es necesidad de adquirir los componentes necesarios para ese
desarrollo; como el componente aleatorio, el componente aritmético, el
componente geométrico, y el componente métrico.

Es necesario reconstruir lo realizado por Lagrange en relaciéon al
volumen del tetraedro y en Gauss en relacion a la clasificacion de
formas cuadréticas, puesto que alli estan los conceptos bésicos del
algebra lineal; el producto escalar, producto vectorial, producto de
determinantes, etc...

Respecto a la primera parte (analisis histérico - epistemoldgico) un
aporte a futuro es mirar el periodo comprendido entre Cauchy y
Sylvester, desde alli empieza la teoria de matrices, este trabajo de
investigacion es necesario para complementar la historia de los
determinantes.

En cuanto a la segunda parte (andlisis de los libros de texto de algebra
lineal) un trabajo a futuro seria, complementar la investigacion de
Alvarez (2013), como se introdujo el &lgebra lineal moderna en los afios
sesenta en Colombia.

Otras investigaciones a futuro es la de establecer la realidad de los
cursos de algebra lineal en la Universidad Industrial de Santander,
observando la parte docente, del estudiante y del -curriculo,
identificando debilidades y problemas en cuanto al concepto de

determinante.
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