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Resumen

El estudio de soluciones axialmente simétricas de las Ecuaciones de Einstein
correspondientes a configuraciones discoidales de materia que tienen una gran
historia. Estas fueron estudiadas primero por Bonnor y Sackfield obteniendo
discos estaticos con menos presion, y por Morgan y Morgan, obteniendo discos
estaticos con y sin presion radial. En conexién con el colapso gravitacional,
los discos fueron estudiados en principio por Chamorro, Gregory y Stewart.
En anos pasados, discos delgados con tensién radial, campos magnéticos y
campos eléctricos y magnéticos han sido también estudiados. Varias clases de
soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein correspondientes
a discos delgados estaticos y estacionarios han sido obtenidas por diferentes
autores, con o sin presion radial.

Se presenta un estudio detallado del Modelo de Contra-Rotacién (CRM)
para discos delgados estaticos, axialmente simétricos, generales con presion
radial diferente de cero. Se obtiene una restriccién general sobre las veloci-
dades tangenciales de contra-rotacion, necesaria para expresar el tensor de
momentum-energia superficial del disco como la superposicién de dos fluidos
perfectos contra-rotantes. Igualmente se obtienen expresiones para la densidad
de energia y la presion de los fluidos contra-rotantes.

Se muestra que, en general, no es posible considerar que los dos fluidos

contra-rotantes circulan a lo largo de geodésicas ni considerar las dos veloci-
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dades tangenciales de contra-rotacién como iguales y opuestas. Se estudia una
familia simple de discos la cual admite algunos CRM con velocidades tangen-
ciales de contra-rotacién bien definidas y estables con respecto a perturbaciones

radiales.

III



Abstract

The study of axially symmetric solutions of Einstein field equations corres-
ponding to disklike configurations of matter has a long history. These were first
studied by Bonnor and Sackfield , obtaining pressureless static disks, and by
Morgan and Morgan, obtaining static disks with and without radial pressure .
In connection with gravitational collapse, disks were first studied by Chamo-
rro, Gregory and Stewart. In the last years, disks models with radial tension,
magnetic fields and magnetic and electric fields have been also studied. Seve-
ral classes of exact solutions of the Einstein field equations corresponding to
static and stationary thin disks have been obtained by different authors, with
or without radial pressure.

A detailed study of the Counter-Rotating Model (CRM) for generic finite
static axially symmetric thin disks with nonzero radial pressure is presented.
A general constraint over the counter-rotating tangential velocities, needed to
cast the surface energy-momentum tensor of the disk as the superposition of
two counter-rotating perfect fluids, and expressions for the energy density and
pressure of the counter-rotating fluids are obtained.

We show that, in general, it is not possible to take the two counter-rotating
fluids as circulating along geodesics neither take the two counter-rotating tan-

gential velocities as equal and opposite. A simple family of disks is studied that
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admits some CRM with well defined counter-rotating tangential velocities and

stable against radial perturbations.
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Introduccion

El estudio de soluciones axialmente simétricas de las Ecuaciones de Einstein
correspondientes a configuraciones discoidales de materia tienen una larga his-
toria. Estas fueron estudiadas primero por Bonnor y Sackfield [1], obteniendo
discos estaticos libres de presion, y por Morgan y Morgan, obteniendo discos
estaticos con y sin presién radial [2, 3], mientras que en conexién con el co-
lapso gravitacional, los discos fueron estudiados inicialmente por Chamorro,
Gregory y Stewart [4]. En anos pasados, discos delgados con tensién radial [5],
campos magnéticos [6] y campos eléctricos y magnéticos [7] han sido también
estudiados. Varias clases de soluciones exactas de las ecuaciones de campo de
Einstein correspondientes a discos delgados estéticos [8 - 15] y estacionarios
[16 - 18] han sido obtenidas por diferentes autores, con o sin presién radial.

En todos los casos anteriores, los discos son obtenidos usando un método
tipo “problema inverso”, llamado por Synge el “método - ¢’ [19]. El método
trabaja asi: se toma una solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio,
en la cudl hay una discontinuidad en las derivadas del tensor métrico sobre el
plano del disco, y el tensor de momentum-energia es obtenido de las ecuaciones
de Einstein. Las propiedades fisicas de la distribuciéon de materia son después
estudiadas mediante un anélisis del tensor de momentum-energia superficial

asi obtenido. Por otro lado, un método tipo “problema directo”, llamado por



Synge el “método - T”, también es usado por otros autores [20 - 25] tomando
un tensor de momentum-energia superficial dado, correspondiente a discos de
polvo contra-rotantes, y resolviendo las ecuaciones de Einstein en la regién
de materia. La solucién interna es luego usada para obtener condiciones de
frontera sobre las ecuaciones de campo en el vacio en la regién externa.

Como se puede ver, mediante el método tipo “problema inverso” no sélo se
puede obtener facilmente discos delgados con tensores de momentum-energia
mas generales sino también usar esta construccion para hacer interpretacio-
nes fisicas de algunas soluciones conocidas de las ecuaciones de Einstein en
el vacio, en el sentido de que los discos delgados pueden actuar como fuen-
tes exactas para métricas espacio-temporales dadas por soluciones en el vacio.
Ahora bien, en el caso de discos estaticos sin presion radial, hay dos interpre-
taciones comunes: se puede suponer la existencia de esfuerzos tangenciales o
suponer que las particulas sobre el disco se mueven bajo la acciéon de su pro-
pio campo gravitacional de tal manera que algunas particulas se muevan en
el sentido de las manecillas del reloj y otras en sentido contrario. Esta tltima
interpretacion, el “Modelo de Contra-Rotacién” (CRM), se emplea frecuente-
mente dado que puede ser utilizado para simular efectos rotacionales reales.
Aunque esta interpretacién puede considerarse como un artificio tedrico, exis-
ten evidencias observacionales de discos constituidos por corrientes de materia
rotante y contra-rotante [26, 27].

Usualmente se ha considerado que el Modelo de Contra-Rotacion sélo se
puede aplicar cuando no existe presion radial y el esfuerzo azimutal es positivo
(presion). Estas condiciones, sin embargo, son muy restrictivas y, en algunos
casos, se pueden tener discos que sélo las satisfacen en una regién parcial. Asi,
el Modelo de Contra -Rotacién serd valido s6lo como una interpretacién parcial

de los discos correspondientes. También, comunmente se considera que los dos



fluidos contra-rotantes circulan a lo largo de geodésicas. En este trabajo se
mostrara que esto no es necesario y que solo se puede hacer si la presion radial
es constante. Otra suposicion comun es considerar que el Modelo de Contra-
Rotacion representa dos fluidos que circulan en direcciones opuestas con la
misma velocidad tangencial. Como se mostrara en este trabajo, en general los
dos fluidos circulan con diferentes velocidades; aiin més, en algunos casos no es
posible obtener un Modelo de Contra-Rotacion si se toman las dos velocidades
tangenciales como iguales y opuestas.

El objetivo principal de este trabajo es un estudio detallado del Modelo de
Contra-Rotacion para discos delgados estaticos axialmente simétricos, de radio
finito y con presién radial diferente de cero. En el capitulo 1 se presentara un
resumen del procedimiento para obtener estas soluciones de discos delgados
y obtener el tensor de momentum-energia superficial. En el siguiente capitu-
lo, capitulo 2, se considera el Modelo de Contra-Rotacion para los discos. Se
encuentra una restricciéon general sobre las velocidades tangenciales contra-
rotantes necesaria para expresar el tensor de momentum-energia superficial
como la superposicién de dos fluidos perfectos contra-rotantes. Se encuentran
también las expresiones para la densidad de energia y la presion de los fluidos
contra-rotantes. En el capitulo 3, se considera una familia de discos con algunos
modelos de contra-rotacion bien definidos y estables con respecto a perturba-
ciones radiales. Los Modelos de Contra-Rotacion obtenidos concuerdan con la
condicién de energia fuerte, pero hay regiones del disco con densidad de energia

negativa.



Capitulo 1

Modelos relativistas de discos

1.1. Introducciéon

La construccién de modelos de discos delgados en relatividad general se
puede hacer tomando como punto de partida soluciones axialmente simétricas
a las ecuaciones de Einstein en el vacio e introduciendo posteriormente una
discontinuidad finita en las primeras derivadas del tensor métrico a través del
plano z=0. Dicha discontinuidad puede obtenerse reflejando la solucién dada
a través del plano. La discontinuidad en las primeras derivadas del tensor
métrico puede representarse mediante una funcion de Heaviside de tal forma
que, dado que el tensor de curvatura es lineal en las segundas derivadas del
tensor métrico y cuadratico en las primeras derivadas, el tensor de curvatura
contendra términos proporcionales a funciones delta de Dirac con soporte en
el plano z=0.

En este capitulo se presenta, con base en la referencia [48], un breve re-
sumen del tratamiento de modelos de discos delgados en relatividad general.
El formalismo necesario para el tratamiento de campos tensoriales como dis-

tribuciones se presenta brevemente en la seccién 1.2. En la secciéon 1.3 dicho



formalismo se aplica al caso en que existe un cascaron delgado de materia
en el espacio-tiempo M, de tal forma que las primeras derivadas del tensor
métrico poseen una discontinuidad finita a través de una hipersuperficie .
Restringiendo el formalismo anterior al caso de un disco delgado axialmente
simétrico, en la seccién 1.4 se obtiene la expresién general para el tensor de

momentum-energia superficial del disco.

1.2. Distribuciones tensoriales

Sean T, U dos campos tensoriales definidos sobre un espacio-tiempo M, y
(T, U) su producto escalar en el punto = € M. Sea D(M) el espacio de campos
tensoriales con soporte compacto y una clase de diferenciabilidad determinada.
Una distribucién tensorial 7' es una funcién lineal sobre D(M) definida como
[42]

<T,U >= / (T,U)/—gd*z (1.1)
M
donde U € D(M) y T es un campo tensorial localmente integrable.

Sea ¥ una hipersuperficie en M descrita por la ecuaciéon

o(z*) =0, (1.2)

donde ¢ es una funcién suave de las coordenadas z%, y por el vector normal

Na = (b,a (13)

donde ( ), = 0/0z". La hipersuperficie ¥ divide el espacio-tiempo M en dos
partes M* = {z* : ¢ > 0} y M~ = {29 < 0}, de tal forma que se puede

introducir la funciéon 6 de Heaviside, definida como

1, ¢>0
0¢)=1q L ¢=0 (1.4)
0, <0



y tal que
0.0 = n.0(), (1.5)

donde §(¢) es la funcién delta de Dirac con soporte sobre la hipersuperficie X.

Asi, para toda funcién F' con soporte compacto

/M Fé§(p)/—g d*z = / Fdv, (1.6)

P

donde dV es un elemento de volumen invariante introducido sobre la hipersu-
perficie X.
De la definicién de 6 se tiene que, para todo campo tensorial U(z) definido

sobre M [43, 44],

<0(1-0),U(x)> = [ U)8(1—8)y/—gds

= [, U@ ~0)y=g d*

M+

= 0,

<0 U(z)> = fM U(z)0*/—g d*z
= fM+ U(z)0y/—g d*z

= [ Ul)y=gd,

<(1L-0%U(@)> = [ Ul)(1-0?*/—gds
— [ U@)(1-6)y=g d'z

M

R ON



<05(6).U) > = [, U)s()y/=g d's
= U@,

U(z)ls,

<(1=0)d(¢),Ux) > = [ Ulx)(1—-0)d(d)y—g d'z

= Ulz)(1-0)l;
= U,
lo que prueba las identidades
0(1-60) = 0,
? = 0,
(1.7)
(1-0)? = (1-90),

(1-0)d(¢) = 06(¢) = 30(9),
en el sentido de las distribuiciones.
Si T es un campo tensorial definido en M tal que T y sus derivadas po-

seen discontinuidades finitas a través de 3, se pueden definir distribuciones en

términos de T en la forma:

(TP = T + T-(1-9), (1.8)

(T,,)” = T.)0 + T, (1-0), (1.9)



donde los indices & sobre el campo tensorial lo restringen a las regiones M ™,
respectivamente. De esta forma, T =TT en MY, T =T " en M~ yT =T, =
L(T*+T7) en . Usando las identidades (1.7) se puede probar facilmente que

(T)Daa - (Taa)D + [T] na5(¢)7 (1'1())
(TU)? = (T)"(U)", (1.11)
TU] = U,T] + [U]T,, (1.12)

donde [T7] es el salto de T a través de 3, definido como
[T] = T+|E - T_|27 (113)

el cual mide la discontinuidad de T a través de X.

1.3. Ecuaciones de Einstein para cascarones
de materia

Vamos a formular las ecuaciones de Einstein para el caso en que existe un
cascaron de materia en el espacio-tiempo M, de tal forma que las primeras
derivadas del tensor métrico poseen una discontinuidad finita a través de una
hipersuperficie ¥. Vamos a suponer que el tensor métrico g,, es continuo a

través de X, esto es
9a] = gals — gals =0, (1.14)
de modo que, en la vecindad de X, se puede escribir
G = b Ous SO (1.15)
donde la prima denota la derivada parcial respecto de ¢.

8



Usando la continuidad de g, se puede escribir

9o = (9ab)”, (1.16a)
Gabe = (gab,c)Da (116b>
gc = ( I?C)Da (116C)
Fgc,d = (Fgc,d)D =+ [FZC] Nq 5((25)7 (116(1)
donde
1
IOJLC = §gae<geb,c =+ Geep — gbc,e)a (117)

son los simbolos de Christoffel.
Usando los resultados anteriores en la definicién del tensor de curvatura de
Riemann,

a _ a a e a e a
bed = Lbde — Loea T Tralee — Dpeleas (1.18)

y suponiendo que el tensor métrico gq es, por lo menos, de clase C? en las

regiones M¥, se obtiene para el tensor de Riemann la expresién [45]

I?cd = ( gcd)D + Hl?cd 5((25)7 (119)

donde
Hpy = [ I?d] ne — | I?c] nd; (1.20)

+ son los tensores de Riemann usuales definidos en M=.

y los ( I?cd)
Las discontinuidades en las primeras derivadas del tensor métrico pueden
ser obtenidas de (1.15) y estan caracterizadas por el tensor by, definido a través

de las relaciones

[gab,c] = bab Ne, (121)

9



de tal forma que

[Fgc] = (bg Ne + bg ny — gaebbc ne)7 (1223>

N | —

Hyy = o (bgmone — bengng + byen®ng — ban®ne), (1.22Db)

donde todas las cantidades estan evaluadas en la hipersuperficie .
Suponiendo que el tensor de momentum-energia T,;, se puede expresar en
la forma
Tw = (Tw)” + Qu 0(9), (1.23)
donde gy es el tensor de momentum-energia asociado con la hipersuperficie
Yy los T;g son los tensores de momentum-energfa usuales definidos en M*, se
puede probar facilmente que las ecuaciones de Einstein, en unidades geométri-

cas tales que ¢ = 8nGG = 1, son equivalentes al sistema de ecuaciones

1

R —égabRi = T (1.24a)
1

Hay = S90H = Qu, (1.24D)

donde Hy, = HS vy H = gngab.
Cuando el cascarén de materia es la tnica fuente del campo gravitacional,
de tal forma que el resto del espacio-tiempo es vacio, T;g = 0 y las ecuaciones

(1.24a) se reducen a las ecuaciones de Einstein en el vacio en M¥,
REL = 0. (1.25)

De esta forma, habiendo resuelto el sistema anterior, las ecuaciones (1.24b)
pueden ser usadas para obtener las expresiones del tensor de momentum-

energia para un cascarén de materia,
1
Qf = 5{bgncnb — bpn°n. + bgnn, — binny — 55 (bEnn. — binne)},  (1.26)
donde todas las cantidades son evaluadas en la hipersuperficie >.

10



1.4. Discos delgados axialmente simétricos

Vamos a restringir el formalismo anterior al caso de un disco delgado axial-
mente simétrico introduciendo en el espacio-tiempo M las coordenadas quasi-
cilindricas z* = (t,,7,2) y considerando la hipersuperficie ¥ definida por
la funcién ¢(z*) = z, con vector normal n, = ¢,, = 6. La métrica para un

espacio-tiempo estatico con simetria axial puede ser escrita como [46, 47]
ds® = e [R%dp® + ** (dr? + d2?)] — e*®dt?, (1.27)

donde las funciones R, ® e A dependen sélo de las coordenadas r y z. La
naturaleza quasi-cilindrica de las coordenadas, ver referencia [3], significa que
r = 0 sobre el eje de simetria y, para z fijo, r crece mondétonamente al infinito,
en cuanto que z, para r fijo, crece mondtonamente en el intervalo (—oo, 00).
La coordenada ¢ varia en el intervalo usual [0, 27).

Dada una solucién de la forma (1.27) para las ecuaciones de Einstein en

+

.y definido para z > 0, se obtiene de la

el vacio, Ry = 0, el tensor métrico g
relacion

d32|M+ = ghdxda’, (1.28)
y el tensor métrico g,,, definido para z < 0, se obtiene a través de la relacién
g;b(T? Z) = g:b(rv _Z)a (129)

de tal forma que [gq,] = 0. Esto significa construir modelos con simetria de
reflexién con respecto al plano z = 0.

La relacion anterior implica que, cuando z # 0,

g;b,z(rv Z) = - gc—;;,z(rv _Z)v (1'30)

y de esta forma, tomando apropiadamente el limite cuando z — 0, las dis-

continuidades en las primeras derivadas del tensor métrico se pueden escribir

11



como

bab = [gab,z] = 29:17,Z|Z:0+’

Para la métrica (1.27), las componentes del tensor métrico son:

20
goo = Gu = —€ ,

g1 = ggoga:RQ‘e )

922 = Grr

933 = Gzz = 62(1\7(1))7

y las componentes no-nulas del tensor b,;, son:

by = 29tt,z = —46%‘1)72’7

boy = 20pp.=4¢**R(R, — R® ),

brr = 2grr,z = 462(/\7@) (A,z - (I),z)u

bzz = 2922,2 = 462(A_q>) (A,z - (I),z)a

(1.31)

(1.32a)

(1.32D)

(1.32¢)

(1.32d)

(1.33a)

(1.33b)

(1.33¢)

(1.33d)

donde todas las cantidades estdn evaluadas en la hipersuperficie z = 0.

Usando los resultados anteriores en la expresién (1.26), se obtiene para el

12



tensor de momentum-energia del disco las componentes no-nulas

Qf = 202N {A7Z—2<I),Z+};’Z}, (1.34a)
QY = 2e°"NA (1.34D)
Q. = zeQ@A){%}, (1.34c)

donde, nuevamente, todas las cantidades estan evaluadas en la hipersuperficie
z2=0".
El tensor de momentum-energia superficial S§ del disco se puede obtener

a través de la relacién

So = /Tb“ds, (1.35)
donde ds = ,/g.. dz es la medida fisica de longitud en la direccién normal a
la direccion del disco y T = @ d(z). Usando la métrica (1.27), tenemos que

Sy = / Q40(2)y/gerdz = / Q4d(2)eMdz = Qpe™,  (1.36)

obteniendo entonces las componentes no nulas

59 = 2e*A {A,Z—Qq),zjt%}, (1.37a)
Si = 2eT7AA (1.37b)
S; = 2e‘M{%}, (1.37¢)

donde, como en las expresiones anteriores, todas las cantidades son evaluadas

en la hipersuperficie z = 0.

13



Podemos escribir la métrica y el tensor de momentum-energia superficial

en las formas canodnicas

Jab — _Va% + WaWb + XaXb + Y;lYEn (138&)

Sab = Uva%+p<pWaWb +eraXb7 (138b>

con una tetrada ortonormal ez’ = {V”, wb Xt Yb}, donde

Ve = ¢*(1,0,0,0), (1.39a)
e<I>

we = - (0,1,0,0) , (1.39D)

X* = e*40,0,1,0), (1.39¢)

Y® = ¢*74(0,0,0,1) . (1.39d)

La densidad de energia, la presion azimutal, y la presion radial son, respecti-
vamente,

o= =5 ,p =S5 . p =5 (1.40)

0=0+p,+pr (1.41)

es la densidad newtoniana efectiva.
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Capitulo 2

El modelo de contra-rotacion

2.1. Introduccion

Vamos a considerar ahora, con base en las referencias [30] y [31], la posibi-
lidad de que el tensor de momentum-energfa superficial S% (SEMT) se pueda
escribir como la superposicion de dos fluidos perfectos contra-rotantes que cir-
culan en direcciones opuestas; esto es, vamos a suponer que S, escrito en su

forma candnica como
S = gV 4 p,WW? + p, XX, (2.1)

se puede expresar como

Seb = g 4 g (2.2)

donde Sib y S% son, respectivamente, el SEMT de los fluidos contra-rotantes
progrados y retrogrados.

Con el fin de hacer la descomposicién anterior, en la seccién 2.2, se presen-
ta el procedimiento para proyectar las cantidades fisicas importantes sobre la
tetrada comovil con el fluido. Posteriormente, en la seccion 2.3, se realiza la

descomposicién del SEMT y se obtienen las expresiones correspondientes para
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las densidades y presiones isotropicas de los fluidos contra-rotantes. Finalmen-
te, en la seccién 2.4, se analizan dos posibilidades comiinmente empleadas para

determinar explicitamente las velocidades tangenciales de contra-rotacion.

2.2. Proyecciones sobre la tetrada

Con el fin de obtener la descomposicién (2.2), debemos en primer lugar
proyectar los vectores velocidad de los dos fluidos contra-rotantes sobre la

tetrada e;’, usando las relaciones [32)]
Ul = WUt Ut= Ube (2.3)

Si U$ = (U2,UL,0,0) son los vectores velocidad de los dos fluidos contra-

rotantes, se obtienen las relaciones
U = Udes® + Uley®, (2.4)

—(U2)? + (UL)? = -1, (2.5)

siendo esta tltima la condicién de normalizacién del vector velocidad U¢.

La velocidad tangencial de contra-rotacién, medida en la tetrada e;’, esta da-

da por )
Ul
Uy = —=. (2.6)
U2
Reemplazando ahora (2.6) en (2.5), se obtiene
5 1
U) = ——. 2.7
+ \/@ ( )
Reemplazando entonces en (2.4), y usando la tetrada (1.39), tenemos
Ve++weu.
pe — LV = (2.8)

V1-U2 '
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esto es, las componentes de la velocidad de los fluidos contra-rotantes en térmi-
nos de la tetrada (1.39) y de la velocidad tangencial (2.6).

Otra cantidad relacionada con el movimiento de contra-rotacién es el mo-
mento angular especifico de una particula en una érbita circular de radio 7,
definido como hy = g,,Uf. Mediante las relaciones (2.6) y (2.7), se puede ver
que

-
hi _ Re Ui (29)

JV1-1U%

Esta cantidad puede ser usada para analizar la estabilidad de los discos con
respecto a perturbaciones radiales. La condicién de estabilidad,

d(h?)
dr

> 0, (2.10)

es una extension del criterio de estabilidad de Rayleigh de un fluido en reposo
en un campo gravitacional (ver por ejemplo [33]).
De igual manera, se pueden expresar V*y W en términos de U{ y de U,..

De (2.8) tenemos que

VI-UUC = Vo + WU, | (2.11a)

VIZU2Us = Vo4 WU ; (2.11b)
asi entonces, despejando V* y W® de (2.11a) y (2.11b), se obtiene

VI=URU U — /1 U2U_U®
Ve = — - e (2.12a)

U, —

/1_ 27170 /1_ 27170
we URO% i UEOE : (2.12b)

U, —

lo cual nos da las expresiones buscadas para los vectores V' y W,
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De acuerdo con lo anterior, los productos VeV y WeW? estan dados por

(L= U020 + (1 = U2)U2UL?

aysb
v (U, —U-)?
V121 -T3ULU_(UsUY + USUY)]
U, -U.)? ’
(2.13)
waps — (L= UDULUL + (1 - U2)UeU?

Uy —U-)?

V1 UR1 U2 (U0 + ULy
Uy = U-)? ’

que al reemplazarse en la expresién candnica para S® llevan a la descomposi-
cién deseada.

Finalmente, para poder completar la descomposicién (2.2), debemos tam-
bién expresar el vector X en términos de los vectores U{ y de las velocidades
tangenciales U.. Para tal fin, introducimos la métrica h,, de la hipersuperficie

z = 0, definida mediante la relacion
hab = Gab — Y;}/b (214)

Con la métrica g, escrita en la forma candnica (1.38a), la expresién para hgy

en forma candnica es

hay = =Vo Vi + W Wy + X Xy (2.15)
despejando entonces el producto X, X}, tenemos

XXy = hop + V, Vi — W, Wy, (2.16)

lo cual, usando (2.13), permite expresar X,X; en términos de U y Uy. Las
expresiones anteriores completan las relaciones requeridas para obtener la des-
composicién (2.2) del tensor de momentum-energia, la cual efectuaremos en la

siguiente seccién.

18



2.3. El tensor de momentum - energia
Tomando el tensor de momentum energia S en su forma canénica
S = VYV 4 p, WOW?P + p, XX
y reemplazando la expresién (2.16) para el producto X¢X?, se obtiene
S = (o +p)VV® + (pp—p )W W + ph. (2.17)

Finalmente, usando la expresién (2.13) para los productos VeVt y WeW?, se

obtiene
Sab _ f(va U,)(l - UJQr) UiUi
U, —U.)
f(UL, U1 —U?) UsU?
U, — 0y
(2.18)
UL U= U2)a(1 - U)3 (UsUL + UUY)
T, U

_prhaba
donde

fU_,U.) = (o+p)U? + Py — Dr (2.19a)

fULUL) = (o+p)US +pp—pr (2.19Db)

fULU-) = (64+p)ULU-+py,—Dr . (2.19¢)

Asi, (2.18) proporciona la expresién necesaria de S% en términos de las velo-

cidades de los dos fluidos contra-rotantes.
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Ahora bien, para que el tensor de momentum-energia se pueda interpretar
apropiadamente en términos de un modelo de contra-rotacién bien definido
como (2.2), es necesario que el término mixto en (2.18) sea igual a cero. De
acuerdo con lo anterior, las velocidades tangenciales de contra-rotacion deben

estar relacionadas mediante la condicién de ligadura
fUs,U-) =0, (2.20)

donde se asume que |UL| # 1. Asi el SEMT se puede escribir como la superpo-
sicion de dos fluidos perfectos contra-rotantes si, y solo si, la ecuacion anterior
admite una solucion tal que U, # U_. Este tltimo resultado es completamente
equivalente a la condicién necesaria y suficiente obtenida en la referencia [31].

Ahora bien, escribiendo el SEMT (2.2) como la suma de dos fluidos perfec-

tos contra-rotantes de la forma

S = (o4 +p)ULUY + prh® (2.21a)
S = (o_ 4 p YU U + p_h | (2.21b)

se obtiene la expresion
S = (o4 +p)ULUL + (0 + p)UUL + (py +p-)h®; (2:22)

esto es, una expresion en donde aparecen claramente factorizados los términos
correspondientes a cada uno de los fluidos contra-rotantes.
Tomando ahora una solucién de la ecuacién (2.20) para las velocidades de

contra-rotaciéon, se tiene que
(0 +p)ULU- +py — pr = 0; (2.23)
por lo tanto, despejando p, — p, y reemplazando en (2.19a) se tiene que
FU-U2) = (0 +p)U-(U- = Uy). (2.24)
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[gualmente se obtiene
fU,Uy) = (0 +p)UL(Uy —U-),

al reemplazar p, — p, en (2.19b).

(2.25)

Asi entonces, reemplazando (2.24, (2.25) y (2.20) en (2.18) se obtiene final-

mente la factorizacién

_1_UJ2r_

Sab = U7U (J_Fpr)UfUiUi—i_
LY — " Y+
[ 1— UE ] a7Th
ﬁ (0’+pr)U+U_U_ +
LY+ 7 Y-
prhab.

Comparando entonces (2.26) y (2.22) se obtienen las expresiones

SRR
o+ pyr = ﬁ {(oc+p)U_},
[1-U? ]
o+ p- = |7—7 [ {le+p)Us},
U, —U.

Py + p— = P

Combinando estas expresiones podemos obtener la expresién
Oy +0_ =0+ Dpr— Py,

para las densidades de energia de los fluidos contra-rotantes.

(2.26)

(2.27a)

(2.27b)

(2.27¢)

(2.28)

Como se puede ver facilmente de las expresiones (2.27), las densidades de

energia o4 y las presiones p4 del modelo de contra-rotacion no estéan definidas

univocamente, incluso para valores definidos de las velocidades U.. Esto sig-

nifica que para una determinacion completa del modelo de contra-rotacion es
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necesario imponer alguna condicion adicional que permita determinar explici-
tamente estas cantidades, como veremos en la siguiente seccion. Es importante
anotar también que las anteriores expresiones son también equivalentes a la

correspondientes expresiones en la referencia [31].

2.4. Velocidades de contra - rotacion

Como se puede observar de los resultados obtenidos en la secciéon ante-
rior, las cantidades fisicas que caracterizan el modelo de contra-rotacion, las
densidades o1 y presiones pi, dependen de las velocidades tangenciales de
contra-rotacion U.. Asi entonces, para determinar completamente dichas can-
tidades, es necesario conocer explicitamente las velocidades tangenciales de
los fluidos contra-rotantes; sin embargo, la condicién (2.20) no determina UL
univocamente, asi que existe cierta libertad en la escogencia de los vectores
velocidad U$ de los fluidos contra-rotantes.

De acuerdo con lo anterior, para determinar completamente el modelo de
contra-rotacion, es necesario imponer alguna condicién adicional sobre las ve-
locidades tangenciales de contra-rotacién, U, de tal manera que, combinada
con la ecuacién(2.20), permita determinar explicitamente dichas velocidades.
Las dos posibilidades mas simples que comunmente se consideran son suponer
que los dos fluidos contra-rotantes circulan a lo largo de geodésicas, o supo-
ner que los dos fluidos contra-rotantes circulan con velocidades tangenciales
iguales y opuestas.

Vamos a considerar en primer lugar la suposicion de que los dos fluidos
contra-rotantes circulan a lo largo de geodésicas. La ecuacion de las geodésicas

para las componentes covariantes del vector velocidad, U, = g¢,U® puede
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escribirse como (ver [34])

au, 1 .
= igbwaU : (2.29)

ahora bien, para érbitas circulares se tiene que r = cte., asi que U, = 0; de

acuerdo con esto, (2.29) se reduce a
Goe, UPUC =0, (2.30)

donde b y ¢ toman los valores 0 y 1.

Escribiendo entonces los vectores velocidad de los fluidos contra-rotantes
como U¢ = (UL, U4,0,0) = UL(1,w,0,0), donde wy = UL /UL son las veloci-

dades angulares, la ecuacién (2.30) implica que
G11.,w° + goor = 0, (2.31)

cuyas soluciones estan dadas por

wy = T w,
(2.32)
W2 = — Joor
gi1,r

Como podemos ver, dado que el espacio-tiempo es estatico, los dos fluidos
geodésicos circulan con velocidades iguales y opuestas.
Vamos ahora a calcular f(U,,U_) para las velocidades geodésicas. En pri-

mer lugar, expresando UL en términos de wy se obtiene
W-
Uy = — [—1] wy (2.33)

y asi, usando (1.38a) y (1.38b), se tiene que

A+ 0+pr_p B
v = Aot —p)B (2.34)
911+ Vo
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donde

A = g11,500 + goo,rS11; (2.35a)
= Googi1,r + Goo,rgi1- (2.35Db)

Usando las ecuaciones de Einstein (3.2a) - (3.2d) y las expresiones (1.37a) -

(1.37¢c) para el SEMT se puede mostrar que

R dp,
R,—R®,| dr’

JULU) = [ (2.36)

esto es, los fluidos contra-rotantes circulan a lo largo de geodésicas sélo si la
presién radial es constante, como es esperado debido a que el gradiente de
presion representa una fuerza no gravitacional.

Un caso importante de lo anterior es cuando no hay presién radial, p, = 0,
de modo que la condicién (2.20) es equivalente a

Ut ="2e (2.37)

g

como comunmente se considera en los trabajos relacionados con discos contra-
rotantes. Ahora, dado que p, = 0, se puede tomar p, = p_ = 0, asi que se
tienen dos fluidos de polvo contra-rotantes con densidades de energia iguales,
dadas por

o — Py

= 0_ = . 2
o, =0 5 (2.38)

En este caso se tiene una determinacién completa de todas las cantidades
relacionadas con el CRM. Por otro lado, cuando p, # 0 se tiene que, en general,
f(Uy,U-) # 0 para fluidos que circulan a lo largo de geodésicas y asi no es
posible obtener un modelo contra-rotante con ellos.

Vamos a considerar ahora la otra posibilidad simple para determinar las
velocidades de contra-rotacion. En este caso se supone que los dos fluidos

circulan con velocidades tangenciales iguales y opuestas, aunque no lo hagan
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a lo largo de geodésicas; esto es, se supone que
Uy ==U, (2.39)
de modo que la ecuacién (2.20) es equivalente a
0= Bz (2.40)
o+ Dr
Este caso, el cual también se considera cominmente, permite igualmente una
determinacion completa de los vectores velocidad U$; sin embargo, esto solo
se puede hacer cuando la expresiéon anterior es positivo definida. Si este no es
el caso, no se pude tomar las dos velocidades como iguales y opuestas.
En el caso general, cuando (2.40) no es positivo definida, los dos fluidos
circulardn con velocidades diferentes y (2.20) se puede escribir como
Pr — Py
U U= |—], 241
N (2.41)

asi que solo se puede obtener un CRM si

[pr — Dyl < |0+ 0], (2.42)

con el fin de que |UL| < 1. Ademads, esta relacién no determina completamente
las velocidades tangenciales U, y asi el CRM es indeterminado.

Como se puede ver de las consideraciones anteriores, para CRM construidos
partiendo de métricas estaticas axialmente simétricas generales, no se pueden
determinar completamente las velocidades contra-rotantes mediante la condi-
cién (2.20). Asi, en general el CRM correspondiente quedard indeterminado
puesto que la densidad de energia y la presion isotropica no pueden obtenerse
explicitamente sin un conocimiento completo de las velocidades tangenciales
de contra-rotacién. En efecto, como fue mostrado en [31], ver también referen-
cia [35], hay una familia bi-paramétrica de interpretaciones en términos de dos

fluidos perfectos para el el SEMT (1.38b). Por otro lado, la ecuacién (2.42) es
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una condicién muy restrictiva de la descomposicién de S? y, de acuerdo con
esto, en general no es posible considerar el SEMT como la superposiciéon de

dos fluidos perfectos contra-rotantes.
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Capitulo 3

Discos contra - rotantes con

presion radial

3.1. Introduccion

Como una aplicacién de lo presentado en los capitulos anteriores, conside-
ramos en este capitulo algunos modelos simples de discos con presion radial
diferente de cero que se pueden interpretar apropiadamente mediante el Mo-
delo de Contra-Rotacién. Tales discos se obtienen considerando una solucion
simple de las ecuaciones de Einstein que permite obtener expresiones simples
para todas las cantidades involucradas en el Modelo de Contra-Rotacion.

De acuerdo con esto, en la secciéon 3.2 se presenta la manera de obtener
una solucién general de las ecuaciones de Einstein en el vacio tal que los mo-
delos de discos obtenidos presenten presién radial diferente de cero, llevando
las ecuaciones de Einstein a la forma de Weyl mediante una transformacién
conforme de las coordenadas, la cual determina a su vez el comportamiento de
la presién radial. Posteriormente, en la seccién 3.3, se considera una familia

simple de soluciones y se obtienen, en la seccion 3.3.1, las expresiones generales
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para la densidad de energia y las presiones azimutal y radial de los modelos
de discos asi obtenidos. Finalmente, en la seccion 3.3.2, se analizan los CRM

correspondientes a los anteriores discos.

3.2. Solucién general con presion radial

Tomando la métrica para un espacio-tiempo estatico axialmente simétrico

en la forma (1.27),
ds® = e [R%dp® + ** (dr? + d2?)] — e*®dt?, (3.1)

donde R, ® y A son funciones que sélo dependen de las coordenadas r y z, las
ecuaciones de Einstein en el vacio son equivalentes al sistema de ecuaciones

diferenciales

R,, + R.. =0, (3.2a)
(R®,),+(R®,), = 0, (3.2b)
R.A,+R,A,—2R®, 0, —R,. = 0, (3.2¢)
R,A,—R_A,—-R®,>-~®.)+R.. =0, (3.2d)

validas en la regién exterior al disco; esto es, para z # 0.

La ecuacion (3.2a) es la ecuacion de Laplace bidimensional,
AR = R,, + R.. = 0, (3.3)

de modo que la funcién R(r, z) se puede considerar como la parte real de

una funcién analitica F(v) = R(r,z) + iZ(r, z), donde v = r + iz. La parte
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imaginaria de F(v), la funcién Z(r, z), se puede obtener a partir de la funcién

R(r, z) resolviendo las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

oz OR
o - o (34)
OR oz
o o (3:5)

las cuales son la condicién necesaria y suficiente para que F(v) sea una funcién
analitica de v = r + iz.
La funcién F(v) puede igualmente usarse para definir una transformacién

conforme de las coordenadas, a través de la relacién

r— R(r, z),
(3.6)
z— Z(r, z),
de tal manera que
dR? + dZ*
dr? 4 d? = B 927 (3.7)
|F'(v)|
donde
|F(v))* =R, +R.% (3.8)
Las nuevas coordenadas (t, ¢, R, Z) se denominan coordenadas de Weyl.
En las coordenadas de Weyl, la métrica toma la forma
ds® = e 2 [R%d* + e (dR* + dZ?)] — eV dt?, (3.9)

conocida como la métrica de Weyl. Las ecuaciones de Einstein en el vacio para

29



esta métrica son

1
\I[,RR"'_E\I[,r‘i‘\I’,ZZ =0, (3.10a)
g = RWR—V,%, (3.10b)
II; = 2RV RV = . (3.10c)

Como se puede ver, la ecuacién (3.10a) es la ecuacion de Laplace tri-dimensional
con simetria axial, la cual a su vez es la condicién de integrabilidad del sistema
de ecuaciones (3.10b) - (3.10c) para la funcién II(R, 7).

De acuerdo con esto, dada una soluciéon W(R,Z) de la ecuacién (3.10a),
entonces II(R, Z) se obtiene integrando las ecuaciones (3.10b) - (3.10c). La
solucién general para el sistema de ecuaciones de Einstein originales, (3.2a) -

(3.2d), estd dada entonces por las funciones

R(r,z) = ReZF(v), (3.11a)
Z(r,z) = ImF(v), (3.11b)
O(r,z) = WU(R Z), (3.11c)
Arz) = TR, Z) + W|F (), (3.11d)

donde ¥ (R, Z) y II(R, Z) son soluciones de las ecuaciones de Weyl (3.10a) -
(3.10c).
Como se puede ver de (3.11), (1.37¢c) y (1.40), la construccién de discos

delgados con presiéon radial diferente de cero depende fuertemente de la funcién
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analitica F(v), debido a que esta funcién no solo define la transformacién
(3.11) que lleva las ecuaciones de campo a la forma de Weyl (3.10), sino que
también determina el comportamiento de la presion radial, como veremos a
continuacion.

Teniendo en cuenta (1.37c) y (1.40), la presién radial se expresa como

ARz
=gt ll

3.12
p 7 (3.12)
de modo que, usando (3.11c) y (3.11d), se tiene que
2eV1T R,
= =, 3.13
P FI R 19
y asi, usando (3.8), tenemos finalmente
2 W—II
¢ R (3.14)

L s ol
donde todas las cantidades estdn evaluadas en z = 0T; asimismo, suponiendo
que las funciones ¥ y II son reales y bien comportadas en la hipersuperficie
z = 07, el comportamiento de la presién p, depende fundamentalmente de la
funcién métrica R(r, z), la cual estd determinada por la parte real de la funcién
analitica F(v).

Un posibilidad simple para la funcién F(v) esta dada por
Flv) = v + iz, (3.15)

donde zp es una constante. En este caso se tiene discos infinitos con presion
radial igual a cero. Este es el método bien conocido de “desplazamiento, corte
y reflexion” usado en casi todos los trabajos acerca de modelos de discos pa-
ra generar discos delgados usando soluciones de las ecuaciones de Einstein y
Einstein-Maxwell. Otro posibilidad para F(v) fue presentada en la referencia
[5] y esta dada por

Flv) = v+avr?—1, (3.16)
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donde o > 0, de tal forma que la expresion general para la presion radial se

puede escribir como
2a U1

r = €
b \/1+(oz2—1)r2

de donde se puede ver que si ¥ y II son reales y finitas cuando z = 0T, entonces

, (3.17)

pr es una funcién bien comportada de r para todo valor de o > 0. En este
caso se obtienen discos delgados con presion radial diferente de cero y con radio
unitario, localizados en z = 0, 0 < r < 1. Para obtener discos con radios finitos
no unitarios, se necesita hacer solamente la transformacién r — ar, donde a

es el radio del disco.

3.3. Una familia simple de discos

Vamos ahora a considerar un ejemplo simple de soluciéon de las ecuacio-
nes de Weyl (3.10a) - (3.10c), mediante el cual se pueden obtener diferentes
CRM con velocidades de contra-rotacién bien definidas. La soluciéon conside-

rada estd dada por [36]

g [Ry+R_—2k

V(R Z) = — 1 18
2 B 2 2
" (Ry +R_)? — 4k

donde ot > 0, k = Va2 —1y R = R?> 4 (Z + k)?. La anterior es una de
las més simples soluciones de Weyl y contiene la solucién de Chazy-Curzon
[37, 38] cuando v = 1, la solucién de Zipoy-Voorhees [39, 40] cuando o > 1,y
la solucién de Morgan y Morgan [2], cuando a < 1.

Si ahora se toma F(v) dado por (3.15), se obtienen discos infinitos con
presién radial igual a cero. Estos modelos han sido estudiados en las referencias

[1, 2] v [12, 14]. Para obtener discos estaticos finitos con presién radial diferente
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de cero, siguiendo la referencia [5], se toma F dado por (3.16), de modo que
los discos estan localizados en z = 0, 0 < r < 1. Estos discos ya fueron
parcialmente discutidos en la referencia [5], pero sin tener en cuenta el Modelo
de Contra-Rotacion. Asi, en el presente trabajo se completa el analisis de dichos
discos considerando todo el espectro de valores para los parametros p y oy
haciendo un estudio detallado del correspondiente Modelo de Contra-Rotacién.

Tomando el valor de las funciones (3.18) en el disco y usando (1.34a),
(1.34b) y (3.17), se pueden obtener las expresiones para la densidad de energia

y las presiones azimutal y radial,

2p —a 1+ p*r?
= pr — , 3.19
7 p Q@ 1+ k2r2 ( 2)
1+ p2r?
- T 9 319b
ng p _1 + k327”2 ( )
= po [1 i kzrﬂ (12 —k?)/2k> ’ (3.19¢)

donde py = 2a(a — k)“/k >0y 0 < r < 1. Vamos ahora, en las siguientes
secciones, a analizar las propiedades de esta familia de discos para diferentes
valores de los parametros i y «, asi como también los modelos de contra-

rotacién correspondientes.

3.3.1. Propiedades de la familia de discos

Consideraremos, en primer lugar, dos casos donde se obtienen expresiones

simples para el SEMT. Sea o = 0, asi que p, = p, =0, y

4M67,u7r/2
(1 — r2) /2

(3.20)

g =

esto es, este caso corresponde a un disco de polvo con densidad de energia po-

sitiva, el cual satisface todas las condiciones de energia [41]. De otra parte, la
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densidad de energia es singular en el borde del disco. Se puede ver también que
la restriccién (2.20) implica que Uy = 0, asi que este es un disco “verdadera-
mente estatico”, en el sentido de que no se le puede obtener una interpretacion
en términos del modelo de contra-rotacién. Este caso corresponde al disco de
Bonnor y Sackfield de la referencia [1].

Para el segundo caso simple tomamos . = k > 0, asi que

o=—4(a—k)? (3.21a)

pr = pp = 2a(a — k). (3.21b)

De acuerdo con esto, los discos estan constituidos por fluidos perfectos con
densidad de energia y presion constantes. Ahora bien, dado que o < 0, los
discos no satisfacen la condiciéon de energia débil; por otro lado, o > 0, asi que
los discos si satisfacen la condicion de energia fuerte. Para estos discos se tie-
ne igualmente que UL = 0, asi que tampoco es posible una interpretacion en
términos del modelo de contra-rotacion. Estos son también discos “verdadera-
mente estaticos”.

Para cualquier otro valor de @ > 0 y p # k, las presiones radiales y azimu-
tales, p, y p,, son positivas en todas partes y bien comportadas para todos los

valores de p v a. Para la “densidad newtoniana efectiva” se obtiene

2upy
0 = . (3.22)
«

esto es, p es positiva en todas partes y los discos son atractivos, en concordancia
con la condicién de energia fuerte. De otra parte, es facil ver que o < 0 cuando
r = 1, para algin valor de a y 1, mientras que o > 0 para r = 0 solo si u > «.
Esto es, en general, la densidad de energia ¢ no es positiva en todas partes

sobre el disco.
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Con el fin de estudiar el comportamiento de la densidad de energia y las
presiones vamos a hacer un analisis grafico de dichas cantidades para diferentes
valores de los pardmetros a y p. En primer lugar, en las figuras 3.1 y 3.2 se
presenta la densidad de energia, o, para discos con diferentes valores de u y «.
Como se puede ver, para algunos valores de p y « la densidad de energia es
negativa en todas partes sobre el disco, mientras que para otra combinacion
de los parametros la densidad de energia es positiva en la parte central de los
discos, pero negativa en el borde. Igualmente se estudié el comportamiento
de o para diferentes valores de p y a y, en todos los casos, se obtuvo un
comportamiento similar.

El comportamiento de la presién radial, p,., se representa graficamente en
las figuras 3.3 y 3.4 para discos con diferentes valores de p y a. Como se
menciond anteriormente, p, es positiva en todas partes sobre el disco para
todos los valores de i y «. Ahora bien, para algunos valores de los parametros
Py tiene un maximo en r = 0 y luego decrece monétonamente. De otra parte,
con otros valores para p y «, p, es una funcién creciente de r. Al igual que con
la densidad de energia, se estudié el comportamiento de la presion radial para
diferentes valores de p y a y en todos los casos considerados se presentaron las
mismas caracteristicas.

Finalmente, el comportamiento de la presién azimutal, p,, se estudia grafi-
camente en las figuras 3.5 y 3.6. Se encuentra un comportamiento similar con
el de la presion radial, con un méximo en r = 0 para algunos valores de los
parametros y funciones crecientes de r para algunos otros valores. También se
consideraron otros valores de p y « y, como fue el caso con p, y o, se obtuvo

un comportamiento similar.
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Figura 3.1: Graficas de la densidad de energia, o, para discos con = 1,5y

a=005 0608 11,16, 2 23, 28y 3,5.
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Figura 3.2: Graficas de la densidad de energia, o, para discos con y = 5,5y

a=005 0608 11,16, 2 23, 28y 3,5.
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Figura 3.3: Graficas de la presién radial, p,, para discos con p = 1,5y a = 0,5,
0,6, 0,8, 1,1, 1,6, 2, 2,3, 2,8 y 3,5.
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Figura 3.4: Graficas de la presién radial, p,, para discos con u = 5,5y a = 0,5,

0,6,0,8, 1,1, 1,6, 2, 2,3, 2.8 v 3,5.

37



35 -

Figura 3.5: Gréficas de la presién azimutal, p,, para discos con p = 1,5y

a=005 0608 11,16, 2 23, 28y 3,5.

Do © =155

Figura 3.6: Graficas de la presioén , p,, para discos con = 5,5y a = 0,5, 0,6,
0,8, 1,1, 1,6, 2, 2,3, 2.8 y 3,5.
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3.3.2. Modelos de contra - rotacion correspondientes

Consideremos ahora los CRM correspondientes a los discos anteriores. Co-
mo p,, en general, depende de r, no se puede considerar que los dos fluidos
contra-rotantes circulan a lo largo de geodésicas; sin embargo, se puede explo-
rar la posibilidad de obtener un CRM bien definido con velocidades iguales y
opuestas, para lo cual debemos calcular la velocidad tangencial U2. Usando

entonces (2.40) y (3.19) se obtiene

U2 _ a(MQ - k2)r2 (3 23)
(2 — @) + p(2k2 — ap)r?’ '
Debemos, ademas, imponer la condicion
0 <U*<1. (3.24)

con el fin de que el correspondiente CRM este bien definido.

Nuevamente, es més facil hacer un analisis grafico, mediante el cual se
estudie el comportamiento de la relacién (3.23) para diferentes combinaciones
de los parametros p y o. En algunos casos se obtienen funciones con cambios
fuertes en la pendiente, con regiones donde U? es negativa y con U > 1. Con
el fin de ver la clase de comportamiento que se tiene, se presenta un grafico
simple en la figura 3.7. En algunos otros casos se obtiene U? como funciones
de r bien comportadas, positivas y crecientes en todas partes pero siempre con
U? < 1. Un ejemplo de estos casos se muestra en la figura 3.8.

[gualmente, podemos calcular el momentum angular especifico de estos

CRM, usando(2.9) y (3.19), y obtener

afa -+ B~ B)r
(2u — ) + [(2n — @)k — 2ap?|r?’

h? = (3.25)

igual que con el andlisis grafico es mas conveniente, as{ que de nuevo
Al | U?, el | fi te, d

se considera la relacién anterior para algunos valores diferentes de p y . En
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Figura 3.7: Gréficas de la velocidad de contra-rotacién, U2, para discos con

n=05ya=05 0608 1,1, 14, 1.7, 2,2, 2.3 y 2.8.

U2

0.5

0.45 - ~q

04 B

0.35 - 4

03 ~q

0.25 - ~q

02 -

0.15 - ~q

0.1 ~q

0.05 - 4

Figura 3.8: Gréficas de la velocidad de contra-rotacién, U?, para discos con
a=5yu=>5,51 525354, 55,56, 57, 58y 59.
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alguno de los casos considerados se tiene cambios fuertes en la pendiente de
h?, como una indicacién de fuertes inestabilidades del CRM con respecto a
perturbaciones radiales, o regiones con valores negativos de h?, mostrando que
el CRM no puede ser aplicado para estos valores de los pardmetros. Se presenta
un ejemplo de los casos considerados en la figura 3.9. También se obtiene h?
como funciones mondtonamente crecientes de r para algunos otros valores de
1y «, lo cuales corresponden a CRM estables para los discos. Un ejemplo
de estos casos es mostrado en la figura 3.10. Estos discos son los mismos que
presentan velocidades tangenciales bien comportadas.

Finalmente, calculamos o +0_ y 01 +p+ para los discos anteriores. Usando

(2.27), (2.40) y (3.19), se obtiene

w14 pPr?
04 +o0o_. = 2 r |:a — m s (326&)
2u+a 1+ pr?
Ot +p+r = Pr [ Y 14 ke (3.26b)

Las relaciones anteriores se estudiaron para los valores de los parametros p y o
correspondientes a los discos con un buen comportamiento de las velocidades
tangenciales y del momentum angular especifico. Como un ejemplo, en las
figuras 3.11 y 3.12 se presentan, respectivamente, o, +0o_ y 04 + p+. Como se
puede ver, para estos valores de los parametros, la densidad de energia total del
CRM, o, 4+ 0_, es positiva solo en la region central de los discos pero negativa
en el resto, teniendo un méximo en r = 0 y después decrece mondétonamente.
De otra parte, oL + p+ es siempre positiva para estos casos. Se ve que el
CRM obtenido es estable y satisface la condicién de energia fuerte, aunque no

satisface la condicion de energia débil.
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Figura 3.9: Momentum angular especifico, h?, para discos con p = 0,5y o =

0,5,06, 08, 1,1, 1,4, 1,7, 2.2, 2.3 y 2.8.
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Figura 3.10: Momentum angular especifico, h?, para discos con o = 5y j = 5,
5,1, 5,2, 5,3, 5,4, 5,5, 5,6, 5,7, 5,8 y 5,9.
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Figura 3.11: Gréficas de o + o_ para discos con « =5y =5, 5,1, 5,2, 5,3,
5,4, 5,5, 5,6, 5,7, 58y 5H9.

O+ + P+

Figura 3.12: Gréficas de o4 + p4 para discos con a =5y u =15, 5,1, 5,2, 5,3,
5,4, 5,5, 5,6, 5,7, 58y 5H9.
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Capitulo 4

Discusion de resultados

En este trabajo se presenté un estudio detallado del Modelo de contra -
rotacién para discos delgados estaticos axialmente simétricos generales, con
presiéon radial diferente de cero. Se encontré que, para discos construidos par-
tiendo de métricas axialmente simétricas estaticas generales, las velocidades
contra-rotantes no estdn completamente determinadas y asi el CRM corres-
pondiente en general estard indeterminado, puesto que la densidad de energia
y la presién isotrépica no se pueden determinar explicitamente sin un conoci-
miento de las velocidades tangenciales contra-rotantes. Se pudo ver también
que la ecuacién (2.20) es una restriccion demasiado fuerte para la descom-
posicién de S® asf que, en general, no es posible considerar el SEMT con
presiéon radial diferente de cero como la superposicion de dos fluidos perfectos
contra-rotantes.

Se estudié una familia de discos que admite algunos CRM estables con
velocidades tangenciales contra-rotantes bien definidas, pero con regiones de los
discos donde la densidad de energia es negativa. Por otro lado, algunos discos de
la familia presentan cambios fuertes en las pendientes de la velocidad tangencial

y del momento angular especifico, indicando inestabilidades fuertes del CRM.
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La familia contiene igualmente discos con U? y h? negativos, asi que no fue
posible obtener el correspondiente CRM, y dos discos simples “verdaderamente
estaticos” con Uy = 0, los cuales no tienen interpretacién en términos del CRM.

El anterior andlisis se puede realizar también con muchas otras soluciones de
Weyl, més complicadas que la considerada aqui. Sin embargo, con el fin de tener
un ejemplo simple del CRM, sélo se consider6 esta solucion y asi se obtuvieron
expresiones simples de todas las cantidades involucradas, de tal manera que
se pudo hacer facilmente el andlisis de los diferentes aspectos del CRM. Por
otra parte, es posible generalizar el modelo contra-rotante presentado aqui al
caso de discos delgados rotantes, con o sin presion radial. También es posible
la generalizacion para discos estacionarios y estaticos con campos eléctricos y

magnéticos.

45



Bibliografia

[1] W. A. Bonnor and A. Sackfield, Comm. Math. Phys. 8, 338 (1968).
[2] T. Morgan and L. Morgan, Phys. Rev. 183, 1097 (1969).
[3] L. Morgan and T. Morgan, Phys. Rev. D2, 2756 (1970).

[4] A. Chamorro, R. Gregory and J. M. Stewart, Proc. R. Soc. Lond. A
413, 251 (1987).

[5] G. A. Gonzélez and P. S. Letelier. Class. Quantum Grav. 16, 479 (1999).
[6] P.S. Letelier. Phys. Rev. D 60, 104042 (1999).

[7] J. Katz, J. Bicdk and D. Lynden-Bell, Class. Quantum Grav. 16, 4023
(1999).

[8] D. Lynden-Bell and S. Pineault, Mon. Not. R. Astron. Soc. 185, 679
(1978).

[9] P.S. Letelier and S. R. Oliveira, J. Math. Phys. 28, 165 (1987).
[10] J. P. S. Lemos, Class. Quantum Grav. 6, 1219 (1989).
[11] J. P. S. Lemos and P. S. Letelier, Class. Quantum Grav. 10, L75 (1993).

[12] J. Bicék, D. Lynden-Bell and J. Katz, Phys. Rev. D47, 4334 (1993).

46



[13] J. Bic¢dk, D. Lynden-Bell and C. Pichon, Mon. Not. R. Astron. Soc.
265, 126 (1993).

[14] J. P. S. Lemos and P. S. Letelier, Phys. Rev D49, 5135 (1994).
[15] J. P. S. Lemos and P. S. Letelier, Int. J. Mod. Phys. D5, 53 (1996).
[16] J. Bi¢dk and T. Ledvinka. Phys. Rev. Lett. 71, 1669 (1993).

[17] T. Ledvinka, M. Zofka and J. Bi¢ék, in Proceedings of the 8th Marcel
Grossman Meeting in General Relativity, edited by T. Piran (World
Scientific, Singapore, 1999), pp.339-341.

[18] G. A. Gonzélez and P. S. Letelier, Phys. Rev. D62, 064025 (2000).
[19] J. L. Synge, Relativity: The General Theory. (North Holland, 1966)
[20] C. Klein, Class. Quantum Grav. 14, 2267 (1997).

[21] C. Klein and O. Richter, Phys. Rev. Lett. 83, 2884 (1999).

22] C. Klein, Phys. Rev. D63, 064033 (2001).

[23] J. Frauendiener and C. Klein, Phys. Rev. D63, 084025 (2001).

24] C. Klein, Phys. Rev. D65, 084029 (2002).

[25] C. Klein, Phys. Rev. D68, 027501 (2003).

[26] V. C. Rubin, J. A. Graham and J. D. P Kenney. Ap. J. 394, L.9-1.12,
(1992).

[27] H. Rix, M. Franx, D. Fisher and G. Illingworth. Ap. J. 400, L5-L8,
(1992).

(28] H. Weyl. Ann. Phys. 54, 117 (1917).

47



[29]
[30]

[31]

[32]

[33]

[37]
[38]
[39]
[40]

[41]

[42]

H. Weyl. Ann. Phys. 59, 185 (1919).
P. S. Letelier. Phys. Rev. D 22, 807 (1980).

J. J. Ferrando, J. A. Morales and M. Portilla. Gen. Rel. and Grav. 22,
1021 (1990).

S. Chandrasekar, The Mathematical Theory of Black Holes. (Oxford
University Press, 1992).

L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Fluid Mechanics (Addisson-Wesley,
1989).

B. F. Schutz, A first course in general relativity. (Cambridge University
Press, 1985).

G. S. Hall and D. A. Negm, Int. J. Theor. Phys. 25, 405 (1986).

H. P. Robertson and T. W. Noonan. Relativity and Cosmology. (Saun-
ders, 1969).

J. Chazy, Bull. Soc. Math. France 52, 17 (1924).

H. E. J. Curzon, Proc. London Math. Soc. 23, 477 (1924).
D. M. Zipoy, J. Math. Phys. 7, 1137 (1966).

B. H. Voorhees, Phys. Rev. D2, 2119 (1970).

S. W. Hawking and G. F. R. Ellis, The Large Scale Structure of Space-
Time. (Cambridge University Press, 1973).

A. H. Taub, Space-times with Distribution Valued Curvature Tensors.

J. Math. Phys. 21, 1423 (1980).

48



[43] A. Wang, Plane Walls Interacting with Gravitational Waves and Matter

[44]

[45]

[46]

Fields. J. Math. Phys. 32, 2863 (1991).

A. Wang, Dynamics of Plane Symetric Thin Walls in General Relati-
vity. Phys. Rev. D45, 3534 (1992).

P. S. Letelier and A. Wang, Space-time Defects. J. Math. Phys. 36, 3023
(1995).

D. Kramer, H. Herlt, and M. McCallum, Fzact Solutions of Einstein “s
Field Equations. (Cambridge University Press, 1980).

R. M. Wald, General Relativity. (The University of Chicago Press,
1980).

G. A. Gonzélez, Construcdo de Modelos Relativisticos de Discos com
Suporte de Esfor¢o na Direcao Radial. Tesis de Doctorado en Mateméti-
ca Aplicada. (Universidad Estadual de Campinas, 1998).

49



