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Resumen

TITULO: ANALISIS DE MODELOS INFLACIONARIOS CON CAMPOS VECTORIA-
LES MEDIANTE EL USO DE SISTEMAS DINAMICOS

AUTOR: RODRIGUEZ RUIZ, José Fernando'.
PALABRAS CLAVES: Campos vectoriales, inflacion, sistemas dindmicos.

DESCRIPCION: Inflacién con un campo escalar provee una solucién a los problemas de
horizonte, de planitud y de reliquias no deseadas. Las perturbaciones cudnticas del campo
@, junto con la dindmica inflacionaria, proveen un mecanismo para generar la estructura a
gran escala observada en el Universo. Sin embargo, este modelo presenta perturbaciones es-
tadisticamente isétropas y, por consiguiente, no puede explicar la posible existencia de una
direccién privilegiada en la radiacién césmica de fondo. Para responder a la posible existen-
cia de expansion anisdtropa y anisotropia estadistica en la radiacién césmica de fondo, se
plantean modelos cosmoldgicos que involucran campos vectoriales. Las ecuaciones dindmi-
cas que gobiernan el mecanismo inflacionario son ecuaciones no lineales de segundo orden,
lo cual provoca que el estudio de éstas sea complicado. Una alternativa para evadir esta di-
ficultad consiste en tratar el sistema de ecuaciones como un sistema dindmico, en especial,
estudiando el significado fisico de los atractores. En este trabajo se presentan varios modelos
cosmoldgicos que buscan generar un periodo inflacionario y explicar la posible existencia
de una direccion preferida. Para este fin, se plantea una accion efectiva en la que se fija un
gauge covariante y se estudian las implicaciones dindmicas del término que fija el gauge en
esta accién. Mds exactamente, se investigan en este trabajo algunos modelos mediante el uso
de técnicas analiticas, numéricas y de sistemas dindmicos, verificando que existe un periodo
inflacionario inducido por el término que fija el gauge, los cuales solucionan los problemas
clésicos de la cosmologia estdndar y que generan montos de expansion anisotropa en concor-
dancia con las observaciones.

'Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Yeinzon Rodriguez Garcia (Director).



Abstract

TITLE: ANALYSIS OF VECTOR-INFLATION MODELS USING DYNAMICAL SYS-
TEMS

AUTHOR: RODRIGUEZ RUIZ, José Fernando’.
KEYWORDS: Vector fields, inflation, dynamical systems.

DESCRIPTION: Scalar field inflation provides a satisfactory solution to the flatness, hori-
zon and unwanted relics problems. In addition, the quantum primordial fluctuations together
with the expansion of the Universe generate the observed large-scale structure. However, the
observations hint towards a privileged direction in the cosmic microwave background fluc-
tuations. The scalar field perturbations are statistically isotropic, therefore, this version of
inflation can not explain the privileged direction. One plausible scenario to explain such a
privileged direction consists in adding vector fields to the inflationary mechanism. Due to the
nonlinearity of the field equations, an analytical solution may be difficult, if not impossible.
To overcome this difficulty, the field equations are studied as a dynamical system, specially,
it is analyzed the physical meaning of the attractors. In this work we present various infla-
tion model candidates, which involve vectors fields in order to explain the possible preferred
direction. It is used an effective action which fix a covariant gauge and the cosmological im-
plications of this term are studied. More exactly, in this work some vector field models are
studied using analytical methods, techniques of dynamical systems and numerical methods,
showing that there exist an inflationary era which solves the standard problems of classical
cosmology, and that the amount of anisotropic expansion agrees with the observational data.

2Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Yeinzon Rodriguez Garcia (Supervisor).



Notacion

La constante de gravitacion universal es G y m,, es la masa reducida de Planck:

Los indices griegos representan cualquiera de los nimeros {0, 1,2, 3} y los indices latinos
cualquiera de los nimeros {1, 2, 3}.

La derivada parcial d,, A" se denotard por A , y la derivada covariante V,, A" por 4% .
La signtura de la métrica g,,,, es (—, +, +, +).
Los simbolos de Christoffel estdn dados por:

1
FZV = Egpo [guo,v + Evo,u — guv,a] s

Las componentes del tensor de Riemann y Ricci por:

o P _ TP PO _ TP C

Rukv F;w,)c FMA,V—'_FAUF,uv Fva UA?
— o

R, = RMW.

En resumen, la notacién es (+, +, +) segun la Ref. [Misner er al., 1973]



Introduccion

A escalas cosmoldgicas, la interaccion fundamental dominante es la gravedad; por lo tanto,
para estudiar la dindmica del universo, se utiliza la teoria general de la relatividad de Einstein.
Las observaciones muestran que el Universo luce homogéneo e isétropo en escalas superiores
a 3 x 10% afios luz [Wu ef al., 1999; Yadav er al., 2005]. Por consiguiente, en una primera
aproximacion, se plantea como solucion a las ecuaciones de Einstein una métrica homogé-
nea e isétropa, la cual se conoce como la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
[Weinberg, 2008]. El estudio de esta solucidn lleva a la conclusiéon de que la dindmica del
Universo se caracteriza por una expansion del espacio [Weinberg, 2008]. De lo anterior se
deduce que el Universo en una época muy temprana se encontraba en un estado muy denso.
La evolucién térmica del universo predice la existencia de una radiacién césmica de fondo
(RCF), resultado de una etapa en la cual los fotones obtuvieron un camino medio libre infini-
to [Weinberg, 2008]; este momento se conoce como el momento de la dltima dispersion. La
confirmacién experimental de este hecho se dio en 1964 cuando Penzias y Wilson descubrie-
ron que existia una radiacién homogénea e isétropa de origen césmico [Penzias & Wilson,
1965]. Sin embargo, la homogeneidad e isotropia descritas requieren que el Universo durante
la época de la tdltima dispersion estuviera conectado causalmente, y asi existiera una inter-
accion que llevara a un equilibrio termodindmico. Durante la época de la ultima dispersion,
la zona conectada causalmente era mucho menor que la zona que observamos actualmente
[Weinberg, 2008]; por consiguiente, la teoria estindar no puede explicar la homogeneidad e
1sotropia de la RCFE. Este problema se conoce como el problema de horizonte. Adicionalmen-
te, la densidad de energia critica, p, = 3m;H 2 en donde H es el parametro de Hubble, era
practicamente igual, con una precision de 62 cifras significativas, a la densidad de energia al
comienzo de la historia del universo [Weinberg, 2008]. La observaciones actuales [Ade ef al.,
2013a] muestran que ain hoy en dia la densidad de energia critica es igual a la densidad de
energia con 3 cifras significativas de precision. Para que esto sea posible se requiere que el
Universo sea practicamente plano y que la densidad de energia siempre sea muy cercana a la
densidad critica. Este problema de ajuste fino se denomina el problema de planitud.

Al introducir correcciones cudnticas a las soluciones de las ecuaciones de Einstein [Staro-
binsky, 1980], Starobinsky llegd a la conclusiéon de que el Universo estuvo inicialmente en
un estado dominado por una energia de vacio que varia muy lentamente. La importancia de
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este periodo, aparte de introducir correcciones cudnticas, se encuentra en que soluciona los
problemas anteriormente mencionados [Guth, 1981]. Mediciones posteriores mostraron que
la RCF no es perfectamente homogénea e is6tropa [Smoot e7 al., 1992], sino que exhibe per-
turbaciones las cuales son resultado de fluctuaciones cudnticas y que, mediante inflacién, dan
cuenta de la estructura a gran escala observada en el Universo [Bardeen er al., 1983; Fischler
et al., 1985; Guth & Pi, 1982; Hawking, 1982; Mukhanov & Chibisov, 1981; Starobinsky,
1982]. M4s tarde, y con el advenimiento de los datos de los satélites WMAP y Planck, el
andlisis de las perturbaciones en la RCF revel6 la posible existencia de una direccién pri-
vilegiada [Bennett et al., 2011; Groeneboom et al., 2010; Hinshaw et al., 2013; Ade et al.,
2013b]. Entre tanto, un modelo inflacionario con un campo escalar implica que las perturba-
ciones son estadisticamente isétropas y que, por lo tanto, no se puede explicar la existencia
de esta direccion. Una posible explicacion de la direccion privilegiada se encuentra en el pa-
pel de campos vectoriales agregados a los modelos [Adshead & Wyman, 2012; Dimopoulos,
2006, 2007; Dimopoulos & Karciauskas, 2008; Dimopoulos et al., 2009, 2010; Golovnev
et al., 2008; Maleknejad & Sheikh-Jabbari, 2013; Watanabe et al., 2009; Yokoyama & Soda,
2008]. La complejidad de las ecuaciones de campo conduce a buscar métodos que permitan
un andlisis més facil de la fisica de los modelos. Un método consiste en analizar las ecua-
ciones de campo como un sistema dindmico auténomo [Bogoyavlensky & Gokhman, 2011;
Collins, 1971]. En la Ref. [Wagstaff & Dimopoulos, 2011] se mostrd, empleando técnicas de
sistemas dindmicos, como un modelo que involucra un campo escalar y un campo vectorial
tiene atractores que corresponden a un periodo inflacionario y a una produccién de particulas
invariante de escala la cual es requerida para generar exitosamente la estructura a gran escala
en el universo.

Por otra parte, cuando se realiza la cuantizacion de un campo vectorial, por ejemplo el foton,
A, tiene cuatro componentes, pero el fotén posee solamente dos polarizaciones. De esta
forma, existen grados de libertad no fisicos debido a la invariancia de gauge [Cheng & Li,
1984]. El método propuesto por Faddeev y Popov para realizar una correcta cuantizacion,
que ademds es explicitamente covariante, consiste en plantear una accién efectiva, la cual
contiene términos relacionados con la fijacion del gauge y los fantasmas de Faddeev-Popov
[Cheng & Li, 1984; Faddeev & Popov, 1967; Weinberg, 1995]. Surge la pregunta de cudl es
el papel de estos términos en un contexto cosmoldgico.

En este trabajo se presentan modelos inflacionarios que involucran campos vectoriales abe-
lianos o no abelianos, los cuales tratan de solucionar los problemas expuestos anteriormente.
Estos contienen un término de fijacion del gauge lo cual nos lleva realizar un estudio de sus
consecuencias cosmoldgicas. Los primeros modelos estdn motivados en los resultados pre-
sentados en las Refs. [Cembranos er al., 2012, 2013], en donde se demostrd que es posible
modelar la materia oscura y la energia oscura mediante campos vectoriales. Mds precisamen-
te, la Ref. [Cembranos er al., 2013] mostré que es posible obtener un fluido césmico con un
paramétro de estado w = —1 (energia de vacio); por lo tanto, es razonable esperar que a par-
tir de estos modelos sea posible obtener un periodo inflacionario. Se estudiardn los modelos
analiticamente, numéricamente, y especialmente a través del uso de sistemas dindmicos. Se
encontraran los atractores del modelo y se corroboraré si éstos corresponden a periodos in-
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flacionarios de rodadura lenta lo suficientemente prolongados para solucionar los problemas
clasicos de la cosmologia estdndar. Ademads, se analizardn las predicciones de estos modelos
acerca de la expansion anisotropa y se comparara con las cotas observacionales existentes.

En el primer capitulo se presentard un resumen de los problemas de cosmologia estdndar,
una discusién de como inflacion los soluciona, y se mostrardn métodos para plantear las
ecuaciones de campo como un sistema dindmico. En el segundo capitulo se presentaran los
conceptos basicos de sistemas dindmicos, y una pequefia aplicacion a la dindmica del campo
escalar, en donde se evidencia que inflacién es un periodo natural del sistema. En el tercer
capitulo se estudiard la dindmica de los modelos con campos vectoriales, buscando puntos
criticos que correspondan a estados inflacionarios. Se analizard la estabilidad de estos y se
corroboraran los resultados con las soluciones numéricas.

12



1

Cosmologia estandar

1.1. El principio cosmolégico e inflacion con un campo
escalar

El principio cosmoldgico afirma que el Universo es homogéneo e isétropo, pero debe ser
entendido del mismo modo que se entiende la homogeneidad e isotropia en un gas [Weinberg,
1972], 1.e. no deben realizarse comparaciones de los puntos individuales, sino comparaciones
de celdas de tamafio superior a 3 x 102 afios luz [Wu e al., 1999; Yadav ef al., 2005]. Como
primera aproximacién (orden cero) en el andlisis de la dindmica del Universo, se propone
que éste se encuentre descrito por un espacio-tiempo méaximamente simétrico [Weinberg,
1972, 2008], y como segunda aproximacion (primer orden), se propone la introduccién de
perturbaciones en la métrica original, las cuales vendrian a ser las descripciones particulares
dentro de cada celda [Weinberg, 2008].

La dnica métrica Lorentziana de cuatro dimensiones que cumple los requisitos de homoge-
neidad e isotropia es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW); sus componentes
en un sistema comdvil de coordenadas cartesianas son

XiXj

& = a0 [by + K=

| go=-1 gui=0. (1L
en donde a(t) es una funcién del tiempo y K puede tomar cualquiera de los valores {—1, 0, 1},
indicando la geometria espacial del Universo como hiperbdlica, plana o esférica, respectiva-
mente. El elemento de linea definido a través de esta métrica es

(1.1.2)

v (x - dx)*
dsz = g,wdx”“dx = —dtz +a2(l) |:dX2 + Km .

Para entender el significado fisico de la funcién a(z) basta con observar el elemento de li-
nea (1.1.2), y percatarse de que un desplazamiento netamente espacial, dt = 0, es igual al
producto de a(t) por el cambio infinitesimal en las coordenadas espaciales; por consiguiente,

13



1 Cosmologia estandar

esta funcién puede ser vista como un «factor de escala» que transforma una distancia coor-
denada d. en una distancia fisica medible: dy = ad.. Debido a que el factor de escala es
dependiente del tiempo, la distancia fisica entre dos puntos cambia aunque las coordenadas
permanezcan constantes:

dy = ad, = ~d. (1.1.3)
a

La ecuacién (1.1.3) es la expresion matemética de la ley de Hubble, la cual establece que
las galaxias se estdn alejando mutuamente con una velocidad proporcional a la distancia que
las separa; la cantidad d/a se define como el parimetro de Hubble H. También se define
el pardmetro adimensional ¢ = —da/a?. Como se puede inferir, cuando ¢ es positivo el
universo se expande desaceleradamente, y cuando es negativo se expande acelerademente;
por esta razon, recibe el nombre de parametro de desaceleracion.

1.1.1. Ecuaciones de campo

Como consecuencia del principio cosmoldgico, el Universo en todo punto debe ser is6tropo;
asi, el contenido de materia es similar a un fluido que posee una presion igual en todas las
direcciones. La expresion para este tipo de fluido (perfecto) es [Weinberg, 1972]:

T,uv = (P + p)u,uuv + P&uv, (1.1.4)

en donde p y p corresponde a la densidad de energia y la presion en el sistema localmente
inercial comoévil con el fluido, y u* es la cuadrivelocidad del fluido. Con esta fuente y a partir
de las ecuaciones de Einstein se obtienen las ecuaciones de Friedmann-Lamaitre, las cuales
describen por completo la dindmica de Universo:

K
Hr=_r _2 (1.1.5)
3m§ a?
a 1
3—=——(p+3p). (1.1.6)
a 2mp

1.1.2. Inflacion

Cuando Starobinsky introdujo correcciones cudnticas a las ecuaciones de Einstein, la solu-
cién mostrd la existencia de un perfodo inicial caracterizado por un factor de escala a oc ef?,
en donde el pardmetro de Hubble H es cuasi-constante [Starobinsky, 1980]. Guth mostrd
que este periodo podia solucionar los problemas de horizonte, de planitud y de reliquias no
deseadas [Guth, 1981]. A continuacidn se presentard un breve resumen de los dos primeros
problemas y cémo inflacién provee solucién a éstos. Es importante mencionar que un perio-
do de expansion acelerada del universo (inflacién) se caracteriza por ¢ > 1. Cuando H es
constante, existe un periodo de expansion acelerada, pero esta una condicién necesaria para

tener inflacion.

14



1 Cosmologia estandar

Problema de Horizonte

El horizonte de particulas es el limite en la distancia para el cual un evento pasado puede ser
observado, i.e es la distancia fisica mdxima desde donde se generd un evento hasta el lugar
en donde se observa. El horizonte de particulas indica el tamafio de la zona causalmente
conectada y estd dado por ':

e (1) = alt) / ’ (1.1.7)
5]

dt’
at’)’

El horizonte de particulas en el momento de la dltima dispersén es d;, & H“O (atft)o) ~ Hy'(1+
z1) es el corrimiento al rojo en el momento de la ultima dispersion, en donde Hj es el
pardmetro de Hubble hoy en dia’ y z; = [a(fo) —a(t1)]/a(t). Lo anterior corresponde a un
dngulo subtendido de 1,6° en el mapa de la RCF [Weinberg, 2008]. Es decir, la RCF deberia

tener zonas que subtienden un dngulo de 1,6° con una misma temperatura. Puesto que no se

1,6°

Figura 1.1 Representacion grafica del problema de horizonte. La circunferencia de color
azul claro representa el tamafio del Universo observable hoy en dia, mientras que la circun-
ferencia pequefia de color azul representa la regién causalmente conectada durante la época
de la dltima dispersion. En color rojo se muestra la regién que se observaria actualmente
con una misma temperatura en el mapa de temperatura de la RCF. Las regiones contiguas a
esta dltima no tienen ninguna relacion, por lo tanto no se espera que sus temperaturas sean
iguales. En conclusién, la cosmologia estdndar predice un mapa de temperatura altamente
anis6tropo, en contraste con las observaciones.

alcanzo el equilibrio termodindmico entre zonas, la temperatura de cada una de ellas debe ser
diferente (véase la figura 1.1). No obstante, la RCF posee una alta homogeneidad e isotropia.

'El horizonte de particulas en una época dominada por la materia o por la radiacion es 3¢ o 2¢ respectivamente.
2ty representa el tiempo hoy en dia y 77, el tiempo durante la Gltima dispersién.
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1 Cosmologia estandar

Este problema se resuelve si antes de que comience la historia térmica del Universo existe una
época que logre conectar el Universo causalmente y asi lograr un equilibrio termodindmico
previo. En esta época el factor de escala es a oc e”7?, con H; constante’. Reemplazando en
(1.1.7) se obtiene:

a(tL) ; n
dme(tL) = —-1), 1.1.8
e (L) ar H, (e ) ( )
en donde N' = Hj(t; —t;,) es el monto de inflacién. La condicién para resolver el problema

de horizonte es:
N Hy

do H() ’
de tal manera que dy,s > dr. El monto de inflacién N, para que se cumpla (1.1.9) debe ser
mayor a 62 [Lyth & Liddle, 2009; Weinberg, 2008].

e (1.1.9)

Problema de Planitud

Las mediciones de la RCF y de las supernovas tipo Ia reportan que Qxo = |K|/(agHE)
< 1 [Ade er al., 2013a; Hinshaw er al., 2013]. Durante la época dominada por la radiacién
el término |K|/(a?H?) crecié como ¢!/, y en la época dominada por la materia crecié co-
mo t2/3. Si en la época actual Qk( es menor que uno, entonces al principio de la historia
térmica era todavia mucho menor que uno. Por ejemplo, en la época de nucleosintesis se
requiere que |pnuet/(3msHZ ) — 1| < 1071 [Lyth & Liddle, 2009], i.e. se requiere hacer
un ajuste fino. Existe una explicacion la cual no necesita de un ajuste fino para que actual-
mente Qxo < 1. Esta consiste en asumir que al principio existié una época caracerizada
por un parametro de Hubble constante (o casi constante), H;. Para cuando finaliz6 esta épo-
caa(ty) = a(ty,)ef =) y por lo tanto Q era del orden de e~2N' El valor acutal seria
entonces:
K] —onaiH?
a2HZ "~ atH}

(1.1.10)

Para solucionar el problema se requiere que e > (a; Hy)/(aoHy), lo cual corresponde al
mismo requerimiento para solucionar el problema de horizonte (véase la Ec. (1.1.9)).

Inflacion del Tipo Rodadura Lenta

La version original de inflacién de Guth estd inspirada en un modelo de gran unificacién. En
esta version, el campo escalar se mantiene durante un tiempo en un minimo local, causando
que la energia del vacio sea constante, lo que a su vez da lugar a una expansion acelerada
caracterizada por un pardmetro de Hubble H constante. Este periodo de expansion acelerada
llega a su fin cuando el campo escalar abandona el minimo local mediante efecto tinel, para
finalmente dirigirse al minimo global que corresponde al Universo actual. Sin embargo, esta
version de inflacion causa que el Universo sea dltamente inhomogéneo y anisétropo [Guth &

3Los subindices I e Iy indican el fin y el comienzo de inflacién respectivamente.
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1 Cosmologia estandar

Weinberg, 1981]. En la Ref. [Linde, 1982] se presenta una nueva version de inflacién cuyo
lagrangiano esté descrito por:

1
L, = Ew,uw’“ — V(p). (1.1.11)

En la métrica de FRW el campo ¢ es homogéneo; por lo tanto la ecuacién del campo es:

G+3He¢+V'(p) =0, (1.1.12)

en donde la prima indica diferenciacion con respecto a ¢. Del lagrangiano en la ecuacion
(1.1.11) se puede deducir que la densidad de energia y la presién asociadas son p = (1/2)¢?+
V(p)y p = (1/2)¢?* — V(¢) respectivamente.

Abhora, el requerimiento de que el pardmetro de Hubble sea cuasi-constante, se expresa como
la condicién de que la variacion relativa de H, durante un tiempo de Hubble, 1/H, debe ser
mucho menor que uno:

H

H

L_ ] <1 (1.1.13)
H -_— H2 . . .

Durante inflacién la densidad energia asociada al campo escalar domina, por lo tanto, se des-
precia el término relacionado con K en la ecuacion (1.1.5). Ahora, a partir de las ecuaciones

(1.1.5) y (1.1.12) se obtiene que

. 1 .
H = —2—2¢2. (1.1.14)
mP

Por consiguiente la condicién (1.1.13) es equivalente a:

¢ L |V(p)l, (1.1.15)

lo que a su vez conlleva a p ~ —p, i.e, el campo escalar se comporta aproximadamente como
la energia de vacio. Adicionalmente, para que la variacién en el tiempo del campo escalar
sea realmente lenta, se exige que la variacion relativa de ¢, durante un tiempo de Hubble, sea
mucho menor que uno:

¢|1 <1 (1.1.16)
| , 1.
por lo cual, se puede despreciar el término ¢ en la ecuacion (1.1.12), y asi
V/
_ V@ (1.1.17)
3H
Lo anterior implica que (1.1.13) se pueda expresar como:
m2 (V2
P
=—\|—= 1. 1.1.18
€ > ( v ) < ( )
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Esta dltima se denomina la primera condicién de rodadura lenta. Al derivar con respecto al
tiempo la expresion (1.1.17), e imponer que |@| < |V/(¢)| se obtiene:

1
2_

Py
Esta ultima expresion se denomina la segunda condicion de rodadura lenta. Las condiciones
anteriores aseguran que el campo rueda lentamente por el potencial y, en consecuencia, se
puede generar el monto de inflacién necesario para solucionar los problemas clasicos de la
cosmologia estandar. La condiciones € < 1y |n| < 1, aparte de asegurar la «planitud»
del potencial, son necesarias para generar una perturbacion en la curvatura viable durante
inflacion [Lyth & Liddle, 2009] y asi generar la estructura a gran escala observada en el
Universo.

m < 1. (1.1.19)

In| =

1.1.3. Lagrangiano de punto y la formulacion de Hamilton-Jacobi

Se presentard a continuaciéon un método para el andlisis de modelos cosmoldgicos, el cual
consiste basicamente en hacer una analogia con mecdnica cldsica [Capozziello & De Felice,
2008]. Lo anterior permite que los métodos conocidos en la mecanica clasica sean utilizados
para extraer facilmente las consecuencias de los modelos cosmoldgicos en cuestion. Para
esto, se reemplaza el lagrangiano original, el cual posee infinitos grados de libertad, por un
lagrangiano equivalente con un nimero finito de grados de libertad. Este lagrangiano, el cual
serd llamado el lagrangiano de punto, puede ser visto como el lagrangiano de un sistema
mecdanico.

En particular, este método puede ser utilizado para estudiar la dindmica inflacionaria. Prime-
ramente, el elemento de linea durante inflacion, dado por la métrica de FRW plana, se expresa
de la siguiente forma: *

ds? = —dt? 4+ 2D (dx? + dy? + dz?). (1.1.20)
Para obtener el lagrangiano de punto se necesita la accién completa del modelo, la cual es:
: My ol
S = /d xJ—g 7R — 5(,0,,“0’“ —Vip)|. (1.1.21)

Al reemplazar los valores correspondientes de los términos en la métrica dada por (1.1.20),
y eliminar las segundas derivadas con respecto al tiempo mediante integracion por partes se
obtiene:

1
S = /dze3°‘ [—3m§d2 + §¢2 — V(ga)] . (1.1.22)

De aqui, el lagrangiano de punto es:

1
L,=e* [—3m§o‘z2 + 5"32 — V(go)] . (1.1.23)

“El pardmetro de expansion se reexpresa mediante la funcién del tiempo a(z).
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La restriccion en el hamiltoniano H, = 0, constituye la primera ecuacion de Friedmann
[Lidsey et al., 1997]:
1
Wpi + p +2e*V(p) =0, (1.1.24)
p
en donde p, = —6m12)ee“o'z y Po = e%@. A partir de esta ultima expresion se obtiene la
ecuacion de Hamilton-Jacobi:
1 (3S\*> [0S\
(—) + (—) +2e%*V(p) = 0, (1.1.25)
6m; \ da do
cuya solucion esta dada por:
S =—2m3e>*H(yp), (1.1.26)
en donde H () safisface la siguiente ecuacion diferencial ordinaria [Lidsey er al., 1997]:
dH\> 2 1
— | = H?*(p) = ——V(p). (1.1.27)
do 3m; 2mj

Esta expresion es llamada la ecuacién de Hamilton-Jacobi [Lyth & Liddle, 2009] y permite
definir unos nuevos pardmetros de rodadura lenta:

H(p)\> H H" () H
— 2m2 S = 2m? = — — 1.1.28
€Hy m, ( H(@) H NHy m, H((p) YH I ( )

las cuales en el limite de rodadura lenta tienden a egy; — € y ngy — n — €. La segunda
igualdad en las ecuaciones de la expresion (1.1.28) se obtienen a partir de (1.1.27) y (1.1.14)
respectivamente. Se observa que el papel que tiene el potencial en las condiciones de rodadura
lenta, vistas en la subseccion anterior, es ahora reemplazado por una version geométrica en
donde el pardmetro de Hubble cumple el papel principal.

1.2. Variables cinematicas

Una congruencia’ tipo tiempo permite hacer una descomposicién 1 + 3 del espacio tiempo®,
y asi expresar las ecuaciones de Einstein como un sistemas que incluye las «derivadas tempo-
rales» de cantidades llamadas variables cinemadticas. La cuadrivelocidad de la congruencia se
denotara por u* y la cuadriaceleracion a,, = u,,u". La congruencia tipo tiempo representa
observadores comdviles, y por los tanto la derivada covariante en direccién de la congruen-
cia se pueden interpretar como una derivada temporal, A w = Apveu®. El sistema también
incluye ecuaciones de ligaduras las cuales contienen las variables y tnicamente las derivadas

>Una congruencia es un conjunto de curvas que no se interceptan en una regién del espacio-tiempo.

®El formalismo 1+3 se diferencia del formalismo 3+1 en que las derivadas temporales de este Gltimo son las
derivadas de Lie en direccién de la congruencia, y en el primero las derivadas temporales son las derivadas
covarientes a lo largo de la congruencia.
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ortogonales a la congruencia o «derivadas espaciales». Se mostrard que este procedimiento
permite plantear facilmente un sistema dindmico.

Para observar todo lo anterior, primero se define un operador proyeccién ortogonal a la con-
gruencia:
Ry = guv + Uy, (1.2.1)

el cual permite la definicién de «derivada espacial»:

C A
VVAO“/;I,,, = h' h° h /.‘;IATIM...;M (1.2.2)
Se puede demostrar que u,,., = h lf‘hvﬂ Uy.p — Ayl A continuacion, se descompone la
derivada covariante en la parte simétrica y sin traza, la parte antisimétrica y la traza:
1
Upw = Suv + Opo + §®h,w +auu,, (1.2.3)
en donde
0 =u", (1.2.4)
1 ,
Suv = Uuw) + §®hMV + U Uy, (1.2.5)
Wy = U] + it[uuv]. (1.2.6)

El tensor ¢,, es el tensor de esfuerzos de corte y w,, es el tensor de vorticidad; ambos
tensores son ortogonales a la congruencia. El tensor de esfuerzos de corte indica la tasa de
cambio de la magnitud de un vector desplazamiento ortogonal a la congruencia, de acuerdo a
su direccidn; cuando el tensor esfuerzo de corte es nulo la expansion es isotropa. La presencia
de campos vectoriales implica una direccion preferida, por lo tanto es de esperarse que en los
modelos que incluyen campos vectoriales, el tensor de esfuerzo de corte no sea igual a cero.
El tensor de vorticidad indica el cambio en la direccion del vector ortogonal. El esfuerzo de
corte ¢ es la magnitud del tensor ¢, 1.e.

1 Vv
¢ = SSuns™”. (1.2.7)
El escalar © es el escalar de expansion y estd relacionado con el pardmetro de Hubble me-

diante:

1
H = 5@. (1.2.8)
El vector w* es el vector de vorticidad:
1
ot = 5 /=g Pu,wyp, (1.2.9)

y w = w%w, es la magnitud del vector de vorticidad. Todas las cantidades anteriores son las
variables cinemadticas de una métrica asociadas con la congruencia tipo tiempo u*.

20



1 Cosmologia estandar

El tensor proyeccion permite descomponer el tensor energia-impulso de la siguiente manera:

Ty = puyuy + phyy + 70 + 2qutty), (1.2.10)
en donde,
p = Tuu'u?, (1.2.11)
1
p= gTwh‘“’, (1.2.12)
op B 1, B
= (h,%h,” + §hwh )Tug. (1.2.13)
G = —huP Typ. (1.2.14)

Para los observadores comdviles, p es la densidad de energia relativista, p la presion relati-
vista, 7, es el tensor de esfuerzos anisétropos y ¢, el flujo de calor relativo a u,

Finalmente, las ecuaciones de Einstein en la forma:
2 1 af
mpR,uv = T;w - ETaBg uvs (1.2.15)

pueden descomponerse en componentes paralelas y perpendiculares respecto a la congruen-
cia:

1

R utu” = —(p + 3p), (1.2.16)

2my,

» 1
R,,uthy = —m—pqa, (1.2.17)

wpy 1 1
RMVha g = % (p - p) haﬂ + m—pﬂ'aﬂ. (1218)
La identidad de Ricci

Ugipv — Ugzop = Rorvpt®, (1.2.19)

y (1.2.3) implican que las ecuaciones anteriores son funciones de las variables cinemadticas.

1.2.1. Ecuaciones de Einstein en el formalismo de la tétrada

En esta subseccion se mostrard como expresar las ecuaciones de Einstein respecto a una base
nocoordenada y su relacion con las variables cinematicas. Los vectores base coordenados se
denotaran por {d/dx*}. Un vector A con respecto a esta base tiene componentes A*:

0
A=A"—. 1.2.20
o ( )
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También existe una base coordenada de 1-formas la cual se denotard por {dx*}. La base de
vectores y de 1-formas satisfacen [Hawking & Ellis, 1973]:

<dx“, Bxiﬂ> = " (1.2.21)

El conmutador de los vectores base coordenados es nulo:

ii =0 (1.2.22)
oxe’ axB | -

Para diferenciar las bases, los subindices y superindices entre paréntesis indicardn bases no
coordenadas. Cualquier conjunto de vectores linealmente independientes es una base para el
espacio vectorial, por lo tanto podemos elegir una base de vectores {e(ﬂ)} que no cumpla
(1.2.22). Al igual que en el caso coordenado, existe una base de 1-formas {e(“)}. Un tensor
T se puede expresar con respecto a una base (coordenada o nocoordenada) como:
T=TH"" e, Qe,Q...e" ®e™... (1.2.23)

Viva..

Las componentes de los miembros de las bases no-coordenadas con respecto a la base coor-
denadas estan dadas por:

0
—FV W) — ) g,y
e = Eghyy . e = E%dx". (1.2.24)

Las expresiones (1.2.23) y (1.2.24) implican que la matriz E (V’; y su inversa E,, (o ), son las
matrices de transformacion de las componentes de un tensor de una base coordenadas a una
no-coordenada:

A% = E,WEf A% (1.2.25)
Como se vera a continuacion, el conmutador de los vectores bases no-coordenados contiene
las variables dindmicas del campo gravitatorio [Wainwright & Ellis, 2005]:

N ()
[e(u)’e(v)] =Y woww (1.2.26)

Cuando las componentes de la métrica con respecto a una base no-coordenada son iguales a
N(w)(v)» 1a base se denomina una tétrada o base ortonormal:

K —
8w EwE®) = Nwe) (1.2.27)
Las componentes de la derivada covariante con respecto a la tétrada son:

W )
A M;(v) =€) (A(M)) +T M(a)(v)A(a) (1.2.28)

endonde e, = E7,)d, y:

o L e [

_ () () (v)
(@) — En Y o) B) @ +Y BN ey —7 (O,)(B)U(v)(r):l (1.2.29)
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Las componentes del tensor de Riemann son:

(w) _ (w) (w) (w) ()
R y@@) = e(a)(F (v)(ﬂ)) - e(ﬂ)<F (v)(a)) T ol ve)

() 3 (1) )
oo vw T oe? @e: 1230

A partir de (1.2.15), (1.2.29) y (1.2.30), se deduce que los conmutadores (1.2.26) son las
variables dindmicas relacionadas con el campo gravitatorio

Puesto que la congruencia es tipo tiempo, se puede elegir a la cuadrivelocidad u asociada a la
congruencia como el primer vector de la tétrada eg. De esta manera, la tétrada esta constuida
por {u,eg)}. Los conmutadores (1.2.26) quedan finalmente expresadas en términos de las
variables cinématicas [Wainwright & Ellis, 2005] de la siguiente forma:

Yo = =S G — H3 Gy = ety (0 + ), (1.2.31)
V%(a) = U(g), Vo(a)(b) = _28(a)(b)(c)a)(6)’ (1.2.32)
YO = Emr0@" P + ApdE — Ao (1.2.33)
en donde,
Qe = %8(“)@)“)6&)@(6)%#”, (1234)

siendo 71(4)(5) €s un tensor simétrico tridimensional y 4@ un vector tridimensional. De esta
manera, al reemplazar las expresiones anteriores en (1.2.29), (1.2.30) se obtienen las ecua-
ciones de Einstein (1.2.15) en términos de las variables cinemadticas. Si la congruencia es
geodésica, a'® = 0y la componente 00, la componente (a)(b) sin traza, la traza y la com-
ponete O(a) de las ecuaciones de Einstein son:

2. 2 |
DoH = —H? — 5g2 + ng — 6(p +3p), (1.2.35)
©@)
Dos@ypy = —3HSwyp) T 26 (St @) ~ 201@ e
2
* §w(6)9<c>5<a><b) — *S@o) + T@e): (1.2.36)
|
p=3H?*—-c?+ w® - 20uHQ? +5 3R, (1.2.37)
_ ®) B)©) @)
@) =2D@yH = (Do) =344)) S "oy = 80y S () @)te) (12.38)
+8(b)(c)(D — Ay @ —n, Oy o
(@ ® ~ Aw) O M@y Py
en donde,
D(M) = eU(M)av, (1.2.39)
1
3 _ © ©@)
S = PAey = 3204 e — (P = 240) "a@® ey (12.40)

1
©
+bawe ~ 30 00we)
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1
3p — (@) (@) (@)
R - 4D(a)A a) _ 6A(a)A ) Eb (a), (1.2.41)
con

_ () (c)
bayw = 20 )N em) ey Mayb) (1.2.42)

Cuando la métrica no depende de las coordenadas espaciales, como en el caso de los espacio-
tiempos de Bianchi, las ecuaciones de campo no contienen los términos relacionados con el
operador D(,). Por consiguiente, las ecuaciones de campo solo contienen derivadas tempora-
les Dy, y constituyen un sistema dindmico.
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2

Sistemas Dinamicos

En el capitulo anterior se mostré que si se asume que el espacio-tiempo y los campos son
homogéneos, las ecuaciones de Einstein se convierten en ecuaciones diferenciales ordinarias.
De esta manera, el sistema de ecuaciones de campo es un sistema dindmico. De aqui la
importancia de la teorfa de los sistemas dindmicos en el estudio de cosmologias homogéneas
pero, en general, anisétropas.

2.1. Definiciones generales

Un sistema dindmico consiste en un espacio geométrico, llamado el espacio de estados, con
una regla para la evolucion en el tiempo de los elementos que lo conforman [Wainwright &
Ellis, 2005]. La regla de evolucién temporal puede ser una funcién discreta, un algoritmo o
una ecuacion diferencial:

x=f(x1), (2.1.1)

en donde y describe las coordenadas del espacio geométricoy f(, ) es un campo vectorial.
En espacio-tiempos de Bianchi el espacio de fase esta conformado por las variables cinemé-
ticas, los campos y sus primeras derivadas con respecto al tiempo. Cuando f en (2.1.1) no
depende del tiempo, el sistema se denomina auténomo. La solucién de la ecuacién (2.1.1) con
condicion inicial yg, se conoce como la orbita que pasa por yo. Los puntos que satisfacen:

f(xe, 1) =0, (2.1.2)

se denominan puntos criticos, puntos de equilibrio o puntos estacionarios. La Orbita que pasa
por un punto critico es este mismo, i.e. el sistema permanecié y permanecerd en el mismo
estado.

Existen ciertos conjuntos de gran utilidad llamados conjuntos invariantes. Estos conjuntos
tiene la propiedad de que cualquier 6rbita que pasa por uno de sus elementos siempre estd
contenida dentro del conjunto. La dindmica dentro de un conjunto invariante se caracteriza
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X2
X1 X3 X

Figura 2.1 Anadlisis grafico de estabilidad unidimensional. Se presenta la grifica de
X = f(x) versus x. Se pueden observar tres puntos criticos (x1, x2, x3). En la vecindad
del primer punto critico la «velocidad» a la izquierda del punto es positiva, por lo tanto si el
sistema se encuentra en esta zona se dirigird a x1. A la derecha de x1 la «velocidad» es nega-
tiva, por consiguiente cuando el sistema entra en alli se dirigird a la izquiera aproximdndose
al x1. En conclusion, el primer punto de equilibrio es estable. Haciendo un andlisis similar,
se deduce que x» y x3 son inestables.

porque las Orbitas permanecen «encerradas» dentro de él. Se puede demostrar que si existe
una funcién /() tal que

h=Vh-f(x)=h(x)z(p), (2.1.3)

en donde z(y) es una funcién continua, entonces 7 > 0,2 < 0,2 = 0 son conjuntos inva-
riantes del sistema dindmico [Wainwright & Ellis, 2005].

2.2. Estabilidad

La estabilidad de las soluciones alrededor de un punto critico puede ser analizada facilmente
en sistemas unidimensionales. Si x = f(x) es la ecuacién diferencial que describe la dina-
mica del sistema y x. es un punto critico, el criterio general para determinar la estabilidad es
el cambio de signo de la funcién cuando pasa por el punto critico. Cuando f(x) cambia de
signo positivo a negativo es estable, para todos los otros casos es inestable. Una condicién su-
ficiente para la estabilidad es que f'(x.) < 0. Esta condicién es suficiente mas no necesaria,
yaque si f(x.) = 0, puede ocurrir que el punto sea estable. El hecho de que la derivada sea
igual a cero implica que x, es un maximo, un minimo o un punto de inflexién. Un médximo o
un minimo son inestables. Pero, un punto de inflexién puede ser estable si el cambio de signo
es correcto. La grafica de f(x) permite determinar de manera definitiva la estabilidad de los
puntos criticos (vease figura 2.1). La definicion formal de estabilidad de soluciones alrededor
de puntos de equilibrio se encuentra en la siguiente clasificacién [Arnold & Silverman, 1973;
José & Saletan, 1998]:
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<

Figura 2.2 Estabilidad de Lyapunov. Esta figura ilustra las condiciones para que una 6rbita
sea estable de Lyapunov. En en el instante ¢ = ty la érbita estuvo dentro de la region
€ > £ > 0, se observa que para tiempos posteriores la drbita se mantiene dentro de la zona
6 > & > 0, por consiguiente es estable de Lyapunov.

Estabilidad de Lyapunov. El punto y. es estable de Lyapunov si para todo € > 0 existe un
0 > 0 tal que si |y, — yo| < 9, entonces |y, — x| < €. Dicho de otra forma, una 6rbita que
en algun tiempo #y estuvo cerca del punto estacionario, se mantendra cerca de él en el futuro
t > 1.

Estabilidad asintética. El punto y. es asintéticamente estable si cumple dos condiciones.
Primero, ser estable de Lyapunov, y segundo si cumple que siempre existe un o > 0 tal que
|xe — xol < «, el cual implica que tll)rgo |xec — x| = 0. Es decir, un punto y. es asintética-
mente estable si todas las 6rbitas que estuvieron en algiin tiempo cerca, convergen a él. La
estabilidad de las soluciones permite hacer un andlisis cualitativo de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Es de especial interés el criterio asintético, ya que permite hallar los estados futu-
ros de drbitas que inician estados tipicos sin preocuparse por el comportamiento intermedio.
También permite encontrar estados transitorios intermedios denominados puntos de silla.

2.2.1. Estabilidad alrededor de puntos hiperbdélicos

El criterio para sistemas con varias dimensiones es una generalizacion del criterio unidimen-
sional. En este dltimo, la derivada o en otras palabras la linealizacién de la ecuacién, permite
obtener una condicién suficiente de estabilidad. En el caso multidimensional, a partir del
jacobiano de (2.1.1) se deducen las condiciones suficientes de estabilidad [José & Saletan,
1998]. Al igual que en el caso unidimensional, este método no provee condiciones suficientes
y necesarias. Cuando la «derivada es cero», es necesario recurrir al teorema de la variedad
central, el cual se presentard en una seccion posterior. El primer paso consiste en realizar la
transformacion de coordenadas { = y — y., con lo cual la ecuacién (2.1.1) queda expresada
de la siguiente manera:

=100 = f(xe+0) =g(). 2.2.1)
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A continuacidn, se expande en una serie de Taylor y se toman dnicamente los términos a

primer orden:

dg' (§)
TG P

Si se denota el vector ¢’ por X y la matriz A’ ; por A, la solucion de la Ec. (2.2.2) estd dada

por:

¢ =g'(0) + tk+ 03 = ALk (2.2.2)

x = e™'xy, (2.2.3)
en donde x( representa las n condiciones iniciales.

En general, la matriz A posee valores propios imaginarios Ay = ox + Pri. La estabilidad o
no estabilidad asintética de los puntos criticos estd determinada por el signo de la parte real.
Cuando o > O el punto es inestable y cuando ox < 0 el punto es estable asintéticamente.
Cuando o = 0, el punto se denomina no hiperbdlico y se deben tomar términos de orden su-
perior a uno en la expansion (2.2.2) para determinar la estabilidad [José & Saletan, 1998]. Por
ultimo, si algunos valores propios poseen una parte real positiva y otros una parte real nega-
tiva, el punto critico es inestable y éste se denomina punto de silla. Todo lo anterior se puede
resumir en el siguiente teorema: si todos los valores propios de A tienen partes reales nega-
tivas, entonces el punto critico alrededor del cual se hizo la linealizacién es asintdticamente
estable [Wiggins, 2000]. Si el punto critico es hiperbdlico el teorema de Hartman-Grobman
garantiza que existe una vecindad alrededor del punto en donde las dérbitas del sistemas lineal
(2.2.2) son topoldgicamente equivalentes a las 6rbitas del sistema original, i.e. la solucién li-
neal cerca del punto critico no es mds que una deformacién continua de la solucion no lineal
[Perko, 2001; Wainwright & Ellis, 2005].

Los vectores propios de la matriz (2.2.2) generan ciertos subespacios de acuerdo con el signo
de la parte real de sus correspondientes valores propios:

El subespacio estable E° =gen(sy, -, Sn,),
El subespacio inestable E" = gen(uy, - ,up,),
El subespacio central E¢ =gen(cy, - ,Cn,),

en donde (sy,, Un,, Cn,), son los vectores propios cuyos valores propios tiene parte real ne-
gativa, positiva y cero, respectivamente. La suma de las dimensiones de estos subespacios
es igual a la dimension del espacio de fase n. Si xy € E?, el sistema se acercard exponen-
cialmente al origen. Por el contrario, si Xo € E¥, el sistema se alejard exponencialmente del
origen. Debido a que los subespacios son generados por vectores, estos son planos dentro del
espacio de fase. El teorema de la variedad o superficie invariante, garantiza que existe:

Una variedad estable M tangente en el origen a E*,
Una variedad inestable M* tangente en el origen a £,

Una variedad central M ¢ tangente en el origen a E°.

Por dltimo, pueden existir superficies compuestas enteramente de puntos criticos que se deno-
minan conjuntos de equilibrio M [Wainwright & Ellis, 2005]. Estos conjuntos son especiales
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debido a que la matriz de linealizacién alrededor de cualquier punto en M tiene necesaria-
mente un valor propio igual a cero. A pesar de que los puntos en un conjunto de equilibrio
no son hiperbdlicos, existe un teorema que permite analizar la estabilidad. Si existe una va-
riedad compacta de puntos criticos M y si la matriz de linealizacion tiene n — dimM valores
propios con parte real diferente de cero entonces existe una vecindad N alrededor de M tal
que cualquier solucién que pasa por N estd en la variedad estable de algtin punto en M. Por
ejemplo, si existe una curva compacta de puntos criticos y los valores propios del jacobiano
son todos negativos, excepto uno que es nulo, la curva M es un conjunto de puntos criticos
estables.

2.3. Teorema de la variedad central

Cuando algun valor propio es nulo, y el punto critico no pertenece a un conjunto de equilibrio,
no es posible determinar la estabilidad del sistema a partir de la linealizacion. Se asume que
el punto critico ha sido trasladado al origen del sistema de coordenadas. El teorema de la
variedad central local [Perko, 2001] afirma que si la matriz en la ecuacién (2.2.2) tiene ¢
valores propios con cero parte real y s = n — ¢ valores propios con parte negativa, entonces
el sistema puede ser escrito en la forma:

x=Cx+F(x,y) (2.3.1)
y = Py + G(x,y), (2.3.2)

en donde { = (X,y), C es una matriz cuadrada con ¢ valores propios con parte real nula y
P es una matriz cuadrada con s valores propios con parte real negativa. Ademads, existe un
0 > 0y una funcién h que define la variedad central localmente y satisface:

Vh(x)[Cx 4+ F(x,h(x))] — Ph(x) — G(x,h(x)) = 0. (2.3.3)
La dindmica en la variedad central para |x| < ¢ esta dada por:

x = Cx + F(x, h(x)). (2.3.4)

Debido a que existen valores propios negativos, el teorema de superficie invariante garantiza
que existe un conjunto invariante cuyas Orbitas convergen al origen. La pregunta consiste en
qué sucede con las orbitas fuera de ella, es decir en la variedad central. La ecuacién (2.3.4)
responde a esta pregunta.

Para aplicar el teorema de la variedad central local se expresa h(x) como una serie de po-
tencias y se utiliza la expresion (2.3.3) hallar tantos coeficientes de la expansién como se
quieran. Luego, este resultado se reemplaza en la ecuacion (2.3.4) y se analiza la estabilidad.
Si esta ultima ecuacion indica que la dindmica en la variedad central es estable, el punto es
estable. Basicamente el teorema de la variedad central local permite desacoplar las ecuacio-
nes y analizar la dindmica en una superficie con una dimensién menor a la original. Cuando

29



2 Sistemas Dindamicos

la variedad central es unidimensional, la determinacién de la estabilidad a partir de (2.3.4) es
casi inmediata.

Para ilustrar como el teorema permite analizar la estabilidad se aplicard al siguiente sistema
dindmico:

X =x%y —x?y? (2.3.5)
y=—y+x2 (2.3.6)
El origen es un punto de equilibrio. Las correspondientes matrices son C = 0y P = —1,

y F(x,y) = x2y — x%2y2, G(x,y) = x2. Existe un valor propio nulo y uno negativo. Se
expresa i(x) en una serie de potencias de x:

h(x) = ax* + azx® + O(x*), (2.3.7)
y se reemplaza en (2.3.3):
(ar — Dx* 4+ asx® + O(x°) = 0. (2.3.8)

Por lo tanto a; = 1,a3; = 0y la ecuaciéon que gobierna la dindmica local en la variedad
central es:
x = x% 4 O(x°). (2.3.9)

El término que domina localmente es x2, lo cual implica que el punto es inestable. Se ob-
serva en este ejemplo, que si alguna ecuacién del sistema dindmico no posee término lineal
es necesario utilizar el teorema. En el siguiente capitulo se encontrardn sistemas con esta
caracteristica.

2.4. Dinamica de inflacion con un campo escalar

A continuacién se analizard la dindmica de un campo escalar con un potencial arbitrario
en la métrica de FRW. Las ecuaciones de campo se presentaron en la seccién 1.1.2. Por su
significado fisico y debido a que las ecuaciones resultan ser polinomios, se reescribirdn en
términos de las variables X = (1/ﬁmp)¢ yY = \/V/mp:

1

H? = 3 (X2 +7?) (2.4.1)
. 3 1 1

H=—|-H*+-X*>--Y?), 242

( SH +3 5 ) (2.4.2)

X = -3HX —\Y?, (2.4.3)

Y = AXY, (2.4.4)

en donde se asume que es constante el pardmetro A = (m,/ ﬁ)(V,(p / V). Sin embargo, A
realmente evoluciona en el tiempo, y por lo tanto se debera verificar que esta varie lentamente
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en el tiempo. Esencialmente, para que esto suceda se requiere que ¢ ~ 0. La ecuacién de
Friedmann (2.4.1) es una ligadura en las condiciones iniciales.

A continuacién se definirdn las siguientes variables normalizadas:

X ¢ _r = Vv (2.4.5)

X=—= ——- =
H  2m, H YT H mp H

Debido a que el tiempo cosmoldgico estd definido solamente en el intervalo [0, co), no se
tiene un flujo completo para definir un sistema dindmico. Se define un nuevo tiempo N que
corresponde al nimero de e-folds:

a = ape” (2.4.6)

dN = Hdt (2.4.7)

En general, al realizar este cambio de variable las ecuaciones sufren la siguiente transforma-
cion: .
df d (F F

= =— = )=— 248

S =N TN (H) e (248)

en donde, € es el pardmetro de rodadura lenta definido en la seccién 1.1.2, F' representa
las variables originales y f las nuevas variables normalizadas por el paraimetro de Hubble.
Debido a que la parte derecha de las ecuaciones dindmicas son funciones cuadréticas, este
cambio logra desacoplar el pardmetro de Hubble:

3=x%+4y? (2.4.9)
H' = —Hx? (2.4.10)
x = -3x —Ay% + x>, (2.4.11)
y' = Axy +x%y, (2.4.12)

Se utiliza la ecuacion de Friedmann para eliminar la variable y de las ecuaciones:
X' =g(x)=-3x =31+ x>+ x> (2.4.13)

Los puntos de equilibrio son x, = (+/3, —+/3, —A). El pardmetro de rodadura lenta € eva-
luado en cada uno de estos puntos es (3,3, A?), respectivamente. Un periodo de expansién
acelerada corresponde a € = ¢ + 1 < 1; por consiguiente, el unico punto que puede corres-
ponder a inflacién es x, = —A. Para analizar analizar la estabilidad se halla la derivada de
(2.4.13) evaluada en el punto critico:

g(=1) =-3+17 (2.4.14)

Si —v/3 < A < +/3, 0 de manera equivalente si A2 = € < 3, el punto critico es estable.
Debido a que inflacién de rodadura lenta se caracteriza por € < 1 esta es estable.
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2.4.1. Evolucion temporal de A

Puesto que A evoluciona en el tiempo, para que el andlisis sea valido, el tiempo caracteristico
de evolucion del sistema debe ser mucho menor que el tiempo de evolucion del punto critico.
Esta condicién se puede expresar como:

1 dx
xdN

1 dx,
Xxc dN

< =|-3+21%, (2.4.15)

x=—A

1.e. la velocidad del punto critico es menor que la velocidad del sistema cerca del punto
critico. A partir de € = A y de la definicion de los pardmetros de rodadura lenta, se deduce
que A'/A = 2¢ — n, y por lo tanto para que A evolucione lentamente se requiere que:

[2¢ —n| < |3 —€]. (2.4.16)

La condicién anterior se satisface automdticamente con las condiciones de rodadura lenta.
Por esta razén, se puede afirmar que inflacién de rodadura lenta implica una lenta evolucién
de A. Asi, el andlisis anterior es valido y se puede concluir que este tipo de inflacion es estable.
Finalmente, se observa que aunque A evoluciona lentamente, existird un tiempo cuando A2 =
1, lo cual indica que inflacién tiene un fin'. Lo anterior es de suma importancia ya que la
inflacién no debe ser eterna, o de lo contrario no seria posible un correcto desarrollo de la
historia térmica del Universo.

El analisis anterior se hizo para un potencial arbitrario. Como ejemplo, se mostrara el andlisis
numérico con V' = m?¢?/2 para corroborar los resultados obtenidos. La condicién para la
existencia de inflacion es A% < 1, que en este caso es 2 < (¢/m,)?. Cuando esta condicién
no se cumple la trayectoria futura del sistema no incluye un periodo inflacionario. El punto
A% = 3 corresponde a un punto de bifurcacién’ en donde el sistema pasa de ser estable a
inestable. Para que se solucionen los problemas cldsicos de la cosmologia se necesita que se
empiece lo mds alejado posible de este punto,i.e. A K 302/3 K (¢/mp)?. La utilizacién de
sistemas dindmicos permite obtener el conjunto de condiciones iniciales para que se puedan
resolver los problemas de ajuste fino. Aunque no todas las condiciones iniciales inducen un
periodo inflacionario, no es necesario ajustar las condiciones iniciales sino asegurarse de
estar dentro del conjunto. Pueden hacerse perturbaciones de las condiciones y permanecer
dentro del conjunto. En la figura 2.3 se muestran las grificas de la soluciéon numérica del
modelo.

1.a evolucién del pardmetro A crea una salida del estado inflacionario, de esta manera, inflacién no es en
realidad estable sino un punto de silla.
2En general un punto de bifurcacién es aquel en donde las propiedades topoldgicas cambian.
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(a) Solucién numérica y vs N cuando A2 < 3. (b) Si A2 < 3, se induce un periodo inflacionario
La energia potencial domina durante un periodo fipito que dura més de 60 e-folds. Se observa que
de mds de 60 e-folds. esto corresponde cuando y domina.
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(¢) Soluci6én numérica y vs N cuando A° > 1. (d) Cuando no se cumple la condicién A < 1, €
La energia potencial normalizada en promedio es gscila alrededor de 3/2 y el sistema en promedio
Ccero. nunca experimenta por un periodo inflacionario.

Figura 2.3 Solucion numérica de la dinamica del campo escalar. Evolucion de las densi-
dad de energia potencial normalizada por mIZ,H 2.y del parametro de rodadura lenta €. Las
subfiguras (a) y (b) muestran el comportamiento cuando se cumplen las condiciones nece-
sarias para que se obtenga un periodo inflacionario del tipo rodadura lenta. Las otras dos
subfiguras muestran el caso contrario.
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3

Inflacion con campos vectoriales

Como se vio anteriormente, inflacion con un campo escalar provee solucion a los problemas
clasicos de la cosmologia estdndar. Sin embargo, no todas las observaciones son coherentes
con esta version de inflacién. Uno de los problemas presentes consiste en la posible existencia
de una direccién privilegiada en el Universo [Ade ef al., 2013b; Antoniou & Perivolaropou-
los, 2010; Bennett et al., 2011; Campanelli ef al., 2011; Groeneboom et al., 2010; Hinshaw
et al.,2013]. Entre las soluciones propuestas a este problema se considera involucrar campos
vectoriales a la dindmica inflacionaria [Adshead & Wyman, 2012; Dimopoulos, 2006, 2007,
Dimopoulos & Karciauskas, 2008; Dimopoulos et al., 2009, 2010; Golovnev et al., 2008;
Maleknejad & Sheikh-Jabbari, 2013; Watanabe et al., 2009; Yokoyama & Soda, 2008]. Los
modelos que se presentardn mds adelante estdn basados en este tipo de solucidn.

Por otro lado, cuando se cuantizan las teorias de gauge, se deben remover los grados de liber-
tad no fisicos, los cuales provienen de la invariancia de gauge de los modelos. Por ejemplo,
al fijar gauge con V - A (gauge de Coulomb) o A3 = 0 (gauge axial) se pierde la covarian-
cia explicita de Lorentz. Por razones précticas es conveniente elegir gauges covariantes, en
donde el resultado final no contiene «campos fantasma» [Cheng & Li, 1984]. Para esto, se
utiliza una accion efectiva, la cual incluye los términos adicionales que eliminan los grados
de libertad no fisicos [Faddeev & Popov, 1967]. Uno de ellos es el encargado de fijar el gau-
ge. En este capitulo se estudiard la dindmica de modelos que involucran campos vectoriales,
y en especial las consecuencias dindmicas del término en la accién efectiva relacionado con
la fijacion de un gauge covariante.

3.1. Geometria del espacio-tiempo

Debido a que los modelos involucran campos vectoriales, el contenido energético del Uni-
verso no es isétropo. Por lo anterior, es razonable eligir una métrica que sea homogénea pero
anisotropa. Una medida experimental de esta posible direccién consiste en una expansion
anisotropa, la cual segun los datos es muy pequefia [Campanelli er al., 2011]. Existe una
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gran cantidad de espacio-tiempos homogéneos e is6tropos, los cuales fueron clasificados por
Bianchi [Bianchi, 1898]. Se elegira entre estos, el de tipo I en el cual la curvatura espacial es
igual a cero y es el espacio-tiempo mads sencillo dentro de este conjunto. La métrica estd dada
por el elemento de linea:

ds? = —dt? + 62(a+o) [dx2 + dyz] + ez"‘_‘“’dzz, (3.1.1)

en donde o y o son funciones del tiempo. A continuacion se hallan las variables cinematicas
presentadas en la seccion 1.2. La métrica 3.1.1 estd expresada en coordenadas sincronas y por
lo tanto es conveniente escoger la congruencia cuya cuadrivelocidad es u* = 4y . Se procede
a hallar la tétrada, cuya matriz eé’;) (1.2.27) es:

el = diag(l,e~@F) =@ =200y (3.1.2)

Las variables cinematicas para la congruencia escogida tienen las siguientes componentes
con respecto a la tetrada:

hoyo) = hoya) =0,  hayg) = da)i)» (3.1.3)
aw =0, www =0, ©=3a H=aqa, (3.1.4)
S©) = S =0, ¢a) () = diag(d,5,—-20). (3.1.5)

Todas las otras variables son iguales a cero y asf las variables dindmicas del campo gravita-
cional son H y ¢. Para entender facilmente el significado fisico de las variables se define un
parametro de expansion promedio:

a(t) := (e"”‘" x e* T x e“_2”)1/3 = e, (3.1.6)

El elemento de volumen de hipersuperficies espaciales con 7 constante es' v/ d3x= e3* d3x
= a(t)* d3x. Bs decir, la funcién a(¢) indica la expansion global del volumen espacial. A
partir de la definicion anterior, H indica la tasa de cambio relativa del volumen, lo cual es
equivalente a un parametro de Hubble global:

H:=-=uq. (3.1.7)
a

Se observa de la forma de la métrica (3.1.1) que la expansion en el plano x y es isétropa,
mientras que la expansion en la direccién z da lugar a la anisotropia. Si se define H, =
a + ¢ como el parametro de Hubble en el plano x y, el cual da cuenta de la expansién
isotropa, se puede obtener un parametro que indica el nivel de expansion anisétropa. Este
ultimo parametro se denomina el esfuerzo de corte cosmico y estd dado por:
Hy,—H o
Y= = (3.1.8)
H o
Los datos experimentales indican que el esfuerzo de corte césmico actual X se encuentra en
el siguiente intervalo [Campanelli ef al., 2011]:

— 0,012 < ¥y < 0,012. (3.1.9)

'h es la métrica inducida en las hipersuperficies.
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3.2. Campos vectoriales abelianos

Se analizard el comportamiento cualitativo del modelo descrito por la accién:

2
1
S = /dx‘h/——g [%R — ZF,“,F’“ + % (4%,)" - V(AMA“)} : (3.2.1)

con un potencial de la forma V(A4,4") = A (A MA“)" en donde n es un nimero natural, y
un término de fijacion del gauge [Cembranos ef al., 2013]. El tensor de energia-impulso para
este fluido esta dado por:

Ty = TN + TS + T, (3.2.2)
en donde
YM o 1 off
T3 = FuuF = 5 Fap F g (3.2.3)
T = % [4A°§a(MAv) — g (A“ja + 2A“;/;”A,g)} , (3.2.4)
TY, =2V 0 Ay Ay — Ve, (3.2.5)

son los tensores energia impulso relacionados con el término de Yang-Mills, el término de
fijacion del gauge y el potencial, respectivamente. V 42 denota diferenciacion del potencial
con respecto a la norma al cuadrado del campo vectorial A, A*. Se procede a realizar la
descomposicion de los diferentes componentes de 77, con respecto a la tetrada ortonormal.
Las cantidades relacionadas con el término de Yang-Mills son:

YM_E

P =2 (g AD), (3.2.6)
£ . 1
P = 2743 = 2p™, (3.2.7)
qiy = 0, (3.2.8)
GF : 2 YM 2 YM 4 YM
TGy = diag 5’0 ,gp ’_§'O . (3.2.9)
Las cantidades relacionadas con el término de fijacién del gauge son:

% = %(Aogaf — 243V 42, (3.2.10)
P = — E (A%,)* + 2A31{A2] , (3.2.11)
qagh = §(4%,) e T2 4357, (3.2.12)
7@y = 0- (3.2.13)

Finalmente, las cantidades relacionadas con el potencial son:

p' =V + 245V 4, (3.2.14)
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Vo _ z 33 42

p = V+3V,A2g A3, (3.2.15)

qly = 2V, 426727 4367, (3.2.16)
T~ = dia —%V 3342 —%V 3342 iV 3342 (3.2.17)
G)(j) = d1ag 3 A28 A3, 3 A28 33 42845 ). 2.

Las ecuaciones de campo son:

11 45 .
m> (& + 3d¢%) = 3 |:—g33A§ +3V — g33A§1{A2] + % (Ao +3dA0)” + A2V42. (3.2.18)

2
1 .

m> (6 + 366) = 3 [ A3 — 2P A3V 4], (3.2.19)

Ay + A3 (46 +6) = 283 A3V 4o, (3.2.20)

£ (Ao + 36Ao) = —240V 42, (3.2.21)

junto con la ecuacién de Friedmann, la cual no es una ecuacién dindmica sino una restriccion
en las condiciones iniciales:

. 1 .
3m? (¢ +6°) = % (Ao +3@40)” + Eg”Ag + V. (3.2.22)

La ecuacion (3.2.21) implica que gy = 0, o sea que no hay flujo de calor. Las ecuaciones de
campo también pueden obtenerse directamente a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange
de la siguiente accion de punto (véase la seccién 1.1.3):

S, = /63“ |:m12, (=3¢ + 367) + %g”A%
§
2
La ecuacion de Friedmann corresponde a la ligadura en el hamiltoniano H = 0. La forma de
(3.2.23) indica que cuando £ = 0 la parte temporal del campo A es una variable no dindmica.
Se observa que la dindmica del sistema se puede dividir en dos conjuntos invariantes. El
primer conjunto invariante es A3 = A3z = 0 i.e. inicamente la parte temporal, y el segundo
conjunto invariante es Ay = Ao = 0 i.e. tnicamente la parte parte espacial. Con el fin
de obtener una intuicién acerca del comportamiento cualitativo del sistema se analizara la
dindmica por separado en cada uno de estos conjuntos invariantes.

+2 (Ao +3HA))? — A (=43 + g33A§)"] dt. (3.2.23)

3.2.1. Dinamica de la parte temporal del campo

Cuando las condiciones iniciales son A3 = A3 = 0 el tensor de esfuerzos anisétropos es
igual a cero y el fluido es perfecto. Esto indica que la parte temporal del campo vectorial no
debe generar una direccion preferida. El pardmetro de estado en este caso es:

_p+p  2AFV 4
P f(Ae )2+ 1V

(3.2.24)
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Para el potencial escogido —2A3V 4> = 2nV . Por lo anterior, cuando el potencial es despre-
ciable (comparado con la densidad de energia total), el fluido se comporta como una constante
cosmoldgica. De ahi que la condicidn necesaria para que exista un periodo de expansion ace-
lerada es que el potencial sea subdominante, en contraste con inflacién con un campo escalar.
A continuacién se definen las siguientes variables normalizadas:

3§ Ao §/2 1., 2
e YD VR e ),
V2m, V3m,H
VA
«/gm},_”H.
Las cantidades (3.2.10), (3.2.11), (3.2.14) y (3.2.15) en funcién de las nuevas variables son:

r (3.2.25)

2w?\"
P = 3mZH2|:x2 + 2nF2(—l) ] (3.2.26)
3¢
2w?\"
_ 27172 2 2
p* =-3m,H |:x —2nT (—¥) :|, (3.2.27)
2w?\"
p =3myH?*(1— 2n)r2(—%) , (3.2.28)
2w2\"
V= 3miHT*|-——) ., 3.2.29
(3.2.30)

y en especial el pardmetro de estado:

2nT2(—2w?/3E)"

Y= TR 2w 3E) (3.231)

Del mismo modo que en la seccion 2.4, se cambia el tiempo cosmoldgico por el nimero de
e-folds N . Una prima indica diferenciacion con respecto a N. Las ecuaciones de campo son
equivalentes al siguiente sistema dindmico auténomo:

H' = He, (3.2.32)

Y = 3% + Te, (3.2.33)

w = 3(x — w), (3.2.34)
2 2 2 n—1

X = ganw (—%) ¥ xe, (3.2.35)

I’ = I, (3.2.36)

en donde el parametro de rodadura lenta € es:

3 2w2\"
e=q+1=§|:(2n—1)F2(—%) +22+1—x2]. (3.2.37)
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La ecuacién de Friedmann es equivalente a la siguiente ligadura:
2w?\"
=324 x% 42 (—%) + 22, (3.2.38)

A partir del teorema presentado en la seccién 2.1, se deduce que el sistema dindmico posee
los siguientes conjuntos invariantes:

H=0H>0 H<0,Y¥X=0,2>0,X¥<0,I'=0,I">0,T <0. (3.2.39)

La dindmica estd separada por los ejes H, 3, I'. Esto implica, para un universo compuesto
por este fluido, que existe una expansion eterna o una contraccion eterna. También, mediante
este teorema se puede demostrar que la ligadura de Friedmann es un conjunto invariante del
sistema dindmico. Por otro lado, se observa que el pardmetro de Hubble estd desacoplado de

las ecuaciones y de esta manera es 16gico analizar la dindmica en el espacio de fase compuesto
por (X, w, x,T).

Puntos criticos y estabilidad

El primer punto critico que se estudiard es y. = (¢, we,x., ) = (0,£1,+1,0). El
pardmetro € evaluado en este punto es igual a cero, por lo tanto corresponde a un estado
inflacionario con un parametro de Hubble constante. Puesto que el valor del esfuerzo de corte
cosmico en este punto es igual a cero, se concluye que durante inflacion el universo se torna
isétropo. Asimismo, en este periodo el pardmetro de estado (3.2.24) es igual a cero, por lo
cual el fluido se comporta como una constante cosmoldgica. Es importante mencionar que la
existencia de este punto critico es independiente del valor de &. Para analizar la estabilidad
se procede de la manera expuesta en 2.2. Primero, se traslada el origen al punto critico,
w = w—1, X = x—1y se expanden las ecuaciones a primer orden alrededor del origen. Los
valores propios de la matriz (2.2.2) son (—3, —3, —3, 0). Este punto critico es no hiperbélico
y no es posible determinar la estabilidad mediante la linealizacién de las ecuaciones. Antes de
analizar la estabilidad del sistema mediante el teorema de la variedad central, es importante
notar que el subespacio estable estd generado por los vectores:

0

- o O

e = s € = €3 = (3240)

S o O

1
O b
0

]

En consecuencia, la variedad estable debe ser tangente al plano X, w, X. Por simple inspec-
cion de los conjuntos invariantes (3.2.39), se concluye que la variedad estable es I' = 0. Lo
anterior implica que en el caso de un potencial trivial, el sistema tiende asintéticamente a un
estado inflacionario. Esto es obvio puesto que la ecuacién (3.2.21) con un potencial trivial
implica que la densidad de energia del fluido es constante y por ende éste se comporta como
constante cosmoldgica, i.e el término de fijacion del gauge en la accion efectiva se comporta
como una constante cosmologica.
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3 Inflacién con campos vectoriales

Al utilizar el teorema de la variedad central local se obtiene que esta tltima estd dada por:

— 3 _ (_z)n_l 2 3 _ (_z)n_l 2 3
La dindmica en esta variedad estd gobernada por:
—2\"
I = (?) 3f_1 3 4+ o). (3.2.42)

La ecuacién anterior indica que cuando n es impar el punto es estable y el estado asintético
del sistema es inflaciéon. Cuando n es par el punto critico es inestable y por consiguiente
inflacion es un estado transitorio del sistema. En este caso, si la velocidad de recesion es lo
suficientemente lenta, es posible inducir un periodo inflacionario que solucione los problemas
de ajuste fino. Para hallar una estimacién de cuan pequeia debe ser esta velocidad, se nota
que el final de un periodo de expansién acelerada se caracteriza por € = 1. Al expresar esta
condicion cuando el sistema se encuentra en la variedad central, se obtiene una aproximacion
para el valor de la variable I" al final de inflacién:

T & (%)2(3;1)—1/2. (3.2.43)

De aqui, se define una velocidad maxima dada por el valor (3.2.43) divido entre el niimero n
de e-folds:

Vmax = 1(%)2(3’1)_1/ 2. (3.2.44)
n\ 2

Una condicioén suficiente para que inflacion dure N e-folds es que la velocidad cerca al punto
critico sea mucho menor que esta velocidad maxima i.e.

=2\" n _,
) 3 < v (3.2.45)

Reemplazando los valores de (3.2.55) se obtiene:

1 H? (38"

N2/ < T_(_S) Gn)~". (3.2.46)
A mlz, 2

en donde A es la constante del potencial en unidades de la masa reducida de Planck. En

conclusion, el monto de inflacion N, estd afectado por los valores de &, A, n 'y H . Por ejemplo,

si se desea un mayor nimero de e-folds se debe aumentar el valor de ¢ o disminuir el valor

de A. Los resultados obtenidos hasta el momento se resumen en la tabla 3.1.

El segundo punto critico es y. = (2., w¢, X¢, ¥e) = (1,0,0, 0), que corresponde a un estado
de anisotropia. Para analizar la estabilidad se procede de la misma manera que en el punto
anterior. Los valores propios de la correspondiente matriz (2.2.2) son (6, —3, 3, 3), en con-
secuencia este punto es inestable, i.e. un estado de anisotropia es un estado transitorio del
sistema.
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3 Inflacién con campos vectoriales

Existencia Duracién
7 2172 2/3 1 H? (3§\" -1
AL 3mpH N / < jm—%(7) (3’1)

Tabla 3.1 Condiciones de inflacion en el caso abeliano con la parte temporal.

Dado que los puntos criticos son inestables y que el espacio de fase es acotado’, intuitiva-
mente se espera que el atractor futuro del sistema sea un ciclo limite. La soluciéon numérica
confirma esta conjetura (véase las figuras 3.1 y 3.2).

3.2.2. Dinamica de la parte espacial del campo

Este caso particular corresponde a las condiciones iniciales Ag = Ay = 0. Se utilizan la

siguientes variables normalizadas:
/ %g33A2 \/V
—_— Y V= —, (3.2.47)
V3m,H V3m,H

las cuales permiten obtener un sistema de ecuaciones en las cuales el pardmetro de Hubble
estd desacoplado La ecuacién de Friedmann en términos de estas variables es:

)y

, X

SRS

1 =324+ x%+y% (3.2.48)
mientras que el pardmetro € es:
e=q—1=2x>+ny?+3%2% (3.2.49)

La ecuacion de Friedmann implica que en este caso el pardmetro € siempre es mayor que uno,
es decir la parte espacial de los campos nunca genera un periodo inflacionario. Las siguien-
tes ecuaciones constituyen un sistema dindmico no auténomo equivalente a las ecuaciones
(3.2.18), (3.2.19) y (3.2.20):

H' = —H(Q2x* + ny* +3%?), (3.2.50)
Y =-2n4+1)y*+ Z(-2% +€—3) + 2, (3.2.51)
x' = —2x —2x% —2nEBy? + ex, (3.2.52)
Yy =nyX —1)+2nExy + €y,. (3.2.53)

en donde el pardmetro Z es:
. 3 my

%Esto es debido a que el sistema debe cumplir la ecuacién de Friedmann.

[w)

(3.2.54)
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3 Inflacién con campos vectoriales

-3k

(a) Se muestra la solucién niimerica con parametros A= IL,n = 1,§ = 1.
El sistema tiende asintéticamente a un estado inflacionario ¢ = —1, en donde
la densidad de energia relacionada con el término de fijacién del gauge domi-
na. La anisotropia X y la densidad de energia potencial py normalizada por
3mp H? se diluyen.

(b) Orbitas en el subespacio de fase (X, x, ') con n = 1.
Se muestran las Orbitas con diferentes condiciones iniciales;
todas convergen al mismo punto (0, 1, 0) que corresponde a
un estado inflacionario.

Figura 3.1 Gréficas de la solucion numérica de la parte temporal de un campo vectorial U(1)
con un potencial )L(—A%). La linea con rétulo EF corresponde a la ecuacién de Friedmann,
la cual se utiliz6 como un control numérico. Se observa que el atractor futuro del sistema es
un estado inflacionario.
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3 Inflacién con campos vectoriales

20r
15
[ — EF
1.0
—4q
05" _
— X
‘ LN
1.5 20 — w
~0.5)
~1.0

(a) Se observa que la densidad de energia relacionada con el término de fijacién del
gauge domina durante este periodo. La anisotropia se diluye rapidamente.

I}
il .

(b) En el periodo final de inflacién, i.e. N a 73, la variable relacionada con el
término de fijacién del gauge deja de dominar y el sistema empieza a oscilar.

150

1Y
@

~0.5)

~1.0"

Figura 3.2 Gréficas de la soluciéon numérica de la parte temporal de un campo vectorial
U(1). Se emplean los valores de n = 2, A = 0,001 y & = 4. Se observa que existe un
periodo inflacionario lo suficientemente prologando para resolver los problemas clasicos de
la cosmologia estdndar.
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_ w \ W“ )
\Y/ .

- X

-y

-10

(a) Comportamiento de la parte espacial de un campo vectorial U(1) cuando el
potencial V' no es nulo. Se observan las rapidas oscilaciones, y que un estado
de anisotropia es transitorio.

— EF
— =

-y

-051

-10r

(b) Solucién numérica cuando el potencial es nulo V' = 0. Se observa que
el atractor pasado es ¥ = —1 y el atractor futuro es ¥ = 1. No existen
oscilaciones y el fluido se comporta como radiacion.

Figura 3.3 Graficas de la solucién numérica de la parte espacial de un campo vectorial U(1).
Se observa que no es posible obtener un periodo inflacionario lo suficientemente prolongado
para solucionar los problemas cldsicos de la cosmologia estandar.
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3 Inflacién con campos vectoriales

Se analizard la dindmica en el subespacio (X, x, y). El punto y. = (2., x., y.) = (£1,0,0),
es un punto de equilibrio que corresponde a un estado de anisotropia. Cuando ¥, = 1 la ma-
triz de linealizacion es diag(—2, —1, n + 3), y los valores propios son los valores de la diago-
nal. Paran > 1 existe un valor propio positivo indicando que el punto es inestable. En el caso
sin potencial, i.e. y = 0, ya no existe este ultimo valor propio positivo y el punto es estable
(atractor futuro). Cuando ¥ = —1, la matriz de linealizacién es diag(6, 3,3 — 3n). Puesto
que la diagonal posee niimeros positivos, el punto es inestable. Ahora, cuando el potencial
es nulo, la matriz de linealizacién se obtiene eliminando la dltima fila y columna. Asi los
valores propios son (6, 3) implicando que el punto es el atractor pasado. En el caso cuando el
potencial es nulo, el fluido se comporta como radiacién. Se debe notar que aunque el sistema
dindmico no es auténomo, ni los puntos criticos ni los autovalores dependen del pardmetro E.
El anélisis dindmico confirma que en estos modelos el potencial provoca que la anisotropia
se diluya [Cembranos er al., 2012]. Todos los resultados anteriores son corroborados por la
solucion numérica presentada en la figura 3.3.

3.2.3. Dinamica conjunta de la parte temporal y espacial del campo

En las subsecciones anteriores se mostré que la parte temporal induce un periodo inflacionario
mientras que la parte espacial no. Para que exista un periodo inflacionario se requiere que el
sistema tienda de manera natural a un estado en el cual la parte espacial es subdominante.
Para evaluar esta suposicion se planteard un sistema dindmico con las siguientes variables

normalizadas:
V3§ Ao VE/2
w=—— X=—
\/zmp \/gmpH

A T %

v = , ZzZ = , I'= ———. (3.2.55)
\/§mp \/gmpH «/gm},_"H

El sistema dinamico es:

[A% + 3HA3] :

3 2 2 2 n—1
S — _3T2n0? (% _ %) _ 3% +22% + e, (3.2.56)
w' = 3(x —w), (3.2.57)
C2 L, (3?2 2w\"T!
X = EF nw T — ¥ + Xxe€, (3258)
vV =22 - 1)v + 2z, (3.2.59)
N Y £ L
7 =z(e—2-2%)—3T""nv 3 3 , (3.2.60)
IV =T, (3.2.61)
302 2w2\”
| = 52 4 32 + T2 (% _ %) 422 (3.2.62)
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3 Inflacién con campos vectoriales

en donde la ecuacion (3.2.62) es una ligadura correspondiente a la ecuacion de Friedmann y
el pardmetro de rodadura lenta € es:

¢ = % [3 (r2 [3(2n — 3)Ev? + 4(1 — 2m)w?] (960> — 4w?)" ™" /(68)"
+32 4 1) =322+ 22].

(3.2.63)

Evidentemente, el punto y. = (X, We, Xc, Z¢, Ve, [¢) = (0,£1,41,0,0,0) es un pun-
to critico y corresponde a inflacién. Los valores propios de la matriz de linealizacién son
(—3,-3,-3,—-2,—1,0). El subespacio estable estd generado por

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Q= 2Tl o '8BT4~ » s =1 4 (3.2.64)
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0

La variedad estable es tangente a este subespacio. Por inspeccion la variedad estable es I' =
0. De aqui se deduce que la parte espacial, i.e. las variables v y z, tienden de manera asintética
a cero. En este punto se debe notar que debido a que ya se demostré que la parte espacial
tiende a cero, los resultado expuestos en 3.2.1 son validos en el caso general. Sin embargo,
se realizard el andlisis de estabilidad completo para confirmar lo esperado. Puesto que uno
de los valores propios es igual a cero se debe recurrir al teorema de la variedad central. La
variedad central estd dada localmente por:

T=0T3), v=0T3%), z=0(0?, (3.2.65)
-2 n—1 -2 n—1
X = er +0T%, w= er + O(3). (3.2.66)
3gm 3gm
La dindmica en esta variedad estd gobernada por:
b (2 s 5
I' = ? 3n_1F + O(I). (3.2.67)

Se observa que esto es practicamente equivalente al andlisis expuesto para la parte tempo-
ral. La ecuacidn anterior indica que cuando n es impar el punto es estable e inflacién es un
atractor. Cuando n es par el punto critico es inestable. Con un andlisis similar al de la seccién
3.2.1 se obtienen las mismas condiciones para la existencia y duracion de inflacién cuando n
es par (véase la tabla 3.1). En suma, el término relacionado con la fijacién de un gauge cova-
riante, se comporta como una constante cosmoldgica y se induce un periodo inflacionario en
el cual la parte espacial es subdominante. El papel del potencial consiste en dar fin al periodo
inflacionario cuando n es par; cuando n es impar o en el caso que no exista el potencial se
obtiene una inflacién eterna. Las soluciones numéricas mostradas en las figuras 3.4, 3.5y 3.6,
constatan los resultados presentados.
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3 Inflacién con campos vectoriales
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(a) Se observa que el sistema tiende a un estado de cero anisotropia,
en donde la parte espacial es subdominante.

2k

L L L L L N
1 2 3 4 5 — EF

(b) Se aprecia que el sistema tiende asintéticamente a un periodo
inflacionario ¢ = —1 y la variable I tiende a cero.

Figura 3.4 Grificas de la solucion numérica de la parte temporal y espacial de un campo
vectorial U(1). Se emplean los valoresden = 1, A = 2y £ = 1. Se observa que el estado
asintético es un periodo inflacionario.
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3 Inflacién con campos vectoriales

05

m

(a) Las variables del sistema oscilan rdpidamente. La anisotropia
posee una oscilacién amortiguada tendiente a cero.

|
l,\y'\

sl}:"l
j

-05

30 ﬁ

20 -

re——— ny e r———— - d
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(b) El sistema pasa por un breve periodo inflacionario de alrededor
de 0.5 e-folds. Luego, el parametro de desaceleracién en promedio
es positivo.

Figura 3.5 Gréficas de la solucién numérica de la parte temporal y espacial de un campo
vectorial U(1). Se emplean los valores de n = 2, A = 0,4y & = 1. Los valores de los
parametros no cumplen las condiciones para la existencia de un periodo inflacionario lo
suficientemente prolongado.
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3 Inflacién con campos vectoriales

(a) Durante mas de 60 e-folds el potencial es
despreciable, mientras que x domina el con-
tenido energético del Universo. Después, co-
mienzan las rdpidas oscilaciones de las varia-
bles, excepto por la anisotropia que es nula.

(b) Se observa que la parte espacial también
oscila cuando termina el periodo inflacionario.
Durante inflacién la parte espacial es despre-
ciable.

— EF

(c) Durante mas de 60 e-folds el pardmetro de
desaceleracion es igual a -1, mostrando un pe-
riodo de expansion acelerada. Luego g oscila
con un valor promedio positivo.

Figura 3.6 Gréficas de la solucién numérica de la parte temporal y espacial de un campo
vectorial U(1). Se emplean los valores n = 2, A = 0,005 y &€ = 3. Los valores de los
pardmetros cumplen las condiciones para la existencia de un periodo inflacionario lo sufi-
cientemente prolongado.
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3.3. Campos vectoriales no abelianos

La accion para este modelo estd dada por [Cembranos er al., 2012]:

S = /d4x,/_—g nilz’R _ L pa panw | §(A”: 42 V(Mg A% APH) (3.3.1)
2 4w 2k z ’

donde F/fv = A‘“w — A/“L’v + gsabcAZAlj, cona,b =1,2,3,y ggp. s el simbolo de Levi-
Civita. Es de gran utilidad expresar la cantidades en términos de la parte eléctrica y magnética

de los campos vectoriales SU(2):
. 1 ..
Ef=F3, B = Eglfkgf;(. (3.3.2)

Al asumir que los campos son homogéneos, las cantidades anteriores con respecto a la tétrada
son:

E{y = —Al) — HAl) — iy ALy — geabe AG AL, (3.3.3)
g
By = ggabcg(i)(m)(n)Afm)Afn), (3.3.4)

El tensor energia-impulso para cada uno de los componentes del fluido es:

1
T = 8 Fio Fiy — 1 Fag F* gy
= 245 A7, 00 — AL AL+ g*P AL A30000 + 28€ane (go“3 A% A5 AL, 60,

+A8A?MA€)) + g28abc8adeAZA5 (_A(C)AS + gijAl?AJe')

— v [—g”A?A? + geapc AGgY AL AS

2
1 . 1 . ‘

+EabcEadel’ (EAgAg g A AS — ZA?AJC.g””AZng"Afl)] (3.3.5)

TS = % {4A“;§(MA;’) — G [(A“;g)2 +24% F A‘é]} : (3.3.6)

T/Iv = ZKMAZMabAZAIS - Vguv, (337)

donde V)42 = dV(x)/dx. La homogeneidad de la métrica y de los campos permite obtener
la siguiente accion reducida (véase la sub-seccion 1.1.3):

S = /e3a [—3m§ (H>—67%) + % (E*— B?)

+

N v

(A% + 3HAZ)” — V(—Mp AL AL + Mpg" A?A}’)] di, (33.8)
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3 Inflacién con campos vectoriales

donde E? = ECVEG, B? = B{;) B Las ecuaciones de campo para A ) se obtienen facil-

mente de la expresion anterior a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

0= E{) +2HE() — siy()h Efy) + gabe AGE,

— 8€abe€i)()m) BUyy Ay + 2V a2 Map Al (3.3.9)
0 =& (A +3HAG) + geabc Al Eyy — 2V ar.42 Map A, (3.3.10)

Se observa que existe un conjunto invariante, Ag = E) = 0, 1.e. solamente la parte temporal,
pero en contraste con el caso U(1) no existe un conjunto invariante con Unicamente la parte
espacial.

3.3.1. Dinamica de la parte temporal de los campos

Cuando se restringe la dindmica a este ultimo conjunto invariante, la constante de acopla-
miento de gauge g no aparece en las ecuaciones. Por consiguiente, tal como se verd a con-
tinuacion, el caso es equivalente a la parte temporal de tres campos abelianos acoplados a
través del potencial. Las ecuaciones de campo pueden deducirse del siguiente lagrangiano:

L=e* [—3m§ (H>-¢6%) + % (V> +6v-rH +9r*H?) — V] : (3.3.11)

en donde A =, Ag = v. Si la matriz M,; es diagonal y sus elementos iguales, el la-
grangiano es invariante ante rotaciones en el plano A}, A2, A3. De esta manera, existen tres
cantidades conservadas, que corresponden al momentum angular relacionado con r. Esto im-
plica que la dindmica de r se desarrolla en un plano. Se realiza a continuacién un cambio de
coordenadas a cilindricas polares en donde el eje z es perpendicular al plano del sistema:

L = e [—3m§, (H>-¢6%) + %(r‘2 + 1262 + 6frH + 9r2H?) — V(rz)] (3.3.12)
La siguiente ligadura Hamiltoniana corresponde a la ecuacion de Friedmann:

1 1, ., 9
H=-3m,(H*> -6 + Eér'z + 5grze)z + EHzng +3HEr+V =0. (3.3.13)

Las ecuaciones de campo son:

rV,

H=— — 362, 3.3.14
2z 30 (3.3.14)
& =—3H6, (3.3.15)
. 3r2 1 .
F=V,|>=—<|-3HF (3.3.16)
2ms €
_ OGHr +27)

(3.3.17)
r
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Abhora bien, se definen las siguientes variables normalizadas:

ﬂ, w = \/%’”, o= 1= i (3.3.18)
Vém,H V2m, 3H V3ml-"H

X

para plantear el siguiente sistema dindmico equivalente a las ecuaciones de campo:

Y =3(-3), (3.3.19)
, , (—2w\" L, (—2w?\" 1
x" = 3nwll -T —
3¢ 3¢ w
+30%w 4 3X%w + xe — 3x, (3.3.20)
w' = 3x, (3.3.21)
60
O =302 10, (3.3.22)
w
I'" = €T, (3.3.23)
2 —2w?\" 2 2.2 2 2
1=T 3 + X%+ 0w’ + w4+ 2wx + x~, (3.3.24)
en donde ,
2 —2w? 2
e =3I 3 + 33“. (3.3.25)

Se encuentra el punto critico y. = (Z¢, X¢, Ve, We, O:) = (0,0,0, £1,0). El pardmetro €
evaluado en este dltimo es igual a cero; por ende, corresponde a inflacién isétropa en donde el
potencial es despreciable. La estabilidad de este punto esta dada por los valores propios de la
correspondiente matriz de linealizacion: (—6,—3, —3, —3,0). De nuevo, la variedad estable
es I' = 0. Dado que existe un valor propio nulo, se requiere utilizar el teorema de la variedad
central, el cual conlleva a que esta es:

-2 n—1
T=00T%, x=00T%, w= %W + 0%, ® =0T (3.3.26)
La dindmica en la variedad central local es gobernada por:
—_2\"
= 3(5) I+ 00, (3.3.27)

que es la misma ecuacion que en el caso abeliano, (3.2.42) y por lo tanto el andlisis presentado
alli es equivalente. La soluciéon numérica coincide con los resultados presentados (véase la
figura 3.7). No obstante, como se presentard a continuacion, la dindmica conjunta de las parte
espacial y temporal es diferente al caso abeliano.
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—_— (x+w)2

|
AL,

64
Figura 3.7 Solucién numérica del modelo con un campo vectorial SU(2) en el conjunto
invariante A = A¢ = 0. Se emplean los valores n = 2, A = 0,0001 y § = 2,4. Se
observa que existe un periodo inflacionario con un monto de mas de 60 e-folds. Durante
este periodo domina la densidad asociada al término que fija el gauge covariante. El final

de inflacién sucede alrededor de N = 63, alli las variables x y w comienzan a oscilan y el
pardmetro € es igual a 3 en promedio.

58 60 62

3.3.2. Dinamica conjunta de la parte temporal y espacial de los campos

Como se vio en la subseccion anterior, cuando la parte temporal de los campos es dominan-
te se induce un periodo inflacionario. Por consiguiente, se requiere mostrar que un estado
con la parte espacial de los campos nula es estable. Se estudiaré el caso cuando V' = 0. Es
conveniente expresar la descomposicion del tensor energia-impulso en términos de las varia-
bles eléctricas y magnéticas, debido a que las ecuaciones dindmicas resultan ser funciones
polinémicas. Las variables relacionadas con el término de Yang-Mills son:

1
=3 (E> + B?), (3.3.28)
1
P =g, (3.3.29)
1
oo = EOEG) + By Bl — 3 (B> + B*) dw), (3.3.30)
YM g
4 = ey Ely Bl = EsabcEf’m)Afm)A‘(”i). (3.3.31)

Las variables relacionadas con el término de fijacion del gauge son :

§

F 2
P = 5 (A%G)" + 8Eabe Al EGy A5, (3.3.32)
3 2
P == (A°2)" + geave Al Eépy Al (3.3.33)
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CI(,) = geabcA(m)E(m)A(,) (3.3.35)

La expresion para el flujo de calor asociado con el término de fijacion del gauge, se obtiene
a partir de (3.3.6) y de las ecuaciones de campo (3.3.10). Por inspeccién se concluye que el
flujo de calor es igual a cero. Las ecuaciones de campo Einstein (1.2.35), (1.2.36), (1.2.37) y

(1.2.38) son :
1 1

H? - ~¢* = —p, 3.3.36
3° T 3w’ (3.3.36)
g6 =0 (3.3.37)

. , 2, 1
H =—H"=2¢"—(p+3p). (3.3.38)
S = —3Hsu) () + Ty G)- (3.3.39)

Con el fin de formular un sistema dindmico, se definen las siguientes variables normalizadas:

_ V3EAR  VE(AG +3HAY)

A = , Xg = , (3.3.40)
0 mp «/§mpH
« _ Ao £a — _Eo Be, = _Be . (3.3.41)
@) «/gmp’ @) \/gmpH’ @ \/_mp
El parametro de desaceleracion es:
2 1 2 2 2 2 a b c
¢ =2%"—3 (x7 + x5 +x3) + gl“gabcAoA(m)S(m), (3.3.42)
Las ecuaciones de campo son equivalentes al siguiente sistema dindmico:
2 a a
1
=5 ([€6) = (@ + DEG €6y + E6)EGy.6) - (3.343)
Agl — 3 (-xa _ Ag) , (3.3.44)
r
Xl = _ﬁeabcAg.)gg) + (g + Dxa. (3.3.45)
a a F b
a a I b
€ = =280 + ZomEG) — —3\/§8abc“4055')
— T€abe i) mym) Aty Biy + (@ + DES. (3.3.47)
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en donde
1 1 1
> 0 0 . 1 _jgl) _jgz) ;jg)
2(,)(1) = 0 E O ) El)’ T - (1) - (2) 3) ) (3.3.48)
0 0 —2% SRV P W @S

) _A(z) 2A(3)

junto con la siguiente ligadura:

=324+ %(52 + B2+ %(xf + x5+ x3) + %%bcflgAZ)gé). (3.3.49)
La ecuacién (3.3.43) no fue obtenida a partir de (3.3.39), sino a partir de la accién (3.3.1),
en donde o es un variable ciclica. De esta manera, el momento generalizado es una cantidad
conservada, la cual se derivé con respecto al tiempo ¢ para obtener la expresion (3.3.43),
luego de hacer los respectivos cambios de variable. La ventaja de esta metodologia consiste
en que la accion indica que solo hay un grado de libertad relacionado con el tensor (). El
sistema dindmico no es auténomo ya que existe el parametro I' = +/3m »&/H . Para obtener
un sistema autonomo se debe agregar la siguiente ecuacion:

I''=(q+ 1T (3.3.50)

Sin embargo, se puede obtener resultados utilizando el sistema no auténomo, los cuales serdn
facilmente confirmados en el anélisis completo.

Existe el punto critico y. = (A§,. Z.)C,Zc, Xge, 8(“1.)6): (Xac, 0,0, x4¢, 0). Este punto critico

es independiente del valor de . El valor x,., no es cualquiera sino que debe satisfacer (x?. +
X3, + x3,)/2 = 1, en concordancia con la ecuacién de Friedmann. Lo anterior implica que
debe existir al menos dos valores propios iguales a 0. El parametro de desaceleracion es igual
-1, por lo tanto el punto corresponde a un estado inflacionario. Los valores propios son (0,
0, =20 /3\/E — 2, V2T /3\JE — 2, —/2T/3\JE — 1, V2T /3 JE — 1, —1 —i/2T'/3 /€
—1+iv20/3,/€, -2 —iv2T/3/E, -2 +iv/2T/3/€,-3, -3, -3, -3, -2, -2, -2, -2,
-2, -2, —1, —1, —1, —1, —1). Todos ellos tienen parte real negativa, excepto dos que son
nulos y los valores propios ~/2I"/3 \/E —2,4/2T/3 \/E — 1. Ahora, cerca al punto critico ¢ &
—1 y porlo tanto I' & constante, es decir la estabilidad dependera inicamente del valor I'. El
punto I', = 3 \/5 /~/2 constituye un punto de bifurcacién. Para confirmar esta aseveracion, se
debe analizar la dindmica incluyendo la ecuacién (3.3.50). Dado que el punto inflacionario se
caracteriza por ¢ = —1, para cualquier valor de I', el estado expuesto anteriormente también
es un punto de equilibrio del sistema dindmico extendido. En consecuencia, se obtiene un
valor propio nulo adicional. Debido a el teorema sobre conjuntos de equilibrio, presentado en
la seccion 2.2, la estabilidad depende del valor de T'. Es evidente que (x7, 4+ x3. + x3.)/2 =
1 es compacto. La variable I también lo es debido a dos razones. Primero, el valor de la
constante de acoplamiento de gauge se restringe a |g| < 1, de tal manera que exista una
teoria cudntica perturbativa. Segundo, los subsecuentes periodos del Universo dominados

3Las ecuaciones son equivalentes debido a que los dos métodos para obtenerlas lo son también.
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por radiacién y materia indican que H decrece en el tiempo, por lo tanto el pardmetro de
Hubble durante inflacién no puede ser menor que el valor actual, implicando que I" tiene una
cota maxima. Todo lo anterior garantiza la utilizacién del teorema, indicando que inflacién
es eterna cuando las condiciones iniciales de H son tales que I'c < I, y es un estado
transitorio cuando I, > I',. El intervalo de valores para los cuales inflacién es transitoria
es [, € 3y/E/+/2,~ 10%"), debido a que T tiene una cota superior del orden de 10°'. Lo
anterior muestra que hay un amplio rango de condiciones iniciales evitando un ajuste fino,
i.e., al cambiar el gauge existe un amplio intervalo de condiciones iniciales para H en donde
la fisica es equivalente.

Por otro lado, se requiere que la velocidad a la que se aleja el sistema del punto critico sea
pequeia, de tal manera que inflacién dure lo suficiente para resolver los problemas clasicos
de la cosmologia. El tiempo (nimero de e-folds) caracteristico de evolucién N, del sistema
estd dado por:

1 dy
X dN
Cerca del punto critico, este estd relacionado con los valores propios de la matriz de linealiza-
cion. Se requiere que el tiempo caracteristico correspondiente a los valores propios positivos
sea mayor a por lo menos 60 e-folds. Por esta razén, basta analizar el mayor valor propio m
(parte real), el cual corresponde al tiempo caracteristico mds pequefio:

=N (3.3.51)

[

1

<N '<_—,
"+ 60

(3.3.52)
La condicién anterior es equivalente a I',(N ™! + 1) > T, lo cual implica que el monto de
inflacién depende de los valores de &, gy H:

Feen

En las secciones anteriores se mostro que el potencial era el responsable de proveer una salida
elegante del perido inflacionario. Se acaba de demostrar que éste ya no es necesario debido
a que su papel lo cumple el término relacionado con el acoplamiento de gauge. Como una
prueba de autoconsistencia del andlisis, se menciona que el caso estudiado también incluye
los resultados abelianos imponiendo g = 0.

_ \/§mpg
Xc H Xc.

(3.3.53)
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4

Conclusiones

El anélisis cualitativo de las ecuaciones de campo del modelo descrito por la accion efectiva
(3.2.1), la cual describe un campo vectorial de gauge abeliano U(1), hecho a través del estudio
de la estabilidad de puntos de equilibrio, muestra que el término relacionado con la fijacién
de un gauge covariante induce un periodo inflacionario del tipo de Sitter. La inclusién de este
término en la accidn efectiva no solo provee una solucién al problema en teoria cudntica de
campos de grados de libertad no fisicos, sino que puede proveer una solucidn a los problemas
clasicos de la cosmoldgia estandar, ya que se comporta como una constante cosmolégica. El
estudio de la dindmica en los conjuntos invariantes: la parte temporal y la parte espacial del
campo, llevé a la conclusion de que en un gauge temporal Ao = 0, no es posible obtener un
periodo inflacionario, mientras que en un gauge covariante si lo es.

Por otro lado, el papel del potencial A(A4,,A*)" consiste en proveer una salida al periodo infla-
cionario. Asi es posible un correcto desarrollo de la historia térmica del Universo. Se mostré
que unicamente cuando n es par, el periodo inflacionario es finito. Mediante la utilizacién
del teorema de la variedad central local, se mostré que el monto de inflacién afectado por
los valores de H, A y 0. La existencia de un estado inflacionario no depende del valor de &
escogido. El monto de inflacién esté afectado por el parametro de fijacion del gauge, pero no
existe un ajuste fino. Variaciones pequefias en o inducen pequenas variaciones en N . Debido
a que se deben introducir correcciones radiativas, se espera que esta contribucion pequeiia se
anule, causando que la implicaciones cosmoldgicas del término sean independientes de . El
término de fijacion del gauge provoca las anteriores consecuencias fisicas (que son de gran
importancia), cuando los efectos de la gravedad se tiene en cuenta.

El monto de expansion anisétropa se diluy6 rdpidamente en presencia del término de fijacién
del gauge o del potencial. Cuando ninguno de estos ultimos estd presente, como se mostro en
el caso de radiacion, un estado de expansion anisétropa es el atractor del sistema. Lo anterior
se puede entender a partir de dos hechos. Primero el término de fijacion del gauge se comporta
como una constante cosmolédgica cuando el potencial es despreciable, y segundo el potencial
con ley de potencias, induce oscilaciones rapidas. Cuando el potencial es despreciable, el
término de fijacion del gauge va a dominar sobre la densidad de energia del sistema y en
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especial sobre la parte espacial, por esta razén la anisotropia se diluye durante inflacion.
Cuando el potencial ya no es despreciable el término de fijacion del gauge deja de dominar y
se inducen oscilaciones, las cuales provocan que en promedio el fluido se comporte como un
fluido perfecto.

En cuanto al modelo con campos vectoriales no abelianos S U(2), el andlisis cualitativo mos-
tr6 que existe el conjunto invariante donde solamente la parte temporal estd presente. La
dindmica alli es equivalente a la parte temporal de tres campos abelianos. Por los resultados
mostrados en el caso abeliano, es posible obtener un periodo inflacionario independientemen-
te del valor de £. No obstante, debido al término de acoplamiento de gauge, la dindmica en
este caso no estd separada en parte temporal y parte espacial. El andlisis dindmico mostré que
este término cumple la misma funcién del potencial para el caso abeliano. En contraste con el
caso abeliano, el valor de £ modifica la estabilidad de inflacion. Sin embargo, el estudio mos-
tré que un cambio en & es pequeilo comparado con el intervalo de condiciones iniciales de
orbitas que pasan por un periodo inflacionario transitorio. De esta manera no existe un ajuste
fino en £. Aunque del mismo modo que en el caso abeliano, se espera que las correcciones
cudnticas permitan una total independencia de £ en los resultados concernientes a inflacion.

Por ultimo, es necesario mencionar que inflacion surge de manera natural al utilizar una
accion efectiva que fija un gauge covariante. Al utilizar otros gauge no covariantes no se ob-
tienen los mismos resultados. Se conjetura que la discriminacién de los gauge no covariantes
es una consecuencia de haber estudiado una accidn efectiva en un espacio-tiempo curvo, en
donde estdn presentes los efectos de la gravedad.
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