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RESUMEN

TITULO: IMPLMENTACION DE UN MODELO NUMERICO
PARA EL ESTUDIO DE INESTABILIDADES EN ROTORES
FLEXIBLES**

AUTORES: CESAR EDUARDO GUTIERREZ MARINO**
OSCAR ALEJANDRO MINA CARVAJAL**

PALABRAS CLAVE: Efecto giroscopico, elementos finitos, banco de pruebas, rotor
Jeffcott, rotodinamica.

DESCRIPCION: Amplios estudios en rotodinamica se han venido desarrollando a
través de estos ultimos afios. Mediante ellos es posible predecir el comportamiento
dinamico de diferentes maquinas rotativas sujetas a fuerzas dindmicas. La
determinacion de las velocidades criticas, asi como los intervalos de velocidad en
los que se presentan inestabilidades dinamicas en el sistema son los principales
fines de un estudio rotodindmico. Mediante el uso de los elementos finitos es posible

realizar una aproximacion muy cercana a la realidad gracias su disposicion.

En este documento se muestra el desarrollo de una simulacion utilizando el método
de los elementos finitos mediante el uso del software Matlab. La simulacién se basa
en el modelo de rotor de Jeffcott, desarrollado por Henry Jeffcott. Lo que se busca
con la simulacién es predecir el comportamiento dinamico del rotor soportado en
rodamientos rigidos y permitir cambiar los parametros geométricos y las condiciones
del sistema también. La simulacién nos permite hacer un andlisis de las velocidades
criticas y el coeficiente de amortiguamiento para mostrarlos en gréaficos a diferentes
valores de velocidad. Los resultados se comparan con los resultados obtenidos en
el laboratorio de vibraciones mecanicas de la Universidad Industrial de Santander

de manera experimental para su posterior validacion.

*Proyecto de grado
**Facultad de Ingenierias Fisicomecanicas. Escuela de ingenieria mecéanica. Director: Heller
Guillermo Sanchez Acevedo. PhD. Ingenieria mecanica.
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ABSTRACT

TITLE: IMPLEMENTATION OF A NUMERICAL MODEL FOR THE STUDY
OF INSTABILITIES IN FLEXIBLE ROTORS **

AUTHORS: CESAR EDUARDO GUTIERREZ MARINO**
OSCAR ALEJANDRO MINA CARVAJAL**

KEYWORDS: Gyroscopic effect, finite elements, test bench, Jeffcott rotor,
rotodynamics.

DESCRIPTION: Rotodynamic research has increased the last few decades, which
has made possible to predict the dynamic behavior of turbomachinery under heavy
work. The knowledge of critical speeds in turbomachinery, and the properly velocity
range are the aim of most of the rotodynamic research. Through finite element

analysis is possible to reach very closed approximation to reality.

This document shows the development of a simulation using finite element method
by means of Matlab sotfware. The simulation is based on the Jeffcott rotor model,
developed by Henry Homan Jeffcott. Which pretends to predict the Dynamic
behavior of the rotor supported in two rigid bearings, where their coefficient of
damping and stiffness values are taken from research documents. And allowing us
to change the geometrical parameters and the conditions of the system as well. The
simulation allows us to make an analysis of the critical speeds and damping
coefficient in order to show them in plots to different speeds values. Where the critical
speeds are shown on the Campbell diagram and the damping coefficient values are
shown on the stability diagram. The results are compared with results taken in the
mechanical vibration laboratory from Universidad industrial de Santander (UIS) on

an experimental way.

* Bachelor thesis
** Physic mechanical Engineering Faculty. Mechanical Engineering School. Director: Heller
Guillermo Sanchez Acevedo, PhD. Mechanical Engineering
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INTRODUCCION

La rotodindmica es un campo de estudio de la dinAmica el cual se encarga de
describir el comportamiento dinamico de las partes rotativas sujetas a fuerzas
dindmicas. En este campo es posible determinar diferentes tipos de problemas que
pueden llegar a presentarse en la maquina y de esta manera poder reaccionar de
la forma mas adecuada posible para corregirlos®. La determinacion de las
velocidades criticas es uno de los principales objetivos al momento de realizar un

analisis rotodinamico.

Los rotores flexibles son propios de las turbomaquinas ya que estos tienen la
capacidad de trabajar a altas velocidades. En este caso es posible que se presenten
inestabilidades en el sistema lo cual provocaria un incremento exponencial en la
amplitud de las vibraciones y esto representa un peligro inminente, la maquina

puede llegar a descomponerse.

Para determinar cuando se presentan inestabilidades en el sistema se precisa de
un analisis rotodinamico, mediante el cual se obtienen las velocidades criticas,
frecuencias naturales y coeficientes de amortiguamiento dependiendo de la
velocidad de rotacion. Posteriormente se comparan con el modelo numérico

desarrollado a lo largo del proyecto.

1 MUSZYNSKA, A, (2005). Rotordynamics, Minden, Nevada, U.S.A: Taylor & Francis.
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1. FORMULACION DEL PROBLEMA

1.1 JUSTIFICACION DEL PROBLEMA

En la actualidad es posible apreciar diferentes tipos de maquinas rotativas en una
gran variedad de aplicaciones en la industria, por ejemplo: aplicaciones
aeroespaciales, turbo maquinas, estaciones de generacion de energia eléctrica,
propulsion marina, etc. Estas maquinas poseen caracteristicas especiales tales
como transmision de grandes potencias y velocidades de rotacion muy elevadas,
ademas del gran tamafio que presentan. Los rotores flexibles son propios de este
tipo de méquinas y es de vital importancia conocer su comportamiento dinamico,

comprender qué sucede, y por qué, cuando esta en funcionamiento.

Un gran numero de fendbmenos fisicos pueden ser presenciados en los diferentes
sistemas rotodindmicos los cuales influyen en su comportamiento, las
inestabilidades son un claro ejemplo de ello. La inestabilidad es funcion de la
velocidad de rotacion del sistema. Es importante conocer la inestabilidad en un
maquina rotativa ya que, cuando ésta se presenta, los valores para los coeficientes
de amortiguamiento en el sistema toman un valor negativo cuyo efecto entonces no
sera el de amortiguar, sino por el contrario, aumentara la magnitud de la vibracion,
entorpeciendo asi su funcionamiento. Para poder predecir de manera correcta en
qué velocidades se presentaran las inestabilidades la simulacién debe ser lo méas

completa posible teniendo en cuenta hasta el mas minimo parametro.

1.2 JUSTIFICACION PARA SOLUCIONAR EL PROBLEMA

Es importante disponer de un modelo numérico que permita la prediccién de la
respuesta dinamica de un rotor flexible teniendo en cuenta las distintas variables

gue se presentan en el sistema, y de esta manera determinar su estado operacional

17



y prolongar al maximo su vida util al preparar con suficiente antelacion la parada de

este para realizar los ajustes pertinentes.

La realizacion de los estudios correspondientes es de gran importancia para de esta
manera prevenir la presencia de fallos inesperados que puedan generar costos
adicionales en mantenimiento y pérdida de produccién. Ademas, garantizar el
bienestar de las personas. Estos estudios pretenden conocer el estado de la
maquina, tanto en el proceso de disefio como en su operacion, para mejorar la
confiabilidad de ésta y de esta manera evitar las repercusiones mencionadas

anteriormente.

18



2. OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GENERAL

Implementar un modelo numérico para el estudio de las inestabilidades presentes
en un rotor flexible, basado en el modelo de Jeffcott, y validarlo con los datos
experimentales obtenidos de un banco de ensayos del laboratorio de Vibraciones
Mecanicas, y de esta manera contribuir con la mision de la escuela de Ingenieria
Mecanica de la Universidad Industrial de Santander en la generacion y divulgacion

de conocimiento y la investigacion.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Implementar un modelo numérico, a través del Método de los Elementos
Finitos utilizando el software Matlab, para el estudio de inestabilidades
dindmicas de un rotor flexible.

e Obtener las velocidades criticas de un rotor flexible de forma experimental, a
partir del banco de ensayos existente en el laboratorio de Vibraciones
Mecénicas, y analitica, a partir del modelo numérico.

e Validar el modelo mediante la contrastacion numérico-experimental de los
resultados obtenidos, realizando un proceso de prueba y error para el ajuste
del modelo.

e Presentar los resultados del andlisis de estabilidad de un rotor flexible
obtenidos a partir del modelo numérico planteado.

19



3. MARCO REFERENCIAL

3.1 MODELO DE JEFFCOTT?

Mediante el modelo de Jeffcott se analiza la respuesta dinAmica de la maquina

girando a altas velocidades con una excitacion causada debido a la fuerza de

desbalance.

Figura 1. Modelo de Jeffcott

llustracion 1 Modelo de Jeffcott

Fuente: TIWARI, Rajiv. Theory and practice of rotordynamics. NPTEL. [en linea],
[revisado 22 de enero 2019]. Disponible en internet:

http://nptel.ac.in/courses/112103024/30

Este modelo se fundamenta en un rotor rigido simétrico que se encuentra soportado

en extremos rigidos (rodamientos) y en el cual la viscosidad actia como medio de

2 MENDIVELSO, Carlos. Modelamiento y andlisis del comportamiento rotodinamico de un eje
asimétrico sometido a carga combinada lateral y torsional. Tesis de maestria Bogota D.C.:
Universidad Nacional de Colombia. 2014. 20p
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amortiguamiento. Dicho rotor tiene acoplado un disco con la masa desbalanceada,

el cual se encuentra ubicado en la parte central del eje flexible.

Con el paso del tiempo se han ido incorporando diferentes caracteristicas al modelo,
se han optimizado procesos y postulados en estéatica, dinamica y resistencia de
materiales, haciendo asi una mejora considerable en el modelo inicial. La sinergia
de todas estas mejoras ha producido el desarrollo de modelos matematicos para el
estudio de la dinamica del rotor los cuales contemplan una gran cantidad de
ecuaciones con una solucién convencional bastante compleja haciendo que el uso
de herramientas computacionales sea de gran ayuda, para que, de esta manera, su

solucion se presente de una manera mas rapida y sencilla.

3.2 SISTEMAS DE COJINETES

Los rodamientos son un componente indispensable si se habla de maquinas
rotativas de cualquier tipo, éstas son soportadas por cojinetes y ademas de esto
muchas veces traen consigo amortiguadores y sellos. Es de vital importancia
conocer las propiedades dindmicas de los rodamientos para asi tener una mejor
comprensién del comportamiento de la maquinas. Dependiendo del tipo de
rodamiento que se utilice, éste aportara una rigidez y un amortiguamiento diferente

al sistema.
3.2.1 Cojinetes de elementos rodantes
Son los rodamientos mas comunmente usados estando presentes en cerca del 94%

en la industria. Son capaces de soportar grandes cargas variables de diferentes

tipos y su instalacibn y mantenimiento son relativamente sencillos. Su

STIWARI, Rajiv. Theory and practice of rotordynamics. NPTEL. [en linea], [revisado 22 de enero

2019]. Disponible en internet: http://nptel.ac.in/courses/112103024/30.
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funcionamiento se concibe a partir de reemplazar el rozamiento de friccion por el de
rotacion a través de elementos rodantes, ya sean bolas o rodillos, entre el eje y el

soporte®. A continuacion, se presenta un rodamiento tipico:

Jaula o Replla
Elemento Rodante
Anillo Interior
Jaulao Replia .
N Anillo Exterior
Sellooretén
h Elemento Rodante
Anillo Interior ——

llustracion 2 Rodamiento tipico

Fuente: PIOVAN, Marcelo. UTN-FRBB Céatedra: Elementos de maquinas

3.2.2. Cojinetes de deslizamiento

Los cojinetes de deslizamiento se fundamentan en la capacidad que tienen dos
superficies de contacto de deslizarse entre si. Su principal objetivo es reducir al
maximo la friccibn existente entre las superficies mencionadas y esto se consigue
mediante la buena seleccion de los materiales en contacto y un lubricante adecuado

4 LIANO, Raquel. Disefio y comportamiento de cojinetes. Proyecto fin de carrera Cantabria.:
Universidad de Cantabria. 2016. 9p
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para ellos®. Los cojinetes de deslizamiento pueden tenerse de dos formas

principalmente:
e Cojinetes hidrostaticos

Estos son utilizados en maquinas o equipos que trabajan de forma lenta, ya que, la
presion de lubricante generada es insuficiente para soportar la carga a la que son
sometidos. Por ello, en este tipo de cojinetes requiere un abastecimiento de
lubricante desde una fuente externa, a alta presion, por medio de bombas, por

ejemplo®.

COJINETE

TANQUE

llustracion 3 Cojinete hidrostatico

Fuente: Inges Aerospace [en linea] [citado febrero 2019] http://ingesaerospace-

mechanicalengineering.blogspot.com

e Cojinetes hidrodinamicos

Estos cojinetes se caracterizan porque sus superficies son concordantes y poseen

una pelicula de fluido entre ellas. Producto de la convergencia de las superficies,

5 1bid., p. 22
6 Ibid., p. 25
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movimiento relativo y viscosidad entre éstas, se produce una presion de

sustentacion en el eje la cual permite soportar su carga’.

mufion

cojinete

llustracion 4 Cojinete hidrodinamico

Fuente: PIOVAN, Marcelo. UTN-FRBB Cétedra: Elementos de maquinas

3.3 GIRO SINCRONO Y ASINCRONO?

Para la realizaciéon de un diagndstico adecuado de fallas incipientes en las maquinas
rotativas se debe tener en cuenta las frecuencias presentes en las sefiales medidas,
estas contienen la informacion méas usada para este fin. Cuando se presenta un

desbalanceo, éste produce un giro del eje que es sincrono respecto a su velocidad.

El modelo de Jeffcott se encarga de estudiar los giros sincronos producidos por el
desbalanceo, pero no todos los giros en el eje son sincronos, en rotodinamica se
estudia lo que sucede cuando se presentan giros asincronos, ya que estos suelen
ser los més destructivos para toda clase de maquinas rotativas.

En la figura 5 se puede observar claramente la diferencia entre los dos tipos de
movimiento. En el primer caso, la velocidad de giro del eje w es la misma que
presenta la sombra, Q, en el extremo del movimiento lo que indica que el giro es
sincrono. Por otra parte, en el segundo caso estas velocidades presentan un

movimiento relativo por lo que se dice que el giro es de naturaleza asincrona. Es

7 Ibid., p. 26
8 VANCE, John. Rotordynamics of Turbomachinery. Texas.: John Wiley & Sons Inc. 1998. p. 6
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importante distinguir cuando se presenta cada uno de estos casos ya que,
dependiendo del tipo de movimiento que se presente, se presentaran problemas

diferentes y asi mismo su estudio debe ser diferente.

Figura 5. Diferencia entre giro sincrono y asincrono
D . O O L0

llustracion 5 Giro sincrono (izquierda) y asincrono (derecha)

%
4

O

Fuente: VERVISCH, Bram. Experimental Analysis of Rotating Damping in High
Speed Machinery. Belgica.: Universidad de Gante. 2016. p. 2-6

3.4 INESTABILIDAD ROTODINAMICA

El principal criterio al momento de disefiar maquinaria rotativa de altas velocidades
es el control y disipacién de las vibraciones forzadas las cuales se presentan
principalmente mediante la respuesta al desbalance de masa, pero, ademas de
estas, tenemos una condicion a la que se le conoce como inestabilidad

rotodindmica®.

La mayoria de los problemas asociados a la rotodindmica se relacionan con las

turbomaquinas y se presentan en frecuencias sincronas, como es el caso del

9 LOPEZ, Raul. Experimentacion y analisis de estabilidad dinamica en sistemas rotor-chumacera
con y sin desalineamiento. Mexico D.F.: Instituto Politecnico Nacional. 2006. p. 111
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desbalance, mencionado anteriormente. Por otra parte, hay problemas que no se
presentan en frecuencias de vibracidn sincrona, esto quiere decir que se presentan
problemas en frecuencias de vibracion asincronas, las cuales, usualmente, se

dividen en tres categorias:

1. Frecuencias de vibracion supersincronas, por ejemplo, las producidas por
desalineamientos, las cuales generalmente son dos y tres veces la velocidad
de giro del eje.

2. Frecuencias de vibracion supersincronas y subsincronas debidas a
variaciones ciclicas en los parametros, las cuales son generadas
principalmente por holguras presentes entre el eje y los rodamientos.

3. Frecuencia de vibracion asincrona (usualmente subsincrona) las cuales
conllevan a la inestabilidad del rotor, generalmente cuando es alcanzada una

velocidad denominada limite de velocidad de inestabilidad.

La solucién a los problemas que se presentan en las primeras dos clasificaciones
son relativamente sencillas. Por otra parte, los problemas presentados en la tercera
clasificacion son muy poco comunes e histéricamente han causado fallas muy
costosas en las turboméaquinas. Se hace referencia entonces a la inestabilidad

rotodinamica.

La inestabilidad rotodinamica se presenta. generalmente, a muy altas velocidades.
El rotor tiende a girar en su frecuencia natural la cual se ve modificada por los
momentos giroscopicos. Tanto en la teoria como en la practica se observa que la
amplitud de una vibracién libre unidireccional se incrementa con el tiempo si el
amortiguamiento es negativo. Estudios realizados en esta area muestran que el
amortiguamiento es estabilizador a menos que se vuelva negativo.'?
Matematicamente la inestabilidad rotodinamica esta definida por la solucion un
sistema de ecuaciones diferenciales que se caracteriza por un valor propio complejo

con parte real positiva.

10 VANCE. Op. cit., p. 18
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La solucion para el sistema de ecuaciones diferenciales homogéneas de masa —

resorte — amortiguador,

Mz +Cz+Kz =0, (1)

es,
z(t) = Ae*t, 2)

en donde A es una constante y los valores de s que satisfacen la ecuacion (1) del
sistema masa — resorte- amortiguador, son los valores propios complejos
conjugados®!. La parte real del valor propio indicara que el movimiento de rotacion

presentara inestabilidades y su amplitud incrementara exponencialmente con el

tiempo, como se observa en la figura 6.

RESPUESTA EN EL TIEMPO

w10
5 T T T X

Ampklsd (m)

0.as

L1
0.5 a

llustracion 6 Incremento de la amplitud en el tiempo

Fuente: LOPEZ, Raul. Experimentacion y analisis de estabilidad dinamica en

sistemas rotor-chumacera con y sin desalineamiento. Mexico D.F.: Instituto

Politecnico Nacional. 2006. p. 113

11 LOPEZ. Op. cit., p.113
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En el siguiente capitulo se ampliara toda la informacién correspondiente al manejo

de los valores propios para la realizacién del modelo numérico.

3.5 VELOCIDADES CRITICAS

Al hablar de velocidades criticas es importante abordar el concepto de resonancia.
La resonancia sucede cuando un estado de operacion de la maquina, en este caso
la velocidad de rotacién es proxima a la frecuencia natural del sistema. A estas
velocidades se les conoce como velocidades criticas. Al operar la maquina en estas
velocidades, resultaran niveles de vibracion muy altos los cuales pueden llegar a

causar fallas de una alta envergadura.

Mediante el diagrama de Campbell se observa como es el comportamiento de las
frecuencias naturales conforme aumenta la velocidad de giro del rotor. En el se tiene
en el eje de las abscisas la velocidad de rotacién en rpm y en las ordenadas el valor

de la frecuencia en Hz.

DIAGRAMA DE CAMPBELL
T

180 T T

160 [~ T

140 [= T
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100 T
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n

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
RPM

llustracion 7 Diagrama de Campbell
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Al momento de disefiar se requiere que las frecuencias de funcionamiento de los
equipos rotativos sean mayores a la frecuencia natural del sistema y asi disminuir

la amplitud de las vibraciones.*?

3.6 METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El método de los elementos finitos es un método numérico que se utiliza en la
resolucion de problemas de caracter estatico o dinamico arrojando una
aproximacion para sistemas continuos. Diferentes disciplinas son en las que el
método de los elementos finitos puede ser aplicado en las cuales se incluyen el
andlisis de esfuerzos, transferencia de calor, electromagnetismo, fluidos vy
vibraciones. Para la aplicacion del método de los elementos finitos a un sistema
continuo se requiere la discretizacion de dicho sistema en mediante la division en
un numero finito de elementos!3. Un problema complejo se resuelve al dividir la
geometria en pequefos elementos, ya que al presentarse esta subdivision se hacen
mas simple su solucion y esto permite a la computadora trabajar de manera mas

eficiente y eficaz.

Los elementos mencionados anteriormente se encuentran unidos entre si por
puntos denominados nodos. A este conjunto de nodos y elementos se le llama
malla. Producto de estas subdivisiones en la geometria de la pieza de estudio, las
ecuaciones matematicas que rigen el comportamiento no seran resueltas de una
manera exacta, sino de manera aproximada mediante la aplicacién de un método

numérico'®. La exactitud esta dada entonces por la cantidad de nodos que disponga

12 Ackermann, Jean. Estudio del efecto del fluido sobre las frecuencias naturales y modos de
vibracién de un agitador 4pbt45 mediante simulacién numérica. Peru.: Pontificia Universidad
Catolica del Peru. 2014. p. 28

13 KELLY, Graham. Mechanical Vibrations Theory and Applications. Estados Unidos de America.:
Cengage Learning. 2012. p. 689

680

MIRLISENNA, Giuseppe. Método de los elementos finitos: ¢Qué es? 2016. [en linea] [revisado
febrero 2019]. Disponible en internet: https://www.esss.co/blog/es/metodo-de-los-elementos-finitos-
que-es/
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para realizar estudio, mientras mayor sea el nimero mas aproximada es la
respuesta, pero hay que tener presente que para la resolucién de las ecuaciones en
la computadora debe establecerse un numero de nodos determinado para optimizar
el tiempo de célculos sin que la respuesta sufra muchas alteraciones.

llustracion 8 Discretizacion de un sistema continuo

Fuente: GOMEZ, José [en linea] [citado febrero 2019]

http://www.josegomez.net/2011/03/en-que-consiste-el-metodo-de-los.html
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4. MODELAMIENTO NUMERICO DE ROTOR TIPO JEFFCOTT
4.1 MODELAMIENTO MATEMATICO

El planteamiento matematico para el analisis dinamico del rotor flexible esta basado
en el modelo analitico para el estudio de la torsidn en rotores flexibles, desarrollado
por HELLER G. SANCHEZ A.1> El modelo parte de las expresiones de energias y
funcion de disipacion de Rayleigh generadas para un disco mediante el Método de
los Elementos Finitos. Aplicando las ecuaciones de Lagrange se deducen las

ecuaciones de movimiento del sistema

K3 c,

7

llustracion 9 Modelo Rotor de Jeffcott

Fuente: REDL, Jozef. KROCKO, Vladimir. Eslovaquia. Mathematical model of
Jeffcott rotor supported on slide bearings assembly: Slovak University of
Agriculture in Nitra .2009. p. 86

se realiza un planteamiento del modelo del rotor de Jeffcott, para un rotor de eje
uniforme y seccién transversal constante, que presenta un disco en la mitad de la

longitud entre sus apoyos, el cual presenta un desbalance.

15 SANCHEZ, Heller. “Modelo Analitico Para el estudio de la torsién en rotores Flexible”, UIS
Ingenierias, Volumen 9, No. 1, pags.69 - 76, junio 2010.
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llustracion 10 Sistema coordenado para el analisis
Yin = Yce + SG sin(0)
Xm = Xce + SG cos(0)

la derivada de cada termino es igual a la velocidad
Xm = X¢e — SG Osin(0)
Ym = Ye + SGcos(6) * 0

Y las relaciones para la segunda derivada de las ecuaciones (3) y (4)
X = Xpg — 569'21,:05(9) — SGOsin(6)

Ym = Vec — SGO2sin( ) + SGE cos(6)

3)
(4)

(5)

(6)

(7)
(8)

Se plantea la energia del disco en base a las coordenadas generalizadas. Para

obtener la energia cinética del elemento, se procede a integrar la longitud del

elemento por medio de las funciones de interpolacion en la ecuacion ya planteada

en la cual [H] daréd lugar a la matriz giroscopica.

32



Toisco = 310} [M1*{q} + 1,67 — 0{q}" [H]*{q} + 6{q}"{V}* (9)

Toremento = (@} M@} + 21,62 — 0{qYT [H]{q)} + 6{q}"{V} (10)
Donde:
{q} = coordenadas Gerneralizadas
[M] = matriz de inercia

{V} = vector de descentramientos

donde [K] representa la rigidez debida al momento flector, mas el esfuerzo cortante,

y [A] la asociada a la carga axial.*®
Ug + Ur + Uy = ~{q}"[[K]] + [4]{q} (11)

A través de la dispersion de Raleigh se obtiene las expresiones de amortiguamiento
tanto interno como externo del elemento. Al aplicar las ecuaciones de Lagrange se
deriva las expresiones de energia y de la funcién de dispersion de Raleigh con

respecto a 6.

Se encuentra un sistema de ecuaciones para un rotor de seccion circular, la cual se

puede escribir de forma reducida de la siguiente manera

[MI{g} + [CI{q} + [GI{q} + [K{q} = Fi (12)

La ecuacion 12 sera la base para el planteamiento del modelo numérico de estudios

de inestabilidades en rotores flexibles.

16 H. Sanchez and J. Pintor, “Modelo para la Simulacién del Comportamiento Dinamico de Rotores
Flexibles con Apoyos no Lineales Situados Sobre una Estructura No Rigida”, Anales de la Ingenieria
Mecanica, XVI Congreso Nacional de Ingenieria Mecéanica, Ledn, Vol. 4, diciembre de 2004, pp. 2547
— 2553
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4.2. PLANTEAMIENTO NUMERICO DEL ROTOR TIPO JEFFCOTT BASADO EN
EL MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

El planteamiento numérico del modelo pretende de manera ordenada discretizar el
sistema en elementos de los cuales este se compone, para analizarlo de una
manera mas sencilla. Dicho modelo tiene como objetivo representar de manera
grafica las velocidades criticas mediante el diagrama de Campbell y, a su vez,
obtener el diagrama de estabilidad.

Al discretizar el sistema, este es representado por la suma de sus elementos, cada
elemento contiene las caracteristicas fisicas del sistema, con el fin de lograr una

representacion aproximada de los fendmenos que se presentan.

Para realizar una sumatoria de matrices de grandes proporciones se utiliza el
software MATLAB, ya que, al tener una interfaz grafica sencilla y estética, facilita el
manejo e introduccion de los datos. La facilidad de plantear un modelo y de
modificar la magnitud de las variables sera de utilidad para validar resultados del
modelo numérico con rotores de diferentes caracteristicas (diametro, longitud,

diametro del disco...etc.).

La exactitud del modelo numérico esta determinada principalmente por el nUmero
de elementos en el cual se divide el sistema, siendo pocos elementos un sistema
poco realista, y demasiados elementos, un modelo de demasiado desgaste. La
optimizacién del nimero de elementos es de gran importancia al momento de
seleccién, buscando el resultado méas aproximado con minimo consumo de recursos

informaticos.
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4.2.1 SECUENCIA DE RESOLUCION DEL MODELO NUMERICO

Para la solucion del sistema con las variables conocidas se realiza el planteamiento
de las matrices de los elementos basado en la teoria de viga de Timoshenko!’. De
manera siguiente se introducen los valores geométricos de los rotores, asi como el

namero de elementos finitos con el cual se desea trabajar.

Se plantea un sistema de matrices globales en los cuales se desea ensamblar la
representacion de cada elemento, para de esta manera, tomar todo el sistema. Las
matrices globales estan dadas por la ecuacion 12, ecuacion general de movimiento
del sistema, por lo cual, habrd una matriz global por cada propiedad, es decir,
rigidez, masa, amortiguamiento y una matriz para considerar el efecto giroscépico
El paso siguiente, es el ingreso de los valores constantes tales como propiedades

geomeétricas y fisicas del rotor.

En el ensamble matricial es prioritario ubicar de manera correcta cada componente
dentro del sistema de matrices globales, tal como, las posiciones de los soportes o

el disco.

Con la creacion de las matrices globales, se procede a llenar la matriz de estado de
la cual se solucionara el problema de valores y vectores propios, con los cuales es
posible determinar las frecuencias naturales y las velocidades criticas. Con la
obtencion de dichos valores se procede a realizar el diagrama de Campbell y el
diagrama de estabilidad.

4.2.2. ELABORACION DE LA MATRICES

La elaboracion de las matrices globales se basa principalmente en la efectividad del
ensamble. La dimension de la matriz global estd dada por los grados de libertad y
el numero de elementos, los cuales sus propiedades son representadas de la

siguiente manera.

17 GENTA, Giancarlo. Dynamics of rotating systems. 1 ed. New York: Springer, 2005. p. 100-189.
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r 156 0 0 221 54 0
0 156 221 0 0 54
0 221 4 0 0 131
M _m | =221 0 0 47 —13L 0
elemento ™ 430 | 54 0 0 —-131 156 O
0 54 131 0 0 156
0 —131 =32 0 0 =221
1131 0 0 -3 221 0
Donde m es la masa del elemento, L su longitud
- 156 0 0 221 54 0
0 156 221 0 0 54
0 221 412 0 0 131
K _Be | =221 0 0 42 -131 0
elemento = ;3 7| 54 0 —-131 156 0
0 54 131 0 0 156
0 —131 -=3/? 0 0 =221
1131 0 0 312 221 0

0
—13l
=307
0
0
—221
417
0

0
—13l
312
0
0
—221
412
0

1317
0
0
—3[2
221
0
0
41% |

131 1
0
0
—312
221
0
0
41% |

(14)

Basados en la teoria de Viga de Timoshenko se obtiene las ecuaciones 13 y 14,

donde E es el modulo de elasticidad del rotor, | la inercia y L la longitud, para un

sistema de 4 grados de libertad por nodo, Estas representan la matriz de masa y

rigidez. Para representar el amortiguamiento en el sistema se opta por la matriz de

amortiguamiento de Rayleigh, las cuales son proporcionales a las matrices de masa

y rigidez del sistema?8.

C=ax[M]+p*[K]

(15)

Donde los valores de las constantes a y f son tomados por las recomendaciones

basadas en la evaluacién experimental.

18 R, Saldes, Determinacion de coeficientes de amortiguacion y rigidez de un descanso
hidrodinamico. Santiago de chile, Universidad de chile, 2013.
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a = 2,68x10"%
f =3x107°
Las propiedades de cada elemento estan representadas por estas matrices, para

poder ser ensambladas en una matriz global, compuesta inicialmente de ceros.

El nimero de nodos del sistema esta definido por el nUmero de particiones o
elementos con los cuales se desean realizar los calculos del mallado. Siendo el

numero de nodos, el mismo nimero de elementos mas uno.

llustracion 11 Eje discretizado

4.3 ENSAMBLE MATRICIAL

El ensamble matricial es realizado al insertar las matrices que representan cada
elemento en la matriz global. La dimension de la matriz global esta determinada por
el nimero de grados de libertad del sistema y el numero de elementos, en el cual

se desea subdividir el sistema.

llustraciéon 13 Elemento discretizado
en el sistema [lustracién 12

Elemento individual
37 del sistema



Cada elemento contendra dos nodos, el nodo del elemento anterior y del elemento
siguiente. Como se observa en la ilustracion 13, el elemento denominado n poseera

los nodos del nodo n-1y el nodo n+1, en sus fronteras.

M=

Ilustracion 14 Interseccidon matricial de
cada matriz M

Fuente: YOON, Se Young, ZONGLI, Lin, y ALLAIRE Paul. Control of Surge in
Centrifugal Compressors by Active Magnetic Bearings. En: Springer. 2013. p. 55

4.3.1 ENSAMBLE DEL DISCO

La ubicacion del disco dentro de las matrices globales del sistema se realizara por
medio de la seleccion del nodo méas apropiado para la longitud en la cual se
encuentra el disco, para de esta manera incorporar el disco y sus propiedades. El
namero de grados de libertad del nodo determina las dimensiones de la matriz, de

tal modo la matriz seré 4x4.

msy 0 0 0
0 ms 0 0
Mpisco = 0 Od Ing 0 (16)
O O 0 Ind
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Donde ms, y Ing, son la masa e inercia del disco respectivamente.

4.3.2 ENSAMBLE DE LOS SOPORTES

Las propiedades de los soportes son ingresadas al sistema, al igual que el disco,
por medio del ensamble a las matrices globales, cuya dimension esta determinada
por los grados de libertad del sistema. La matriz estda compuesta de cuatro valores
diferentes de cero, donde cada valor representa la propiedad de rigidez o

amortiguamiento en un grado de libertad especifico.

llustracion 15 Soporte representacion simple

De esta manera las matrices de los apoyo o soporte son las siguientes?®:

Kyx ny 0 O
K K 0 0
K, = |%vx By 17
xx 0o o 0 o 17)
0 0 0 0
Cxx ny 0 O
C C 0 0
C.. = |%yx Luy 18
x 0 o o0 o (18)
0 0 0 O

19 |bid., p. 56
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De esta manera se representa numéricamente las propiedades fisicas de los

soportes para el sistema.

Tabla 1 Valores de Coeficientes en los apoyos

Valor coeficientes de los soportes
Rigidez Amortiguamiento

Kxx | 7050100 | Cxx 851619

Kxy | -6,76E+10 | Cxy 203190

Kyx | 6,83E+10 | Cyx 598190

Kyy | 6479790 | Cyy | 854142

4.4. MATRIZ DE ESTADO

Para el calculo de la matriz de estado se parte de la ecuacion generalizada del

movimiento (Ecuacion 12). Se toma el sistema como vibracion libre y multiplicando

la ecuacion generalizada de movimiento por el inverso de la masa [M]™1.

q + [M]—-1[C]q + [M]-1[K]q = 0 (19)

Para facilitar el entendimiento del proceso matematico se reemplazan las variables

de la siguiente manera:

yl = q (20)

y2=q (21)

El vector conformado por las variables y,y y, se denomina vector de estado.
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y= iﬂ = [—Mo-lk —Ml—lc] ] =47 (22)

Donde I, es la matriz identidad, O es una matriz de ceros y A es la denominada
matriz de estado. Y cuya solucién es:

y = zeSt (23)
Az = Az (24)

Debido a que A es la matriz de estado del sistema, se presenta el problema de
valores y vectores propios. El diagrama de Campbell es posible gracias a diagonal
de la matriz de los valores propios, los cuales representan las frecuencias naturales

de sistema.20

4.5 CONVERGENCIA DE MALLA

En una simulacion realizada por el método elementos finitos, la malla es uno de los
principales criterios a tener en cuenta. Con un mayor nimero de elementos, los
resultados pueden acercarse mas al valor real, sin embargo, el tiempo de célculo

se hace mas largo, lo cual significa un mayor desgaste de recursos informaticos.

Para el presente modelo se realiza la convergencia de manera manual, donde se
calcula el nimero de elementos Optimo para obtener resultados exactos y ahorrar

recursos computacionales.

Para realizar el estudio de convergencia de malla se debe:

20 INMAN, Daniel. Engineering vibration. 3 ed. New Jersey: Prentice Hall, 2007. p. 359-364
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* Crear una malla con el menor numero razonable de elementos que pueda resolver

el problema.

* Aumentar el numero de elementos de la malla y comparar resultados obtenidos

previamente.

» Seguir aumentando los valores hasta conseguir la convergencia de valores para
diferentes nimeros de elementos, para asi, elegir el menor nimero posible con la

mayor exactitud en el valor.

e Configuracion 2
Longitud del eje: 0.85 [m]
Diametro del eje: 13 [mm]

Posicion del disco: 0.475 [m]

En la Tabla 2 se observar los valores de las velocidades criticas obtenidos con

variacion del nimero de elementos con que se realiza la simulacion.

Tabla 2 Variacion de las velocidades criticas a partir del nimero de nodos.

VELOCIDAD CRITICA [Hz]

NUMERO DE NODOS TIEMPO [s]
1 2 3 4
10 28,62 26,62 |75,18|75,18 2,5
20 25,28 26,95 | 68,53 | 68,53 7,58
40 28,61 | 33,6 |68,53|68,53 19,28
50 26,95 28,61 |68,53|68,53 42,68
100 26,95 28,61 |68,53|68,53 255
120 26,95 28,61 |68,53|68,53 467
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Como se puede observar en las ilustraciones 16 y 17, para los valores entre 40 y 60
elementos, los valores se mantienen constantes con variaciones muy pequefas

hasta el ultimo valor de elementos, el cual es 120 elementos.

llustracién 16 Grafica de Variacion de la frecuencia de las velocidades criticas vs
numero de elementos

Numero de elmentos Vs Valor de Frecuencia [Hz]
[Hz] 20

0 20 40 60 80 100 120 140

llustracion 17 Grafica Numero de Elementos Vs Tiempo de respuesta
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El valor seleccionado es el numero 50 ya que como se ve en la ilustracion 17, para
los valores de velocidad critica nUmero uno, antes de los 46 aproximadamente se

aprecia ciertas variaciones en los valores.

44



5. VALIDACION EXPERIMENTAL DEL MODELO

La validacion del modelo se realiza mediante la contrastacion entre los datos
obtenidos en la simulacién y los brindados por el banco de rotodinamica disponible

en el laboratorio de vibraciones mecanicas (ANEXO E)

llustracién 18 Banco de pruebas

Se realizaron diferentes pruebas donde cada una cuenta con una configuracion
diferente variando sus propiedades geométricas tales como diametros y longitudes.
La adquisicion de los datos obtenidos se realiza mediante el equipo OR35 y dos
acelerometros (ANEXO D). La velocidad del motor se varia desde 0 a 3450 rpm en
forma constante. Se asigna una rampa de aceleracion en la que por cada segundo
se aumenta un Hz la frecuencia de rotacion. El tiempo de aceleracion es de 57

segundos para que recorra las velocidades desde 0 a 3450 rpm.

Los datos son procesados mediante el software NVGate. Esta herramienta se
encarga de tomar los datos de los acelerometros ubicados en los soportes del banco

de pruebas y exportarlos como vectores a MATLAB para su posterior tratamiento
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(ANEXO C). De este analisis de datos se obtiene un diagrama de cascada en el
cual se observan las amplitudes de vibracion producto de los desbalances inducidos
en el banco de pruebas. Se analiza el diagrama cascada desde una vista superior
con lo cual se obtienen los valores de las velocidades criticas del rotor.
Posteriormente se realiza una comparacion con los resultados obtenidos mediante
el modelo numérico planteado. Las pruebas se realizan para un eje de media

pulgada y un cuarto de pulgada.

Time (secs)

llustracion 19 Diagrama cascada, sus ejes son frecuencia, tiempo y amplitud.
Tomado de las pruebas elaboradas en laboratorio de vibraciones mecénicas UIS,

configuracion 5

5.1 ANALISIS DE LA CONFIGURACION DE LOS ROTORES

A continuacién, se establecen las configuraciones pertinentes para la realizacion de
las diferentes pruebas. Se presenta también las graficas correspondientes y su

respectivo analisis.
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5.1.1 Configuracion 1

1
Diametro eje = > pulgadas

Longitud eje = 70 cm
Espesor disco = 6 mm

Didmetro disco = 16 cm

Tabla 3 Configuracion 1 del sistema de resultados

CONFIGURACION 1
Velocidad critica Pruebas simulacién
- % Error
[Hz] 1 2 Promedio [Hz]
1 40,19 | 40,38 40,285 39,33 2,4281719
2 41,73 | 42,51 42,12 40,33 4,4383833
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DIAGRAMA DE CAMPBELL
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Las imagenes de las pruebas 2 y 3 para la anterior configuracion se adjuntan en el

anexo A.

Mediante el analisis del diagrama de cascada obtenido de los datos experimentales
se observa la frecuencia de rotacion en la que el rotor entra en resonancia. En estas
frecuencias la amplitud de las vibraciones se incrementa bruscamente. Mediante el
uso del modelo implementado, se obtiene un diagrama de Campbell para la
determinacion de las velocidades criticas. Se realiza la comparacion con los datos
experimentales. En la tabla 3, se observa que las velocidades criticas calculadas y
las presentadas en las pruebas son cercanas. El porcentaje de error es

relativamente pequefio.

5.1.2 Configuracion 2

Longitud eje = 85 cm
1
Diametro eje = 3 Pulgadas

Espesor disco = 6 mm

Didmetro disco = 16 cm

Tabla 4 Configuracion 2 del sistema y resultados

CONFIGURACION 2
Pruebas . ..
Velocidad critica —{ simulacion [Hz] | % Error
4 5 |Promedio
1 [Hz] 26,67(27,29| 27,575 24,16 12,38441
2 [Hz] 30,48(31,35| 30,915 26,95 12,82549
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Las graficas de las pruebas adicionales a esta configuracién estan presentes en el
Anexo [A].

Con esta configuracion, como con la anterior, se evidencian unas fuertes
vibraciones en un intervalo definido. Los resultados de las simulaciones son muy
cercanos a las pruebas experimentales ejecutadas. Empieza a marcarse una leve
tendencia en la linea de dos veces las RPM del rotor. Esto implica una cierta
excitacion, en este caso pequefia, del rotor por algin desalineamiento o pandeo

parcial del eje.

5.1.3 Configuracion 3

Longitud eje = 85 cm
1
Diametro eje = 3 pulgada

Espesor disco = 6 mm

Didmetro disco = 12cm

Tabla 5 Configuracion 3 del sistema y resultados

CONFIGURACION 3

. . Pruebas . ..
Velocidad critica — simulacién [Hz] | % Error
6 7 |Promedio

1 [Hz] 25,75124,48| 25,115 26,7 5,9363296

2 [Hz] 28,3 127,68 27,99 29,8 6,0738255
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Las imagenes de la prueba 7 para la anterior configuracion se adjuntan en el anexo
A.

Se observa que la frecuencia natural y las velocidades criticas cambian con respecto
a la configuracién anterior. Las frecuencias naturales se ven reducidas. La masa del
sistema se disminuy6 al reducir el tamafio del disco. El material de los discos es el
mismo, asi como su espesor. Ademas de las amplitudes presentadas por la
excitacion por desbalance se presentan amplitudes en el segundo arménico, tal
como en la configuracion anterior. Los porcentajes de error entre los datos
presentados en la tabla 3 siguen manteniendo un lineamiento parecido a las

configuraciones anteriores.

5.1.4 Configuracion 4

1
Diametro = 5 Pulgadas

Longitud eje = 70 cm
Espesor disco = 6 mm

Didmetro disco = 12cm

Tabla 6 Configuracion 4 del sistema y resultados

CONFIGURACION 4

. . Pruebas . .
Velocidad critica — simulacién [Hz] | % Error
8 9 |Promedio

1 [Hz] 34,56(30,86( 32,71 34,7 5,7348703

2 [Hz] 37,96|36,34( 37,15 38,59 3,7315367
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Las imagenes de la prueba 9 para la anterior configuracion se adjuntan en el anexo
A.

Las ultima pruebas con el eje de media pulgada arrojan resultados interesantes para
la discusion. La realizacion de varias pruebas con los ejes hace que estos se
pandeen producto del desbalance aplicado. El pandeo se hace cada vez mas
evidente en la linea de 2 veces las revoluciones del motor, aumentando también si
severidad. El porcentaje de error entre los datos experimentales y los obtenidos del

modelo numérico se mantienen estables con respecto a los anteriores.
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6. ANILISIS DE ESTABILIDAD

Como se introdujo anteriormente (ver capitulo 3), la inestabilidad se define
matematicamente mediante la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales

caracterizadas por un valor propio complejo con parte real positiva.

De la solucion de la ecuacion homogénea (24) planteada en (25) para un sistema
rotodinamico, se derivan sus valores propios. Estos a su vez son las raices del
polinomio caracteristico y tienen la forma. Donde s esta presente en la ecuacion
(23).

s=A+iw, (24)
para
i2=-1 (25)

en donde A representa el exponente de amortiguamiento y w,, la frecuencia natural
amortiguada. Cuando el exponente de amortiguamiento toma valores positivos se
provocan vibraciones violentas y en ese momento es que se dice que hay una
inestabilidad rotodindmica. Cuando A es igual a 0 es el limite de estabilidad del

sistema estudiado.

La parte imaginaria w,, definida como la frecuencia natural amortiguada del sistema,
fue la estudiada en el capitulo anterior. Cuando la velocidad de rotacién iguala estas
frecuencias se dice que hay una velocidad critica.

Utilizando el modelo planteado se da solucién a al problema de valores propios para
diferentes casos propuestos en el capitulo 5 como configuracion 1, 2, 3 ,4 para un
eje de media pulgada

56



6.1 Estabilidad configuracion 1
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llustracion 28 Diagrama de estabilidad para la primera configuracion

Los valores de amortiguamiento se encuentran debajo de 0, lo cual indica, que lo
valores de amortiguamiento se encuentran dentro del limite de inestabilidad ya

mencionado anteriormente.

Se observa que la mayoria de los modos tienden a un valor constante con el
aumento de las revoluciones, para valores superiores a 10000 RPM, con lo que
indica una estabilizacion de los valores de los modos, a gr andes velocidades.
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6.2 Estabilidad configuracion 2
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llustracion 29 Diagrama estabilidad configuracion 2

Los valores de amortiguamiento para los primeros modos tienen una trayectoria
continua, hasta llegar al valor aproximado de 1872 RPM donde el modo 3 y 4
invierten su trayectoria, y su comportamiento es del modo contrario. En un rango de

0 a 10000 no presenta ninguna inestabilidad.

Los modos 5y 6 de igual manera también presentan interseccion, pero no presentan

cambian no trayectoria.
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6.3 Estabilidad configuracion 3
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llustracion 30 Diagrama estabilidad configuracion 3

Nuevamente los modos 3 y 4 presentan un cambio de direccién entre ellos,
cambiando su comportamiento al del modo contrario, pero a diferencia de la
configuracion 2, la velocidad donde se presenta el fendmeno es menor, y de manera

mas abrupta.

El modo 5 se aleja del limite de estabilidad mostrando asi una proporcionalidad al
aumento de la velocidad de rotacion partiendo de -0,04, y -0,1 cuando este se
encuentra a 10000 RPM.
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6.4 Estabilidad configuracion 4
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llustracion 31 Diagrama estabilidad configuracién 4

Los modos 2 y 3 son los Unicos modos, que se alejan del limite de inestabilidad, los
cuatro modos restantes se acercan de manera progresiva al cero, e inclusive

convergen entre ellos a velocidades de revolucion altas.

Todos los valores a pesar de su comportamiento en el rango velocidad de rotacién

utilizado, representan estabilidad en el sistema.
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7. COMPARACION DE LA RESPUESTA DINAMICA A DIFERENTES
PAREMETROS

En el capitulo cinco se realizo la verificacion del modelo numeérico, contrastando los
resultados con los valores obtenidos de forma experimental. De manera siguiente,
se desea mostrar de manera grafica la influencia de las propiedades geométricas y

fisicas del eje y el disco.

7.1. VARIACION DEL DIAMETRO DEL EJE

Para el modelo numérico planteado se cambia el didmetro del eje partiendo de la
configuracion 2 (capitulo 5) del sistema, para observar la relevancia del diametro del

eje en la determinacién de las velocidades criticas y estabilidad del sistema.

Tabla 7 Variacion del diametro del eje

AUMENTO DE DIAMETRO DEL EJE
MODULO ELASTICIDAD 211 [GPa] LONGITUD | 85 [cm]
DIAMETRO DISCO 16 [cm] sP| 10 [cm] [ SP | 85 [cm]
DIAMETRO | FRECUENCIA1 | FRECUENCIA2 |FRECUENCIA | FRECUENCIA
EJE [cm] [Hz] [Hz] 3 [Hz] 4 [Hz]
1,3 21,96 25,28 60,21 60,21
1,5 28,61 31,96 73,52 73,52
1,7 35,26 36,93 86,83 86,8
2 43,58 46,91 110,25 111,8
2,1 45,24 50,23 117,8 120,1
2,2 49,4 52,73 125,1 128,4
2,3 51,9 55,22 133,4 136,7
2,54 59,2 62,32 154,63 158,3
3,81 96,81 98,47 - -
4 100,74 103,5 - -
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VARIACION DEL DIAMETRO DEL EJE - Diametro Vs Frecuencia
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llustracion 32 Variacion del diametro del eje

Se observa que el diametro del eje es directamente proporcional a la velocidad
critica del material, de esta manera, aumentado el didmetro, lo hara las velocidades
criticas de igual manera. Para un aumento del diametro en un 200%, las velocidades
criticas presentan un aumento mayor de aproximadamente 270% respecto a la

configuracion base.

A mayores didmetros se presenta una separacion a partir de del diametro 1,7 cm
las velocidades criticas 3 y 4 presentan una separacion, lo que demuestra un

aumento del efecto giroscopico presente en el sistema.
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7.2. VARIACION DEL DIAMETRO DEL DISCO

A partir de la configuracidon 2 se procede a realizar el proceso del capitulo 7,1 con
la diferencia que en esta ocasion se mantiene constante el diametro del eje, y la

propiedad a variar sera el diametro del disco. Analizando valores diferentes a los ya

constatados de manera experimental.

Tabla 8 Variacion del diametro del diametro

VARIACION DIAMETRO DEL DISCO
MODULO ELASTICIDAD 211 [GPa] SP 2 85 [cm]
DIAMETRO EJE 1/2" SP1 10 [cm]
DIAMETRO | FRECUENCIA | FRECUENCIA | FRECUENCIA | FRECUENCIA 4

DISCO [cm] 1 [Hz] 2 [Hz] 3 [Hz] [Hz]
16 21,96 25,28 60,21 60,21

13 26,38 28,29 65,96 66,7

12 26,95 30,27 68,53 69,12

10 29,79 30,68 73,6 74,14

8 31,73 32,14 79,84 81,62

Como se observa la variacion de los valores del diametro del disco van desde los

16 cm hasta los 8 cm, variando asi un 50% su diametro desde su valor base.
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VARIACION DEL DIAMETRO DEL DISCO - Diametro Vs Frecuencia
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[lustracién 33 Variacion diametro del disco

Se observa que con un disco de mayores dimensiones las velocidades criticas se
presentan a frecuencias menores, esto se debe a que a un aumento en el didmetro
significa un aumento de masa presente en un nodo. De manera siguiente para
valores de menor masa las velocidades criticas tardan un poco mas en llegar y sus
velocidades son cercanas entre si, o cual muestra una disminucion del efecto

giroscopico.

Para las velocidades criticas 3 y 4 el efecto giroscopico crece a medida que
disminuye el diametro del disco, esto muestra que, a valores pequefios del diametro,
la velocidad 1y 2 trabajan como la misma velocidad, en contraste con las otras dos

velocidades gue el fenbmeno se presenta de manera inversa.
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7.3. VARIACION DE LA LONGITUD DEL EJE

La variacion de la longitud del eje se basa en la reubicacion del soporte numero 2,
el cual se encuentra al final del eje en cualquiera de las longitudes, sin afectar el

soporte 1, el cual, su ubicacion sera constante.

Tabla 9 Variacion de la longitud del eje, con ajuste de la posicion del soporte 2

AUMENTO DE LA LONGITUD DEL EJE REUBICANDO LOS SOPORTES

MODULO ELASTICIDAD 211 [GPa] DIAMETRO ‘ 1/2"
EL SOPORTE #2 ES IGUAL AL VALOR DE LA

DIAMETRO DISCO 16 [cm] LONGITUD ACTUAL
FRECUENCIA | FRECUENCIA 2 | FRECUENCIA | FRECUENCIA

LONGITUD [m] 1[Hz] [Hz] 3 [Hz] 4 [Hz]
0,85 21,96 2528 60,21 60,21
0,8 25.28 30,27 73,52 73.8
0,7 26,95 31,94 81,84 106,8
0,6 31,9 36,93 86,33 196,12
0,5 38,59 43,58 90,15 350

VARIACION DE LA LONGITUD DEL EJE - Longitud Vs Frecuencia
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llustracion 34 variacion de la longitud del eje

65



Como se observa en la ilustracion 30, la variacion de la longitud del eje no tiene
gran influencia en las velocidades criticas 1 y 2, a diferencia de las velocidades 3 y4
en las cuales se evidencia una separacion considerable a medida que aumenta la
longitud. La separacion de las velocidades 3 y 4, muestra un aumento de gran
tamafio del de

efecto giroscopico en el segundo modo hacia atras,

aproximadamente 250 Hz.

7.4 VARIACION DEL MATERIAL DEL EJE

El rotor del modelo de Jeffcott esta compuesto por un eje, un disco y unos soportes,
para este caso particular, se varia solo el material del eje, dejando el material del
disco constante. Se seleccionan 4 materiales presentes en la tabla 10, para analizar

coémo su moédulo de elasticidad el repercute en el fendmeno fisico.

CAMBIO DE MATERIAL DEL EJE
1/2Pulgada | DIAMETR | 12 | LONGITU
DIAMETRO ; 0DISCO | em] 5 85 [cm] SOPORTES 10 [cm] 85 [cm]
MATERIAL MODULO DE DENSIDAD | FRECUENCIA | FRECUENCIA | FRECUENCI | FRECUENCI
ELASTICIDAD [GPa] | [mg/m?] 1 [Hz] 2 [Hz] A3 [HzZ] A4 [Hz]
ACERO 1020 211 7,7 26,95 30,27 68,53 68,53
ACERO INOXIDABLE 189,6 7,8 25,4 27,21 64,45 64,5
COBRE 120,76 8,9 20,29 21,1 50,18 50,23
LATON 110,3 8,6 19,28 20,29 48,57 48,65

Tabla 10 Cambio de material del eje
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VARIACION DEL MATERIAL - Modulo de elasticidad Vs Frecuencia
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llustracion 35 Variacion del médulo de elasticidad vs frecuencia natural

Las frecuencias naturales responden a una relacion directamente proporcional al
mddulo de elasticidad. La similitud en las frecuencias entre el cobre y el laton es
debido a la similitud en sus moddulos de elasticidad. A un mayor médulo de
elasticidad como es el caso del acero 1020 las velocidades criticas tardan un mayor
tiempo en presentarse. También se puede observar que aun mayor médulo de
elasticidad las velocidades en el giro hacia atras del primer modo, empieza a tener
un ligero distanciamiento respecto al primero, esto es debido al aumento del efecto

giroscopico.
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8. CONCLUCIONES

Se observa que mediante la experimentacion con el modelo numérico se logré
predecir la respuesta dinamica del sistema denominado rotor de Jeffcott, logrando
hacer predicciones de las velocidades criticas con un error de alrededor 6,28%, lo
anterior permite hacer un acercamiento a la posibilidad de implementar esta
metodologia para evaluar el comportamiento de rotores flexibles en el banco de
pruebas del laboratorio de vibraciones mecanicas en la universidad industrial de

Santander.

Mediante el modelo planteado es posible determinar los rangos de estabilidad de
las configuraciones establecidas, demostrando la efectividad de la aplicacion de
elementos finitos. Estas configuraciones son estables en un rango de 0 a 10000
RPM. Cabe resaltar que es posible predecir la respuesta dinamica en un rango mas
amplio de velocidades de rotacion a las permitidas por el validador de frecuencias
el cual permite un maximo 3430 rpm. Se recomienda la implementacion de
rodamientos para ejes de diferente didmetro, para la evaluacion de rangos de
estabilidad en el laboratorio debido a que actualmente solo se cuenta con un par de

apoyos en buen estado.

El ajuste y la verificacion del modelo numérico se basd principalmente en la
modificacion de los valores de los coeficientes en los apoyos, donde estos fueron
considerados como rigidos, siendo asi una posible fuente de error, ya que la
variacion del mismo afecta directamente la respuesta dinamica de rotor. Ademas,
otro factor importante es el valor escalar de las constante Beta y Alpha en la matriz
de amortiguamiento de Rayleigh, lo cual da cabida una mejor aproximacién
numérica a dichos valores, mediante la inmersion en el estudio de las constantes

de la matriz..
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El aumento de la masa de desbalance en el analisis experimental no genera
cambios apreciables en las velocidades criticas. En su lugar la respuesta dinamica
al aumento de la masa de desbalance es el aumento en la amplitud,sto se debe a
que la determinacion de la de las frecuencias naturales del sistema, depende del
valor de la amplitud de la frecuencia y de la magnitud de la fuerza excitadora, en las

cuales se mantiene la misma proporcionalidad.
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ANEXOS

ANEXO A PRUEBAS EXPERIMENTALES

A.1. CONFIGURACION 1
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A.4. CONFIGURACION 4
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ANEXO B CODIGO SIMULACION
clc

%DATOS PARA SIMULACION

1I=0.85/200;

elem=200;

% numero de elementos

%matriz de masa de timoshenko

M_1=[156/2 0 0 -22*1 54 0 0 13*;
0 156/2 22*1 0 0 54 -13* 0;
0 0 4*1"2/2 0 0 13* -3*1"2 0;...
000 4*172/2 -13*1 0 0 -3*1"2;
0000 156/2 00 22#,
00000 156/2 -22* 0;...
000000 4*™2/2 0;
0000000 4*"2/2];

%M_1=[156 O 0 -22¢ 54 0 0 134
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% 0 156  22% 0 0 54  -13% 0
% 0 22* 4*"2 0 0 13* -3*72 0
% -22*1 0 0 4*"2 -13% 0 0 -3*"2
% 54 O 0 -13% 156 0 0 22
% 0 54  13% 0 0 156 -22% 0
% 0 -13* -3*"2 0 0 -22* 4*~2 0
%%% 13* O 0 -3*1"2  22% 0 0 44172];

%M_1=M_1+M_1";
%M_156=M_156+M_156";
%M_M=M_1

%M_16=[156 22*| O O 54 -13*1 0 O;
% 22*4*%"2 0 0 13*1 -3*1"2 0 O;
% 0 0 15622*1 0 O 54 -13%,

% 0 0 22% 4*%"2 0 0 13* -3*"2;
% 54 13* 0 0 156-22*1 0 O;

% -13*1 -3*1"2 0 0 -22*1 4*"2 0 O;
% 0 0 54 13*1 0 0 156 -22%;

% 0 0 -13% -3*"2 0 0 -22* 4*"2];

%matriz de rigidez Timoshenko

K_1=[12/2 0 0 -6* -12 0 0 -6*1;0 12/2 6*1 0 0 -12 6*1 0;0 0 4*I1"2/2 0 0 -6* 2*I"2 0;...
0004*1"2/26*1002*1"2;000012/2006*;000 00 12/2 -6* 0;...
0000004*™2/20;000000 0 4*2/2];

K_1=K_1+K_1"

%K_1=[12 6*0 0 -126*I0 O;
%6* 4*1"2 0 0 -6*1 2*"2 0 O;
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%0 0 12 6*10 0 -12 6*;

%0 0 6*4*"2 0 0 -6*1 2*"2;
%-12 -6*1 0 0 12 -6*1 0O O;
%6* 2*1"2 0 0 -6*1 4*"2 0 O;
%0 0 -12-6*1 0 O 12 -6%,

%0 0 6*2* "2 0 0 -6* 4*"2];

%matriz amortiguamiento

%CONSTANTES

E=2.11E+11;; %modulo de elasticidad
D=1/100; %diametro del eje

rho=7700; %densidad

|=0.85; %longitud del eje

NGDL_nd=4; % 4 grados de libertad por nodo
nodos=elem+1;

A=(pi*D"2)/4;

I=(pi*D"4)/64;

|_2=l/nodos;

gradosdl=(elem+1)*NGDL_nd; %gradosdl libertad para dimension de las globales
j2=gradosdI-7;

esp_d=0.6/100;

D_d=16/100;

%valor constantes para las matrices

cte_m=rho*A*I*(I_2)/420; %oconstante masa
cte_k=E*I/(10*(l_2)"(3)); %constante rigidez

%Crear las matrices globales con ceros para ser llenada
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Mg_M=zeros(gradosdl);
Mg_K=zeros(gradosdl);
Mg_C=zeros(gradosdl);

%MATRICES
M=cte_m*M_1,
K=cte k*K 1,

%matriz amortiguamiento

alfa=0.0000268;

betha=3E-9;

%alfa=0.000028;

%betha=0.00000000003;

C=alfa.*M+betha.*K;

%C=[0-36-3*10036-3*10;000-3*1-36 00-3*;,00 0 -4*1"2-3*1001"2; 00000
-3* -1"2 0;...
%00000-363*0;00000003*;0000000-4*"2;00000000];
%C=cte_g*(C-C");

%I_1=0.85/50;
%C=[0-36-3*_10036-3*1_.10;000-3*_1-3600-3*_1;,000-4*_1"2-3*_10
01.172;00000-3*_1-_1720;...
%00000-363*_10;00000003*_1;,0000000-4*_172;00000000];
%C=cte_g*(C-C");

%for que recorre las matrices globales creadas en el paso anterior
for i=1:4:j2

Mg_M(i:i+7,i:i+7)=Mg_M(i:i+7,i:i+7)+M;
Mg_K(i:i+7,i:i+7)=Mg_K(i:i+7,i:i+7)+K;
Mg_C(i:i+7,i:i+7)=Mg_C(i:i+7,i:i+7)+C;
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end
Mg_M;
Mg_K;
Mg_C;

Gglobal=zeros(gradosdl);

%calculos del disco incluyendo la ubicacion del disco en el sistema
D_eje=D;%este es el eje, toca cambiar ese nomenclatura esta repetido
densidad_disco=7768;
md=pi*densidad_disco*esp_d*(D_d"2-D_eje"2)/4;
Ipd=md/2*(D_d"2+D_eje"2)/4;

Idd=0.5*Ipd+md*esp_d"2/12;

Md=diag([md md Idd Idd]);
Gd=zeros(4,4);
Gd(3,4)=-Ipd;
Gd(4,3)=Ipd:;

%parte para los soportes

%CALCULO DE CONSTANTES PARA LOS APOYOS
%Ccxx=4517

%cxy=1988

%cyx=2308

%cyy=7098

%cxx=8.89E+03;

%cxy=-60000 ;

%cyx=-60000 ;
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%cyy=4.7895E+04 ;
cxx=8516109;
cxy=203190;
cyx=598190 ;
cyy=854142 ;
%cxx=90568;
%cxy=230091 ;
%cyx=130011 ;
%cyy=20051,
%cxx=5161900;
%cxy=2030190;
%cyy=2254142 ;
%kxx=1.2285E08;
%kxy=-1.2285E08;
%kyx=1.2285E08;
%kyy=1.2285E07;
%kxx=1E+6;
%kxy=kxx
%okyx=-kxx
%kyy=Kkxx ;
kxx=7050100;
kxy=-6.759E+07,
kyx=6.827E+07;
kyy=6479790;

%CREACION DE MATRICES DE RIGIDEZ Y AMORTIGUAMIENTO DE LOS
SOPORTES

MK_spl=zeros(NGDL_nd);
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MC_spl=zeros(NGDL_nd);
MK_sp2=zeros(NGDL_nd);
MC_sp2=zeros(NGDL_nd);

%sp1 rigidez

MK_sp1(1,1)=kxx;
MK_spl1(1,2)=kxy;
MK_sp1(2,1)=kyx;
MK_spl(2,2)=kyy;

%spl amortiguamiento
MC_sp1(1,1)=cxx;
MC_sp1(1,2)=cxy;
MC_spl(2,1)=cyx;
MC_spl1(2,2)=cyy;

%sp2 rigidez

MK_sp2(1,1)=kxx;
MK_sp2(1,2)=kxy;
MK_sp2(2,1)=kyx;
MK_sp2(2,2)=kyy;

%sp2 amortiguamiento
MC_sp2(1,1)=cxx;
MC_sp2(1,2)=cxy;
MC_sp2(2,1)=cyx;
MC_sp2(2,2)=cyy;

% UBICACION DEL DISCO Y LOS SOPORTES EN LA MATRIZ

85



Pend=(nodos-1)/I; %pendiente

b=1; %termino independiente

D_dis=47.5/100;
D_sp2=85/100;
D _sp1=10/100;

nodo_disco=Pend*0.24+b;

nodo_sp2=Pend*D_sp2+b; %Se evalua las distancias del los elementos
nodo_spl=Pend*D_spl+b;

%esta parte del codigo selecciona un nodo especificio del elemento
%discretizado

nodo_disco=round(nodo_disco);

nodo_sp2=round(nodo_sp2);

nodo_spl=round(nodo_sp1l);

%Ubicacion de las matrices de los elementos en la matriz global
vnrd=4*(nodo_disco-1)+1;

vinsl1=4*(nodo_spl-1)+1; %encontrar el valor de la columna en la matriz
global

vtns2=4*(nodo_sp2-1)+1;

%se adiciona el valor de la matriz global de masas las matrices de los
%elementos

coordenadadisco=4*nodo_disco-3:4*nodo_disco;

%(disco
Mg_M(vnrd:vnrd+3,vnrd:vnrd+3)=Mg_M(vnrd:vnrd+3,vnrd:vnrd+3)+Md;
Gglobal(coordenadadisco,coordenadadisco)=
Gglobal(coordenadadisco,coordenadadisco)+Gd; %%%% GIRO GIRO GIRO
GIRO
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%primer soporte
Mg_K(vtnsl:vtns1+3,vtnsl:vins1+3)=Mg_K(vtnsl:vtns1+3,vinsl:vins1+3)+MK spl
Mg_C(vtnsl:vtns1+3,vtnsl:vtns1+3)=Mg_C(vtnsl:vins1+3,vtnsl:vtns1+3)+MC_sp
1

%segundo soporte
Mg_K(vtns2:vtns2+3,vtns2:vtins2+3)=Mg_K(vtns2:vtns2+3,vtns2:vins2+3)+MK_sp2
Mg_C(vtns2:vtns2+3,vtns2:vtns2+3)=Mg_C(vtns2:vtns2+3,vtns2:vtns2+3)+MC_sp
2;

%Donde la parte imaginaria de s son las frecuencias naturales del sistema
%y la parte real es el denominado exponente de amortiguamiento
% ACA EMPIEZA

G_F=[];
G_C=[];

%frontera=162;% esto de arriba es lo mismo de la siguienbte linea el problema es
gue a un no se como se hace la parte de abajo

%Q_E=3:164; % esto es a raiz de que aun no sabemos por que es, solo
mientras se hace el modelo

x=gradosdl;

frontera=[1,2];

vectorx=1:x;

vy=setdiff(vectorx,frontera);

y=length(vy);
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RPM_1=20;

RPM_2=10000;

aumento=100;

pendiente_v=(RPM_2-RPM_1)/aumento;

% desde aca empezamos las graficas

% lo primero que hace es obtener las velocidaddes en RPM

cont=0;

for i=1:aumento+1

w=RPM_1*pi/30+(i-1)*pendiente_v*pi/30;

V_v(i))=RPM_1+(i-1)*pendiente_v;%llenando el vector DE LAS VELOCIDADES

AUMENTANDO DE A 100

estado=[zeros(y,y) eye(y,y);
-inv(Mg_M(vy,vy))*Mg_K(vy,vy) -

inv(Mg_M(vy,vy))*((Mg_C(vy,vy)+w*Gglobal(vy,vy)))l;

[V,D]=eig(estado);

V_org=sort(diag(D));

E_amt=(real(V_org)); %exponente de amortiguamiento

F_nt=(abs(imag(V_org))); %frecuencias naturales

E_amt;

F_nt;

G _F=[G_F F_nt];

G_C=[G_CE_amt];

end

G_F=G_F;

G _C=G_C"
G_F=G_F/(2*pi);
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numcurvas=8;
G_F=G_F(:,5:2:2*numcurvas);
G_C=G_C(:,5:2:2*numcurvas);
%PASOS PARA LA GRAFICADA DE VELOCIDADES CRITICAS
figure

whitebg('w")
plot(V_v,G_F,'LineWidth',1.9)

hold on
plot(V_v,V_v/60,'r",'LineWidth’,1.5);
titte(DIAGRAMA DE CAMPBELL ")
xlabel('RPM")

ylabel('F_nt [Hz])

grid on

w11=0;

w22=10000;

figure

whitebg('w")

plot(V_v,G_C,'LineWidth',1.5)

titte(ESTABILIDAD")

%%con los OTROS valores cxx=851619; cxy=280190;cyx=598190 cyy=854142 ;
xlabel('RPM")

ylabel('amortiguamiento ")

grid on

%F_nt_rpm=F_nt/(2*pi)
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ANEXO C CODIGO PROCESAMIENTO DE DATOS

clc

clear all

Fs=1280; % Frecuencia de muestreo

T=1/Fs; % Tiempo de la muestra

L=73024; % Longitud de la sefal

t=(0:L-1)*T; % vector de tiempo

load EjeDelgadoLargoDesbalanceado.txt %cargar datos
X=EjeDelgadoLargoDesbalanceado(:,1); %vector acelerometro 1

Y=EjeDelgadoLargoDesbalanceado(:,2); %vector acelerometro 1

%%%Bode

d=iddata(X,t',T); %datos de entrada
sys=tfest(d,5,4); %funcion de transferencia
[mag,phase,wout]=bode(sys); %bode de los datos
mag=squeeze(mag); %omagnitud del bode
phase=squeeze(phase); %fase del bode
figure

w=60*linspace(0,1,length(wout));
subplot(211)

semilogy(w,mag) %grafica de la magnitud
title('Bode’)

xlabel('Frequencia (Hz)")

ylabel('Magnitud [g])

grid on

subplot(212)

plot(w,phase) %grafica de fase
xlabel('Frequencia (Hz)")
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ylabel('Grados [°]")

grid on

%%%Aceleraciones

figure

subplot(211)

plot(t,X,'b") %grafica del acelerometro izquierdo
title('Soporte izquierdo’)

xlabel('Tiempo [s])

ylabel('Aceleracion [mm/s”2])

xlim([0 60])

grid on

subplot(212)

plot(t,Y,'r") %grafica del acelerémetro izquierdo
title('Soporte derechao”)

xlabel('Tiempo [s])

ylabel('Aceleracion [mm/s”2])

xlim([0 60])

grid on

%% %Cascada

figure

window=hamming(450); %parametros de la grafica

noverlap=420;

nfft=5000;

spectrogram(Y,window,noverlap,nfft,1280,'yaxis'); %grafica del espectrograma
view(-20,65) %vista en 3d
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ylim([0 60])
%%xIim([0 60])
colormap(jet(20))
hold on

grid on

colorbar off

ANEXOS D EQUIPOS DE ADQUISICION

Analizador de vibraciones OROS OR35

Acelerébmetros Ditran
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ANEXO E DESCRIPCION BANCO DE PRUEBAS

Motor trifasico SIEMENS 1LA7 070-2YA60

Informacién técnica del motor

s R AL
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Variador de frecuencia SIEMENS Sinamics V20 6SL3210

Banco de pruebas rotodindmica

1. Variador de frecuencia 6. Rieles
2. Motor eléctrico 7. Base
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3. Acople flexible 8. Disco

4. Rodamientos 9. Cubierta protectora
5. Soporte rodamientos
Discos

Ejes
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