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

“. . . Al volver a mi casa busqué el disco. No lo encontré.
Hace años que sigo buscando.”

J L B: El Disco.
(El Libro de Arena, 1975.)





A los rios Vltava y Guatapurí:
El encanto y lo sublime en el fluir eterno de dos aguas en un mismo Heráclito.





A Manera de Gratitud

V amos en el Rojito, escuchando una vieja canción de Jorge Oñate o De los Zuletas,
Lirio Rojo o Matildelina o La Polaca o Río Crecío. Tu sigues la letra de la canción

y la repites con voz emocionada; acaso porque te emociona algún recuerdo o estás, como
siempre lo manifiestas, muy contento en mi compañía. Nos dirijimos al Estanco Tayrona por
una botella de Old-Parr o de Ballantine en este domingo en el que hacen dos horas que llegué
a Valledupar. Dejamos a mi madre estallada en sonrisas. En su contentura dice “¿ les guardo
almuerzo? quizá a que hora vendrán, no vayan a bebé mucho”. Me cuentas sobre alguna
nueva forma geométrica que ideaste para solucionar algún problema de la Carpintería. En
este momento se aguan los ojos de mi emoción que compartimos. Yo te cuento de mis
desgastadas noches buscando solución a algún problema de mi tesis. Y reimos y tomamos
un trago de Old-Parr. Tu me insistes en que debemos agradecer siempre al pueblo y a la
gente que nos ha ayudado a superarnos. Y encontramos amigos y se rebosan los vasos y se
alegra la euforia. A este ritmo ya son las 9 de la noche y transcurrieron casi doce horas desde
que salimos de la casa. Ya en ella, mi mamá nos sirve un chivo guisado y yuca cocida. En
las conversaciones han quedado interminados muchos temas y tu opinión sobre quien será el
próximo rey vallenato, casi nunca desaciertas. En este paso algún suceso me trae nuevamente
al presente o a esta otra realidad o más bien a este otro sueño en el que estoy escribiendo
los agradecimientos de mi tesis y no puedo evitar la nostalgia y pienso que sigues conmigo,
porque soy una extensión tuya. Mi nostalgía labró este reencuentro que ha sucedido muchas
veces.

Como debo seguir, expreso entonces mis gratitudes:
a todo Borges y su poema “El Golem”, que me mostraron Praga. A los múltiples libros

que es las “ Mil y Una Noches”, A Cortazar y “Torito” que me han acompañado desde
siempre. En Praga: Al Vlataba que trajo a mí a la Bella Teata dibujada en mágicas historias
de Tahití y Praga. A cada rincón del antiguo Gheto, en el que busqué el Golem, uno de
mis motivos de visita a la hermosa ciudad con su Kafka y sus fantasmas y Smetana. Al
proyecto del Socialismo con Rostro Humano, que aunque disminuido por la opulencia Rusa
del momento, me dejó ver la nostalgia y la fantasía Praguence. Al Grupo de Física Teoríca
de Charles University, que permitió injertar el mundo Europeo en mi provincia, en el sentido
de J. Martí. Especialmente, a Mgr. Martin Scholtz, la pareja Mgr. Norman Gürlebeck and
Julia, Mgr. Ivan Pshenichnyuk y Mgr. Michal Tarana, mis amigos en las muchas Cervezas,
Vinos y Becherovka, y las pocas Física y Literatura que hemos podido compartir a pesar
de mi intrincado english-costeñol. Al Prof. RNDr. Jir̆í Bic̆ák, DrSc., dr. h. c. que me aceptó
entre sus estudiantes y brindó nuevas luces.

En Colombia: a cada una de las partículas que conforman los sistemas y los ríos. A mis
amigos de la UIS, particularmente al GIRG, que han tolerado mi diaria mamadera e gallo. A
la amistad, paciencia, humo, enseñanzas y “. . . tinto . . . ” desde el Profesor Guillermo Gon-
zález V. Como siempre, a la fuerza y desmedida amistad de Rafa, Zandra, Tito e Igno. A
la casa de los Nechos y sus malditas arepas con salchicha. También a los Nechos, Nando,
Eduar, Jesu, David, Vivix, El Pelaito y Gerzzen. A Robbie Burns, Thomas Parr, Christopher,
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Goyo, Quiceno y Dixon, mis viejos hermanos. Al espíritu crítico del Profesor Oscar Neira.
Ahora bien, la literatura me ha mostrado sus alas y me ha dado casi todo lo que tengo, inclu-
yendo la Física. En ese proceso, me fueron mostradas las fraternidades de Hernando Motato,
Luz Mary y Harold Paredes, a quienes expreso mis gratitudes. A Roberto y Armando. A la
literatura misma, con el maestro Eduardo Pastrana Rodríguez, que está en cada página que
leo.

Gracias también al soporte financiero de COLCIENCIAS, la fundación Colombiana que
apoya la investigación ciéntifica en Colombia, que me impuso una paranoia y una escalera
para realizar el Doctorado.
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Resumen

TÍTULO: DISCOS DELGADOS RELATIVISTAS1

Autor (es): Antonio Calixto Gutiérrez Piñeres 2

Palabras Clave: Relatividad General, Ecuaciones de Einstein, Ecuaciones de Einstein-
Maxwell, Soluciones Exactas, Discos Relativistas, Modelo de Contrarrotación, Espacio-
tiempos Conformestáticos.

Descripción:

S e construyen modelos relativistas de discos delgados a partir de soluciones de las ecua-
ciones de campo de Einstein y de Einstein-Maxwell. Para tal fin, en primera instancia,

se consideran soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en
las cuales la primera derivada del tensor métrico presenta una discontinuidad finita a través
de un disco delgado. Dada entonces una solución con las propiedades anteriores, se obtienen
el tensor de energía-momentum superficial y la densidad de corriente superficial de la distri-
bución de materia, por medio del formalismo necesario para el tratamiento de las ecuaciones
de Einstein o Einstein-Maxwell en términos de distribuciones tensoriales.

Las propiedades físicas de la distribución de materia se estudian entonces mediante un
análisis detallado del tensor de energía-momentum superficial, considerando soluciones su-
ficientemente generales de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que describan una distri-
bución superficial de materia no sólo anisótropa, sino que además presente flujo de calor.
Se presenta una interpretación alternativa de tales discos con base en el modelo de con-
trarrotación. Se presenta una familia infinita de discos de polvo cargados eléctricamente,
axialmente simétricos de extensión finita para un espaciotiempo conformestático. Se pre-
senta una familia infinita de soluciones exactas nuevas correspondientes a discos delgados
con un borde interno central constituidos por polvo y su superposición con un agujero negro
de Schwarzschild. Se presenta la primera familia infinita de soluciones exactas completa-
mente integradas explícitamente de las ecuaciones de Einstein-Maxwell correspondientes
a la superposición de un disco de polvo contrarrotante con un agujero negro. En todos los
casos anteriores el tensor energía-momentum de los discos está de acuerdo con todas las
condiciones de energía.

1Trabajo de Tesis
2Facultad de Ciencias, Doctorado en Ciencias Naturales, Física. Director: Guillermo A. González V.
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Abstract

TITLE: DISCOS DELGADOS COMO FUENTES DE CAMPOS DE EINSTEIN-MAXWELL
ESTACIONARIOS 3

Author (s): Antonio Calixto Gutiérrez Piñeres 4

Key Words: General Relativity, Einstein Equations, Einstein-Maxwell Equations, Exact
Solutions, Relativistic Disks, Counter-Rotating Model, Conformastatic Spacetimes.

Contents:

R elativistic thin disk models are constructed from axially symmetric solutions of Eins-
tein and Einstein-Maxwell equations. In this way, first, axially symmetric solution with

a discontinuity across a thin disk are considered. Thus, given a solution with the last pro-
perties, the surface energy-momentum tensor and the current surface density of the matter
distribution are obtained through the appropriate formalism for the study of the Einstein and
Einstein-Maxwell in terms of tensorial distributions.

The physical properties of the matter distribution are then studied by an analysis of the
surface energy-momentum tensor, considering more general solutions of Einstein-Maxwell
describing a matter surface distribution not only anisotropic but with heat flow. An alter-
native interpretation of the obtained disks by means of the Counterrotating Model (CRM)
is presented. An infinite family of axisymmetric charged dust disks of finite extension for
conformastatic spacetimes is presented. An infinite family of new exact solutions correspon-
ding to an infinite family of thin dust disks with a central inner edge and their superposition
with a Schwarzschild black hole are also presented. The first infinite family fully integrated
explicit of exact solutions corresponding to the charged superposition of a counterrotating
dust disk with a central black hole is presented. In all the last cases the energy- momentum
tensor is in agreement with all the energy conditions.

3Doctoral Thesis
4Facultad de Ciencias, Doctorado en Ciencias Naturales, Física. Supervisor: Guillermo A. González V.



Índice general

1. Prolegómenos 1
1.1. Naturaleza e Importancia del Problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Estado General del Tema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3. Propósito y Organización del Presente Trabajo de Investigación . . . . . . . 6

2. Modelos Relativistas de Discos Delgados con Campo Electromagnético 9
2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell para Cascarones de Materia . . . . . . . . 13
2.3. Discos Delgados Axialmente Simétricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.4. Interpretacion Física de los Modelos de Discos Delgados . . . . . . . . . . 18

2.4.1. El Problema de los Valores Propios para el Tensor Energía-Momentum 18
2.4.2. Contenido Físico del Tensor Energía-Momentum . . . . . . . . . . 21

2.5. El Modelo de Contrarrotación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.5.1. Determinación de las Velocidades de Contrarrotación . . . . . . . . 24
2.5.2. Determinación de las Presiones y Densidades de Energía de Contra-

rrotación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3. Discos Finitos de Polvo, Eléctricamente Cargados, en Espaciotiempos Conformes-
táticos Axialmente Simétricos 27
3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones tipo Discos Delgados Finitos

Conformestáticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.3. Una Familia Particular de Discos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4. Discos de Polvo Contrarrotantes Alrededor de un Agujero Negro de Schwarzschild 37
4.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2. Discos Delgados con Borde Interno Central . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.2.1. Comportamiento de las Soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.3. Discos de Polvo Contrarrotantes Alrededor de un Agujero Negro de Sch-

warzschild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5. Superposición de Discos de Polvo Contrarrotantes Alrededor de un Agujero Negro
de Schwarzschild Cargada 67
5.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2. Superposición Cargada a través de los Potenciales Complejos de Ernst . . . 67

Conclusiones Generales 79



 Índice general

Apéndices 83

A. La Ecuación Dinámica y la Ecuación de la Electrogeodésica 85
A.1. La Ecuación Dinámica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
A.2. La Ecuación de la Electrogeodésica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

Bibliografía 89



Índice de figuras

3.1. Densidad de energía superficial ε̃m en función de r̃ para los primeros seis
modelos de discos con m = 1, 2, 3, 4, 5, 6. En cada caso, se grafica ε̃m(r̃)
para 0 ≤ r̃ ≤ 1 con diferentes valores del parámetro k̃. Primero se toma
k̃ = −0,25, la curva en la parte inferior, y luego k̃ = −0,5, −1, −2, −4 y −8. . 34

3.2. Densidad de energía superficial ε̃m en función de r̃ con k̃ = −1 para los seis
modelos de discos con m = 1, ... , 6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.3. Densidad de energía superficial en el centro de los discos, ε̃(0), en función
de k̃ para los mismos seis modelos de discos previamente considerados. . . 35

4.1. Densidad superficial de energía ε̃n en función de r̃ para los tres primeros
discos de la familia, con α̃n = 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3, 3,5 y 4. Para cada valor
de n, la primera curva a la izquierda corresponde a α̃ = 0,5, mientras que la
última curva a la derecha corresponde a α̃ = 4. . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2. Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el primer
modelo de discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de
un agujero negro de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo,

luego m =
√

3a/6 y finalmente
√

3a/9. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para
1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma
α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9. . 57

4.3. Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el segun-
do modelo de discos, n = 2, con borde interno central de radio a alrededor
de un agujero negro de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia

abajo, luego m =
√

3a/6 y finalmente
√

3a/9. En cada caso se grafica ε̃(r̃)
para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero
se toma α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y
α̃9 = 9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.4. Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el tercer
modelo de discos, n = 3, con borde interno central de radio a alrededor de
un agujero negro de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo,

luego m =
√

3a/6 y finalmente
√

3a/9. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para
1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma
α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9. . 59

4.5. Presión azimutal p̃ = ap en función de r̃ = r/a para el primer modelo de
discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero
negro de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego

m =
√

3a/6 y finalmente
√

3a/9. En cada caso se grafica p̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3
con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, la
primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9. . . . . . . . 60



 Índice de figuras

4.6. Presión azimutal p̃ = ap en función de r̃ = r/a para el segundo modelo de
discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero
negro de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego

m =
√

3a/6 y finalmente
√

3a/9. En cada caso se grafica p̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3
con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, la
primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9. . . . . . . . 61

4.7. Presión azimutal p̃ = ap en función de r̃ = r/a para el tercer modelo de
discos, n = 3, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero
negro de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego

m =
√

3a/6 y finalmente
√

3a/9. En cada caso se grafica p̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3
con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, la
primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9. . . . . . . . 62

4.8. Densidad newtoniana efectiva ρ̃ = aρ en función de r̃ = r/a para el primer
modelo de discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de
un agujero negro de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo,

luego m =
√

3a/6 y finalmente
√

3a/9. En cada caso se grafica ρ̃(r̃) para
1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma
α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9. . 63

4.9. Densidad newtoniana efectiva ρ̃ = aρ en función de r̃ = r/a para el segundo
modelo de discos, n = 2, con borde interno central de radio a alrededor de
un agujero negro de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo,

luego m =
√

3a/6 y finalmente
√

3a/9. En cada caso se grafica ρ̃(r̃) para
1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma
α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9. . 64

4.10. Densidad newtoniana efectiva ρ̃ = aρ en función de r̃ = r/a para el tercer
modelo de discos, n = 3, con borde interno central de radio a alrededor de
un agujero negro de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo,

luego m =
√

3a/6 y finalmente
√

3a/9. En cada caso se grafica ρ̃(r̃) para
1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma
α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9. . 65

5.1. Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el
primer modelo, n = 1, de la superposición cargada de discos con bor-
de interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa m =

2aβ/[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de arriba hacia abajo, lue-
go m = 2aβ/2[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con dife-
rentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas
próximas al borde del disco, luego α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman
diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.9 y, finalmente, β = 1, el caso vacío,
la curva con menor amplitud en cada gráfica. . . . . . . . . . . . . . . . . 72



Índice de figuras 

5.2. Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el
segundo modelo, n = 2, de la superposición cargada de discos con bor-
de interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa m =

2aβ/[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de arriba hacia abajo, lue-
go m = 2aβ/2[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con dife-
rentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas
próximas al borde del disco, luego α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman
diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.9 y, finalmente, β = 1, el caso vacío,
la curva con menor amplitud en cada gráfica. . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.3. Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el
tercer modelo, n = 3, de la superposición cargada de discos con borde
interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa m =

2aβ/[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de arriba hacia abajo, lue-
go m = 2aβ/2[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con dife-
rentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas
próximas al borde del disco, luego α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman
diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.9 y, finalmente, β = 1, el caso vacío,
la curva con menor máximo en cada gráfica. . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.4. Densidad superficial de carga −σ̃ = −aσ en función de r̃ = r/a para el
primer modelo, n = 1, de la superposición cargada de discos con bor-
de interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa m =

2aβ/[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de arriba hacia abajo, lue-
go m = 2aβ/2[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica σ̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con dife-
rentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas
próximas al borde del disco, luego α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman
diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.8 y, finalmente, β = 0.9, la curva con
menor máximo en cada gráfica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5.5. Densidad superficial de carga −σ̃ = −aσ en función de r̃ = r/a para el
segundo modelo, n = 2, de la superposición cargada de discos con bor-
de interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa m =

2aβ/[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de arriba hacia abajo, lue-
go m = 2aβ/2[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica σ̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con dife-
rentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas
próximas al borde del disco, luego α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman
diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.8 y, finalmente, β = 0.9, la curva con
menor máximo en cada gráfica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76



 Índice de figuras

5.6. Densidad superficial de carga −σ̃ = −aσ en función de r̃ = r/a para
el tercer modelo, n = 3, de la superposición cargada de discos con bor-
de interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa m =

2aβ/[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de arriba hacia abajo, lue-
go m = 2aβ/2[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica σ̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con dife-
rentes valores del parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas
próximas al borde del disco, luego α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman
diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.8 y, finalmente, β = 0.9, la curva con
menor máximo en cada gráfica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77



Índice de cuadros

3.1. Las constantes C2n para m = 0, ..., 6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33





C́ 1

Prolegómenos

Índice
1.1. Naturaleza e Importancia del Problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Estado General del Tema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3. Propósito y Organización del Presente Trabajo de Investigación . . . . . . . . 6

1.1. Naturaleza e Importancia del Problema

L a obtención e interpretación de soluciones de las ecuaciones de Einstein y de Einstein-
Maxwell constituyen una tarea ardua e interesante. Durante los últimos años se ha

obtenido, mediante diversos métodos, un gran número de soluciones de estas ecuaciones.
Sin embargo, es valido afirmar que, un gran número de ellas no constituyen sino parte de un
conjunto de “objetos de colección” dada su difícil interpretación o su limitada importancia
física. Una de las características más fundamentales de un sistema aislado en el universo
es la simetría axial: soluciones de estas ecuaciones correspondientes a espaciotiempos es-
tacionarios axialmente simétricos, por ejemplo, pueden ser útiles para describir estrellas y
galaxias en equilibrio termodinámico [55, 34]. Así pués, el estudio de soluciones, estáticas
y soluciones estacionarias, de las ecuaciones de Einstein y de Einstein-Maxwell correspon-
dientes a configuraciones discoidales de materia autogravitante axialmente simetríca es un
problema realmente atractivo y que permanece abierto a la investigación. Presenta vasto
interés en diversos aspectos relevantes tanto desde el punto de vista de la teoría de la rela-
tividad en sí misma, como en el modelamiento y entendimiento de propiedades físicas de
sistemas astrofísicos.

De modo que, una gran suerte de esfuerzos ha sido dedicada al estudio teórico del cam-
po gravitacional generado por fuentes discoidales de materia que pueden modelar ciertos
sistemas astrofísicos referenciados en la “literatura observacional”. Los discos de materia
sin presión, conocidos como discos de polvo, por ejemplo, se estudian en astrofísica como
modelos de cierto tipo de galaxias y discos de acreción. Del mismo modo, discos de pol-
vo contrarrotante se estudian para modelar galaxias, por ejemplo S 0 y S a [79]. El modelo
de discos relativistas también presenta gran importancia en el estudio de superposición de
discos de acreción alrededor de agujeros negros, y galaxias con agujeros negros superma-
sivos en su núcleo; objetos puramente relativistas [65, 44, 1]. De igual manera, discos con
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presencia de campos electromagnéticos, especialmente campos magnéticos, juegan un papel
importante en astrofísica en el contexto de estrellas de neutrones y binarias, enanas blancas
y en la formación y evolución de galaxias.

En el contexto de la teoría general de la relatividad, la construcción de soluciónes au-
toconsistentes físicamente apropiadas para construcción de fuentes materiales y el campo
gravitacional creado por estas fuentes es un problema bastante complicado. Para encontrar
tales soluciones, se tienen que imponer y solucionar el probleama “externo”, un problema
con valor en la frontera impuesto sobre las ecuaciones de Einstein (ó de Einstein-Maxwell)
cuya solución determina el campo externo, y el problema “interno” cuya solución determina
la extructura y la dinámica de la fuente material en su propio campo gravitacional. Las so-
luciones físicamente razonables tienen que satisfacer algunas condiciones adicionales tales
como finitud y positividad de la masa, característica físicamente razonable de materia y ex-
tensión geomética razonable. Existe un caso límite muy interesante. Con fuentes de discos
infinitesimalmente delgados, el problema interno se reduce a la formulación de condiciones
de frontera propias para la solución externa. Así, en este caso, soluciones autoconsistentes
se pueden obtener solucionando el problema externo sujeto a algunas condiciones propias
de frontera con el fin de obtener fuentes de materia con algún comportamiento físicamente
razonable.

Ahora bien, la obtención de soluciones de las ecuaciones de Einstein y de Einstein-
Maxwell se puede llevar a cabo numéricamente, perturbativamente o de manera exacta. A
pesar del progreso de la relatividad numérica y de que los computadores pueden manejar
cierta variedad de asignaciones genéricas, las soluciones numéricas son dificiles de clasificar
e interpretar. La solución analítica exacta, por su parte, representa un ideal que, no obstan-
te, es solo asequible mediante simplificaciones sustanciales del problema. Sin embargo, la
importancia de abordar problemas físicos, como los mencionados en líneas anteriores, re-
quiere cierta intuición que puede ser ofrecida por soluciones analíticas exactas particulares,
las cuales a su vez pueden estimular el análisis de situaciones más generales, al tiempo que
permiten discriminar más fácilmente entre una característica anómala y una característica
física; así como también especificar dónde están las singularidades, cuál es su característica,
si la solución es estable o no, o si es en algunos casos genérica. Asimismo, en el caso de
la formulación de una conjetura respecto a una situación general inspirada en una solución
analítica exacta particular, encontrar nuevas soluciones analíticas exactas puede jugar un
papel importante, verificando, clarificando o modificando la conjetura o, en algunos casos,
las soluciones particulares pueden actuar como estados asintóticos de una clase general de
modelos y llegar a ser aún más significativas.

Los párrafos anteriores permiten ver la clara importancia que para el desarrollo de la
teoría en sí y el conocimiento de las propiedades físicas de sistemas astrofísicos representa
la obtención e interpretación de soluciones analíticas exactas de los sistemas de ecuaciones
de Einstein y de Einstein-Maxwell en términos de modelos relativistas de discos delgados.
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1.2. Estado General del Tema

Durante las últimas cuatro décadas la obtención y análisis físico de soluciones exactas
estacionarias axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein y de Einstein-Maxwell
correspondientes a configuraciones discoidales de materia autogravitante ha suscitado una
extensa variedad de trabajos. Estos fueron estudiados inicialmente por Bonnor y Sack-
field [8] y Morgan y Morgan [59, 58]. Posteriormente, diferentes autores han obtenido
varios tipos de soluciones exactas correspondientes a discos delgados estáticos [87, 56,
13, 52, 46, 6, 7, 27, 22] y estacionarios [57, 5, 63, 28]. Se ha considerado, de igual ma-
nera, la superposición de un disco estático o un disco estacionario con un agujero negro
[47, 48, 49, 70, 68, 71, 72, 38, 73, 74, 88, 90, 76, 75], discos de fluido perfecto con halo
[84], así como también se ha investigado la estabilidad de discos delgados que implican el
uso de una perturbación de primer orden en el tensor de energía-momentum [82]. Fuentes
discoidales para espaciotiempos estacionarios axialmente simétricos con campos magnéti-
cos han sido estudiados como fuentes para campos de Kerr-Newman [45], campos mag-
netostáticos axialmente simétricos [51], mientras que discos de fluidos perfectos cargados
fueron estudiados por Vogt y Letelier [85], y discos de fluido perfecto cargado como fuentes
de espaciotiempos tipo Taub-NUT por García-Reyes y González [19, 20].

En los casos anteriores, los discos se obtienen mediante un método tipo “problema in-
verso”. Para discos sin campo electromagnético el método se puede describir de la siguiente
manera: se toma una solución de las ecuaciones de Einstein, de modo que exista una dis-
continuidad en las derivadas del tensor métrico en la superficie del disco, posteriormente se
obtiene el tensor energía-momentum a partir de las ecuaciones de Einstein. Finalmente, se
estudian las propiedades físicas de la distribución de materia mediante un análisis del tensor
energía-momentum así obtenido. El método se puede extender al caso en que los discos en
consideración presenten campo electromagnético. En este caso, se toma una solución de las
ecuaciones de Eistein-Maxwell en el vacío y, las condiciones exigidas sobre el tensor métri-
co en la superficie del disco son las mismas que para el caso anterior. Los discos también se
pueden estudiar de manera “directa”: se da el tensor energía-momentum de la fuente y luego
se resuelven las ecuaciones de Einstein. Este último método ha sido utilizado por algunos
autores para obtener discos de polvo [61, 40, 43, 42, 17, 41].

Ahora bien, mediante el método de problema inverso se puede no solo obtener, con rela-
tiva facilidad, discos delgados con tensores de energía-momentum que presentan suficiente
generalidad, sino también usar esta construcción para lograr interpretaciones de soluciones
de las ecuaciones de Einstein ( Einstein-Maxwell) conocidas, en el sentido que los discos
pueden actuar como fuentes exactas para métricas de espacios dados por soluciones de vacío
(electrovacío). De otro lado, cuando se usa el método de problema inverso en el caso estáti-
co, el tensor energía-momentum es diagonal y, su análisis es directo. Por ello, la mayoría de
autores considera discos estáticos y, excepto para discos de polvo, todos los discos obtenidos
poseen fuentes anisótropas con esfuerzo azimutal diferente del esfuerzo radial. De otro lado,
cuando el espaciotiempo en consideración es estacionario, el tensor energía-momentum que
se obtiene es no diagonal y el análisis de su contenido físico es menos trivial y, en general,
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la fuente obtenida es no solo anisótropa sino además con flujo de calor. Debido a este hecho,
existen muy pocos trabajos acerca de discos estacionarios y, ellos están limitados, en gene-
ral, a discos obtenidos con soluciones tales que este no presente flujo de calor [57, 5, 63].
En realidad, solo en un trabajo se considera discos con flujo de calor, pero solo se hizo un
análisis parcial del tensor energía-momentum [28].

También existe una interpreación alternativa de los discos obtenidos. Esta interpreta-
ción se logra mediante el modelo de contrarrotación (CRM), en el cual el tensor energía-
momentum de la fuente se expresa como la superposición de dos fluidos perfectos contra-
rrotantes. Ahora, aunque esta interpretación se puede ver como meramente teórica, existe
evidencia observacional de discos constituidos por corrientes de materia rotante y contra-
rrotante [67, 66, 4, 77]. En el caso estático, la interpretación del CRM no solo se puede usar
para describir una fuente constituida por dos componentes isotrópicos, sino también para
simular efectos rotacionales verdaderos. Un estudio detallado del CRM para discos delga-
dos estáticos relativistas genéricos se presenta en [22], aquí los autores obtienen expresiones
para todas las cantidades físicas que caracterizan el modelo. Hasta ahora, sólo se ha logrado
cierto avance en lo concerniente al estudio del CRM para fuentes de campos electromagné-
ticos y gravitacionales que actúan como discos sin presión radial [18] y discos con presión
radial [20]. En ambos casos los discos son estáticos y utilizan para su interpretación física,
el método de problema inverso.

De otra parte, el CRM para discos delgados estacionarios no se ha desarrollado comple-
tamente y solo una versión preliminar de éste se presenta en la referencia [28]. En el trabajo
mencionado, los autores consideran que el CRM se puede aplicar solo en casos en los que
no existe flujo de calor y el esfuerzo azimutal es positivo (presión). Estas condiciones, sin
embargo, son muy restringentes y, en muchos casos, se tienen discos que concuerdan con
ello solo en una región parcial. Entonces, el CRM será válido solo como una interpretación
parcial de los discos correspondientes. En un trabajo en desarrollo [24] los autores demues-
tran que estas condiciones no son necesarias e interpretan el CRM para discos delgados
estacionarios axialmente simétricos con flujo de calor y esfurzo azimutal arbitrario.

Ahora bien, resultan particularmente interesantes los trabajos correspondientes a discos
de polvo en espaciotiempos conformestáticos [86, 39]. En este caso, la densidad de carga
del disco es igual a su densidad de masa y así, las fuerzas eléctricas y gravitacionales se en-
cuentran en perfecto balance. Esta clase de configuraciones de equilibrio han sido llamadas
por algunos autores “discos eléctricamente contrapuestos” (ECD) y han sido estudiados con
cierto detalle tanto por teorías clásicas como relativistas en [11, 9, 10, 30, 83]. Ahora, co-
mo el contenido material de la fuente es polvo, probablemente el tensor energía-momentum
correspondiente estará siempre en acuerdo con las condiciones de energía, un hecho que
es particularmente importante para los modelos de discos relativistas delgados. En efecto,
como se puede ver en algunos de los trabajos anteriormente mencionados, existen muchos
modelos de discos relativistas delgados que no están de acuerdo con estas condiciones y
también muchos que cumplen sólo parcialmete con ellas. Los discos delgados conformes-
táticos presentados en [86, 39] fueron obtenidos por medio del bien conocido método de
“desplazamiento, corte y reflexión” con el fin de introducir una discontinuidad en la primera
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derivada de una solución suave. El resultado será entonces una solución con una singulari-
dad tipo función delta de Dirac en la hipersuperficie z = 0, que puede ser interpretada como
un disco infinito delgado. De otro lado, las soluciones que pueden ser interpretadas como
discos delgados de extensión finita se pueden obtener si se introduce un sistema coordenado
propio. Un sistema coordenado que se adapte naturlmente a una fuente finita y presenta las
condiciones de discontinuidad requeridas son las coordenadas esferoidales oblatas. Algunos
ejemplos de soluciones que representan discos delgados finitos expresados en términos de
estas coordenadas se pueden encontrar en [8, 59, 87, 52].

Los datos observacionales que soportan la existencia de agujeros negros en los núcleos
de algunas galaxias, incluyendo los que registran la fuerte dinámica asociada a la evidencia
dinámica generada por la fuerte interación del resto de la Via Lactea con su centro, de modo
que no hay duda de la relevancia del estudio de sistemas binarios compuestos por un disco
delgado que rodea un agujero negro (ver [12, 3] si se quiere apreciar recientes revisiones
sobre datos observacionales). Por consecuencia, durante los últimos años, un gran número
de trabajos ha sido desarrollado con el fin de obtener cada vez mejor información acerca de
los aspectos relacionados con la dinámica de estos sistemas (ver [69, 38] para una revisión de
los trabajos más relevantes). Ahora, debido a la presencia de un agujero negro, los campos
gravitacionales presentes son tan fuertes que el marco teórico propio para el estudio de
estas configuraciones lo constituye la teoría general de la relatividad. Por consecuencia, un
gran esfuerzo ha sido dedicado a la obtención de soluciones de las ecuaciones de Eistein y
de Einstein-Maxwell correspondientes a fuentes discoidales delgadas con un agujero negro
central.

Las soluciones estacionarias y axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein y de
Einstein-Maxwell constituyen la mejor elección cuando el fin es describir analíticamente los
campos gravitacionales debido a discos alrededor de agujeros negros. Asimismo, tales espa-
ciotiempos son de clara importancia astrofísica, dado que ellos describen la configuracion
de equilibrio en la región exterior de sistemas rotantes. Así que, a través de los años muchos
ejemplos de soluciones correspondientes a agujeros negros o a fuentes discoidales delgadas
han sido obtenidos mediante diferentes técnicas. Sin embargo, debido al caracter no lineal
de las ecuaciones de Einstein, soluciones correspondientes a la superposición de agujeros
negros y discos delgados no son fáciles de obtener. De modo que, hasta ahora, soluciones
exactas estacionarias correspondientes a este tipo de configuraciones no han sido obtenidas.

Si se consideran discos delgados que se extienden más allá del horizonte de eventos,
la materia localizada cerca el agujero se moverá con velocidades superlumínicas, tal como
fue demostrado por Lemos y Letelier [47, 48, 49]. Así, con el fin de evitar la aparición de
materia tachyonica, los discos delgados deben de tener un borde interno con un radio mayor
que el radio fotónico del agujero negro. Así que, el problema de valor en la frontera para la
ecuación de Laplace es más complicado y por consecuencia muy pocas soluciones han sido
obtenidas. Esta clase de soluciones fue estudiada primeramente por Lemos y Letelier [48]
haciendo una transformación de Kelvin con el fin de invertir la familia de discos finitos de
Morgan-Morgan [59]. Ahora, aunque la segunda función métrica de esta solución no puede
obtenerse analíticamente, su principal propiedad fue analizada ampliamente en una serie de
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trabajos por Semerák, Žáček y Zellerin [76, 75, 74, 73, 68, 88, 71], mediante computación
numérica.

Aparte de los discos invertidos de Lemos y Letelier, sólo otras dos soluciones para dis-
cos estáticos con borde interno han sido obtenidas. La una con discos isócronos invertidos
[40] y la otra con una “power-law density” [72]. Mientras que Zellerin y Semerák [90] obtu-
vieron una superposición estacionaria usando el método de Inverse-scattering de Belinskii-
Zakharov; no obstante, el análisis de sus propiedades es complicado dado que las funciones
métricas no pueden ser obtenidas analíticamente. Además, esta solución implica una superfi-
cie sin sentido físico definida entre el horizonte del agujero negro y el disco [69]. Finalmente,
una clase general de soluciones estacionarias fue presentada por Klein [42], mediante el uso
de técnicas de superficie de Riemann, por medio de la cual sistemas disco-agujero negro
físicamente aceptable se puede hallar, en principio.

Ahora, una característica común enre todas las soluciones anteriormente mencionadas
es que sus funciones métricas no pueden ser completamente calculadas analíticamente. En-
tonces, el análisis de sus propiedades matemáticas y físicas es muy complicado. Además,
casi todas las soluciones presentan singularidades en el borde del disco, quizá la única ex-
cepción la constituye el tipo de soluciones presentadas por Klein [42]. La presencia de estas
singularidades en casi todas las soluciones obtenidas ha sido considerada por algunos auto-
res estrechamente conectadas con la no física delgadez infinita de la fuente. Sin embargo,
tal como se verá más adelante, si el correspondiente problema de valor en la frontera se
soluciona apropiadamente, es posible obtener una familia completa de soluciones libres de
singularidades.

1.3. Propósito y Organización del Presente Trabajo de In-
vestigación

El objetivo central de la presente Tesis Doctoral es la construcción de modelos relativis-
tas de discos delgados a partir de soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein
y de Einstein-Maxwell. Para tal fin, en primera instancia, se considerarán soluciones axial-
mente simétricas de dichas ecuaciones en las cuales la primera derivada del tensor métrico
y del potencial electromagnético presentan una discontinuidad finita a través de un disco
delgado. Dada entonces una solución con las propiedades anteriores, se obtendrán el tensor
de energía-momentum superficial y la densidad de corriente superficial de la distribución
de materia por medio del formalismo necesario para el tratamiento de las ecuaciones de
Einstein y de Einstein-Maxwell en términos de distribuciones tensoriales.

Las propiedades físicas de la distribución de materia se estudiarán entonces mediante
un análisis detallado del tensor de energía-momentum superficial, considerando soluciones
suficientemente generales de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que describan una distri-
bución superficial de materia no sólo anisótropa, sino que además presente flujo de calor.
Igualmente, se presentará una interpretación alternativa de tales discos con base en el mo-
delo de contrarrotación, en el cual el tensor de energía-momentum superficial y la densidad
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superficial de corriente se expresan en términos de la superposición de dos fluidos perfectos
contrarrotantes.

Así, el Capítulo 2 expone un formalismo suficientemente general a partir del cual se
interpretan ciertas soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en términos de mo-
delos relativistas de discos delgados. Se presenta un análisis detallado del tensor energía-
momentum superficial (SEMT) correspondiente discos delgado estacionarios axialmente si-
métricos. Se considera la clase mas general de discos delgados estacionarios con presión
radial y flujo de calor diferentes de cero. Se analiza el contenido físico del SEMT y se obtie-
nen las expresiones para la velocidad, densidad de energía, densidad de corriente electrica,
esfuerzos principales y flujo de calor. También se presenta el Modelo de Cotrarrotación
(CRM) con el fin de interpretar estos discos considerándose el SEMT como la superposi-
ción de dos fluidos perfectos contrarrotantes. Se obtiene una condición sobre la velocidad
tangencial, necesaria para la descomposición del tensor energía-momentum, y se obtienen
entonces expresiones para las densidades de energía y las presiones. Se considera la posi-
bilidad de contrarrotación a lo largo de electrogeodésicas, así como la contrarrotación con
velocidades iguales y opuestas. Mediante la escogencia dada para las velocidades de contra-
rrotación, se obtienen expresiones explícitas para las densidades de energía y presiones de
los fluidos contrarrotantes.

En el Capítulo 3 se presenta una familia infinita de discos de polvo cargados eléctrica-
mente, axialmente simétircos de extensión finita. Con el fin de obtener estas soluciones de
discos delgados finitos, se solucionan primero las ecuaciones de Einstein-Maxwell para es-
paciotiempos conformestáticos asumiéndose que la función métrica y el potencial eléctrico
mantienen una dependencia funcional y que la función métrica depende funcionalmente de
otra función auxiliar, la cual se toma del conjunto de soluciones de la ecuacion de Laplace.
Como se puede ver en [31] este procedimiento es bastante útil dado que se pueden obtener
“nuevas soluciones” a partir de ciertas soluciones “semilla” apropiadas y, el albegra en el
proceso es particularmente simple. Del conjunto soluciones de la ecuación de Laplace co-
nocido, se toma aquí como funcion auxiliar las dadas por la familia infinita de discos de
Kalnajs generalizados obtenidos por González y Reina [29], expresadas en términos de las
coordenadas esferoidales oblatas y que corresponden a una bien comportada familia newto-
niana de discos axialmente simétricos de radio finito.

En el Capítulo 4 se presenta una familia infinita de soluciones exactas nuevas corres-
pondientes a discos delgados con un borde interno central constituidos por polvo. Estas
soluciones describen discos cuya densidad de energía es siempre positiva y bien compor-
tada, de modo que su tensor energía-momentum está en completo acuerdo con todas las
condiciones de energía. Ahora, aunque los discos son de extensión infinita, todos ellos tie-
nen masa finita. Además, las soluciones son asintóticamente planas y regulares en todas
partes, tal como se demostrará mediante el cálculo de todos los escalares de curvatura. En
dicho capítulo también se presenta la superposición completa de esta familia de soluciones
con un agujero negro de Schwarschild, ampliando los detalles presentados por González and
Gutiérrez-Piñeres en [23]. La solucion obtenida representa un disco anular delgado infinito
(un disco con un borde interno) alrededor de un agujero negro de Scchwarzschild. La ma-
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sa del disco es finita y el tensor de energía-momentum cumple con todas las condiciones
de energía. La solución puede interpretarse también como si describiera un disco delgado
constituido por dos fluidos de polvo contrarrotantes que satisfacen también las condiciones
de energía.

En el Capítulo 5 se presenta, lo que constituye, hasta donde se sabe, la primera familia
infinita de soluciones exactas completamente integradas explícitamente de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell correspondientes a la superposición de un disco de polvo contrarrotante
con un agujero negro. Las soluciones obtenidas representan la superposición cargada de un
disco infinito delgado anular alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. La masa total
del disco es finita y el tensor energía-momentum está de acuerdo con todas las condiciones
de energía. Además los estados asimptóticos de la superposición cargada se reducen a la
superposicón sin carga eléctrica descrita en el capítulo anterior. La solución puede interpre-
tarse como la descripción de un disco constituido por fluidos provistos de carga eléctrica
contrarrotando alrededor de un agujero negro y que, están también en completo acuerdo con
las condiciones de energía. Como parte final se presentan las principales conclusiones del
trabajo.
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2.1. Introducción

C on el fin de obtener soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell interpretables
como discos delgados estacionarios axialmente simétricos con campo electromagnéti-

co se puede tomar, como punto de partida, el elemento de linea de Weyl-Lewis-Papapetrou
[78], en coordenadas cilíndricas xa = (t, ϕ, r, z),

ds2 = − e2Φ(dt +Wdϕ)2 + e−2Φ[R2dϕ2 + e2Λ(dr2 + dz2)], (2.1)

donde Φ, Λ, W y R son funciones de r y z únicamente. Por naturaleza cilíndrica de las
coordenadas [59] se entiende que r = 0 sobre el eje de simetría y, para z fijo, r crece mo-
nótonamente al infinito; mientras que, para r fijo, z crece monótonamente en el intervalo
(−∞,∞). La coordenada ϕ varía en el intervalo usual [0, 2π).
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El sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacío, en unidades geometrizadas
tales que c = 8πG = µ0 = ε0 = 1, está dado por

Gab = T ab, (2.2a)

Tab = FacF c
b −

1
4
gabFcdFcd, (2.2b)

Fab
;b = 0, (2.2c)

Fab = ∂aAb − ∂bAa, (2.2d)

donde todos los símbolos tienen el sentido usual.
Para la métrica (2.1), el sistema anterior puede ser escrito explícitamente como

R,rr + R,zz = 0, (2.3a)

e4ΦR−2[R(WA,r −W2ψ,r),r + R(WA,z −W2ψ,z),z − (WA,r −W2ψ,r)(R,r − 2RΦ,r)

− (WA,z −W2ψ,z)(R,z − 2RΦ,z)] + (Rψ,r),r + (Rψ,z),z − 2R(ψ,rΦ,r + ψ,zΦ,z) = 0,

(2.3b)

R [
(Wψ,r),r + (Wψ,z),z

]
+ (R,r − 2RΦ,r)(A,r −Wψ,r) + (R,z − 2RΦ,z)(A,z −Wψ,z)

− R(A,rr + A,zz) = 0, (2.3c)

e6Φ(W2
,r +W2

,z) − e4Φ
[
(A,r −Wψ,r)2 + (A,z −Wψ,z)2

]
+ 2Re2Φ [

(RΦ,r),r + (RΦ,z),z
]

− R2(ψ2
,r + ψ2

,z) = 0, (2.3d)

e2Φ
[
4(Φ,rW,r + Φ,zW,z) + R(R−1W,r),r + R(R−1W,z),z

]
− 2(A,rψ,r + A,zψ,z)

+ 2W(ψ2
,r + ψ2

,z) = 0, (2.3e)

e4Φ(W2
,r −W2

,z) − 2e2Φ
[
(A,r −Wψ,r)2 − (A,z −Wψ,z)2

]
+ 2R2e−2Φ(ψ2

,r − ψ2
,z)

+ 4R
[
(Λ,rR,r − Λ,zR,z) − R(Φ2

,r − Φ2
,z) + R,zz

]
= 0, (2.3f)

e4ΦW,rW,z − 2e2Φ(A,r −Wψ,r)(A,z −Wψ,z) + 2R[Λ,rR,z + Λ,zR,r − R,rz

− 2RΦ,rΦ,z] + 2R2e−2Φψ,rψ,z = 0, (2.3g)

donde Aa = (ψ, A, 0, 0) es el 4-potencial electromagnético, cuya dependencia funcional es
sólo de las variables r y z.

Ahora bien: de (2.3a) se puede ver que la funciónR(r, z) satisface la ecuación de Laplace,
de modo que se la puede pensar como la parte real de una función analítica F (ζ) = R(r, z) +

iZ(r, z), donde ζ = r + iz. Por consecuencia, la función F (ζ) define una transformación
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conforme de las coordenadas,
r → R(r, z),

z → Z(r, z),
(2.4)

de tal forma que la métrica (2.1) puede ser escrita, en las nuevas coordenadas, como

ds2 = − e2Ψ(dt +Adϕ)2 + e−2Ψ[R2dϕ2 + e2Π(dR2 + dZ2)], (2.5)

donde el conjunto de funciones

R(r, z) = Re F (ζ), (2.6a)

Z(r, z) = Im F (ζ), (2.6b)

Φ(r, z) = Ψ(R,Z), (2.6c)

W(r, z) = A(R,Z), (2.6d)

Λ(r, z) = Π(R,Z) + ln |F ′(ζ)|, (2.6e)

ψ(r, z) = ψ(R,Z), (2.6f)

A(r, z) = A(R,Z), (2.6g)

satisfacen el sistema

e4ΨR−2[R(AA,R −A2ψ,R),R + R(AA,Z −A2ψ,Z),Z − (AA,R −A2ψ,R)(1 − 2RΨ,R)

+ 2RΨ,Z(AA,Z −A2ψ,Z)] + (Rψ,R),R + (Rψ,Z),Z − 2R(ψ,RΨ,R + ψ,ZΨ,Z) = 0, (2.7a)

R−1Aψ,R − (Aψ,R),R − (Aψ,Z),Z + R(R−1A,R),R + R(R−1A,Z),Z
+ 2Ψ,R(A,R −Aψ,R) + 2Ψ,Z(A,Z −Aψ,Z) = 0, (2.7b)

e6Ψ(A2
,R +A2

,Z) − e4Ψ
[
(A,R −Aψ,R)2 + (A,Z −Aψ,Z)2

]
− R2(ψ2

,R + ψ2
,Z)

+ 2Re2Ψ [
(RΨ,R),R + (RΨ,Z),Z

]
= 0, (2.7c)

e2Ψ
[
4(Ψ,RA,R + Ψ,ZA,Z) + R(R−1A,R),R + R(R−1A,Z),Z

]
+ 2A(ψ2

,R + ψ2
,Z)

− 2(A,Rψ,R + A,Zψ,Z) = 0, (2.7d)

e6Ψ(A2
,R −A2

,Z) − 2e4Ψ
[
(A,R −Aψ,R)2 + (A,Z −Aψ,Z)2

]
+ 2R2(ψ2

,R − ψ2
,Z)

+ 4Re2Ψ
[
Π,R − R(Ψ2

,R − Ψ2
,Z)

]
= 0, (2.7e)

e6ΨA,RA,Z − 2e4Ψ(A,R −Aψ,R)(A,Z −Aψ,Z) + 2e2ΨR [
Π,Z − 2RΨ,RΨ,Z

]

+ 2R2ψ,Rψ,Z = 0, (2.7f)
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que representa el conjunto de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacío para un espacio-
tiempo estacionario axialmente simétrico en coordenadas canónicas de Weyl, cuyos métodos
de solución se conocen ampliamente [78].

Ahora, con el fin de obtener una solución interpretable como el campo exterior de un
disco delgado con campo electromagnético, se supone que Φ, Λ, W y R son funciones
simétricas de z y que las primeras derivadas del tensor métrico son discontinuas en el plano
z = 0. Soluciones con este tipo de comportamiento se pueden obtener por diferentes caminos
mediante la elección apropiada de soluciones del sistema (2.7) y la función análitca F (ζ).

Un procedimiento comúnmente utilizado es el denominado método de “desplazamien-
to, corte y reflexión”. El método consiste en lo siguiente: se toman F (ζ) = ζ y cualquier
solución arbitraria del sistema (2.7), la cual en general no posee la simetría de reflexión
requerida. Luego, con el fin de obtener la simetría de reflexión requerida, se hace la trans-
formación z → |z| + z0, donde z0 es una constante positiva. El resultado será entonces una
solución con una singularidad tipo función delta en z = 0, la cual se puede interpretar como
un disco delgado infinito con campo electromagnético. Algunos ejemplos se pueden ver en
las referencias [18, 51, 85]. Mientras que soluciones interpretables como discos delgados
infinitos pero sin campo electromagnético, obtenidas mediante este mismo procedimiento,
se presentan en [5, 6, 7, 28].

Las soluciones logradas mediante el método de “desplazamiento, corte y reflexión” son,
en cierto sentido, artificiales; dado que estas se obtienen por medio de una transformación
geométrica. Una clase de soluciones “naturales” se puede obtener apropiadamente mediante
la solución de un problema de frontera. Para ello, se toma F (ζ) = ζ y se introducen las coor-
denadas esferoidales oblatas, las cuales son adaptadas naturalmente a una fuente discoidal
y cumplen con el requisito de la discontinuidad. Posteriormente se escogen soluciones del
sistema (2.7) que satisfagan las condiciones de frontera apropiadas en coordenadas esferoi-
dales oblatas. Las soluciones obtenidas se pueden interpretar como discos delgados finitos
sin presión radial y, en ausencia de campo electromagnético, corresponden a la familia de
discos de Morgan-Morgan [59, 58]. Con base en estas soluciones, usando métodos estándar
de generación de soluciones, se pueden obtener modelos de discos con campo electromag-
nético [32].

Una clase más general de soluciones “naturales” que representan discos delgados se ob-
tiene mediante la solución de la ecuación de Laplace (2.3a) en coordenadas esferoidales
oblatas con apropiadas condiciones de frontera. La solución obtenida para R(r, z) se usa en-
tonces para obtener la función analítica F (ζ), necesaria para hacer la transformación (2.6).
El problema de valor en la frontera para un disco delgado se transforma, por consecuencia,
en un problema de valor en la frontera para un cascarón en las coordenadas canónicas de
Weyl. Así, las soluciones resultantes se pueden interpretar como discos delgados finitos o
infinitos con presión radial y campo electromagnético. Discos delgados sin campo electro-
magnético, obtenidos mediante este mismo procedimiento pueden verse en las referencias
[58, 13, 27, 22, 63].

El presente capítulo expone un formalismo suficientemente general mediante el cual
se permite interpretar ciertas soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en térmi-



2.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell para Cascarones de Materia 13

nos de modelos relativistas de discos delgados. Con el fin de obtener tal interpretación, en
primera instancia, se considerarán soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell en las cuales la primera derivada del tensor métrico y la primera deriva-
da del potencial electromagnético presenten una discontinuidad finita a través de un disco
delgado. Dada entonces una solución con las propiedades anteriores, se obtendrán el tensor
de momentum-energía superficial y la densidad de corriente superficial de la distribución
de materia, por medio del formalismo necesario para el tratamiento de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell en términos de distribuciones tensoriales.

Las propiedades físicas de la distribución de materia se estudiarán entonces mediante
un análisis detallado del tensor de energía-momentum superficial, considerando soluciones
suficientemente generales de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que describan una distri-
bución superficial de materia no sólo anisótropa, sino que además presente flujo de calor.
Posteriormente se presentará una interpretación alternativa de tales discos con base en el
CRM, en el cual el tensor de energía-momentum superficial y la densidad superficial de co-
rriente se expresan en términos de la superposición de dos fluidos perfectos contrarrotantes.

2.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell para Cascarones de
Materia

Con base en las ideas expuestas se formularán las ecuaciones de campo de Einstein-
Maxwell para el caso en que existe un cascarón de materia en el espaciotiempo M, de tal
forma que las primeras derivadas del tensor métrico y del potencial electromagnético pre-
sentan discontinuidad finita a través de una hipersuperficie Σ. El tensor métrico gab y el
potencial electromagnético Aa se suponen continuos a través de Σ. Las ecuaciones de campo
de Einstein-Maxwell, en unidades geometrizadas tales que c = 8πG = µ0 = ε0 = 1, están
dadas por

Gab = Tab, (2.8a)

Fab
;b = Ja, (2.8b)

con

Tab = FacF c
b −

1
4
gabFcdFcd, (2.9a)

Fab = Ab,a − Aa,b, (2.9b)

donde todos los símbolos tienen el significado usual.
La continuidad en el tensor métrico y en el potencial electromagnético a través de Σ se

puede expresar como,

[gab] = g+
ab|Σ − g−ab|Σ = 0, (2.10a)

[Aa] = A+
a |Σ − A−a |Σ = 0, (2.10b)
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mientras que para la discontinuidad en la derivada del tensor métrico se escribe

γ =
[
g′ab(φ)

]
, (2.11)

donde ()′ denota derivada respecto de φ. Ahora, usando la aproximación distribucional [62,
54, 81] o por las condiciones de junturas de cascarones delgadaos [36, 37, 64] se tiene

gab = (gab)D, (2.12a)

gab,c = (gab,c)D, (2.12b)

Γa
bc = (Γa

bc)
D, (2.12c)

Γa
bc,d = (Γa

bc,d)D + [Γa
bc] nd δ(φ), (2.12d)

donde
Γa

bc =
1
2
gae(geb,c + gce,b − gbc,e), (2.13)

son los símbolos de Christoffel y se supone que el tensor métrico, gab, se puede expresar en
términos de una función de distribución según,

gab = (gab)D ≡ g+
abΘ(φ) + g−ab{1 − Θ(φ)}, (2.14)

siendo Θ(φ) la función de Heaviside y δ(φ) la distribución de Dirac con soporte en Σ.
Con el uso de los resultados anteriores en la definición del tensor de curvatura de Rie-

mann,
Ra

bcd = Γa
bd,c − Γa

bc,d + Γe
bdΓa

ec − Γe
bcΓ

a
ed, (2.15)

y la suposición que el tensor métrico gab es, por lo menos, de clase C3 en las regiones M±,
se obtiene para el tensor de Riemann la expresión [53]

Ra
bcd = (Ra

bcd)D + Ha
bcd δ(φ), (2.16)

donde
Ha

bcd = [Γa
bd] nc − [Γa

bc] nd, (2.17)

los (Ra
bcd)± son los tensores de Riemann usuales definidos en M± y na es un vector normal a

la hipersuperficie Σ.
Las discontinuidades en las primeras derivadas del tensor métrico están caracterizadas

por el tensor bab, definido a través de las relaciones

[gab,c] = bab nc, (2.18)

de tal forma que

[Γa
bc] =

1
2

(ba
b nc + ba

c nb − gaebbc ne), (2.19a)

Ha
bcd =

1
2

(ba
dnbnc − ba

cnbnd + bbcnand − bbdnanc), (2.19b)
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donde todas las cantidades se evaluan en la hipersuperficie Σ.
De igual modo, haciendo uso de la continuidad en el potencial electromagnético Aa, se

puede escribir

Aa = (Aa)D, (2.20a)

Aa,b = (Aa,b)D, (2.20b)

Fab = (Fab)D, (2.20c)

Fab
,b = (Fab

,b)D + [Fab]nbδ(φ). (2.20d)

Suponiendo que el tensor de momentum-energía Tab y la densidad de corriente Ĵa se
pueden expresar en la forma

Tab = (Tab)D + Qab δ(φ), (2.21a)

Ĵa = (Ĵa)D + Îa δ(φ), (2.21b)

donde Qab y Îa =
√−gIa son el tensor de energía-momentum y la densidad de corriente

asociados con la hipersuperficie Σ y los T±ab y Ĵa
±, con Ĵa =

√−g Ja, son los tensores de
energía-momentum y la densidad de corriente usuales definidos en M±; se puede probar
fácilmente, mediante (2.21b), que las ecuaciones de Einstein-Maxwell (2.8) son equivalentes
al sistema de ecuaciones

G±ab = T±ab, (2.22a)

Hab − 1
2
gabH = Qab, (2.22b)

F̂ab
± ,b = Ĵa

±, (2.22c)

[F̂ab]nb = Îa, (2.22d)

donde Hab = Hc
acb y H = gab

Σ
Hab.

Cuando el cascarón de materia es la única fuente de los campos gravitacional y electro-
magnético, de tal forma que el resto del espaciotiempo es vacío (o electrovacío), Ja

± ≡ 0 y las
ecuaciones (2.22a) y (2.22c) se reducen a las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacío

G±ab = T±ab, (2.23a)

Fab
± ;b = 0. (2.23b)

De esta forma, después de resolver el sistema anterior, las ecuaciones (2.22b) y (2.22d) se
pueden usar para obtener las expresiones del tensor de momentum-energía y la densidad de
corriente para un cascarón de materia,

2Qa
b = (ba

cnb − ba
bnc)nc + (bc

bnc − bc
cnb)na − δa

b(be
cne − be

enc)nc, (2.24a)

Ia = [Fab]nb, (2.24b)

donde todas las cantidades son evaluadas en la hipersuperficie Σ.
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2.3. Discos Delgados Axialmente Simétricos

En la sección anterior se presentó el formalismo necesario para interpretar soluciones
estacionarias axialmente simétricas de las ecuacioneas de Einstein-Maxwell en términos
de una hipersuperficie Σ (cascarón) que divide el espaciotiempo M en dos regiones. En la
presente sección se restringe tal formalismo al caso particular en que la hypersupercie Σ

a analizar constituye un disco delgado axialmente simétrico. Para ello se introduce en el
espaciotiempo M el elemento de linea de Weyl-Lewis-Papapetrou en coordenadas cuasici-
lindricas xa = (t, ϕ, r, z),

ds2 = − e2Φ(dt +Wdϕ)2 + e−2Φ[R2dϕ2 + e2Λ(dr2 + dz2)], (2.25)

donde Φ, Λ,W y R son funciones de r y z únicamente y se considera la hipersuperficie Σ

definida por la función φ(xa) = z, con vector normal na = φ,a = δz
a. Dada una solución de

la forma (2.25) para las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacío el tensor métrico g+
ab,

definido para z ≥ 0, se obtiene de la relación

ds2|
M+ = g+

abdxadxb, (2.26)

y el tensor métrico g−ab, definido para z ≤ 0, se obtiene mediante la relación

g−ab(r, z) = g+
ab(r,−z), (2.27)

de tal forma que [gab] = 0. Esto significa construir modelos con simetría de reflexión con
respecto al plano z = 0. Las relaciones anteriores implican que, cuando z , 0,

g−ab,z(r, z) = − g+
ab,z(r,−z), (2.28)

así, las discontinuidades en las primeras derivadas del tensor métrico se pueden escribir
como

bab = [gab,z] = 2 g+
ab,z|z=0+ . (2.29)

Para la métrica (2.25), las componentes no nulas del tensor bab son

btt = −4e2ΦΦ, z, (2.30a)

btϕ = −2e2Φ(W,z + 2WΦ,z), (2.30b)

bϕϕ = 4e−2Φ{R(R,z − RΦ,z) −W(W,z +WΦ,z)e4Φ}, (2.30c)

brr = 4e2(Λ−Φ)(Λ,z − Φ,z), (2.30d)

bzz = 4e2(Λ−Φ)(Λ,z − Φ,z), (2.30e)

donde todas las cantidades se evaluan en la hipersuperficie z = 0+.
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Usando los resultados anteriores en la expresión (2.24a), se obtiene para el tensor de
energía-momentum del disco las componentes no nulas

Q0
0 =

e2(Φ−Λ)

R2

{
2R2(Λ,z − 2Φ,z ) + 2RR,z − e4ΦWW,z

}
, (2.31a)

Q0
1 =

e2(Φ−Λ)

R2

{
2RW(R,z − 2RΦ,z ) − (R2 + W2e4Φ)W,z

}
, (2.31b)

Q1
0 =

e2(Φ−Λ)

R2

(
e4ΦW,z

)
, (2.31c)

Q1
1 =

e2(Φ−Λ)

R2

(
2R2Λ,z + e4ΦWW,z

)
, (2.31d)

Q2
2 =

e2(Φ−Λ)

R2
(2RR,z ) , (2.31e)

aquí, como antes, todas las cantidades se evaluan en la hipersuperficie z = 0+.
De otro lado, el “verdadero” tensor de energía-momentum superficial (SEMT) del disco,

S ab, y la “verdadera” densidad de corriente superficial, ja, se pueden obtener a través de las
relaciones

S ab =

∫
Qab δ(z) dsn = eΛ−Φ Qab , (2.32a)

ja =

∫
Ia δ(z) dsn = eΛ−ΦIa, (2.32b)

donde dsn =
√
gzz dz es la medida física de longitud en la dirección normal al disco.

De modo que, las componentes no nulas de S a
b vienen dadas por

S 0
0 =

eΦ−Λ

R2

{
2R2(Λ,z − 2Φ,z ) + 2RR,z − e4ΨWW,z

}
, (2.33a)

S 0
1 =

eΦ−Λ

R2

{
2RW(R,z − 2RΦ,z ) − (R2 + W2e4Φ)W,z

}
, (2.33b)

S 1
0 =

eΦ−Λ

R2

(
e4ΨW,z

)
, (2.33c)

S 1
1 =

eΦ−Λ

R2

(
2R2Λ,z + e4ΦWW,z

)
, (2.33d)

S 2
2 =

eΦ−Λ

R2
(2RR,z ) , (2.33e)

y la densidad de corriente en la superficie del disco mediante

jt = −2eΦ−ΛAt,z (2.34a)

jϕ = −2eΦ−ΛAϕ,z, (2.34b)

donde se ha hecho uso de la simetría de reflexión los potenciales métricos y electromagnéti-
cos con respecto a la superficie del disco, se ha elegido el cuadripotencial electromagnético
en la forma Aa = (At, Aϕ, 0, 0) y, como antes, todas las cantidades son evaluadas en z = 0+.
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2.4. Interpretacion Física de los Modelos de Discos Delga-
dos

2.4.1. El Problema de los Valores Propios para el Tensor Energía-Momentum
Ahora, con el fin de analizar las características del SEMT y las densidades de carga y

corriente eléctrica, es conveniente expresar éstas en términos de una tétrada ortonormal. Se
usará la tétrada del “Observador Localmente Estático” (LSO) [39], u observador en reposo
con respecto al infinito, el cual está dado por

ea
(0)

= e−Φδa
0
, (2.35a)

ea
(1)

=
eΦ

R
(
δa

1
−Wδa

0

)
, (2.35b)

ea
(2)

= eΦ−Λδa
2
, (2.35c)

ea
(3)

= eΦ−Λδa
3
, (2.35d)

de modo que

S ab = S (0)(0)e
a
(0)

eb
(0)

+ S (1)(1)e
a
(1)

eb
(1)

+ S (2)(2)e
a
(2)

eb
(2)
− S (0)(1){ea

(0)
eb

(1)
+ ea

(1)
eb

(0)
}, (2.36)

donde

S (0)(0) = 2eΦ−Λ

[
2Φ,z − Λ,z −R,zR

]
, (2.37a)

S (0)(1) = e3Φ−Λ

[W,z
R

]
, (2.37b)

S (1)(1) = 2eΦ−ΛΛ,z , (2.37c)

S (2)(2) = 2eΦ−Λ

[R,z
R

]
, (2.37d)

son las componente no nulas del SEMT con respecto al LSO y, de igual manera,

j(0) = −2e−ΛAt,z, (2.38a)

j(1) = 2
e2Φ−Λ

R
{
WAt,z − Aϕ,z

}
, (2.38b)

son las densidades de carga eléctrica y corriente eléctrica azimutal del disco medidas por
este observador.

El caso más simple ocurre si S (0)(1) = 0 tal que el SEMT es diagonal. Este caso correspon-
de a una solución estática,W = 0, en consecuencia se tienen discos delgados estáticos con
campo electromagnético. También se puede tener S (0)(1) = 0 para soluciones estacionarias
con (W,z)|0+ = 0 y entonces esta clase de soluciones se puede considerar como una repre-
sentación de “discos localmente estáticos”. En ambos casos se tiene el SEMT de un fluido
general,

S ab = εVaVb + p1 XaXb + p2YaYb, (2.39)
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con densidad de energía ε = S (0)(0) y esfuerzos principales p1 = S (1)(1) y p2 = S (2)(2) , medidos
por el LSO. La velocidad del fluido viene dada por Va = ea

(0)
y las direcciones principales

son Xa = ea
(1)

y Ya = ea
(2)

.
De otra parte, cuando S (0)(1) , 0 el contenido físico de SEMT se puede analizar escribien-

do éste en la forma canónica. Para tal fin se resuelve el problema de valores propios para
el SEMT y se expresan las cantidades físicas que le caracterizan en términos de valores y
vectores propios.

A continuación se soluciona el problema de valores propios para el SEMT S ab, para el
caso en que S (0)(1) , 0. Expresando el problema de valores propios en la tétrada ortonormal
del LSO,

S (m)(n) ξ
(n) = λ η(m)(n) ξ

(n) , (2.40)

se pueden obtener fácilmente las soluciones λ± = (B± √D)/2, λ2 = S (2)(2) y λ3 = 0, donde

A = S (1)(1) + S (0)(0) , (2.41a)

B = S (1)(1) − S (0)(0) , (2.41b)

C = S (0)(1) , (2.41c)

D = A2 − 4C2. (2.41d)

Los correspondientes vectores propios están dados por

ξa
± = N±

ea
(0)
−

A ± √D
2C

 ea
(1)

 , (2.42a)

ξa
2 = Ya = ea

(2)
, (2.42b)

ξa
3 = Za = ea

(3)
, (2.42c)

donde los N± son factores de normalización apropiados.
Nótese que existen tres diferentes casos dependiendo del valor de D. En el primer caso,

cuando D > 0, los dos valores propios λ± son reales e iguales y los dos vectores propios ξ±
son reales y ortogonales, así uno es espacial y el otro temporal. Escogiendo apropiadamente
los factores de normalización N±, es fácil ver que

ξ± · ξ± = ± νA , (2.43)

donde νA = A/|A|, de modo que νA determina el carácter causal de los vectores propios ξ±
y se obtiene una tétrada ortonormal con ellos y los otros dos vectores. En el segundo caso,
cuando D < 0, los dos vectores propios ξ± son complejos conjugados y ortogonales. Se
pueden escoger, apropiadamene, los factores de normalización N± de tal manera que

ξ+ · ξ+ = ξ− · ξ− < 0, (2.44)

y entonces los vectores propios se pueden escribir como

ξa
± = ξa

R + i ξa
I , (2.45)
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con

ξR · ξR < 0, (2.46a)

ξI · ξI > 0, (2.46b)

ξR · ξI = 0. (2.46c)

Normalizando las partes real e imaginaria de los vectores propios, se tiene nuevamente una
tétrada ortonormal formada con ξR, ξI y los otros dos vectores propios. Finalmente, D = 0,
λ+ = λ− y los dos vectores propios ξ± son colineales y nulos, ξ± ·ξ± = 0. Estos vectores nulos
se pueden expresar apropiadamente en términos de un vector temporal y uno espacial y se
tiene nuevamente una tétrada ortonormal. Además, se puede probar fácilmente que todas las
cantidades que caracterizan el tensor energía-momentum son funciones continuas de D. De
acuerdo con ello, se puede considerar el caso D = 0 como el límite de los casos anteriores
cuando D→ 0.

En resumidas cuentas, en los tres casos se obtiene una tétrada ortonormal asociada con
los vectores propios. Esta tétrada se puede escribir apropiadamente como

Va =
ea

(0)
+ vea

(1)√
1 − v2

, (2.47a)

Xa = −ν
[
vea

(0)
+ ea

(1)√
1 − v2

]
, (2.47b)

Ya = ea
(2)
, (2.47c)

Za = ea
(3)
, (2.47d)

donde

v =

{
(νA

√
D − A)/2C; D ≥ 0,

(νC

√−D − 2C)/A; D ≤ 0,
(2.48)

con νC = C/|C|, ν = 1 cuando D > 0 y ν = νC cuando D < 0.
La tétrada ortonormal {Va, Xa,Ya,Za} es comóvil con el disco, tal que el vector velocidad

del disco está dado por el vector propio temporal Va. De acuerdo con ello, la velocidad
“tangencial” o “circular” del disco v, medida por el LSO, está dado por (2.48). Ahora, es
fácil ver que en todos los casos se tiene que

|v| < 1, (2.49)

y que

lı́m
D→0
|v| = 1. (2.50)

Esto es, la velocidad tangencial de los discos es siempre menor que la de la luz y solo alcanza
este valor cuando D = 0, el caso cuando se tiene un vector propio nulo.
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2.4.2. Contenido Físico del Tensor Energía-Momentum
Expresado en términos de la tétrada comovil {Va, Xa,Ya,Za}, el SEMT se puede escribir

en la forma canónica

S ab = εVaVb + p1 XaXb + p2YaYb + q(VaXb + XaVb). (2.51)

Entonces el SEMT representa un fluido general con flujo de calor diferente de cero. La
densidad de energía del disco está dada por

ε =

{
(νA

√
D − B)/2, D ≥ 0,

−B/2, D ≤ 0,
(2.52)

mientras que

p1 =

{
(νA

√
D + B)/2, D ≥ 0,

B/2, D ≤ 0,
(2.53)

es el esfuerzo principal en la dirección de Xa, y

p2 = S (2)(2) (2.54)

es el esfuerzo principal en la dirección de Ya. El vector flujo de energía está dado por S a =

−S a
bVb. Entonces, usando la expresión (4.4) para el SEMT y la ortormalidad de la tétrada

comovil, se puede escribir
S a = εVa + qXa, (2.55)

de modo que el flujo de energía tiene dos contribuciones: la del “flujo de energía cinética”

εa = εVa, (2.56)

y la del vector flujo de calor,
qa = qXa, (2.57)

donde

q =

{
0, D ≥ 0,√−D/2, D ≤ 0,

(2.58)

es la función de calor.
La condición débil de energía requiere que la densidad de energía sea no negativa,

ε ≥ 0, (2.59)

mientras que la condición de energía fuerte es equivalente a la condición

ρ ≥ 0, (2.60)

donde
ρ = ε + p1 + p2 (2.61)
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es la “densidad newtoniana efectiva”. Finalmente, la condición dominante de energía re-
quiere que el vector flujo de energía sea temporal o nulo,

S aS a ≤ 0. (2.62)

El SEMT (4.4) satisfará las condiciones anteriores cuando

|q| ≤ |ε |, (2.63)

garantizándose así la propagación causal de la energía.

2.5. El Modelo de Contrarrotación
Ahora se considerará, con base en las referencias [20], [50] y [16], la posibilidad de que

el SEMT S ab y la densidad de corriente ja se puedan expresar como la superposición de dos
fluidos cargados contrarrotantes que circulan en direcciones opuestas. Así, se supone que
S ab y ja se pueden escribir como

S ab = S ab
+ + S ab

− , (2.64a)

ja = ja
+ + ja

−, (2.64b)

con el SEMT y la densidad superficial de corriente de los fluidos contrarrotantes prógrados
y retrógrados dados, respectivamente, por

S ab
+ = (ε+ + p+) Ua

+Ub
+ + p+ hab, (2.65a)

S ab
− = (ε− + p−) Ua

−U
b
− + p− hab, (2.65b)

ja
+ y ja

−, donde
hab = gab − ea

(3)
eb

(3)
, (2.66)

es la métrica inducida sobre la hipersuperficie z = 0.
Con el fin de descomponer (2.64a), inicialmente se escribe el SEMT como

S ab = {S (0)(0) + S (2)(2)} ea
(0)

eb
(0)

+ {S (1)(1) − S (2)(2)} ea
(1)

eb
(1)
− S (0)(1){ea

(0)
eb

(1)
+ ea

(1)
eb

(0)
} + S (2)(2)h

ab. (2.67)

Ahora, si Ua
± = (U0

±,U
1
±, 0, 0) son respectivamente los vectores velocidad de los dos fluidos

contrarrotantes, su proyección sobre la tétrada del LSO da

Ua
+ =

ea
(0)

+ u+ea
(1)√

1 − u2
+

, (2.68a)

Ua
− =

ea
(0)

+ u−ea
(1)√

1 − u2−
, (2.68b)

donde u± = U (1)
± /U

(0)
± son las velocidades tangenciales de los fluidos contrarrotantes con

respecto a la tétrada LSO.
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Ahora, expresando los vectores de la tétrada ea
(0)

y ea
(1)

en términos de los vectores veloci-
dad Ua

+ y Ua
− mediante el uso de (2.68a) and (2.68b), se obtiene

S ab =
f (u−, u−)(1 − u2

+)
(u+ − u−)2 Ua

+Ub
+ +

f (u+, u+)(1 − u2
−)

(u+ − u−)2 Ua
−U

b
−

− f (u+, u−)[(1 − u2
+)(1 − u2

−)]
1
2

(u+ − u−)2

{
Ua

+Ub
− + Ua

−U
b
+

}
+ S (2)(2)h

ab, (2.69)

donde
f (u1, u2) = {S (0)(0) + S (2)(2)}u1u2 + S (0)(1){u1 + u2} + {S (1)(1) − S (2)(2)}. (2.70)

entonces, con el fin de escribir el SEMT en la forma (2.64a), los términos mixtos tienen que
anularse y las velocidades tangenciales de contrarrotación estarán relacionadas por

f (u+, u−) = 0, (2.71)

donde se asume que u± , 1. Así, el SEMT se puede escribir como la superposición de
dos fluidos cargados si, y solo si, la ecuación anterior admite una solución tal que u+ ,
u−. Este último resultado generaliza la obtenida en [22] y es completamente equivalente a
la condición necesaria y suficiente obtenida en [16]. Sin embargo, la relación anterior no
determina u± únicamente y por consecuencia existe cierta libertad en la escogencia de los
vectores Ua

±.
De otra parte, asumiendo un escogencia dada para las velocidades de contrarrotación en

acuerdo con la ligadura (2.71), se puede escribir el SEMT y la densidad de carga eléctrica
de los fluidos como (2.64a) con

ε+ + p+ =

[
1 − u2

+

u− − u+

] [
{S (0)(0) + S (2)(2)}u− + S (0)(1)

]
, (2.72a)

ε− + p− =

[
1 − u2

−
u+ − u−

] [
{S (0)(0) + S (2)(2)}u+ + S (0)(1)

]
, (2.72b)

p+ + p− = S (2)(2) , (2.72c)

σ± =

√
1 − u2±

u± − u∓
( j(1) − j(0)u∓) (2.72d)

y, con las expresiones anteriores, adicionalmente se obtiene la relación

ε+ + ε− = S (0)(0) − S (1)(1) + S (2)(2) . (2.73)

Estas expresiones son la generalización estacionaria de la obtenida en [22] para el caso
estático y también son equivalentes a las expresiones en [16]. Nótese que la densidad de
energía, ε±, y la presión, p±, no están unicamente definidas por las relaciones anteriores,
tampoco para valores definidos de u±. Acordemente, se necesita imponer alguna condición
adicional sobre la densidad de energía y presión con el fin de determinar completamente el
CRM.



24 Capítulo 2. Modelos Relativistas de Discos Delgados con Campo Electromagnético

2.5.1. Determinación de las Velocidades de Contrarrotación

Tal como se anotó en la sección anterior, es necesariio suponer alguna relación adicional
entre las velocidades de contrarrotación con el fin de determinar completamente el CRM.
La más simple, y comunmente considerada, posibilidad es tomar las dos velocidades tan-
genciales de contrarrotación como iguales y opuestas; esto es,

u+ = − u− = u, (2.74)

donde u es obtenida a partir de (2.71) y viene dada por

u2 =
S (1)(1) − S (2)(2)

S (0)(0) + S (2)(2)

=
RΛ,z − R,z
R(2Φ,z − Λ,z)

. (2.75)

Ahora, con el fin de que las expresiones anteriores tengan sentido, se necesita imponer la
condición adicional

0 < u2 < 1, (2.76)

ya que, si esta última condición no es satisfecha, no se puede obtener un CRM bien definido.
Sin embargo, puede pasar que la solución considerada satisfaga las condiciones anteriores
sólo en una región parcial del disco y, si este es el caso, la correspondiente interpretación
del CRM es válida sólo parcialmente.

Otra posibilidad comunmente aceptada es suponer que los dos fluidos se mueven a lo
largo de electrogeodésicas. Con el fin de analizar esta posibilidad, se escriben los vectores
velocidad como Ua

± = U0
±(1,Ω±, 0, 0), de tal modo que la ecuación de la electrogeodésica es

(para ver detalles de la obtención de esta ecuación ver Apéndice A)

1
2

(U 0
± )2(g00,r + 2g01,rΩ± + g11,rΩ

2
±)(ε± + p±) − p±,r = −σ±U0

±
(
At,r + Aϕ,rΩ±

)
, (2.77)

donde, como se sabe, Ω± = Uϕ
±/U t

± son las velocidades angulares de los fluidos contrarro-
tantes.

En conclusión, las velocidades tangenciales de contrarrotación pueden ser determinadas
explícitamente si y sólo si se asume una condición adicional entre ellas, como por ejemplo
que estas sean iguales y opuestas o la condición de movimiento de los fluidos a lo largo
de electrogeodésicas. Ahora, puede pasar que las soluciones obtenidas no satisfagan niguna
de estas condiciones. Esto es, las velocidades de contrarrotación, en general, no son de-
terminadas completamente mediante las ligaduras (2.71). Entonces, el CRM es en general
indeterminado dado que las densidades de energía y las presiones no pueden ser escritas ex-
plícitamente sin un conocimiento previo de las velocidades tangenciales de contrrrotación.
En efecto, como se muestra en [16] y [33], se puede interpretar el SEMT en términos de una
familia 2-paramétrica de fluidos perfectos.
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2.5.2. Determinación de las Presiones y Densidades de Energía de Con-
trarrotación

Supóngase ahora que las velocidades tangenciales de contrarrotación se conocen a través
de una de las dos vías (o mediante otro camino) descritas en la sección anterior, se obtendrán
entonces las expresiones para las densidades de energía y las presiones de los dos fluidos
contrarrotantes. Como ya se dijo, el sistema (2.72a) – (2.72c) es, en general, indeterminado.
Así que no es posible obtener las densidades y presiones sin una condicion adicional. No
obstante, si S (2)(2) = 0, se puede obtener una solución del sistema (2.72a) – (2.72c) bajo la
condición que los “esfuerzos” de contrarrotación sean positivas (presiones). Así, se tiene
que las presiones son

p+ = p− = 0, (2.78)

de tal modo que el SEMT (2.36) puede interpretarse como el correspondiente a dos fluidos
de polvo contrarrotantes.

Con los resultados anteriores, las expresiones (2.72a) y (2.72b) se reducen a

ε+ =
S (0)(0)u− + S (0)(1)

(u− − u+)(1 − u2
+)−1

, (2.79a)

ε− =
S (0)(0)u+ + S (0)(1)

(u+ − u−)(1 − u2−)−1
, (2.79b)

y entonces todas las cantidades que caracterizan el CRM están completamente determinadas.
Como se puede ver, las densidades de energía de los dos fluidos de polvo contrarrotantes
son diferentes, también cuando se tiene iguales y opuestas velocidades tangenciales. Sin
embargo, si S (0)(1) = 0 y las velocidades tangenciales son iguales y opuestas, las densidades
de los dos fluidos de polvo son iguales y opuestas.

De otro lado, cuando S (2)(2) , 0, se tiene que imponer una condición adicional con el fin
de obtener explícitamente las expresiones para las densidades y presiones. Una posible, y
común condición es suponer que las densidades de energía de los dos fluidos contrarrotantes
son iguales. Así, la ecuación (2.73) conduce a

ε+ = ε− =
1
2
{S (0)(0) − S (1)(1) + S (2)(2)}, (2.80)

mientras que las ecuaciones (2.72a) – (2.72b) conducen a

p+ =
{
S (2)(2) − [S (0)(0) + S (1)(1)] [(u+ + u−)/(u+ − u−)]

}
/2 − S (0)(1) [(1 + u+u−)/(u+ − u−)] ,(2.81a)

p− =
{
S (2)(2) + [S (0)(0) + S (1)(1)] [(u+ + u−)/(u+ − u−)]

}
/2 + S (0)(1) [(1 + u+u−)/(u+ − u−)] .(2.81b)

Así, las presiones de los dos fluidos contrarrotantes son diferentes, también cuando las ve-
locidades tangenciales son iguales y opuestas. Las presiones son iguales sólo si S (0)(1) = 0 y
las velocidacdes tangenciales son iguales y opuestas.
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Ahora, en lugar de suponer que las dos densidades son iguales, se puede suponer que las
presiones son iguales, así que la ecuación (2.72c) conduce a

p+ = p− = S (2)(2)/ 2, (2.82)

y las ecuaciones (2.72a) – (2.72b) conducen a

ε+ =
[
S (2)(2)/ 2

]
−

[
(S (0)(0)u− + S (1)(1)u+)/(u+ − u−)

]
− S (0)(1) [(1 + u+u−)/(u+ − u−)] ,(2.83a)

ε− =
[
S (2)(2)/ 2

]
+

[
(S (0)(0)u− + S (1)(1)u+)/(u+ − u−)

]
+ S (0)(1) [(1 + u+u−)/(u+ − u−)] .(2.83b)

Así, se tiene entonces dos fluidos contrarrotantes con diferentes densidades de energía, tam-
bién cuando las velocidades son iguales y opuestas y, como en los previos casos, las densi-
dades de energía son iguales sólo si S (0)(1) = 0 y las velocidades tangenciales son iguales y
opuestas.
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3.1. Introducción

A continuación se presenta una familia infinita de discos de polvo cargados eléctrica-
mente. Estos discos, axialmente simétricos de extensión finita, se obtienen solucio-

nando las ecuaciones de Einstein-Maxwell para espaciotiempos conformestáticos, los cuales
se caracterizan por sólo una función métrica. Con el fin de obtener las soluciones, se esta-
blece una relación funcional entre la función métrica y el potencial eléctrico. También se
supone que la función métrica depende de otra función auxilar, la cual se toma como una
solución de la ecuación de Laplace [31]. Las soluciones para la función auxiliar elegidas
corresponden a las dadas por la familia de discos generalizados de Kalnajs obtenidas por
González y Reina [29], expresadas en términos de las coordenadas esferoidales oblatas, las
cuales corrsponden a una familia de discos newtonianos delgados axialmente simétricos de
radio finito. Los discos relativistas delgados obtenidos tienen densidad de carga que es igual,
excepto por un signo, a su densidad de masa. De modo que la densidad de energía de los dis-
cos es siempre positiva y bien comportadas, anulándose en el borde del disco. Acordemente,
como los discos obtenidos están conformados por polvo, su tensor energía-momentum es-
tá de acuerdo con todas las condiciones de energía. El presente capítulo corresponde a la
versión en lengua española del trabajo [25].
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3.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones tipo Dis-
cos Delgados Finitos Conformestáticos

Como es sabido, para la descripción de un espaciotiempo estacionario axialmente simé-
trico puede tomarse el elemento de linea de Weyl-Lewis-Papapetrou en coordenadas canó-
nicas de Weyl dado por (2.5). Ahora bien, si se hace la transformación

R → r, (3.1a)

Z → z, (3.1b)

y en (2.5) se escoge Π = 0, para la función métrca Π, mientras que para la otra función
métrica Ψ se toma Ψ = λ, donde λ es función sólo de r y z, se tiene el tensor met́rico
correspondiente a un espaciotiempo comformestacionario axialmente simétrico. En el caso
particular en queA = 0 se obtiene entonces el elemento de linea

ds2 = − e2λdt2 + e−2λ(r2dϕ2 + dr2 + dz2), (3.2)

el cual corresponde a un espaciotiempo conformestático axialmente simetríco. Este tipo de
métricas pueden interpretarse geométricamente como métricas en las cuales la parte espa-
cial es conformalmente plana o, dicho en otros términos, que su parte espacial es obtenida a
partir de una transformación conforme de la parte espacial de la métrica minkowskiana. Co-
mo se verá más adelante, este tipo de métricas corresponden al exterior de configuraciones
constituidas por polvos estáticos eléctricamente cargados en los cuales la fuerza eléctrica y
la gravitacional se encuentran en perfecto balance [80].

Ahora bien, para la métrica 3,2 el sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacío
en unidades geometrizadas tal que c = G = µ0 = ε0 = 1 es equivalente a

∇2λ = e−2λ∇φ · ∇φ, (3.3)

∇2φ = 2 ∇λ · ∇φ, (3.4)

λ,iλ, j = e−2λφ,i φ, j, (3.5)

donde los índices i, j = 1, 2, 3 y ∇ es el operador diferencial usual en coordenadas cilín-
dricas y se ha escogido el potencial electromagnético en la forma

Aa = (At = −φ, 0, 0, 0), (3.6)

y se ha supuesto que tanto la función métrica como el potencial eléctrico son idependientes
de t.

Con el propósito de solucionar el sistema de ecuaciones anterior, primero se esupone que
el potencial eléctrico φ es funcionalmente dependiente de la función métrica λ, φ = φ(λ), tal
que la ecuación (3.5) implica que

[φ′(λ)]2 = e2λ, (3.7)



3.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones tipo Discos Delgados Finitos
Conformestáticos 29

cuya solución está dada por
φ = ±eλ + k1, (3.8)

con k1 una constante de integración arbitraria. Bajo esta solución, el sistema de ecuaciones
(3.3)-(3.4) se reduce únicamente a la ecuación diferencial parcial no lineal,

∇2λ = ∇λ · ∇λ, (3.9)

para la función métrica λ. Si ahora se asume una dependencia funcional para la función
métrica λ(U), donde U es una función auxiliar elegida como una solución de la ecuación
de Laplace, la ecuación (3.9) se reduce a

λ′′(U) =
[
λ′(U)

]2 , (3.10)

cuya solución viene dada por

eλ =
k3

U + k2
, (3.11)

donde k2 y k3 son constantes de integración.
Como es natural, si se espera un comportamiento físicamente apropiado en el ifinito, se

imponen algunas condiciones en las soluciones. Así, con el fin de obtener un espaciotiempo
asintóticamente plano, se exige que eλ = 1 en el infinito. También es necesario que φ = 0
en el infinito, dado que se pretende obtener fuentes de extensión finita. Consecuentemente,
se considerarán para la función U sólo aquellas soluciones de la ecuación de Laplace que
exhiban el comportamiento U = 0 en el infinito. De esta manera, tomando k2 = k3 se obtiene
el comprtamiento deseado para λ. Finalmente, para completar las exigencias impuestas sobre
el comprtamiento de φ, se toma k1 = ∓1, así que la ecuación (3.8) puede ser escrita como

φ = ±
[

k
U + k

− 1
]
, (3.12)

donde las constantes han sido renombradas como k2 = k3 = k.
Como se puede ver de (3.11) y (3.12), las soluciones del sistema de ecuaciones de

Einstein-Maxwell (3.3)-(3.4) son expresadas en términos U, una solución de la ecuación
de la ecuación de Laplace. De manera que, con el objetivo de tener soluciones correspon-
dientes a discos delgados finitos a se considerarán sólamente soluciones de la ecuación de
Laplace que describan propiamente fuentes discoidales Newtonianas de radio finito. Esta
clase de soluciones se pueden obtener introduciendo las coordenaadas esferoidales oblatas,
las cuales se adaptan en forma natural a la fuente debido a la geometría de estas fuentes.
Estas coordenadas están relacionadas con las coordenadas cilíndricas a través de las expre-
siones [60]

r2 = a2(1 + ξ2)(1 − η2), (3.13a)

z = aξη, (3.13b)

donde 0 ≤ ξ < ∞ y −1 ≤ η < 1. El disco tiene coordenadas ξ = 0, 0 ≤ η2 < 1 y, a través del
disco, η cambia de signo pero no cambia su valor absoluto.
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El comportamiento singular de la coordenada η implica que un polinomio de η con
potencia par siempre es continuo en cualquier parte pero presenta una discontinuidad en las
derivadas con respecto de η en el disco. Acordemente, la solución general de la ecuación de
Laplace correspondiente a una fuente tipo disco delgada axialmente simétrica de radio finito
a puede expresarse como [2]

U(ξ, η) = −
∞∑

n=0

C2nq2n(ξ)P2n(η), (3.14)

donde los P2n(η) son los polinomios de Legendre de orden 2n y q2n(ξ) = i2n+1Q2n(iξ), con
Q2n(iξ) las funciones de Legendre de segunda clase con argumento imaginario. Los C2n son
constantes que habrán de ajustarse apropiadamente de acuerdo a la solución en particular
y están directamente relacionadas con la densidad de masa Newtoniana de la fuente con-
siderada. En la próxima sección se presenta una escogencia particular de estas constantes
correspondientes a una familia infinita de discos con una densidad superficial de masa bien
comportada, la familia de discos generalizados de Kalnaj recientemente presentados por
González y Reina [29].

Ahora bien, para la métrica (3.2), la única cmponente diferente de cero Qa
b es

Q0
0 = −e2λλ,z

2π
, (3.15)

por lo tanto, la única componente diferente de cero del tensor energía-momentum superficial
S a

b está dado por

S 0
0 = −eλλ,z

2π
, (3.16)

donde todas las cantidades son evaluadas en z = 0+.
El tensor energía-momentum superficial del disco y la densidad superficial de corriente

pueden escribirse como

S ab = εVaVb, (3.17a)

ja = σVa (3.17b)

donde
Va = e−λ(1, 0, 0, 0) (3.18)

es el vector velocidad de la distribución de materia. Como consecuencia de lo anterior, la
densidad de energía y la densidad de carga eléctrica de la distribución de materia están dadas
por

ε =
eλλ,z
2π

, (3.19)

σ = −φ,z
2π
, (3.20)
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respectivamente. Ahora, mediante el uso de (3.8), la expresión (3.20) puede ser escrita como

σ = ∓ε, (3.21)

tal que la densidad de carga eléctrica de los discos es igual, excepto por un signo, a su
densidad de masa. Por consecuencia, las fuerzas eléctrica y gravitacional están en perfecto
balance, como en las configuraciones de ECD; tal como se mencionó en la introducción al
capítulo.

Ahora, en el contexto de la relatividad general es necesario que el tensor energía-momentum
satisfaga ciertos condiciones enmarcadas en las condiciones de energía debil, fuerte y domi-
nante [35]. En efecto, para el caso de discos de polvo, todas estas condiciones se reducen a
la condición que la densidad de energía es mayor o igual que cero, ε ≥ 0. De otra parte, de
la ecuación (3.11), se tiene que la densidad de energía puede ser escrita como

ε = − kΣ

(U + k)2 , (3.22)

donde
Σ =

U,z

2π
(3.23)

es la densidad de masa Newtoniana de una fuente discoidal con potencial gravitacional dada
por U. Acordemente, si la densidad de masa Newtoniana Σ es no negativa en todas partes, la
correspondiente densidad de energía relativista ε será también no negativa en cualquier parte
sólo si k < 0. Así entonces, como se quiere que el tensor enrgía-momentum esté de acuerdo
con as condiciones de energía, las costantes C2n en C2n deben de escogerse apropiadamente
de tal modo que Σ ≥ 0. Además, si se tiene un potencial newtoniano U negativo en cualquier
parte, tal como se espera para fuentes Newtonianas compactas, entonces la densidad de
enegía ε será no singular en el disco.

3.3. Una Familia Particular de Discos
Ahora se restringirá el modelo general estudiado en la sección anterior considerando

una familia particular de discos con densidad superficial de energía bien comportada. Los
miembros de la familia de discos se expresan en términos de soluciones particulares de la
ecuación de Laplace Um obtenidas escogiendo apropiadamente las constantes de la solu-
ción general (3.14). La solución particular representa el potencial gravitacional de un disco
delgado finito con densidad de masa dada por

Σm(r) =
(2m + 1)M

2πa2

[
1 − r2

a2

]m− 1
2

, (3.24)

donde M y a son, respectivamente, la masa total y el radio del disco y se tiene que m ≥ 1.
Para cada valor de m, las constantes C2n están defiidas a través de la relación [29]

C2n =
K2n

(2n + 1)q2n+1(0)
, (3.25)
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donde

K2n =
M
2a

 π
1/2 (4n + 1) (2m + 1)!

22m(m − n)!Γ(m + n + 3
2 )

 (3.26)

para n ≤ m, y C2n = 0 para n > m. En la tabla 3.1 se listan los valores diferentes de cero
para los primeros seis miembros de la familia. Así, usando estas consatntes en la solución
general (3.14), se puede ver que el potencial gravitacional Um será no negativo siempre, tal
como se impuso en las secciones previas.

Con los valores anteriores para las contantes C2n, se puede calcular fácilmente la densi-
dad de energía de los discos usando la ecuación (3.22). Ahora, con el fin de ilustrar gráfi-
camente el comportamiento de los diferentes modelos particulares, primero se introduecen
cantidades adimensionales a través de las relaciones

Ũm(r̃) =
aUm(r̃)

M
, (3.27)

Σ̃m(r̃) =
πa2Σm(r̃)

M
, (3.28)

ε̃m(r̃) = πaεm(r̃), (3.29)

donde r̃ = r/a, 0 ≤ r̃ ≤ 1, y Um(r̃) es evaluada en z = 0+.
Consecuentemente, las densidades adimensionales de energía ε̃(r̃) pueden escribirse co-

mo

ε̃m(r̃) = − k̃Σ̃m(r̃)
[Ũm(r̃) + k̃]2

, (3.30)

con k̃ = (ka)/M.
Así, usando las anteriores expresiones y los valores de las constantes C2n dados en la

tabla 3.1, se obtienen las siguientes expresiones

ε̃1 = − 3k̃
√

1 − r̃2

2[k̃ + 3π
8 (r̃2 − 2)]2

, (3.31)

ε̃2 = − 5k̃(1 − r̃2)3/2

2[k̃ − 15π
128 (3r̃4 − 8r̃2 + 8)]2

, (3.32)

ε̃3 = − 7k̃(1 − r̃2)5/2

2[k̃ + 35π
512 (5r̃6 − 18r̃4 + 24r̃2 − 16)]2

, (3.33)

ε̃4 = − 9k̃(1 − r̃2)7/2

2[k̃ − 315π
32768 (35r̃8 − 160r̃6 + 288r̃4 − 256r̃2 + 128)]2

, (3.34)

ε̃5 = − 11k̃(1 − r̃2)9/2

2[k̃ + 693π
131072(63r̃10 − 350r̃8 + 800r̃6 − 960r̃4 + 640r̃2 − 256)]2

, (3.35)

ε̃6 = − 13k̃(1 − r̃2)11/2

2[k̃ − 3003π
2097152(231r̃12 − 1512r̃10 + 4200r̃8 − 6400r̃6 + 5760r̃4 − 3072r̃2 + 1024)]2

,(3.36)
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Cuadro 3.1: Las constantes C2n para m = 0, ..., 6.

m C0 C2 C4 C6 C8 C10 C12

1 M
a

M
a

2 M
a

10M
7a

3M
7a

3 M
a

5M
3a

9M
11a

5M
33a

4 M
a

20M
11a

162M
143a

4M
11a

7M
143a

5 M
a

25M
13a

18M
13a

10M
17a

35M
247a

63M
4199a

6 M
a

2M
a

27M
17a

260M
323a

5M
19a

378M
7429a

33M
7429a

para las densidades de energía de los seis primeros modelos.
En la figura 3.1 se grafica, la densidad de energía superficial adimensional ε̃m como una

función de r̃ para los primeros seis modelos con m = 1, 2, 3, 4, 5 y 6. En cada caso, se
grafica ε̃m(r̃) para 0 ≤ r̃ ≤ 1 con diferentes valores de los parámetros k̃. Primero se toma
k̃ = −0,25, la curva en la parte inferior en cada cuadro, y luego k̃ = −0,5, −1, −2, −4 and −8.
Como se puede ver, en todos los casos la densidad de energía es positiva en todas partes y
se anula en el borde del disco. Nótese que exhibe diferentes comportamientos dependiendo
de los valores de m y k̃. Así, para los primeros dos modelos con m = 1 y m = 2, se encuentra
que para pequeños valores de |k̃| la densidad de energía presenta un máximo cerca el borde
del disco, mientras que para valores grandes de |k̃| el máximo ocurre en el centro del disco.
De otra parte, para m > 3 se encuentra que los valores de |k̃| el máximo de la densidad de
energía ocurre en el centro del disco.

También se puede ver que como los valores m se incrementan, la densidad de energía se
concentra más en el centro del disco. También, conforme m aumenta el valor de la densidad
de energía en la parte central de los discos se incrementa de modo que, para un valor dado
de k̃, la densidad de energía central es mayor para valores mayores de m. De otra parte, en
el borde de los discos el comportamiento es opuesto, los valores de la densidad de energía
decrecen conforme m se incrementa. Ahora, con la intención de ver esto, en la figura 3.2 se
grafica la densidad de energía adimensional ε̃m como una función de r̃ con k̃ = −1 para los
modelos de discos con m = 1, ... , 6. Finalmente, para un valor dado de m, el valor de la
densidad de energía crece con el valor de |k̃|, pero luego decrece conforme|k̃| se incrementa.
Esto se describe en la figura 3.3 donde se grafica la densidad de energía adimensional en
el centro de los discos, ε̃(0), como función de k̃ para los mismos seis modelos previamente
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Figura 3.1: Densidad de energía superficial ε̃m en función de r̃ para los primeros seis modelos
de discos con m = 1, 2, 3, 4, 5, 6. En cada caso, se grafica ε̃m(r̃) para 0 ≤ r̃ ≤ 1 con diferentes
valores del parámetro k̃. Primero se toma k̃ = −0,25, la curva en la parte inferior, y luego
k̃ = −0,5, −1, −2, −4 y −8.

considerados. Ahora bien, como la densidad de carga de los discos es igual, excepto por
un signo, a su densidad de energía, todos los análisis previos son también aplicables al
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Figura 3.2: Densidad de energía superficial ε̃m en función de r̃ con k̃ = −1 para los seis
modelos de discos con m = 1, ... , 6.
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Figura 3.3: Densidad de energía superficial en el centro de los discos, ε̃(0), en función de k̃
para los mismos seis modelos de discos previamente considerados.

comportamiento de la densidad superficial de carga de los modelos.
A manera de conclusión del tema estudiado en el presente capítulo se puede decir que,

se ha presentado una familia infinita de discos axialmente simétricos de extensión finita
con densidad superficial de energía y carga eléctrica bien comportados. Los discos fueron
obtenidos solucionando el sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacío para un
espaciotiempo conformestático. Con el fin de obtener las soluciones, se asumió una depen-
dencia funcional entre el potencial eléctrico y la función métrica y entre esta y una función
auxiliar. las soluciones fueron entonces expresadas en términos de una solución de la ecua-
ción de Laplace correspondiente a una familia de discos newtonianos delgados de radios
finitos, los discos de Kalnajs generalizados [29].

Los discos delgados relativistas aquí presentados poseen una densidad de carga eléctrica
que es igual, excepto por un signo, a su densidad de energía, constituyendo así un ejemplo
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de los comúnmente llamadas “discos contrapuestos eléctricamente”. La densidad de energía
de los discos es siempre positiva y bien comportada, cayendo a cero en el borde. También,
conforme los valores de m se incrementan, la densidad de energía es más concentrada en
el centro de los discos, con un máximo en r = 0 para todos los valores de |k̃|. No obstante,
para los dos primeros modelos con m = 1 y m = 2, para valores pequeños de |k̃| la densidad
energía presenta un máximo cerca al borde del disco, mientras que para valores grandes de
|k̃| el máximo ocurre en el centro del disco.

Además, como la densidad de energía de los discos es siempre positiva y los discos están
constituidos por polvo, todos los modelos están en completo acuerdo con todas las condi-
ciones de energía, un hecho de particular relevancia en el estudio de modelos relativistas de
discos delgados. En efecto, tal como se mencionó en la introducción al capítulo, muchos de
los modelos relativistas de discos delgados estudiados en la literatura no está en completo
acuerdo con estas condiciones.

Como se puede ver de las ecuaciones en la sección 3.2, el procedimiento aquí expuesto
puede ser aplicado no sólo para obtener espciotiempos conformestáticos axisimétricos sino
también puede usarse para obtener soluciones no-axilmente simétricas de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell en el vacío. Por consecuencia, los modelos aquí expuestos pueden ser
generalizados tomando para la función auxiliar U soluciones de la ecuación de Laplace sin
la simetría axial impuesta. Esta idea sigue el curso de una trabajo pendiente. Del mismo
modo, la generalización a espaciotiempos conformestacionarios con campo magnético.
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4.1. Introducción

E n el capítulo a continuación, una familia de nuevas soluciones exactas de las ecua-
ciones de Einstein en el vacío para espaciotiempos estáticos axialmente simétricos es

presentada. Toda las funciones métricas de las soluciones son calculadas explícitamente y las
expresiones obtenidas son simples escritas en términos de las coornadas esferoidales obla-
tas. Además, las soluciones son asintoticamente planas y regulares en todas partes, tal como
se muestra calculando los escalares de curvatura. Estas soluciones describen una familia
infinita de discos de polvo delgados con un borde interno central, cuyas densidades de ener-
gía son siempre positiva y bien comportada, de tal modo que su tensor energía-momentum
satisface todas las condiciones de energía. Ahora, aunque los discos son de extensión infi-
nita, todos tienen masa finita. La superposición del primer miembro de esta familia con un
agujero negro de Schwararzschild fue presentada en [23].

También se presenta una familia infinita de soluciones exactas, completamente integrada
explícitamente, de las ecuaciones de Einstein correspondiente a la superposición de un disco
de polvo contrarrotante con un agujero negro. La solucion obtenida representa un disco
anular delgado infinito (un disco con un borde interno) alrededor de un agujero negro de
Scchwarzschild. La masa del disco es finita y el tensor de energía-momentum cumple con
todas las condiciones de energía. Además, la masa total del disco en presencia del agujero
negro es menor que cuando el disco está solo. La solución puede interpretarse también como
si describiera un disco delgado constituido por dos fluidos de polvo contrarrotantes que
satisfacen también las condiciones de energía.
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Con el fin de describir un espaciotiempo estático axialmente simétrico con un disco
infinitesimalmente delgado como fuente, se hace la transformación

R(r, z) → r,

Z(r, z) → z,

A(r, z) → 0,

Ψ(r, z) → Φ(r, z),

Π(r, z) → Λ(r, z),

que deja el elemento de Weyl-Lewys-Papapetrou (2.5) en la forma [78]

ds2 = − e2Φdt2 + e−2Φ[r2dϕ2 + e2Λ(dr2 + dz2)], (4.1)

en donde las coordenadas xa = (t, ϕ, r, z) son las usuales coordenadas cilíndricas, y se hace
uso del formalismo general descrito en el Capítulo 2 según el cual existe en el espaciotiempo
un disco infinitesimalmente delgado, localizado en la hipersuperficie z = 0, de modo que las
componentes del tensor métrico son funciones simétricas de z y que sus primeras derivadas
con respecto a z poseen una discontinuidad finita en z = 0.

Para esta métrica, las únicas componentes no nulas del tensor energía momentum Qab

son

2e2(Φ−Λ) [Λ,z − 2Φ,z
]

= Qt
t, (4.2a)

2e2(Φ−Λ)Λ,z = Qϕ
ϕ, (4.2b)

donde todas las cantidades son evaluadas en z = 0+. Ahora bien, usando la tétrada ortonor-
mal

Va = e−Φ δa
t , (4.3a)

Wa = eΦ δa
ϕ/r, (4.3b)

Xa = eΦ−Λ δa
r , (4.3c)

Ya = eΦ−Λ δa
z , (4.3d)

se puede escribir el tensor energía-momentum Qab en la forma canónica

Qab = εVaVb + pWaWb, (4.4)

donde ε y p son, respectivamente, la densidad de energía y la presión azimutal del disco. En
términos de estas cantidades, las condiciones de frontera pueden ser escritas como

4e2(Φ−Λ) [1 − rΦ,r
]
Φ,z = ε, (4.5a)

4e2(Φ−Λ)rΦ,rΦ,z = p, (4.5b)
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donde, como arriba, todas las cantidades son evaluadas en z = 0+.
Como se puede ver de las expresiones anteriores, el tensor energía-momentum más ge-

neral compatible con el elemento de linea (4.1), corresponde a una fuente discoidal con
densidad de energía y presión azimutal diferentes de cero. En acuerdo con esto, en lugar de
suponer prescripciones específicas para la densidad de energía y la presión azimutal, se solu-
cionarán las ecuaciones de Einstein requiriendo sólo que estas dos cantidades serán diferente
de cero en la superficie de un disco con un borde interno central. Luego, dada una solución,
esta puede usarse para obtener, a partir de las condiciones de frontera, las correspondientes
expresiones para la densidad de energía y la presión azimutal. Por consecuencia, las solu-
ciones corresponderán a la clase más general de discos estáticos delgados con borde interno
central que puedan ser obtenidos solucionando exactamente las ecuaciones de Einstein.

De esta manera, debido a que se pretende obtener una solución interpretable como un
disco delgado localizado en la hipersuperficie z = 0, con un borde interno central de radio
a, sólo es necesario imponer que

Φ,z(r, 0+) =



0 ; 0 ≤ r ≤ a,

f (r) ; r ≥ a,
(4.6)

con f (r) cualquier función arbitraria. Entonces, sólo después de hallar la solución más gene-
ral, se imponen condiciones adicionales dado que se quieren comportamientos físicamente
razonables. Así, con el fin de obtener un espaciotiempo asintoticamente plano, se requiere
que

lı́m
R→∞

Φ(r, z) = 0, (4.7a)

lı́m
R→∞

Λ(r, z) = 0, (4.7b)

donde R2 = r2 + z2. También, con el fin de tener regularidad en el eje de simetría, se requiere
que

Φ(0, z) < ∞, (4.8a)

Λ(0, z) < ∞. (4.8b)

También se requiere que

f (r) ≥ 0, (4.9a)

0 ≤ rΦ,r ≤ 1, (4.9b)

con tal que la densidad de energía y presión azimutal sean positiva en todas partes. Final-
mente, se necesita analizar la finitud de la masa total de los discos. Así, con esta intención,
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primero se toma la densidad de masa µ de los discos definida por

µ

2
= (Qab − 1

2
gabQ)VaVb, (4.10)

donde Q = gabQab y, como antes, todas las cantidades son evaluadas en z = 0+. Así, usando
(4.2) y (4.4), se tiene que la densidad de masa se reduce a

µ = ε + p. (4.11)

De otra parte, la masa total de los discos está dada por

M =

∫
µdΣ =

∫ 2π

0

∫ ∞

a
µeΛ−2Φrdrdϕ, (4.12)

donde dΣ = eΛ−2Φrdrdϕ es el elemento de área sobre la superficie del disco. Entonces,
usando (4.11), se puede escribir la masa total como

M = 2π
∫ ∞

a
(ε + p)eΛ−2Φrdr, (4.13)

donde ya se ha hecho la integración sobre ϕ.

4.2. Discos Delgados con Borde Interno Central

Con el propósito de solucionar las ecuaciónes de Einstein en el vacío, en primera instan-
cia se tiene que solucionar el problema de valor en la frontera para Φ. Ahora bien, debido
a la paridad de las funciones métricas respecto del la superficie del disco, es conveniente
escoger un nuevo sistema de coordenadas que se adapten naturalmente a la geometría de la
fuente deseada. Por tal razón, se introducen las coordenadas esferoidales oblatas definidas a
través de la relaciones

r2 = a2(1 + x2)(1 − y2), (4.14a)

z = axy, (4.14b)

donde −∞ < x < ∞ y 0 ≤ y ≤ 1. Así, cuando x = 0 se tiene que z = 0 y 0 ≤ r ≤ a,
mientras que cuando y = 0 se tiene que z = 0 y r ≥ a. Además, como x cambia de signo
al atravezar la superficie y = 0, pero no cambia en valor absoluto, esta coordenada presenta
una discontinuidad finita en y = 0. Entonces, una función par de x es continua en todas
partes pero tiene una derivada normal discontinua en y = 0. De otra parte, y es continua en
todas partes. En consecuencia, la superficie y = 0 describe un disco con un borde interno de
radio a, mientras que la superficie x = 0 describe un “hueco vacío” con borde en el disco.
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En las coordenadas esferoidales oblatas, el elemento de linea de Weyl (4.1) puede ser
escrito como

ds2 = − e2Φdt2 + a2(1 + x2)(1 − y2)e−2Φdϕ2 + a2(x2 + y2)e2(Λ−Φ)
[

dx2

1 + x2 +
dy2

1 − y2

]
,(4.15)

de modo que las ecuaciones de Einstein en el vacío se reducen a

[(1 + x2)Φ,x],x + [(1 − y2)Φ,y],y = 0, (4.16)

la ecuación de Laplace en coordenadas esferoidales oblatas, y el sistema sobredeterminado

Λ,x = (1 − y2)
[
x(1 + x2)Φ2

,x − x(1 − y2)Φ2
,y

− 2y(1 + x2)Φ,xΦ,y

]
/(x2 + y2), (4.17)

Λ,y = (1 + x2)
[
y(1 + x2)Φ2

,x − y(1 − y2)Φ2
,y

+ 2x(1 − y2)Φ,xΦ,y

]
/(x2 + y2), (4.18)

cuya integrabilidad está garantizada nuevamente por la ecuación (4.16).
De otra parte, usando (4.14a) y (4.14b), es fćil ver que

Φ,z(r, 0) =



Φ,x(0, y)/ay ; 0 ≤ r ≤ a,

Φ,y(x, 0)/ax ; r ≥ a.
(4.19)

Consecuentemente, como la simetría de reflexión de las soluciones implica que

Φ(−x, y) = Φ(x, y), (4.20a)

Φ,x(−x, y) = −Φ,x(x, y), (4.20b)

las condiciones (4.6) son equivalentes a

Φ,x(0, y) = 0, (4.21a)

Φ,y(x, 0) = F(x); x ≥ 0, (4.21b)

con F(x) una función arbitraria. La solución más general de la ecuación (4.16) con estas
condiciones de frontera está dada por [2]

Φ(x, y) =

∞∑

n=0

[A2nP2n(y) + B2nQ2n(y)]p2n(x), (4.22)

donde A2n y B2n son constantes, P2n(y) y Q2n(y) son los polinomios de Legendre y las funcio-
nes de Legendre de segunda clase, respectivamente, y p2n(x) = i−2nP2n(ix). En consecuencia,
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todas las soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vacío para espaciotiempos estáticos
con cualquier fuente axialmente simétrica como la considerada aquí son obtenidas tomando
para la función métrica Φ(x, y) cualquier elección particular de la solución general ante-
rior, o expresiones obtenidas a partir de estas soluciones por medio de operaciones lineales.
Ahora, en términos de las coordenadas esferoidales oblatas, la condición (4.7a) se escribe
como

lı́m
x→∞

Φ(x, y) = 0, (4.23)

mientras que la condición (4.8a) se escribe como

Φ(x, 1) < ∞. (4.24)

Así, debido al comportamiento de las funciones de Legendre, es claro que no es posible sa-
tisfacer las condiciones física (4.7) y (4.8) con cualquier escogencia particular de la solución
general (4.22). Sin embargo, considerando solo el primer término de la serie,

Φ0(x, y) = A0 + B0Q0(y), (4.25)

se obtiene una solución que es regular para todo y , 1. Entonces, si se toma A0 = 0, esta
solución puede escribirse como

Φ0(x, y) =
α

2
ln

[
1 + y

1 − y
]
, (4.26)

donde α es una constante arbitraria, de tal modo que una integración directa de (4.17)-(4.18)
da

Λ0(x, y) =
α2

2
ln

[
1 − y2

x2 + y2

]
, (4.27)

donde se ha tomado la constante de integración como cero. Como se puede ver, esta solución
es no asintóticamente plana ni regular en el eje de simetría.

Sin embargo, usando (4.5), se obtiene para la densidad de energía y la presión azimutal
las expresiones

ε = (4α/a)x2α2−1, (4.28)

p = 0, (4.29)

de tal modo que, si α > 0, los discos satisfacen todas las condiciones de energía [35]. Así,
para cualquier valor de α2 , 1

2 , la densidad de energía crece ilimitadamente, en el infinito
o en el borde interno del disco; mientras que para alfa α2 = 1

2 la densidad de energía es
siempre constante, tal que, en cualquier caso, la masa total del disco será infinita.

De otra parte, aunque las soluciones previas no tienen un comportamiento físico acep-
table, es posible usar esta como punto de partida para generar una solución nueva y bien



4.2. Discos Delgados con Borde Interno Central 43

comportada. Para este fin, se consideran las coordenadas esferoidales oblatas no sólo co-
mo funciones de las coordenadas cilíndricas, (r, z), sino también como paramétricamente
dependiente del radio a,

x = x(r, z; a), (4.30a)

y = y(r, z; a). (4.30b)

Asimismo, suponiendo también que Φ depende paramétricamente de a,

Φ = Φ(r, z; a), (4.31)

se puede obtener una nueva familia de soluciones aplicando la operación lineal

Φn+1(r, z; a) =
∂Φn(r, z; a)

∂a
, (4.32)

donde n es un entero, n ≥ 0.
Entonces, a partir de la “solución semilla” Φ0(x, y), es posible generar, por medio del

procedimiento previo, una nueva familia de soluciones que pueden ser escritas en la forma
simple

Φn(r, z; a) = Φn(x, y) =
αyFn(x, y)

an(x2 + y2)2n−1 , (4.33)

para n ≥ 1, donde los Fn(x, y) son funciones polinómicas cuyo mayor grado es 4n − 4, de
las cuales los tres primeros son,

F1 = 1,

F2 = x4 + 3x2(1 − y2) − y2,

F3 = 3x6(3 − 5y2) + 5x4(6y4 − 11y2 + 3)

− x2y2(3y4 − 31y2 + 30) − y4(y2 − 3),

pero todos ellos puede obtenerse fácilmente por medio de (4.32). Así, es fácil ver que

lı́m
x→∞

Φn(x, y) = 0, (4.34)

y que
Φn(x, 1) < ∞, (4.35)

están en completo acuerdo con las condiciones (4.7a) y (4.8a).
Ahora, con el fin de obtener las correspondientes funciones métricas Λn(r, z; a), se hace

la integración

Λn(r, z; a) = Λn(x, y) =

∫ y

1
Λ,y(x, y)dy, (4.36)
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tomando Λn(x, 1) = 0 para garantizar la regularidad en ele eje. Así, poniendo (4.33) en
(4.18), las soluciones pueden ser escritas en la forma simple

Λn(x, y) =
α2(2n − 2)!(y2 − 1)An(x, y)

4na2n(x2 + y2)4n , (4.37)

para n ≥ 1, donde los An(x, y) son funciones polinómicas, cuyo mayor grado es 8n − 2, de
los cuales se presentan aquí sólo los tres primeros

A1 = x4(9y2 − 1) + 2x2y2(y2 + 3) + y4(y2 − 1),

A2 = 2x12(9y2 − 1) − 4x10(51y4 − 41y2 + 2)

+ x8(735y6 − 1241y4 + 419y2 − 9) − x6y2(132y6

− 1644y4 + 1604y2 − 252) + x4y4(84y6 − 384y4

+ 1266y2 − 630) + 4x2y6(6y6 + 6y4 − 39y2 + 63)

+ 3y8(y6 + y4 + y2 − 3),

A3 = 3x16(1225y6 − 1275y4 + 315y2 − 9)

− 24x14(980y8 − 2095y6 + 1205y4 − 189y2 + 3)

+ 2x12(24255y10 − 89475y8 + 98472y6 − 36316y4

+ 3473y2 − 25) − 12x10y2(1835y10 − 16665y8

+ 34716y6 − 25292y4 + 6001y2 − 275)

+ 6x8y4(900y10 − 11946y8 + 50563y6 − 69397y4

+ 33365y2 − 4125) + 8x6y6(125y10 + 926y8

− 9079y6 + 24639y4 − 22290y2 + 5775)

+ 6x4y8(55y10 + 29y8 + 764y6 − 4808y4 + 8469y2

− 4125) + 12x2y10(5y10 + 5y8 + 80y4 − 301y2

+ 275) + y12(5y10 + 5y8 + 5y6 + y4 + 34y2 − 50),

todos ellos pueden obtenerse como un resultado del cálculo de la integral (4.36). Acorde-
mente, se tiene que

lı́m
x→∞

Λn(x, y) = 0, (4.38)

y que
Λn(x, 1) = 0, (4.39)

en completo acuerdo con las codiciones (4.7b) y (4.8b).

4.2.1. Comportamiento de las Soluciones
Como se puede ver de las expresiones en la sección previa, usando (4.32) se generó una

familia infinita de soluciones asintóticamente planas, todas con un comportamiento regular
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en el eje de simetría. De otra parte, parece ser que existe una singularidad en el borde interno
de los discos, cuando x = 0 and y = 0. Sin embargo, es fácil ver que esta aparente singula-
ridad es sólo una singularidad coordenada. Ahora bien , como es ampliamente conocido de
[78, 89], la caracterización invariante de la curvtura puede darse en términos de 14 escalares
construidos a partir del tensor de Riemann, Rabcd, y el tensor métrico, gab. Así que, en orden
a determinar la naturaleza de las aparentes singularidades, se tiene que calcular todos los
invariantes de curvatura para la familia de soluciones.

Ahora, para cualquier solución de las ecuaciones de Einstein, los invariantes de curvatura
son los 10 componentes nulos del tensor de Ricci, Rab = 0, más los cuatro escalares

KI = RabcdRabcd,

KII = Rab
klRklcdRabcd,

KIII =
εab

klRklcdRabcd√−g ,

KIV =
εab

klRkl
mnRmncdRabcd√−g ,

donde g = det gab y εabcd es el símbolo de Levi-Civita. Además, para cualquier solución de
Weyl los dos últimos invariantes se anulan identicamente, de modo que sólo es necesario
calcular KI y KII .

Usando las expresiones (4.33) y (4.37) para Φn(x, y) y Λn(x, y), se pueden tener los
escalares de curvatura como

KIn = −16α2e4(Φn−Λn)NIn(x, y)
a6n+4(x2 + y2)12n , (4.40a)

KIIn =
48α3e6(Φn−Λn)NIIn(x, y)

a8n+6(x2 + y2)16n , (4.40b)

donde NIn(x, y) y NIIn(x, y) son funciones polinómicas, cuyo máximo orden es 24n − 6 y
32n − 9, respectivamente, los cuales no se escriben debido a su gran extensión, pero que
todos se anulan en el borde interno de los discos,

NIn(0, 0) = NIIn(0, 0) = 0. (4.41)

Además, es fácil ver que, en cualquier vecindad alrededor de (0, 0), la diferencia entre
Φn(x, y) y Λn(x, y) se comporta como

Φn − Λn ≈ − α2

a2n(x2 + y2)2n , (4.42)
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de tal modo que

lı́m
(x,y)→(0,0)

e4(Φn−Λn)

(x2 + y2)12n = 0, (4.43a)

lı́m
(x,y)→(0,0)

e6(Φn−Λn)

(x2 + y2)16n = 0, (4.43b)

y los límites existen, cualquiera que sea la trayectoria escogida para aproximarse al punto
(0, 0). Acordemente, se tiene que

lı́m
(x,y)→(0,0)

KIn(x, y) = 0, (4.44a)

lı́m
(x,y)→(0,0)

KIIn(x, y) = 0, (4.44b)

y entonces la curvatura es regular en el borde interno de los discos.
Ahora, con el fin de analizar el comportamiento físico de las fuentes, se calculará la

densidad de energía y la presión azimutal para estas familias de discos. Así, usando (4.14a)
y (4.14b), se puede ver que

Φ,r(r, 0) =


√

1 + x2

ax

 Φ,x(x, 0), r ≥ a, (4.45)

y, usando (4.33), es fácil probar que

Φn,x(x, 0) = 0, n ≥ 1. (4.46)

Entonces, de (4.5b), se puede ver que

pn = 0. (4.47)

Esto es, todos los discos de la familia tienen presión azimutal cero.
De otro lado, usando las ecuaciones (4.5a), (4.19) y (4.33), la densidad superficial de

energía de los discos puede ser escrita como

εn(x) =
4αEn(x)
an+1x2n+1 exp

{
−α

2(2n − 2)!Bn(x)
22n−1a2nx4n

}
, (4.48)

donde x ≥ 0 y las cantidades En(x) positivo definidos de grado 2k, con k = (n − 1)/2 para n
impar y k = n/2 para n para, de los cuales a continuación se escriben sólo los tres primeros
términos,

E1(x) = 1,

E2(x) = x2 + 3,

E3(x) = 3(x2 + 5),
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mientras que los Bn(x) son polinomios positivo definidos de grado 4k, con k = (n−1)/2 para
n impar y k = n/2 para n impar, de cuyos tres primeros tres términos están dados por

B1(x) = 1,

B2(x) = 2x4 + 8x2 + 9,

B3(x) = 27x4 + 72x2 + 50.

De las expresiones anteriores se puede ver que, tomando α > 0, la densidad de energía
de los discos será positiva siempre,

εn(x) ≥ 0. (4.49)

Así, como la presión azimutal es cero, se tiene una familia infinita de discos de polvo que
están en completo acuerdo con todas las condiciones de energía. También es fácil que, para
cualquier valor de n, se tiene que

εn(0) = 0, (4.50a)

lı́m
x→∞

εn(x) = 0. (4.50b)

Esto es, la densidad de energía de los discos es cero en su borde interno y se anula en el
infinito. Además, como la presión azimutal, la densidad de masa de los discos se reduce a
su densidad de energía,

µn(x) = εn(x), (4.51)

tal que su comportamiento es el mismo que la densidad de energía.
Ahora, con el fin de mostrar el comportamiento de la densidad de energía, se grafica

la densidad superficial de energía adimensional ε̃n = aεn como funciones de la coordenada
radial adimensional r̃ = r/a. Así, en la figura 4.1, se grafica ε̃n como una función de r̃ para
los primeros tres términoss de la familia, con n = 1, 2 y 3, para diferentes valores de los
parámetros α̃n = α/an. Entonces, par cada valor de n, se tiene α̃n = 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3,
3,5 y 4. La primera curva de la izquierda corresponde a α̃n = 0,5, mientras que la última
curva en el lado derecho corresponde a α̃n = 4. Tal como se puede ver, en todos los casos la
densidad de energía superficial es siempre positiva, con un máximo cerca al borde interno
de los discos, y luego decrece rápidamente como r̃ crece. Se puede ver que, para un valor
fijo de n, conforme los valores de α̃n crecen, los valores de los máximos disminuyen y se
mueven hacia los valores en que r̃ crece. El mismo comportamiento se observa para un valor
fijo de α̃n incrementando n.

De otra parte usando, (4.13), (4.14a) y (4.51), la masa de los discos puede expresarse
como

Mn = 2πa
∫ ∞

0
fn(x)dx, (4.52)
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Figura 4.1: Densidad superficial de energía ε̃n en función de r̃ para los tres primeros discos
de la familia, con α̃n = 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3, 3,5 y 4. Para cada valor de n, la primera curva a
la izquierda corresponde a α̃ = 0,5, mientras que la última curva a la derecha corresponde a
α̃ = 4.
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donde
fn(x) = xe−Λn(x,0)εn(x). (4.53)

Así, de (4.37), (5.2) y (4.53), es fácil ver que

lı́m
x→∞

fn+1(x)
fn(x)

= lı́m
x→∞

εn+1(x)
εn(x)

, (4.54a)

= lı́m
x→∞

En+1(x)
ax2En(x)

, (4.54b)

=



1
a ; n = 2k + 1,

0 ; n = 2k + 2,
(4.54c)

con k ≥ 0. Por consecuencia, mediante el criterio de comparación de los límites para inte-
grales impropias, la convergencia de Mn+1 está garantizada si Mn es convergente, y entonces
sólo es necesario probar la convergencia de M1. En efecto, mediante un simple cálculo se
tiene

M1 = 2π
√

2aα Γ(1/4), (4.55)

lo que garantiza así la convergencia de las integrales de masa (4.52). Consecuentemente,
aunque los discos son de extensión infinita, todos tienen masa finita.

En conclusión, se ha presentado una familia infinita de soluciones de las ecuaciones de
Einstein en el vacío asintóticamente planas y regulares en todas partes. Estas soluciones
describen una familia infinita de discos delgados con un borde interno central constituidos
por materia de polvo, cuya densidad de energía es siempre positiva y bien comportada, de tal
modo que su tensor energía-momentum está en completo acuerdo con todas las condiciones
de energía. Además, aunque los discos son de extensión infinita, todos tienen masa finita.

Ahora, como las funciones métricas de las soluciones son calculadas explícitamente,
estas constituyen la primera familia de soluciones exactas explícitas completamente integra-
das para tal clase de fuentes de discos delgados. Además, su relativa simplicidad cuando son
expresadas en coordenadas esferoidales oblatas, permite estudiar muy fácilmente sus dife-
rentes aspectos dinámicos, como el movimiento de partículas dentro y fuera de los discos y
la estabilidad de las órbitas.

Aparte de su importancia como una nueva familia de soluciones exactas y soluciones
explícitas delas ecuaciones de Einstein en el vacío, la principal importancia de esta familia
de soluciones es que ell puede ser fácilmente superpuesta con la solución de Schwarzschild
con el fin de obtener la descripción de un sistema binario compuesto por un disco delgado
alrededor de un agujero negro central. En efecto, la superposición del primer miembro de
esta familia con un agujero negro de Swarschild fue obtenida y presentada en in [23]; en la
próxima sección se presentará un análisis detallado de la superposición de la familia comple-
ta. Consecuentemente, como las familias presentadas aquí, su superposición con el agujero
negro de Swarszchild será la primera famila de soluciones exactas integradas explicitamente
para esta superposición de fuentes.
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Ahora, como en la teoría newtoniana el potencial gravitacional está dado por la solu-
ción del problema de valores en la frontera para la ecuación de Laplace, se puede considerar
Φn(r, z; a) como una familia de potenciales gravitacionales newtonianos de fuentes discoi-
dales con borde interno, cuyas densidades de masa newtoniana estan dada por

σn(x) =
2αEn(x)
an+1x2n+1 , (4.56)

claramente divergente en el borde de los discos. Por consecuencia, se puede concluir que
no existen soluciones en la teoría newtoniana que describan el campo gravitacional de un
disco delgado con borde interno, mientras que esta clase de fuentes puede ser propiamente
descrita por medio soluciones regulares y asintóticamente planas, en el marco de la teoría
de la gravitación ofrecida por la relatividad general.

4.3. Discos de Polvo Contrarrotantes Alrededor de un Agu-
jero Negro de Schwarzschild

A continuación se presenta la primera familia de soluciones exactas, completamente
integrada explícitamente, de las ecuaciones de Einstein correspondiente a la superposición
de un disco de polvo contrarrotante con un agujero negro. La solucion obtenida representa un
disco anular delgado infinito (un disco con un borde interno) alrededor de un agujero negro
de Schwarzschild. La masa del disco es finita y el tensor de energía-momentum cumple con
todas las condiciones de energía. Además, la masa total del disco en presencia del agujero
negro es menor que cuando el disco está solo. La solución puede interpretarse también como
si describiera un disco delgado constituido por dos fluidos de polvo contrarrotantes alrededor
de un agujero negro que satisfacen también las condiciones de energía.

Como es sabido, las ecuaciones de campo de Einstein para la métrica de Weyl-Lewys-
Papapetrou (2.5) en las coordinates xa = (t, ϕ, r, z), son

Φ,rr +
1
r

Φ,r + Φ,zz = 0, (4.57a)

Λ,r = r(Φ2
,r − Φ2

,z), Λ,z = 2rΦ,rΦ,z. (4.57b)

Ahora se procederá a superponer los discos de polvo con borde interno central φn, estudiados
en secciones precedentes, alrededor de un agujero negro ψ. Ahora bien, la ecuación (4.57a)
es sólo la ecuación de Laplace en coordenaas cilíndricas. La ecuación de Laplace es lineal,
de modo que si φn y ψ son soluciones, lo será también la superposición Φn = φn + ψ .

No obstante, se puede ver de (4.57b) que, la función métrica Λ[Φn] no puede ser su-
perpuesta dado que esta no es lineal. Sin embargo, se puede demostrar que esta obedece la
relación

Λ[φn + ψ] = Λ[φn] + Λ[ψ] + 2Λ[φn, ψ], (4.58)
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donde

Λ[φn, ψ] =

∫
r
[
(ψ,rφn,r − ψ,zφn,z)dr + (ψ,rφn,z + ψ,zφn,r)dz

]
, (4.59)

y el primer modelo de discos de polvo con borde interno central es

φ1(x, y; a) =
αy

a(x2 + y2)
. (4.60)

siendo α una constante. Ahora, usando (4.58) y (4.5) se puede calcular el tensor energía-
momentum del sistema combinado Φn = φn + ψ. Así, la densidad superficial de energía, la
presión azimutal y la “densidad newtoniana efectiva” del sistema compuesto es:

ε = 4e2Φn−2Λ[φn+ψ]{1 − r(φn + ψ),r}(φn + ψ),z, (4.61a)

p = 4re2Φn−2Λ[φn+ψ](φn + ψ),r(φn + ψ),z, (4.61b)

ρ = ε + p = 4e2Φn−2Λ[φn+ψ](φn + ψ),z, (4.61c)

donde Λ[φn + ψ] es dado por (4.58) y todas las cantidades son evaluadas en z = 0+.
De otra parte, la función métrica ψ correspondiente a un agujero negro de Schwarzschild

no rotante viene dado por [78]

ψ =
1
2

ln
{
ζ − 1
ζ + 1

}
, (4.62)

donde ζ y η son las coordenadas esferoidales prolatas, relacionadas con las coordenadas
cilíndricas mediante

r2 = m2(ζ2 − 1)(1 − η2), z = mζη, (4.63)

donde 1 ≤ ζ < ∞ y −1 ≤ η ≤ 1, con m una constante positiva. El otro potencial métrico es

Λ[ψ] =
1
2

ln
{
ζ2 − 1
ζ2 − η2

}
. (4.64)

Resulta de gran utilidad reexpresar las cantidades (4.62) y (4.64) en una forma práctica,
que como se verá pronto, faclitará los cálculos en el proceso de superposición. Con esto en
mente, se definen las cantidades

µ1 = −m − z + R1 (4.65a)

µ2 = m − z + R2, (4.65b)

con

R2
1 = r2 + (m + z)2 (4.66a)

R2
2 = r2 + (m − z)2. (4.66b)
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A partir de aquí, se obtenen las siguientes identidades útiles:

ζ =
R1 + R2

2m
, η =

R1 − R2

2m
, (4.67)

entonces, con (4.65b) y (4.67) se obtiene de (4.62) y (4.64) respectivamente

ψ =
1
2

ln
{
µ1

µ2

}
, (4.68a)

Λ[ψ] =
1
2

ln
{

(r2 + µ1µ2)2

(µ2
1 + r2)(µ2

2 + r2)

}
, (4.68b)

que serán las fórmulas a utilizar en la superposisción de los discos alrededor del agujero
negro.

Ahora, con el fin de obtener el término mixto Λ[φn, ψ] en (4.58) en la superposición, se
introduce la relación entre las coordenadas esferoidales prolatas y las cilíndricas mediante

x =
R + R∗

2a
, y =

R − R∗

2ai
(4.69)

con

R =
√

r2 + (z + ai)2, R∗ =
√

r2 + (z − ai)2. (4.70)

Luego, se definen las cantidades auxiliares

µ = R − (z + ai), µ∗ = R∗ − (z − ai). (4.71)

Así, introduciendo las anteriores expresiones en (4.60), se puede expresar la función φ1,
a través de la cantidad µ, como

φ1 = −α
2
∂

∂a
(ln µ + ln µ∗) . (4.72)

Entonces, usando (4.68a) y (4.72), se obtiene para Λ[φ1, ψ]:

Λ[φ1, ψ] = Λ

[
1
2

ln
µ1

µ2
,−α

2
∂

∂a
(ln µ + ln µ∗)

]
, (4.73)

ahora, unos pocos pasos de álgebra elemental dan

Λ[φ1, ψ] = −α
4
∂

∂a

{
ln

[
(µ1 − µ)(µ1 − µ∗)
(µ2 − µ)(µ2 − µ∗)

]}

=
α(1 − y)(λ1 − λ2)

2(x2 + y2)
, (4.74)

donde

λ1 =
ay(1 − y)(x2 + 1) − mx(1 + y)(ζ − 1)(1 − η)

[ax + m(1 − ζ − η)]2 + a2(1 − y)2 ,

λ2 =
ay(1 − y)(x2 + 1) − mx(1 + y)(ζ + 1)(1 − η)

[ax − m(1 + ζ − η)]2 + a2(1 − y)2 ,
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y se ha hecho uso de las propiedades

F[αφ] = α2F[φ], (4.75a)

F[αφ1; φ2] = αF[φ1; φ2], (4.75b)

F[φ1 + φ2; φ3] = F[φ1; φ3] + F[φ2; φ3], (4.75c)
∂

∂a
F[φ1(a); φ2] = F[

∂

∂a
φ1; φ2] (4.75d)

con a un parámetro arbitrario y α una constante.
Así, si se toma φ1, el primer miembro de la familia de discos con borde interno central,

se puede superponer este a un agujero negro de Schwarzschild usando (4.74) en (4.58).
De otra parte, se sabe de (4.32), que si es posible obtener el n + 1-miembro de la familia

de discos, φn+1, a través de la fórmula de recurrencia dada por

φn+1(x, y; a) =
∂

∂a
φn(x, y; a), (4.76)

entonces, es posible construir una fórmula de recurrencia para la superposición φn +ψ, dado
que Φn+1 = φn+1 + ψ. Consecuentemente, para el otro potencial métrico se tiene que

Λ[φn+1 + ψ] = Λ[φn+1] + Λ[ψ] + 2Λ[φn+1, ψ]

= Λ[
∂

∂a
φn] + Λ[ψ] + 2Λ[

∂

∂a
φn, ψ]

=
∂

∂a
Λ[φn] + Λ[ψ] + 2

∂

∂a
Λ[φn, ψ], (4.77)

donde nuevamente se ha hecho uso de las propiedades (4.75). Así entonces, a partir de la
superposición del primer miembro de la familia de funciones métricas Λ[φ1 + ψ], se puede
obtener la superposición correspondiente al n-miembro Λ[φn + ψ] a través de derivaciones
sucesivas.

De otro lado, se puede probar que la solución para el témino mixto de la superposisción,
Λ[φn, ψ], evaluado en y = η = 0 es Λ[φn, ψ]y=η=0 = 0. De igual modo, las derivadas de
las funciones métricas φn,r y ψ,z se anulan en y = η = 0. Por consecuencia, la densidad
superficial de energía, la presión azimutal y la densidad newtoniana efectiva del sistema
superpuesto pueden ser escritos como

εn = e2ψ−2Λ[ψ](1 − rψ,r)εn, (4.78a)

pn = rψ,re2ψ−2Λ[ψ]εn, (4.78b)

ρn = e2ψ−2Λ[ψ]εn, (4.78c)

ó

εn =
ζ(ζ − 1)
(ζ + 1)2 εn, (4.79a)

pn =
ζ

(ζ + 1)2 εn, (4.79b)

ρn =
ζ2

(ζ + 1)2 εn, (4.79c)
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con ρn = εn + pn, siendo

εn(x) =
4αEn(x)
an+1x2n+1 exp

{
−α

2(2n − 2)!Bn(x)
22n−1a2nx4n

}
,

donde x ≥ 0 y los En(x) son polinomios positivo definidos de grado 2k, con k = (n − 1)/2
para n impar, y k = n/2 para n par; de los cuales los tres primeros tres son expuestos a
continuacón:

E1(x) = 1,

E2(x) = x2 + 3,

E3(x) = 3(3x2 + 5),

mientras que los Bn(x) son polinomios positivo definidos de grado 4k, con k = (n−1)/2 para
n impar, y k = n/2 para n par; los primeros tres de ellos son dados por

B1(x) = 1,

B2(x) = 2x4 + 8x2 + 9,

B3(x) = 27x4 + 72x2 + 50.

Ahora, como ε ≥ 0 y ζ ≥ 1, ε y ρ serán siempre positivos. Consecuentemente, el tensor
energía-momentum estará en completo acuerdo con las condiciones de energía fuerte y débil.
De otra parte, con el fin de satisfacer la condicion de energía dominante se requiere que
p ≤ ε, lo cual implica que ζ ≥ 2 y a ≥ √3m. Además, se tiene que ρ < ε, y entonces la
masa total del disco en presencia del agujero negro es menor que la masa del disco solo.

El tensor energía-momentum puede ser interpretado como la superposición de dos flui-
dos contrarrotantes. Con el fin de estudiar esto, se escribe Qab como [22]

Qab = ε+Ua
+Ub

+ + ε−Ua
−U

b
−, (4.80)

donde

ε+ = ε− =

[
ζ(ζ − 2)
(ζ + 1)2

]
ε

2
, (4.81)

son las densidades energía de lso dos fluidos contrarrotantes. Las velocidades de contarro-
tación son dadas por [22]

Ua
± =

Va ± UWa

√
1 − U2

, (4.82)
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donde

U2 =
p
ε

=
1

ζ − 1
≤ 1 (4.83)

es la velocdad tangencial de contrarrotación. Así, se tienen dos fluidos de polvo con densida-
des superficiales de energías iguales. Ahora, como ε± ≥ 0, los dos discos de polvo están en
completo acuerdo con todas las condiciones de energía. Como se puede ver, las soluciones
anteriores presentan algunas propiedades interesante. Primero, las fuentes de materia aso-
ciadas presentan un comportamiento muy razonable y su tensor energía-momentum está en
completo acuerdo con las condiciones de energía. Además, su relativa simplicidad cuando
son expresadas en términos de coordenadas esferoidales prolatas y oblatas, permite el fácil
estudio de aspectos dinámicos, como por ejemplo el movimiento de las partículas dentro y
fuera del disco, la estabilidad de las órbitas y la posible existencia de singularidades.

Ahora, con el fin de mostrar un análisis del comportamiento de las densidades superficial
de energía de la superposición, se graficará la densidad superficial de energía adimensional
ε̃n = aεn en función de la coordenada radial adimensional r̃ = r/a. Así, en la Figura 4.2,
Figura 4.3 y en la Figura 4.4 se grafíca ε̃n en función de r̃ para los tres primeros miembros
de la familia de soluciones correspondientes a la superposición, con n = 1, 2 y 3 respecti-
vamente, para diferentes valores de los parámetros m y α̃n = α/an. Así, para cada valor de
n, se toma m =

√
3a/3,

√
3a/6, y

√
3a/9 y α̃n = 1 , 2,. . . , y 9. La primera gráfica de arriba

hacia abajo en Figura 4.2 corresponde a m =
√

3a/3. La primera de las curvas, de arriba
hacia abajo, en esta gráfica corresponde α̃1 = 1, mientras que la última curva, corresponde a
α̃9 = 9. Como se puede ver, en todos los casos la densidad superficial de energía es siepm-
pre positiva, con un máximo cerca del borde de los discos, y luego decrece rápidamente
conforme r̃ decrece. Se puede ver que, para un valor fijo de n y m, conforme los valores de
α̃n crecen, el valor del máximo disminuye y se desplaza hacia donde crecen los valores de
r̃. De otra parte, para un valor fijo de α̃n y m el máximo crece y se desplaza en dirección
de crecimiento de r̃, conforme n crece. Mientras que para n y α̃n fijos, los máximos crecen
como m decrece.

Posteriormente se grafica la presión azimutal p̃n = apn como función de la coordenada
radial adimensional r̃ = r/a. Así, en la Figura 4.5, Figura 4.6 y Figura 4.7 se grafica p̃n

como una función de r̃ para los tres primeros miembros de la familia de la superposición,
con n = 1, 2 y 3 respectivamente, para diferenrtes valores de los parámetros m y α̃n = α/an.
Así, para cada valor de n, se toma m =

√
3a/3,

√
3a/6, y

√
3a/9 y α̃n = 1 , 2,. . . , y 9. La

primera gráfica de arriba hacia abajo en la Figura 4.5 corresponde a m =
√

3a/3. La primera
curva de arriba hacia abajo en esta gráfica corresponde a α̃1 = 1, mientras que la última en
esta misma gráfica corresponde a α̃9 = 9. Como se puede ver, en todos los casos la presión
azimutal es siempre positiva, con un máximo cerca del borde interno de los discos, y luego
decrece rapidamente conforme r̃ crece. Se puede notar también que, para valores fijos de n
y m, conforme los valores de α̃n crecen, los valores máximos de la presión disminuyen y se
desplazan en la dirección de crecimiento de r̃. De otra parte, para valores fijos de α̃n y m el
máximo de la presión decrece y se desplaza en dirección de crecimiento de r̃ conforme n
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crece. Mientras que para n y α̃n y, el máximo decrece conforme m decrece.
Finalmente se grafica la densidad newtoniana efectiva adimensional ρ̃n = aρn en función

de la coordenada radial adimensional r̃ = r/a. Así, en la Figura 4.8, Figura 4.9 y Figura 4.10
se grafica ρ̃n en función de r̃ para los tres primeros miembros de la familia de soluciones
correspondientes a la superposición, con n = 1, 2 y 3 respectiveamente, para diferentes
valores de los parámetros m y α̃n = α/an. Así, para cada valor de n, se toma m =

√
3a/3,√

3a/6, y
√

3a/9 y α̃n = 1 , 2,. . . , y 9. La primera gráfica de arriba hacia abajo en Figura
4.8 corresponde a m =

√
3a/3. La primera curva en esta gráfica corresponde a α̃1 = 1,

mientras que la última correspnde a α̃9 = 9. Como se puede ver, en todos los casos la
densidad newtoniana efectiva es siempre positiva, con un máximo cerca del borde interno de
los discos y decreciendo rápidamente conforme r̃ crece. También se puede ver que, para un
valor fijo de n y m, conforme los valores de α̃n crecen, el valor del máximo de la densidad
newtoniana disminuyen y se desplazan en la dirección de crecimiento de r̃. Mientras que
para n y α̃n fijos, el máximo crece como m decrece.

De modo que, se ha presentado un formalismo para superponer discos de polvo con un
borde interno central alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. la superposición se
obtuvo usando la solución de las ecuaciones de campo de Einstein correspondientes a discos
de polvo con un borde interno central del trabajo [26]. El formalismo para la superposición
fue inspirado en el trabajo de Letelier and Oliveira [52].

Las densidades de energía del sistema superpuesto son siempre funciones positivas de
la coordenada radial, igual a cero en el borde interno central del disco, con máximo en un
valor finito de los radios y cayendo a cero en el infinito. Los discos tienen masa finita y
su tensor energía-momentum está de acuerdo con todas las condiciones de energía. Ahora
bien, la presión azimutal y la densidad newtoniana efectiva de los discos tienen comporta-
miento similar al de la densidad de energía, así que el análisis previo es aplicable tambien a
estas cantidades. De otra parte, la velocidad de contrarrotación de las partículas es siempre
positiva y menor que la velocidad de la luz, cayendo a cero en el infinito.
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Figura 4.2: Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el primer
modelo de discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m =

√
3a/6 y finalmente√

3a/9. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro
α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . ,
y α̃9 = 9.
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Figura 4.3: Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el segundo
modelo de discos, n = 2, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m =

√
3a/6 y finalmente√

3a/9. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro
α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . ,
y α̃9 = 9.
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Figura 4.4: Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el tercer
modelo de discos, n = 3, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m =

√
3a/6 y finalmente√

3a/9. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro
α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . ,
y α̃9 = 9.
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Figura 4.5: Presión azimutal p̃ = ap en función de r̃ = r/a para el primer modelo de
discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa
m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m =

√
3a/6 y finalmente

√
3a/9.

En cada caso se grafica p̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an.
Primero se toma α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9.



4.3. Discos de Polvo Contrarrotantes Alrededor de un Agujero Negro de
Schwarzschild 61

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 1  1.5  2  2.5  3

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 1  1.5  2  2.5  3

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

 1  1.5  2  2.5  3

Figura 4.6: Presión azimutal p̃ = ap en función de r̃ = r/a para el segundo modelo de
discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa
m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m =

√
3a/6 y finalmente

√
3a/9.

En cada caso se grafica p̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an.
Primero se toma α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9.
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Figura 4.7: Presión azimutal p̃ = ap en función de r̃ = r/a para el tercer modelo de discos,
n = 3, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa m =√

3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m =
√

3a/6 y finalmente
√

3a/9. En
cada caso se grafica p̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an.
Primero se toma α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . , y α̃9 = 9.
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Figura 4.8: Densidad newtoniana efectiva ρ̃ = aρ en función de r̃ = r/a para el primer
modelo de discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m =

√
3a/6 y finalmente√

3a/9. En cada caso se grafica ρ̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro
α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . ,
y α̃9 = 9.
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Figura 4.9: Densidad newtoniana efectiva ρ̃ = aρ en función de r̃ = r/a para el segundo
modelo de discos, n = 2, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m =

√
3a/6 y finalmente√

3a/9. En cada caso se grafica ρ̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro
α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . ,
y α̃9 = 9.
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Figura 4.10: Densidad newtoniana efectiva ρ̃ = aρ en función de r̃ = r/a para el tercer
modelo de discos, n = 3, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m =

√
3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m =

√
3a/6 y finalmente√

3a/9. En cada caso se grafica ρ̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro
α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, la primera curva para cada valor de m, luego α̃2 = 2,. . . ,
y α̃9 = 9.
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5.1. Introducción

A continuación se presenta, lo que constituye hasta donde se sabe, la primera familia
de soluciones exactas completamente integradas explícitamente de las ecuaciones de

Einstein-Maxwell correspondientes a la superposición de un disco de polvo contrarrotante
con un agujero negro. Las soluciones obtenidas representan la superposición cargada de
un disco infinito delgado anular (un disco con un borde interno) alrededor de un agujero
negro de Schwarzschild. La masa total del disco es finita y el tensor energía-momentum
está de acuerdo con todas las condiciones de energía. Además los estados asimptóticos de la
superposición cargada se reducen a la superposición sin carga eléctrica descrita en el capítulo
anterior. La solución puede interpretarse como la descripción de un disco constituido por
fluidos provistos de carga eléctrica contrarrotando alrededor de un agujero negro y que,
están también en completo acuerdo con las condiciones de energía.

5.2. Superposición Cargada a través de los Potenciales Com-
plejos de Ernst

Mediante el uso del “método de los potenciales complejos de Ernst” [14, 15] ahora se
obtendrá una solución de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para un espaciotiempo estático
axialmente simétrico. Como es bien sabido, soluciones de electrovacío de las ecuaciones de
Ernst

(ξξ∗ − β2)∇2ξ = 2ξ∗∇ξ · ∇ξ, (5.1)
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conducen a soluciones estacioarias, axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell. La constante β se define como β2 = 1 − q̃q̃∗ con q̃ = p + iq, tal que p y q
son reales. Asterisco denota complejo conjugado. En el caso particular aquí discutido, un
espacio-tiempo estático, ξ = ξ∗, las funciones métricas en (2.5) y el potencial electroagnético
pueden obtenerse a partir de los potenciales complejos de Ernst como sigue:

e2Φ =
ξ2 − β2

(ξ + 1)2 , (5.2a)

Λ,x =
(1 − y2)β2

(x2 + y2)(ξ2 − β2)2 [ξ2
,xx(x2 + 1) − ξ2

,yx(1 − y2) − 2y(x2 + 1)ξ,yξ,x], (5.2b)

Λ,y =
(x2 + 1)β2

(x2 + y2)(ξ2 − β2)2 [ξ2
,xy(x2 + 1) − ξ2

,yy(1 − y2) + 2x(1 − y2)ξ,yξ,x], (5.2c)

Aϕ,x =
ae−2Φ(1 − y2)q(ξ + 1)2ξ,y

(ξ + 1)4 , (5.2d)

Aϕ,y = −ae−2Φ(1 + x2)q(ξ + 1)2ξ,x]
(ξ + 1)4 , (5.2e)

At =
p

ξ + 1
, (5.2f)

donde se ha hecho uso de las coordenadas oblatas (x, y ; a). Naturalmente, si β = 1 se tienen
soluciones de vacío de las ecuaciones de Ernst. Ahora bien, suponiéndose que se tiene una
solución de las ecuaciónes de vacío de Ernst ξ0 entonces la transformación

ξ = βξ0, (5.3)

con β2 ≤ 1 conduce a una solución ξ de las ecuaciones (5.1). Una simple e interesante
escogencia de ξ0 en (5.3) es

ξ0 = − coth(φ), (5.4)

donde φ es una solución de la ecuación de Laplace. Después de la transformación ξ =

−β coth(φ) los potenciales métricos y el potencial eléctrico son

eΦ = − 2βeφ

e2φ(1 − β) − (1 + β)
, (5.5a)

Λ,x =
(1 − y2)
(x2 + y2)

[x(x2 + 1)φ2
,x − x(1 − y2)φ2

,y − 2y(x2 + 1)φ,xφ,y], (5.5b)

Λ,y =
(x2 + 1)
(x2 + y2)

[y(x2 + 1)φ2
,x − y(1 − y2)φ2

,y + 2x(1 − y2)φ,xφ,y], (5.5c)

At =

√
1 − β2(e2φ − 1)

e2φ(1 − β) − (1 + β)
. (5.5d)

Ahora bien, si en (5.4) se usa como solución de las ecuaciones de Einstein en el vacío
correspondiente a la superposición de un disco con borde interno central alrededor de un
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agujero negro de Schwarzschild estudiada en el capítulo anterior (Φn,Λ[Φn])

φ→ Φn = φn + ψ, (5.6)

la solución correspondiente a las ecuaciones de Ernst (5.3) conduce a una solución de las
ecuaciones de Einstein-Maxwell (Φc

n,Λ
c
n[Φc

n], At) dadas por

eΦc
n = − 2βeΦn

e2Φn(1 − β) − (1 + β)
, (5.7a)

Λc
n
[
Φc

n
]

= Λn [Φn] , (5.7b)

At =

√
1 − β2(e2Φn − 1)

e2Φn(1 − β) − (1 + β)
, (5.7c)

interpretable como la superposición de un disco con borde interno central alrededor de un
agujero negro de Schwarzschild cargada. Ahora bien, usando la tétrada ortonormal (2.35) se
pueden escribir el tensor energía-momentum Qab en la forma canónica como

Qab = εcVaVb + pcWaWb, (5.8)

donde εc y pc son, respectivamente la densidad de energía y la presión del disco y el superin-
dice “c” denota que corresponde a la superposición cargada. En términos de estas cantidades
se puede escribir

εc
n = 4e2(Φc

n−Λn
c [Φc

n])
[
1 − rΦc

n,r

]
Φc

n,z, (5.9a)

pc
n = 4e2(Φc

n−Λn
c [Φc

n])rΦc
n,rΦ

c
n,z, (5.9b)

donde, como arriba, todas las cantidades son evaluadas en z = 0+. En términos de esta
misma tétrada, como se sabe del (Capítulo 2), la densidad superficial de corriente en el
disco, Ia = [Faz], se puede escribir en la forma canónica como

Ia = σVa + jWa. (5.10)

Así, explicitamente, la densidad de energía, la presión azimuthal la densidad newtoniana
efectiva y la densidad de carga eléctica son, respectivamente:

εc
n =

β3ζ(ζ2 − 1)(ζ + β)
(βζ + 1)4 εn, (5.11a)

pc
n =

β2ζ(ζ + β)2

(βζ + 1)4 εn, (5.11b)

ρc
n =

β2ζ2(ζ + β)
(βζ + 1)3 εn, (5.11c)

σn = −(1 − β2)1/2β2ζ2(ζ2 − 1)1/2

2(βζ + 1)3 εn, (5.11d)
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con ρc
n = εc

n + pc
n, siendo

εn(x) =
4αEn(x)
an+1x2n+1 exp

{
−α

2(2n − 2)!Bn(x)
22n−1a2nx4n

}
.

Cuando β = 1 las expresiones anteriores se reducen, como debe ser, a las expresiones (4.79);
las correspondientes a la densidad de energía, la presión y densidad newtoniana efectiva
de la superposición en ausencia de carga eléctrica. Ahora, como ε ≥ 0 y ζ ≥ 1, εc y ρc

serán siempre positivos. Consecuentemente, el tensor energía-momentum estará en com-
pleto acuerdo con las condiciones de energía fuerte y débil. De otra parte, con el fin de
satisfacer la condición de energía dominante se requiere que pc ≤ εc, lo cual implica que
ζ ≥ (1+

√
1 + 8β2)/(2β) y que el radio del borde interno a ≥ m(4β2+2

√
1 + 8β2+2)1/2/(2β).

El tensor energía-momentum puede ser interpretado como la superposición de dos flui-
dos cargados contrarrotantes. En orden a estudiar esto, se escribe Qab como [22]

Qab = εc
+Ua

+Ub
+ + εc

−U
a
−U

b
−, (5.12)

donde

εc
+ = εc

− =

[
β2ζ(ζ + β)(βζ2 − ζ − 2β)

(βζ + 1)4

]
ε

2
, (5.13)

son las densidades energía de lso dos fluidos contrarrotantes. Las velocidades de contarro-
tación son dadas por [22]

Ua
± =

Va ± UWa

√
1 − U2

, (5.14)

donde

U2 =
p
ε

=
(ζ + β)
β(ζ2 − 1)

≤ 1 (5.15)

es la velocdad tangencial de contrarrotación. Así, se tienen dos fluidos de polvo con densi-
dades superficiales de energías iguales. Ahora, como ε± ≥ 0, los dos discos de polvo están
en completo acuerdo con todas las condiciones de energía.

Ahora, con el fin de mostrar un análisis del comportamiento de las densidades superficial
de energía de la superposición, se graficará la densidad superficial de energía adimensional
ε̃n = aεn en función de la coordenada radial adimensional r̃ = r/a. Así, en la Figura 5.1,
Figura 5.2 y en la Figura 5.3 se grafíca ε̃n en función de r̃ para los tres primeros miembros
de la familia de soluciones correspondientes a la superposición, con n = 1, 2 y 3 respecti-
vamente, para diferentes valores de los parámetros m y α̃n = α/an. Así, para cada valor de
n, se toma m = 2aβ/[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de arriba hacia abajo, luego

m = 2aβ/2[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En
cada caso se grafica ε̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del parámetro α̃n = α/an.
Primero se toma α̃1 = 1, curvas próximas al borde del disco, luego α̃2 = 2. Para cada valor
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de α̃ se toman diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.9 y, finalmente, β = 1, el caso va-
cío, la curva con menor máximo en cada gráfica. Como se puede ver, el comportamiento de
la densidad superficial de energía correspondiente a la superposición cargada es similar al
comportamiento de la densidad de la superposición sin carga. Es decir, en todos los casos la
densidad superficial de energía es siepmpre positiva, con un máximo cerca del borde de los
discos, y luego decrece rápidamente conforme r̃ decrece. Se puede ver que, para un valor fijo
de n y m, conforme los valores de α̃n crecen, el valor del máximo disminuye y se desplaza
hacia donde crecen los valores de r̃. De otra parte, para un valor fijo de α̃n y m el máximo
crece y se desplaza en direción de crecimiento de r̃, conforme n crece. Mientras que para
n y α̃n fijos, los máximos crecen como m decrece. Ahora, a medida que la carga eléctrica
aumenta, β disminuye, el máximo de la función aumenta, describiendo el comportamiento
asintótico, solución de vacío, cuando β = 1. En la Figura 5.1, Figura 5.2 y en la Figura 5.3 se
grafíca la densidad de carga eléctrica −σ̃n, como se puede ver su comportamiento es similar
al de la densidad de energía, por tanto toda la descripción anterior es también valida para la
densidad de carga elćtrica.

Las soluciones obtenidas representan la superposición cargada de un disco infinito del-
gado anular alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. La masa total del disco es
finita y el tensor energía-momentum está de acuerdo con todas las condiciones de energía.
Además los estados asimptóticos de la superposición cargada se reducen a la superposición
sin carga eléctrica descrita en el capítulo anterior. La solución puede interpretarse como la
descripción de un disco constituido por fluidos provistos de carga eléctrica contrarrotando
alrededor de un agujero negro y que, están también en completo acuerdo con las condiciones
de energía.

Las soluciones anteriores presentan algunas propiedades interesantes. Primero, las fuen-
tes de material asociado presenta un comportamiento muy razonable y su tensor energía-
momentum está en completo acuerdo con las condiciones de energía. Además, su relativa
simplicidad cuando son expresadas en términos de coordenadas esferoidales prolatas y obla-
tas, permite el fácil estudio de aspectos dinámicos, como por ejemplo el movimiento de las
partículas cargadas dentro y fuera del disco, la estabilidad de las órbitas y la posible existen-
cia de singularidades.
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Figura 5.1: Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el primer
modelo, n = 1, de la superposición cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aβ/[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de

arriba hacia abajo, luego m = 2aβ/2[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del
parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas próximas al borde del disco, luego
α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.9 y, finalmente,
β = 1, el caso vacío, la curva con menor amplitud en cada gráfica.
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Figura 5.2: Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el segundo
modelo, n = 2, de la superposición cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aβ/[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de

arriba hacia abajo, luego m = 2aβ/2[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del
parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas próximas al borde del disco, luego
α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.9 y, finalmente,
β = 1, el caso vacío, la curva con menor amplitud en cada gráfica.
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Figura 5.3: Densidad superficial de energía ε̃ = aε en función de r̃ = r/a para el tercer
modelo, n = 3, de la superposición cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aβ/[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de

arriba hacia abajo, luego m = 2aβ/2[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica ε̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del
parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas próximas al borde del disco, luego
α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.9 y, finalmente,
β = 1, el caso vacío, la curva con menor máximo en cada gráfica.
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Figura 5.4: Densidad superficial de carga −σ̃ = −aσ en función de r̃ = r/a para el primer
modelo, n = 1, de la superposición cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aβ/[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de

arriba hacia abajo, luego m = 2aβ/2[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica σ̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del
parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas próximas al borde del disco, luego
α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.8 y, finalmente,
β = 0.9, la curva con menor máximo en cada gráfica.
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Figura 5.5: Densidad superficial de carga −σ̃ = −aσ en función de r̃ = r/a para el segundo
modelo, n = 2, de la superposición cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aβ/[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de

arriba hacia abajo, luego m = 2aβ/2[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica σ̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del
parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas próximas al borde del disco, luego
α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.8 y, finalmente,
β = 0.9, la curva con menor máximo en cada gráfica.
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Figura 5.6: Densidad superficial de carga −σ̃ = −aσ en función de r̃ = r/a para el tercer
modelo, n = 3, de la superposición cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aβ/[4β2 + 2

√
1 + 8β2 + 2]1/2, primera figura de

arriba hacia abajo, luego m = 2aβ/2[4β2 + 2
√

1 + 8β2 + 2]1/2, y finalmente m = 2aβ/3[4β2 +

2
√

1 + 8β2 + 2]1/2. En cada caso se grafica σ̃(r̃) para 1 ≤ r̃ ≤ 3 con diferentes valores del
parámetro α̃n = α/an. Primero se toma α̃1 = 1, curvas próximas al borde del disco, luego
α̃2 = 2. Para cada valor de α̃ se toman diferentes valores de β: 0.1, 0.2, . . . , 0.8 y, finalmente,
β = 0.9, la curva con menor máximo en cada gráfica.





Conclusiones Generales

S e presentó un análisis detallado del tensor energía-momentum de un disco delgado
estacionario axialmente simétrico. Se consideró el modelo más general de discos del-

gado con esfuerzo radial y presión radial diferentes de cero. Así, en este trabajo de investiga-
ción se presenta por primera vez el análisis completo de todos los posibles clases de tensor
energía-momentum que pueden obtenerse a partir de soluciones de estacionarias axialmente
simétricas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacío.

Se expresó el tensor energía-momentum superficial (SEMT) en términos de la tétrada
LSO y así se obtuvieron expresiones explícitas para las variables dinámicas que caracteri-
zan el SEMT. Esto es, expresiones para el vector velocidad de los discos, así como para
la densidad superficial de energía, esfuerzos principales y función flujo de calor que son
válidas para toda clase de discos. De igual modo se presentó explícitamente una expresión
para la densidad supreficial de corriente. Las expresiones obtenidas aquí, son entonces la
generalización de las correspondiente expresiones para los casos estáticos que fueron pre-
sentados en [22] y también generaliza los resultados obtenidos en [28] para discos delgados
estacionarios.

También se presentó la generalización estacionaria del Modelo de Contrarrotación (CRM),
el cual fue desarrollado previamente sólo para el caso estático en [22, 21]. Así entonces, aho-
ra es posíble obtener expresiones explícitas para todas las cantidades pertinentes al CRM
presentes cuando existe flujo de calor y para esfuerzos principales arbitrarios. Se consi-
deraron velocidades de contrarrotación iguales y opuestas y contrarrotación a lo largo de
electrogeodśicas.

Se obtuvo una ligadura general sobre las velocidades de contrarrotación, necesaria para
expresar el tensor energía-momentum de los discos como la superposición de dos fluidos
perfectos contrarrotantes. La ligadura obtenida es la generalización de la obtenida en [28],
para discos sin presión radial y sin flujo de calor, donde sólo se consideró fluidos contrarro-
tantes circulando a lo largo de geodésicas.

Se encontró también que, en general, no existe posibilidad de tomar las dos valocida-
des tangenciales de contrarrotación iguales y opuestas ni suponer que los fluidos circulen
a lo largo de geodésicas (o electrogeodésicas). Entonces, para discos construidos a partir
de métricas estacionarias axialmente simétricas, las velocidades de contrarrotación no están
determinadas de manera única y existe la libertad que pueda ser usado para obtenerse dife-
rentes modelos de contrarrotación para el mismo disco. El desarrollo teórico que condujo a
estos resultado constituye el fundamento central del trabajo [25].

Se presentó una familia infinita de discos de polvo cargado axialmente simetricos de
extensión finita con densidades superficiales de energía y carga bien comportadas. Los dis-
cos fueron obtenidos a partir de soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para un
espacio-tiempo conformestático. Con el fin de obtener las soluciones, se supuso una depen-
dencia funcional entre el potencial eléctrico y el potencial gravitacional y, entre esta y una
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función auxiliar. Las soluciones fueron expresadas entonces en términos de una solución de
la ecuación de Laplace correspondiente a la familia de bien comportados discos newtonianos
delgados de radios finitos, los discos generalizados de Kalnajs [29].

Estos discos delgados tienen una densidad de carga que es igual, salvo por un signo, a su
densidad de energía, y así constituyen un ejemplo de los comunmente llamados configura-
capuestoiones de equilibrio de “polvo electricamente contrapuesto". La densidad es siempre
positiva y bien comportada, anulándose en el borde del disco. Además, conforme el valor de
m crece, la densidad de energía se concentra más en el centro de los discos, presentando un
máximo en r = 0 para todos los valores de |k̃|. Sin embargo, para los primeros dos modelos
con m = 1 y m = 2, para valores pequeños de |k̃| la densidad de energía presenta un máximo
cerca al borde del disco mientras que para valores grandes de |k̃| el máximo se encuentra en
el centro del disco. Además, como la densidad de energía de los discos es siempre positiva
y los discos están hechos de polvo , todos los modelos están en completo acuerdocon todas
las condiciones de energía. Un hecho de particular relevancia en el estudio de modelos de
discos relativistas. En efecto, como ya fue mencionado, muchos de los modelos de discos
relativistas delgados que han sido estudiados en la literatura no están en completo acuerdo
con estas condiciones.

De otra parte, como se puede ver de las ecuaciones en Sec. 3.2, el procedimiento aquí
presentado puede ser aplicado no sólo a espaciotiempos conformestáticos sino que tam-
bién puede ser usado para obtener soluciones no axialmente simétricas de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell en el vacío. Por consecuencia, estos modelos de discos delgados aquí
presentados se pueden generalizar considerando para la función auxiliar U soluciones de
la ecuación de Laplace sin la imposición previa de simetría axial. Así, se está trabajando
en esta dirección y los resultados se presentarán en un próximo trabajo. Análogamnete, la
generalización a espaciotiempos conformestacionarios con campos magnéticos está en con-
sideración.

Se presentó una familia infinita de soluciones de las ecuaciones Einstein en el vacío
asitóticamente planas y regulares en todas partes. Estas soluciones describen una familia
infinita de discos delgados con un borde interno central constituidos por materia de pol-
vo, cuya densidad de energía es siempre positiva y bien comportada, de tal modo que su
tensor energía-momentum está en completo acuerdo con todas las condiciones de energía.
Además, aunque los discos son de extensión infinita, todos tienen masa finita. Ahora, co-
mo las funciones métricas de las soluciones se calcularon explícitamente, estas constituyen
la primera familia de soluciones exactas explícitas completamente integradas para tal clase
de fuentes de discos delgados. Además, su relativa simplicidad cuando son expresadas en
coordenadas esferoidales oblatas, permite estudiar muy fácilmente sus diferentes aspectos
dinámicos, como el movimiento de partículas dentro y fuera de los discos y la estabilidad
de las órbitas.

Además de su importancia como una nueva familia de soluciones exactas y soluciones
explícitas de las ecuaciones de Einstein en el vacío, la principal importancia de esta familia
de soluciones es que puede ser fácilmente superpuesta con la solución de Schwarzschild
con el fin de obtener la descripción de un sistema binario compuesto por un disco delgado
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alrededor de un agujero negro central. En efecto, la superposición del primer miembro de
esta familia con un agujero negro de Swarschild fue obtenida y presentada en [23].

Ahora, como en la teoría newtoniana, el potencial gravitacional está dado por la solu-
ción del problema de valores en la frontera para la ecuación de Laplace, se puede considerar
Φn(r, z; a) como una familia de potenciales gravitacionales newtonianos de fuentes discoi-
dales con borde interno, cuya densidad de masa newtoniana están dada por

σn(x) =
2αEn(x)
an+1x2n+1 , (5.16)

claramente divergente en el borde de los discos. Por consecuencia, se puede concluir que
no existen soluciones en la teoría newtoniana que describan el campo gravitacional de un
disco delgado con borde interno, mientras que esta clase de fuentes puede ser propiamente
descrita por medio soluciones regulares y asintóticamente planas, en el marco de la teoría de
la gravitación ofrecida por la relatividad general. Los fundamentos básicos necesarios para
la obtención de esta clase de soluciones fueron presentadas en el trabajo [26].

Se presentó también un formalismo para superponer discos de polvo con un borde in-
terno central alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. La superposición se obtuvo
usando la solución de las ecuaciones de campo de Einstein correspondientes a discos de
polvo con un borde interno central del trabajo [26]. El formalismo para la superposición fue
inspirado en el trabajo de Letelier and Oliveira [52]. Las densidades de energía del sistema
superpuesto son siempre funciones positivas de la coordenada radial, igual a cero en el bor-
de interno central del disco, con máximo en un valor finito de los radios y cayendo a cero
en el infinito. Los discos tienen masa finita y su tensor energía-momentum está de acuerdo
con todas las condiciones de energía. La presión azimutal y la densidad newtoniana efectiva
de los discos tienen comportamiento similar al de la densidad de energía, así que el análisis
previo es aplicable también a estas cantidades. De otra parte, la velocidad de contrarrotación
de las partículas es siempre positiva y menor que la velocidad de la luz, cayendo a cero en
el infinito. La masa del disco cuando el agujero negro está presente es menor que la masa
total del disco solo.

Finalmente, se presentó, lo que constituye hasta donde se sabe, la primera familia de
soluciones exactas completamente integradas explícitamente de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell correspondientes a la superposición de un disco de polvo contrarrotante con un
agujero negro. Las soluciones obtenidas representan la superposición cargada de un disco
infinito delgado anular (un disco con un borde interno) alrededor de un agujero negro de Sch-
warzschild. La masa total del disco es finita y el tensor energía-momentum está de acuerdo
con todas las condiciones de energía. Además los estados asimptóticos de la superposición
cargada se reducen a la superposicón de sin carga eléctrica. La solució puede interpretarse
como la descripción de un disco constituido por fluidos provistos de carga eléctrica contra-
rrotando alrededor de un agujero negro y que, están también en completo acuerdo con las
condiciones de energía.

Como se puede ver, las soluciones anteriores presentan algunas propiedades interesan-
te. Primero, las fuentes de material asociado presenta un comportamiento muy razonable
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y su tensor energía-momentum está en completo acuerdo con las condiciones de energía.
Además, su relativa simplicidad cuando son expresadas en términos de coordenadas esferoi-
dales prolatas y oblatas, permite el fácil estudio de aspectos dinámicos, como por ejemplo
el movimiento de las partículas dentro y fuera del disco, la estabilidad de las órbitas y la
posible existencia de singularidades. Ahora bien, aunque el formalismo de los potenciales
compejos de Ernst fue usado aquí para obtenerse la superposición cargada, también puede
ser usada para generar una superposición magnetizada y además una cargada y magnetizada.
Resultados sobre este particular se presentarán en un próximo trabajo.

Los principales resultados obtenidos en el marco del desarrollo del presente trabajo de
investigación, así como trabajos en curso, nacidos desta misma investigación, se listan a
continuación:

1. Stationary Axially Symmetric Relativistic Thin Disks, Artículo en Preparación, [24],

2. Charged and Electromagnetized Morgan-Morgan-Type Disks, Artículo en Prepara-
ción, [32]

3. Modelos Relativistas de Discos Delgados Finitos No Axialmente Simétricos con Cam-
po Eléctrico, Presentación Oral en la Segunda Reunión Colombo-Venezolana de Re-
latividad y Gravitación, Armenia, Colombia 28 al 31 de Octubre de 2007

4. Discos de Morgan-Morgan Cargados y Electromagnetizados, Presentado en Calidad
de Poster en el Tercer Taller de Gravitación y Astrofísica Relativista, Homenaje a Luis
Herrera-60 Aniversario, Isla de Coche, Venezuela 8 al 11 de Noviembre de 2006,

5. Finite Axisymmetric Charged Dust Disks Sources for Conformastatic Spacetimes,
Aceptado para Publicación en la edición de Mayo de 2009 en AIP Conf. Proc. 1122
Physics and mathematics of Gravitation, Proceedings of Spanish Relativity Meeting
2008, ISBN 978-0-0-7354-0658-2,

6. Finite Axisymmetric Charged Dust Disks in Conformastatic Spacetimes, Publicado en
Physical Review D, [25],

7. Exact Static Axially Symmetric Thin Annular Dust Disks, Aceptado para Publicación
en la edición de Mayo de 2009 en AIP Conf. Proc. 1122 Physics and mathematics
of Gravitation, Proceedings of Spanish Relativity Meeting 2008, ISBN 978-0-0-7354-
0658-2,

8. Relativistic Static Thin Dust Disks with an Inner Edge: An infinite Family of New
Exact Solutions, Sometido Para Publicación en Physical Review D, [26]

9. Electrovacuum Static Axially Symmetric Thin Annular Dust Disks, Presentado en Ca-
lidad de Poster en II Congreso latinoamericano de Física, 20 al 24 de Octubre, Zaca-
tecas, México,
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10. Counterrotating Dust Disk Around a Schwarzschild Black Hole: New Fully Integrated
Explicit Exact Solution, Sometido Para Publicación en Physical Review Letter [23]

11. Charged Counterrotating Dust Disk Around a Schwarzschild Black Hole: New Fully
Integrated Explicit Exact Solution, Artículo en Preparación.

Los tópicos aquí estudiados también sirvieron como punto de partida para los trabajos de
grado:

1. Trabajo de Grado Para Optar el Título de Maestría en Física Construcción de Mo-
delos Relativistas de Discos Delgados Mediante Soluciones Conformestáticas de las
Ecuaciones de Einstein-Maxwell, cuya calificación obtenida fue meritoria.

2. Trabajo de Grado Para Optar el Título de Físico Modelos Relativistas de Discos de
Polvo axialmente Simétricos con Borde Interno,

codirigidas por los autores del presente trabajo de investigación.





A́ A

La Ecuación Dinámica y la Ecuación de
la Electrogeodésica

A.1. La Ecuación Dinámica
En este apéndice se obtiene una “ecuación dinámica” asociada a los campos gravita-

cional y electromagnético debido a fuentes concentradas en la hipersuperficie discoidal. El
punto de partida es la ley de conservación

T ab
; b = 0, (A.1)

con

T ab = Qabδ(φ) + (T ab
EM

)D, (A.2a)

T ab
EM

= T ab
EM
|z+Θ(φ) + T ab

EM
|z−(1 − Θ(φ)), (A.2b)

donde Θ(φ) denota la función de Heaviside con Θ(φ = 0) = 1
2 .

Sustituyendo el tensor energía-momentum (A.2) en la ecuación de conservación (A.1),
se tiene que la derivada covariante de Tab es

T ab
; b = (Qabδ(φ)); b +

{
T ab

EM
|z+Θ(φ) + T ab

EM
|z−(1 − Θ(φ))

}
;b
. (A.3)

Ahora bien

T ab
EM
|z+ ;b = T ab

EM
|z− ;b = 0,

de donde se deduce que

T ab
;b =

(
Qabδ(φ)

)
;b

+
[
T ab

EM

]
φ,bδ(φ). (A.4)

El primer término del lado derecho de esta ecuación es

(Qabδ(φ));b = Qab
;bδ(φ) + Qabδ′(φ)φ,b, (A.5)

Entoces, las ecuaciones (A.1) con

T ab
;b =

{
Qab

;b +
[
T ab

EM

]
φ,b

}
δ(φ) + Qabφ,bδ

′(φ) = 0, (A.6)
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Así se tiene que

Qabφ,b = 0, (A.7a)

Qab
;b +

[
T ab

EM

]
φ,b = 0. (A.7b)

Por lo que se puede obtener

Qab
;b +

[
T az

EM

]
= 0, (A.8)

donde se han usado la definición de los vectores normales a la superficie φb = δz
b . De otra

parte, se sabe que

T az
EM

= Fa
cFzc − 1

4
gazFcdFcd (A.9)

entonces se tiene que el salto en el tensor energía-momentum correspondiente al tensor
electromagnético a través de la superficie del disco es

[
T az

EM

]
=

[
Fa

c
]

Fzc + Fa
c [Fzc] − 1

4
gaz

{
Fcd

[
Fcd

]
+ [Fcd] Fcd

}
. (A.10)

o, equivalentemente,

[
T EM z

a
]

= [Fac] Fzc + Fac [Fzc] − 1
4
δz

a

{
[Fcd] Fcd + Fcd

[
Fcd

]}
. (A.11)

Ahora, debido a la propiedad Fcd

[
Fcd

]
= [Fcd] Fcd se tiene

[
T EM z

a
]

= [Fac] Fzc + Fac [Fzc] − 1
2
δz

aFcd [Fcd] . (A.12)

Es muy fácil darse cuenta que Fzc [Fac] = δz
aFzc [Ac,z

]
y que [Fcd] Fcd = 2Fzc [Ac,z

]
. Así,

se obtiene finalmente que para el salto del tensor electromagnético

[
T EM z

a
]

= Fac [Fzc] . (A.13)

Por tanto, se tiene de (A.8) que

Q b
a ; b = Fac [Fcz] . (A.14)

La ecuación (A.14) puede ser renombrada como una “ecuación dinámica” asociada al campo
gravitacional y gravitacional debido a fuentes concentradas en la hipersuperficie discoidal.
El punto de partida para su obtención es la ley de conservación T ab

;b = 0.
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A.2. La Ecuación de la Electrogeodésica

Ahora se supone que el disco está constituido por la superposición de dos fluidos con-
trarrotantes, lo cual es, como ya se sabe, equivalente a escribir las relaciones

S b
a = S b

a + + S b
a −, (A.15a)

j b = j b
+ + j b

− , (A.15b)

donde

S ab
± = (ε± + p±)Ua

±U
b
± + p±hab, (A.16)

Con, S ab = eΛ−ΦQab, de la ecuación (A.16) se tiene que

Qab
± = (ε̃± + p̃±)Ua

±U
b
± + p̃±hab, (A.17)

donde κ̃ = eΦ−Λκ. Después de un cálculo medio tedioso y algo aburrido, podemos obtener la
derivada covariante de Q b

±a, la cual es:

Q b
±a ;b = (ε̃± + p̃±)U± a;bUb

± + p̃±,b h b
a + p̃± h b

a ;b, (A.18)

así que, después de calcular la forma explícita de h b
a ;b se tiene

Q b
±a ;b = −1

2
(ε̃± + p̃±)U b

±U c
±gbc,a + p̃±,a + p̃± δr

a (Λ − Φ),r. (A.19)

Ahora, de la ecuación (A.14) se tiene que

Q b
a± ; b = Fab jb

±, (A.20)

así, por reemplazar (A.19) en (A.20) se tiene

− 1
2

(ε̃± + p̃±)U b
±U c

±gbc,a + p̃±,a + p̃±δr
a(Λ − Φ),r = Facσ̃±U c

± (A.21)

donde, como antes, κ̃ = eΦ−Λκ. De (A.21) esperaríamos cuatro ecuaciones, una para cada
valor de a. Sin embargo sólo se tiene una, dado que, excepto para x2 = r, se tienen ecuciones
triviales. Así se tiene

− 1
2

(ε± + p±)U b
±U c

±gbc,r + p̃±,r = Frcσ±U c
± . (A.22)

Ahora, Ar = 0, de modo que Frc = Ac,r. Consecuentemente, con la sustitución de esta
cantidad en la ecuación anterior se obtiene

− 1
2

(ε± + p±)U b
±U c

±gbc,r + p̃±,r = Ac,rσ±U c
± . (A.23)
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Ahora se desarrolla cada una de las sumatorias en (A.23). La primera:

U b
±U c

±gbc,r = U 0
±U 0

± g00,r + 2U 0
±U 1

± g01,r + U 1
±U 1

± g11,r, (A.24)

El término de la derecha en (A.23) es, explícitamente,

Ac,rU c
± = A0,rU 0

± + A1,rU 1
± , (A.25)

luego, por sustituir (A.24) y (A.25) en (A.23) se obtiene finalmente

1
2

(U 0
± )2(g00,r + 2g01,rΩ± + g11,rΩ

2
±)(ε± + p±) − p±,r = −σ±U0

±
(
At,r + Aϕ,rΩ±

)
, (A.26)

donde se ha llamado Ω± = U1
±/U

0
±, y como se sabe Aa = (At, Aϕ, 0, 0). La ecuación (A.26)

es la ecuación de la electrogeodésica para un disco delgado estacionario constituido por
la superposición de dos fluidos contrarrotantes cargados eléctricamente, con presión radial.
Costituye una generalización de la ecuaciones en la electrogeodésica presentada en [21].
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[5] J. Bičák and T. Ledvinka. Relativistic disks as sources of the Kerr metric. Phys. Rev.
Lett., 71:1669, 1993. 3, 4, 12
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[45] T. Ledvinka, J. Bičák, and M. Zofka. Relativistic disks as sources of Kerr-Newman
fields. In edited by T. Piran, editor, in Procceding of 8th Marcel-Grossmann Meeting
in General Relativity, Singapore, 1999. World Scientific, Academic Press. 3

[46] J. P. S. Lemos. Self-similiar relativistic discs with pressure. Class. Quantum Grav.,
6:1219, 1989. 3



92 Bibliografía

[47] J. P. S. Lemos and P. S. Letelier. Superposition of Morgan and Morgan discs with a
Schwarzschild black hole. Class. Quantum Grav, 10:L75, 1993. 3, 5

[48] J. P. S. Lemos and P. S. Letelier. Exact general relativistic thin disks around black
holes. Phys. Rev D., 49:5135, 1994. 3, 5

[49] J. P. S. Lemos and P. S. Letelier. Two families of exact disks with a central black hole.
Int. J. Mod. Phys. D, 5:53, 1996. 3, 5

[50] P. S. Letelier. Anisotropic fluids with two-perfect-fluid components. Phys. Rev. D,
22:807, 1980. 22

[51] P. S. Letelier. Exact general relativistic disks with magnetic fields. Phys. Rev. D,
60:104042, 1999. 3, 12

[52] P. S. Letelier and S. R. Oliveira. Exact self-gravitating disks and rings: A solitonic
approach. J. Math. Phys., 28:165, 1987. 3, 5, 56, 81

[53] P. S. Letelier and A. Wang. Space-time defects. J. Math. Phys, 36:3023, 1995. 14

[54] A. Lichnerowicz. Sur les ondes de choc gravitationnelles. C.R. Acad. Sci., 273:528,
1971. 14

[55] L. Lindblom. Stationary stars are axisymetric. Astrophys. J., 208:873, 1976. 1

[56] D. Lynden-Bell and S. Pineault. Relativistic disks I. Counter-rotating disks. Mon. Not.
R. Astron. Soc., 185:679, 1978. 3

[57] D. Lynden-Bell and S. Pineault. Relativistic disks II. Self-similar disks in rotation.
Mon. Not. R. Astron. Soc., 185:695, 1978. 3, 4

[58] L. Morgan and T. Morgan. Gravitational field of shells and disks in general relativity.
Phys. Rev. D, 2:2756, 1970. 3, 12

[59] T. Morgan and L. Morgan. The gravitational field of a disk. Phys. Rev., 183:1097,
1969. 3, 5, 9, 12

[60] P. M. Morse and H. Fesbach. Methods of Theoretical Physics. McGraw-Hill, 1953. 29

[61] G. Neugebauer and R. Meinel. General relativistic gravitational field of a rigidly rota-
ting disk of dust: Soluction in terms of ultraelliptic funtions. Phys. Rev. Lett., 75:3046,
1995. 3

[62] A. Papapetrou and A. Hamouni. Couches simples de matière en relativité générale.
Ann. Inst. Henri Poincaré, 9:179, 1968. 14



Bibliografía 93

[63] C. Pichon and D. Lynden-Bell. New sources for Kerr and other metrics: Rotating
relativistic disc with pressure support. Mon. Not. R. Astron. Soc., 280:1007, 1996. 3,
4, 12

[64] E. Poisson. A Relativist’s Toolkit: The Mathematics of Black-Hole Mechanics. Cam-
bridge University Press, 2004. 14

[65] M. Rees. in Black Holes and Relativistic Stars. edited by R. Wald, University of
Chicago Press, Chicago, 1998. 1

[66] H. Rix, D. Fisher M. Franx, and G. Illingworth. Ngc 4550: Laboratory for testing
galaxy formation. Ap. J, 400:L5, 1992. 4

[67] V. C. Rubin, J. A. Graham, and J. D. P. Kenney. Cospatial couterrotating stellar disks
in the Virgo E7/S0 galaxy ngc 4550. Ap. J, 394:L9, 1992. 4

[68] O. Semerák. Expulsion of external fields from extreme horizons: Example of an exter-
nal gravitational field. Czech. J. Phys., 52:11, 2002. 3, 6

[69] O. Semerák. Gravitation: Following the Prague Inspiration (To celebrate the 60th
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