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“... Al volver a mi casa busqué el disco. No lo encontré.
Hace afos que sigo buscando.”

JoraE Luis Borages: El Disco.
(El Libro de Arena, 1975.)
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A los rios Vltava y Guatapuri:
El encanto y lo sublime en el fluir eterno de dos aguas en un mismo Herdclito.
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Resumen

TITULO: DISCOS DELGADOS RELATIVISTAS!
Autor (es): Antonio Calixto Gutiérrez Pifieres 2

Palabras Clave: Relatividad General, Ecuaciones de Einstein, Ecuaciones de Einstein-
Maxwell, Soluciones Exactas, Discos Relativistas, Modelo de Contrarrotacion, Espacio-
tiempos Conformestaticos.

Descripcion:

e construyen modelos relativistas de discos delgados a partir de soluciones de las ecua-
S ciones de campo de Einstein y de Einstein-Maxwell. Para tal fin, en primera instancia,
se consideran soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en
las cuales la primera derivada del tensor métrico presenta una discontinuidad finita a través
de un disco delgado. Dada entonces una solucién con las propiedades anteriores, se obtienen
el tensor de energia-momentum superficial y la densidad de corriente superficial de la distri-
bucién de materia, por medio del formalismo necesario para el tratamiento de las ecuaciones
de Einstein o Einstein-Maxwell en términos de distribuciones tensoriales.

Las propiedades fisicas de la distribucién de materia se estudian entonces mediante un
andlisis detallado del tensor de energia-momentum superficial, considerando soluciones su-
ficientemente generales de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que describan una distri-
bucién superficial de materia no sélo anisétropa, sino que ademads presente flujo de calor.
Se presenta una interpretacion alternativa de tales discos con base en el modelo de con-
trarrotacion. Se presenta una familia infinita de discos de polvo cargados eléctricamente,
axialmente simétricos de extension finita para un espaciotiempo conformestatico. Se pre-
senta una familia infinita de soluciones exactas nuevas correspondientes a discos delgados
con un borde interno central constituidos por polvo y su superposicion con un agujero negro
de Schwarzschild. Se presenta la primera familia infinita de soluciones exactas completa-
mente integradas explicitamente de las ecuaciones de Einstein-Maxwell correspondientes
a la superposicion de un disco de polvo contrarrotante con un agujero negro. En todos los
casos anteriores el tensor energia-momentum de los discos estd de acuerdo con todas las
condiciones de energia.

I'Trabajo de Tesis
2Facultad de Ciencias, Doctorado en Ciencias Naturales, Fisica. Director: Guillermo A. Gonzélez V.
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Contents:

elativistic thin disk models are constructed from axially symmetric solutions of Eins-
ﬂ tein and Einstein-Maxwell equations. In this way, first, axially symmetric solution with
a discontinuity across a thin disk are considered. Thus, given a solution with the last pro-
perties, the surface energy-momentum tensor and the current surface density of the matter
distribution are obtained through the appropriate formalism for the study of the Einstein and
Einstein-Maxwell in terms of tensorial distributions.

The physical properties of the matter distribution are then studied by an analysis of the
surface energy-momentum tensor, considering more general solutions of Einstein-Maxwell
describing a matter surface distribution not only anisotropic but with heat flow. An alter-
native interpretation of the obtained disks by means of the Counterrotating Model (CRM)
is presented. An infinite family of axisymmetric charged dust disks of finite extension for
conformastatic spacetimes is presented. An infinite family of new exact solutions correspon-
ding to an infinite family of thin dust disks with a central inner edge and their superposition
with a Schwarzschild black hole are also presented. The first infinite family fully integrated
explicit of exact solutions corresponding to the charged superposition of a counterrotating
dust disk with a central black hole is presented. In all the last cases the energy- momentum
tensor is in agreement with all the energy conditions.

3Doctoral Thesis
4Facultad de Ciencias, Doctorado en Ciencias Naturales, Fisica. Supervisor: Guillermo A. Gonzélez V.
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1.1. Naturaleza e Importancia del Problema

a obtencion e interpretacion de soluciones de las ecuaciones de Einstein y de Einstein-

Maxwell constituyen una tarea ardua e interesante. Durante los tltimos afos se ha
obtenido, mediante diversos métodos, un gran nimero de soluciones de estas ecuaciones.
Sin embargo, es valido afirmar que, un gran nimero de ellas no constituyen sino parte de un
conjunto de “objetos de coleccidon” dada su dificil interpretacion o su limitada importancia
fisica. Una de las caracteristicas més fundamentales de un sistema aislado en el universo
es la simetria axial: soluciones de estas ecuaciones correspondientes a espaciotiempos es-
tacionarios axialmente simétricos, por ejemplo, pueden ser utiles para describir estrellas y
galaxias en equilibrio termodindamico [55, 34]. Asi pués, el estudio de soluciones, estéticas
y soluciones estacionarias, de las ecuaciones de Einstein y de Einstein-Maxwell correspon-
dientes a configuraciones discoidales de materia autogravitante axialmente simetrica es un
problema realmente atractivo y que permanece abierto a la investigacion. Presenta vasto
interés en diversos aspectos relevantes tanto desde el punto de vista de la teorfa de la rela-
tividad en si misma, como en el modelamiento y entendimiento de propiedades fisicas de
sistemas astrofisicos.

De modo que, una gran suerte de esfuerzos ha sido dedicada al estudio tedrico del cam-
po gravitacional generado por fuentes discoidales de materia que pueden modelar ciertos
sistemas astrofisicos referenciados en la “literatura observacional”. Los discos de materia
sin presion, conocidos como discos de polvo, por ejemplo, se estudian en astrofisica como
modelos de cierto tipo de galaxias y discos de acrecién. Del mismo modo, discos de pol-
vo contrarrotante se estudian para modelar galaxias, por ejemplo SOy Sa [79]. El modelo
de discos relativistas también presenta gran importancia en el estudio de superposicion de
discos de acrecion alrededor de agujeros negros, y galaxias con agujeros negros superma-
sivos en su nucleo; objetos puramente relativistas [65, 44, 1]. De igual manera, discos con
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presencia de campos electromagnéticos, especialmente campos magnéticos, juegan un papel
importante en astrofisica en el contexto de estrellas de neutrones y binarias, enanas blancas
y en la formacién y evolucién de galaxias.

En el contexto de la teoria general de la relatividad, la construccién de soluciénes au-
toconsistentes fisicamente apropiadas para construccion de fuentes materiales y el campo
gravitacional creado por estas fuentes es un problema bastante complicado. Para encontrar
tales soluciones, se tienen que imponer y solucionar el probleama “externo”, un problema
con valor en la frontera impuesto sobre las ecuaciones de Einstein (6 de Einstein-Maxwell)
cuya solucién determina el campo externo, y el problema “interno” cuya solucién determina
la extructura y la dindmica de la fuente material en su propio campo gravitacional. Las so-
luciones fisicamente razonables tienen que satisfacer algunas condiciones adicionales tales
como finitud y positividad de la masa, caracteristica fisicamente razonable de materia y ex-
tension geomética razonable. Existe un caso limite muy interesante. Con fuentes de discos
infinitesimalmente delgados, el problema interno se reduce a la formulacién de condiciones
de frontera propias para la solucion externa. Asi, en este caso, soluciones autoconsistentes
se pueden obtener solucionando el problema externo sujeto a algunas condiciones propias
de frontera con el fin de obtener fuentes de materia con algiin comportamiento fisicamente
razonable.

Ahora bien, la obtencion de soluciones de las ecuaciones de Einstein y de Einstein-
Maxwell se puede llevar a cabo numéricamente, perturbativamente o de manera exacta. A
pesar del progreso de la relatividad numérica y de que los computadores pueden manejar
cierta variedad de asignaciones genéricas, las soluciones numéricas son dificiles de clasificar
e interpretar. La solucidn analitica exacta, por su parte, representa un ideal que, no obstan-
te, es solo asequible mediante simplificaciones sustanciales del problema. Sin embargo, la
importancia de abordar problemas fisicos, como los mencionados en lineas anteriores, re-
quiere cierta intuicién que puede ser ofrecida por soluciones analiticas exactas particulares,
las cuales a su vez pueden estimular el anélisis de situaciones mds generales, al tiempo que
permiten discriminar mds facilmente entre una caracteristica andmala y una caracteristica
fisica; asi como también especificar donde estdn las singularidades, cudl es su caracteristica,
si la solucidn es estable 0 no, o si es en algunos casos genérica. Asimismo, en el caso de
la formulacién de una conjetura respecto a una situacién general inspirada en una solucién
analitica exacta particular, encontrar nuevas soluciones analiticas exactas puede jugar un
papel importante, verificando, clarificando o modificando la conjetura o, en algunos casos,
las soluciones particulares pueden actuar como estados asintéticos de una clase general de
modelos y llegar a ser atin mas significativas.

Los parrafos anteriores permiten ver la clara importancia que para el desarrollo de la
teoria en si y el conocimiento de las propiedades fisicas de sistemas astrofisicos representa
la obtencidn e interpretacion de soluciones analiticas exactas de los sistemas de ecuaciones
de Einstein y de Einstein-Maxwell en términos de modelos relativistas de discos delgados.
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Durante las tultimas cuatro décadas la obtencidn y andlisis fisico de soluciones exactas
estacionarias axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein y de Einstein-Maxwell
correspondientes a configuraciones discoidales de materia autogravitante ha suscitado una
extensa variedad de trabajos. Estos fueron estudiados inicialmente por Bonnor y Sack-
field [8] y Morgan y Morgan [59, 58]. Posteriormente, diferentes autores han obtenido
varios tipos de soluciones exactas correspondientes a discos delgados estéticos [87, 56,
13, 52, 46, 6, 7, 27, 22] y estacionarios [57, 5, 63, 28]. Se ha considerado, de igual ma-
nera, la superposicién de un disco estdtico o un disco estacionario con un agujero negro
[47, 48, 49, 70, 68, 71, 72, 38, 73, 74, 88, 90, 76, 75], discos de fluido perfecto con halo
[84], asi como también se ha investigado la estabilidad de discos delgados que implican el
uso de una perturbacion de primer orden en el tensor de energia-momentum [82]. Fuentes
discoidales para espaciotiempos estacionarios axialmente simétricos con campos magnéti-
cos han sido estudiados como fuentes para campos de Kerr-Newman [45], campos mag-
netostaticos axialmente simétricos [51], mientras que discos de fluidos perfectos cargados
fueron estudiados por Vogt y Letelier [85], y discos de fluido perfecto cargado como fuentes
de espaciotiempos tipo Taub-NUT por Garcia-Reyes y Gonzalez [19, 20].

En los casos anteriores, los discos se obtienen mediante un método tipo “problema in-
verso”. Para discos sin campo electromagnético el método se puede describir de la siguiente
manera: se toma una solucién de las ecuaciones de Einstein, de modo que exista una dis-
continuidad en las derivadas del tensor métrico en la superficie del disco, posteriormente se
obtiene el tensor energia-momentum a partir de las ecuaciones de Einstein. Finalmente, se
estudian las propiedades fisicas de la distribucion de materia mediante un anélisis del tensor
energia-momentum asi obtenido. El método se puede extender al caso en que los discos en
consideracion presenten campo electromagnético. En este caso, se toma una solucién de las
ecuaciones de Eistein-Maxwell en el vacio y, las condiciones exigidas sobre el tensor métri-
co en la superficie del disco son las mismas que para el caso anterior. Los discos también se
pueden estudiar de manera “directa”: se da el tensor energia-momentum de la fuente y luego
se resuelven las ecuaciones de Einstein. Este ultimo método ha sido utilizado por algunos
autores para obtener discos de polvo [61, 40, 43, 42, 17, 41].

Ahora bien, mediante el método de problema inverso se puede no solo obtener, con rela-
tiva facilidad, discos delgados con tensores de energia-momentum que presentan suficiente
generalidad, sino también usar esta construccion para lograr interpretaciones de soluciones
de las ecuaciones de Einstein ( Einstein-Maxwell) conocidas, en el sentido que los discos
pueden actuar como fuentes exactas para métricas de espacios dados por soluciones de vacio
(electrovacio). De otro lado, cuando se usa el método de problema inverso en el caso estati-
co, el tensor energia-momentum es diagonal y, su andlisis es directo. Por ello, la mayoria de
autores considera discos estéticos y, excepto para discos de polvo, todos los discos obtenidos
poseen fuentes anisétropas con esfuerzo azimutal diferente del esfuerzo radial. De otro lado,
cuando el espaciotiempo en consideracion es estacionario, el tensor energia-momentum que
se obtiene es no diagonal y el andlisis de su contenido fisico es menos trivial y, en general,
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la fuente obtenida es no solo anisétropa sino ademads con flujo de calor. Debido a este hecho,
existen muy pocos trabajos acerca de discos estacionarios y, ellos estdn limitados, en gene-
ral, a discos obtenidos con soluciones tales que este no presente flujo de calor [57, 5, 63].
En realidad, solo en un trabajo se considera discos con flujo de calor, pero solo se hizo un
andlisis parcial del tensor energia-momentum [28].

También existe una interpreacion alternativa de los discos obtenidos. Esta interpreta-
cion se logra mediante el modelo de contrarrotacién (CRM), en el cual el tensor energia-
momentum de la fuente se expresa como la superposicion de dos fluidos perfectos contra-
rrotantes. Ahora, aunque esta interpretacion se puede ver como meramente tedrica, existe
evidencia observacional de discos constituidos por corrientes de materia rotante y contra-
rrotante [67, 66, 4, 77]. En el caso estdtico, la interpretacion del CRM no solo se puede usar
para describir una fuente constituida por dos componentes isotrépicos, sino también para
simular efectos rotacionales verdaderos. Un estudio detallado del CRM para discos delga-
dos estaticos relativistas genéricos se presenta en [22], aqui los autores obtienen expresiones
para todas las cantidades fisicas que caracterizan el modelo. Hasta ahora, sélo se ha logrado
cierto avance en lo concerniente al estudio del CRM para fuentes de campos electromagné-
ticos y gravitacionales que actian como discos sin presion radial [18] y discos con presion
radial [20]. En ambos casos los discos son estdticos y utilizan para su interpretacion fisica,
el método de problema inverso.

De otra parte, el CRM para discos delgados estacionarios no se ha desarrollado comple-
tamente y solo una version preliminar de éste se presenta en la referencia [28]. En el trabajo
mencionado, los autores consideran que el CRM se puede aplicar solo en casos en los que
no existe flujo de calor y el esfuerzo azimutal es positivo (presion). Estas condiciones, sin
embargo, son muy restringentes y, en muchos casos, se tienen discos que concuerdan con
ello solo en una region parcial. Entonces, el CRM serd vélido solo como una interpretacion
parcial de los discos correspondientes. En un trabajo en desarrollo [24] los autores demues-
tran que estas condiciones no son necesarias e interpretan el CRM para discos delgados
estacionarios axialmente simétricos con flujo de calor y esfurzo azimutal arbitrario.

Ahora bien, resultan particularmente interesantes los trabajos correspondientes a discos
de polvo en espaciotiempos conformestaticos [86, 39]. En este caso, la densidad de carga
del disco es igual a su densidad de masa y asi, las fuerzas eléctricas y gravitacionales se en-
cuentran en perfecto balance. Esta clase de configuraciones de equilibrio han sido llamadas
por algunos autores “discos eléctricamente contrapuestos” (ECD) y han sido estudiados con
cierto detalle tanto por teorias cldsicas como relativistas en [11, 9, 10, 30, 83]. Ahora, co-
mo el contenido material de la fuente es polvo, probablemente el tensor energia-momentum
correspondiente estard siempre en acuerdo con las condiciones de energia, un hecho que
es particularmente importante para los modelos de discos relativistas delgados. En efecto,
como se puede ver en algunos de los trabajos anteriormente mencionados, existen muchos
modelos de discos relativistas delgados que no estan de acuerdo con estas condiciones y
también muchos que cumplen sé6lo parcialmete con ellas. Los discos delgados conformes-
taticos presentados en [86, 39] fueron obtenidos por medio del bien conocido método de
“desplazamiento, corte y reflexion” con el fin de introducir una discontinuidad en la primera
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derivada de una solucién suave. El resultado serd entonces una solucién con una singulari-
dad tipo funcion delta de Dirac en la hipersuperficie z = 0, que puede ser interpretada como
un disco infinito delgado. De otro lado, las soluciones que pueden ser interpretadas como
discos delgados de extension finita se pueden obtener si se introduce un sistema coordenado
propio. Un sistema coordenado que se adapte naturlmente a una fuente finita y presenta las
condiciones de discontinuidad requeridas son las coordenadas esferoidales oblatas. Algunos
ejemplos de soluciones que representan discos delgados finitos expresados en términos de
estas coordenadas se pueden encontrar en [8, 59, 87, 52].

Los datos observacionales que soportan la existencia de agujeros negros en los nicleos
de algunas galaxias, incluyendo los que registran la fuerte dindimica asociada a la evidencia
dindmica generada por la fuerte interacion del resto de la Via Lactea con su centro, de modo
que no hay duda de la relevancia del estudio de sistemas binarios compuestos por un disco
delgado que rodea un agujero negro (ver [12, 3] si se quiere apreciar recientes revisiones
sobre datos observacionales). Por consecuencia, durante los ultimos afios, un gran nimero
de trabajos ha sido desarrollado con el fin de obtener cada vez mejor informacién acerca de
los aspectos relacionados con la dindmica de estos sistemas (ver [69, 38] para una revision de
los trabajos mads relevantes). Ahora, debido a la presencia de un agujero negro, los campos
gravitacionales presentes son tan fuertes que el marco tedrico propio para el estudio de
estas configuraciones lo constituye la teoria general de la relatividad. Por consecuencia, un
gran esfuerzo ha sido dedicado a la obtencién de soluciones de las ecuaciones de Eistein y
de Einstein-Maxwell correspondientes a fuentes discoidales delgadas con un agujero negro
central.

Las soluciones estacionarias y axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein y de
Einstein-Maxwell constituyen la mejor eleccion cuando el fin es describir analiticamente los
campos gravitacionales debido a discos alrededor de agujeros negros. Asimismo, tales espa-
ciotiempos son de clara importancia astrofisica, dado que ellos describen la configuracion
de equilibrio en la region exterior de sistemas rotantes. Asi que, a través de los afilos muchos
ejemplos de soluciones correspondientes a agujeros negros o a fuentes discoidales delgadas
han sido obtenidos mediante diferentes técnicas. Sin embargo, debido al caracter no lineal
de las ecuaciones de Einstein, soluciones correspondientes a la superposicion de agujeros
negros y discos delgados no son féciles de obtener. De modo que, hasta ahora, soluciones
exactas estacionarias correspondientes a este tipo de configuraciones no han sido obtenidas.

Si se consideran discos delgados que se extienden mds alld del horizonte de eventos,
la materia localizada cerca el agujero se moverd con velocidades superluminicas, tal como
fue demostrado por Lemos y Letelier [47, 48, 49]. Asi, con el fin de evitar la aparicion de
materia tachyonica, los discos delgados deben de tener un borde interno con un radio mayor
que el radio foténico del agujero negro. Asi que, el problema de valor en la frontera para la
ecuacion de Laplace es mds complicado y por consecuencia muy pocas soluciones han sido
obtenidas. Esta clase de soluciones fue estudiada primeramente por Lemos y Letelier [48]
haciendo una transformacién de Kelvin con el fin de invertir la familia de discos finitos de
Morgan-Morgan [59]. Ahora, aunque la segunda funcion métrica de esta solucién no puede
obtenerse analiticamente, su principal propiedad fue analizada ampliamente en una serie de
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trabajos por Semerak, Zacek y Zellerin [76, 75, 74, 73, 68, 88, 71], mediante computacién
numérica.

Aparte de los discos invertidos de Lemos y Letelier, s6lo otras dos soluciones para dis-
cos estdticos con borde interno han sido obtenidas. La una con discos isdcronos invertidos
[40] y la otra con una “power-law density” [72]. Mientras que Zellerin y Semerdk [90] obtu-
vieron una superposicion estacionaria usando el método de Inverse-scattering de Belinskii-
Zakharov; no obstante, el andlisis de sus propiedades es complicado dado que las funciones
métricas no pueden ser obtenidas analiticamente. Ademds, esta solucién implica una superfi-
cie sin sentido fisico definida entre el horizonte del agujero negro y el disco [69]. Finalmente,
una clase general de soluciones estacionarias fue presentada por Klein [42], mediante el uso
de técnicas de superficie de Riemann, por medio de la cual sistemas disco-agujero negro
fisicamente aceptable se puede hallar, en principio.

Ahora, una caracteristica comun enre todas las soluciones anteriormente mencionadas
es que sus funciones métricas no pueden ser completamente calculadas analiticamente. En-
tonces, el andlisis de sus propiedades matematicas y fisicas es muy complicado. Ademas,
casi todas las soluciones presentan singularidades en el borde del disco, quiza la unica ex-
cepcion la constituye el tipo de soluciones presentadas por Klein [42]. La presencia de estas
singularidades en casi todas las soluciones obtenidas ha sido considerada por algunos auto-
res estrechamente conectadas con la no fisica delgadez infinita de la fuente. Sin embargo,
tal como se verd mds adelante, si el correspondiente problema de valor en la frontera se
soluciona apropiadamente, es posible obtener una familia completa de soluciones libres de
singularidades.

1.3. Propésito y Organizacion del Presente Trabajo de In-
vestigacion

El objetivo central de la presente Tesis Doctoral es la construccién de modelos relativis-
tas de discos delgados a partir de soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein
y de Einstein-Maxwell. Para tal fin, en primera instancia, se considerardn soluciones axial-
mente simétricas de dichas ecuaciones en las cuales la primera derivada del tensor métrico
y del potencial electromagnético presentan una discontinuidad finita a través de un disco
delgado. Dada entonces una solucién con las propiedades anteriores, se obtendran el tensor
de energia-momentum superficial y la densidad de corriente superficial de la distribucién
de materia por medio del formalismo necesario para el tratamiento de las ecuaciones de
Einstein y de Einstein-Maxwell en términos de distribuciones tensoriales.

Las propiedades fisicas de la distribucién de materia se estudiardn entonces mediante
un andlisis detallado del tensor de energia-momentum superficial, considerando soluciones
suficientemente generales de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que describan una distri-
bucidn superficial de materia no sélo anisétropa, sino que ademads presente flujo de calor.
Igualmente, se presentard una interpretacion alternativa de tales discos con base en el mo-
delo de contrarrotacion, en el cual el tensor de energia-momentum superficial y la densidad
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superficial de corriente se expresan en términos de la superposicion de dos fluidos perfectos
contrarrotantes.

Asi, el Capitulo 2 expone un formalismo suficientemente general a partir del cual se
interpretan ciertas soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en términos de mo-
delos relativistas de discos delgados. Se presenta un andlisis detallado del tensor energia-
momentum superficial (SEMT) correspondiente discos delgado estacionarios axialmente si-
métricos. Se considera la clase mas general de discos delgados estacionarios con presion
radial y flujo de calor diferentes de cero. Se analiza el contenido fisico del SEMT y se obtie-
nen las expresiones para la velocidad, densidad de energia, densidad de corriente electrica,
esfuerzos principales y flujo de calor. También se presenta el Modelo de Cotrarrotacién
(CRM) con el fin de interpretar estos discos considerdndose el SEMT como la superposi-
cién de dos fluidos perfectos contrarrotantes. Se obtiene una condicién sobre la velocidad
tangencial, necesaria para la descomposicion del tensor energia-momentum, y se obtienen
entonces expresiones para las densidades de energia y las presiones. Se considera la posi-
bilidad de contrarrotacién a lo largo de electrogeodésicas, asi como la contrarrotacién con
velocidades iguales y opuestas. Mediante la escogencia dada para las velocidades de contra-
rrotacion, se obtienen expresiones explicitas para las densidades de energia y presiones de
los fluidos contrarrotantes.

En el Capitulo 3 se presenta una familia infinita de discos de polvo cargados eléctrica-
mente, axialmente simétircos de extension finita. Con el fin de obtener estas soluciones de
discos delgados finitos, se solucionan primero las ecuaciones de Einstein-Maxwell para es-
paciotiempos conformestéticos asumiéndose que la funcién métrica y el potencial eléctrico
mantienen una dependencia funcional y que la funcién métrica depende funcionalmente de
otra funcién auxiliar, la cual se toma del conjunto de soluciones de la ecuacion de Laplace.
Como se puede ver en [31] este procedimiento es bastante ttil dado que se pueden obtener
“nuevas soluciones” a partir de ciertas soluciones “semilla” apropiadas vy, el albegra en el
proceso es particularmente simple. Del conjunto soluciones de la ecuacion de Laplace co-
nocido, se toma aqui como funcion auxiliar las dadas por la familia infinita de discos de
Kalnajs generalizados obtenidos por Gonzélez y Reina [29], expresadas en términos de las
coordenadas esferoidales oblatas y que corresponden a una bien comportada familia newto-
niana de discos axialmente simétricos de radio finito.

En el Capitulo 4 se presenta una familia infinita de soluciones exactas nuevas corres-
pondientes a discos delgados con un borde interno central constituidos por polvo. Estas
soluciones describen discos cuya densidad de energia es siempre positiva y bien compor-
tada, de modo que su tensor energia-momentum estd en completo acuerdo con todas las
condiciones de energia. Ahora, aunque los discos son de extension infinita, todos ellos tie-
nen masa finita. Ademds, las soluciones son asintéticamente planas y regulares en todas
partes, tal como se demostrard mediante el cdlculo de todos los escalares de curvatura. En
dicho capitulo también se presenta la superposicion completa de esta familia de soluciones
con un agujero negro de Schwarschild, ampliando los detalles presentados por Gonzélez and
Gutiérrez-Pifieres en [23]. La solucion obtenida representa un disco anular delgado infinito
(un disco con un borde interno) alrededor de un agujero negro de Scchwarzschild. La ma-
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sa del disco es finita y el tensor de energia-momentum cumple con todas las condiciones
de energia. La solucién puede interpretarse también como si describiera un disco delgado
constituido por dos fluidos de polvo contrarrotantes que satisfacen también las condiciones
de energia.

En el Capitulo 5 se presenta, lo que constituye, hasta donde se sabe, la primera familia
infinita de soluciones exactas completamente integradas explicitamente de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell correspondientes a la superposicion de un disco de polvo contrarrotante
con un agujero negro. Las soluciones obtenidas representan la superposicion cargada de un
disco infinito delgado anular alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. La masa total
del disco es finita y el tensor energia-momentum estd de acuerdo con todas las condiciones
de energia. Ademds los estados asimptéticos de la superposicion cargada se reducen a la
superposicon sin carga eléctrica descrita en el capitulo anterior. La solucién puede interpre-
tarse como la descripcion de un disco constituido por fluidos provistos de carga eléctrica
contrarrotando alrededor de un agujero negro y que, estin también en completo acuerdo con
las condiciones de energia. Como parte final se presentan las principales conclusiones del
trabajo.
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2.1. Introduccion

on el fin de obtener soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell interpretables
C como discos delgados estacionarios axialmente simétricos con campo electromagnéti-
co se puede tomar, como punto de partida, el elemento de linea de Weyl-Lewis-Papapetrou
[78], en coordenadas cilindricas x* = (¢, ¢, 1, 2),

ds® = — 2(dt + Wdp)* + e 22[R2dg* + *Ndr? + d2)], (2.1)

donde ®, A, ‘W y R son funciones de r y z unicamente. Por naturaleza cilindrica de las
coordenadas [59] se entiende que r = 0 sobre el eje de simetria y, para z fijo, r crece mo-
nétonamente al infinito; mientras que, para r fijo, z crece mondtonamente en el intervalo
(—o00, 0). La coordenada ¢ varia en el intervalo usual [0, 27).
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El sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio, en unidades geometrizadas
tales que ¢ = 871G =y = € = 1, estd dado por

G’ = T, (2.22)
1

Tab = FachC - ZgachdFCd, (22b)

F® =0, (2.2¢)

Fap = 0,Ap — 0bA,, (2.2d)

donde todos los simbolos tienen el sentido usual.
Para la métrica (2.1), el sistema anterior puede ser escrito explicitamente como

R,rr + R,zz =0, (2.3a)

MPRRWA, — W ,), + RWA, - W), — (WA, — Wy )R, —2RD,)
- ((WA,Z - (sz,z)(ﬂ,z - ZR(D,z)] + (Rl,l/r)r + (R'ﬁz)z - 2R(lp,rq),r + w,zq),z) = 0’

(2.3b)
R [((er)r + ((sz)z] + (Rr - ZRq),r)(A,r - (er) + (Rz - ZR(D,Z)(A,Z - (WWZ)
~RA,, +A.)=0, (2.3¢)

WS+ W) = e [(A, = Wy,) + (A, — Wy )| + 2R [(RD,), + (RD,).]
— R + ) =0, (2.3d)

M@ W, + D W)+ RRW,), + RRW.)| - 24,0, + Ay
+2WW +y%) =0, (2.3¢)

AP (WL- W) =22 (A, - Wy ) = (A - Wy )| + 2R (W2 - y2)
+AR[ (AR, — AR - R@% - L)+ R..| =0, (2.3f)

W W, —2"A, — WY A — W) +2R[AR. + AR, — R,.
—2RD, D] + 2R%e Py . =0, (2.3g)

donde A, = (¥, A,0,0) es el 4-potencial electromagnético, cuya dependencia funcional es
s6lo de las variables r y z.

Ahora bien: de (2.3a) se puede ver que la funcién R(r, z) satisface la ecuaciéon de Laplace,
de modo que se la puede pensar como la parte real de una funcién analitica 7 ({) = R(r, z) +
iZ(r,z), donde ¢ = r + iz. Por consecuencia, la funciéon ¥ () define una transformacién
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conforme de las coordenadas,

r — R(r,2),
(2.4)
z — Z(rn2),
de tal forma que la métrica (2.1) puede ser escrita, en las nuevas coordenadas, como
ds* = — 2V (dt + Adp)* + e *Y[RPdy* + M (dR* + dZ), (2.5)
donde el conjunto de funciones
R(r,z) = Re F (), (2.6a)
Z(r,z) = ImF (), (2.6b)
O(r,2) = YR D), (2.6¢)
Wz = AR D), (2.6d)
Ar,z) = IR, 2Z)+In|F' (), (2.6e)
Y(r,2) = YR, 2), (2.6f)
A(r,z) = AR, ), (2.6g)

satisfacen el sistema

RP[RAAR - AU )z + RAA 7z — AW 7) 7 — (AAg — AP r)(1 — 2RY )
+2RY 2(AA 7z - AY D]+ Ry R + (RY 2) z = 2RW Y + ¥ 7V 2) = 0, (2.7)

RIAY g — (AP R) g — (AP 2) z + RR'Ag) g + RR'A 7) 7
+2¥Yr(Ag — Ay g) +2¥Y 2(A 7z — Ay 7) =0, (2.7b)

(A + AY) — € [(Ag - A R)® + (Az — Ap 2| - R + %)
+2Re* [(RP )% + (RY 2) 7] = 0, (2.7¢)

Y [MPrAR + ¥ 2 A Z) + RR AR g + RRAZ) 2| + 2AW% + )
- 2ArYr+Az¥z) =0, (2.7d)

Y (A - Ap) = 26" |(Ag — AY ) + (Az — AY 2| + 2R (W — )
+4Re™ [[Tg - R(P% - 2| =0, (27e)

Y ARA 7 - 26" (A g — AP R)A 7z — AY 7) + 26 R[] 7 — 2RY ¥ 7]
+ 2Rz =0, (2.7
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que representa el conjunto de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio para un espacio-
tiempo estacionario axialmente simétrico en coordenadas candnicas de Weyl, cuyos métodos
de solucién se conocen ampliamente [78].

Ahora, con el fin de obtener una solucién interpretable como el campo exterior de un
disco delgado con campo electromagnético, se supone que @, A, W y R son funciones
simétricas de z y que las primeras derivadas del tensor métrico son discontinuas en el plano
z = 0. Soluciones con este tipo de comportamiento se pueden obtener por diferentes caminos
mediante la eleccién apropiada de soluciones del sistema (2.7) y la funcién andlitca ¥ ().

Un procedimiento cominmente utilizado es el denominado método de “desplazamien-
to, corte y reflexiéon”. El método consiste en lo siguiente: se toman ¥ ({) = { y cualquier
solucion arbitraria del sistema (2.7), la cual en general no posee la simetria de reflexion
requerida. Luego, con el fin de obtener la simetria de reflexion requerida, se hace la trans-
formacion z — |z| + zo, donde zy es una constante positiva. El resultado serd entonces una
solucién con una singularidad tipo funcién delta en z = 0, la cual se puede interpretar como
un disco delgado infinito con campo electromagnético. Algunos ejemplos se pueden ver en
las referencias [18, 51, 85]. Mientras que soluciones interpretables como discos delgados
infinitos pero sin campo electromagnético, obtenidas mediante este mismo procedimiento,
se presentan en [5, 6, 7, 28].

Las soluciones logradas mediante el método de “desplazamiento, corte y reflexiéon” son,
en cierto sentido, artificiales; dado que estas se obtienen por medio de una transformacién
geométrica. Una clase de soluciones “naturales” se puede obtener apropiadamente mediante
la solucién de un problema de frontera. Para ello, se toma ¥ ({) = { y se introducen las coor-
denadas esferoidales oblatas, las cuales son adaptadas naturalmente a una fuente discoidal
y cumplen con el requisito de la discontinuidad. Posteriormente se escogen soluciones del
sistema (2.7) que satisfagan las condiciones de frontera apropiadas en coordenadas esferoi-
dales oblatas. Las soluciones obtenidas se pueden interpretar como discos delgados finitos
sin presion radial y, en ausencia de campo electromagnético, corresponden a la familia de
discos de Morgan-Morgan [59, 58]. Con base en estas soluciones, usando métodos estandar
de generacion de soluciones, se pueden obtener modelos de discos con campo electromag-
nético [32].

Una clase mds general de soluciones “naturales” que representan discos delgados se ob-
tiene mediante la solucién de la ecuacidon de Laplace (2.3a) en coordenadas esferoidales
oblatas con apropiadas condiciones de frontera. La solucién obtenida para R(r, z) se usa en-
tonces para obtener la funcién analitica ¥ ({), necesaria para hacer la transformacién (2.6).
El problema de valor en la frontera para un disco delgado se transforma, por consecuencia,
en un problema de valor en la frontera para un cascarén en las coordenadas candnicas de
Weyl. Asi, las soluciones resultantes se pueden interpretar como discos delgados finitos o
infinitos con presion radial y campo electromagnético. Discos delgados sin campo electro-
magnético, obtenidos mediante este mismo procedimiento pueden verse en las referencias
[58, 13, 27,22, 63].

El presente capitulo expone un formalismo suficientemente general mediante el cual
se permite interpretar ciertas soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en térmi-
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nos de modelos relativistas de discos delgados. Con el fin de obtener tal interpretacion, en
primera instancia, se considerardn soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell en las cuales la primera derivada del tensor métrico y la primera deriva-
da del potencial electromagnético presenten una discontinuidad finita a través de un disco
delgado. Dada entonces una solucién con las propiedades anteriores, se obtendran el tensor
de momentum-energia superficial y la densidad de corriente superficial de la distribucién
de materia, por medio del formalismo necesario para el tratamiento de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell en términos de distribuciones tensoriales.

Las propiedades fisicas de la distribucion de materia se estudiardn entonces mediante
un anélisis detallado del tensor de energia-momentum superficial, considerando soluciones
suficientemente generales de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que describan una distri-
bucién superficial de materia no sélo anisétropa, sino que ademds presente flujo de calor.
Posteriormente se presentard una interpretacion alternativa de tales discos con base en el
CRM, en el cual el tensor de energia-momentum superficial y la densidad superficial de co-
rriente se expresan en términos de la superposicion de dos fluidos perfectos contrarrotantes.

2.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell para Cascarones de
Materia

Con base en las ideas expuestas se formulardn las ecuaciones de campo de Einstein-
Maxwell para el caso en que existe un cascarén de materia en el espaciotiempo M, de tal
forma que las primeras derivadas del tensor métrico y del potencial electromagnético pre-
sentan discontinuidad finita a través de una hipersuperficie X. El tensor métrico g,, y el
potencial electromagnético A, se suponen continuos a través de X. Las ecuaciones de campo
de Einstein-Maxwell, en unidades geometrizadas tales que ¢ = 87G = yy = &y = 1, estén
dadas por

Guw = T, (2.82)
F, =, (2.8b)
con
Toy = FooF, - %gachdFCd, (2.92)
Fop = Apa — Aups (2.9b)

donde todos los simbolos tienen el significado usual.
La continuidad en el tensor métrico y en el potencial electromagnético a través de X se
puede expresar como,

9] = goply — guly = 0, (2.10a)
[A,] Al = Al, =0, (2.10b)
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mientras que para la discontinuidad en la derivada del tensor métrico se escribe

Y = [9,,(®)], 2.11)

donde ()" denota derivada respecto de ¢. Ahora, usando la aproximacién distribucional [62,
54, 81] o por las condiciones de junturas de cascarones delgadaos [36, 37, 64] se tiene

g = (Ga)”, (2.12a)

Jabe = Gave)’s (2.12b)

re, = @7, (2.12¢)

Thea = Theo)” + M1 na 6(9), (2.12d)
donde .

I = Egae(geb,c"‘gce,b—gbc,e), (2.13)

son los simbolos de Christoffel y se supone que el tensor métrico, g,5, se puede expresar en
términos de una funcién de distribucion segun,

Jab = (gar)” = 9 O(B) + g {1 — O(9)), (2.14)

siendo O(¢) la funcién de Heaviside y 6(¢) la distribucién de Dirac con soporte en Z.
Con el uso de los resultados anteriores en la definicion del tensor de curvatura de Rie-

mann,
Roa = Uhae = Thea + Tipalee — T 150 (2.15)

y la suposicién que el tensor métrico g, €s, por lo menos, de clase C* en las regiones M*,
se obtiene para el tensor de Riemann la expresion [53]

Ry = (Rabcd)D + H,., 0(9), (2.16)

donde
Hy = [Tyl ne — (1114, (2.17)

los (R%, ,)* son los tensores de Riemann usuales definidos en M* y n, es un vector normal a
la hipersuperficie X.

Las discontinuidades en las primeras derivadas del tensor métrico estdn caracterizadas
por el tensor b,;,, definido a través de las relaciones

[Gabc] = Dap 1es (2.18)

de tal forma que
M1 = 5 O nes b= gbic o), 2.19)
HY, , = l (binpn, — benpng + bpcn’ng — bpgn‘n,), (2.19b)

2
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donde todas las cantidades se evaluan en la hipersuperficie X.
De igual modo, haciendo uso de la continuidad en el potencial electromagnético A,, se
puede escribir

A, = (A)°, (2.20a)
Awp = (Awp)”, (2.20b)
F® = (F")P, (2.20¢)
F = (F)P + [Fln6(9), (2.20d)

Suponiendo que el tensor de momentum-energia T, y la densidad de corriente J* se
pueden expresar en la forma

Tap (Ta)” + Qus 6(9), (2.21a)
JU = (JY + [ 5(e), (2.21b)

donde Q,, y I* = y/—gl* son el tensor de energia-momentum y la densidad de corriente
asociados con la hipersuperficie X y los T3, y J¢, con J¢ = =g J¢, son los tensores de
energia-momentum y la densidad de corriente usuales definidos en M*; se puede probar
facilmente, mediante (2.21b), que las ecuaciones de Einstein-Maxwell (2.8) son equivalentes
al sistema de ecuaciones

Gt = TZ, (2.22a)

1
Hab _EgabH = Qab’ (222b)
Fe, = T (2.22¢)
[Fn, = I (2.22d)

donde H,, = HS, , y H = g*’Hp.

Cuando el cascaron de materia es la Unica fuente de los campos gravitacional y electro-
magnético, de tal forma que el resto del espaciotiempo es vacio (o electrovacio), J§ = Oy las
ecuaciones (2.22a) y (2.22c¢) se reducen a las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio

G, = T3, (2.23a)
Fe, = 0. (2.23b)

De esta forma, después de resolver el sistema anterior, las ecuaciones (2.22b) y (2.22d) se
pueden usar para obtener las expresiones del tensor de momentum-energia y la densidad de
corriente para un cascarén de materia,

20, = (bin, — byn)n‘ + (byn, — beny)n® — 6,(bin, — byn.)n‘, (2.24a)
I = [F®n,, (2.24b)

donde todas las cantidades son evaluadas en la hipersuperficie X.
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2.3. Discos Delgados Axialmente Simétricos

En la seccion anterior se presentd el formalismo necesario para interpretar soluciones
estacionarias axialmente simétricas de las ecuacioneas de Einstein-Maxwell en términos
de una hipersuperficie X (cascarén) que divide el espaciotiempo M en dos regiones. En la
presente seccidn se restringe tal formalismo al caso particular en que la hypersupercie X
a analizar constituye un disco delgado axialmente simétrico. Para ello se introduce en el
espaciotiempo M el elemento de linea de Weyl-Lewis-Papapetrou en coordenadas cuasici-
lindricas x* = (t, ¢, 1, 2),

ds® = — 2(dt + Wdp)? + e 22[R2dg* + Mdr? + d2)], (2.25)

donde @, A, ‘W y R son funciones de r y z tinicamente y se considera la hipersuperficie X
definida por la funcién ¢(x“) = z, con vector normal n, = ¢,, = ¢5. Dada una solucién de
la forma (2.25) para las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio el tensor métrico g,
definido para z > 0, se obtiene de la relacion

ds? . =g’ dx“dx’, (2.26)

Mt

y el tensor métrico g, definido para z < 0, se obtiene mediante la relacion

g1, 2) = g;rb(”, -2), 2.27)

de tal forma que [g,,] = 0. Esto significa construir modelos con simetria de reflexién con
respecto al plano z = 0. Las relaciones anteriores implican que, cuando z # O,

Iu-(1:2) = = go.(1r,=2), (2.28)

asi, las discontinuidades en las primeras derivadas del tensor métrico se pueden escribir
como

bay = [gabzl = 2 Gu,l g (2.29)

Para la métrica (2.25), las componentes no nulas del tensor b, son

by = —4¢°0,z, (2.30a)
by = =2(W,+2W0)), (2.30b)
by = 4P RR,—RD,) - W(W_+ WD )e ), (2.30c)
b, = 4*MV(A.-D)), (2.30d)
b, = 4“VA,-D)), (2.30e)

donde todas las cantidades se evaluan en la hipersuperficie z = 0.
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Usando los resultados anteriores en la expresion (2.24a), se obtiene para el tensor de
energia-momentum del disco las componentes no nulas

eZ((D—A)

0 = —( 2R -20.) + 2RR. - P WW ), (2.31a)
eZ((D—A)

Q) = —( [PRWR. - 2R0..) - (R + W' yW.. |, (2.31b)
eZ((D—A) 0

Q) = —— ("W). 2.31¢)
N 40

0 = —— (2RA+ M WW,), 2.31d)
eZ((D—A)

0, =~ ORR.), (2.31e)

aqui, como antes, todas las cantidades se evaluan en la hipersuperficie z = 0*.

De otro lado, el “verdadero” tensor de energia-momentum superficial (SEMT) del disco,
S a» ¥ 1a “verdadera” densidad de corriente superficial, j,, se pueden obtener a través de las
relaciones

Sab

f 0w 62 dsy = M Oy (2.320)

Ja f 1,6(z)ds, = "I, (2.32b)

donde ds, = /g, dz es la medida fisica de longitud en la direccién normal al disco.
De modo que, las componentes no nulas de S} vienen dadas por

O-A
s = eR2 RRYA, - 20..) + 2RR,. — MWW, ], (2.33a)
O-A
$0 = eRZ LRRWR.. - 2RD..) - (R + W)W, |, (2.33b)
1 _ N
Sb = 7 (e W..), (2.33¢)
s1= O 0RAL + SrWw 2.33d
I R ( 2t e ’Z)’ (2.33d)
5 eCD—A
$3 = S QRR.). (2.33¢)

y la densidad de corriente en la superficie del disco mediante

Jio= —2e"MA (2.34a)
Jo = —2e"MA,, (2.34b)
donde se ha hecho uso de la simetria de reflexion los potenciales métricos y electromagnéti-

cos con respecto a la superficie del disco, se ha elegido el cuadripotencial electromagnético
en la forma A, = (A, A,,0,0) y, como antes, todas las cantidades son evaluadas en z = 0".
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2.4. Interpretacion Fisica de los Modelos de Discos Delga-
dos

2.4.1. ElProblema de los Valores Propios para el Tensor Energia-Momentum

Abhora, con el fin de analizar las caracteristicas del SEMT vy las densidades de carga y
corriente eléctrica, es conveniente expresar éstas en términos de una tétrada ortonormal. Se
usard la tétrada del “Observador Localmente Estatico” (LSO) [39], u observador en reposo
con respecto al infinito, el cual estd dado por

a _ —® ca

e = ¢, (2.35a)
a eq) A A

e = ﬁ((sl—(wq)), (2.35b)
a _ D—-A ca

e, = ¢ 0, (2.35¢)
et = P Ay (2.35d)

de modo que

b _ b ) a b a b b
Sa - S(O)(O)GZ))G(O) + S(l)(l)efl)e(l) + S(Z)(Z)e(z)e(z) - S(O)(l){e(())e(l) + e?l)e((»}’ (236)
donde
O-A R’Z
Soo = 2 20,,- A, - R |’ (2.37a)
W,
Son = C [_Z] ) (2.37b)
R
S(l)(l) = Ze(D_AA’z ’ (2.370)
R,
Soo = 2e7A [_Z], (2.37d)
R
son las componente no nulas del SEMT con respecto al LSO vy, de igual manera,
Jo = =270, (2.38a)
20-A
o = 20— WA - A, (2.38b)

son las densidades de carga eléctrica y corriente eléctrica azimutal del disco medidas por
este observador.

El caso mds simple ocurre si S, = 0 tal que el SEMT es diagonal. Este caso correspon-
de a una solucidn estatica, ‘W = 0, en consecuencia se tienen discos delgados estaticos con
campo electromagnético. También se puede tener S, = 0 para soluciones estacionarias
con (W_)|,., = 0y entonces esta clase de soluciones se puede considerar como una repre-
sentacion de “discos localmente estaticos”. En ambos casos se tiene el SEMT de un fluido
general,

Sab = eV, V, + pIXaXb + pZYaYb’ (239)
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con densidad de energia € = § |, y esfuerzos principales p, =S, vy p, =S ,,, medidos
por el LSO. La velocidad del fluido viene dada por V* = e{ 'y las direcciones principales
son X“ =¢ yY'=ef.

De otra parte, cuando S, # 0 el contenido fisico de SEMT se puede analizar escribien-
do éste en la forma candnica. Para tal fin se resuelve el problema de valores propios para
el SEMT vy se expresan las cantidades fisicas que le caracterizan en términos de valores y
vectores propios.

A continuacidn se soluciona el problema de valores propios para el SEMT S, para el
casoen que S, , # 0. Expresando el problema de valores propios en la tétrada ortonormal

del LSO,

01

S(m)(n) g(n) = /l n(m)(n) f(")’ (240)

se pueden obtener ficilmente las soluciones 4. = (B + \/5)/ 2,,=58,, Y4 =0,donde

A= S+ S e (2.41a)
B = S0~ So0 (2.41b)
C = Sou (2.41¢)
D = A*-4C. (2.41d)

Los correspondientes vectores propios estan dados por

. . (A+ VD),
fi Ni {C(O) — (T) em} ) (2423)

& = Y'=¢e, (2.42b)
& = Z2'=¢! (2.42c¢)

donde los N, son factores de normalizacion apropiados.

Noétese que existen tres diferentes casos dependiendo del valor de D. En el primer caso,
cuando D > 0, los dos valores propios A. son reales e iguales y los dos vectores propios &.
son reales y ortogonales, asi uno es espacial y el otro temporal. Escogiendo apropiadamente
los factores de normalizacion N., es facil ver que

£ ba=tv,, (2.43)

donde v, = A/|A|, de modo que v, determina el cardcter causal de los vectores propios &.
y se obtiene una tétrada ortonormal con ellos y los otros dos vectores. En el segundo caso,
cuando D < 0, los dos vectores propios £. son complejos conjugados y ortogonales. Se
pueden escoger, apropiadamene, los factores de normalizacion N, de tal manera que

&6 =866 <0, (2.44)

y entonces los vectores propios se pueden escribir como

EL=Ep+id], (2.45)
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con
fR . é‘:R < O, (2463)
&-& > 0, (2.46b)
&-& = 0. (2.46¢)

Normalizando las partes real e imaginaria de los vectores propios, se tiene nuevamente una
tétrada ortonormal formada con &, &; y los otros dos vectores propios. Finalmente, D = 0,
A, = A_y los dos vectores propios . son colineales y nulos, &, -&. = 0. Estos vectores nulos
se pueden expresar apropiadamente en términos de un vector temporal y uno espacial y se
tiene nuevamente una tétrada ortonormal. Ademads, se puede probar facilmente que todas las
cantidades que caracterizan el tensor energia-momentum son funciones continuas de D. De
acuerdo con ello, se puede considerar el caso D = 0 como el limite de los casos anteriores
cuando D — 0.

En resumidas cuentas, en los tres casos se obtiene una tétrada ortonormal asociada con
los vectores propios. Esta tétrada se puede escribir apropiadamente como

e’ + pe?

Ve = S —2 (2.47a)
V1 -2

ve? +e“
X¢ = 0 4 (2.47b)

[ V1 — 12
Y = eg), (2.47¢)
z¢ = ¢, (2.47d)

donde
(v. VD - A)/2C: D >0,

= A 2.48
Y {(vc V=D - 2C)/A; D <0, (2.48)

conv, =C/|C],v=1cuandoD >0y v =v,.cuando D < 0.

La tétrada ortonormal {V¢, X4, Y, Z¢} es comdvil con el disco, tal que el vector velocidad
del disco estd dado por el vector propio temporal V¢. De acuerdo con ello, la velocidad
“tangencial” o “circular” del disco v, medida por el LSO, estd dado por (2.48). Ahora, es
facil ver que en todos los casos se tiene que

ol < 1, (2.49)

y que
11)1L1(1)|U| = 1. (2.50)

Esto es, la velocidad tangencial de los discos es siempre menor que la de la luz y solo alcanza
este valor cuando D = 0, el caso cuando se tiene un vector propio nulo.
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2.4.2. Contenido Fisico del Tensor Energia-Momentum

Expresado en términos de la tétrada comovil {V¢, X*, Y*, Z*}, el SEMT se puede escribir
en la forma candnica

Sap = €V Vy+p XXy + p, Y Y, +q(V Xy + X, V). (2.51)

Entonces el SEMT representa un fluido general con flujo de calor diferente de cero. La
densidad de energia del disco estd dada por

L
mientras que
oo e
es el esfuerzo principal en la direcciéon de X, y
P, =800 (2.54)

es el esfuerzo principal en la direccion de Y. El vector flujo de energia estd dado por S¢ =
-S ZVb. Entonces, usando la expresion (4.4) para el SEMT y la ortormalidad de la tétrada
comovil, se puede escribir

S9=€eV'+ gX°, (2.55)

de modo que el flujo de energia tiene dos contribuciones: la del “flujo de energia cinética”

g =€V, (2.56)
y la del vector flujo de calor,
q" = qX", (2.57)
donde
0, D >0,
7= { v=D/2, D<0, (2.58)

es la funcién de calor.
La condicién débil de energia requiere que la densidad de energia sea no negativa,

€>0, (2.59)
mientras que la condicién de energia fuerte es equivalente a la condicién
p =0, (2.60)

donde
p=€+p +p, (2.61)
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es la “densidad newtoniana efectiva”. Finalmente, la condicién dominante de energia re-
quiere que el vector flujo de energia sea temporal o nulo,

S48, <0. (2.62)
El SEMT (4.4) satisfara las condiciones anteriores cuando
lgl < |el, (2.63)

garantizdndose asi la propagacion causal de la energia.

2.5. El Modelo de Contrarrotacion

Ahora se considerard, con base en las referencias [20], [S0] y [16], la posibilidad de que
el SEMT S y la densidad de corriente j* se puedan expresar como la superposicién de dos
fluidos cargados contrarrotantes que circulan en direcciones opuestas. Asi, se supone que
§4 y j* se pueden escribir como

S S% 4 g9, (2.64a)

o= g+l (2.64b)

con el SEMT vy la densidad superficial de corriente de los fluidos contrarrotantes progrados
y retrégrados dados, respectivamente, por

S% = (e +py)UU" + p, b, (2.65a)
S = (e +p)UU® + p_h®, (2.65b)

Jiy Jj¢, donde
ht = g — e e (2.66)

ONON
es la métrica inducida sobre la hipersuperficie z = 0.
Con el fin de descomponer (2.64a), inicialmente se escribe el SEMT como

ab _ a b _ a b a b a b ab
ST =S 0 TS €080 TS ~Saelt €, ~Sonlny T80 T Spnh’ . (2.67)

0)(0) 2)2)

Ahora, si U¢ = (Ug, Ui, 0, 0) son respectivamente los vectores velocidad de los dos fluidos
contrarrotantes, su proyeccion sobre la tétrada del LSO da

e +u.e’
Ue = “”—+2“> (2.68a)
1—u;
a ez)) + M_C?I)
U_ = ﬁ, (268b)
—u

donde u, = UL /UYL son las velocidades tangenciales de los fluidos contrarrotantes con

respecto a la tétrada LSO.
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Ahora, expresando los vectores de la tétrada e y ef en términos de los vectores veloci-

dad U¢ y U? mediante el uso de (2.68a) and (2.68b), se obtiene

S u)(d - u3) Sl u)(1 = u?)

S Uyt Ueyb
(uy —u_)? #e T (uy —u_)? T
Flu,u)[(1 =)A=z (o . )
R Py {Usv? + U UL} + 8,0, (2.69)
donde
fluru2) =4S ) + S oo Ytttz +8 g {ur + 2k +148 ) = S} (2.70)

entonces, con el fin de escribir el SEMT en la forma (2.64a), los términos mixtos tienen que
anularse y las velocidades tangenciales de contrarrotacion estardn relacionadas por

S, u) =0, (2.71)

donde se asume que u. # 1. Asi, el SEMT se puede escribir como la superposicion de
dos fluidos cargados si, y solo si, la ecuacion anterior admite una solucién tal que u, #
u_. Este ultimo resultado generaliza la obtenida en [22] y es completamente equivalente a
la condicién necesaria y suficiente obtenida en [16]. Sin embargo, la relacién anterior no
determina u. Unicamente y por consecuencia existe cierta libertad en la escogencia de los
vectores UY.

De otra parte, asumiendo un escogencia dada para las velocidades de contrarrotacion en
acuerdo con la ligadura (2.71), se puede escribir el SEMT y la densidad de carga eléctrica
de los fluidos como (2.64a) con

1-u?

et pe = | [0S 00 + S Y= + S 0| (2.72a)
- +
1—u?

A 45 00 + S it + S 0| (2.72b)
-

p+ + p— = S(z)(z), (2720)
V1I-u?

o = TGO - Oy (2.72d)
Uy — Us

y, con las expresiones anteriores, adicionalmente se obtiene la relacion

&+ e = So0 " SonTSon- (2.73)

Estas expresiones son la generalizacion estacionaria de la obtenida en [22] para el caso
estdtico y también son equivalentes a las expresiones en [16]. Notese que la densidad de
energia, €., y la presion, p., no estan unicamente definidas por las relaciones anteriores,
tampoco para valores definidos de u.. Acordemente, se necesita imponer alguna condicion
adicional sobre la densidad de energia y presion con el fin de determinar completamente el
CRM.
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2.5.1. Determinacion de las Velocidades de Contrarrotacion

Tal como se anotd en la seccidn anterior, es necesariio suponer alguna relacién adicional
entre las velocidades de contrarrotacion con el fin de determinar completamente el CRM.
La més simple, y comunmente considerada, posibilidad es tomar las dos velocidades tan-
genciales de contrarrotaciéon como iguales y opuestas; esto es,

Uy, = —u_ = U, 2.74)

donde u es obtenida a partir de (2.71) y viene dada por

W= S<1><1> B S(Z)(Z) _ RA,Z - R,z
S +S 7((2([{Z — A,Z)'

(2.75)

0)(0) @@©)

Ahora, con el fin de que las expresiones anteriores tengan sentido, se necesita imponer la
condicion adicional

0<u® <1, (2.76)

ya que, si esta tltima condicion no es satisfecha, no se puede obtener un CRM bien definido.
Sin embargo, puede pasar que la solucién considerada satisfaga las condiciones anteriores
sOlo en una regidn parcial del disco vy, si este es el caso, la correspondiente interpretacion
del CRM es valida solo parcialmente.

Otra posibilidad comunmente aceptada es suponer que los dos fluidos se mueven a lo
largo de electrogeodésicas. Con el fin de analizar esta posibilidad, se escriben los vectores
velocidad como U¢ = Ug(l, Q.,0,0), de tal modo que la ecuacién de la electrogeodésica es
(para ver detalles de la obtencion de esta ecuacion ver Apéndice A)

1
E(Uio)2(goo,r + 2901, Qs + g1, Q)€ + pu) = pay = —0LUY (A,,r + AWQJ_,) , (277

donde, como se sabe, Q. = U%/U". son las velocidades angulares de los fluidos contrarro-
tantes.

En conclusion, las velocidades tangenciales de contrarrotacién pueden ser determinadas
explicitamente si y s6lo si se asume una condicién adicional entre ellas, como por ejemplo
que estas sean iguales y opuestas o la condicién de movimiento de los fluidos a lo largo
de electrogeodésicas. Ahora, puede pasar que las soluciones obtenidas no satisfagan niguna
de estas condiciones. Esto es, las velocidades de contrarrotacion, en general, no son de-
terminadas completamente mediante las ligaduras (2.71). Entonces, el CRM es en general
indeterminado dado que las densidades de energia y las presiones no pueden ser escritas ex-
plicitamente sin un conocimiento previo de las velocidades tangenciales de contrrrotacion.
En efecto, como se muestra en [16] y [33], se puede interpretar el SEMT en términos de una
familia 2-paramétrica de fluidos perfectos.
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2.5.2. Determinacion de las Presiones y Densidades de Energia de Con-
trarrotacion

Supoéngase ahora que las velocidades tangenciales de contrarrotacion se conocen a través
de una de las dos vias (o mediante otro camino) descritas en la seccidén anterior, se obtendran
entonces las expresiones para las densidades de energia y las presiones de los dos fluidos
contrarrotantes. Como ya se dijo, el sistema (2.72a) — (2.72c) es, en general, indeterminado.
Asi que no es posible obtener las densidades y presiones sin una condicion adicional. No
obstante, si S ,, = 0, se puede obtener una solucion del sistema (2.72a) — (2.72¢) bajo la
condicién que los “esfuerzos” de contrarrotacion sean positivas (presiones). Asi, se tiene
que las presiones son

p+ = p- =0, (2.78)

de tal modo que el SEMT (2.36) puede interpretarse como el correspondiente a dos fluidos
de polvo contrarrotantes.
Con los resultados anteriores, las expresiones (2.72a) y (2.72b) se reducen a

S ool-+S o
e = ©©) (0>(2 ) —_ (2.79a)
(u_ - u+)(1 - u+)
. = S oo+ S o) (2.79b)

(s —u)(1 —u2)™"

y entonces todas las cantidades que caracterizan el CRM estdn completamente determinadas.
Como se puede ver, las densidades de energia de los dos fluidos de polvo contrarrotantes
son diferentes, también cuando se tiene iguales y opuestas velocidades tangenciales. Sin
embargo, si S, , = 0y las velocidades tangenciales son iguales y opuestas, las densidades
de los dos fluidos de polvo son iguales y opuestas.

De otro lado, cuando S, ,, # 0, se tiene que imponer una condicion adicional con el fin
de obtener explicitamente las expresiones para las densidades y presiones. Una posible, y
comun condicidn es suponer que las densidades de energia de los dos fluidos contrarrotantes
son iguales. Asi, la ecuacion (2.73) conduce a

1

€& =€ = §{S<0><0> -

S i S s (2.80)

(I

mientras que las ecuaciones (2.72a) — (2.72b) conducen a

p+ = {S(z)(z) - [S(())(o) + S(l)(l)] [(M+ + M—)/(u+ - M—)]} /2 - S(())(]) [(1 + u+u—)/(u+ - u—)Izgla)

P==1{S o + S0 + S o] [t + u) /(e = u1} /2 + S [(1 + )/ (s — u)]2.81b)

Asi, las presiones de los dos fluidos contrarrotantes son diferentes, también cuando las ve-
locidades tangenciales son iguales y opuestas. Las presiones son iguales s6losi S, =0y
las velocidacdes tangenciales son iguales y opuestas.

O)1)
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Ahora, en lugar de suponer que las dos densidades son iguales, se puede suponer que las
presiones son iguales, asi que la ecuacion (2.72¢) conduce a

p+ = p— = S(z)(g)/ 23 (282)

y las ecuaciones (2.72a) — (2.72b) conducen a

& = [Sun/ 2| =[S pote + S /e = u)| = S o) [(1+ uu )/ (uy — u_YR.83a)

e = [Son/ 2]+ [(Spotte + S )/ e = u)| + 8 o [+ waus) /(e — u_YP-83b)

Asi, se tiene entonces dos fluidos contrarrotantes con diferentes densidades de energia, tam-
bién cuando las velocidades son iguales y opuestas y, como en los previos casos, las densi-
dades de energia son iguales sélo si § = 0y las velocidades tangenciales son iguales y
opuestas.

0)(1)
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3.1. Introduccion

continuacion se presenta una familia infinita de discos de polvo cargados eléctrica-

mente. Estos discos, axialmente simétricos de extension finita, se obtienen solucio-
nando las ecuaciones de Einstein-Maxwell para espaciotiempos conformestéticos, los cuales
se caracterizan por sOlo una funcién métrica. Con el fin de obtener las soluciones, se esta-
blece una relacion funcional entre la funcién métrica y el potencial eléctrico. También se
supone que la funcién métrica depende de otra funcién auxilar, la cual se toma como una
solucién de la ecuacion de Laplace [31]. Las soluciones para la funcién auxiliar elegidas
corresponden a las dadas por la familia de discos generalizados de Kalnajs obtenidas por
Gonzalez y Reina [29], expresadas en términos de las coordenadas esferoidales oblatas, las
cuales corrsponden a una familia de discos newtonianos delgados axialmente simétricos de
radio finito. Los discos relativistas delgados obtenidos tienen densidad de carga que es igual,
excepto por un signo, a su densidad de masa. De modo que la densidad de energia de los dis-
cos es siempre positiva y bien comportadas, anuldndose en el borde del disco. Acordemente,
como los discos obtenidos estdn conformados por polvo, su tensor energia-momentum es-
td de acuerdo con todas las condiciones de energia. El presente capitulo corresponde a la
version en lengua espaiiola del trabajo [25].
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3.2. Ecuaciones de Einstein-Maxwell y Soluciones tipo Dis-
cos Delgados Finitos Conformestaticos

Como es sabido, para la descripcién de un espaciotiempo estacionario axialmente simé-
trico puede tomarse el elemento de linea de Weyl-Lewis-Papapetrou en coordenadas cané-
nicas de Weyl dado por (2.5). Ahora bien, si se hace la transformacion

R -, (3.1a)
-z, (3.1b)

y en (2.5) se escoge Il = 0, para la funcién métrca I, mientras que para la otra funcién
métrica ¥ se toma ¥ = A, donde A es funcién solo de r y z, se tiene el tensor mefrico
correspondiente a un espaciotiempo comformestacionario axialmente simétrico. En el caso
particular en que A = 0 se obtiene entonces el elemento de linea

ds* = — 4dr? + e‘m(rzd(,o2 +dr* +d7), (3.2)

el cual corresponde a un espaciotiempo conformestdtico axialmente simetrico. Este tipo de
métricas pueden interpretarse geométricamente como métricas en las cuales la parte espa-
cial es conformalmente plana o, dicho en otros términos, que su parte espacial es obtenida a
partir de una transformacién conforme de la parte espacial de la métrica minkowskiana. Co-
mo se verd mas adelante, este tipo de métricas corresponden al exterior de configuraciones
constituidas por polvos estdticos eléctricamente cargados en los cuales la fuerza eléctrica y
la gravitacional se encuentran en perfecto balance [80].

Ahora bien, para la métrica 3,2 el sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio
en unidades geometrizadas tal que ¢ = G = yy = € = 1 es equivalente a

VA = e V¢ -V, (3.3)
V¢ = 2VA-Ve, (3.4)
Ad; = e, ¢, 3.5)

donde los indices i, j = 1,2,3 'y V es el operador diferencial usual en coordenadas cilin-
dricas y se ha escogido el potencial electromagnético en la forma

A, =(A, =-¢,0,0,0), (3.6)

y se ha supuesto que tanto la funcién métrica como el potencial eléctrico son idependientes
de z.

Con el propdsito de solucionar el sistema de ecuaciones anterior, primero se esupone que
el potencial eléctrico ¢ es funcionalmente dependiente de la funcién métrica A, ¢ = ¢(2), tal
que la ecuacion (3.5) implica que

[¢' (D] = e, (3.7
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cuya solucion estd dada por
¢ = +e' + ki, (3.8)

con k; una constante de integracion arbitraria. Bajo esta solucion, el sistema de ecuaciones
(3.3)-(3.4) se reduce tnicamente a la ecuacion diferencial parcial no lineal,

VZA1=Va-Va, (3.9)

para la funcién métrica A. Si ahora se asume una dependencia funcional para la funcién
métrica A(U), donde U es una funcién auxiliar elegida como una solucién de la ecuacion
de Laplace, la ecuacion (3.9) se reduce a

'U) = (X, (3.10)
cuya solucién viene dada por
k3
e —— 3.11
U+ kz ( )

donde k; y k3 son constantes de integracion.

Como es natural, si se espera un comportamiento fisicamente apropiado en el ifinito, se
imponen algunas condiciones en las soluciones. Asi, con el fin de obtener un espaciotiempo
asintéticamente plano, se exige que e* = 1 en el infinito. También es necesario que ¢ = 0
en el infinito, dado que se pretende obtener fuentes de extension finita. Consecuentemente,
se considerardn para la funcién U sélo aquellas soluciones de la ecuacion de Laplace que
exhiban el comportamiento U = 0 en el infinito. De esta manera, tomando k, = k3 se obtiene
el comprtamiento deseado para A. Finalmente, para completar las exigencias impuestas sobre
el comprtamiento de ¢, se toma k; = F1, asi que la ecuacion (3.8) puede ser escrita como

¢ ==

k
U+k_1]’ (3.12)
donde las constantes han sido renombradas como k, = k3 = k.

Como se puede ver de (3.11) y (3.12), las soluciones del sistema de ecuaciones de
Einstein-Maxwell (3.3)-(3.4) son expresadas en términos U, una solucion de la ecuacion
de la ecuacion de Laplace. De manera que, con el objetivo de tener soluciones correspon-
dientes a discos delgados finitos a se considerardn s6lamente soluciones de la ecuacion de
Laplace que describan propiamente fuentes discoidales Newtonianas de radio finito. Esta
clase de soluciones se pueden obtener introduciendo las coordenaadas esferoidales oblatas,
las cuales se adaptan en forma natural a la fuente debido a la geometria de estas fuentes.
Estas coordenadas estdn relacionadas con las coordenadas cilindricas a través de las expre-
siones [60]

o= a1+ -nd), (3.13a)
z = aén, (3.13b)

donde 0 < ¢ < 00y —1 <5 < 1. El disco tiene coordenadas & = 0,0 < i? < 1y, a través del
disco, 7 cambia de signo pero no cambia su valor absoluto.
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El comportamiento singular de la coordenada n implica que un polinomio de 1 con
potencia par siempre es continuo en cualquier parte pero presenta una discontinuidad en las
derivadas con respecto de 7 en el disco. Acordemente, la solucidn general de la ecuacion de
Laplace correspondiente a una fuente tipo disco delgada axialmente simétrica de radio finito
a puede expresarse como [2]

UEM == Congon)Pra), (3.14)
n=0

donde los P»,(17) son los polinomios de Legendre de orden 2n y ¢5,(¢) = i?"*' 0,,(i€), con
0,,(ié) las funciones de Legendre de segunda clase con argumento imaginario. Los C,, son
constantes que habran de ajustarse apropiadamente de acuerdo a la solucién en particular
y estdn directamente relacionadas con la densidad de masa Newtoniana de la fuente con-
siderada. En la proxima seccidn se presenta una escogencia particular de estas constantes
correspondientes a una familia infinita de discos con una densidad superficial de masa bien
comportada, la familia de discos generalizados de Kalnaj recientemente presentados por
Gonzélez y Reina [29].
Ahora bien, para la métrica (3.2), la tinica cmponente diferente de cero Qj es

e2/l/l’Z

Q= - P (3.15)

por lo tanto, la tinica componente diferente de cero del tensor energia-momentum superficial
S estd dado por

e,
2n
donde todas las cantidades son evaluadas en z = 0.
El tensor energia-momentum superficial del disco y la densidad superficial de corriente
pueden escribirse como

S)=-

(3.16)

Sh = eyey?h, (3.17a)

o= oVt (3.17b)
donde

Ve =¢e(1,0,0,0) (3.18)

es el vector velocidad de la distribucién de materia. Como consecuencia de lo anterior, la
densidad de energia y la densidad de carga eléctrica de la distribucion de materia estdn dadas
por

e,
= £ 1
€ o (3.19)
o o= P2 (3.20)
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respectivamente. Ahora, mediante el uso de (3.8), la expresion (3.20) puede ser escrita como
O = Fe, (3.21)

tal que la densidad de carga eléctrica de los discos es igual, excepto por un signo, a su
densidad de masa. Por consecuencia, las fuerzas eléctrica y gravitacional estdn en perfecto
balance, como en las configuraciones de ECD; tal como se mencioné en la introduccién al
capitulo.

Abhora, en el contexto de la relatividad general es necesario que el tensor energia-momentum
satisfaga ciertos condiciones enmarcadas en las condiciones de energia debil, fuerte y domi-
nante [35]. En efecto, para el caso de discos de polvo, todas estas condiciones se reducen a
la condicién que la densidad de energia es mayor o igual que cero, € > 0. De otra parte, de
la ecuacién (3.11), se tiene que la densidad de energia puede ser escrita como

kX
= 3.22
T WU k2 (3.22)
donde
U,
== (3.23)
2

es la densidad de masa Newtoniana de una fuente discoidal con potencial gravitacional dada
por U. Acordemente, si la densidad de masa Newtoniana X es no negativa en todas partes, la
correspondiente densidad de energia relativista € serd también no negativa en cualquier parte
sOlo si k < 0. Asi entonces, como se quiere que el tensor enrgia-momentum esté de acuerdo
con as condiciones de energia, las costantes C,, en C,, deben de escogerse apropiadamente
de tal modo que £ > 0. Ademads, si se tiene un potencial newtoniano U negativo en cualquier
parte, tal como se espera para fuentes Newtonianas compactas, entonces la densidad de
enegia € serd no singular en el disco.

3.3. Una Familia Particular de Discos

Ahora se restringird el modelo general estudiado en la seccion anterior considerando
una familia particular de discos con densidad superficial de energia bien comportada. Los
miembros de la familia de discos se expresan en términos de soluciones particulares de la
ecuacion de Laplace U, obtenidas escogiendo apropiadamente las constantes de la solu-
cion general (3.14). La solucién particular representa el potencial gravitacional de un disco
delgado finito con densidad de masa dada por

Xu(r) = , (3.24)

em+ M| P m-3
2na?

donde M y a son, respectivamente, la masa total y el radio del disco y se tiene que m > 1.
Para cada valor de m, las constantes C,, estan defiidas a través de la relacién [29]
_ KZn

(2n + 1)g241(0)

(3.25)

C2n
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donde

M a2 @dn+1) 2m+ 1)!
 2a|22m(m—n)!T(m +n + 3)
paran < m,y C,, = 0 paran > m. En la tabla 3.1 se listan los valores diferentes de cero
para los primeros seis miembros de la familia. Asi, usando estas consatntes en la solucién
general (3.14), se puede ver que el potencial gravitacional U,, serd no negativo siempre, tal
como se impuso en las secciones previas.

Con los valores anteriores para las contantes C,,, se puede calcular facilmente la densi-
dad de energia de los discos usando la ecuacion (3.22). Ahora, con el fin de ilustrar grafi-
camente el comportamiento de los diferentes modelos particulares, primero se introduecen
cantidades adimensionales a través de las relaciones

aU,,(7)

(3.26)

Ian

U,.(7) = TR (3.27)
2 ~

() = %’"m (3.28)

€.(F) = mae,(7), (3.29)

donde 7 =r/a,0 <7< 1,y U,(7) es evaluada en z = 07.
Consecuentemente, las densidades adimensionales de energia é(7) pueden escribirse co-
mo .
kX (7)

—, 3.30
[Un(F) + k]2 G0

én(F) ==
con k = (ka)/M.
Asi, usando las anteriores expresiones y los valores de las constantes C,, dados en la
tabla 3.1, se obtienen las siguientes expresiones
3kV1 -2

5 = —— , 331
“ 2k + Z( - 2P B30

SK(1 - P
g =~ 7). , (3.32)
2k - B3¢ - 87 + B)P

128

3 7k(1 - )/
& = . ) . , (3.33)
2[k + Z(570 — 187 + 247 — 16)]?

512
9k(1 — )72
4 = d-7" . : (3.34)
20k — 257(3578 — 1607 + 2887 — 25672 + 128)]2

32768

3 11k(1 - 7)° (335)
€& = —— " .
: 2[k + 832 (63710 — 35078 + 80076 — 9607 + 64072 — 256)]2

131072
. 13k(1 = #)'/2 3.36)
20k — 59575 (231712 — 1512710 + 42007 — 64007 + 57607 — 307272 + 1024)]?

2097152
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Cuadro 3.1: Las constantes C», param = 0, ..., 6.

m Cy C, Cy Cs¢ Cg Cyp Cpp

,_.
SN
S I=

h M 1M 3M
a

Ta Ta
3 M M oM 5M
a 3a 1la 33a

1la 143a 11a 143a
5 M 25M 18M 10M 35M 63M
a 13a 13a 17a 247a 4199a

6 M 2M 2TM 260M SM 378M 33M
a a 17a 323a 19a 7429a 7429a

para las densidades de energia de los seis primeros modelos.

En la figura 3.1 se grafica, la densidad de energia superficial adimensional €, como una
funcién de 7 para los primeros seis modelos con m = 1, 2, 3,4, 5y 6. En cada caso, se
grafica &,(7) para 0 < 7 < 1 con diferentes valores de los pardmetros k. Primero se toma
k = —0,25,lacurvaen la parte inferior en cada cuadro, y luego k=-0,5-1,-2, -4 and -8.
Como se puede ver, en todos los casos la densidad de energia es positiva en todas partes y
se anula en el borde del disco. Nétese que exhibe diferentes comportamientos dependiendo
de los valores de m y k. Asi, para los primeros dos modelos con m = 1y m = 2, se encuentra
que para pequefios valores de |k| la densidad de energfa presenta un maximo cerca el borde
del disco, mientras que para valores grandes de k| el maximo ocurre en el centro del disco.
De otra parte, para m > 3 se encuentra que los valores de |k| el maximo de la densidad de
energia ocurre en el centro del disco.

También se puede ver que como los valores m se incrementan, la densidad de energia se
concentra mas en el centro del disco. También, conforme m aumenta el valor de la densidad
de energia en la parte central de los discos se incrementa de modo que, para un valor dado
de k, la densidad de energfa central es mayor para valores mayores de m. De otra parte, en
el borde de los discos el comportamiento es opuesto, los valores de la densidad de energia
decrecen conforme m se incrementa. Ahora, con la intencién de ver esto, en la figura 3.2 se
grafica la densidad de energia adimensional &, como una funcién de 7 con k = —1 para los
modelos de discos con m = 1, ..., 6. Finalmente, para un valor dado de m, el valor de la
densidad de energia crece con el valor de I, pero luego decrece conformelk| se incrementa.
Esto se describe en la figura 3.3 donde se grafica la densidad de energia adimensional en
el centro de los discos, €(0), como funcién de k para los mismos seis modelos previamente
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Figura 3.1: Densidad de energia superficial €, en funcion de 7 para los primeros seis modelos
de discosconm = 1,2,3,4,5,6. En cada caso, se grafica €,(7) para 0 < 7 < 1 con diferentes
valores del parametro k. Primero se toma k = —0,25, la curva en la parte inferior, y luego
k=-05,-1,-2,-4y-8.

considerados. Ahora bien, como la densidad de carga de los discos es igual, excepto por
un signo, a su densidad de energia, todos los andlisis previos son también aplicables al
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Figura 3.2: Densidad de energia superficial &, en funciéon de 7 con k = —1 para los seis
modelos de discosconm =1, ..., 6.
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Figura 3.3: Densidad de energia superficial en el centro de los discos, €(0), en funcién de k
para los mismos seis modelos de discos previamente considerados.

comportamiento de la densidad superficial de carga de los modelos.

A manera de conclusion del tema estudiado en el presente capitulo se puede decir que,
se ha presentado una familia infinita de discos axialmente simétricos de extension finita
con densidad superficial de energia y carga eléctrica bien comportados. Los discos fueron
obtenidos solucionando el sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio para un
espaciotiempo conformestatico. Con el fin de obtener las soluciones, se asumié una depen-
dencia funcional entre el potencial eléctrico y la funcién métrica y entre esta y una funcion
auxiliar. las soluciones fueron entonces expresadas en términos de una solucién de la ecua-
cién de Laplace correspondiente a una familia de discos newtonianos delgados de radios
finitos, los discos de Kalnajs generalizados [29].

Los discos delgados relativistas aqui presentados poseen una densidad de carga eléctrica
que es igual, excepto por un signo, a su densidad de energia, constituyendo asi un ejemplo
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de los cominmente llamadas “discos contrapuestos eléctricamente”. La densidad de energia
de los discos es siempre positiva y bien comportada, cayendo a cero en el borde. También,
conforme los valores de m se incrementan, la densidad de energia es més concentrada en
el centro de los discos, con un maximo en r = 0 para todos los valores de |k|. No obstante,
para los dos primeros modelos con m = 1 y m = 2, para valores pequefios de |k| 1a densidad
energia presenta un maximo cerca al borde del disco, mientras que para valores grandes de
k| el maximo ocurre en el centro del disco.

Ademas, como la densidad de energia de los discos es siempre positiva y los discos estdn
constituidos por polvo, todos los modelos estdn en completo acuerdo con todas las condi-
ciones de energia, un hecho de particular relevancia en el estudio de modelos relativistas de
discos delgados. En efecto, tal como se mencioné en la introduccién al capitulo, muchos de
los modelos relativistas de discos delgados estudiados en la literatura no estd en completo
acuerdo con estas condiciones.

Como se puede ver de las ecuaciones en la seccién 3.2, el procedimiento aqui expuesto
puede ser aplicado no sélo para obtener espciotiempos conformestaticos axisimétricos sino
también puede usarse para obtener soluciones no-axilmente simétricas de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell en el vacio. Por consecuencia, los modelos aqui expuestos pueden ser
generalizados tomando para la funcién auxiliar U soluciones de la ecuacion de Laplace sin
la simetria axial impuesta. Esta idea sigue el curso de una trabajo pendiente. Del mismo
modo, la generalizacién a espaciotiempos conformestacionarios con campo magnético.
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4.3. Discos de Polvo Contrarrotantes Alrededor de un Agujero Negro de Schwarzs-

4.1. Introduccion

n el capitulo a continuacién, una familia de nuevas soluciones exactas de las ecua-
8 ciones de Einstein en el vacio para espaciotiempos estiticos axialmente simétricos es
presentada. Toda las funciones métricas de las soluciones son calculadas explicitamente y las
expresiones obtenidas son simples escritas en términos de las coornadas esferoidales obla-
tas. Ademads, las soluciones son asintoticamente planas y regulares en todas partes, tal como
se muestra calculando los escalares de curvatura. Estas soluciones describen una familia
infinita de discos de polvo delgados con un borde interno central, cuyas densidades de ener-
gia son siempre positiva y bien comportada, de tal modo que su tensor energia-momentum
satisface todas las condiciones de energia. Ahora, aunque los discos son de extension infi-
nita, todos tienen masa finita. La superposicion del primer miembro de esta familia con un
agujero negro de Schwararzschild fue presentada en [23].

También se presenta una familia infinita de soluciones exactas, completamente integrada
explicitamente, de las ecuaciones de Einstein correspondiente a la superposicion de un disco
de polvo contrarrotante con un agujero negro. La solucion obtenida representa un disco
anular delgado infinito (un disco con un borde interno) alrededor de un agujero negro de
Scchwarzschild. La masa del disco es finita y el tensor de energia-momentum cumple con
todas las condiciones de energia. Ademads, la masa total del disco en presencia del agujero
negro es menor que cuando el disco esta solo. La solucion puede interpretarse también como
si describiera un disco delgado constituido por dos fluidos de polvo contrarrotantes que
satisfacen también las condiciones de energia.
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Con el fin de describir un espaciotiempo estatico axialmente simétrico con un disco
infinitesimalmente delgado como fuente, se hace la transformacion

R(r,z) —
22 - =z,
A(r,z) — 0,
Y(r,z) — ®O(r,2),
I(r,z) — A(r,2),

que deja el elemento de Weyl-Lewys-Papapetrou (2.5) en la forma [78]
ds® = — &*%dr + e[ de? + *Mdr* + d7P)), 4.1)

en donde las coordenadas x* = (¢, ¢, r, z) son las usuales coordenadas cilindricas, y se hace
uso del formalismo general descrito en el Capitulo 2 segtn el cual existe en el espaciotiempo
un disco infinitesimalmente delgado, localizado en la hipersuperficie z = 0, de modo que las
componentes del tensor métrico son funciones simétricas de z y que sus primeras derivadas
con respecto a z poseen una discontinuidad finita en z = 0.

Para esta métrica, las Unicas componentes no nulas del tensor energia momentum Q,,
son

27NN, -20.] = @, (4.2a)

204N, = 0F (4.2b)

@
donde todas las cantidades son evaluadas en z = 0. Ahora bien, usando la tétrada ortonor-
mal

Ve = e ?¢Y, (4.3a)
we = %64/, (4.3b)
X = Mg (4.3¢c)
Y = M6 (4.3d)

se puede escribir el tensor energia-momentum Q,;, en la forma canénica
Ow = €V,V, + pWaWba 4.4)

donde € y p son, respectivamente, la densidad de energia y la presion azimutal del disco. En
términos de estas cantidades, las condiciones de frontera pueden ser escritas como

4e* N[ —rd, | D, = e, (4.5a)

4X " V0,0, = p, (4.5b)
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donde, como arriba, todas las cantidades son evaluadas en z = 0*.

Como se puede ver de las expresiones anteriores, el tensor energia-momentum mds ge-
neral compatible con el elemento de linea (4.1), corresponde a una fuente discoidal con
densidad de energia y presion azimutal diferentes de cero. En acuerdo con esto, en lugar de
suponer prescripciones especificas para la densidad de energia y la presién azimutal, se solu-
cionaran las ecuaciones de Einstein requiriendo sélo que estas dos cantidades serdn diferente
de cero en la superficie de un disco con un borde interno central. Luego, dada una solucién,
esta puede usarse para obtener, a partir de las condiciones de frontera, las correspondientes
expresiones para la densidad de energia y la presion azimutal. Por consecuencia, las solu-
ciones corresponderdn a la clase més general de discos estaticos delgados con borde interno
central que puedan ser obtenidos solucionando exactamente las ecuaciones de Einstein.

De esta manera, debido a que se pretende obtener una solucién interpretable como un
disco delgado localizado en la hipersuperficie z = 0, con un borde interno central de radio
a, so6lo es necesario imponer que

0 ; 0<r<a,
@ (r,0") = (4.6)
f(r)y 5 r>a,

con f(r) cualquier funcién arbitraria. Entonces, s6lo después de hallar la solucién més gene-
ral, se imponen condiciones adicionales dado que se quieren comportamientos fisicamente
razonables. Asi, con el fin de obtener un espaciotiempo asintoticamente plano, se requiere
que

l%1’m ®O(r,z) = O, (4.7a)
I11’m A(r,z) = 0, (4.7b)

donde R? = r? +z2. También, con el fin de tener regularidad en el eje de simetria, se requiere
que

®0,z) < oo, (4.8a)
AQ©,z) < oo. (4.8b)
También se requiere que
f(r) =0, (4.9a)
0<rd, <1, (4.9b)

con tal que la densidad de energia y presion azimutal sean positiva en todas partes. Final-
mente, se necesita analizar la finitud de la masa total de los discos. Asi, con esta intencion,
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primero se toma la densidad de masa u de los discos definida por

1
£ = Q= 390QVV", (4.10)
donde Q = g* Q. y, como antes, todas las cantidades son evaluadas en z = 0*. Asf, usando
(4.2) y (4.4), se tiene que la densidad de masa se reduce a

H=¢€+p. (4.11)

De otra parte, la masa total de los discos estd dada por

27 )
M = f udx = f f ue®rdrde, (4.12)
0 a

donde dX = e 2®rdrdy es el elemento de drea sobre la superficie del disco. Entonces,
usando (4.11), se puede escribir la masa total como

M = 27rf (e + p)eA_z(Drdr, 4.13)

donde ya se ha hecho la integracion sobre ¢.

4.2. Discos Delgados con Borde Interno Central

Con el propésito de solucionar las ecuaciones de Einstein en el vacio, en primera instan-
cia se tiene que solucionar el problema de valor en la frontera para ®. Ahora bien, debido
a la paridad de las funciones métricas respecto del la superficie del disco, es conveniente
escoger un nuevo sistema de coordenadas que se adapten naturalmente a la geometria de la
fuente deseada. Por tal razon, se introducen las coordenadas esferoidales oblatas definidas a
través de la relaciones

o= a1+ )1 -y, (4.142)

zZ = axy, (4.14b)

donde —c0o < x < 0y (0 <y < 1. Asi, cuando x = Osetieneque z = 0y 0 < r < q,
mientras que cuando y = 0 se tiene que z = 0y r > a. Ademads, como x cambia de signo
al atravezar la superficie y = 0, pero no cambia en valor absoluto, esta coordenada presenta
una discontinuidad finita en y = 0. Entonces, una funcién par de x es continua en todas
partes pero tiene una derivada normal discontinua en y = 0. De otra parte, y es continua en
todas partes. En consecuencia, la superficie y = 0 describe un disco con un borde interno de
radio a, mientras que la superficie x = 0 describe un “hueco vacio” con borde en el disco.
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En las coordenadas esferoidales oblatas, el elemento de linea de Weyl (4.1) puede ser
escrito como
dx? dy?

ds* = — 2d? + A*(1 + X1 — e 2de* + dP(x* + y?)e? M + ,(4.15)
I+x2 1-y?

de modo que las ecuaciones de Einstein en el vacio se reducen a
[(1+ )P+ [(1 - yH)D,], =0, (4.16)
la ecuacién de Laplace en coordenadas esferoidales oblatas, y el sistema sobredeterminado
Ay = (1= [x(l + )2 - x(1 - )0
= 2y(1 + ), | /(2 + ), (4.17)

>
I

B 1+ [y(1 + )02 = y(1 - )02,
+2x(1 - P)0.D, | /(P + 1), (4.18)

cuya integrabilidad esta garantizada nuevamente por la ecuacion (4.16).
De otra parte, usando (4.14a) y (4.14b), es f¢il ver que

@,0,y)/ay ; 0<r<a,
©:(r,0) = (4.19)
®,(x,0)/ax ; r>a.

Consecuentemente, como la simetria de reflexion de las soluciones implica que

O(—x,y) = D(x,y), (4.20a)

(D,x(_x7 .1/) _q),x(x’ y)a (420b)

las condiciones (4.6) son equivalentes a

@ .(0,y) 0, (4.21a)

®,(x,00 = F(x); x>0, (4.21b)

con F(x) una funcién arbitraria. La solucién mds general de la ecuacion (4.16) con estas
condiciones de frontera estd dada por [2]

Ox,y) = D [AsPon(y) + BonQon()1pan(), (4.22)

n=0

donde A,, y B,, son constantes, P,,(y) y O»,(y) son los polinomios de Legendre y las funcio-
nes de Legendre de segunda clase, respectivamente, y p,,(x) = i~2"P,,(ix). En consecuencia,
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todas las soluciones de las ecuaciones de Einstein en el vacio para espaciotiempos estaticos
con cualquier fuente axialmente simétrica como la considerada aqui son obtenidas tomando
para la funcién métrica ®@(x,y) cualquier eleccidon particular de la solucién general ante-
rior, o expresiones obtenidas a partir de estas soluciones por medio de operaciones lineales.
Ahora, en términos de las coordenadas esferoidales oblatas, la condicion (4.7a) se escribe
como

lim ®(x,y) =0, (4.23)
mientras que la condicién (4.8a) se escribe como
D(x, 1) < oo. (4.24)

Asi, debido al comportamiento de las funciones de Legendre, es claro que no es posible sa-
tisfacer las condiciones fisica (4.7) y (4.8) con cualquier escogencia particular de la solucién
general (4.22). Sin embargo, considerando solo el primer término de la serie,

Do(x,y) = Ao + BoQo(v), (4.25)

se obtiene una solucién que es regular para todo y # 1. Entonces, si se toma Ay = 0, esta
solucién puede escribirse como

o

1+
o(x,y) = 5 In Y

, (4.26)
-y

donde « es una constante arbitraria, de tal modo que una integracion directa de (4.17)-(4.18)
da

2
a
Ao(x,y) = > In

1—y2

X2+ y?

, (4.27)

donde se ha tomado la constante de integracién como cero. Como se puede ver, esta solucién
es no asintéticamente plana ni regular en el eje de simetria.

Sin embargo, usando (4.5), se obtiene para la densidad de energia y la presién azimutal
las expresiones

€ = (daja)™ !, (4.28)

p = 0, (4.29)

de tal modo que, si @ > 0, los discos satisfacen todas las condiciones de energia [35]. Asi,
para cualquier valor de a? # % la densidad de energia crece ilimitadamente, en el infinito
o en el borde interno del disco; mientras que para alfa o = % la densidad de energia es
siempre constante, tal que, en cualquier caso, la masa total del disco ser4 infinita.

De otra parte, aunque las soluciones previas no tienen un comportamiento fisico acep-
table, es posible usar esta como punto de partida para generar una solucién nueva y bien
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comportada. Para este fin, se consideran las coordenadas esferoidales oblatas no sélo co-
mo funciones de las coordenadas cilindricas, (r,z), sino también como paramétricamente
dependiente del radio a,

x(r,z; a), (4.30a)

=
Il

y = yrza). (4.30b)
Asimismo, suponiendo también que ® depende paramétricamente de a,
O = O(r,z;a), (4.31)

se puede obtener una nueva familia de soluciones aplicando la operacién lineal

00,(r,z;a)

5 (4.32)

D,11(r,z30) =

donde n es un entero, n > 0.

Entonces, a partir de la “solucion semilla” ®y(x, y), es posible generar, por medio del
procedimiento previo, una nueva familia de soluciones que pueden ser escritas en la forma
simple

ayF,(x,y)

Q,(r,z;a) = Op(x,y) = —F——-5—,
(I’ < Cl) (x y) an(x2 + y2)2n—1

(4.33)

para n > 1, donde los F,(x,y) son funciones polindmicas cuyo mayor grado es 4n — 4, de
las cuales los tres primeros son,

F =1,
F, = x*+32°0 -y -y

Fi = 3x°3 =5y%) + 5x*6y* — 11> +3)
- XyGy" =31y +30) -y’ - 3),

pero todos ellos puede obtenerse facilmente por medio de (4.32). Asi, es facil ver que

lim @, (x,y) = 0, (4.34)
y que
®,(x,1) < oo, (4.35)

estdn en completo acuerdo con las condiciones (4.7a) y (4.8a).
Ahora, con el fin de obtener las correspondientes funciones métricas A, (r, z; a), se hace
la integracion

Y
Au(r,z5a) = Ay(x,y) = f A, (x,y)dy, (4.36)
1
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tomando A,(x,1) = O para garantizar la regularidad en ele eje. Asi, poniendo (4.33) en

(4.18), las soluciones pueden ser escritas en la forma simple

a*(2n - 2)!(y* - DA, (x,y)
4na2n(x2 + y2)4n ’

An(x,y) = (4.37)

paran > 1, donde los A,(x,y) son funciones polindmicas, cuyo mayor grado es 8n — 2, de
los cuales se presentan aqui sé6lo los tres primeros

Ay = O -D+270 @ +3) + G - D,

Ay = 2x209y* - 1) - 4x"°51y* - 4147 +2)
+ x3(735y° — 1241y* + 4194 — 9) — x%y*(1324°
— 1644y* + 1604y> — 252) + x*y*(84y° — 384y*
1266y> — 630) + 4x24°(64° + 65" — 394> + 63)
3y +yt + 7 - 3),

As = 3x'°12254° - 12754* + 3154% - 9)

— 24x"(980y® — 20954° + 12054* — 189> + 3)
2x'2(24255y'° — 89475y% + 98472y° — 36316y*
3473y* - 25) — 12x'%%(1835y'° — 16665y°
34716y° — 25292y* + 6001y> — 275)
6x3y*(900y'° — 11946y® + 50563y° — 69397y*
33365y* — 4125) + 8x5°(1254"° + 9264°
—  9079y° + 24639y* — 22290y> + 5775)

+ 6x*3(55y" + 29y% + 764y° — 4808y* + 8469y
— 4125) + 12x%y"°(5y"° + 5% + 80y* — 30147
+ 275 + y2 5" + 54 + 5y° + y* + 3447 - 50),

+ + + 4+ +

todos ellos pueden obtenerse como un resultado del cdlculo de la integral (4.36). Acorde-
mente, se tiene que

lim A, (x, y) = 0, (4.38)
y que
An(x, 1) =0, (4.39)

en completo acuerdo con las codiciones (4.7b) y (4.8b).

4.2.1. Comportamiento de las Soluciones

Como se puede ver de las expresiones en la seccion previa, usando (4.32) se generd una
familia infinita de soluciones asintéticamente planas, todas con un comportamiento regular
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en el eje de simetria. De otra parte, parece ser que existe una singularidad en el borde interno
de los discos, cuando x = 0 and y = 0. Sin embargo, es fécil ver que esta aparente singula-
ridad es s6lo una singularidad coordenada. Ahora bien , como es ampliamente conocido de
[78, 89], la caracterizacion invariante de la curvtura puede darse en términos de 14 escalares
construidos a partir del tensor de Riemann, R .4, y el tensor métrico, g.,. Asi que, en orden
a determinar la naturaleza de las aparentes singularidades, se tiene que calcular todos los
invariantes de curvatura para la familia de soluciones.

Ahora, para cualquier solucion de las ecuaciones de Einstein, los invariantes de curvatura
son los 10 componentes nulos del tensor de Ricci, R, = 0, més los cuatro escalares

abcd
(](I = R Rabeas

_ ab klcd
(](II = R klR Rubcd’

b pkled

K = € R Rypea

o=
V=9

b pkl d
e _ €" klR mannc Rabcd
A/ ’
V=9

donde g = detg,;, y € es el simbolo de Levi-Civita. Ademds, para cualquier solucién de

Weyl los dos dltimos invariantes se anulan identicamente, de modo que sélo es necesario
calcular K; y K.

Usando las expresiones (4.33) y (4.37) para ©,(x,y) y A,(x,y), se pueden tener los
escalares de curvatura como

160" Ny, (x, )

Kin = a2 + )1 (4.40a)

48a P MIN ;L (x, y)
a8n+6(x2 + y2)16n

Kiin (4.40b)

donde Ny, (x,y) y Nyn(x,y) son funciones polindmicas, cuyo maximo orden es 24n — 6y
32n - 9, respectivamente, los cuales no se escriben debido a su gran extension, pero que
todos se anulan en el borde interno de los discos,

N(0,0) = Ny, (0,0) = 0. 4.41)

Ademads, es facil ver que, en cualquier vecindad alrededor de (0,0), la diferencia entre
®,(x,y) y Ay(x,y) se comporta como

a,2

Y . S— 4.42
aQn(xz + y2)2n ( )
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de tal modo que

4 @A)
Iim — = 0, 4.43a
xy)—0.0) (x2 + y?)12" ( )

eﬁ(q)n _An)

(x,yl)l—l}(l0,0) T = 0, (4.43b)

y los limites existen, cualquiera que sea la trayectoria escogida para aproximarse al punto
(0,0). Acordemente, se tiene que

Iim %G, (x, = 0, 4.44a
oo im, K (x,y) ( )
Iim K, (x, = 0, 4.44b
(x,y)1—>(0, 0 11n(X, Y) ( )

y entonces la curvatura es regular en el borde interno de los discos.

Ahora, con el fin de analizar el comportamiento fisico de las fuentes, se calculard la
densidad de energia y la presion azimutal para estas familias de discos. Asi, usando (4.14a)
y (4.14b), se puede ver que

1 2
@ ,(r,0) = { . rx }@,x(x, 0, r>a (4.45)
y, usando (4.33), es fécil probar que
D, (x,0) =0, n>1. (4.46)
Entonces, de (4.5b), se puede ver que
pn = 0. (4.47)

Esto es, todos los discos de la familia tienen presion azimutal cero.
De otro lado, usando las ecuaciones (4.5a), (4.19) y (4.33), la densidad superficial de
energia de los discos puede ser escrita como

4aE,(x) {_ a’(2n-2) !B,,(x)}

€n (X) = a1 x2ntl 22n=1g2n yAn

donde x > 0 y las cantidades E,(x) positivo definidos de grado 2k, con k = (n — 1)/2 paran
impar y k = n/2 para n para, de los cuales a continuacién se escriben sélo los tres primeros
términos,

(4.48)

E(x)

|
—_
M

E>(x) X+ 3,

E5(x) 3(x* +5),
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mientras que los B,(x) son polinomios positivo definidos de grado 4k, con k = (n—1)/2 para
nimpar y k = n/2 para n impar, de cuyos tres primeros tres términos estdn dados por

Bi(x) I,

By(x) = 2x*+8x%*+09,

By(x) = 27x*+72x* +50.

De las expresiones anteriores se puede ver que, tomando a > 0, la densidad de energia
de los discos sera positiva siempre,
€.(x) > 0. (4.49)

Asi, como la presion azimutal es cero, se tiene una familia infinita de discos de polvo que
estdn en completo acuerdo con todas las condiciones de energia. También es facil que, para
cualquier valor de n, se tiene que

€.(0) 0, (4.50a)

lime,(x) = O. (4.50b)

Esto es, la densidad de energia de los discos es cero en su borde interno y se anula en el
infinito. Ademds, como la presién azimutal, la densidad de masa de los discos se reduce a
su densidad de energia,

Hn(X) = €,(x), 4.51)

tal que su comportamiento es el mismo que la densidad de energia.

Ahora, con el fin de mostrar el comportamiento de la densidad de energia, se grafica
la densidad superficial de energia adimensional €, = ae, como funciones de la coordenada
radial adimensional 7 = r/a. Asi, en la figura 4.1, se grafica €, como una funcién de 7 para
los primeros tres términoss de la familia, con n = 1, 2 y 3, para diferentes valores de los
pardmetros @, = a/a". Entonces, par cada valor de n, se tiene @, = 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3,
3,5 y 4. La primera curva de la izquierda corresponde a @, = 0,5, mientras que la dltima
curva en el lado derecho corresponde a &, = 4. Tal como se puede ver, en todos los casos la
densidad de energia superficial es siempre positiva, con un maximo cerca al borde interno
de los discos, y luego decrece rdpidamente como 7 crece. Se puede ver que, para un valor
fijo de n, conforme los valores de &, crecen, los valores de los maximos disminuyen y se
mueven hacia los valores en que 7 crece. El mismo comportamiento se observa para un valor
fijo de @, incrementando n.

De otra parte usando, (4.13), (4.14a) y (4.51), la masa de los discos puede expresarse
como

M, = 2na foo Ju(x)dx, (4.52)
0
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L

Figura 4.1: Densidad superﬁclisal de enerzgl’a &, en funcion de 7 para los tres primeros discos
de la familia, con @, = 0,5, 1, 1,5, 2, 2,5, 3, 3,5 y 4. Para cada valor de n, la primera curva a
la izquierda corresponde a @ = 0,5, mientras que la ultima curva a la derecha corresponde a
a=4.
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donde
fu(x) = xe Mg (). (4.53)
Asi, de (4.37), (5.2) y (4.53), es facil ver que
im fle(x) = lim En+l(x), (4543)
o i) e 6(0)
., En+l(x)
= lim ————, 4.54b
e ax*E,(x) ( )
i s n=2k+1,
= (4.54¢)
0 ; n=2k+2,

con k > 0. Por consecuencia, mediante el criterio de comparacion de los limites para inte-
grales impropias, la convergencia de M,,, estd garantizada si M,, es convergente, y entonces
sOlo es necesario probar la convergencia de M. En efecto, mediante un simple célculo se
tiene

M, =27 V2aa T(1/4), (4.55)

lo que garantiza asi la convergencia de las integrales de masa (4.52). Consecuentemente,
aunque los discos son de extension infinita, todos tienen masa finita.

En conclusidn, se ha presentado una familia infinita de soluciones de las ecuaciones de
Einstein en el vacio asint6ticamente planas y regulares en todas partes. Estas soluciones
describen una familia infinita de discos delgados con un borde interno central constituidos
por materia de polvo, cuya densidad de energia es siempre positiva y bien comportada, de tal
modo que su tensor energia-momentum esta en completo acuerdo con todas las condiciones
de energia. Ademas, aunque los discos son de extension infinita, todos tienen masa finita.

Ahora, como las funciones métricas de las soluciones son calculadas explicitamente,
estas constituyen la primera familia de soluciones exactas explicitas completamente integra-
das para tal clase de fuentes de discos delgados. Ademads, su relativa simplicidad cuando son
expresadas en coordenadas esferoidales oblatas, permite estudiar muy facilmente sus dife-
rentes aspectos dindmicos, como el movimiento de particulas dentro y fuera de los discos y
la estabilidad de las orbitas.

Aparte de su importancia como una nueva familia de soluciones exactas y soluciones
explicitas delas ecuaciones de Einstein en el vacio, la principal importancia de esta familia
de soluciones es que ell puede ser facilmente superpuesta con la solucion de Schwarzschild
con el fin de obtener la descripcion de un sistema binario compuesto por un disco delgado
alrededor de un agujero negro central. En efecto, la superposiciéon del primer miembro de
esta familia con un agujero negro de Swarschild fue obtenida y presentada en in [23]; en la
préxima seccidn se presentard un andlisis detallado de la superposicion de la familia comple-
ta. Consecuentemente, como las familias presentadas aqui, su superposicion con el agujero
negro de Swarszchild serd la primera famila de soluciones exactas integradas explicitamente
para esta superposicion de fuentes.
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Ahora, como en la teoria newtoniana el potencial gravitacional estda dado por la solu-
cién del problema de valores en la frontera para la ecuacion de Laplace, se puede considerar
®,(r,z; a) como una familia de potenciales gravitacionales newtonianos de fuentes discoi-
dales con borde interno, cuyas densidades de masa newtoniana estan dada por

20E, (%)
an+1x2n+1 ’

oa(x) = (4.56)
claramente divergente en el borde de los discos. Por consecuencia, se puede concluir que
no existen soluciones en la teoria newtoniana que describan el campo gravitacional de un
disco delgado con borde interno, mientras que esta clase de fuentes puede ser propiamente
descrita por medio soluciones regulares y asintéticamente planas, en el marco de la teoria
de la gravitacion ofrecida por la relatividad general.

4.3. Discos de Polvo Contrarrotantes Alrededor de un Agu-
jero Negro de Schwarzschild

A continuacion se presenta la primera familia de soluciones exactas, completamente
integrada explicitamente, de las ecuaciones de Einstein correspondiente a la superposicion
de un disco de polvo contrarrotante con un agujero negro. La solucion obtenida representa un
disco anular delgado infinito (un disco con un borde interno) alrededor de un agujero negro
de Schwarzschild. La masa del disco es finita y el tensor de energia-momentum cumple con
todas las condiciones de energia. Ademads, la masa total del disco en presencia del agujero
negro es menor que cuando el disco esta solo. La solucidn puede interpretarse también como
si describiera un disco delgado constituido por dos fluidos de polvo contrarrotantes alrededor
de un agujero negro que satisfacen también las condiciones de energia.

Como es sabido, las ecuaciones de campo de Einstein para la métrica de Weyl-Lewys-
Papapetrou (2.5) en las coordinates x* = (¢, ¢, r, ), son

1
D, + ;q)’r +®,. =0, (4.57a)
A, =r( @ -0, A, =2r0,0,.. (4.57b)

Ahora se procedera a superponer los discos de polvo con borde interno central ¢,, estudiados
en secciones precedentes, alrededor de un agujero negro iv. Ahora bien, la ecuacion (4.57a)
es solo la ecuacion de Laplace en coordenaas cilindricas. La ecuacién de Laplace es lineal,
de modo que si ¢, y ¥ son soluciones, lo serd también la superposicion ©,, = ¢, + ¢ .

No obstante, se puede ver de (4.57b) que, la funcién métrica A[®,] no puede ser su-
perpuesta dado que esta no es lineal. Sin embargo, se puede demostrar que esta obedece la
relacion

Al + Y1 = Aldal + Aly] + 2A[¢,, ¥, (4.58)
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donde
Algn, ¥] = f P dnr = W obnddr + Y Pn + Y bnr)dz], (4.59)
y el primer modelo de discos de polvo con borde interno central es
ay
Y, a) = ————-. 4.60
¢1(x,y;a) a0+ ) (4.60)

siendo @ una constante. Ahora, usando (4.58) y (4.5) se puede calcular el tensor energia-
momentum del sistema combinado @, = ¢, + . Asi, la densidad superficial de energia, la
presion azimutal y la “densidad newtoniana efectiva” del sistema compuesto es:

g = 42O _ (@, + ) N + ), (4.61a)
p = 4r® NG Ly (py + ). (4.61b)
p = e+p = 420N 1y, (4.61¢)

donde A[¢, + ¢] es dado por (4.58) y todas las cantidades son evaluadas en z = 0.
De otra parte, la funcién métrica ¢ correspondiente a un agujero negro de Schwarzschild
no rotante viene dado por [78]

_ L re=t
w—zln{“l}, (4.62)

donde ¢ y 7 son las coordenadas esferoidales prolatas, relacionadas con las coordenadas
cilindricas mediante

P =m(@ = DA =), z=ma, (4.63)

donde 1 < ¢ < ooy —1<n<1,conmuna constante positiva. El otro potencial métrico es

2 évz_UZ

Resulta de gran utilidad reexpresar las cantidades (4.62) y (4.64) en una forma practica,
que como se verd pronto, faclitaréd los cdlculos en el proceso de superposicién. Con esto en
mente, se definen las cantidades

2 _
Aly] = 11n{ ¢ -1 } (4.64)

H = —-m-—z+R, (4.65a)

U = m-—2z+Ry, (4.65b)
con

R} = P+(m+2z) (4.662)

R = rF+(m-2)7" (4.66b)
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A partir de aqui, se obtenen las siguientes identidades ttiles:
R +R, R - R,
— — , 4.67
¢ P o (4.67)
entonces, con (4.65b) y (4.67) se obtiene de (4.62) y (4.64) respectivamente
1
Yy = sIn {&}, (4.68a)
2 J25)
1 (r + i)’
A = —=In , 4.68b
L] 2 {(,u% + r2)(u5 + 1?) ( )
que seran las formulas a utilizar en la superposiscidon de los discos alrededor del agujero

negro.

Ahora, con el fin de obtener el término mixto A[¢,, ] en (4.58) en la superposicion, se
introduce la relacion entre las coordenadas esferoidales prolatas y las cilindricas mediante
_R+FK _R-FK
- 2a y= 2ai

X (4.69)

con

R=Ar2++ai)? R =Ar*+(z-ai (4.70)

Luego, se definen las cantidades auxiliares
u=R-(z+ai), u =R - (z-ai. 4.71)
Asi, introduciendo las anteriores expresiones en (4.60), se puede expresar la funcién ¢,

a través de la cantidad y, como

ad .
¢ = —55 (ln,u + ln,u ). 4.72)

Entonces, usando (4.68a) y (4.72), se obtiene para A[¢y, ¥]:

Al ¥l =A [l ln'ﬂ, —gﬁ(lnp + ln,u*)] , (4.73)
2 u 20a

ahora, unos pocos pasos de dlgebra elemental dan

Al 0] _gﬁ{ln[(m — W —/l*)]}

4 da (2 — () (2 — p)
donde
4 ay(1 —y)(x* + 1) = mx(1 + y)(& = DA - 77)’
l[ax+m(1 - { - +a*(1 - y)
1 ay(1 —y)(x* + 1) = mx(1 + y)(& + DA - 77)’

lax —m(1 + ¢ = n))* + a>(1 — y)?
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y se ha hecho uso de las propiedades

Flag] = o°Fl¢], (4.75a)
Flag; 9] = aF[¢;¢al, (4.75b)
Fl¢1 + ¢25¢3] = Flo1; @3] + Flda; ¢3l, (4.75¢)
0 0
a—F[¢1(G); ¢l = Fl—¢1;¢] (4.75d)
a Oa

con a un parametro arbitrario y @ una constante.

Asi, si se toma ¢, el primer miembro de la familia de discos con borde interno central,
se puede superponer este a un agujero negro de Schwarzschild usando (4.74) en (4.58).

De otra parte, se sabe de (4.32), que si es posible obtener el n + 1-miembro de la familia
de discos, ¢,,1, a través de la férmula de recurrencia dada por

0
G (X, y50) = % on(x,y; a), (4.76)
a

entonces, es posible construir una férmula de recurrencia para la superposicion ¢, + ¢, dado
que O, = ¢, + . Consecuentemente, para el otro potencial métrico se tiene que

Algu +¥] = Aldpi] + Al + 2A[Pyi1, /]
0 0
= A[6_¢n] + Ayl + 2A[—¢,, ¥]
a oa

0 0
= % Alg,] + Aly] +2—Al,, ¥, 4.77)
a oa

donde nuevamente se ha hecho uso de las propiedades (4.75). Asi entonces, a partir de la
superposicion del primer miembro de la familia de funciones métricas A[¢; + ¢¥], se puede
obtener la superposicion correspondiente al n-miembro A[¢, + ] a través de derivaciones
sucesivas.

De otro lado, se puede probar que la solucidn para el témino mixto de la superposiscion,
Alg,, ], evaluado en y = n = 0 es Al¢,, ¥l,—y-0 = 0. De igual modo, las derivadas de
las funciones métricas ¢,, y ¢, se anulan en y = n = 0. Por consecuencia, la densidad
superficial de energia, la presiéon azimutal y la densidad newtoniana efectiva del sistema
superpuesto pueden ser escritos como

g, = NI 1y e, (4.78a)
pn = npe? e, (4.78b)
pp = e, (4.78¢)
6
¢-1)
g, = ii e (4.79a)
Pn = (Z:-l—%)zem (479b)
{2
On = (4.79¢)

1™
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con p, = &, + Py, siendo

_ 4aE,(x) a*(2n - 2)'B,(x)
6(X) = At P\ T o g [

donde x > 0 y los E,(x) son polinomios positivo definidos de grado 2k, con k = (n — 1)/2
para n impar, y k = n/2 para n par; de los cuales los tres primeros tres son expuestos a
continuacon:

Ei(x) = 1,

E)x) = X2+3,

E5(x) 3(3x% +9),

mientras que los B,(x) son polinomios positivo definidos de grado 4k, con k = (n—1)/2 para
n impar, y kK = n/2 para n par; los primeros tres de ellos son dados por

Bi(x) = 1,
By(x) = 2x*+8x*+9,
By(x) = 27x*+72x% +50.

Ahora, como € > 0y { > 1, € y p seran siempre positivos. Consecuentemente, el tensor
energia-momentum estard en completo acuerdo con las condiciones de energia fuerte y débil.
De otra parte, con el fin de satisfacer la condicion de energia dominante se requiere que
p < &, lo cual implica que £ > 2y a > V3m. Ademds, se tiene que p < €, y entonces la
masa total del disco en presencia del agujero negro es menor que la masa del disco solo.

El tensor energia-momentum puede ser interpretado como la superposicion de dos flui-
dos contrarrotantes. Con el fin de estudiar esto, se escribe 0%’ como [22]

0" =g U'U" +£_UU", (4.80)
donde
{&-2)|€
=& = —_ 4 l
g, = ¢ Cii2 |2 (4.81)

son las densidades energia de Iso dos fluidos contrarrotantes. Las velocidades de contarro-
tacion son dadas por [22]

pe = L 22 (4.82)
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donde

U2 = = <1 (483)

{-1-

es la velocdad tangencial de contrarrotacion. Asi, se tienen dos fluidos de polvo con densida-
des superficiales de energias iguales. Ahora, como &, > 0, los dos discos de polvo estdn en
completo acuerdo con todas las condiciones de energia. Como se puede ver, las soluciones
anteriores presentan algunas propiedades interesante. Primero, las fuentes de materia aso-
ciadas presentan un comportamiento muy razonable y su tensor energia-momentum estd en
completo acuerdo con las condiciones de energia. Ademads, su relativa simplicidad cuando
son expresadas en términos de coordenadas esferoidales prolatas y oblatas, permite el facil
estudio de aspectos dindmicos, como por ejemplo el movimiento de las particulas dentro y
fuera del disco, la estabilidad de las drbitas y la posible existencia de singularidades.

Ahora, con el fin de mostrar un andlisis del comportamiento de las densidades superficial
de energia de la superposicion, se graficard la densidad superficial de energia adimensional
&, = ae, en funcion de la coordenada radial adimensional # = r/a. Asi, en la Figura 4.2,
Figura 4.3 y en la Figura 4.4 se grafica &, en funcién de 7 para los tres primeros miembros
de la familia de soluciones correspondientes a la superposicion, con n = 1, 2 'y 3 respecti-
vamente, para diferentes valores de los parametros m y @, = a/a". Asi, para cada valor de
n, se toma m = \/§a/3, \/5a/6, y \/§a/9 ya,=1,2,...,y9. Laprimera grafica de arriba
hacia abajo en Figura 4.2 corresponde a m = V/3a/3. La primera de las curvas, de arriba
hacia abajo, en esta gréfica corresponde @; = 1, mientras que la dltima curva, corresponde a
@9 = 9. Como se puede ver, en todos los casos la densidad superficial de energia es siepm-
pre positiva, con un méaximo cerca del borde de los discos, y luego decrece rdpidamente
conforme 7 decrece. Se puede ver que, para un valor fijo de n y m, conforme los valores de
@, crecen, el valor del mdximo disminuye y se desplaza hacia donde crecen los valores de
7. De otra parte, para un valor fijo de @, y m el maximo crece y se desplaza en direccion
de crecimiento de 7, conforme n crece. Mientras que para n 'y &, fijos, los mdximos crecen
como m decrece.

p 1
£

Posteriormente se grafica la presién azimutal p, = ap, como funcion de la coordenada
radial adimensional # = r/a. Asi, en la Figura 4.5, Figura 4.6 y Figura 4.7 se grafica p,
como una funcién de 7 para los tres primeros miembros de la familia de la superposicion,
conn = 1, 2 y 3 respectivamente, para diferenrtes valores de los parametros my @, = a/a".
Asi, para cada valor de n, se toma m = \/§a/3, \/§a/6, y \/§a/9 ya,=1,2,...,y9. La
primera gréfica de arriba hacia abajo en la Figura 4.5 corresponde am = V3a/3. La primera
curva de arriba hacia abajo en esta gréfica corresponde a @; = 1, mientras que la dltima en
esta misma gréfica corresponde a @9 = 9. Como se puede ver, en todos los casos la presion
azimutal es siempre positiva, con un maximo cerca del borde interno de los discos, y luego
decrece rapidamente conforme 7 crece. Se puede notar también que, para valores fijos de n
y m, conforme los valores de @, crecen, los valores méximos de la presion disminuyen y se
desplazan en la direccién de crecimiento de 7. De otra parte, para valores fijos de @, y m el
maximo de la presion decrece y se desplaza en direccion de crecimiento de 7 conforme n
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crece. Mientras que parany @, y, el maximo decrece conforme m decrece.

Finalmente se grafica la densidad newtoniana efectiva adimensional p,, = ap, en funcioén
de la coordenada radial adimensional 7 = r/a. Asi, en la Figura 4.8, Figura 4.9 y Figura 4.10
se grafica p, en funcién de 7 para los tres primeros miembros de la familia de soluciones
correspondientes a la superposicion, con n = 1, 2 y 3 respectiveamente, para diferentes
valores de los pardmetros my &, = a/a". Asi, para cada valor de n, se toma m = \/§a/3,
V3a/6,y V3a/9y &, = 1,2,...,y9. La primera gréfica de arriba hacia abajo en Figura
4.8 corresponde a m = V3a/3. La primera curva en esta grifica corresponde a @, = 1,
mientras que la dltima correspnde a @9 = 9. Como se puede ver, en todos los casos la
densidad newtoniana efectiva es siempre positiva, con un maximo cerca del borde interno de
los discos y decreciendo rapidamente conforme 7 crece. También se puede ver que, para un
valor fijo de n y m, conforme los valores de @, crecen, el valor del médximo de la densidad
newtoniana disminuyen y se desplazan en la direccion de crecimiento de 7. Mientras que
parany @, fijos, el mdximo crece como m decrece.

De modo que, se ha presentado un formalismo para superponer discos de polvo con un
borde interno central alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. la superposicion se
obtuvo usando la solucidn de las ecuaciones de campo de Einstein correspondientes a discos
de polvo con un borde interno central del trabajo [26]. El formalismo para la superposicion
fue inspirado en el trabajo de Letelier and Oliveira [52].

Las densidades de energia del sistema superpuesto son siempre funciones positivas de
la coordenada radial, igual a cero en el borde interno central del disco, con méximo en un
valor finito de los radios y cayendo a cero en el infinito. Los discos tienen masa finita y
su tensor energia-momentum estd de acuerdo con todas las condiciones de energia. Ahora
bien, la presién azimutal y la densidad newtoniana efectiva de los discos tienen comporta-
miento similar al de la densidad de energia, asi que el andlisis previo es aplicable tambien a
estas cantidades. De otra parte, la velocidad de contrarrotacion de las particulas es siempre
positiva y menor que la velocidad de la luz, cayendo a cero en el infinito.
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Figura 4.2: Densidad superﬁésial de enezrgfa & = as en funcién de ¥ = r/a para el primer
modelo de discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m = V3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m = V3a/6 y finalmente
V3a/9. En cada caso se grafica &(7) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del pardmetro
@, = a/a". Primero se toma &; = 1, la primera curva para cada valor de m, luego a, = 2,...,
y (~1’9 =0.
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Figura 4.3: Densidad superﬁclfal de enefgfa & = ae en funcién de ¥ = r/a para el segundo
modelo de discos, n = 2, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m = V3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m = V3a/6 y finalmente
V3a/9. En cada caso se grafica &(7) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del pardmetro
@, = a/a". Primero se toma &; = 1, la primera curva para cada valor de m, luego @, = 2....,
y (~1’9 =0.
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Figura 4.4: Densidad superﬁésial de enezrgia & = ae en funcién de 7 = r/a para el tercer
modelo de discos, n = 3, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m = V3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m = V3a/6 y finalmente
V3a/9. En cada caso se grafica &(7) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del pardmetro
@, = a/a". Primero se toma &; = 1, la primera curva para cada valor de m, luego @, = 2....,
y (~1’9 =0.
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Figura 4.5: Presi6n azimutal 1;3 = ap en funcién de ¥ = r/a para el primer modelo de
discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa
m = V3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m = V3a/6 y finalmente V3a/9.
En cada caso se grafica p(7) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del pardmetro @, = a/a".
Primero se toma @; = 1, la primera curva para cada valor de m, luego @, = 2,...,y @ = 9.
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Figura 4.6: Presion ‘azimutal 1;53 = ap en funcién'de 7 = r/a para el segundo modelo de
discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa
m = V3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m = V3a/6 y finalmente V3a/9.
En cada caso se grafica p(7) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del pardmetro @, = a/a".
Primero se toma @; = 1, la primera curva para cada valor de m, luego @, = 2,...,y @ = 9.
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Figura 4.7: Presion azimutal [35: ap en funcién de 7 = r/a para el tercer modelo de discos,
n = 3, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro de masa m =
V3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m = V3a/6 y finalmente V3a/9. En
cada caso se grafica p(7) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del pardmetro @, = a/a".
Primero se toma @; = 1, la primera curva para cada valor de m, luego &, = 2,...,y @ = 9.
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Figura 4.8: Densidad newtoniana efectiva o = a; en funcién de ¥ = r/a para el primer
modelo de discos, n = 1, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m = V3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m = V3a/6 y finalmente
V3a/9. En cada caso se grafica p(7) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del pardmetro

@, = a/a". Primero se toma &; = 1, la primera curva para cada valor de m, luego a, = 2,...,
y (~1’9 =0.
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Figura 4.9: Densidad newtoniana efectiva p = aﬁsen funcion de ¥ = r/a para el segundo
modelo de discos, n = 2, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m = V3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m = V3a/6 y finalmente
V3a/9. En cada caso se grafica p(7) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del pardmetro

@, = a/a". Primero se toma &; = 1, la primera curva para cada valor de m, luego @, = 2....,
y (~1’9 =0.
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Figura 4.10: Densidad newtoniana efectiva p = 215,0 en funcién de 7 = r/a para el tercer
modelo de discos, n = 3, con borde interno central de radio a alrededor de un agujero negro
de masa m = V3a/3, primera figura de arriba hacia abajo, luego m = V3a/6 y finalmente
V3a/9. En cada caso se grafica p(7) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del pardmetro

@, = a/a". Primero se toma &; = 1, la primera curva para cada valor de m, luego @, = 2....,
y (~1’9 =0.
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5.1. Introduccion

continuacion se presenta, lo que constituye hasta donde se sabe, la primera familia

de soluciones exactas completamente integradas explicitamente de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell correspondientes a la superposiciéon de un disco de polvo contrarrotante
con un agujero negro. Las soluciones obtenidas representan la superposicion cargada de
un disco infinito delgado anular (un disco con un borde interno) alrededor de un agujero
negro de Schwarzschild. La masa total del disco es finita y el tensor energia-momentum
estd de acuerdo con todas las condiciones de energia. Ademas los estados asimptéticos de la
superposicion cargada se reducen a la superposicion sin carga eléctrica descrita en el capitulo
anterior. La solucién puede interpretarse como la descripcién de un disco constituido por
fluidos provistos de carga eléctrica contrarrotando alrededor de un agujero negro y que,
estdn también en completo acuerdo con las condiciones de energia.

5.2. Superposicion Cargada a través de los Potenciales Com-
plejos de Ernst

Mediante el uso del “método de los potenciales complejos de Ernst” [14, 15] ahora se
obtendrd una solucién de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para un espaciotiempo estético
axialmente simétrico. Como es bien sabido, soluciones de electrovacio de las ecuaciones de
Ernst

(€~ BV = 26'VE - VE, (5.1
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conducen a soluciones estacioarias, axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell. La constante 8 se define como > = 1 —§§* con § = p + ig, tal que p y ¢
son reales. Asterisco denota complejo conjugado. En el caso particular aqui discutido, un
espacio-tiempo estatico, & = &7, las funciones métricas en (2.5) y el potencial electroagnético
pueden obtenerse a partir de los potenciales complejos de Ernst como sigue:

e = (f;;f; (5.2)
Mo = iR )= a1 - ) - 2 DEE, (520
M = ix;z;(;z)/izﬁzy[fiy<x2+1>—§3y<1—y2)+2x<1—y2>§,y§,x1, (5.2¢)
Agr = aed ;fyi)f)(fﬂ)zg’”, (5.2d)
A, = _ae™(1 Jzéxi)(i()? 1)2§,x]’ (5.29)
A = é%, (5.2f)

donde se ha hecho uso de las coordenadas oblatas (x, y ; a). Naturalmente, si 8 = 1 se tienen
soluciones de vacio de las ecuaciones de Ernst. Ahora bien, suponiéndose que se tiene una
solucidn de las ecuacidnes de vacio de Ernst &, entonces la transformacién

& = Béo, (5.3)

con 52 < 1 conduce a una solucién ¢ de las ecuaciones (5.1). Una simple e interesante

escogencia de & en (5.3) es

&y = —coth(g), 5.4

donde ¢ es una solucién de la ecuacion de Laplace. Después de la transformacion & =
—p coth(¢) los potenciales métricos y el potencial eléctrico son

o _ 2,8e¢
T AP -5
d-v)
Ae = ag P+ DO a1 =)0, ~ 2 + Do) (5:5b)
@+ 1)
Ay = (; T DE (=8, + 261 = )0.10,). (5.50)

V1-Be* - 1)
(1 —-p)—(1+p) G4

Ahora bien, si en (5.4) se usa como soluciéon de las ecuaciones de Einstein en el vacio
correspondiente a la superposicion de un disco con borde interno central alrededor de un

t
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agujero negro de Schwarzschild estudiada en el capitulo anterior (®,, A[®,])

¢ — D, = Gn + Y, (56)

la solucién correspondiente a las ecuaciones de Ernst (5.3) conduce a una solucién de las
ecuaciones de Einstein-Maxwell (@, A;[D:], A,) dadas por

% = _ 2Be™
n (=)~ (1+p)
Ay [Dn], (5.7b)
VIR - 1)
A = 5.7
T AR -ap 70
interpretable como la superposicién de un disco con borde interno central alrededor de un

agujero negro de Schwarzschild cargada. Ahora bien, usando la tétrada ortonormal (2.35) se
pueden escribir el tensor energia-momentum Q,;, en la forma canénica como

(5.7a)
AL ]

Qab = SCVaVb + pCWaWb, (58)

donde €“ y p° son, respectivamente la densidad de energia y la presion del disco y el superin-

dice “c” denota que corresponde a la superposicion cargada. En términos de estas cantidades
se puede escribir

& = 4 62(‘D2—A?[q’5])[1—r®,‘;,,] @, (5.9a)
P = 482(®;‘—/\ﬁ[<b2])rq);’rq);7z’ (5.9b)

donde, como arriba, todas las cantidades son evaluadas en z = 0*. En términos de esta
misma tétrada, como se sabe del (Capitulo 2), la densidad superficial de corriente en el
disco, I = [F“%], se puede escribir en la forma canénica como

L, = oV,+ jW, (5.10)

Asi, explicitamente, la densidad de energia, la presion azimuthal la densidad newtoniana
efectiva y la densidad de carga eléctica son, respectivamente:

B -DE+P)

& = G (5.11a)
2 2

Py = ﬁ_(éé{:l@ €ns (5.11b)
2 #2

o = %q, (5.11¢)

(1= PBEE - 1)

TOEST € (5.11d)
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con p! = g, + p¢, siendo

G,Z(X) =

4aE,(x) o {_a2(2n - 2)!Bn(x)}

ant 1 x2n+ 1 22n— 1 aan4n

Cuando 8 = 1 las expresiones anteriores se reducen, como debe ser, a las expresiones (4.79);
las correspondientes a la densidad de energia, la presion y densidad newtoniana efectiva
de la superposicion en ausencia de carga eléctrica. Ahora, como e > 0y > 1, &y p¢
serdn siempre positivos. Consecuentemente, el tensor energia-momentum estard en com-
pleto acuerdo con las condiciones de energia fuerte y débil. De otra parte, con el fin de
satisfacer la condicién de energia dominante se requiere que p¢ < &€, lo cual implica que
> (1++/1+88%)/(2B8) y que el radio del borde interno a > m(432+2 /1 + 862+2)1/2/(2p).

El tensor energia-momentum puede ser interpretado como la superposicion de dos flui-
dos cargados contrarrotantes. En orden a estudiar esto, se escribe Q* como [22]

0 = U U + UL, (5.12)
donde
e _ o _|PLEHBBE-C-2P)]€

=&

T (B + 1) 2’

son las densidades energia de Iso dos fluidos contrarrotantes. Las velocidades de contarro-
tacion son dadas por [22]

&

(5.13)

Ve UW?
U® =

@ ———, 5.14
R e
donde
2P 4B
U _8_,3(42_1)31 (5.15)

es la velocdad tangencial de contrarrotacion. Asi, se tienen dos fluidos de polvo con densi-
dades superficiales de energias iguales. Ahora, como &, > 0, los dos discos de polvo estdn
en completo acuerdo con todas las condiciones de energia.

Ahora, con el fin de mostrar un andlisis del comportamiento de las densidades superficial
de energia de la superposicion, se graficard la densidad superficial de energia adimensional
&, = ag, en funcidén de la coordenada radial adimensional 7# = r/a. Asi, en la Figura 5.1,
Figura 5.2 y en la Figura 5.3 se grafica &, en funcion de 7 para los tres primeros miembros
de la familia de soluciones correspondientes a la superposicion, con n = 1, 2 y 3 respecti-
vamente, para diferentes valores de los parametros m y @, = a/a". Asi, para cada valor de
n, se toma m = 2aB/[48> + 2+/1 + 862 + 2]'/2, primera figura de arriba hacia abajo, luego
m = 2aB/2[45° + 2 /1 + 882 + 2]'/2, y finalmente m = 2aB/3[43%> + 2+/1 + 88% + 2]'/2. En
cada caso se grafica &) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del parametro @, = «/a".
Primero se toma @; = 1, curvas préximas al borde del disco, luego @, = 2. Para cada valor
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de @ se toman diferentes valores de S: 0.1, 0.2, ..., 0.9 y, finalmente, 8 = 1, el caso va-
cio, la curva con menor maximo en cada grafica. Como se puede ver, el comportamiento de
la densidad superficial de energia correspondiente a la superposicion cargada es similar al
comportamiento de la densidad de la superposicion sin carga. Es decir, en todos los casos la
densidad superficial de energia es siepmpre positiva, con un méximo cerca del borde de los
discos, y luego decrece rapidamente conforme 7 decrece. Se puede ver que, para un valor fijo
de n y m, conforme los valores de @, crecen, el valor del mdximo disminuye y se desplaza
hacia donde crecen los valores de 7. De otra parte, para un valor fijo de @, y m el maximo
crece y se desplaza en direcién de crecimiento de 7, conforme n crece. Mientras que para
ny @, fijos, los maximos crecen como m decrece. Ahora, a medida que la carga eléctrica
aumenta, S disminuye, el maximo de la funcién aumenta, describiendo el comportamiento
asintotico, solucion de vacio, cuando 8 = 1. En la Figura 5.1, Figura 5.2 y en la Figura 5.3 se
grafica la densidad de carga eléctrica —&,, como se puede ver su comportamiento es similar
al de la densidad de energia, por tanto toda la descripcion anterior es también valida para la
densidad de carga el¢trica.

Las soluciones obtenidas representan la superposicion cargada de un disco infinito del-
gado anular alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. La masa total del disco es
finita y el tensor energia-momentum estd de acuerdo con todas las condiciones de energia.
Ademads los estados asimptoticos de la superposicion cargada se reducen a la superposicion
sin carga eléctrica descrita en el capitulo anterior. La solucién puede interpretarse como la
descripcion de un disco constituido por fluidos provistos de carga eléctrica contrarrotando
alrededor de un agujero negro y que, estdn también en completo acuerdo con las condiciones
de energia.

Las soluciones anteriores presentan algunas propiedades interesantes. Primero, las fuen-
tes de material asociado presenta un comportamiento muy razonable y su tensor energia-
momentum estd en completo acuerdo con las condiciones de energia. Ademds, su relativa
simplicidad cuando son expresadas en términos de coordenadas esferoidales prolatas y obla-
tas, permite el facil estudio de aspectos dindmicos, como por ejemplo el movimiento de las
particulas cargadas dentro y fuera del disco, la estabilidad de las 6rbitas y la posible existen-
cia de singularidades.
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ae en funcién de 7 = r/a para el primer
modelo, n = 1, de la superposicion cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aB/[4B% +2+/1 + 832 +2]'/2, primera figura de
arriba hacia abajo, luego m = 2af/2[45> +2 /1 + 862 +2]'/2, y finalmente m = 2aB/3[4/3> +
24/1 + 832 + 2]'/2. En cada caso se grafica &(7) para 1 < ¥ < 3 con diferentes valores del
pardmetro &, = a/a". Primero se toma @; = 1, curvas proximas al borde del disco, luego
@, = 2. Para cada valor de & se toman diferentes valores de 8: 0.1,0.2, ..., 0.9y, finalmente,
B =1, el caso vacio, la curva con menor amplitud en cada grafica.
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10

Figura 5.2: Densidad superﬁgial de ene;gl’a & = ac en funcién de 7 = r/a para el segundo
modelo, n = 2, de la superposicion cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aB/[4B% +2+/1 + 832 +2]'/2, primera figura de
arriba hacia abajo, luego m = 2af/2[45> +2 /1 + 862 +2]'/2, y finalmente m = 2aB/3[4/3> +
24/1 + 832 + 2]'/2. En cada caso se grafica &(7) para 1 < ¥ < 3 con diferentes valores del
pardmetro &, = a/a". Primero se toma @; = 1, curvas proximas al borde del disco, luego
@, = 2. Para cada valor de & se toman diferentes valores de 8: 0.1,0.2, ..., 0.9y, finalmente,
B =1, el caso vacio, la curva con menor amplitud en cada grafica.
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Figura 5.3: Densidad superﬁlcsial de enérgia & = ae en funcién de 7 = r/a para el tercer
modelo, n = 3, de la superposicion cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aB/[4B% +2+/1 + 832 +2]'/2, primera figura de
arriba hacia abajo, luego m = 2af/2[45> +2 /1 + 862 +2]'/2, y finalmente m = 2aB/3[4/3> +
24/1 + 832 + 2]'/2. En cada caso se grafica &(7) para 1 < ¥ < 3 con diferentes valores del
pardmetro &, = a/a". Primero se toma @; = 1, curvas proximas al borde del disco, luego
@, = 2. Para cada valor de & se toman diferentes valores de 8: 0.1,0.2, ..., 0.9y, finalmente,
B =1, el caso vacio, la curva con menor méximo en cada grafica.
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Figura 5.4: Densidad superﬁlésial de car;;a —& = —ao en funcién de 7 = r/a para el primer
modelo, n = 1, de la superposicion cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aB/[4B> +2+/1 + 832 +2]'/2, primera figura de
arriba hacia abajo, luego m = 2af/2[45> +2 /1 + 862 +2]'/2, y finalmente m = 2aB/3[4/3> +
24/1 + 832 + 2]'/2. En cada caso se grafica &(F) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del
pardmetro &, = a/a". Primero se toma @; = 1, curvas proximas al borde del disco, luego
@, = 2. Para cada valor de & se toman diferentes valores de 8: 0.1,0.2, ..., 0.8 y, finalmente,
B =0.9, la curva con menor maximo en cada grafica.
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Figura 5.5: Densidad superﬁlc'sial de cargza —& = —ao en funcién de 7 = r/a para el segundo
modelo, n = 2, de la superposicion cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aB/[4B% +2+/1 + 832 +2]'/2, primera figura de
arriba hacia abajo, luego m = 2af/2[45> +2 /1 + 862 +2]'/2, y finalmente m = 2aB/3[4/3> +
24/1 + 832 + 2]'/2. En cada caso se grafica &(F) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del
pardmetro &, = a/a". Primero se toma @; = 1, curvas proximas al borde del disco, luego
@, = 2. Para cada valor de & se toman diferentes valores de 8: 0.1,0.2, ..., 0.8 y, finalmente,
B =0.9, la curva con menor maximo en cada grafica.
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Figura 5.6: Densidad superﬁlésial de carzga —& = —ao en funcién de 7 = r/a para el tercer
modelo, n = 3, de la superposicion cargada de discos con borde interno central de radio a
alrededor de un agujero negro de masa m = 2aB/[4B% +2+/1 + 832 +2]'/2, primera figura de
arriba hacia abajo, luego m = 2af/2[45> +2 /1 + 862 +2]'/2, y finalmente m = 2aB/3[4/3> +
24/1 + 832 + 2]'/2. En cada caso se grafica &(F) para 1 < 7 < 3 con diferentes valores del
pardmetro &, = a/a". Primero se toma @; = 1, curvas proximas al borde del disco, luego
@, = 2. Para cada valor de & se toman diferentes valores de 8: 0.1,0.2, ..., 0.8 y, finalmente,
B =0.9, la curva con menor maximo en cada grafica.






Conclusiones Generales

e presentd un andlisis detallado del tensor energia-momentum de un disco delgado
S estacionario axialmente simétrico. Se considerd el modelo mds general de discos del-
gado con esfuerzo radial y presion radial diferentes de cero. Asi, en este trabajo de investiga-
cidn se presenta por primera vez el andlisis completo de todos los posibles clases de tensor
energia-momentum que pueden obtenerse a partir de soluciones de estacionarias axialmente
simétricas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell en el vacio.

Se expreso el tensor energia-momentum superficial (SEMT) en términos de la tétrada
LSO y asi se obtuvieron expresiones explicitas para las variables dindmicas que caracteri-
zan el SEMT. Esto es, expresiones para el vector velocidad de los discos, asi como para
la densidad superficial de energia, esfuerzos principales y funcién flujo de calor que son
validas para toda clase de discos. De igual modo se presentd explicitamente una expresion
para la densidad supreficial de corriente. Las expresiones obtenidas aqui, son entonces la
generalizacion de las correspondiente expresiones para los casos estiticos que fueron pre-
sentados en [22] y también generaliza los resultados obtenidos en [28] para discos delgados
estacionarios.

También se presento la generalizacion estacionaria del Modelo de Contrarrotaciéon (CRM),
el cual fue desarrollado previamente sélo para el caso estético en [22, 21]. Asi entonces, aho-
ra es posible obtener expresiones explicitas para todas las cantidades pertinentes al CRM
presentes cuando existe flujo de calor y para esfuerzos principales arbitrarios. Se consi-
deraron velocidades de contrarrotacion iguales y opuestas y contrarrotacion a lo largo de
electrogeodsicas.

Se obtuvo una ligadura general sobre las velocidades de contrarrotacion, necesaria para
expresar el tensor energia-momentum de los discos como la superposicion de dos fluidos
perfectos contrarrotantes. La ligadura obtenida es la generalizacioén de la obtenida en [28],
para discos sin presion radial y sin flujo de calor, donde sélo se consideré fluidos contrarro-
tantes circulando a lo largo de geodésicas.

Se encontré también que, en general, no existe posibilidad de tomar las dos valocida-
des tangenciales de contrarrotacion iguales y opuestas ni suponer que los fluidos circulen
a lo largo de geodésicas (o electrogeodésicas). Entonces, para discos construidos a partir
de métricas estacionarias axialmente simétricas, las velocidades de contrarrotacién no estan
determinadas de manera Unica y existe la libertad que pueda ser usado para obtenerse dife-
rentes modelos de contrarrotacién para el mismo disco. El desarrollo teérico que condujo a
estos resultado constituye el fundamento central del trabajo [25].

Se presentd una familia infinita de discos de polvo cargado axialmente simetricos de
extension finita con densidades superficiales de energia y carga bien comportadas. Los dis-
cos fueron obtenidos a partir de soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell para un
espacio-tiempo conformestatico. Con el fin de obtener las soluciones, se supuso una depen-
dencia funcional entre el potencial eléctrico y el potencial gravitacional y, entre esta y una
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funcidn auxiliar. Las soluciones fueron expresadas entonces en términos de una solucién de
la ecuacion de Laplace correspondiente a la familia de bien comportados discos newtonianos
delgados de radios finitos, los discos generalizados de Kalnajs [29].

Estos discos delgados tienen una densidad de carga que es igual, salvo por un signo, a su
densidad de energia, y asi constituyen un ejemplo de los comunmente llamados configura-
capuestoiones de equilibrio de “polvo electricamente contrapuesto". La densidad es siempre
positiva y bien comportada, anuldndose en el borde del disco. Ademads, conforme el valor de
m crece, la densidad de energia se concentra mas en el centro de los discos, presentando un
maximo en r = 0 para todos los valores de |k|. Sin embargo, para los primeros dos modelos
conm = 1y m = 2, para valores pequefios de |k| la densidad de energfa presenta un maximo
cerca al borde del disco mientras que para valores grandes de |k| el mdximo se encuentra en
el centro del disco. Ademads, como la densidad de energia de los discos es siempre positiva
y los discos estdn hechos de polvo , todos los modelos estdn en completo acuerdocon todas
las condiciones de energia. Un hecho de particular relevancia en el estudio de modelos de
discos relativistas. En efecto, como ya fue mencionado, muchos de los modelos de discos
relativistas delgados que han sido estudiados en la literatura no estdn en completo acuerdo
con estas condiciones.

De otra parte, como se puede ver de las ecuaciones en Sec. 3.2, el procedimiento aqui
presentado puede ser aplicado no sélo a espaciotiempos conformestdticos sino que tam-
bién puede ser usado para obtener soluciones no axialmente simétricas de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell en el vacio. Por consecuencia, estos modelos de discos delgados aqui
presentados se pueden generalizar considerando para la funcién auxiliar U soluciones de
la ecuacion de Laplace sin la imposicion previa de simetria axial. Asi, se estd trabajando
en esta direccion y los resultados se presentardn en un proximo trabajo. Andlogamnete, la
generalizacion a espaciotiempos conformestacionarios con campos magnéticos estd en con-
sideracion.

Se present6 una familia infinita de soluciones de las ecuaciones Einstein en el vacio
asitéticamente planas y regulares en todas partes. Estas soluciones describen una familia
infinita de discos delgados con un borde interno central constituidos por materia de pol-
vo, cuya densidad de energia es siempre positiva y bien comportada, de tal modo que su
tensor energia-momentum estd en completo acuerdo con todas las condiciones de energia.
Ademads, aunque los discos son de extension infinita, todos tienen masa finita. Ahora, co-
mo las funciones métricas de las soluciones se calcularon explicitamente, estas constituyen
la primera familia de soluciones exactas explicitas completamente integradas para tal clase
de fuentes de discos delgados. Ademads, su relativa simplicidad cuando son expresadas en
coordenadas esferoidales oblatas, permite estudiar muy facilmente sus diferentes aspectos
dindmicos, como el movimiento de particulas dentro y fuera de los discos y la estabilidad
de las orbitas.

Ademads de su importancia como una nueva familia de soluciones exactas y soluciones
explicitas de las ecuaciones de Einstein en el vacio, la principal importancia de esta familia
de soluciones es que puede ser facilmente superpuesta con la solucion de Schwarzschild
con el fin de obtener la descripcidn de un sistema binario compuesto por un disco delgado
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alrededor de un agujero negro central. En efecto, la superposiciéon del primer miembro de
esta familia con un agujero negro de Swarschild fue obtenida y presentada en [23].

Ahora, como en la teoria newtoniana, el potencial gravitacional estd dado por la solu-
cion del problema de valores en la frontera para la ecuacién de Laplace, se puede considerar
®,(r,z; a) como una familia de potenciales gravitacionales newtonianos de fuentes discoi-
dales con borde interno, cuya densidad de masa newtoniana estan dada por

2aE,(x)

an+1x2n+l ’

o,(x) = (5.16)
claramente divergente en el borde de los discos. Por consecuencia, se puede concluir que
no existen soluciones en la teoria newtoniana que describan el campo gravitacional de un
disco delgado con borde interno, mientras que esta clase de fuentes puede ser propiamente
descrita por medio soluciones regulares y asintoticamente planas, en el marco de la teorfa de
la gravitacion ofrecida por la relatividad general. Los fundamentos basicos necesarios para
la obtencidn de esta clase de soluciones fueron presentadas en el trabajo [26].

Se presenté también un formalismo para superponer discos de polvo con un borde in-
terno central alrededor de un agujero negro de Schwarzschild. La superposicion se obtuvo
usando la solucién de las ecuaciones de campo de Einstein correspondientes a discos de
polvo con un borde interno central del trabajo [26]. El formalismo para la superposicion fue
inspirado en el trabajo de Letelier and Oliveira [52]. Las densidades de energia del sistema
superpuesto son siempre funciones positivas de la coordenada radial, igual a cero en el bor-
de interno central del disco, con mdximo en un valor finito de los radios y cayendo a cero
en el infinito. Los discos tienen masa finita y su tensor energia-momentum estd de acuerdo
con todas las condiciones de energia. La presion azimutal y la densidad newtoniana efectiva
de los discos tienen comportamiento similar al de la densidad de energia, asi que el andlisis
previo es aplicable también a estas cantidades. De otra parte, la velocidad de contrarrotacion
de las particulas es siempre positiva y menor que la velocidad de la luz, cayendo a cero en
el infinito. La masa del disco cuando el agujero negro estd presente es menor que la masa
total del disco solo.

Finalmente, se presentd, lo que constituye hasta donde se sabe, la primera familia de
soluciones exactas completamente integradas explicitamente de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell correspondientes a la superposicion de un disco de polvo contrarrotante con un
agujero negro. Las soluciones obtenidas representan la superposicion cargada de un disco
infinito delgado anular (un disco con un borde interno) alrededor de un agujero negro de Sch-
warzschild. La masa total del disco es finita y el tensor energia-momentum esta de acuerdo
con todas las condiciones de energia. Ademads los estados asimptéticos de la superposicion
cargada se reducen a la superposicon de sin carga eléctrica. La solucié puede interpretarse
como la descripcién de un disco constituido por fluidos provistos de carga eléctrica contra-
rrotando alrededor de un agujero negro y que, estdn también en completo acuerdo con las
condiciones de energia.

Como se puede ver, las soluciones anteriores presentan algunas propiedades interesan-
te. Primero, las fuentes de material asociado presenta un comportamiento muy razonable
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y su tensor energia-momentum estd en completo acuerdo con las condiciones de energia.
Ademas, su relativa simplicidad cuando son expresadas en términos de coordenadas esferoi-
dales prolatas y oblatas, permite el facil estudio de aspectos dindmicos, como por ejemplo
el movimiento de las particulas dentro y fuera del disco, la estabilidad de las 6rbitas y la
posible existencia de singularidades. Ahora bien, aunque el formalismo de los potenciales
compejos de Ernst fue usado aqui para obtenerse la superposicion cargada, también puede
ser usada para generar una superposicion magnetizada y ademds una cargada y magnetizada.
Resultados sobre este particular se presentaran en un proximo trabajo.

Los principales resultados obtenidos en el marco del desarrollo del presente trabajo de
investigacion, asi como trabajos en curso, nacidos desta misma investigacion, se listan a
continuacion:

1. Stationary Axially Symmetric Relativistic Thin Disks, Articulo en Preparacion, [24],

2. Charged and Electromagnetized Morgan-Morgan-Type Disks, Articulo en Prepara-
cidn, [32]

3. Modelos Relativistas de Discos Delgados Finitos No Axialmente Simétricos con Cam-
po Eléctrico, Presentacion Oral en la Segunda Reunion Colombo-Venezolana de Re-
latividad y Gravitacion, Armenia, Colombia 28 al 31 de Octubre de 2007

4. Discos de Morgan-Morgan Cargados y Electromagnetizados, Presentado en Calidad
de Poster en el Tercer Taller de Gravitacion y Astrofisica Relativista, Homenaje a Luis
Herrera-60 Aniversario, Isla de Coche, Venezuela 8 al 11 de Noviembre de 20006,

5. Finite Axisymmetric Charged Dust Disks Sources for Conformastatic Spacetimes,
Aceptado para Publicacién en la edicién de Mayo de 2009 en AIP Conf. Proc. 1122
Physics and mathematics of Gravitation, Proceedings of Spanish Relativity Meeting
2008, ISBN 978-0-0-7354-0658-2,

6. Finite Axisymmetric Charged Dust Disks in Conformastatic Spacetimes, Publicado en
Physical Review D, [25],

7. Exact Static Axially Symmetric Thin Annular Dust Disks, Aceptado para Publicacion
en la edicién de Mayo de 2009 en AIP Conf. Proc. 1122 Physics and mathematics
of Gravitation, Proceedings of Spanish Relativity Meeting 2008, ISBN 978-0-0-7354-
0658-2,

8. Relativistic Static Thin Dust Disks with an Inner Edge: An infinite Family of New
Exact Solutions, Sometido Para Publicacion en Physical Review D, [26]

9. Electrovacuum Static Axially Symmetric Thin Annular Dust Disks, Presentado en Ca-
lidad de Poster en Il Congreso latinoamericano de Fisica, 20 al 24 de Octubre, Zaca-
tecas, México,
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10. Counterrotating Dust Disk Around a Schwarzschild Black Hole: New Fully Integrated
Explicit Exact Solution, Sometido Para Publicacion en Physical Review Letter [23]

11. Charged Counterrotating Dust Disk Around a Schwarzschild Black Hole: New Fully
Integrated Explicit Exact Solution, Articulo en Preparacion.

Los tépicos aqui estudiados también sirvieron como punto de partida para los trabajos de
grado:

1. Trabajo de Grado Para Optar el Titulo de Maestria en Fisica Construccion de Mo-
delos Relativistas de Discos Delgados Mediante Soluciones Conformestdticas de las
Ecuaciones de Einstein-Maxwell, cuya calificacion obtenida fue meritoria.

2. Trabajo de Grado Para Optar el Titulo de Fisico Modelos Relativistas de Discos de
Polvo axialmente Simétricos con Borde Interno,

codirigidas por los autores del presente trabajo de investigacion.






APENDICE A
La Ecuacion Dinamica y la Ecuacion de
la Electrogeodésica

A.1. La Ecuacion Dinamica

En este apéndice se obtiene una “ecuacidon dindmica” asociada a los campos gravita-
cional y electromagnético debido a fuentes concentradas en la hipersuperficie discoidal. El
punto de partida es la ley de conservacién

T, =0, (A.1)

con
T = 0%(¢)+(Ty)", (A.22)
T = TL.0(¢)+T"-(1-0(p), (A.2b)

donde ®(¢) denota la funcién de Heaviside con O(¢ = 0) = %
Sustituyendo el tensor energia-momentum (A.2) en la ecuacién de conservacion (A.1),
se tiene que la derivada covariante de T, es

T, = (Q"6(@).s +{T21-O@) + T, (1 - O@)) . (A3)
Ahora bien
TPy =T~ =0,
de donde se deduce que
T, = (Q"6@)), +|Tih] #46(®). (A4)
El primer término del lado derecho de esta ecuacion es
Q6@ = O745(¢) + Q5 (D) 1, (A.5)

Entoces, las ecuaciones (A.1) con

T, ={Q", + [T ] ¢} 6(6) + Q"6 46'(¢) = 0, (A.6)
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Asi se tiene que

0%¢, = 0, (A.7a)
@y o+ [T es =0. (A.7b)

Por lo que se puede obtener
o’ + 1] =0, (A.8)

donde se han usado la definicion de los vectores normales a la superficie ¢, = J, . De otra
parte, se sabe que

1
TZAZ/I = FaCFZC _ ZgachdFCd (A9)

entonces se tiene que el salto en el tensor energia-momentum correspondiente al tensor
electromagnético a través de la superficie del disco es

(765 ) = [ B B 1) = g Foa [P+ [l F). (A.10)
0, equivalentemente,
(77451 = (Fudd F 4 e [F] = 505 {1Fol F 3+ Fea [P (A1)
Ahora, debido a la propiedad F.4 [F “d] = [F.4] F¢ se tiene

1
[T 5] = Fucl F + Foe [F*] = 56, [Fual. (A.12)

Es muy facil darse cuenta que F* [F,.] = 6F* [A..] y que [F.q] F¢ = 2F* [A..]. As,
se obtiene finalmente que para el salto del tensor electromagnético

(T3] = Fa [F*]. (A.13)
Por tanto, se tiene de (A.8) que

0.y = FulF7]. (A.14)
La ecuacion (A.14) puede ser renombrada como una “ecuacion dindmica” asociada al campo

gravitacional y gravitacional debido a fuentes concentradas en la hipersuperficie discoidal.
El punto de partida para su obtencion es la ley de conservacién 7%, = 0.
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A.2. La Ecuacion de la Electrogeodésica

Ahora se supone que el disco esta constituido por la superposicion de dos fluidos con-
trarrotantes, lo cual es, como ya se sabe, equivalente a escribir las relaciones

st =s5,+5,°, (A.15a)
=gl + il (A.15b)

donde
S = (e + p)ULUL + poh®, (A.16)

Con, S = eA®Q%, de la ecuacién (A.16) se tiene que
b= (& + pHUU" + poh®, (A.17)

donde & = e®*«. Después de un cilculo medio tedioso y algo aburrido, podemos obtener la
derivada covariante de Q.”, la cual es:

0. = &+ PIUs apU% + Puy h,” + P b, (A.18)

asi que, después de calcular la forma explicita de b ”, se tiene

+a b —

| . . o
0., = 5@+ PIULU Grea + Pra+ P 6y (A= D). (A.19)
Ahora, de la ecuacién (A.14) se tiene que
0Ll ., =Fujl, (A.20)

at ;b =
asi, por reemplazar (A.19) en (A.20) se tiene
1 ~ ~ brrc ~ ~ or ~ c
- E(Ei +pIUULGpea + Pra + P20 (A—D), = F,.0.U; (A.21)
donde, como antes, ¥ = ¢®*«. De (A.21) esperariamos cuatro ecuaciones, una para cada

valor de a. Sin embargo s6lo se tiene una, dado que, excepto para x>
triviales. Asi se tiene

= r, Se tienen ecuciones

1 : .
- E(Ei + pi)U-q_f)Uicgbc,r + ﬁi,r = FrcO-iUi‘- (A22)

Ahora, A, = 0, de modo que F,. = A.,. Consecuentemente, con la sustituciéon de esta
cantidad en la ecuacion anterior se obtiene

1 : :
- E(Ei + pi)UibU-;_-Lgbc,r + ﬁi,r = Ac,ro-i U_,_f (A23)
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Abhora se desarrolla cada una de las sumatorias en (A.23). La primera:
ULU Gper = ULU 2900, +2UU gor, + UL U g, (A.24)
El término de la derecha en (A.23) es, explicitamente,
Ao US = A0, UL+ AU, (A.25)

luego, por sustituir (A.24) y (A.25) en (A.23) se obtiene finalmente
100 2 0
S (G00, +2001,Qs + 11, L)(es + pa) = pey = ~0:UL (A + 40,02) . (A26)

donde se ha llamado Q, = U i / Ug, y como se sabe A, = (A;,A,,0,0). La ecuacion (A.26)
es la ecuacion de la electrogeodésica para un disco delgado estacionario constituido por
la superposicion de dos fluidos contrarrotantes cargados eléctricamente, con presion radial.
Costituye una generalizacion de la ecuaciones en la electrogeodésica presentada en [21].
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