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Descripcion :En la cosmologia inflacionaria los modelos mas populares y exitosos son los del tipo
slow-roll, los cuales satisfacen las condiciones rigurosas que impone inflacién. Sin embargo, estos modelos
requieren de la existencia de campos escalares fundamentales tales como el inflatén los cuales atin no han
sido observados en la naturaleza. A esta “dificultad” se suma el hecho de que estos modelos requieren de
potenciales précticamente planos para generar inflacién. En este trabajo de grado se construye un modelo
inflacionario motivado por las dificultades que presentan los modelos del tipo slow-roll. En este modelo se
considera nuestro Universo a gran escala como un fluido perfecto constituido por energia de vacio o constante
cosmoldgica A (en cuyo caso es la tinica componente dominante) y radiacién. Para dicho modelo la expansién
acelerada del Universo se sigue a partir de la transferencia de energfa de vacio a radiacién (en el caso de
que la constante cosmoldgica no varfe, no proporcionard una época inflacionaria exitosa) sin la necesidad de
campos escalares fundamentales tales como el inflatén. A medida que ocurran las transiciones, la densidad
de energia asociada al vacio decaerd exponencialmente a densidad de energia de radiacién modificando el
contenido energético del Universo y consecuentemente las ecuaciones de evolucion que describen esta etapa
inflacionaria. A partir de la dindmica del modelo se obtienen soluciones analiticas exactas para el parametro
de Hubble y de expansion. Bajo las condiciones necesarias para resolver los problemas de planitud, horizonte
y de reliquias no deseadas, se calcula el monto de inflacién y adicionalmente se determina la temperatura

al final de este periodo inflacionario denominada temperatura post-inflacionaria.
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Description : In the inflationary cosmology the most popular and successful models are the slow-roll
type ones, which satisfy the rigorous conditions inflation brings. However, these models require the existence
of fundamental scalar fields such as the inflaton, that haven’t seen yet in nature. In addition to this difficulty
is the fact that these models require very flat potentials to generate inflation. Along this research project
is constructed an inflationary model motivated by the difficulties shown by the slow roll models. In this
model our universe is considered as a perfect fluid composed of vacuum energy or cosmologic constant
(in which case is the only dominant component) and radiation. For this model, the universe accelerated
expansion is followed by the energy transference from vacuum to radiation, without needing fundamental
scalar fields such as inflaton. As transitions are occurred, the energy density associated to the vacuum will
exponentially decrease to radiation energy density while it modifies the energy content of the universe and
consequently the evolution equations that describe this stationary stage. From the dynamic model, exact
analytical solutions for the Hubble and expansion parameter are obtained. Under the conditions to solve
the flatness problems, horizon and unwanted relics, the enough inflation is calculated and the temperature

is additionally determined at the end of this inflationary period called post-inflationary temperature.
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CAPITULO 1

Introduccion

Nuestro Universo debe presentar condiciones genéricas mediante las cuales el paradig-
ma inflacionario a través de un modelo adecuado describa su evolucién primordial (antes
del Big Bang). A partir de esta idea se quiere obtener un modelo que reproduzca nuestro
Universo actual bajo las condiciones rigurosas que implica inflacién. La cosmologia mod-
erna se apoya en la inflacién cosmoldgica propuesta por Alan Guth en 1981 [1] la cual se
define como una etapa primordial del Universo en donde la energia de vacio domina sobre
la densidad de energia total, caracterizada por presiéon negativa y repulsiéon gravitacional.
Dicha etapa de expansién acelerada produce un incremento del factor de escala a(t) de
aproximadamente 27 ordenes de magnitud en un periodo de al menos 10~% s, e irregular-
idades capaces de generar formacion de estructuras a gran escala a partir de inestabilidad
gravitacional [2, 3, 4, 5].

La teoria infacionaria, la cual fue propuesta como una posible solucién a los problemas
clasicos de la cosmologia estandar, pasé de ser un fenémeno exético apelado por los tedricos
a una necesidad implicita en la naturaleza. Esto se ve reflejado en las predicciones exitosas
(planitud del Universo y perturbaciones en la densidad de energia que dan origen a las es-
tructuras a gran escala hoy en dia) que han sido respaldadas fuertemente por los resultados
observacionales en la radiacién césmica de fondo (RCF). Inflacién se ha convertido en un
paradigma de la ciencia y por lo tanto, la generacién de ésta en una época primordial debe
ser garantizada.

Existen dos categorias en las cuales se puede clasificar un modelo inflacionario [5], ellos
son de vieja inflacion y de nueva inflacién. El primero se caracteriza por campos escalares
que tunelan de un estado de energia de vacio falso o metaestable a un estado de energia
verdadero. El segundo se caracteriza por un potencial practicamente plano en el cual el
campo escalar cae cuesta abajo hasta un minimo, generando de esta forma inflacién. Es
inevitable que la clase de modelos de inflacion vieja no proprocione una salida exitosa de-
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bido a ciertos inconvenientes como la imposibilidad de termalizacién en la nucleacion de
burbujas de vacio verdadero en el fondo de burbujas de vacio falso [6], debido a que toda su
energia almacenada es concentrada en las paredes de ésta y no sufren cambios para colapsar.

La razon de que prevalezca la idea de la existencia de campos escalares fundamentales
en la naturaleza se debe a la necesidad tedrica que requieren algunas teorias generales
tales como el Modelo Estandar de particulas elementales [7], que postula el bosén de Higgs
para explicar el mecanismo mediante el cual las particulas adquieren masa, y la teoria de
cuerdas [8], que postula como un ejemplo el Dilatén como componente de la materia oscura.

Sin embargo, el hecho de que no exista hasta la fecha evidencias observacionales de la
existencia de tales campos escalares en la naturaleza (a pesar de los grandes esfuerzos en
la busqueda del Higgs en los experimentos en los aceleradores: Tevatron en el FERMILAB
y LEP en el CERN) y de que estén presentes algunas dificultades en los modelos del tipo
vieja y nueva inflacion, motiva a proponer nuevos modelos inflacionarios alternativos a los
tradicionales, siendo un ejemplo el de inflacién vectorial [9] basada en campos vectoriales
fundamentales. Cabe notar que los campos vectoriales implican preferencia en la direccién,
y por lo tanto, generan violaciones de la isotropia estadistica. No obstante, los campos vec-
toriales fundamentales estan presentes en la naturaleza y desde luego si se han observado:
como es el caso del fotén y de los bosones W+ y Z° que son los mediadores de las interac-
ciones electromagnética y débil respectivamente.

En el modelo “Inflacién Sin Inflatones” [10] que se desarrolla en este trabajo, no se
requiere la presencia de campos escalares para generar inflacion, sino de dos fluidos acopla-
dos mutuamente, y que en cuyo caso la componente dominante sea la energia asociada al
vacio. Al igual que otros modelos inflacionarios este modelo debe ser capaz de solucionar
los problemas clasicos de la cosmologia estandar (problema de horizonte, de planitud y de
reliquias no deseadas) [2, 3, 4, 5], y generar las condiciones primordiales requeridas por el
Big Bang caliente [2, 3, 4, 5], tales como recalentamiento en el cual la densidad de energia
de vacio se transforma en radiacion.

También es cierto que este modelo debe ser consistente con los datos obtenidos reciente-
mente acerca de las anisotropias de la RCF proporcionados por el satélite WMAP [11, 12]
y con las observaciones de supernovas que evidencian la existencia de la energia oscura [11].
Tal confrontacién con la observacion es posible, con un desarrollo de la teoria de perturba-
ciones cosmologicas.

El analisis de la teoria de perturbaciones cosmoldgicas determina de una manera més
rigurosa la viabilidad del modelo a partir de la obtencién de cantidades observables, tales
como la amplitud del espectro A, el indice espectral n. y la razén tensor escalar r. Sin em-
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bargo, el desarrollo completo de esta teoria requiere de elementos que estan en un contexto
cientifico mas profundo y que imposibilita su estudio detallado en este instante.

No obstante, en este trabajo de grado se hace un estudio “parcial” de la teoria de per-
turbaciones cosmoldgicas basado en las referencias [4, 5, 13, 14], con el objetivo de verificar
que inicialmente este modelo puede proporcionar fluctuaciones adiabaticas en la densidad
como una primera medida en el desarrollo de la teoria de perturbaciones cosmoldgicas.

Como una consideracion a futuro para determinar la consistencia de este modelo con la
naturaleza, se pretende desarrollar la teoria de perturbaciones cosmoldgicas que deriva en
argumentos estadisticos sobre la perturbacion primordial en la curvatura ¢, que esta a su
vez relacionada con las fluctuaciones en la temperatura ‘STT de la RCF [15].



CAPITULO 2

Generalidades de la cosmologia
estandar

2.1. La métrica de Friedmann-Robertson-Walker

La caracteristica mas importante de nuestro Universo a gran escala, es la homogeneidad
e isotropia que presenta en la distribucién de galaxias. Esta caracteristica constituye el
Principio Cosmoldgico [5], el cual es vélido para regiones obervables del Universo mayores
a 100 Mpc, 1 Mpc = 3,26 x 10° afios luz. Para regiones observables menores que dicha
escala, el Universo presenta inhomogeneidades (galaxias, cluster, superclusters). Observa-
ciones en la RCF evidencian que existen pequenas fluctuaciones en la temperatura del orden
de %T ~ 1075 [11], es decir, que la distribucién de densidad de energia a pequefias escalas
(menores que 100 Mpc) es inhomogénea.

La métrica que describe un Universo homogéneo e isotrépo a gran escala, es decir, una
que cumpla el Principio Cosmolégico, es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
12, 3, 4, 5]

dr?

2 2 2
dS —dt —CL(t) 1——[(7“2

+ 7% (df® + sin*0d¢?) | , (2.1)
en donde t es el tiempo césmico, 7,0, ¢ son las coordenadas espaciales coméviles, a(t) es
el factor de escala del Universo, y K es la constante de curvatura de una hipersuperficie
tridimensional (3D).
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2.2. Tensor momentum-energia

A partir de la caracteristica de homogeneidad e isotropia que presenta nuestro Universo
a gran escala, el contenido energético del Universo se puede modelar como un fluido perfecto
descrito por el tensor momentum-energia

T" = (p+ P)utu” — Pg"”, (2.2)

siendo p, P y u* la densidad de energia, la presién y la cuadrivelocidad del fluido respecti-
vamente. Ademas dicho fluido cumple la condiciéon

™., = 0. (2.3)

Esta es la ley de conservacion de momentum-energia. El punto y coma denota la derivada
covariante!.

En un sistema de referencia inercial local (comévil en este caso), la densidad de energia
p es definida como T%| la densidad de momentum como 7%, y el tensor de esfuerzos como
T%. Si la presién P es isotrépica, el tensor de esfuerzos es definido como T = §;;P. Se
estd asumiendo que la variacién del tensor momentum-energia con respecto a la posicion
es practicamente despreciable, lo cual es equivalente a decir que estamos viajando con el
fluido. En el espacio-tiempo el marco en reposo del fluido se define como aquél en que
T% =0y u*=(1,0,0,0), en donde u* es el cuadrivector velocidad.

2.3. Ecuaciones de campo de Einstein

En la teoria de Relatividad General [18, 19], la fuente del campo gravitacional es rela-
cionada con la fuente del campo gravitacional en la teoria de Gravitacién de Newton en
un contexto “relativisticamente” mas significativo, es decir, que no sélo la masa sirva como
fuente para generar dicho campo, si no considerar una cantidad méas general que involucre
invarianza en cualquier sistema de referencia. Se estaria tentado a considerar como fuente
para las ecuaciones de movimiento la densidad de energia total p, pero no seria satisfacto-
rio debido a que la densidad de energia es medida por un tnico observador en un sistema
de referencia inercial local, otros observadores medirian la componente 7% en su propio
sistema de referencia. De tal forma que habria preferencia de un observador sobre los otros
observadores, es decir, para quien p es la densidad de energia. Para evitar dicha prefer-
encia, se usa el tensor momentum-energia 7" (como un todo) como la fuente del campo
gravitacional. La fuente del campo gravitacional determina la métrica, y de esta manera,
se relaciona la geometria espacial mediante el tensor de Einstein (el cual es funcién del ten-
sor métrico g, ), y €l contenido energético descrito por 7. Dicha relacién proporciona las

!Otra manera de expresar la derivada covariante es a través del operador V-
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ecuaciones de campo de Einstein, que a su vez puede ser interpretada como la generalizacion
de la ecuacién de Poisson
GH =8rGTH, (2.4)

en donde G es la constante de Newton. Dicha relaciéon se debe a que las identidades de
Bianchi se satisfacen mediante el tensor de Einstein y se garantiza la ley de conservacién
de momentum-energia.

G, = 0. (2.5)

Es de importancia indicar que las ecuaciones de campo de Einstein son consistentes con la
teoria Newtoniana cuando el campo gravitacional es débil.

2.4. La ecuacion de Friedmann

La ecuacién mas importante de evolucién de nuestro Universo es la ecuacion de Fried-
mann [2, 3, 4, 5]

2 8mp A K

EWE + 3 2 (2.6)
P

en donde H = g es el parametro de expansion de Hubble y el punto denota la derivacién con
respecto al tiempo césmico t, y M, es la masa de Planck que se relaciona con la constante
de Newton mediante M, = (G)~1/2. K se relaciona con la geometria espacial del Universo,
el Universo es plano si K = 0, finito o cerrado si K > 0, o infinito y abierto si K < 0.

Al definir py = Aé\i P , se toma p; como la densidad de energfa total? tal que p, = p + pa.

De modo que la ecuacién de Friedmann se pueda escribir como

8T K
ST (2.7)
3M?2  a?
De la ecuacién de Friedmann, vemos que para un valor dado del parametro de Hubble,
hay una densidad particular conocida como la densidad critica, para el cual el Universo es

espacialmente plano en la ausencia de una constante cosmolégica

H2

BHM;

- (2.8)

Peri =

Es usualmente mas simple medir la densidad de energia como una fracciéon de la densidad

critica, definiendo el pardmetro de densidad Q = 2. Este puede ser aplicado separada-
crt

mente a diferentes componentes de materia del Universo, tal como materia no relativista,

radiacién y bariones. Se puede incluir también una contribucion 2, = 3/\? asociada a la

2Aqui p puede considerar tanto materfa como radiacién.
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constante cosmologica; tal que Qo = Q4 Qyaeio- Entonces la ecuacion de Friedmann puede
ser descrita como

K
a?H?

Qtot - 1 — (29)

2.5. La ecuacion de continuidad
La dependencia temporal de p estd dada por la ecuacion de continuidad
p+3H(p+ P)=0. (2.10)

La anterior ecuacién se puede escribir en la forma

a (%) — —3H(p+ P). (2.11)

A su vez, esto es equivalente a la ley de conservacién de la energia para una expansion

adiabética dE = —PdV, en donde E = Vp, es la energia de un volumen comévil V' ~ a3.

La expansion de un Universo isotropico es de hecho adiabatica porque no puede haber
transferencia de energia de una region a otra, en acuerdo con el principio cosmoldgico.

2.6. El paradigma inflacionario

La definicion exacta de inflacién es simplemente una época durante el cual la expansiéon
del Universo es acelerada

INFLACION & i > 0. (2.12)

Existe una expresién alternativa equivalente a la condicion de inflacion que proporciona

una interpretacién mas fisica
Y I (2.13)
dt \ a ’ ‘

es el horizonte de particulas® comévil.

-1
porque HT

La condicién para inflacion es que el horizonte de particulas comévil, el cual es la mas
importante caracteristica de escala del Universo en expansion, decrece con el tiempo. Dicha
condicién impone un requerimiento sobre la naturaleza de la materia que genera inflacion.
Directamente de la ecuacién de Friedmann (2.7) se encuentra que

p+3P <0. (2.14)

3Se define como la distancia fisica que hay desde un punto A (nosotros) hasta un punto B (emisién de
la fuente) del cual se podria recibir informacién si la radiacién siempre hubiese sido libre.
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Puesto que siempre p es positivo, es necesario que P sea negativo para satisfacer esta
condicion, la cual es independiente de la curvatura del Universo. Inflacion fue generada
aparentemente por una forma similar de energia, una con P < 0, la cual se asociara con la
energia oscura.

Una de las particularidades durante inflacion es que el parametro de Hubble H; per-
manece constante. En este caso % = Hidt, y el factor de escala evoluciona como

a(t) = a0t < 14, (2.15)

en donde ¢ es el tiempo al final de la inflacién.

2.6.1. Monto de inflacion

La cantidad de inflaciéon que ocurre normalmente es cuantificada por el cociente entre
el factor de escala en el tiempo final #¢, y el factor de escala en el tiempo inicial ¢;. Dado
que este cociente es tipicamente una cantidad grande, se toma el logaritmo natural de éste,
el cual proporciona el monto de inflacién cuantificado en e-folds

a(t finat)
a(t;)

Para resolver los problemas de horizonte, planitud, y reliquias no deseadas, alrededor de 70
e-folds de inflacién deben ser requeridos [2].

N(t)=In (2.16)
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Poniendo a prueba un primer motor
cosmico

En este capitulo se inicia la construccién de un modelo inflacionario partiendo de un
fondo métrico espacialmente homogéneo e isétropo para un Universo constituido por dos
fluidos desacoplados, uno de energia de vacio y otro de radiacién. Dichos fluidos actiian
como fuente en la inflacién césmica. A partir de la ecuacién de Friedmann se encuentra
una solucion para la evolucién del factor de escala la cual debe ser consistente con la de
un periodo inflacionario primordial. Esta primera condicién determina “la eficiencia de este
primer motor césmico”.

3.1. Evolucién de la densidad de energia de vacio y de
radiacién en un Universo en expansion

Segun la definicion de la densidad de energia de vacio py = cte, de aqui que su variacién
temporal sea nula. Considerando esta caracteristica, se encuentra de la ecuacién de con-
tinuidad (2.10) su ecuacién de estado! Py = —py.

En el contexto cosmoldgico a sistemas que cumplan con la ecuaciéon de estado P = £ se
les llama radiacién?. Al reemplazar la ecuacién de estado para la radiacién en la ecuacién

de continuidad se encuentra que su variacién corresponde a la ecuacion diferencial

b, = —4Hp,. (3.1)

IEsta ecuacién de estado no es satisfecha por un ensamble de particulas sino por campos escalares en
el estado de vacio.

2A estos sistemas se les considera relativistas debido a que poseen velocidades cercanas a la de la luz,
de lo contrario se les denomina materia y satisfacen la ecuaciéon de estado P = 0.
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Expresando el parametro de Hubble como H = £ y separando las variables respectivas
integradas bajo las condiciones iniciales p,(ag) = p.o se consigue determinar una ecuacién
de evoluciéon de la densidad de energia de radiacion con el factor de escala a

/d”’“ _ oy [ (3.2)

Pr a

an\ 4
= pr = Pro <EO> ) (3.3)

4

Esta expresién implica que la densidad de energia disminuye como p, ~ a™* a medida que

el Universo se expande. p,, es la densidad de energia inicial de radiacién.

De fisica moderna se conoce que la energia para cada fotén de radiacién estd dada
por E = hv, en donde h es la constante de plank y v su frecuencia. Por otra parte su
frecuencia se da en términos de la velocidad de la luz ¢ y su longitud de onda A\, v = A\/c.
Reemplazando esta ecuacion en la de la energia para el foton y dividiendo por el volumen
V' para expresarla como una densidad de energia se encuentra que

A

Py~ v (3.4)

Consideremos como medida de longitud el factor de escala a, entonces

1
a —4

Py~ =4 (3.5)

lo cual es consistente con lo encontrado en la ecuacién de evolucién (3.3) para la densidad
de energia de radiacion p,.

3.2. Solucién del factor de escala y del parametro de
Hubble para un Universo dominado por constante
cosmoloégica y radiaciéon

Al considerar un Universo plano (K = 0) dominado por constante cosmoldgica y ra-

diacion, es decir pr = p, + pa, v al reemplazar la relacién para la densidad de energia de
radiacién (3.3) en la ecuacién de Friedmann (2.7) se obtiene

_ Smpual | 8mpy

H? = : 3.6
3Mza* ~ 3M; (36)
Multiplicando y dividiendo por HZ cada término y considerando las definiciones
3M?2H?
Pec = — (3'7)

8t
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Y p
Q== (3.8)
Pe
se obtiene una ecuacién diferencial en términos del factor de escala
. H2a?
a* = Qo—%5> + QuoHga?, (3.9)
a
en donde? Q,¢ = 33\2%;3, Qpo = ?j/Z.Tp?IS’ y Hy es el parametro de Hubble al inicio de este
periodo.

La ecuacion (3.9) es una ecuacién diferencial de primer orden y de variables separables,
por consiguiente se puede llevar a la forma

da HO

da_ Qo + pod, 3.10
dt 0+ 3r00 (3.10)

en donde se ha elegido que* ag = 1. Separando variables y factorizando 2,9, se encuentra

1 ada
= [ Hoydt. (3.11)
ol Byl
0 1+ a* e
Integrando bajo las condiciones a(t = 0) = 0 y para un tiempo t su respectivo valor
del factor de escala a(t), y considerando adicionalmente las sustituciones u = g—$a2 y

u = sinh  se encuentra que

1

alt) = (g’"o)4 sinh!/2 [QJQ_AOHOt} . (3.12)

AO

A partir de la definicién H = g se obtiene para el parametro de Hubble la solucién

(F2)/eg sinh™Y/2[2v/Q Hot] cosh[2v/Sx Hot]2v/ Q0 Hy

(%:?)1/4 sinh'/?[2v/Q Hot] 7

= H(t) =/ QA[)HO coth |:2\/ QAoHot] . (314)

Si se sustituye la definicién de cada parametro de densidad asociado a cada componente en
la ecuacion (3.12) se determina la funcionalidad de la evolucién del factor de escala. Dado

H =

(3.13)

3Notese que la densidad de energia de vacio pp no varia, a diferencia de la densidad de energia de
radiacion. De aqui que sea relevante denotar p,g, como la densidad de energia de radiacién inicial.
4Esto es posible debido a que el factor de escala no es una cantidad observable.
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que (%_T)1/4 = (%)1/4 = ¢p v el argumento del sinh'/? equivale a 24/ Hot = \/ 8t se

encuentra que la evolucion temporal del factor de escala estd en funcién de la densidad de
energia inicial de radiacién y de la constante cosmoldgica A.

4\
a(t) = cosinh'/? 4 ?t, (3.15)

2
mientras que para el parametro de Hubble, considerando que v/QpoHy = 4/ %Ho =
P 0

P

, S€ encuentra que

H(t) = \/gcoth %t : (3.16)

Figura 3.1: Evolucién del factor de escala
Se puede apreciar que para un tiempo determinado t; existe un punto de inflexion el cual estd aso-
ciado con el inicio de un periodo inflacionario (& > 0). En donde t, = tMZj1 en unidades de
tiempo de Planck.

De la grafica 3.1 se observa que este periodo inflacionario se prolonga indefinidamente®
y por consiguiente no proporciona un perfodo inflacionario primordial®.

5Contrario del perfodo inflacionario primordial el cual debe durar alrededor de 10~3%s.

5Por periodo inflacionario primordial se refiere a un periodo en el que surgen las primeras semillas para la
generacion de estructuras a gran escala (inhomogeneidades) y se identifica antes del Big Bang, a diferencia
del periodo inflacionario que experimenta nuestro Universo actual que podria en esensia ser modelado con
este primer motor césmico.



CAPITULO 4

Dinamica del modelo inflacion sin
inflatones

Habiendo probado previamente la insuficiencia del primer motor césmico, se prosigue
a afinar su dindamica con el fin de que nuestro modelo sea consistente con un periodo in-
flacionario primordial. Por consiguiente, es necesario introducir un nuevo mecanismo para
generar la expansion inflacionaria. Para ello es necesario considerar dos fluidos mituamente
acoplados en donde se produzca transferencia de energia de vacio a radiacién.

A lo largo de la construccién de la dindmica de este modelo inflacionario, se debe con-
siderar cada una de las condiciones rigurosas que impone inflacién [2, 3, 4, 5] para poder
determinar de esta manera la viabilidad del modelo.

4.1. Ecuaciones de evolucién para el fondo

Nuestro Universo homogéneo e isotrépico es gobernado por la ecuacién de evolucién

o Smp
.H — 3_]\43. (4.1)
A partir de la derivacion de la ecuacion de Friedmann con respecto al tiempo cdsmico se
obtienen ecuaciones de evolucién “alternativas” (ver apéndice C) para el factor de escala y
para el parametro de Hubble!

@ AT 3P (4.2)
a 32 (p+3F), '

'En realidad se tiene sélo una ecuacién de evolucién adicional dado que las ecuaciones (4.2) y (4.3) son
equivalentes.

12
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. Am
p
Lo anterior con el objetivo de expresar las nuevas ecuaciones de evolucion en términos de
pardametros que caracterizen el fluido, tales como la densidad y la presion (las cuales actian
como fuente).

Se considera como fuente para las ecuaciones de evolucién un fluido constituido por
energia de vacio y radiacién, tal que

p=pa+pr, (4.4)
P=Py+ P, (4.5)
Dichas componentes del fluido se caracterizan mediante las relaciones
AME Pro
_ , = 2 4.6
e (4.6)

y sus respectivas ecuaciones de estado

Pr=—pa, P = %. (4.7)

Sustituyendo en las ecuaciones de evolucién las componentes para la densidad de energia
y presién (ecuaciones (4.4) y (4.5) respectivamente) y las respectivas relaciones para la
presién de cada componente del fluido (4.7), se encuentra

8T
H* = —(pa + pr), (4.8)
M;
a 8T
= (p/\ - pT)a (49)
3M?
. 167
H=——p,. 4.10
De igual manera la ecuacién de continuidad toma la forma
pr+ pr = —3H(pr + pr + Py + P,), (4.11)
= p. +4Hp, =0, (4.12)
dado que Py = —pp v pa = 0. De la ecuacién (4.9) se determina que @ > 0 < pp > py,

lo cual implica que la componente dominante del fluido debe ser la densidad de energia de
vacio, mientras que la componente subdominante debe ser la densidad de energia de ra-
diacién. Asi mismo, se ha impuesto una condicién sobre el contenido energético del Universo
para poder generar un periodo inflacionario?.

2Esta condicién proporciona un periodo inflacionario, pero no garantiza que sea primordial.
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4.2. 'Transferencia de energia entre los fluidos interac-
tuantes

En la solucién (3.12) del factor de escala se tomé A = cte o lo que es equivalente py =0

y como resultado de esta consideracion se obtuvo una solucion del factor de escala que no es

consistente con la de una época inflacionaria primordial. Ahora, si se considera variaciones

temporales de la densidad de energia de vacio® [10], las cuales surgen como producto de la

interaccién mutua de dos fluidos acoplados, uno de energia de vacio y otro de radiacion, se
vera que dicho mecanismo conduce a un periodo inflacionario primordial.

Para cuantificar la interaccion entre los fluidos es necesario definir la razén de trans-
ferencia de energia o la cantidad de densidad de energia transferida () asociada a cada
constituyente de nuestro Universo como

VMTKO =Qr=—Tpa, (4.13)

V,T" = Q, = Tpa, (4.14)

0 . . , ,

en donde V, T}, ) €8 la derivada covariante del tensor momentum-energia. I' es la razén de
decaimiento y establece la razén a la que decae la densidad de energia de vacio en densidad
de energia de radiacion.

4.3. FEcuacion de continuidad modificada

Al considerar la transferencia de energia de un fluido a otro, se produce una modificacién
sobre la ecuacién de continuidad que describe cada fluido individual [14]

pa = _3H(pa +pa> + Qa: (415)

en donde (), determina la cantidad de energia transferencia entre los fluidos. Por esta
razon, se encuentra que la nueva ecuacién de continuidad para cada fluido (ver apéndice
D) considerando la transferencia de energfa segin (4.13) y (4.14) es respectivamente

TR = fa = Qa, (4.16)

T = pr +4Hp, = Q. (4.17)

De esta manera se encuentra para cada componente del fluido su respectiva ecuacion de
continuidad modificada (4.16) y (4.17) en acuerdo con (4.15). Como consecuencia, se tiene

3Para este modelo se requiere no sélo que la densidad de energia de vacio domine sobre la densidad de
energia de radiacién, sino que tambien varfe temporalmente segin (4.13).
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que la densidad de energia de radiacién no sélo varfa a medida que se expande el universo?
sino que se produce una contribucion a su variaciéon debido a la transferencia de energia.
De igual forma py # 0.

Surge una pregunta con respecto a la ley de conservaciéon energia-momentum y es ; Cémo
se modifica la ecuacién (2.3) de la conservacién de la energia si se considera transferencia
de energia de un fluido a otro? Para fluidos multiples el tensor energia-momentum es la
suma de los tensores energia-momentum de los fluidos individuales o de las componentes
del fluido total, tal que

T =Tl (4.18)
Aplicando la derivada covariante para cada fluido se tiene que
VT =V, (T8) + Vu(T), (4.19)
y de (4.13) y (4.14) se concluye que
Vv, =0, (4.20)

es decir, se conserva el tensor energia-momentum total. Para cada fluido T(‘g l; es conservado
sélo localmente en el caso de que los fluidos no interactiien de modo que () = 0.

4.4. Ecuaciones de movimiento para el fondo consideran-
do transferencia de energia de vacio a radiacién

Sustituyendo las ecuaciones (4.13) y (4.14) en (4.16) y (4.17) respectivamente se obtiene
que

y
pr = —4Hp, + Tpx. (4.22)

De la ecuacién diferencial (4.21) se puede obtener una solucién para la evolucién de py en
términos de la razén de decaimiento I'

d
oPs _ / —Tdt, (4.23)
PA

con condicién inicial py(t = 0) = ppp y para un tiempo t determinado su respectivo valor
de pa
= pp = paoe . (4.24)

4Recordando que p, ~ a™*.
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De esta manera se ha determinado la forma funcional en que ocurre el decaimiento de la
densidad de energia de vacio a radiacion. Consecuentemente la fuente de las ecuaciones de
evolucién viene alterada acoplando las ecuaciones de evolucion (4.1) y (4.3). Si se suma
estas dos ecuaciones y si se considera la solucién (4.24) se produce

. 167 167
2H? + H = ) — —— P, 4.25
+ 3Mp2<PA+P) 502" (4.25)
y por consiguiente
om? 4 H= 2T, (4.26)
302

. 167
= 2H2 + H = —pA()eiFt
302

(4.27)
Este acople se mantiene practicamente hasta que toda la densidad de energia de vacio se
transforme en densidad de energia de radiacién®. El paso a seguir es obtener una solucién
para la ecuacién® (4.27) por lo que se sugiere llevarla a otra forma y asi poder obtener la
solucion del factor de escala. Reemplazando H = % y derivandola con respecto al tiempo
cdsmico se encuentra

aa — a® a? 167 It
—+2—==— - 4.28
a? + a?  3M? Paoc (4.28)
167
. -2 2 —Tt
aa + a a 3 Mg PAOE ( )
Por otra parte %(aQ) = 2(da + a*), entonces
d> 327
—(a®) = a® proe . (4.30)
dt? 3M?
Definiendo el pardmetro adimensional 72 = %e*” = 7¢e ! se tiene que
e, L 50 9
Realizando la sustitucién a? = ¥, su primera derivada es
dy _ dy/dt _ 2a(da/dt) (4.32)

dr — dr/dt -Ir

5Al final del acoplamiento existird un pequefio remanente de energfa de vacio que permanecerd constante
y dominara después de que la radiacion se haya diluido a través de la expansion del Universo.

5Lo interesante de esta ecuacién es la dependencia tinicamente de la densidad de energia de vacio al
inicio del periodo inflacionario y de como ésta decae en densidad de energia de radiacién.
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y su segunda derivada es

@ _ (d%y/dt*)(dr/dt) — (> /dt?)(dy/dt) dt (4.33)
dr? (dr/dt)? dr )’ '
d*y  (2a* + 2ad)(—T7/2) — (T%*7/4)2aa [ —2
— = — 4.34
= dr? 272 /4 (FT) ’ (4:34)
en donde % = 1?—3 Al simplificar esta ecuacion de segundo orden se reduce a
d*y 4 d’y 2 dy
“y _ 29, 2% 4.35
ar? TPae T Trdt (4:35)
la cual, despejando %” conduce a
>y  T?*r2d?y T?rdy
-7 LA T 4.
dt? 4 dr? 4 dr (4:36)
Al igualar con (4.31) se encuentra una ecuacion diferencial lineal de segundo orden
r?r2d’y  T?rdy 1,
T A A 4.
4 d? " ddr 4 Y (4.37)
dy  dy
2 2, _

Al identificar esta ecuacion, se determina que es la ecuacién de Bessel modificada [16, 17] y
su solucién es una combinacion lineal de funciones de Bessel modificadas de primera especie
Iy vy segunda especie K, respectivamente y de orden cero. Entonces la solucién del factor
de escala es dada por

a’ = %(allo(T) + as Ko(7)). (4.39)

Se obtiene el paramero de Hubble al igual que en la seccién 3 a partir de su definicién
H=24

§ 4 d
2 = (e Ij(7) + a2K3(7))d—;, (4.40)

en donde

2

en donde la prima indica la derivada con respecto al parametro 7 y el punto denota la
derivada con respecto al tiempo césmico t. Las derivadas requeridas para las funciones de
Bessel modificadas son

i(r) = 1'(r) (‘“) , (4.41)

Io(r) = Li(7), (4.42)

"Las funciones de Bessel modificadas de primera especie presentan un crecimiento de tipo exponencial
mientras que las de segunda especie presentan una atenuacion tambien de tipo exponencial.
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K(7) = —K\(7). (4.43)

Finalmente se encuentra que el parametro de Hubble tiene la solucién

_I'7 (oK (1) — aaa(7)
"= (a2K0(T)+a110(T))' (4.44)

Las constantes a; y ay® se determinan a partir de las condiciones iniciales H(t = 0) = H,
y a(t =0) = 1, y sus valores corresponden respectivamente a (ver apéndice E)

o 1 (45 i (155Y], s

e 1 () 4 (42)] »

4H,

en donde se ha encontrado que 7(t = 0) = 79 = .

8Chequeando cual debe ser el valor de las constantes, se determina que as >> o para que el término
asKo(7) (en el cual Ko(7) a medida que transcurre el tiempo crece debido a la relacién inversa 7 =
Toe Tt/ 2) de la ecuacién (4.39) domine sobre el otro término de tipo decreciente y proporcione una expansion

acelerada.
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Figura 4.1: Evolucién del factor de escala
Inflacion termina justo cuando inicia a < 0, es decir en el punto de inflexion. Se ha tomado
Hy =0,916 y ' = 0,01. En donde t, = tM, .

En las figuras 4.1a y 4.1b se observa para diferentes intervalos de tiempo que el final de
inflacién (¢, ~ 1170) estéd asociado con el inicio de un periodo que corresponde a d < 0.

De igual forma, se aprecia que el factor de escala evoluciona consistentemente a un
periodo inflacionario primordial (ver figura 4.2a y 4.2b). Adicionalmente, se observa segin
la figura 4.2b que inflacién inicia cuando a(t = 0) = 1 como se habia elegido.
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Figura 4.2: Evolucién del factor de escala
Durante inflacion se observa un incremento de tipo exponencial del factor de escala. Se ha tomado
H,=10,916 y I' = 0,01.

Durante inflacién el paramero de Hubble disminuye (ver figura 4.3). Se ha tomado como
un ejemplo H, = 0,918 y I' = 0,001 y se ha determinado que el valor del parametro de
Hubble al final de inflacién corresponde a H, ~ 0, 005.
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Figura 4.3: Evolucién del parametro de Hubble
Se aprecia que el pardmetro de Hubble disminuye durante inflacion. Se ha tomado Hy = 0,916 y
I =0,0l.

4.5. Parametro de deformacion para el modelo de in-
flacién sin inflatones

Similar al pardametro de deformaciéon para los modelos del tipo slow-roll, se define el
parametro de deformacién asociado al modelo inflacién sin inflatones sin ninguna aproxi-
macion. Sin embargo, este es una funciéon dependiente del tiempo debido a la transferencia
de energfa, en contraste al andlogo del slow-roll® el cual permanece constante durante in-
flacion: i i

éft) = g = — o (4.47)

Reemplazando la ecuaciones (4.1) y (4.2) en la definicién anterior se tiene

_p+3P

3p+ 3P
e(t l=—-— 4.48
() = 1= (4.48)
Sustituyendo las expresiones (4.4) y (4.5) se determina el pardmetro de deformacién
2p,
e(t) = —> (4.49)

B /)A‘i‘Pr.

9Si € < 1 se dice que hay inflacién del tipo de slow-roll. Esta es una condicién suficiente mas no necesaria.
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Otra manera de expresar tal ecuacién es multiplicar y dividir por la densidad critica p.., de
tal forma que é(t)'° quede expresado en términos del pardmetro de densidad!!; asf

2Q),

Para obtener una expresion que dé cuenta de la evolucién del parametro de densidad en
términos de la densidad de energia de vacio, se despeja de la ecuacion de Friedmann para
el fondo

167
9 0T ), 451
167 pp 16782, p. 167 pp
SMZH? T 3MZHE  BMZHE (4.52)
De (4.50) y de (4.24) se concluye que
) 16mppoe 1
t)y=2— ————— 4.53
6( ) SMI?HQ Y ( )

y de esta forma se ha obtenido una expresién para la evolucion del parametro de deforma-
<712
cion ™=,

10¢(¢) se puede interpretar segun la expresion (4.50) como una medida de la cantidad de radiacién existente

en la etapa inflacionaria.

HE] parametro de densidad total cumple de la ecuacién (2.9) para un Universo plano con la condicién
Qr=Qp+Q,.=1.

12No hay que olvidar que ahora el parametro de Hubble evoluciona segun la solucién (4.44).
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Figura 4.4: Parametro de deformacién
Inicialmente é < 1 y ademds es proporcional a p,.. A medida que transcure inflacion mds y mds
energia es transferida a radiacion a través del acople I'. La linea horizontal indica el final de
inflacion y corresponde a € = 1. Se ha tomado Hy = 0,916 y I' = 0,01

4.5.1. Analisis del parametro de deformacién durante inflacién

Para el andlisis del pardmetro de deformacion es conveniente dirigir nuestra atencion a
la ecuacién (4.49) e ignorar por un instante su foma exacta (4.53). Al inicio de inflacién
existe s6lo una pequena contribucién de la densidad de energia de radiacion a la densidad
de energia total, de modo que el denominador en (4.49) estd controlado por p, y como
pA > p, se obtiene que

e 1. (4.54)

Inflacién termina cuando @ = 0. Asi, de (4.9) se tiene que py =~ p, y el pardmetro de
deformacion toma el valor de
e~ 1. (4.55)

Cuando practicamente “toda” la densidad de energia de vacio es convertida en densidad
de energia de radiacién, p, controla el denominador y por tanto € ~ 2. El Universo en este
momento estd completamente lleno de radiacién'®, mediante la produccién de particulas.

El anterior analisis puede ser visto en la figura 4.4. Al inicio de inflacion se tiene que
¢ < 1 dado que € ~ p,.. A medida que transcurre inflacién la densidad de energia de

BEsta es la época dominada por radiacién.
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radiacién aumenta debido a la transferencia de energia hasta que domina el contenido
energético del Universo, lo anterior ocurre cuando € ~ 2.

4.6. Parametro de densidad

La evolucién de la densidad de energia de cada componente del fluido relativa a la

densidad total se determina a partir de la condicién Qr = €, + Q, = 1. De la ecuacién
€( €(t)

(4.50) se encuentra que €2, = Tt) Por tanto, Q4 =1 — Tt
Q

10¢

08"

0.6 r

0.4 r

0.2 r

Figura 4.5: Parametro de densidad
Al inicio de inflacion la densidad de enegia de vacio domina sobre la denisdad de energia total. No
obstante, decaerd posteriormente en densidad de energia de radiacion. Inflacion termina cuando
PA = pr. La linea roja representa ). mientras que la azul representa a Qp. Se ha tomado Hy =
0,916 y I' = 0,01.

En la figura 4.5 se observa que la densidad de energia de vacio decae en densidad de
energia de radiaciéon. Cuando p, = pj se tiene el final de inflacién y es indicado por la linea
horizontal. Sin embargo, el acople se mantiene hasta que practicamente toda la densidad
de energia de vacio se ha transferida en densidad de energia de radiacién con 2, ~ 1 y un
pequeno remanente de energia de vacio que permanecera constante.
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4.7. Estimativo del monto de inflacion

La cantidad de inflaciéon que ocurre normalmente es cuantificada por el cociente entre
el factor de escala en el tiempo final ., y el factor de escala en el tiempo inicial ¢,. Dado
que este cociente es tipicamente una cantidad grande, se toma el logaritmo natural de éste,
el cual proporciona el monto de inflacién cuantificado en e-folds

a(te)
N(t)=1In . 4.56
) =me (4.56)
Usando la ecuacién (4.53) se encuentra que
16mpaoe Tt
3H? = —TPAC (4.57)
Mp(2 — (1))
Por otra parte
1
a dal 16mproe~tt 1\ 2
go@_dal _ paoc "\ 4.58
a dta (3M§(2 —€(t)) (4.58)

Separando las variables
1
d 16 2 —Tt/2
/_a = { ngo} e—dt, (4.59)
a 3Mp A/2 — e(t)

e integrando esta ecuacion en a(t, = 0) = a; y en a(t.) = a. para calcular el nimero de
e-folds

1
167 ppo | 2 e 1t/?

N =In(a./ap) = [ } ——dt. (4.60)

3M? 2 — €(t)

1 te

16pr0} 2|2 T2

L NA e 4.61
[3M3 [ rv2—en|, (4.6

Como €(t) varia ligeramente en el periodo inflacionario desde € < 1 hasta € ~ 1 el denomi-
nador de la expresién (4.61) varfa entre v/2 y 1, asi mismo tomando e '*/? < 1 al final de
inflacion, se tiene que la integral se puede aproximar de modo que

1

167TpA0 2 21
N ~ —— 4.62
{ 3M; } (F\/§> 402

1/2
-~ 8pA/O

M,T’

p

= N (4.63)
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y de la ecuacion de Friedmann evaluada al inicio de inflacién se tiene que

37 oL/
H, = Y a0 (4.64)

V3M,
/

Despejando de aqui p}\oz y sustituyendo en el niimero de e-flods, se encuentra

N ~ \/é%. (4.65)
Como un ejemplo, se puede considerar la escala de inflacién'# cerca a la escala de la masa de
Planck de modo que Hj, ~ M, ~ 10! GeV. Para resolver los problemas de horizonte, plan-
itud, y de reliquias no deseadas, se requiere que N > 62 e-folds. Entonces para conseguir
un periodo inflacionario adecuado el valor de la razén de decaimiento'® I debe estar liger-
amente por debajo de la escala de Hubble al inicio de inflacién. De modo que I' < 10'7 GeV.

100 -

0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 4.6: Monto de inflacion
Curvas del monto de inflacion para varios valores de . De arriba a abajo: I' = 0,01, 0,02, 0,03, 0,04.
A mayor acople mds rapido termina inflacion con t. =~ 1170,520,320,224 para los respectivos
valores de I'. Se ha tomado Hy = 0,916.

14La escala de inflacién es de hecho desconocida, sin embargo, debe ser consistente con la razon tensor-
escalar dado que las ondas gravitacionales primordiales podrian haber sido creadas durante inflacién.

15Las transiciones deben ocurrir a tal escala energética para conseguir que el Universo se infle adecuada-
mente y asi poder satisfacer las condiciones rigurosas impuestas por inflacién.



CAPITULO 4. DINAMICA DEL MODELO INFLACION SIN INFLATONES27

En la figura 4.6 se observa el monto de inflacion N = Ina para diferentes valores de
I'. Antes de que termine inflacién (¢ = t.) cada acople debe proporcionar una cantidad de
e-folds adecuada, de modo que se pueda resolver los problemas clasicos de la cosmologia
estandar. La linea horizontal indica la cantidad de e-folds que se debe producir antes de
que inflacién termine (N > 62). De lo anterior se impone la restricciéon I' < 0,03 siendo
consistente con el valor tomado en la ecuacién (4.65) para obtener el estimativo del monto
de inflacion.

4.8. Temperatura Post-inflacionaria

Al final de inflaciéon gran parte de la energia de vacio ha sido convertida en energia
de radiacién y es en este justo instante en que la inflacién césmica termina. Para este
punto crucial de la historia del Universo se tiene una temperatura la cual es caracteristica
segun el modelo en consideracién denominada temperatura post-inflacionaria'® 7, en la
cual p, = pp = paoe L. De la ley de Stephan-Boltzman se obtiene una relacién para la
densidad de energfa de radiacién y la temperatura p, = g—; g«(T)T* [2], en donde g.(T}) es
el numero de grados de libertad internos de la coleccion de particulas elementales que se
tiene segun el modelo de fisica de particulas que se considere 7. Asf

3o 1 1/4
T, = | =% —— —T'tr/4 4.66
[71'2 g*(Tr)pA0:| € ) ( )
= T, = 04py, e T0/4) (4.67)

y se ha obtenido una expresién para la temperatura post-inflacionaria en términos de la
densidad de energia de vacio inicial y la razén de decaimiento!®.

Otra relacién de utilidad es la ecuacién de Friedman al inicio de inflacion

87 pao
2 _
de aqui que

1/4 3\ 1/2

Pro = <8_) (M, Hy) 2. (4.69)
0

Se considera la escala de Hubble inicial H, ~ 10 GeV, entonces

Pt~ 0,58 x 10MGeV. (4.70)

16Esta temperatura es andloga a la temperatura de recalentamiento para modelos del tipo Slow-roll de
campos escalares.

1"Para el caso de interés se tomar4 el modelo estandar de fisica de particulas con g.(7},) = 106,75.

18Ge tiene también pro 0, andlogamente € al comienzo de inflacién.
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En el estimativo del monto de inflacién se exigié que e /2 < 1 esto implica que e Tt/2 <

1072, es decir, que esté al menos dos cifras significativas por debajo de uno. De aqui que
I't, > 9,21. Reemplazando este valor y el de P}\/o4 en la ecuacién (4.67) se determina la
temperatura post-inflacionaria para este modelo en particular

T, ~ 10" GeV. (4.71)

A partir del momento en que inflacion termine la radiacién viene a dominar dando lugar a
la época dominada por radiacién [2, 3, 4, 5].



CAPITULO 5

Teoria de perturbaciones
cosmologicas

Nuestro modelo actual del Big Bang describe satisfactoriamente nuestro Universo a gran
escala acorde a la teorfa de relatividad general [18, 19]. Sin embargo, es incapaz de describir
nuestro Universo observable a escalas mucho mas pequenas, dado que surgen pequenas inho-
mogeneidades (galaxias, clusters y superclusters de galaxias) en la distribucién de materia y
energia impresas en la radiacion césmica de fondo con fluctuaciones del orden de %T ~ 1075,
Para una descripcién mas detallada es necesario introducir una aproximacion perturbativa,
iniciando con una métrica de FRW homogénea e isotrépica como fondo y posteriormente
se adiciona cantidades perturbadas de orden lineal.

En esta seccién se introduce a la teoria de perturbaciones cosmolégicas basados en las
referencias [13, 14], en donde se estudia la evolucién lineal de las perturbaciones alrededor
de un fondo espacialmente homogéneo e isotrépico de FRW para ser aplicado al modelo en
consideracién. Mas especificamente tratamos con perturbaciones métricas, las cuales nos
conducen a las ecuaciones lineales desacopladas para la evolucion de la perturbacion en la
densidad que describen la evolucion de la formacién de las estructuras observadas en el
Universo actual y cuyo espectro esta directamente relacionado con la fluctuacion en la RCF
[11] en el tiempo de recombinacién.

Contrario a los capitulos 2 y 3, se toma la signatura (-,4,+,+) en la clasificaciéon de
Misner, Thore, and Wheeler [19] para el estudio de las perturbaciones cosmolégicas.

29
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5.1. Describiendo las perturbaciones

La métrica que describe un Universo espacialmente plano homogéneo e isotrépico es la
de FRW o
ds® = —dt* + a*(t)[0;;dx" dx?). (5.1)

Si se introduce el tiempo conformal 7 cuya relacion con el tiempo césmico esta dada por
dt = a(n)dn, (5.2)
entonces la métrica de FRW se expresa como
ds* = a*(n)[—dn* + 0;;dx'da’], (5.3)
siendo conformal a la métrica de Minkoswi.

Nuestro Universo observable puede ser descrito aproximadamente por un Universo ho-
mogéneo e isotropico de FRW, en donde las cantidades fisicas pueden ser usualmente
descompuestas en un fondo homogéneo y perturbaciones inhomogéneas. Por esta razén,
cualquier cantidad tensorial puede ser dividida de la siguiente forma

T(n,z") = To(n) + 6T (n, x;), (5.4)

donde el primer término de la descomposicion corresponde al fondo y es una cantidad que
depende solamente del tiempo conformal, mientras que el segundo término representa las
perturbaciones las cuales dependen del tiempo conformal y de las coordenadas espaciales

ot = (n,x").

La manera mas usual de definir las perturbaciones es a través de una expansion en serie
de potencias

) & .
n=1""

en donde el indice n denota el orden de la perturbacion y € es un parametro pequenio mucho
menor que uno que controla la convergencia de la serie.

5.1.1. Descomposiciéon de cantidades tensoriales
Vectores

Un vector u* se puede dividir en una parte temporal y en una parte espacial

ut = (u°,u?), (5.6)
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Asf mismo la parte espacial u* puede ser descompuesta en una parte correspondiente a un
escalar puro y a un vector puro

U=+ U (5.7)
Lo anterior se debe al teorema de Helmholtz segin el cual un vector puede ser dividido
en un vector libre de rotacional y uno libre de divergencia d;ul,,. = 0, con la salvedad de
que en nuestro fondo de FRW no puede existir parte vectorial espacial (a orden cero) de
acuerdo con el principio cosmoldgico, es decir u’@ = 0, pero a ordenes mayores pueda que
exista tal vector espacial.

Tensores

De igual manera se puede descomponer un tensor de segundo orden en su respectiva
parte temporal y espacial, pero esta vez aparecen términos mixtos que corresponden a la
parte espacio-temporal.

Al considerar el tensor métrico g, éste puede ser dividido segin la ecuacién (5.4), en
la parte asociada al fondo y en la parte perturbada. A su vez esta parte perturbada puede
ser dividida en diferentes partes renombradas como escalares, vectoriales y tensoriales ex-
pandidas en perturbaciones de primer orden y de orden superior segun (5.5).

Dado que el tensor métrico es simétrico, existen sélo 10 componentes independientes en
el espacio cuadridimensional; por esta razon el niimero de componentes del tensor métrico
perturbado debe tener la misma cantidad de componentes que la parte correspondiente al
fondo, y pueden ser escritas como

§goo = —2a°¢, (5.8)
5907; = CL2B7;, (59)
6g2‘j == 2@207;j. (510)

Las componentes 0 — ¢ e ¢ — j del tensor métrico perturbado pueden ser descompuestas
ademas en las respectivas partes escalares, vectoriales y tensoriales

1
Cij = —1[)5@' + E’Z‘j + F(id') + 5hij7 (5.12)

en donde ¢, B, y E son perturbaciones métricas escalares libre de rotacional, S; y F; son
perturbaciones métricas vectoriales libre de divergencia y h;; es una perturbaciéon métrica
tensorial la cual es trasversal, es decir, libre de divergencia hfj =0y libre de traza hi = 0.
Adicionalmente, las expresiones (5.8-5.12) incluyen todos los ordenes para la perturbacién
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métrica.

Note que cuando se bajan o suben indices espaciales de vectores y tensores perturbados
se usa la métrica espacial del fondo comévil, 9;;.

Incluyendo perturbaciones hasta segundo orden, el tensor métrico completo toma la
forma

goo = —a’(1+ 261 + ¢o), (5.13)
1

goi = a*(Bui + §BQi), (5.14)

9ij = @2(5z‘j + 2C4; + Cyj), (5.15)

en donde las perturbaciones By; , Ba;, C1;; y Cai; pueden ser divididas segin (5.11) y (5.12)
respectivamente. Por otra parte, el tensor métrico contravariante se obtiene en términos del
tensor métrico covariante a partir de la restriccién

Gy = 0. (5.16)

Considerando perturbaciones hasta segundo orden se obtiene

9% = —a’[1 = 261 — ¢o + 4¢] — Bix B, (5.17)
) ) 1_. ) )
9" =B + §B§ —2¢, B} — 2B1,CY1), (5.18)
g7 = a"?[67 — 2CY — CY +4C*Ci, — BiBi). (5.19)

El siguiente paso es encontrar los coeficientes de conexion hasta segundo orden core-
spondientes a las perturbaciones métricas. De la definicién (A.6) se encuentra que
00[

1 ..
2900,0 - 900,0] + —QOZ [2901',0 - gOO,i]

1 oo 1
F80 = 590 [900,0 + 90a,0 — G00,0) = 59 5

1

= 5(—a—z)u — 201 — ¢y + 4¢? — B BF][~2ad (1 4 201 + ¢3) — a®(2¢] + ¢5)]
1 -2 7 1 i i ki ! 1 2 / 1 /

+ 501 [Bl + §B2 — 2¢1Bl — 2B1kC'1 ]([4&& (blz -+ §Bgz> -+ 2(1 (Blz + 5322)

+ a*(2¢1, + h24)])

a d

; 1 , ,
R EBiBli + 0+ §¢/2 — 20194 + B By; + By, (5.20)
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0
FOi

)
FOO

1 1 1

590a [900,i + Gia0 — Goia) = 5900 [900,i + Gi0.0 — Goio) + 59% [9k0,i + Gik0 — Yoi k)
Lo, Lo,

29 Joo,i + 29 [9k0,i + Gik0 — Goi k]

1 1 1
50 [ = 2¢1 — ¢s + 47 — BuBj][—a®(¢1: + ¢2,)] + 24 2(BY + 535
1
2¢1 BY — 2By,0")[a® (B + §BQk,i) + 2aa’ (05, + 2C1k + Caig)
1

a?(2C1, + C'2ik) — a®(Buix + §B2i,k>]

a 1 a’ 1

—[Bui + =Buy] — 2—¢1 B + b1 + =b2; — 20161, + BYCyy,

a 2 a 2

1

E(BfBlk,i — BYBuig), (5.21)
L IS L I
59 [900,0 + G0a,0 — G00,0] = 59 2900,0 — G00,0] = 59 goo,0 + 59 29050 — 900,51

1 ) 1 ) .
50_2[31 + 535 — 2¢1 B} — 2B, [—2ad’ (1 + 261 + ¢o) — a*(2¢ + ¢})]

1 . g L o 1 1
§a—2[5ij —2CY — CY +4C#CY, — BiBi][4ad (By; + 5BQJ-) + 2a*(By; + 5B;j)
(2015 + ¢2;)]

CLI

i 1 i (] 1 7 i 1 4 i ij i
—[Bi 5 Bal + (BY + 5 B2) + ¢, + b, — 1By — 207 By; — 20V ¢

a

a, ..
2—By,;CY. (5.22)
a
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0 [90j,0 + 900, — Gjo0) + =9 k[gkj,o + ok — Gjo.k]

% 1 1o’ 1
I = 29 [9aj0 + Goaj — Gjoa) = 59 5

2

1 1 , . 1 .
- _§a*2[31 + 585 = 20:B; — 2B CY)[—a®(2¢15 + ¢a24)] + 3¢ [0 — 207

— C%f +4C{'CY, — B BY][2ad’ (k; + 2C1j + Caxy) + a*(2C],,; + Ciy;)

1 1
+ a*(Bu, + §B2k,j> — a*(Byjx + §B2j,k)

aooad o, i i TN R i
= —0 = —BiBy — Bidy; — 201 Cly; + O + 5C2 + 5(B1; — Byj)

1

+ Z(B;,j - Béj,) — C¥(Byjx — Biry), (5.23)

1
0 [90i.; + 9j0.i — Gijol + —g™ (9kij + Gjki — Gijkl

1 o 1
F?j = 590 [Qm‘,j + Gja,i — gz‘j,a] = =g 5

2

1 1 1
= —éa_Q[l — 201 — ¢ + 495 — By, By[a*(Buiy + §B2m‘) + a*(Byji + §sz,z’)

1 1
~a %[BY + =B — 2¢, BY

— 2&&’(5,']‘ + 2011']' + Cgij) — GQ(QO, 9 5

1ij + Caij)] +

— 2By Cu)[a®(2C i + Corig) + a*(2C1 ki + Cojri) — a*(2Chijx + Caijne)]

1 1 1 1 a
= —§[Bu,j + §BQi,j —2¢1 By, 5] — §[B1j,i + §B2j,i —2¢1Byj] + E[(Sij
1
+ 2Ch + Caij — 20105 — 491C1i5 — P20i5 + 4¢?5ij — BB, 0] + 5[201@

+ Oy — 4101, + BECipiy + BECujri — BY Cuij

a 1 9 i a a 1
= 5z’jg[1 —2(¢1 + 59252) +4¢7 — B By] + 2501@' + Ecﬁj - §<B1z’,j

1 1
+ Buja) = 7 (Baiy + Baja) + Cly; + —505@- + BY(Cikij + Cujri — Chijin)

a/
+ ¢ (Blj,i + Biij — 2011']' — 4501@)7 (5.24)
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i L o L L g
Iy = 59 [Gojik + Ganj — Gikal = 59 [90jk + Groj — Gjko] + 59 [91j.k + Grtg — Gjw.l]
L orpi 1 1 mi[ 2 1 2 1
= 50 [Bi+ 5B, = 2018) — 2B1nC1"][a”(Bujw + 5 Bajir) + a”(Buwg + 5 Bawy)

— 2ad' (05, + 2011 + Coji) — a?(2C1, + )] + §a72[5d — 207 — Cf +4C{*CYy, — BiBj]
[@*(2C1 % + Capjx) + a*(2C1; + Copr ) — a*(2C1 s + Cojri)]

i i ; L i ; 1
= Clp+ 0, — Cljp, + 5( ok T Copy — Cojp) + §Bl(Blj,k + Bikj)

CL/

. a ) ) 1 _.
— ZC'{Z(C'HJ-,;C + Cigr; — Cjkg) + QEBlmC'{m(Sjk — E(Sjk(Bi + 53;)

!/

. a ,
+ Bil2— (@105, — Cuji) = Cljpl- (5.25)

5.1.2. Geometria de hipersuperficies espaciales

Al dividir el espacio-tiempo! en una familia de hipersuperficies de tiempo constante y
de hipersuperficies de coordenadas espaciales constante definidas como slicing y threading
respectivamente, se define implicitamente un vertor tipo-tiempo ortogonal a las hipersu-
perficies de tiempo constante

oxt
sujeto a la restriccion n#n, = —1. Por esta razén dicho vector ortogonal sin perturbar se

define como n, = (ng,0) y en general describe la cuadrivelocidad en coordenadas espaciales
coméviles z° de los observadores y corresponde al threading.

Es conveniente aclarar que en el espacio-tiempo perturbado n, no corresponde con la
cuadrivelocidad de la materia a primer orden ni a ordenes superiores, sélo en en el fondo
de FRW ambas cuadrivelocidades coinciden y por lo tanto no hay distincion.

De la restriccién n#n, = g"'n,n, = —1y de n, = (ng,0) se tiene
9%none = —1, (5.27)
= ng = £(—g") 72, (5.28)

LA esta divisién del espacio-tiempo se le denomina foliacién [20].
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con g% = —a?(1 — X) , en donde X = 2¢; + ¢ — 4¢? + By B* en acuerdo con (5.17).
Entonces se encuentra que
ng = +a(l — X)~V2 (5.29)

Expandiendo el término (1 — X)~!/2? hasta segundo orden y considerando sélo términos
hasta el mismo orden se tiene que

no = —a[l+ ¢ + %sz + %(Blka — 7). (5.30)

En conclusién el vector n, covariante hasta segundo orden es?

= —al+ 61+ 305 + 5(BuBt — 67), 0] (5.31)

El procedimiento a seguir suguiere encontrar el vector contravariante para la cuadrive-
locidad del observador n#. Partiendo de la restriccion n#n, = —1 y escribiendo todos los
posibles términos hasta segundo orden para n° se encuentra los coeficientes que satisfacen
la restriccion, por lo tanto

1 1 3 1
0 2 k
=-[1—¢;—= —¢7 — =B, BY]. 5.32
n a[ $1 2¢2+2¢1 5 Bk ] (5.32)
La parte espacial de n* se calcula considerando el tensor métrico perturbado, es decir
n' = g"no (5.33)

T | -
= n' = ~[~(B + 3B}) + 2BuCY" + 61 B]. (5.34)

5.1.3. Tensor energia momentum para fluidos

El tensor energia momentum para un tnico fluido caracterizado con presion P, densidad
p v cuadrivelocidad u* se define como

™ = (p+ P)u'u” + Pg"" + mp, (5.35)

en donde 7, es el tensor de esfuerzos anisotrépico. Dado que el tensor energia momentum
se compone como una suma de cantidades a perturbar, la manera de encontrar dicho tensor
perturbado es calcular cada término perturbado correspondiente a la parte derecha de la

2De igual manera se pudo haber definido el vector contravariante de la forma n* = (n*,0) en vez
del covariante. Esto nos lleva a pensar que aparentemente hay una posible ambigiiedad en la eleccién del
vector que debe tener sélo parte temporal, pero la razén de tomar el vector covariante con parte temporal
unicamente (sin parte espacial) obedece a argumentos geométricos en la construccién de cantidades que
caracterizan hipersuperfcies espaciales.
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ecuaciéon (5.35) y sumar dichas cantidades considerando sélo términos que correspodan a
perturbaciones de segundo orden.

La cuadrivelociad para la materia asociada al fondo en el sistema de referencia inercial
local cémovil toma la forma u* = (1,0) y esta sujeta a la restriccién

ufu, = —1. (5.36)

Cuando se considera pertubaciones sobre la materia la cuadrivelocidad necesariamente no
permanece inalterada, y puede que aparezca una componente espacial correspondiente a
dicha perturbacion como es el caso en consideracion. La componente espacial de la cuadriv-
elocidad se define en términos de perturbaciones vectoriales® hasta segundo orden segun
(5.5) como
N R

ut =~ (vl + 51}2> : (5.37)
sin considerar el término de orden cero de acuerdo con la isotropia espacial. A partir de la
restriccién (5.36) y de la definicién (5.37) se obtienen las otras componentes de la cuadriv-
elocidad

1 1 1
Ug = —a |:]_ —+ (bl + §¢2 — Egb% + Evlkv’f} s (538)
1
u; = a [Uu + By + 5(022‘ + By;) — 01 By; + 201ikvlf:| , (5.39)
1 1 3 1
u’ = p {1 —¢1 — §¢2 + §¢% + évlkvlf + "UlkBlk] : (5.40)

Ya calculado el tensor métrico y la cuadrivelocidad (ambas cantidades perturbadas), se
prosigue a perturbar el dltimo término de la expresién (5.35) que corresponde al tensor de
esfuerzos anisotrépico. Para ello se define su perturbacién segin la expansién (5.5) como

1
T = (1w + §W(Q)W, (5.41)
estando sujeto a las restricciones
maut = 0,78 = 0. (5.42)

No existe contribucién a order cero del tensor de esfuerzos anisotrépico debido a que el
fondo se modela como un fluido perfecto.

3Es relevante indicar que este tipo de perturbaciones vectoriales difieren de las definidas para el tensor
métrico y para la velocidad del obsevador debido a que describen en principio cosas diferentes cuando se
consideran perturbaciones.
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Para calcular el tensor de energia momentum perturbado simplemente hay que sumar
cada término perturbado anteriormente y escribir la densidad y presion respectivamente
como

1
P = po+0p1+ 50p, (5.43)

1
P = Py+ 0P + 56P. (5.44)

De esta manera se calcula el tensor de energia momentum a primer orden para las compo-
nentes

WT? = —6p1, (5.45)
WST? = (po + Po)(v1i + Buy), (5.46)
W6T! = P16, + a >myy;, (5.47)
y a segundo orden
BSTY = —6p2 — 2(po + Po)vu(vf + BY), (5.48)
2
(2)57—;-0 = (po + Po) [’Ugi + BQi + 4012'].37)]{: — 2¢1 (Uli + 2312)] + 2((5p1 + §P1)(’Uli + Blz) + ?Bfﬂlk,
(5.49)
. . ) 4 . )
(2)57—;’ = (szé; -+ a_27r§j — ?Cik’/ﬁjk -+ 2(p0 + Po)'l); (vij + Blj), (550)

en donde se ha considerado que las componentes del tensor energia momentum para el
fondo en un sistema de referencia inercial local se definen como

9 = —po, (5.51)
T =0, (5.52)
T; = 6P (5.53)

5.1.4. Fluidos maultiples interactuantes

En el caso de que nuestro Universo se constituya por mas de dos fluidos, el tensor energia
momentum total se define como la suma de los tensores energia momentum individuales de
cada fluido, es decir

_ pv
™ =T, (5.54)

«

y de igual manera se cumple que

v, " =0, (5.55)
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siendo lo anterior la ley de conservacion energia momentum. En el caso de que los fluidos
multiples interactien no hay conservacion local de T#” que caracteriza cada fluido y por
esta razon se define el vector transferencia energia momentum a través de la relacién

VT = Q" (5.56)

(e

Al aplicar la derivada covariante en (5.54) y considerando (5.55) y (5.56) se encuentra que

d@i=o. (5.57)

5.2. Teoria de perturbaciones cosmodlogicas para el mod-
elo

El elemento de linea que corresponde a un Universo de FRW expresado en términos del
tiempo conformal 1 con perturbaciones de la forma (5.5) puede ser escrito como

ds* = [Vg,, + dg,,|da"dz", (5.58)
de acuerdo con (5.4), y de aqui que se pueda identificar la parte asociada al fondo como
O datdr” = a*(n)[—dn* + dydx’ da?]. (5.59)

Teniendo en cuenta que la perturbaciones escalares, vectoriales y tensoriales evolucionan in-
dependientemente las unas de las otras, es de interés estudiar cada perturbacién desacoplada
para de esta manera obtener un elemento de linea que dé cuenta o que corresponda a cada
tipo de perturbacién. Si se considera perturbaciones en las componentes del tensor métrico
segun (5.8), (5.9), (5.10) que a su vez pueden ser descompuestas como (5.11) y (5.12) se
encuentran las siguientes expresiones para cada tipo de perturbacion.
Perturbaciones Escalares:

ds?,, = a*(n)[—(1 4 2®)dn* + 2Bdnds’ + (1 — 2V)8;; + 2E,;;)dx'dx?). (5.60)

€sc

Perturbaciones Vectoriales:

dsz,. = a*(n)[—dn* — 28 ;dndz’ + (8;; + 2F; j))da'da?]. (5.61)

vec

Perturbaciones Tensoriales:

dsfen = a2(77)[—d772 + (6i; + hij)dxidxj]. (5.62)
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Asi mismo se puede obtener un elemento de linea que agrupe las perturbaciones anteriores
haciendo uso del gauge longitudinal B = E = 0, [22] y despreciando las perturbaciones
vectoriales?

ds® = a*[— (14 2®)dn* + ((1 — 2W)d;; + hy;)da'da?]. (5.63)
En el gauge longitudinal existe una restriccion para las perturbaciones invariantes de gauge
U — & = 81Ga’ll. (5.64)

De aqui que ® = ¥ en ausencia del tensor de esfuerzos anisotropico.

5.2.1. Fluctuaciones en la densidad

Este tipo de perturbacion se asocia a las perturbaciones escalares las cuales se carac-
terizan a través de las funciones ¢, ¢ y son de hecho las mas importantes debido a que
pueden llevar a la formacién de estructuras a gran escala (galaxias, cluster de galaxias)
para nuestro Universo observable.

Considerando el elemento de linea correspondiente a perturbaciones escalares se obtienen
las ecuaciones de campo de Einstein perturbadas y linealizadas construidas de la misma
manera sistématica que en RG °

0GY = 8moTl, (5.65)
0 en sus componentes

5GY = 8moTy), ( )

6GY = 87T, (5.67)

0G; = 8moT;. ( )
Si se considera unicamente perturbaciones de tipo escalar en la métrica, expresion (5.60)
y reemplazando las componentes del tensor energia momentum perturbado hasta primer
orden, expresiones (5.45), (5.46), (5.47), en las ecuaciones (5.66), (5.67), (5.68) respectiva-
mente se obtienen las ecuaciones de campo® para la perturbacién en la densidad

V20 — 3H(H® + ') = 4nGa*dp, (5.69)
O;(H® + @) = 4nGa(p + p)du;, (5.70)
" +3H® + (2H' + H*)® = 47Ga’dp, (5.71)

en donde V es el gradiente comévil.

4Esto es posible debido a que las perturbaciones vectoriales decden muy rédpidamente y no son muy
interesantes desde el punto de vista de la cosmologia.

5Dada la métrica se encuentran los coeficientes de conexién y apartir de estos los tensores de Ricci, de
Riemann y de Einstein.

SEn un Universo estético (H = 0) la primera ecuacién coincide exactamente con la ecuacién de Poisson
para el potencial gravitacional.
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Relaciones Termodinamicas

El estudio de las propiedades temodinamicas de una sistema conlleva a caracterizar
completamente el sistema termodinamico. Esto se logra a través de tres variables, dos de
las cuales son independientes (se escoge la densidad de energia p y la densidad de entropia
S como variables independienes), por tal razén que la presion p se escriba como p = p(p, 5),
con derivada total de su fluctuacion

_Op dp
p = 5,160+ 55195 (5.72)

6p = c2dp + 788, (5.73)

en donde ¢, corresponde a la velocidad adiabdtica de sonido” en el que las perturbaciones
evolucionan durante inflacién, a diferencia de la ecuacién de estado paramétrica w = % que
depende de cantidades del fondo. 7 es un parametro que da cuenta de las fluctuaciones en
la entropfia.

Por otra parte p = p(#,t), y de aqui que se pueda escribir

o _opor , op or
dp Otdp 0xi dp’

(5.74)

Sobre grandes escalas 22 = 0 y se encuentra que 2 ~ 29 (Considerando perturbaciones
ox op ot dp }
adiabdticas (7 = 0) se obtiene en comparacién con (5.72) que ¢ = g_:; ~ L. Esta expresion

es la velocidad de sonido adiabética durante inflacién valida sélo para grandes escalas. De
aqui que la velocidad adiabética de sonido correspondiente a perturbaciones de longitudes

de onda larga se exprese como _ _ .
C2 _ ]_7 _ PA + DPr .
TP pPatpr
Reemplazando las respectivas ecuaciones de estado, ecuacién (4.7) y de continuidad, ecua-
ciones (4.21) y (4.22) para cada fluido se encuentra que

(5.75)

2 Lpn+Tpajs —4/3Hp, _4/3(Tpy — Hpr)'
* —Tpx+Tpsr—4Hp, —4Hp,

(5.76)

Finalmente se obtiene una expresion para la velocidad adiabatica de sonido en términos de
parametros que caracterizan nuestro modelo

1 L'pa
2= . D.77
=37 3H, (5.77)

"Se da esta nominacién en analogia con ondas de presién en una columna de gas.
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Cuando no se produce transferencia de energia entre los fluidos interactuantes el término

I" se hace cero y la perturbacién evoluciona como radiacién pura ¢? = %; como resultado

la constante cosmoldgica A no se propaga y se interpreta como una verdadera constante
cosmoldgica.

La ecuacién de estado paramétrica para el modelo en consideracion se expresa como

P _patpr _ —pat1/3p  =3pa+pr (5.78)

p o patpr pA + Py 3(pa +pr)’

en donde se ha echo uso de las relaciones (4.4) y (4.5), y de las ecuaciones de estado para
cada fluido. Escrita de otra forma, la ecuacién de estado parametrica corresponde a

3 ») + 4p, 4p,
wo Seato) e 0 Ap

3(pa + pr) 3(pa + pr)’

(5.79)

en donde el segundo término de esta expresion corresponde a % del parametro de deforma-
cién €, ecuacion (4.49). De esta manera se haya una relacién entre la ecuacién de estado
paramétrica dependiente del tiempo y el parametro de deformacién

w(t) = —1+ ge(t). (5.80)

Ecuacién para la fluctuacién en la densidad

Al notar que los coeficientes del conjunto de ecuaciones diferenciales (5.69)-(5.71) para
la perturbacion en la densidad no dependen de las coordenadas espaciales, se prosigue a
encontrar la transformada de Fourier correspondiente a la perturbacion escaralar ® y sus
derivadas

B(x, 1) = / By (1) @k, (5.81)
00 (x, 1) — i / By (£)kse™* Bl — ik, (5.82)
V20(x,t) = — / () K2e™*d*k — —K*®y,. (5.83)

De esta manera, las ecuaciones (5.69) y (5.71) toman la respectiva forma
—k*®), — 3H(Hoy + ¢ ) = 4rGa*bp, (5.84)

Q! +3H®) + (2H + H*)®, = 4nGa®(c26p + 769), (5.85)
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en donde se ha reemplazado dp segun (5.73). Combinando estas dos ecuaciones (dado que
el primer término de la parte derecha de la ecuacién (5.85) corresponde a la totalidad de
la parte izquierda de la ecuacién (5.84) multiplicada por un factor de c?) se consigue que

P+ 3H®, + (2H + H*)®), — E[—k*®, — 3H(Hog + ¢l)] = 4nGa’768S. (5.86)

Reagrupando términos segun el orden de la derivacion se obtiene una ecuacién diferencial
de segundo orden en el espacio de momentum y con fuente la perturbacion de la entropia

05

O +3H (14 )0, + [2k* + 2H' + (1 4 32 H?|®), = 47Ga’768S. (5.87)
Esta ecuacién se puede simplificar si se introduce los campos 62 y u;, definidos de la forma
STM 2
PP (5.88)
3a?(1+ w)
u= ! exp §/(1+62)Hd7] (5.89)
- AnG 2 s ‘ '

Este ultimo campo elimina el término de ¢’ y ademas puede ser reducido a una expresién
mas simple si se considera la definiciéon de la velocidad adiabatica de sonido dada en la

ecuacion (5.75) y H en términos de p y p mediante la ecuacion de continuidad H = 3(;i;).
Asi

_ 1 1 4 4 _ O
Uk = S eTp (—5/ (1 + ;) mdﬁ> b = TG+ )2 (5.90)

A través de algunos célculos extensos la ecuacion (5.87) se reduce a una ecuacién de tipo
oscilador armonico con modos de entropia N como fuente

9//
uy, + (k2 2 - g) u, = N, (5.91)

en donde N = p'/276Sv/1 + w.

5.2.2. Fluctuaciones en la entropia

La perturbacién en la curvatura ( juega un papel importante en la cosmologia moderna.
Esta caracteriza la perturbacion en la densidad a gran escala en nuestro Universo, en el
cual las pequenas perturbaciones evolucionan fuera del horizonte® para formar estructuras
a gran escala a través de inestabilidad gravitacional.

8Se estudia su evolucién fuera del horizonte para comparar con la observacién.
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¢ fué inicialmente introducido por Bardeen en la referencia [21] como una variable in-
variante de gauge, la cual permanece constante para perturbaciones puramente adiabéticas®
sobre grandes escalas.

En esta seccion se considera la perturbacién en la entropia, la cual controla la evolucién
de ¢ en un Gauge uniforme [22], para un Universo constituido completamente de multiples
fluidos interactuantes, considerando ambas componentes para la perturbacion en la presion;
denotadas como perturbaciones adiabaticas y de entropfia.

La perturbacién en la densidad dp y la perturbacién en la curvatura i son variables
dependientes de Gauge, especificamente dependen del slicing que se escoja. Introduciendo
el formalismo de Gauge se defienen cada una de estas variables como la perturbacién en
la densidad sobre un slicing de curvatura constante y la correspondiente perturbacién en
la curvatura sobre un slicing de densidad uniforme respectivamente. De tal manera que (
corresponde a la perturbacién en la curvatura sobre una hipersuperficie espacial de densidad
total uniforme, y puede ser escrita como [23]

(= —H¢, (5.92)

en donde & corresponde al dezplazamiento entre la hipersuperficie de densidad uniforme
(0p = 0) y la hipersuperficie de curvatura constante (¢ = 0) e implica una definicién
invariante de Gauge
Y op
A 5.93
f= 1+ (5.93)
Por consiguiente la cantidad ¢ es un invariante de Gauge y queda en términos de la per-
turbacién inicial ¥:

0
=9+ H?”. (5.94)
Asi mismo, la perturbacion en la curvatura sobre una hipersuperficie espacial de densidad
uniforme asociada a cada a-fluido se define de la forma

@:¢+H@ﬁ. (5.95)

Po

La perturbacion en la curvatura total puede escribirse como

CZ-@D—H%:—@D—%ZH@Q, (5.96)

9Con perturbaciones puramente adiabdticas se refiere a que no existe perturbacién en la entropfa (§S =
0) para la perturbacién en la presién dada en la ecuacién (5.73).
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en donde la perturbacion total de la densidad se relaciona con la perturbacion de la densidad
de cada a-fluido mediante

op = Zépa. (5.97)

Al reemplazar el término ) | Hdp, de la ecuacién (5.96) por la ecuacién (5.95) se encuentra
que
1 : .1 :
(==t =52 (0= Gfa ==t SV + 5> b (5.98)

entonces ( se puede escribir con una suma de las perturbaciones individuales de cada fluido
multiplicada por un factor de peso

=Y B (5.99)

Es conveniente descomponer la perturbacion en la presién en sus componentes adiabética y
de entropia, para identificar su contribucion no adiabatica y por consigiuente determinar la
perturbacién de la entropia. Esta componente de interés se define segun la ecuacién (5.73)

como [22]
6Pnad = TS = dp — c20p, (5.100)

y de aqui que la perturbacion en la entropia 4S5 pueda definirse como un invariante de
Gauge

55 =22 _ % (5.101)

p P
y representa el desplazamiento entre hipersuperficies de presion y densidad uniforme.

En presencia de mas de dos fluidos existen dos fuentes que originan la perturbacion en
la presién no adiabatica, tal que puede ser descompuesta en dos partes

5pnad = 6ngd + 5]9;2161- (5102)
Este primer término se debe a la perturbaciéon en la entropia intrinsica de cada fluido

0Pty =Y 6Pty (5.103)

en donde la perturbacién en la presién no adiabatica intrinsica de cada fluido es dada por
Sprse = 0P — CaOpa, (5.104)

con velocidad adiabdtica de sonido para cada fluido ¢? = %; y velocidad adiabatica de
sonido total . _ L
c2 = 1; _ Zo;pa - Za;’aca. (5.105)
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Entonces ¢? se escribe como la suma de las velocidades adiabdtica de sonido de los fluidos
individuales multiplicada por un factor de peso

Z Pa 2. (5.106)

El segundo término es debido a la perturbacién relativa de la entropia S,z entre fluidos
diferentes. Por lo tanto, de la ecuacién (5.100) y considerando las ecuaciones (5.97) y (5.106)
se expresa la perturbacién de la presion no adiabatica como

Z;i’d—Z(Spa Zp Zapﬁ_z(spa Zp"‘ 225% (5.107)

en donde se ha considerado que C? = g:%. Ahora, descomponiendo cada término en dos
«

partes con sus respectivos indices mudos «a y (-
re ,da 1 )0
oprel, = Z(Spac + = Z(Spgcﬁ Z?ciZ(Spg — 52?50%25%, (5.108)
a B B a

multiplicando y dividiendo el primer y cuarto término por p, y segundo y tercer término
por ps y si ademds se considera la relacién (5.97) la ecuacién se convierte en

Prad = 57 ZWMO AT Zpa5/)ﬁ%— ~ 9 Z PaCo 5%_ T2 Zpﬂcﬂ5pa -

Oé

(5.109)
Agrupando los términos que contienen la misma velocidad adiabatica y factorizando p,ps

se prosigue a encontrar que
Spa O
(L - f’ﬁﬂ , (5.110)

re 0pa Op
pnald =5~ Zpapﬂ [ ( - _ﬁ) P; 0

poc P
en donde se ha hecho uso de la propiedad de linealidad de la sumatoria. Factorizando

los términos entre paréntesis y multiplicando y dividendo por —3H se consigue expresar
la perturbaciéon de la presion no adiabdtica en términos de la perturbacién relativa de la

entropia Sqp
1 .. 5po¢ 5:0ﬁ
Spret = ——— N paps(c® — ¢4 { 3H ( —-— 11, 5.111
= gy 2l = oo (5111)

1
rel __ - 2 2
OPpad = _67,0 azﬁ p.ps(cs — CB)Sag. (5.112)
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Esta perturbacion relativa de la entropia describe la diferencia entre dos perturbaciones en
la curvatura correspondiente a cada fluido

Saﬁ = 3(<a - Cﬁ)? (5'113)

e introduciendo la definiciéon para la perturbacién en la curvatura de cada a-fluido dicha
perturbacién relativa toma la forma

Sug = —3H (‘m - 5%) (5.114)
Pa P

la cual es consistente con (5.112). Si el fluido tiene una ecuacién de estado bien definida,
es decir si p, = pa(p), entonces la perturbacién en la presién no adiabatica intrinsica
desaparece 0p™, = 0. Esto se cumple para nuestro caso, en donde dpp = —dpp y Op, = %5/)7«,
y la ecuacién (5.104) se anula para cada componente del fluido. De esta manera se determina
que la unica contribucién para la perturbacion en la presién no adiabatica en este modelo

en particular se debe a la perturbacién no adiabatica relativa'®
rel 1 2 L 2 2
OPnaad = 6Hp [PAPT( — ¢;)Sar + prpa(c; — €3)Sral; (5.115)

1
opret = , 2 Sar 5.116
Prad 3H pAp ( Cr) Ars ( )

en donde se ha hecho uso de que S,y = —Sj,. Directamente de (5.114)

(5.117)

Cuando cada fluido es perturbado de manera diferente cada uno produce una perturbacién
en la curvatura diferente y esto se traduce a una perturabacion relativa en la entropia. En el
caso de que el factor de acoplamiento I' = 0 la fluctuacion se propaga como radiacion pura,
es decir, ¢? = % de la ecuacién (5.77). Cuando existe acoplamiento entre los fluidos, las fluc-
tuaciones se propagan a la misma velocidad a través de los términos +1'p, en las ecuaciones
de continuidad para cada fluido respectivo (4.21) y (4.22). Por lo tanto, se tiene que Sy, = 0.

Por otra parte, se conoce que la variacién total de ¢ esta determinada a grandes escalas
por [22]
—H

= T pads 5.118
¢ o pPrad (5.118)

el cual implica que ( es constante dado que no existe contribucién no adiabatica en la
perturbacion en la presion 0p,.q = 0.

107,05 fndices o y 3 corren de 1 hasta 2 en la expresién (5.112).
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Conclusiones

En este trabajo de grado se construyd la dinamica de un modelo cosmolégico para la
evoluciéon de nuestro Universo primitivo, y se verificd que este modelo puede generar un
periodo de expansion acelerada cuando se considera transferencia de energia de vacio a
radiacién. Dicha expansion, se ve reflejada en la solucién analitica del factor de escala a(t).
Adicionalmente, se determiné que nuestro modelo puede generar una cantidad de e-folds
necesaria para resolver los problemas clasicos de la cosmologia estandar con N > 62. De
igual forma, se encontré que nuestro modelo puede proporcionar una temperatura al final
de inflacién con T, ~ 10" GeV cuando la energfa de vacio es convertida en radiacién (reca-
lentamiento) a través del decaimiento. Esta temperatura es consistente con nucleosintesis,
en donde la temperatura es de Ty ~ 1MeV, es decir, que inflacién debe ocurrir mucho antes
que este periodo para que no interfiera con la produccion de elementos ligeros, lo cual es
una de las bases observacionales del modelo estandar del Big Bang caliente. De esta manera
los valores encontrados anteriormente para cada una de las cantidades de nuestro modelo,
son consistentes con un perfodo inflacionario primordial [2, 3, 4, 5].

Bajo las condiciones requeridas en los calculos previos, se determinaron los valores de
los parametros correspondientes para este modelo:
Razén de decaimiento I' < 3,7 x 107 GeV,
Escala de Hubble al inicio de inflacién Hp ~ 1,12 x 10" GeV,
Escala de Hubble al final de inflacién H, ~ 6,1 x 10'¢ GeV,

Densidad de energia de vacio al inicio de inflacién pjl\/o4 ~ (0,58 x 10! GeV.

Haciendo uso de la teoria de perturbaciones cosmolégicas se encontrd que este modelo
puede proporcionar fluctuaciones adiabaticas en la densidad y adicionalmente se obtiene

que la perturbacién en la curvatura  a grandes escalas permanece constante.

De esta manera, se determiné la viabilidad de un mecanismo alternativo de expansién

48
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acelarada para el Universo primitivo sin recurrir a campos escalares fundamentales (tales
como el inflatén) como un elemento indispensable en la teoria inflacionaria.



Apéndice A

Notacion y definiciones

A.1. Notacion

Se toma la signatura (4,-,-,-) con el fin de definir positivamente la densidad de energia.

Indices de los tensores:
Los indices grieos «, 3, ..., u, v, ..., corren de 0 a 3, mientras que los indices latinos como
a,b,...1, 7, ..., corren de 1 a 3 haciendo referencia sélo a dimensiones espaciales.

Valores de algunas constantes en cosmologia:
Masa de Planck M, = 1,22 x 10" Gev.
Densidad critica p. = 1,88h% x 10~ g.cm™3.
El tiempo de Hubble actual Hy ' = 9,780~ Gyr.
La distancia de Hubbel actual cH, ' = 2998h~! Mev.
Tiempo de Planck tp; = 10743 s.

A lo largo de este trabajo de grado se usa las unidades ¢ = h = K = 1.

A.2. Definiciones

La derivada parcial se denota por

0X
)t ai[)l ( )

La derivada covariante con respecto al tensor métrico g, se denota por

=V (A.2)

50



APENDICE A. NOTACION Y DEFINICIONES 51

Las derivadas covariante para cantidades escalares, vectores covariante y tensores t,, estan
dadas por

Pip = P (A?’)
Vu;y - Vu.u - Fzyvom (A4)
t,uzz;)\ = t,uu,)\ - Fg)\tay - Ff)\tﬁ/,u (A5)

en donde Fﬁy son los coeficientes de conexién o simbolos de Christoffel denidos como

1 fe%
F/ﬁuz = 59/6 [gau,l/ + Gua,p — guy,a] . (A6)

Adicionalmente, cumplen la propiedad de simetria con respecto a los indices covariantes

B 18
F,u,zl - Fz/p,' (A?)
El tensor de Riemann es definido como
o o a a A a A
g = Lgu — g 155, — TG, (A.8)

El tensor de Ricci es una contraccion del tensor de Riemann y estd dado por

R = R° (A.9)

pows

y el escalar de Ricci estda dado por la contraccion del tensor de Ricci
R =R, (A.10)

El tensor de Einstein es definido como
1

G,Lw = RIW — §g#VR. (All)

Simetrizacion y antisimetrizacién son definidas recpectivamente como

Viig) = (Vij = Via)- (A.12)

N —

(Vij + Vi) Viig) =

N —



Apéndice B

Simbolos de Christofel para la
métrica de FRW

El tensor métrico para el elemento de linea definido en la ecuacién (4.6) es de la forma

1 0 0 0
0 ——L_ 0 0
wo_ 2 1—Fkr2
=l g T e
0 0 0 —r2sin’0

y los coeficientes de conexion para la métrica asociada son

aa

Y, = T2 1Y, = aar? T, = aar®sin® 6, (B.1)
R S T —r(1 = kr?), Tk = —1(1 — kr?) sin6 (B.2)
01 PR i e > R 133 = ; :

a 1 :
r2, = . Iz, = - I'2, = —sinfcosf, (B.3)
rso— Sps g g (B.4)
03 = oltisT i3 = : '
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Apéndice C

Obtencion de las ecuaciones de
evolucion para la métrica de fondo

Nuestro Universo homogéneo e isotrépico es gobernado por la ecuacion de evolucion

8mp
H? = : C.1
A partir de su derivacion con respecto al tiempo césmico se tiene
. 8mp
6HH = —. C.2
" (C2)

Sustituyendo la ecuacion de continuidad y la relacion H = ¢ para expresar su derivada se

obtiene . A
a T
5=—3M2(p+P)+H2. (C.3)
p

Por ultimo, se sustituye H? de la ecuacién de Friedmann y se obtiene una ecuacién de

evolucion adicional . 4
7] T
Z - 3P). C4
a 3M2 (p+3P) (©4)

Si derivamos nuevamente la ecuacién de Friedman pero esta vez reemplazando sélo la
ecuacion de continuidad se encuentra una segunda ecuacién de evolucién

H=—"Z(p+P). (C.5)

De esta manera se obtienen ecuaciones de evolucion “alternativas” a la ecuacion de Fried-
mann para el factor de escala y para el parametro de Hubble.
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Apéndice D

Derivacion de la ecuacion de
continuidad modificada

Se debe encontrar la nueva ecuacién de continuidad para cada fluido considerando la
transferencia de energia segin (4.13) y (4.14). De (2.2) con u = 0 y aplicando la derivada
covariante, se tiene para la energia de vacio que

Ty, = [(pa + Pa)uu” — Pag™]., (D.1)

con
PA = —pPA- (D2)

Como g,, es diagonal se toma v = 0 y la derivada covariante se transforma en derivada
temporal

= Tz(\)?o = pr = Qa, (D.3)
y para la radiacion
T?”O,Z = (pr + Pr)u"u” — Pr‘g;ouy> (D.4)
con
P = %. (D.5)

v 4 v 4 v v o« v @ 1 v
= TB,Z/ - (ng)WuOu + (ng')[uo(u,u + Fozzzu ) +tu (u?y + Fga/)u ] - g(prgo );V' <D6)

Desglosando la ecuacion se tiene

4 4 4 4 4 1
TELV/ = (_pr);uuouy + (_pr)uouyu + (_pr)uorgwua + (_pr)uyuou + (_pr)uurguua] - _(prgoy);u-
’ 3 3 ' 3 3 ' 3 3 (D7)

Escogiendo el sistema de referencia comévil, la cuadrivelocidad del fluido se define como
u* = (1,0,0,0) y dado que los coeficientes de conexién (requeridos en el calculo) para la
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Ag 1l v o _ Qa4 __ 0 __ . :
métrica de FRW son I'y, = 32 = 3H y 'y, = 0 se concluye que: en el primero, segundo y
quinto término v = 0, en el tercer término o« = 0 y en el cuarto término o = v = 0, por
consiguiente el segundo y cuarto término se anulan por que no existe variacion temporal
de la velociad y el tercer término desaparece porque I'), = 0. De esta manera se obtiene la

expresion A A

1

TO-V = =pr Py 'rIw -5 .'r"a D.8
v 3)0 + 3p Ov 3p ( )

=T = p, +4Hp, = Q. (D.9)



Apéndice E

Calculo de las constantes en la
solucién de af(t)

Si se elige que al inicio de inflacién (¢ = tg) el valor del factor de escala sea a(1y) =1y
que el pardmetro de Hubble para este mismo instante sea H(1y) = Hy, se tiene que

- %(allg(m) + asKo(m)), (B.1)
y
_ TI'ro (uKi(0) — arli(7o)
Hb N 4 (OZQKO(TO) + 011]0(7'0)) ' <E2)

De (E.1) se encuentra que o en términos de oy corresponde a

oy = [0(170) (g - a2K0(70)> | (F.3)

Por otra parte, factorizando ay y ay en la ecuacién (E.2) se tiene

a; (HbIO(To) + 27011(700 =y (27‘0[(1(7‘0) - HbKO(TO)) : (E.4)

Reemplazando el valor de a en esta ecuacién, se obtiene una expresion en términos tinica-
mente de as

(% — aQKO(TO)) Hﬁ(% — a2K0(70)> ﬁ <£7’0[1(T0)> = ay (gToKl(TO) - HbKO(TO)> :
(E.5)

Reagrupando los términos que contienen s y multiplicando en ambos lados de la igualdad
por % se consigue

, 27011(7'0)
4 [0(7'0)

- (s )+ D)

To(r0) (E.6)
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Asi, despejando as se obtiene

- [0(T0>Hb+FT0[1(T0)/4
Qg = s (E?)
To(70) 70 K1 (70) + Ko(70)7011(70)
con lo que, factorizando 7y en el denominador
I Hy +T'rol 4
= o(70)Hy + I'1od1(10)/ ' (E.8)
To(]o(To)Kl(To) + K0(70)11(7'0))
El denominador corresponde a una identidad y es igual a uno, por lo tanto
FTO
Qg — Tll(To) + HbIO(TO)- (Eg)
Reemplazando este valor para as en (E.4) se tiene
r I'ry r
ar | Hulo(10) + y7ola(mo) | = { —~1i(m0) + Hylo(mo) ) | F7oKa(m0) = HyFo(mo) ), (E.10)
entonces r
o] = ZToKl(TO) - HbKO(TO)' (Ell)

Por otra parte, considerando la definicién del parametro 7 segun la seccién (4.4) se encuentra

que
1287TpA0
— ./ . E.12
0 3M2T? (E12)

Introduciendo a través de la ecuacién de Friedmann el término Hj, en la ecuacién (E.12) se
encuentra que

. 4H,
=<
Se puede reescribir las constantes a; y as de tal forma que se pueda reducir la dependencia
(de tres a dos parametros). Esto es posible si se introduce la relaciéon (E.13) en (E.9) y en

(E.11), entonces
4H 4H
ar = H, {Kl (Tb) ~ K, (Tb)} : (E.14)

e 1 () 1 (0] e

(E.13)

To
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