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RESUMEN

TITULO: UN MODELO COGNITIVO DE CONSTRUCCION DE LOS
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

AUTOR: LAURA FERNANDA OLIVEROS TASCO

PALABRAS CLAVE: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES, TEORIA APOE,
MODELO COGNITIVO.

DESCRIPCION:

Esta investigacion esta enfocada en el estudio de la ensefianza y el aprendizaje de los sistemas
de ecuaciones lineales. Hablar de los sistemas de ecuaciones lineales, significa hablar de su
conjunto solucion, asi que en adelante se trataran ambos conceptos como uno solo. Se analizaron
las construcciones mentales que evidencian los estudiantes al construir dicho concepto a lo largo
de un primer curso de Algebra Lineal.

Para esto, las construcciones y relaciones entre ellas en términos de la teoria APOE son
presentadas en una descomposicidén genética; esta se validdé por la aplicacion del Ciclo de
Investigacion de la teoria. Para la aplicacion de este ciclo se realiz6 una etapa de reconocimiento,
y una etapa de implementacién, con dos grupos de estudiantes de la Universidad Industrial de
Santander de la carrera de Matematicas que cursaban el primer semestre. En adelante se escribira
como SEL por sus iniciales.

En particular, la investigacion se enfocd en el andlisis de las construcciones mentales
evidenciadas de cinco estudiantes, del grupo de la etapa de implementacion, durante el desarrollo
de unas sesiones de clase, centradas en la construccion del concepto de Sistemas de ecuaciones
lineales, y de otros conceptos, como: combinacion lineal, dependencia e independencia lineal,
espacio generado y base. En el modelo se describen unas estructuras iniciales, y se especifica
como se da la construccion del concepto sistemas de ecuaciones lineales, a partir de las
relaciones entre ellas, denominadas mecanismos mentales. Este trabajo concluye describiendo el
uso de las formas concretas, una descripcion de las modificaciones a la descomposicion genética
que se habia planteado, una descripcion de los niveles intra e inter que se pudieron detectar en
los resultados, y unas implicaciones didacticas.
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ABSTRACT

TITLE: A COGNITIVE MODEL OF CONSTRUCTION OF LINEAR
EQUATION SYSTEMS

AUTHOR: LAURA FERNANDA OLIVEROS TASCO

KEYWORDS: LINEAR  EQUATIONS SYSTEMS, APOE THEORY,
COGNITIVE MODEL.

DESCRIPTION:

This research is focused on the study of teaching and learning Linear Equations Systems. To
speak of Linear Equations Systems means to speak of their solution as a whole, so from now on
both concepts will be treated as one. We analyzed the mental constructions evidenced by the
students when building this concept during a first course of Linear Algebra.

For this, the constructions and relations between them in terms of the APOE theory are presented
in a genetic decomposition; this was validated by the application of the Research Cycle of the
theory. For the application of this cycle, a recognition stage and an implementation stage were
carried out with two groups of students from the Universidad Industrial de Santander of the
Mathematics degree who were studying the first semester. From now on it will be written as SEL
by its initials.

In particular, the research focused on the analysis of the evidenced mental constructions of five
students, from the implementation stage group, during the development of class sessions,
focused on the construction of the concept of Linear Equations Systems, and of other concepts,
such as: linear combination, linear dependence and independence, generated space and base. The
model describes some initial structures, and specifies how the concept of systems of linear
equations is constructed, from the relationships between them, called mental mechanisms. This
work concludes by describing the use of concrete forms, a description of the modifications to
genetic decomposition that had been proposed, a description of the intra and inter levels that
could be detected in the results, and some didactic implications.
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Introduccion

El estudio y la ensefianza del algebra lineal ha sido objeto de estudio para algunos grupos de
investigacion en paises como Canadd, Estados Unidos, Francia, México, Chile, entre otros, con
el fin de dar solucion al fracaso que buena parte de los estudiantes presentan al abordar los
conceptos basicos de esta area. Algunos de estos grupos han disefiado teorias enfocadas a
determinar las causas de las dificultades de los estudiantes, presentando ademas propuestas
didacticas con el fin de ayudar a superar las dificultades que ellos presentan en cuanto a

conceptos como espacio vectorial, combinacion lineal, Base, transformacion lineal, entre otros.

Con este trabajo se busca aportar con base en la teoria APOE, desarrollada por Dubinsky y
sus colaboradores (Asiala et al., 1996), una descripcion de un modelo cognitivo de construccion
de los sistemas de ecuaciones lineales, que pueden realizar los estudiantes para comprender el
concepto de sistemas de ecuaciones lineales. La descripcion de este modelo estara presentada en
una Descomposicion Genética, en donde se sefiala un camino mediante el cual un estudiante

puede construir dicho concepto.

La descomposicion genética que se terminara presentando es producto de la aplicacion de un
ciclo de investigacién planteado en esta teoria. Este ciclo estd compuesto por tres componentes,
Anélisis tedrico, Disefio e Implementacion de la ensefianza, y Recoleccién y Andlisis de datos.
Antes de iniciar con el ciclo se realizé una etapa de reconocimiento, con el fin de tener un
acercamiento al contexto con el que se trabajaria, durante el desarrollo de esta investigacion. Esta
experiencia fue desarrollada con un grupo de estudiantes de los programas de Ingenieria y
Matematicas de la Universidad Industrial de Santander, matriculados en un curso béasico de

algebra lineal.
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Luego de esta experiencia, se realizo el analisis tedrico en donde fue disefiada una
descomposicion genética preliminar sefialando varios caminos, por los cuales el estudiante puede
construir el concepto SEL; estos caminos tenian que ver con la forma como era abordado el
problema. Con base en dicho anélisis tedrico se disefiaron dos cuestionarios diagndsticos, uno
inicial y otro final, y una entrevista buscando detectar las construcciones que habian sido
consideradas en la descomposicion genética preliminar, eligiendo las preguntas de tal forma que
permitieran obtener informacion profunda respecto a la forma de pensar de los estudiantes. Estos
instrumentos fueron aplicados a un grupo de estudiantes de la misma universidad en donde se
desarroll6 la etapa de reconocimiento, pero a diferencia del anterior, este solo tenia estudiantes
de Matematicas. Los andlisis de los resultados obtenidos con estos datos empiricos permitieron
refinar el analisis tedrico, y presentar una descomposicion genética mejorada. Este analisis
ademas de ser un modelo cognitivo presenta una herramienta didactica que sefiala estrategias de

ensefianza del concepto sistema de ecuaciones lineales.

La presentacion de este trabajo se organizd en siete capitulos que se describirdn a

continuacion:

Capitulo 1. Los Sistemas de Ecuaciones Lineales en Matemética Educativa. En este capitulo
se presenta una mirada general de los trabajos que se han venido desarrollando en los ultimos
afios sobre la ensefianza y el aprendizaje de los conceptos del algebra lineal, y en particular de
los sistemas de ecuaciones lineales. Estos trabajos, estaban dirigidos hacia el estudio de las
interpretaciones algebraicas y geométricas en R2,y R3, asi como en la descripcion de las
dificultades presentadas por los estudiantes durante la construccion de este concepto. De alli nace
el interés por estudiar este concepto, que es muy importante en la construccion de otros como lo

son: combinacion lineal, dependencia e independencia lineal, espacio generado y base.
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Capitulo 2. La Teoria APOE: construccion de Objetos abstractos a partir de la aplicacion de
Acciones sobre Objetos concretos. Con el fin de abordar los conceptos que se estudiaron, desde
su naturaleza matematica, es decir abstracta, se decidid tomar como referencia tedrica la teoria
APOE. En esta descripcion se hace énfasis a la definicion de las diferentes construcciones y
mecanismos mentales para la construccion de un concepto en general, ademas de la descripcion
del ciclo de investigacion de esta teoria, explicando cada uno de sus componentes. Ademas, se
realiza una revision de los trabajos que se han desarrollado tanto sobre el concepto de sistemas
de ecuaciones lineales, como de combinacién lineal y base, que fueron los que se encontraron en

la busqueda.

Capitulo 3. Planteamiento del problema y objetivos de la investigacion. En este capitulo se
hace una reflexion sobre la naturaleza abstracta de este concepto, asi como su importancia en la
formacion de otros conceptos del algebra lineal, Ilegando a plantear la pregunta de investigacion,

y proponiendo unos objetivos con el fin de dar respuesta a esta.

Capitulo 4. Etapa de reconocimiento. En este capitulo se realiza una descripcion sobre lo que
se realizd6 con un grupo de estudiantes, un semestre antes de iniciar con la etapa de
implementacidn, con el fin de tener un acercamiento al contexto con el cual se iba a desarrollar la
investigacion. En este, se hace una descripcion de las caracteristicas de los estudiantes, dinamica
del curso y algunas conclusiones, que permitieron alimentar el desarrollo de la etapa de

implementacion.

Capitulo 5. Andlisis tedrico, intencion de las actividades de clase y analisis de las
construcciones mentales evidenciadas. Este capitulo representa una parte fundamental de la

investigacion, alli se inicia la metodologia guiada por las componentes del ciclo de investigacién
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propuesto por la teoria APOE. Como resultado del analisis teorico, que es la primera componente
del ciclo, se presenta una descomposicion genética preliminar del concepto sistema de
ecuaciones lineales, que representa una guia para el disefio de los instrumentos (cuestionarios
diagnosticos y entrevista) y que fundamenta la intencién de las actividades, asi como el analisis a

priori.

Capitulo 6. Andlisis y verificacién de datos: Evidencias de las construcciones mentales
realizadas por los estudiantes. En este capitulo se presentan los resultados empiricos obtenidos
de la aplicacion de los instrumentos. Alli se muestran evidencias de las construcciones que los
estudiantes han realizado sobre el concepto sistema de ecuaciones lineales y las conexiones que
han logrado establecer con los otros conceptos. Estos representan la base para argumentar los

resultados de esta investigacion.

Capitulo 7. Conclusiones. En este capitulo se presenta la descomposicion genética refinada,
resultado del anélisis de los datos obtenidos. También se hace una descripcién acerca del uso de
las formas concretas en la construccion del concepto sistema de ecuaciones lineales; una
descripcion de los niveles intra e inter del Esquema, que pudieron ser detectados en los

resultados, y algunas implicaciones didacticas.

Se espera que este trabajo presente un aporte significativo a la problematica planteada. Como
se mostrara, los resultados obtenidos presentan un modelo cognitivo, lo cual no indica que sea el
anico, pero que representa una herramienta didactica para maestros o investigadores, con el fin
de permitir promover la construccion adecuada del concepto sistema de ecuaciones lineales, y

por ende de los conceptos relacionados.
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1. Los Sistemas de Ecuaciones Lineales en Matematica Educativa

1.1 Ladidactica del algebra lineal

Los primeros semestres académicos para la mayoria de los estudiantes universitarios de los
programas de ingenieria y ciencias, en donde una asignatura como Algebra lineal es requisito en
ese ciclo inicial, resulta siendo un dolor de cabeza para muchos, llegando a generar frustracion.
Abordar los conceptos del algebra lineal termina siendo para muchos estudiantes, como
descubrir un mundo nuevo; o como describe Dorier (2002), los estudiantes tienen la sensacion de

aterrizar en un nuevo planeta, donde es dificil ubicarse.

La insatisfaccion que se vive en algunas aulas de matematicas, por el hecho de tener que
repetir algoritmos, o de tratar solo con vectores en R? y matrices, para librarse de la molestia que
resulta siendo la abstraccion del algebra lineal, ha impulsado a los investigadores a crear
diferentes grupos de estudio. Estos grupos han centrado su mirada en la verdadera naturaleza de
esta area, y han querido no sélo dar respuestas finales, sino sembrar la duda con nuevas

preguntas, problemas y dificultades que se van planteando desde las diversas perspectivas.

Si bien es cierto que la incursion del Algebra Lineal ha sido relativamente reciente en
comparacion con la del célculo infinitesimal en los curriculos de ingenierias y ciencias en la
educacidn universitaria, existen trabajos que han reportado resultados en cuanto a la ensefianza y
el aprendizaje de esta area. Por ejemplo, Dorier & Sierpinska (2001), recopilaron una serie de
trabajos sobre didactica del algebra lineal, y describieron las dificultades presentadas en la
ensefianza y el aprendizaje de esta. De acuerdo con esos trabajos, Dorier y Sierpinska
reconocieron dos tipos de dificultades: una que tiene que ver con lo conceptual, por la misma

naturaleza generalizada y unificadora del algebra lineal; y otra de tipo cognitivo, por el tipo de
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pensamiento necesario para comprender los conceptos abstractos. Dichos trabajos trataron
diferentes problemas de orden epistemoldgico, sobre el lenguaje, el paso de un registro de
representacion a otro y, por ultimo, la relacion entre el algebra lineal y la geometria. En cada uno
de ellos, se hacen evidentes las dificultades que pueden presentarse en los procesos de ensefianza
y aprendizaje. Para dar un panorama general de estos trabajos se presenta un ejemplo de cada

uno de los problemas abordados.

En cuanto al analisis de orden epistemoldgico, se tienen en cuenta unas dificultades que
vienen de un mismo obstaculo, a lo que algunos investigadores llamaron obstaculo del
formalismo. Este obstaculo, que tiene que ver con la axiomatizaciéon que tuvo lugar en el
nacimiento del &lgebra lineal con la creacion de los espacios vectoriales, esta relacionado con el
tratamiento que los estudiantes hacen de las estructuras de la teoria de los espacios vectoriales,
sin tener ningun control de las herramientas de la I6gica o la teoria de conjuntos. Asi, los
estudiantes manipulan ciertos objetos matematicos sin ninguna o poca comprension, haciendo
que el algebra lineal se convierta en una simple manipulacién de simbolos. Un ejemplo de esto
se evidencia en el caso de los sistemas de ecuaciones lineales, cuando un estudiante, sin saber
qué es lo que se le pide, empieza a resolver el sistema dado, aplicando alguno de los algoritmos

conocidos.

Referente al uso del lenguaje, se presentan dificultades relacionadas con la confusion entre los
objetos matematicos y las diferentes representaciones que presenta dicho objeto, debido no s6lo
al uso del lenguaje formal, sino también a los distintos lenguajes que alcanzan los conceptos.
Entre esos trabajos se puede destacar el de Sierpinska (2000) que sera detallado en la siguiente
seccion. Esta investigadora describe tres modos de pensamiento en algebra lineal, con el fin de

comprender los conceptos béasicos de esta area. Estos son: modo sintético geométrico, modo



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 19

analitico aritmético y modo analitico estructural. Para el caso de los sistemas de ecuaciones
lineales, por ejemplo, la autora describe que no sélo es cuestion de aplicar un algoritmo, sino de
interpretar o analizar los objetos inmersos en él, para luego, aplicar técnicas que permitan
encontrar la solucion de ese problema. También resalta la importancia no sélo de desarrollar
estos modos de pensamiento, sino también de trabajar en el transito entre ellos, para propiciar la

comprension de los objetos matematicos en los individuos.

Con relacidn al paso de un registro de representacion a otro, la habilidad y a la vez dificultad
denotada como Flexibilidad Cognitiva, que nace de la necesidad de pasar de un registro a otro, y

sobre todo de distinguir el objeto matematico de sus representaciones..

Por Gltimo, estan los problemas asociados con la relacion entre el algebra lineal y la
geometria. Aungue, para algunos estudiantes el primer acercamiento a conceptos basicos del
algebra lineal como recta o vectores en el plano, tiene que ver con su representacién en un
contexto geométrico, esta no es la Unica y es muy limitada. Debido a que s6lo se puede trabajar
hasta tres dimensiones, y algunos conceptos no admiten representaciones en este contexto. Dicho
de otra manera, el contexto geométrico termina siendo un obstaculo para la comprension de los

conceptos del algebra lineal.

Después de esta panoramica, que resalta algunas de las investigaciones que se han venido
desarrollando en la didactica del algebra lineal y que destacan dificultades, se propone estudiar
un concepto basico que hace presencia en otros. Esto puede permitir a partir de las relaciones con
sus conceptos previos, reflexionar sobre su construccién y de los otros conceptos. Por esta razén,
se propone estudiar los sistemas de ecuaciones lineales no solo para describir dificultades, sino

para mostrar un camino mediante el cual, el estudiante pueda abordar este concepto mediante la
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reflexion de su naturaleza abstracta, y los otros conceptos que guardan relacion con él, como:

combinacion lineal, dependencia e independencia lineal, espacio generador y base.

1.2 Los sistemas de ecuaciones lineales en la Didactica del algebra lineal
En la busqueda de investigaciones acerca del concepto de SEL, se encuentran varios trabajos que

han aportado en el estudio de este concepto desde la perspectiva de la Matematica Educativa.

La presentacion de los documentos que sustenta esta propuesta de investigacion tiene en
cuenta los ultimos 16 afios y estan agrupados de la siguiente manera: 1. Los que trabajan bajo el
marco teorico de los modos de pensamiento de Sierpinska, 2. Los que trabajan con los Registros
de Representacion de Duval, 3. Los que se enfocan en la resolucion de problemas y 4. Un trabajo

sobre el discurso matematico.

1.2.1 Los SEL desde la perspectiva de los modos de pensamiento de Sierpinska. En este
grupo se encuentran diferentes investigaciones que se han propuesto: 1. Estudiar la interpretacion
del conjunto solucién de un SEL (Mora, 2001); y 2. Observar las estrategias y dificultades en los

modos geomeétricos y analiticos (Cutz, 2005; Ramirez, 2005; Ochoviet, 2009).

Por su parte Sierpinska (2000), se centra en la construccion de los SEL como un objeto
cognitivo. En su trabajo propone elementos tedricos para describir la forma en que los
estudiantes relacionan los conceptos del algebra lineal. La autora argumenta que los estudiantes
tienden a pensar en forma mas practica que tedrica y que esta disposicion afecta negativamente
el razonamiento de los estudiantes en la construccion de los conceptos del algebra lineal. La
autora distingue tres modos de pensamiento en algebra lineal: sintético-geométrico, analitico-

aritmético y analitico-estructural. Segun Sierpinska (2000) estos tres modos aparecen en la
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historia de forma secuencial y son igualmente utiles, cada uno cumple un propoésito y esto se nota

especialmente cuando estan en interaccion.

Respecto a la interpretacion del conjunto solucién de un SEL, Sierpinska (2000) reporta un
caso, en donde a un estudiante se le muestran tres planos que se intersecan en una Unica recta,
como se muestra en la figura 1. En este caso se pregunta a los estudiantes por el tipo de sistema
lineal que representa y su conjunto solucidn; en este caso una estudiante responde que representa
un sistema de ecuaciones con una unica solucion, que, en un modo sintético-geométrico, lo

expresa como: “Tres planos que se intersecan en una linea” (Sierpinska, 2000, p.238).

Figura 1. Problema de SEL en modo sintético geométrico. Sierpinska (2000).

Segln la autora esto da cuenta que el estudiante generaliza el concepto de solucién para
sistemas 2 x 2 a sistemas 3 x 3 de una manera sintética-geométrica, pero no analitica. La
solucion para el estudiante era una interseccién de hiperplanos en un espacio cartesiano, es decir,
rectas en dos dimensiones y planos en tres dimensiones; eso se pudo evidenciar en un episodio
transcrito donde le preguntaban por el significado del conjunto solucion del sistema. La
estudiante responde “la solucion es como un punto, como cuando tres lineas se intersecan”.

Desde la perspectiva de Sierpinska esto indica que no logra ver las generalidades del algebra
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lineal, que, en un espacio bidimensional a un espacio tridimensional, no se da de puntos a lineas
y de lineas a planos, sino aritméticamente de puntos con dos coordenadas a puntos con tres

coordenadas.

Como conclusién de su investigacion, Sierpinska (2000) sefiala que no es suficiente con hacer
los contenidos més concretos a partir del trabajo en bajas dimensiones y usando visualizaciones,
ya que esto puede llevar a interpretaciones irrelevantes, haciendo que la comprension del

significado del conjunto solucion de los SEL sea mas y no menos dificil.

En cuanto a los trabajos que se basan en la caracterizacion realizada por Sierpinska (2000) y
que tienen que ver con el estudio de la interpretacion del conjunto solucion de un SEL, se reporta
el trabajo de Mora (2001). Este trabajo se desarroll6 con estudiantes universitarios de algebra
lineal de primer semestre, en donde se queria lograr una conexion en por lo menos dos de los tres
modos de pensamiento: analitico y sintético geométrico. Para esto presentaron situaciones con
SEL con dos incognitas que no solo tenian una solucién, sino también infinitas o sin solucion,
que conllevan a resultados de la forma 0 =0y 0 =, r ¢ R — {0}, respectivamente. De esta
manera, se buscaba que los estudiantes logren transitar conscientemente entre ellos y lograr una

mejor comprension del concepto.

Mora (2001) observo la tendencia por parte de los estudiantes de relacionar la solucion del
sistema con el nimero de intersecciones entre dos rectas. Esta investigacion reporta que a pesar
de que los estudiantes manejan un pensamiento analitico y geométrico no los logran relacionar.
Por ejemplo, los estudiantes no podian resolver un sistema de tres ecuaciones con dos incdgnitas,
ya que argumentaban que habia mas ecuaciones que incdgnitas. Esto se evidencia, por ejemplo,

en el hecho de que los estudiantes no pudieron establecer una equivalencia entre la expresion
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0 = 0, y dos rectas coincidentes. Por ultimo, el autor afirma que cuando los estudiantes logran
establecer relaciones entre la resolucion del sistema y su representacion gréfica pueden dar
significado al concepto de conjunto solucién. Por ejemplo, los estudiantes buscaban la solucion
de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, encontrando las coordenadas del punto de
interseccion de las dos rectas. Respecto a esto, el autor considera que para el caso de SEL con
maés de tres incognitas el modo de pensamiento sintético geométrico puede verse agotado, y por
tanto, resulta importante buscar o disefiar alternativas didacticas que fomenten y conecten cada
uno de los modos de pensamiento, para que no se obstaculice la reflexion y comprension de los

SEL y su conjunto solucién.

En cuanto a los trabajos centrados en identificar y analizar estrategias y dificultades,
presentados en los modos geométrico y analitico, estd el trabajo de Cutz (2005); esta
investigacién observa los fendmenos relacionados con la representacion geométrica del concepto
de solucién de un sistema de ecuaciones lineales con dos y tres variables, asi como el pasaje
entre los modos geométrico-sintético y analitico-estructural de los SEL. Para esto, se disefiaron
actividades donde se presenta la representacion geométrica de los SEL de dos y tres incdgnitas,
rectas y planos. En este se pedian a los estudiantes que hicieran corresponder a cada una de las

representaciones geomeétricas de los SEL, una representacion algebraica.

Por otro lado, Ramirez (2005) y Ochoviet (2009), al igual que Cutz (2005) identificaron y
analizaron las dificultades presentadas por los estudiantes con el concepto de SEL con dos
incégnitas. En particular Ramirez (2005) disefid un cuestionario que pedia a los estudiantes
representar ciertos objetos geométricos descritos: una recta o un par de rectas, sin hacer mencion
de sus propiedades analiticas, o0 a sistemas de ecuaciones lineales; por ejemplo, pedia representar

un par de rectas que no tuvieran puntos en comdn, o que tuvieran mas de un punto en comun.
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Por su parte Ochoviet (2009) disefia un cuestionario, donde a diferencia del trabajo de
Ramirez (2005) presenta una situacion en un modo geométrico asociando ciertas cuestiones, con
el fin de evidenciar las nociones que han construido los estudiantes sobre SEL y su conjunto
solucion; por ejemplo, como el presentando en la figura 2 en donde se pregunta por la cantidad

de soluciones que tiene el sistema asociado.

Figura 2. SEL de tres ecuaciones con dos incognitas sin solucion. Ochoviet (2009).

En el anélisis de los resultados de Cutz (2005), se evidencian fendmenos como: la asociacién
de la solucion de un sistema de tres ecuaciones con dos variables; es decir en un sistema como el
representado en la figura 2, al punto de interseccion de al menos dos de las rectas que
representan al sistema. De modo que un SEL que esti representado por tres rectas que se
intersecan por pares, tendrd tres soluciones. Para el caso de sistemas con tres incognitas, como el
ejemplo reportado en Sierpinska (2000), ver figura 1, los estudiantes asocian que cuando tres
planos se intersecan en una linea recta, el sistema asociado tiene solucién Unica, puesto que
toman la recta como un objeto y no como un conjunto de puntos; esto indica una mezcla entre los
modos de pensamiento geométrico y analitico. Otra dificultad que evidencia la autora con base
en el trabajo de los estudiantes es la existencia de una tendencia por considerar al conjunto de

elementos ya sean planos o rectas coincidentes, como un sistema sin solucion, ya que los
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estudiantes consideran la solucion como el punto (o recta) de interseccion de los elementos

(rectas o planos).

En cuanto a la investigacion de Ramirez (2005), la autora sefiala que también se presentaron
dificultades en el modo de pensamiento sintético-geométrico. Ademas, que los estudiantes que
participaron en la investigacién no mostraron un vinculo adecuado entre este modo y el analitico;
este resultado es apoyado por otroa autores como Mora (2001) y Cutz (2005). Con respecto a las
expresiones de la forma 0 = 0, Ramirez reporta que también se evidenciaron dificultades en los
procedimientos realizados por los estudiantes para interpretar este resultado, ya que responden

que el sistema no tiene solucion, resultado que fue reportado también por Mora (2001).

Respecto a la investigacion de Ochoviet (2009), la autora verificd que cuando se presenta a

los estudiantes la forma algebraica de un sistema 3 x 2 como se muestra a continuacion:

x+y=2
x—y=-8
x+2y=4

en donde se pide resolver el sistema de ecuaciones y describir su conjunto solucion, los
estudiantes verifican que el par de nimeros ordenados obtenido en dos de las ecuaciones se
validara en la restante. Pero cuando se presenta la forma grafica de sistemas 3 x 2, como el
mostrado en la figura 2, o un sistema 4 X 2, los estudiantes no pueden articular de manera
adecuada las formas de pensar analitica-aritmética con la sintética-geométrica, e interpretan cada

punto de corte como una solucion del sistema.

En general las situaciones reportadas en un modo geométrico hacen que los estudiantes den
respuestas intuitivas, blogqueando procesos de analisis que implicarian otros modos de pensar.

Ademas, en este mismo modo de pensamiento, los estudiantes tienden a utilizar aspectos que han
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visto en sistemas 2 X 2, es decir, respondiendo por ejemplo que dos rectas paralelas, puede ser la

Unica representacion de un sistema sin solucion

En los tres casos se confirma como lo sefiala Sierpinska (2000) que los objetos matemaéticos
adquieren diferentes representaciones en la mente de los estudiantes, cuando estan en distintos

modos de pensamiento ya sea geomeétrico, aritmético o analitico.

1.2.2 Los SEL bajo el marco tedrico de los registros de representacion de Duval. En este
segundo grupo se encuentran tres trabajos que se han propuesto observar como es el tratamiento
y el pasaje entre los registros de representacion (Segura, 2004); identificar dificultades en el
pasaje de los registros de representacion (Arellano, 2006); e implementar un ambiente
computacional con el fin de apoyar la ensefianza de la resolucién de los SEL (Betancourt, 2009).
Segura (2004) implementd en su investigacion una secuencia de ensefianza con el fin de
promover el aprendizaje de los SEL y su conjunto solucion, haciendo que el tratamiento y pasaje
de los registros de representacion fuesen el eje alrededor del cual giraba la construccion de las

actividades.

De acuerdo a algunas dificultades reportadas por otros autores asociadas a los SEL: la
desarticulacion entre el sistema de ecuaciones lineales y su conjunto solucion, ademas de la falta
del pasaje del registro verbal al algebraico, (Panizza, Sadovsky y Sessa como se citd en Segura,
2004); sobre la falta del pasaje del registro grafico al algebraico para resolver un sistema de
ecuaciones lineales (Pérez Donoso, como se citd en Segura 2004); y sobre la poca consideracion
del registro de representacion grafico para resolver sistemas de ecuaciones lineales, dandole un

estatus inframatematico (Ramirez, como se cit6 en Segura, 2004).
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Estas consideraciones las tuvo en cuenta para el disefio de las actividades, en donde utilizd los
registros verbal, grafico y algebraico, abarcando SEL con conjunto solucion unitario, vacio o
infinito. Un ejemplo de estas situaciones, parte de una representacion en un registro verbal, en
donde se pedia a los estudiantes que escribieran explicitamente un SEL, o en donde a partir de
una representacion dada en un registro grafico como aparece en la figura 3, estructuraran las

ecuaciones de las rectas dadas.

Figura 3. Situacion de un registro verbal a grafico. Segura (2004).

El analisis de los resultados evidencia que luego de la implementacion de la secuencia de
actividades, fendmenos como la desarticulacion entre los SEL y su conjunto solucion quedaron
subsanados, debido a que se logré que los estudiantes partieran de la solucion del sistema, y
generaran las ecuaciones que tuvieran esa solucién (Segura, 2004). Segura aclara que luego de la
implementacién se pasaria a la forma habitual de ensefiar el concepto de sistemas de ecuaciones
lineales, que consiste en empezar por los sistemas y luego hallar la solucién. Como conclusion la
autora afirma que el trabajo con los tres registros de representaciéon posibilitd que el alumno
identificara al objeto SEL en todos los registros; es importante aclarar que en esta secuencia no
se asocia el objeto SEL con los métodos de resolucidn, por lo cual evita que se confunda el

objeto en construccién con los procedimientos de resolucion.
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Arellano (2006) por su parte identifica las dificultades que pueden presentar los estudiantes al
tratar de poner en correspondencia las variables visuales pertinentes de la grafica y las unidades
significativas de la escritura algebraica, y aquellas que se relacionan con el concepto de SEL.
Para esto implemento6 una serie de actividades, en donde presentan por ejemplo representaciones
en un registro grafico como las mostradas en la figura 4, con el fin de identificar las dificultades
que puedan presentar los estudiantes al tratar de asignar la ecuacion correspondiente a cada

gréafica.

Figura 4. Secuencia de actividades presentadas en un registro grafico. Arellano
(2006).

Asi como actividades que piden al estudiante construir SEL que generen cada una de las
condiciones dadas, por ejemplo, con dos variables cuya representacion gréfica fuesen dos rectas

paralelas.

En el analisis de los resultados Arellano (2006) evidencid la presencia de dificultades en la
conversion del registro grafico al algebraico de una recta en el plano, y que se debe al
desconocimiento de las reglas de correspondencia entre estos registros. Asi como otras
dificultades en cuanto a la definicion de una ecuacion lineal y su representacion gréfica, para
construir un sistema de tres ecuaciones lineales, entre otras. Como sugerencia menciona que es
de suma importancia construir la expresion algebraica a partir de una grafica, asi como disponer

de varios registros de representacion semidtica, para logar la coordinacién entre ellos.
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Por ultimo, se reporta el trabajo de Betancourt (2009) quien desarrolla e implementa un
ambiente computacional, denominado Algebra Lineal: Sistemas de Ecuaciones Lineales,
(ALSEL), para apoyar la ensefianza de la resolucion de los SEL, en un curso de Algebra Lineal

de nivel superior.

En el disefio didactico, que corresponde a una de las etapas del desarrollo del ambiente
ALSEL y en donde no se trabaja con él. Betancourt (2009), propone primero resolver algunos
sistemas de ecuaciones lineales de dos y tres incognitas utilizando el método de Gauss, luego
graficarlos y por altimo asociarlos con unas representaciones graficas, como las que se muestran

en lafigura 5.

1) 2)

Figura 5. Actividad en el ambiente ALSEL. Betancourt (2009).

Este trabajo le permitié a Betancourt (2009), convencerse que las componentes graficas son
necesarias para la interpretacion de los SEL y su conjunto solucion. Ademas, el autor expresa
que a pesar de algunas limitaciones en el disefio de la interfaz gréafica, se cumpli6 en gran parte
del proposito de la investigacién, presentando en los estudiantes un avance en la comprension de
los sistemas de ecuaciones lineales. En particular, con los conceptos de sistemas de ecuaciones
lineales equivalentes y su conjunto solucion. Para finalizar Betancur sugiere la necesidad de

retomar el estudio de la problematica de la ensefianza y aprendizaje del algebra lineal. Por
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ejemplo, tomando aspectos como el propuesto por Dorier (2000) quien parte del estudio de los
sistemas de ecuaciones lineales como un marco para desarrollar la teoria inicial de linealidad, de

manera tal que se favorezca la ensefianza y el aprendizaje de los conceptos del algebra lineal.

1.2.3 Un trabajo enfocado en la resolucién de problemas. En 2009, Garcés presenta su
trabajo de investigacion centrado también en la creacion de un ambiente computacional, pero a
diferencia del trabajo de Betancourt (2009) trabaja con el software de geometria dindmica
GeoGebra, con el fin de reflexionar sobre la incidencia que puede tener este sobre los procesos
de ensefianza y aprendizaje en la resolucion de problemas con sistemas de ecuaciones lineales

2 X 2.

El autor es consiente que para considerar tareas resueltas usando software de geometria
dindmica, se requieren estrategias diferentes a cuando es trabajdo, s6lo usando lapiz y papel, ya
que la eleccion de una herramienta tal como GeoGebra tiene repercusion en la retroalimentacion
que el alumno recibe. Cada una de estas actividades consistid en la resolucién de problemas, en
donde por medio de la herramienta tecnoldgica los alumnos podian interpretar las diferentes
representaciones que el software ofrecia para resolverlo. Un ejemplo de estas actividades esta
descrito a partir del siguiente enunciado descrito en el trabajo de Garcés (2009): “Por la compra
de 2 moviles y 3 mp4 una persona paga $83.400. Otra persona compra 5 automoviles y 4 mp4 y
le cobran $1.462.000, ;Cual es el valor de un mévil y el de un mp4?”(p. 37). Ademas, se pide a
los estudiantes que intenten resolver el problema usando la herramienta tecnoldgica, para
representar la ecuacion que describe la situacion, y luego por medio de la herramienta punto de
interseccion comprobar que las coordenadas de ese punto coinciden con las encontradas en la

primera parte de la actividad.
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Como incidencias de usar este software en el disefio de sus tareas, Garcés (2009) describe
algunas ventajas y desventajas. En primer lugar, esta la oportunidad que ofrece el software para
que el estudiante aprenda a su propio ritmo, la articulacion de los diferentes registros de
representacion, el favorecimiento del trabajo en equipo y el enriquecimiento de un aprendizaje
significativo. Y en cuanto a las desventajas Garcés menciona que el software permitié ver los
procesos desarrollados por los estudiantes paso a paso, limitando al investigador conocer con
precision los momentos de errores y aciertos de los estudiantes a través de su proceso. Esta
investigacion muestra pro y los contras de trabajar en un ambiente computacional que esta a
nuestro alcance, como lo es GeoGebra, y que debemos tener en cuenta si va ser utilizarlo en el

disefio de actividades para esta investigacion.

1.2.4 Un trabajo sobre el discurso matematico. Hernandez (2017) describe un andlisis
realizado a un grupo de profesores, sobre el discurso que realizan durante las clases de
matematicas en un curso universitario introductorio, basado en un modelo propuesto por Sfard
(2008). Esta investigacion, se enfoca en el andlisis durante la resolucion de problemas con
sistemas de ecuaciones lineales con dos incdgnitas. El autor describe que la riqueza de trabajar
con este concepto esta en la diversidad de métodos en que puede ser abordado: el método de
igualacion, sustitucion, determinantes, grafico. Ahora dependiendo de los recursos que use el
profesor en el aula como: las gréficas, problemas en contexto, tablas, ofrece un entorno rico para
la observacion y el andlisis; ademas, este concepto forma parte de contenidos y materias

posteriores.

De acuerdo con el modelo de Sfard (2008), se puede determinar que el discurso orientado a la
resolucion de problemas estd formado por el uso de palabras (contenidos matematicos como

sistema, ecuacion, recta), mediadores visuales (notaciones algebraicas, tablas de datos, grafica de
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rectas mostrando la interseccion asociada a la solucion de un problema), narrativas, que tiene que
ver con las expresiones referentes a la solucion de problemas usadas por los profesores, y las
rutinas que tiene que ver con los momentos cuando se aborda un problema: construccion del
modelo matematico, construccion de la solucion del problema y el monitoreo o apoyo a los
estudiantes, en el proceso de solucion del problema. Un resultado relevante de esta investigacion
es que aunque el trabajo en clase esta muy limitado a la resolucion de ejercicios, luego de la
explicacion del profesor, la resolucion de problemas esta inmersa en el discurso de este.
Entonces ;de qué sirve enfatizar en la resolucion de problemas en el discurso del profesor, si
cuando llega la hora practica los estudiantes se encuentran con ejercicios mecanicos? A esto, el
autor responde que la forma para acrecentar el conocimiento de los estudiantes ante la resolucion
de problemas tendra que ver con acciones deliberadas del profesor, que influyan en pro del

aprendizaje de sus estudiantes.

Las investigaciones descritas en esta seccion dan una vision sobre algunos trabajos en torno a
la investigacion que se ha venido trabajando en Matematica Educativa respecto a los SEL y su
conjunto solucién; estas muestran que, a pesar de los intentos por remediar las dificultades
asociadas en torno a estos dos conceptos, se continGan presentando cotidianamente en las aulas

de matematicas.

2. LaTeoria APOE: construccién de Objetos abstractos a partir de la aplicacion de

Acciones sobre Objetos concretos

En este capitulo se realiza una reflexién sobre los aspectos tedricos que se han elegido para la
realizacion de este trabajo de investigacion. Con el fin de hacer frente a la naturaleza abstracta de

los conceptos del algebra lineal, particularmente al concepto de Sistema de Ecuaciones Lineales,
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se decidio abordar este trabajo desde la teoria APOE. Con esta teoria se encuentra una forma de
reflexionar sobre la construccidn de este concepto matematico, a partir de la descripcion de las
construcciones mentales que un estudiante puede realizar, por medio de mecanismos

particulares.

Ademas, se realiza una descripcién de los trabajos mas significativos que desde la mirada de
la teoria APOE, se han desarrollado sobre el concepto de SEL; ademé&s de los conceptos de
Combinacion Lineal, Dependencia e Independencia Lineal, Espacio Generado y Base. A

continuacion, se realiza una descripcion de las principales caracteristicas de esta teoria.

2.1 Teoria APOE
Esta teoria es una interpretacion de Dubinsky (1991) de la teoria constructivista de Piaget, para

explicar la construccion de conocimiento matematico.

La teoria APOE (acrénimo de Accion, Proceso, Objeto, Esquema), esta basada en el concepto
de abstraccion reflexiva introducido por Piaget, usado para describir el desarrollo del
pensamiento légico en nifios; estas ideas son extendidas por Dubinsky para explicar la
construccién de nociones o conceptos matematicos avanzados (Dubinsky, 1991). Desde esta
perspectiva teorica se parte de la nocion de conocimiento matematico de un individuo como “su
tendencia a responder a las situaciones matematicas problematicas en un contexto social,
construyendo Acciones, Procesos y Objetos, y organizandolos en Esquemas con el fin de

manejar situaciones y resolver problemas” (Dubinsky & McDonald, 2001, p. 276).

Para que el estudiante promueva su reflexion sobre cierta situacion, es necesario plantearle
preguntas que busquen generar un nuevo conocimiento, pero que se complementen con sus

construcciones previas; para Dubinsky, los conceptos matematicos no se aprenden directamente,
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sino que estos se pueden aprender si un individuo posee las estructuras mentales apropiadas para
construirlo; por tal razon las construcciones previas determinan la construccion de un nuevo
objeto matematico. Por tanto, una meta al usar este marco tedrico es ayudar a los estudiantes a
que, a partir de sus estructuras previas, logren construir estructuras apropiadas para comprender
un nuevo concepto. Desde esta teoria, las estructuras son denominadas Acciones, Procesos,
Objetos y Esquemas, y las relaciones que se puedan establecer entre ellas determinan el

conocimiento matematico de un estudiante.

El desarrollo de esta teoria ha sido gracias a los trabajos de diferentes investigadores, entre
ellos los miembros de Research in Undergraduate Mathematics Education Community (RUMEC
por sus siglas en inglés, 2002), dirigido por Dubinsky y conformado por diferentes
investigadores del mundo, que se han interesado por analizar diferentes conceptos matematicos
en areas como: célculo (Trigueros & Martinez-Planell, 2010), algebra lineal (Gonzélez y Roa-
Fuentes, 2017), algebra abstracta (Zazkis, Dubinsky & Dautermann, 1996), ecuaciones
diferenciales (Trigueros, 2014), fractales (Villabona y Roa-Fuentes, 2016), probabilidad

(Véasquez y Parraguez, 2014), entre otros.

Esta teoria apoya el hecho de que existe una relacién entre la naturaleza de los conceptos
matematicos y su desarrollo en la mente de un individuo, como lo afirmé Piaget (como se citd en
Dubinsky, Weller, McDonald & Brown, 2005), a partir de esto es posible obtener explicaciones
de tipo epistemolégico y psicoldgico, que permiten determinar las dificultades de los estudiantes
frente a un concepto; y ademas trazar caminos para la construccion de su aprendizaje. Esta forma
de trazar los caminos se logra por medio de una descomposicion genética, que puede describir,

como lo dijeron Asiala et al. (Como se citd en Roa-Fuentes y Oktag, 2010), los aspectos
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constructivos de una porcion de conocimiento matematico y ademas los aspectos metodologicos

relacionados con la ensefianza de conceptos.

Como se muestra en la figura 6, la teoria APOE plantea cinco mecanismos mentales definidos
como casos particulares del mecanismo de abstraccion reflexiva, denominados: interiorizacion,
coordinacion, encapsulacion, tematizacion y asimilacion, conocidos también como mecanismos

mentales que dan lugar a las construcciones llamadas Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas.

Esquema

interiorizacidn

acciones

Procesos

. coordinacidn
objetos

cncapsulacidn

desencapsulacion

Figura 6. Teoria APOE. Arnon et al. (2014).

Un Esquema es la estructura mas grande que un estudiante puede lograr de una parte de
conocimiento matematico. Esta estructura o construccion esta formada por una recopilacion de
otras estructuras (Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas) y de las relaciones entre ellos.
Por lo tanto, un Esquema se considera una estructura inacabada, que esta en constante cambio, a
medida que evoluciona por la asimilacion de un nuevo Objeto, y por la reacomodacion de las
estructuras por las nuevas relaciones que un individuo puede entablar con el Objeto; ademas
tiene una cualidad fractal como lo menciona Meel (2003), en la cual se considera al Esquema
como un nuevo Objeto que va a ser parte de otros Esquemas. Esto le permite al individuo hacer

multiples conexiones entre los elementos previos y los nuevos conceptos que busca agregar a sus
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estructuras. Por ultimo, su coherencia, refiriéndose a la capacidad del individuo por saber
responder, si un Esquema determinado le permitira resolver un problema particular (Arnon et

al., 2014).

Dado que la construccion de las estructuras mentales estd descrita en términos de
concepciones, conviene aclarar cierta diferencia. McDonald, Mathews & Strobel (2000) definen
la concepcion como la idea personal que el estudiante tiene para comprender, a diferencia del
concepto que se concibe como un acuerdo comunal establecido por la comunidad matematica.
Para abordar este aspecto se mencionan a continuacion las concepciones que fueron identificadas
por Vanegas y Escalona (2013), con respecto al concepto de funciéon de una variable, en un
estudio realizado luego de 80 horas de clase relacionadas con el estudio y comportamiento de
funciones de una variable. Como sefialan los autores se evidenci6 que las concepciones acerca de
este concepto, ubicadas en 8 grupos o categorias: Valores en un sistema de coordenadas, una
ecuacion o representacion de la ecuacion, relacion entre los elementos de un conjunto, relacion
entre conjuntos, relacion entre nimeros, relacién entre variables, conjunto de imagenes y las que
se expresan a través de ejemplos.

Siguiendo con la descripcion del Esquema y dado que es la agrupacion de Acciones, Procesos
y Objetos, y otros Esquemas se describe a continuacion, como se logran estas construcciones y
cuéles son los mecanismos necesarios para elaborarlas.

Cuando un estudiante aborda una situacién matematica, inicialmente emplea mecanismos para
construir estructuras que le permitan dar solucion a dicha situacion. Las estructuras mas basicas
las Acciones y los Procesos, estdn asociadas con los mecanismos de interiorizacion,

coordinacion y encapsulacién, respectivamente. Se dice que un individuo tiene una concepcion
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Accidn del nuevo concepto, cuando responde a estimulos externos, sin tener conciencia de los
elementos involucrados.

Cuando el estudiante repite una Accion y reflexiona sobre ella, esta puede ser interiorizada en
un proceso mental. Esto da paso a la construccion de un Proceso. Se dice entonces que un
estudiante tiene una concepcion Proceso del concepto en construccion, cuando puede reflexionar
sobre él sin realizar acciones especificas. También un Proceso puede generarse por la
coordinacion de dos o mas Procesos. Estas estructuras basicas, que son consideradas como
transformaciones dinamicas, pueden evolucionar en otras construcciones, denominadas Objetos.
Los Objetos a diferencia de las Acciones y los Procesos, son considerados estaticos y son el
resultado de la encapsulacion de un Proceso. Se dice entonces que un individuo presenta una
concepcién Objeto del concepto, cuando piensa en el Proceso como un todo. El individuo realiza
y construye transformaciones en su totalidad, empleando el mecanismo de encapsulacion, que es
el mas importante para construir el conocimiento matematico pero el mas dificil de lograr (Roa-
Fuentes y Oktag, 2010). Diferentes investigaciones reportan que la encapsulacién es un
mecanismo dificil de lograr puesto que convierte una estructura dinamica (Proceso) en una

estructura estatica (Objeto).

Otro mecanismo importante para la construccion de un nuevo concepto, y que puede
propiciarse luego de la construccion del Objeto es la desencapsulacion, que consiste en
devolverse al Proceso que dio origen al Objeto. Este mecanismo puede surgir cuando el
estudiante necesite coordinar dicho Proceso con otros, para dar paso a la construccién de uno

nuevo.

La interaccion y transformacion de estas estructuras que dan paso a la construccién de nuevos

Obijetos, son las que permiten la evolucion de los Esquemas previos del estudiante y enriquecen
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la construccion de conocimiento matematico. Las interacciones y reconstrucciones de estructuras
son las que se deben promover segin Roa-Fuentes y Oktac (2010) en el aula de clase. Dado que
un Objeto puede dar paso a la construccion de un nuevo Esquema o ser asimilado por un

Esquema construido previamente, lo que produce la construccion de conocimiento matematico.

Para mostrar un ejemplo de las estructuras y relaciones descritas, a continuacion, se usa el
concepto de transformacion lineal que fue ejemplificado por Roa-Fuentes y Oktac (2010). Este
concepto fue analizado previamente por miembros del Grupo RUMEC, quienes proponen una
descomposicion genética que incluye la realizacion de actividades con el software Internaltional
Society for Exploring Teaching and Learning (ISETL, por sus siglas en inglés) (Weller et al.
(2002)). Esta descomposicién genética se basa en la construccion del concepto de transformacion
lineal como una funcién definida entre dos espacios vectoriales que preserva combinaciones
lineales, en donde los Procesos de espacio vectorial y funcion se coordinan para dar lugar a la
construccion de una transformacion lineal. Arnon et al. (2014) describen que se logra una
concepcion Accion de transformacion, cuando un estudiante necesita una formula explicita que
le permita tomar un vector del dominio y transformarlo con una regla de asignacion definida
obteniendo un vector de salida. También describen que para que un estudiante logre tener una
concepcién Proceso de transformacion, se hace necesario que interiorice dichas Acciones en
cierto Proceso que le permitira verificar la condicion de linealidad para cada funcion dada. Es
decir, si se da esta concepcion, el estudiante ya no tendra que realizar acciones sobre un objeto
para hablar de condicion de linealidad, dado que, si lo quisiera verificar mediante una
concepcién Accion, esto seria imposible puesto que tendria que visitar mentalmente todos los

vectores de un espacio vectorial.
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Figura 7. La diferencia en la teoria APOE entre contextos abstractos y contextos
concretos. Arnon et al. (2014).

Tradicionalmente la teoria APOE ha explicado la construccién de conceptos y nociones
matematicas partiendo de su definicidn sin considerar las diferentes representaciones del objeto
matematico. Recientemente Arnon et al. (2014), plantearon la construccién de Objetos abstractos

partiendo de la aplicacion de acciones sobre Objetos concretos (ver figura 7).

Arnon et al. (2014), proponen un ejemplo para interpretar la teoria APOE implementada para
nifios de la escuela primaria, sobre el concepto de fraccién y su interpretacion de parte-todo. El
término concreto, segun Arnon, Nesher & Nirenburg (2001) implica el uso de objetos fisicos
reales o imaginarios; por ejemplo, cuando los nifios tratan las fracciones, se sienten comodos
usando un pedazo de cartdn con cortes circulares, dibujos o imagenes mentales de ellos. En este
caso se puede entender que la interpretacion de concrecion significa que una experiencia
concreta necesita involucrar los sentidos del aprendiz. Por otro lado, el termino abstracto, segin
Arnon et al., 2014, se refiere al uso de un concepto matematico sin ninguna representacion fisica
del mundo, los autores mencionan el ejemplo del concepto de funcién de valor real, sin ninguna

referencia a sus graficos o cualquier contenido fisico con el que pueda representarse.
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Arnon, (como se citd en Arnon et al., 2014) disefié una secuencia de actividades que muestran
cémo a partir de Acciones aplicadas a objetos fisicos, se da lugar a objetos matematicos
abstractos en la mente de un nifio. A pesar de que, en la etapa de las operaciones concretas, los
objetos sobre los cuales el estudiante actta deben ser concretos y los objetos que emergen de la
encapsulacion de Acciones interiorizadas son abstractos, al igual que la escuela secundaria y
universidad, se pudo evidenciar tal encapsulacion en dos estudiantes. Uno de los materiales que
fueron usados para crear experiencias logico-matematicas, en donde por medio de la
manipulacion de objetos, se construyeran las propiedades de la accion misma y de la

transformacion que aplicaban a los objetos, esto se muestra en la figura 8.

00O

Figura 8. La particion de los anillos. Arnon et al. (2014).

La principal evidencia de la interiorizacion de las Acciones realizadas sobre esta herramienta
tuvo lugar en la habilidad del estudiante para describir verbalmente, como producir una
representacion de alguna fraccién. Otra evidencia de la interiorizacion fue la capacidad del
estudiante para producir un dibujo esquematico de una fraccién sin usar los anillos de particion.

Ademas durante las entrevistas realizadas en la investigacion de Arnon, en donde no se
presentaban la herramienta fisica mencionadas anteriormente, se evidencié que dos estudiantes

alcanzaron la estructura Objeto cuando realizaron acciones formales de comparacion sobre

. . . .y . 2
fracciones como objetos abstractos; por ejemplo cuando le pidieron comparar las fracuonesg y
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4 .y . .z
- uno de ellos respondio, como lo afirma Arnon, (como se cito en Arnon et al., 2014)

comparando las mitades de cada una de las fracciones. Estos dos estudiantes que lograron
encapsular el Proceso en un Objeto, hacian parte del grupo de estudiantes que habian trabajado
con el material propuesto. A pesar de haber comenzado su aprendizaje con Acciones sobre

Objetos concretos, los estudiantes lograron construir Objetos abstractos.

Por tanto, en esta investigacion se contempla la representacion de los sistemas de ecuaciones
lineales y su conjunto solucion en R? y R3® como Objetos concretos sobre los cuales los
estudiantes pueden aplicar Acciones. La repeticion de dichas Acciones al resolver diferentes
situaciones puede generar el mecanismo de interiorizacion que da paso al Proceso. Esta
estructura esta asociada con las formas generales de los sistemas de n ecuaciones y m incognitas,
sus propiedades analiticas, asi como con la estructura de subespacio del conjunto solucién. Como
muestra la figura 7, el Esquema es la construccién mas robusta que un individuo puede lograr de
un concepto matematico. EI Esquema que se proyecta construir en esta investigacion contempla
la coordinacion de aspectos concretos y abstractos que se coordinan para motivar su evolucion.
Un Objeto concreto, que en nuestro caso son representaciones en R? y R3, presentan una forma
dindmica, cuando se trabaja a traves de software matematicos como lo menciona Romero (2016).
Una caracteristica importante es que estas formas dindmicas permiten representar objetos que no

podrian representarse en un ambiente estatico, en donde normalmente se usa lapiz y papel.

2.2 Ciclo de investigacién
La teoria APOE, propone un ciclo de investigacion, ver figura 9, compuesto por tres
componentes: Analisis tedrico, Disefio e implementacion de ensefianza, y Recoleccién y analisis

de datos.
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Figura 9. Ciclo de investigacion de la teoria APOE. Arnon et al. (2014)

La aplicacion de este ciclo de investigacion permite obtener una descripcion mas detallada
sobre la manera como los estudiantes pueden construir un concepto matematico determinado.
Esto es posible gracias al refinamiento y mejoramiento del andlisis tedrico y el disefio e
implementacion de ensefianza, como resultado del analisis de los datos empiricos, obtenidos en
el desarrollo de la tercera componente. Es por lo que se muestra una relacion bilateral entre la
segunda y la tercera componente, y otra entre la tercera y la primera componente, dejando ver
que, si los resultados no son los esperados, descritos en la descomposicion genética, se debe
modificar la primera componente y volver a empezar el ciclo. A continuacion, se describe qué es

lo que se espera lograr en cada componente y la manera como estan relacionadas.

2.2.1 Andlisis tedrico. El analisis tedrico es la base que fundamenta los resultados de la
investigacion, al finalizar el ciclo de investigacion. En esta etapa se tienen en cuenta el analisis
de los libros de texto, la experiencia de los investigadores, resultados de estudios previos, entre
otros. Es en esta componente donde se obtiene una descomposicion genética preliminar de un

concepto, ya que esta puede evolucionar, de modo que pueda presentar mejor informacion sobre
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lo que se quiere observar en la investigacion, en relacion con lo que el estudiante puede llegar a

hacer para comprender un concepto.

2.2.2 Disefio e implementacion de ensefianza. Esta componente se basa en la anterior.
Cuando se trabaja con la teoria APOE, es importante que se ponga en préactica el uso de grupos
de aprendizaje cooperativo, ya que proporcionan un ambiente de interaccion social que puede

mejorar la posibilidad de que los estudiantes construyan su conocimiento.

Estos grupos constan de 3 a 5 estudiantes, que trabajan durante todo el curso de manera
cooperativa en diferentes actividades. Estas actividades hacen parte de una aproximacion
pedagdgica Ilamada ciclo de ensefianza ACE, que, si bien no es consecuencia necesaria de la
teoria APOE, apoya el analisis tedrico (Asiala et al, 1996). Este ciclo de ensefianza consta de tres
compontes que son: Actividades con el computador en un laboratorio, discusion en Clase sobre
problemas relacionados con las actividades en el computador, y Ejercicios. En la figura 10 Se
muestra el bosquejo del ciclo ACE y la relacion con la descomposicion genética, determinada en

la primera componente del ciclo de investigacion.
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Figura 10. Relacion entre el ciclo ACE y una descomposicion genética. Arnon et al.
(2014).

Las actividades en el computador consisten en la implementacion de varios conceptos
matematicos en el computador y de su uso en la solucion de problemas. Estas actividades son
presentadas en forma de tareas con el fin de construir una base de experiencias para reflexionar

sobre los conceptos matematicos.

Las discusiones de clase permiten a los estudiantes reflexionar sobre las actividades hechas
con ayuda del computador, y las de sus comparieros, con el fin de que tomen consciencia de las
estructuras que estan construyendo. Durante estas discusiones el profesor es un guia que ademas
proporciona en cierto momentos definiciones, explicaciones y descripciones, conectando ideas lo

que los estudiantes han reflexionado y trabajado.

Los ejercicios son propuestos para que los estudiantes esfuercen sus ideas que han construido
en la clase, y utilicen los conocimientos matematicos que han aprendido, con el fin de que
comiencen a pensar acerca de las situaciones que seran estudiadas mas adelante (Asiala et al.,

1996)
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2.2.3 Recoleccién y analisis de datos. En esta componente lo mas importante son los datos,
ya que permiten evidenciar la construccién de las relaciones entre los mecanismos y las

estructuras.

Los instrumentos de recoleccion de datos pueden ser preguntas y respuestas escritas bajo la
forma de exdmenes en el curso, entrevistas sobre las cuestiones a estudiar, talleres de clase,

videograbaciones entre otros.

A pesar de que la cantidad de estudiantes en un grupo normalmente es muy grande, es
importante que en el analisis de los datos se incluyan todos los datos proporcionados, o al menos
un conjunto de datos que permitan establecer una gama paralela de construcciones mentales,
tanto de los que parecen haber construido muy poco, hasta los que pudieron haber hecho todas

las construcciones propuestas en el analisis tedrico (Asiala et al., 1996).

2.3 Lateoria APOE y los sistemas de ecuaciones lineales

Con respecto a investigaciones que se han realizado sobre el estudio de los sistemas de
ecuaciones lineales y su conjunto solucion, basados en la teoria APOE, se encuentran los trabajos
de DeVries & Arnon (2004), Manzanero (2007) y Possani, Trigueros, Preciado & Lozano

(2010).

DeVries & Arnon (2004) abordan en su trabajo el concepto de solucion de un sistema de
ecuaciones, realizando entrevistas a estudiantes de licenciatura que ya habian tomado un curso de
Algebra Lineal. En este trabajo se pueden identificar preguntas con el fin de observar, cémo los

estudiantes interpretan el concepto de solucién de una ecuacién; por ejemplo, preguntas del tipo:

1 1 1 1 3
¢ Qué representa la solucion a la ecuacion x, (1) + x, (2) + x5 <O> + x, <1> = (1)?
0 2 1 1 0
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2
Dados algunos vectores como (; (1)),(1,0,1,7), 0 | determinar ¢;Cual de estos son
1.5

solucion de la ecuacién anterior?

En su investigacion DeVries & Arnon (2004) evidencian las concepciones que los estudiantes
tenian sobre el conjunto solucién de una ecuacion o un SEL. Los autores observan que algunos
estudiantes confunden la solucion de una ecuacién o sistema de ecuaciones, con la constante
escrita a la derecha de la ecuacién o sistema de ecuaciones, cuando esta escrita de la forma
f(x) =k, con k real; esto indica, segun los autores, que los estudiantes guardan la relacion de

que el signo “=" significa “el resultado es”.

Por otra parte, como reportan DeVries & Arnon muchos estudiantes confunden la solucion del
sistema con resolver el sistema. En este caso los autores interpretan que, el concepto de solucion
de un sistema de ecuaciones que desarrollaron los estudiantes evidencia una concepcion Accion,
caracterizada por resolver una ecuacion o sistema de ecuaciones. Ademas, como los estudiantes
solo resolvian la ecuacion, no podian predecir cual seria la forma general de la solucién, sin antes
resolverla. Luego de notar esto, los investigadores sugirieron una secuencia de aprendizaje como
resultado de una descomposicion genética. Proponiendo que se deberia empezar por apoyar a los
estudiantes en la construccion de una concepcion Accion del concepto ecuacion y del concepto
solucion de una ecuacion, incluyendo la identificacion de las dos funciones, para un sistema
2 X 2, sus dominios y codominios, la solucién como un elemento del dominio, tal que al

realizarse la sustitucion se obtenga una proposicion verdadera.

Una de las preguntas presentadas en el nuevo cuestionario, y que motivé a los estudiantes a

realizar sustituciones, comienza considerando el siguiente sistema de ecuaciones: 3x; + 2x, —
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x3 =0; x; —x, + x5 = 0. Se pregunto si unas ternas dadas eran solucion y por qué, y ademas,
si el sistema tenia mas soluciones, o si directamente se podia encontrar el conjunto solucién del
sistema. Otra consideracion que toman DeVries & Arnon (2004) respecto a la construccion de la
concepcion Proceso, tiene que ver con que se debe ensefiar a los estudiantes a identificar las dos
funciones, en un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, sus dominios y codominios.
Ademas, para que alcancen una concepcion de Objeto del concepto de solucion de una ecuacion
0 SEL, recomiendan trabajar con conjuntos finitos. Todo esto buscando que cuando los
estudiantes se enfrenten a sistemas de ecuaciones sobre conjuntos infinitos, sientan la necesidad
de usar otros métodos, no solo de sustitucion, ya que no es posible la verificacion uno a uno de
los elementos del conjunto. Asi no sélo tendran que aprender a resolver algoritmos, sino también

deben incluir el entendimiento de lo que hace el algoritmo (DeVries & Arnon, 2004)

Por su parte, Manzanero (2007), a partir de la aplicacién de una entrevista a un grupo de
estudiantes de un curso de “Algebra para ingenieria III”, quiso observar las construcciones
mentales que habian logrado hasta el momento para el concepto de conjunto solucion de sistemas
de ecuaciones lineales. De acuerdo con una descomposicion genética preliminar, ver figura 11,
que es una adaptacion de la creada por el Grupo RUMEC. El andlisis de sus resultados le
permitié detectar las dificultades presentadas por los estudiantes con relacién a este concepto, asi
como las estrategias que utilizan los estudiantes para resolver problemas que se relacionan con

él.
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Figura 11. Descomposicion Genética del concepto SEL. Manzanero (2007).
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De acuerdo con el andlisis a posteriori de la entrevista, Manzanero (2007) plantea que se pudo

observar que ningun estudiante entrevistado presentd dificultades para realizar las acciones de

sustituir puntos dados para verificar si éstos satisfacen alguna ecuacion o sistema dado. Por

ejemplo, dada la ecuacion 3x —2y+z =4, al preguntar ;Son las triplas ordenadas

(1,4,5),(3,1,—3) y (2,5,8) soluciones de la ecuacion? Esta motivaba al estudiante a realizar

acciones de sustitucion de elementos sobre la ecuacion.

En modo general, la mitad de los estudiantes pudieron coordinar los Procesos de funcién y

ecuacién en un nuevo Proceso de solucion para una ecuacion o sistema dado; la otra mitad de los
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entrevistados no evidenciaron una interiorizacion de sus Acciones en un Proceso de solucion,
presentando dificultades para expresar el conjunto solucion dado que para ello necesitaban una
expresion algebraica. Esto indico a la autora que los estudiantes no interpretan correctamente el

papel de las variables en las ecuaciones.

También se evidenci6 otra concepcion Proceso en la solucion de un sistema de ecuaciones

4x —y =5

hx—y=0" en donde se daban algunas duplas y se preguntaba a los

considerado asi: {

estudiantes si eran solucion del sistema; luego se preguntaba por el conjunto solucién y la
cantidad de elementos, o duplas que eran solucion del sistema y su cantidad, ante esta situacion
se evidencio que los estudiantes no necesitan sustituir los puntos dados en las ecuaciones para

afirmar, por ejemplo, que el sistema no tenia solucién.

Con respecto al andlisis de las representaciones geométricas de los sistemas, se observé que la
mitad de los estudiantes pudieron construir el Proceso de conjunto solucién de modo geométrico
para un sistema de tres ecuaciones con dos incdgnitas, como el representado por tres rectas que
se intersecan dos a dos formando un tridangulo, y donde se preguntaba por la cantidad de
soluciones del sistema, y se pedia encontrar su conjunto solucién. La otra mitad de los
estudiantes present6 dificultades para construir este Proceso, ya que consideraban a los puntos de
interseccion de cada dos rectas como las soluciones del sistema. Esto mismo ocurrié para el caso
de sistemas con tres ecuaciones y tres incognitas, indicando que los estudiantes no lograron
coordinar la representacion geometrica y la algebraica para el concepto de conjunto solucion.
Ademas, se presentaron dificultades en cuanto a la interpretacion de la equivalencia de sistemas
de ecuaciones cuando se presentaban parametros, debido a que este tipo de situaciones requieren

de una concepcion Proceso para ser resueltos de manera correcta.
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En general Manzanero (2007) afirma que la descomposicion genética preliminar resulto
viable para explicar las construcciones, pero que, debido a los datos empiricos, se hizo necesario
hacer unas modificaciones para mejorarla. Ademas, dado que ningun estudiante mostro tener una
concepcién Objeto para el concepto de conjunto solucién, y que pocos de ellos mostraron haber
construido un Proceso de solucion, en particular para el caso de sistemas con tres variables, la
autora cree conveniente incorporar los conceptos de variable y parametro como conceptos
previos que debe haber construido el estudiante. Estos conceptos deben presentar una estructura
de Proceso. Ademas, considera necesario que la representacion geométrica de los conjuntos
solucion de las ecuaciones y sistemas lineales de dos y tres variables, se den a la par con el
concepto de conjunto solucion para que, al coordinarse entre si, se pueda dar una mejor
comprension del concepto de SEL y se pueda construir dicho concepto en una estructura de

Objeto.

Por su parte el trabajo de Possani et al., (2010), presenta los resultados de un enfoque de la
ensefianza del &lgebra lineal utilizando Modelos. La teoria APOE fue empleada en el disefio de la
secuencia de ensefianza, que parte de la propuesta de un problema de toma de decisiones de la
“vida real” para los alumnos, sobre el flujo de trafico, que provoca el uso de un sistema de
ecuaciones lineales y diferentes parametrizaciones de este sistema para responder preguntas
sobre el control de tréfico. La descomposicidon genética empleada en esta investigacion fue la
creada por algunos miembros del grupo RUMEC, y de la que Manzanero (2007). A diferencia de
la descomposicion genética de Manzanero (2007) en esta descomposicidn no se tiene en cuenta
el concepto de espacio vectorial. El enfoque de los Modelos y Modelado es “un marco de
referencia que genera modelos para ayudar a los estudiantes a desarrollar ideas en un contexto

realista significativo” (Possani et al., 2010, p. 2127). Los autores plantean que los Esquemas
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que un individuo debe traer al estudio de sistemas de ecuaciones son conjunto, funcion e
igualdad, diferente al de Manzanero (2007), que considera estos conceptos en una estructura de
Proceso. El problema planteado al iniciar la investigacion, sobre el flujo de tréfico, fue
seleccionado con el fin de que permitiera evidenciar las dificultades para identificar las variables,

y para plantear el sistema de ecuaciones lineales simultaneas para modelar el problema.

La situacion planteada sobre el flujo de trafico presentaba un diagrama que representa un plan
de la calle en los dos primeros bloques mas ocupados de una ciudad, como se muestra en la

figura 12.
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Figura 12. Problema de flujo de tréfico. Possani et al. (2010).

Possani et al. (2010) identificaron 4 ciclos generales en el trabajo de los alumnos sobre la
solucion del problema, y pudieron analizar que la mayoria de ellos tuvieron deficiencias sobre el
concepto de una variable, durante el primer ciclo denominado seleccion y relacion de variables;
esto no les permitia tener éxito en el siguiente ciclo denominado manipulacion del conjunto de

ecuaciones lineales.

Por esta razon se implementd un conjunto de actividades disefiadas sobre la descomposicion

genética, para dar a los estudiantes la oportunidad de revisar lo que ya sabian sobre los SEL y
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desarrollar este conocimiento realizando acciones en el sistema y reflexionando sobre ellas para
interiorizar el Proceso de soluciéon. En una actividad, se le pedia al estudiante encontrar la
solucion de un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas, ademas por la cantidad de
soluciones que tenia el sistema y algunos ejemplos de vectores solucion. La finalidad de esta
actividad era darle al estudiante la oportunidad de coordinar el Proceso de ecuacion, conjunto y
el Esquema de solucion mediante la reflexion de Acciones necesarias para encontrar la solucion
del sistema. Se evidencio una tendencia por perder algunas ecuaciones en el Proceso de solucion,
por eso en la siguiente actividad se planted un sistema y se motivo a trabajar con los coeficientes

de las incognitas, conduciendo naturalmente al concepto de matriz o representacion matricial.

Luego de la intervencidn descrita se retomd el problema del flujo del trafico y se evidenciaron
los siguientes resultados: algunos estudiantes no sabian qué hacer con los valores libres; otros
sustituyeron un valor posible para las variables libres y obtuvieron una solucion particular del
problema. Hubo grupos que se dieron cuenta que habia muchas posibles soluciones al problema,
estos estudiantes fueron capaces de comparar diferentes soluciones, y trataron de encontrar las
que le ayudarian a resolver las preguntas, en este caso los autores consideraron que los

estuidantes construyeron una estructura del conjunto solucion, como Objeto.

Con el fin de encapsular el Objeto de conjunto solucion, los maestros discutieron con sus
estudiantes que habia dos grados de libertad, ademéas de comparar los modelos de diferentes
grupos, para que se pudieran dar cuenta que una eleccion diferente de variables libres dara
diferentes parametrizaciones de las soluciones del sistema, y que algunas facilitaran el analisis

necesario para dar respuesta a las preguntas, mientras que otras lo haran mas dificil.
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Con respecto a los resultados encontrados en términos de la Teoria APOE, Possani et al.
(2010) encontraron que los estudiantes pueden dar sentido a la situacion presentada utilizando
los Esquemas que ya han construido, y reflexionar sobre los conceptos que conocen en términos
de una nueva situacion. Ademas, es importante guiar a los estudiantes por medio de preguntas,
con el fin de que se les ayude a reflexionar sobre lo que ya saben y enfocarse en estrategias que

les permitan darle solucion a un problema.

Estas investigaciones dan evidencias de las estructuras que pueden lograr estudiantes en un
curso de algebra lineal, y de los mecanismos empleados para llegar a cada uno de ellos. Se
siguen evidenciando dificultades en la interpretacion del conjunto solucién de un sistema dado, a
pesar de haber visto esta asignatura. Todo el panorama descrito lleva al planteamiento del

problema en esta investigacion.

2.4 Lateoria APOE y otros conceptos del algebra lineal

Desde esta perspectiva se han venido desarrollando diferentes trabajos que abarcan temas del
Algebra Lineal. Para esta investigacion conviene realizar una revision de algunos de estos
trabajos, que permitan evidenciar las formulas de construccion de estos conceptos. Para eso, se
seleccionaron algunos temas que guardan relacion con los SEL, estos son: Combinacién Lineal,

Dependencia e Independencia Lineal, Espacio Generado y Base.

En Parraguez (2011), realiz6 una investigacion sobre el concepto de Combinacién Lineal de
vectores. La autora considera este concepto como fundamental para la construccion de otros
conceptos como dependencia e independencia lineal, espacio generador, base, entre otros. Para el
desarrollo de esa investigacion, disefio y aplico un cuestionario y entrevistas a 8 estudiantes del

programa de Licenciatura en Matematicas de una universidad chilena, con el fin de conseguir
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informacion respecto a las construcciones que realizaron los estudiantes, y ademas para validar
una Descomposicion Genética de este concepto. En esta, describié construcciones mentales
como prerrequisitos, y las estructuras y mecanismos mentales para la construccién del concepto.
Cabe aclarar que la posicion de esa investigacion fue abordar este concepto desde su definicion
formal, la cual fue tomada del libro de Hoffman y Kunze (1973) descrita asi: “Sean
Uy, ..., U, elementos del espacio vectorial U. Se dice que v en U es una combinacién lineal de

estos vectores si existen escalares cy, ..., c, en K tales que: v = cquy + - + cpu,,” (p.31).

Esta descomposicién, ver figura 13, estd basada en la construccion del concepto espacio
vectorial. La coordinacion entre los Procesos asociados a la suma de vectores y multiplicacion
por escalar, son importantes en la construccion del concepto espacio vectorial en una estructura
Objeto. Cuando un estudiante logra una concepcién Proceso tanto de la suma de vectores (1)
como la multiplicacién por escalar (2), deben generalizarse para una sucesion finita de vectores
y para una sucesion finita de escalares, con el fin de tener un nuevo Proceso de combinacion
lineal c;uy + -+ + c,u,,. Este Proceso sera encapsulado en el Objeto combinacién lineal, a través
de la resultante de esa suma en un vector vde U, y solo asi, el estudiante podrd4 comparar el
Objeto combinacion, con el vector v, igualando estos vectores y garantizando la existencia de los

escalares.
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Figura 13. Descomposicion Genética del concepto Combinacion Lineal. Parraguez

(2011).

De acuerdo con los resultados de la investigacion Parraguez (2011) muestra que los

estudiantes usan la matriz asociada a un sistema resultante de una combinacién lineal como una

“herramienta de trabajo” o algoritmo, aunque esto no garantiza una construccion Objeto del

concepto combinacion lineal, por la falta de interpretacion del conjunto solucion del sistema. Un

ejemplo de esto, se evidencia en la figura 14, que corresponde a un resultado de un estudiante en

una pregunta de la entrevista realizada, en la que se pedia verificar si un vector v = =5 + 7x —

x2, era combinacion lineal de los vectores u; = x + 2x2, y u,

= —1+ x + x2, pertenecientes

al espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales, con grado a lo mas dos incluyendo

al polinomio nulo.
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Figura 14. Respuesta de un estudiante a una pregunta de una entrevista. Parraguez
(2011).

En este caso, la falta de interpretacion del conjunto solucion, fue la responsable de la

desencapsulacion entre el vector resultante v y la combinacion lineal entre los vectores u; Yy u,.

Para el estudio del concepto Base, se encuentra un trabajo realizado por Ku, Trigueros y
Oktac (2008), basados en una Descomposicion Genética, ver figura 15, en la que se considera el

concepto Espacio Vectorial en una estructura Proceso.
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Figura 15. Descomposicion Genética del concepto Base. K, et al. (2008).

Con esta estructura previa, el estudiante puede realizar acciones sobre los elementos de un
espacio vectorial, incluso, verificar si un vector es combinacion lineal de otros, o si un conjunto
de vectores es 0 no linealmente independiente, comprobado con la definicion. K et al. (2008)
proponen que el estudiante puede repetir estas Acciones sobre diferentes espacios vectoriales, y
al reflexionar sobre estas, podra interiorizarlas en un Proceso, de tal forma que pueda considerar
si un vector o un conjunto de vectores pueden ser escritos como combinacion lineal de los
vectores originales, en este caso, se dice que el estudiante tiene concepcion Proceso del concepto
Conjunto generador. Ademas, se puede lograr la encapsulacion de este Proceso, gracias a la
abstraccion reflexiva, al considerar como un todo el conjunto de todas las combinaciones

lineales.
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En cuanto a la construccion del Proceso Independencia Lineal, esta se caracteriza por la
identificacion, a partir de las acciones donde el estudiante deba establecer combinaciones
lineales de los elementos de un conjunto dado, cuales de estas dan como resultado el vector cero,
y asi determinar si existe una Unica combinacion lineal que dé como resultado este vector.
Ademas, si considera este Proceso como un todo, se puede encapsular para considerar los

conjuntos de vectores que satisfacen esta propiedad.

Con estos dos Procesos Ku et al. (2008) muestran que la Independencia lineal y Conjunto
generador, se logra la coordinacién cuando el estudiante pueda verificar si los vectores de un
conjunto dado son Linealmente independientes y ademas se pueda determinar cuél conjunto se
puede generar a partir de este. Este Proceso se encapsula como un todo, que permita al
estudiante caracterizar el espacio vectorial y ejercer sobre €l nuevas acciones como por ejemplo

cambiar de base.

En los resultados de una entrevista, que se desarroll6 en un curso de algebra lineal para
ingenieria de una universidad privada de México, no se identificé alguna relacion con los SEL,
aunque muchas de las dificultades descritas tenian que ver con las nociones de dependencia e

independencia lineal y la pertenencia al conjunto generador.

3. Planteamiento del problema y objetivos de la investigacidon

3.1 Planteamiento del problema
El interés por el aprendizaje y la ensefianza de los sistemas de ecuaciones lineales dado que es

uno de los conceptos de mayor importancia en cursos basicos de algebra lineal. Segun Strang
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(1982) los sistemas de ecuaciones lineales son “el problema central del algebra lineal” (p.1).
Betancourt (2009) plantea especificamente tres aspectos que justifican lo expuesto: primero por
sus aplicaciones en distintas disciplinas como ingenieria, economia y computacion (Lay, 1994),
segundo por su estudio en otras areas de la matematica como ecuaciones diferenciales, calculo de
varias variables, estadistica, entre otras; y tercero porque dan origen a la construccién del algebra
lineal. Dorier (2000) toma los sistemas de ecuaciones lineales como punto de partida para
describir la génesis de los espacios vectoriales, como concepto fundamental del algebra lineal.
La construccion de otros conceptos y nociones dependen de ellos, las “transformaciones lineales,
autovalores, autovectores, sistemas de ecuaciones no lineales, estudios de espacios de dimension
finita, sistemas de ecuaciones diferenciales” (Segura, 2004, p. 49) estdn asociados con la
construccién de sistemas de ecuaciones lineales y con el analisis de su conjunto solucion. En
consecuencia, el estudio y ensefianza de los sistemas de ecuaciones lineales son esenciales y
necesarios en la formacion profesional de los estudiantes. A partir de la educacion secundaria,
los sistemas de ecuaciones lineales forman parte del curriculo; alli se inicia con la identificacién
de métodos para solucionar sistemas de ecuaciones lineales, como muestra el Ministerio de
Educacion Nacional, (MEN, 2006).

Ahora bien, una de las dificultades por las que atraviesan los estudiantes en la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales esta relacionada con el significado que le asignan al conjunto
solucion (Gonzéalez, 2011; Ramirez, 2008, entre otros mencionados en este documento). Este
problema se ha estudiado desde diferentes perspectivas, como se menciond en los apartados
anteriores. Ahora, aunque Dubinsky (2001) plantea la importancia de construir los conceptos en
algebra lineal sin evadir su naturaleza abstracta, también es evidente que el trabajo con las

formas dinamicas de los objetos concretos, ya sea en R? y R3, permiten la visualizacion de las
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acciones que se realizan en forma algebraica, ampliando las representaciones de un mismo

concepto, y posibilitando la interpretacion del mismo.

Por tanto, se propone la necesidad de estudiar la construccién del Esquema de sistemas de
ecuaciones lineales, para disefiar tareas validadas que fomenten en estudiantes universitarios de
primer afio la comprension de este concepto fundamental del &lgebra lineal. Y que ademas les

permitan disminuir la distancia entre las formas abstractas y concretas de esto objeto matematico.

3.2 Pregunta de investigacion

De lo expuesto en las secciones anteriores surge el interés por investigar las construcciones
mentales que un estudiante puede realizar sobre los sistemas de ecuaciones lineales. En particular
analizando las caracteristicas del Esquema donde se ponen en juego la aplicacién de acciones
sobre objetos concretos a partir del disefio y manipulacion de simulaciones en un software de
geometria dindmica. Ademas de las construcciones abstractas de los sistemas de ecuaciones
lineales (como subespacio de un espacio vectorial, como una matriz en la ecuacion Ax = b, entre
otras) gracias al trabajo de los estudiantes sobre formas generales de los sistemas de ecuaciones.
Las relaciones entre estas formas de conocer este concepto matematico pueden posibilitar la

construccién y evolucién de su Esquema.
Por tanto, se espera dar respuesta a la siguiente pregunta:

¢Qué mecanismos y/o qué estructuras propician las formas dindmicas de objetos en
R?y R3 que intervienen en la construccién del Esquema de sistemas de ecuaciones

lineales en estudiantes que toman por primera vez un curso de algebra lineal?

Para dar respuesta a esta pregunta, se plantearon los objetivos de investigacion que se

exponen en el siguiente apartado.
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3.3 Objetivos de investigacion

Obijetivo general

Analizar la relacion que un individuo debe establecer entre un Objeto cognitivo
(abstracto) y una forma concreta (geométrica y/o algebraica), en la construccion del

Esquema de sistema de ecuaciones lineales.
Obijetivos especificos

Establecer el rol de las formas geométricas (concretas) en la construccion del Esquema de
sistemas de ecuaciones lineales.

Describir los mecanismos mentales que permiten la construccién de relaciones entre las
estructuras concretas y abstractas de los sistemas de ecuaciones lineales que un estudiante
construye al resolver situaciones matematicas.

Disefar y validar tareas que fomenten la construccion y evolucién del Esquema de sistemas

de ecuaciones lineales para un curso basico de algebra lineal.

4. Etapa de reconocimiento

4.1 Descripcion general

Con el fin de tener un acercamiento al contexto que fue empleado para el desarrollo de la
investigacion, se decidio realizar una experiencia preliminar. Esta experiencia fue realizada con
un grupo de estudiantes de la Universidad Industrial de Santander que estaban cursando la
asignatura Algebra Lineal 1. Se trabajo con los estudiantes en diez sesiones extra clase, la

participacion en estas tenia un porcentaje de 20% sobre la nota final del curso, acordado al
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iniciar con la profesora titular. Se siguio el contenido de clase propuesto por profesora, con el fin
de ofrecer un ambiente donde los estudiantes pudieran reforzar los temas vistos en clase. Las
actividades realizadas estuvieron enfocadas en el uso de formas graficas, apoyadas de un
software de geometria dinamica, por lo que estas sesiones fueron realizadas en una sala de

cémputo.

4.2 Caracteristica de los estudiantes

Los estudiantes que participaron en las sesiones cursaban programas de ingenieria, Yy
matematicas. Algunos veian la asignatura por primera vez, y otros hasta por tercera vez, lo cual
resultaba motivador, por el porcentaje que habia sido asignado por la profesora titular. EI hecho
de que este grupo fuera tan heterogeneo, permitid observar algunas cuestiones del ambito
universitario, puesto que era la primera experiencia en este contexto para la investigadora. Fue
muy dificil para algunos de los participantes expresar sus inquietudes y opiniones acerca de algo
relacionado con el tema propuesto, debido a que no se sentian comodos con el hecho de tener
compaferos de otras carreras. Esto impidid, que al principio de las sesiones el ambiente se diera
para el didlogo, y fue hasta después de la cuarta sesion que entre los estudiantes decidieron

trabajar en grupos colaborativos, aunque con compafieros de su carrera.

4.3 Dindmica del curso

El curso se realiz6 durante 11 sesiones, de 2 horas cada una; los encuentros se realizaron los
sabados en el horario de 6 a.m. a 8 a.m., a partir del 30 de septiembre de 2016 y hasta el 28 de
febrero de 2017. Este horario fue acordado con los estudiantes, con el fin de que no se
interpusiera con otras actividades académicas. Como ya se menciond, la participacion en estas

actividades tenia un 20% del total de la nota de la asignatura de Algebra Lineal 1.
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De las 11 sesiones, una fue tomada para aplicar una prueba inicial, y otra para una prueba
final. La prueba inicial, tuvo como objetivo evidenciar los conceptos previos que tenian en ese
momento los estudiantes, relacionados con los SEL. Dos de los conceptos evaluados en esta
prueba, funciones y ecuaciones, fueron descritos por Manzanero (2007) en su descomposicion
genética como Procesos; esto no sera analizado en esta sesion, puesto que esa no fue la finalidad
de esta experiencia. También se evalué como tal el concepto de sistemas de ecuaciones lineales,
de la forma como el MEN (2006), en el documento de Estandares y Competencias Matematicas
lo demanda, usando métodos para resolverlos. De los 30 estudiantes, 25 dejaron en blanco los
puntos relacionados con los SEL explicando que no lo recordaban, los otros 5 ya habian visto el

curso anteriormente.

Durante las sesiones de clase, se abordaban temas relacionados con el contenido propuesto
por la profesora titular, el programa seleccionado por la profesora correspondia al Programa
Moderno, uno de los tres programas que proponia la Escuela de Matematicas de la Universidad
Industrial de Santander para el curso de Algebra Lineal I. Este programa abordaba contenidos
que no tenian nada que ver con los SEL, como lo era producto punto. No se queria imponer un
orden para presentar los contenidos, solo se seguia lo propuesto por la profesora titular. Se
intentd presentar los contenidos haciendo uso de sus formas graficas, para determinar como

podria evidenciarse la integracion de este ambiente en una clase tradicional de Algebra Lineal.

Al finalizar las sesiones se realizé una prueba final, con el objetivo de cerrar el curso, y
ademas dejar evidencia de lo trabajado. Esta prueba evalud, ademaés de los SEL, los conceptos de
combinacion lineal, dependencia e independencia lineal y base; ya que se evidencid durante el
trabajo en las sesiones, que el uso de los SEL era importante en el desarrollo de dichos

conceptos. En esta prueba final, en comparacion con la prueba inicial, hubo una mejora, aunque
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no fue tan significativa. A continuacion, se describe la intencion de cada uno de los puntos

evaluados en esta prueba.

En el primer inciso se da un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, conformado por
las ecuaciones: x + y+z=5; x—y+az=3y2x+y+z=>b laidea con este problema era
que los estudiantes dieran los valores de a y b, de tal forma que el sistema cumpliera con la
condicion de tener infinitas soluciones. La mayoria de los estudiantes usaron la matriz de
coeficientes y la redujeron, pero no llegaban a alguna conclusion; otros pocos en cambio
pudieron dar los valores de a y b, para que el sistema cumpliera con esa condicion. En estos
estudiantes se evidencio una concepcién Proceso de los SEL, ya que pudieron no sélo realizar
una accién para dar solucién al problema, sino que reflexionaron sobre lo obtenido y pudieron
concluir. En el inciso b, se presentaron unas graficas en un modo sintético geométrico, de
diferentes sistemas de tres variables y tres ecuaciones, ver figura 16, y donde se pedia, para cada
caso determinar si el sistema representado tenia: Unica solucidn, un namero finito de soluciones

(¢cuéntas?), un namero infinito de soluciones o si no tenia solucion.

a b. c
- &=
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Figura 16. Tomado de la prueba diagnostica final, etapa de
reconocimiento.

En esta pregunta la mayoria de los estudiantes respondian especificamente que el sistema del

literal a. tenia Unica solucion, teniendo como idea erronea que la recta donde se intersecaban los
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tres planos era un objeto y no lo tomaban como un conjunto de puntos. So6lo hubo dos casos
donde estos estudiantes respondieron que el sistema tenia infinitas soluciones ya que la recta
estaba formada por infinitos puntos. Otro aspecto que evidencié concepciones erroneas fue el
literal f, donde se generalizd la idea erronea, vista en dos dimensiones, cuando tres rectas que se
intersecan dos a dos en el plano, y los estudiantes responden que tiene tres soluciones. Estos
estudiantes respondian que tenia tres soluciones, puesto que aparecian tres rectas; incluso se
considera el hecho de preguntar en el enunciado que si el sistema tenia un nimero finito de

soluciones, y si era asi, especificara cuantas eran, hizo que esta idea erronea tomara fuerza.

En la pregunta 4 se cuestiona si los vectores a = (1,3,2),b = (2,1,2), c =(3,0,1) yd =
(1,2,0), forman una base en R3. Para esta pregunta hubo dos tipos de respuestas, la primera era
que no podian forman una base, porque habia mas vectores que los necesarios para formarla,
pero sin recurrir a comprobar si se cumplian o no las dos condiciones, independencia lineal y
conjunto generador. Y la otra, era que si, porque habia mas de tres vectores y era muy probable
que generaran a todos los vectores del espacio. En ambos casos, no se puede decir que se hayan
evidenciado concepciones Proceso del concepto de Base, puesto que las respuestas fueron acerca
de la cantidad y no de las relaciones entre los vectores, por ejemplo, de si eran o no linealmente
independientes. Es decir, no se pudo observar una respuesta en donde especificaran que no era
una base, ya que al menos uno iba a ser combinacién lineal de los otros, y por lo tanto el

conjunto ya no seria linealmente independiente.

Los incisos 5 y 7, tenian que ver con la interpretacion geométrica de los SEL. En el inciso 5 se
pidié a los estudiantes que realizaran una interpretacion geométrica, de un sistema homogéneo
formado por tres planos, cuya solucion fuese Unica. A la mayoria, por no decir que a todos se les

complico realizar el dibujo puesto que no sabian como mostrar que realmente el sistema tenia
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Unica solucion y ademas que esa solucion era el vector (0,0,0), es decir los tres planos se
intersecarian en el origen. A diferencia del punto 5, el punto 7 pedia que con sus palabras
intentaran explicarle a un compafiero que un sistema de dos variables interpretado
geométricamente por tres rectas que se cortan dos a dos, no tenia solucion. La mayoria no
comprendi6 la pregunta, respondiendo que ese sistema tenia exactamente tres soluciones, que
correspondian a los puntos de corte entre cada par de rectas. Muy pocos estudiantes describieron
que no habia soluciones “completas” es decir, que se podian encontrar puntos que eran solucion

para dos ecuaciones, pero no para las tres.

La idea con esta prueba era determinar puntos importantes para la mejora de la etapa de
implementacién, en cuanto a la forma como se van presentando los temas, y el uso de formas
concretas. Se pudo evidenciar que el hecho de presentar formas concretas al estudiante, es decir,
planos que se intersecan, rectas que cortan en dos puntos, no iba a presentar una mejora
significativa en cuanto a la interpretacion del conjunto solucion de un SEL, al contrario,

presentaria una dificultad para el estudiante, y esa no era la intension del trabajo.

4.4 Conclusiones de la experiencia
Esta experiencia permitié tener en cuenta aspectos importantes para el desarrollo de la

investigacion, con respecto a las caracteristicas de los estudiantes y la dinamica del curso.

Con respecto a las caracteristicas de los estudiantes, es necesario trabajar con un grupo lo méas
homogéneo posible; aprovechando la similitud de los estudiantes, el trabajo colaborativo, para la

realizacion de las tareas esto puede ser mas favorable.

En cuanto a la dindmica del curso, el trabajo en la sala de computo se podria aprovechar

tendiendo como prioridad el desarrollo de la investigacion. Las sesiones de clase se podrian



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 67

guiar, mas no seria una necesidad, haciendo uso de formas graficas, ya que como se evidencié en
la prueba final, y como lo han reportado otras investigaciones en el caso de Sierpinska (2000), no
es suficiente con hacer los contenidos mas concretos a partir del trabajo en bajas dimensiones y
usando visualizaciones. Esto puede llevar los estudiantes a interpretaciones irrelevantes,
haciendo que la comprension del significado del conjunto solucion de los SEL sea mas y no
menos complejo. En cambio, se propone hacer énfasis en la construccion de conceptos basicos
para los estudiantes que tienen que ver con los SEL; por ejemplo, el estudio de las ecuaciones
lineales y vectores. Preguntas como ¢Qué significa encontrar la solucion a una ecuacion lineal?
¢ Qué pasa si ahora interpreto no una ecuacion lineal, sino dos? ¢Qué le ocurre a la solucién de
una ecuacion lineal, cuando esta ha sido multiplicada por un coeficiente diferente de cero? Entre
otras, creemos que le permite al estudiante, construir una mejor interpretacion respecto al
conjunto solucion de un SEL, sabiendo que este, esta conformado, por ecuaciones lineales.
Ademas, entre otras situaciones que se puedan presentar, por ejemplo, un sistema en el cual no se
puedan encontrar n — uplas que satisfagan todas las ecuaciones del sistema. Otro punto
importante que permitié evidenciar esta etapa de reconocimiento fue en cuanto al uso de la
matriz asociada al SEL. Los estudiantes siempre la usan, se les ensefia el algoritmo para reducir
matrices usando tres operaciones elementales, pero nunca se les ensefia el por qué funciona. En
el caso de los SEL, no se hace tan importante reducir una matriz hasta su forma reducida
escalonada, hay programas que resuelven SEL, se considera relevante la interpretacion que un
estudiante le puede dar, en cuanto al uso de la representacion matricial, a la matriz cuando ya

esta reducida, con el fin de darle solucién a algun problema.

Respecto a la prueba inicial, su objetivo debe ser evidenciar las estructuras iniciales, para que

a partir de estas se pueda construir el camino que guiara las sesiones de clase. En cuanto a la
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prueba final, esta permitira refinar el camino que fue trazado con ayuda de la prueba inicial; ese
camino estara descrito en las siguientes secciones, como una descomposicion genética. Otro
punto importante para el desarrollo de esta investigacion, y que permitird la evidencia de rasgos
que no son perceptibles en el papel, serd la realizacion de entrevistas. Estas entrevistas seran
realizadas a los estudiantes que evidencien mejores construcciones, del concepto de SEL, y otros
involucrados como: combinacién lineal, dependencia e independencia lineal, conjunto generador

y base.

5. Analisis tedrico, intencion de las actividades de clase y analisis de las construcciones

mentales evidenciadas.

5.1 Andlisis teorico

5.1.1 Andlisis de libros de texto. En esta parte, se tiene en cuenta el analisis de algunos libros
de texto que han sido usados como guia, por profesores que desarrollan el curso de Algebra
Lineal. Se consideran los siguientes libros de texto: Algebra Lineal con Aplicaciones (Nakos y
Joyner, 1999); Algebra lineal (Grossman, 1993), Algebra Lineal (Hoffman y Kunze, 1973),
Algebra Lineal (Martinez y Sanabria, 2008), A Concise Introduction to Linear Algebra (Schay,
2010) y Algebra Lineal. Una introduccion moderna (Poole, 2011). Ademas de los libros
Aproximacion al Algebra Lineal: un enfoque geométrico (Isaacs y Sabogal, 2009) y Learning

Linear Algebra with ISETL (Weller et al., 2002).

Orden de 1. Vectores 1.SEL 1. Induccion 1. ISETL
contenidos 2. SEL 2. Vectores Matematica 2. Vectores y
3. Espacio 3. Espacio Espacio
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Vectorial Vectorial 2. R™ como Espacio Vectorial
vectorial 3.SEL

Autor(es)

Schay(2010) X
Poole (2011) X

Nakos y Joyner
(1999)

Grossman (1993)
Martinez y
Sanabria (2008)
Hoffman y Kunze
(1973)

Isaacs y Sabogal X

(2009)

Weller et al. X
(2012)

X XX X

Tabla 1. Organizacién de contenidos

La Tabla 1, muestra una mirada general del orden de los contenidos asociados a la
presentacion de los SEL. En el caso de los libros de texto de Schay (2010) y Poole (2011), se
inicia con un estudio sobre vectores y luego se aborda el concepto de SEL. El libro de Schay esta
dirigido a estudiantes de matematicas, fisica y ciencias de la computacion, su enfoque es mas
abstracto, en el sentido que las definiciones, propiedades y teoremas presentan muy pocos
ejemplos. En ambos libros se integra el concepto de Matrices para dar solucion a los SEL,

aunque se presenta otro capitulo, donde se muestra con mas generalidad este concepto.

En los textos de Nakos y Joyner (1999), Grossman (1993), Hoffman y Kunze (1973), y
Martinez y Sanabria (2008) se inicia con el estudio de los SEL; el concepto de matrices se
integra para dar solucion a los SEL, pero de igual forma aparece otro capitulo dedicado a ello. A
diferencia de los otros tres libros, el libro de Hoffman y Kunze (1973), estad destinado para

estudiantes de matematicas, lo cual presenta mayor uso del lenguaje formal y pocos ejemplos.
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Con respecto al libro de Isaacs y Sabogal (2009) estos autores inician con Induccion
Matematica y nimeros complejos, algo que lo caracteriza del resto de libros presentados aqui. El
siguiente capitulo, dedicado al espacio R™ donde viven las soluciones a los SEL, aborda una
variedad de contenidos que en los otros casos se trabajan por separado, como lo son los SEL,
combinacion lineal, dependencia e independencia lineal, plano y recta. Algo interesante de este
libro es que, para dar paso al estudio de los vectores, se basa en las soluciones de un SEL,

permitiendo la conexion entre los temas.

Por altimo, el libro escrito en colaboracién con miembros del grupo RUMEC, Weller et al.
(2002) presenta a los SEL en su tercer capitulo, integrando el concepto de Matrices para dar
solucién a los SEL. El primer capitulo estd destinado al aprendizaje de ISETL, que es el
programa de lenguaje matematico, usado como herramienta para aprender algebra lineal, y el

segundo a vectores y espacios vectoriales.

En cuanto a como abordan cada uno de estos libros el tema de SEL, se presenta a

continuacion las diferencias o relaciones encontradas entre cada uno de ellos.

Autor Definicion SEL Definicion Forma de abordarlo
(es) solucion de SEL
Schay Conjunto  de  ecuaciones Valores para -Presentacion de un caso
(2010) lineales simultaneas de la x; que satisface particular como ejemplo, luego
forma ) a;x; = b; todas las de definirlo.
ecuaciones  del -Presentacion de métodos
sistema parar resolver un sistema.
-Método de Eliminacion
Gaussiana.

-Uso de representacion
matricial de un SEL.

-Uso del concepto de rango
para hablar del tipo de
solucion.
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Hoffman
y Kunze
(1973)

Isaacs y
Sabogal
(2009)

Weller et

Sea F un campo, Yy n

escalares X1, ey Xp

pertenecientes a F. entonces

un SEL esta descrito asi:

Aj1x1 + Apxy + -+ Ay
=M1

Ar1x1 + Agpxy + -+ Axpxy,
=Y2

Apix1 + Apaxo+. . +Amnxn
=Ym
Donde y,..,y, Y cada
Aij,  con 1<ij<mn
respectivamente, son
elementos de F.

No se define como tal, solo se
resalta la importancia de
estudiar sus soluciones.

Coleccion de 2 0 mas

al. (2002) ecuaciones

Una n—upla
que satisface las
m ecuaciones.

“n —upla”
ordenada
(51, ..., Sp) tal
que al sustituir
en un sistema
con variables x;,
X4 por
S1, e, Xp POr S,
se satisfacen
todas las
ecuaciones  del
sistema.
Son las
soluciones a
todas las
ecuaciones  del
sistema.

-Propiedades de los
elementos de un campo.

-Uso de la representacion
matricial de un SEL

-Método eliminacion
Gaussiana.

Son escasos los ejemplos

que se pueden encontrar.

-Ecuaciones lineales

-Método de eliminacion
gaussiana

-Se involucra el concepto de
conjunto solucién, para abordar
el tema de R™ como espacio

vectorial, tratando otros
conceptos como combinacion
lineal, dependencia e

independencia lineal, a la par.

-Se introduce las
ecuaciones lineales

-Se proponen varios
problemas al iniciar la seccion
y luego se discuten las
diferentes formas de darle

solucién a un SEL.

con

71

Tabla 2. Abordaje de los SEL 1.

Este grupo de libros se caracteriza porque no presentan ningun tipo de representacion

geométrica. Los dos ultimos, Isaacs y Sabogal (2009) y Weller et al. (2002), son conscientes de

los conceptos basicos que estan involucrados en este contexto, y empiezan abordandolos, con el

fin de que lo que venga tenga sentido para los estudiantes. Ademas, esta perspectiva, esta



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

72

relacionada con la forma como definen a los SEL y su conjunto solucion, de una forma muy

parafraseada y sin tanto formalismo como lo hacen Hoffman y Kunze (1973), y Schay (2010).

Autor(es) Definicion SEL Definicion Forma de abordarlo
solucion de
SEL
Poole Conjunto finito de Es un vector que - Introduccion con las
(2011) ecuaciones lineales cada simultaneamente Ecuaciones lineales
una con las mismas es una solucion
variables de cada -Presentacion  de  casos
ecuacion del particulares luego de la
sistema definicion

-Presentacion de métodos
para resolver un sistema

-Método de Eliminacion
Gaussiana y Gauss-Jordan.

-Uso de representacion
matricial de un SEL.

-Uso del concepto de rango
para hablar del tipo de
solucion.

Nakos y Conjunto de ecuaciones Sucesion de - Introduccion con las

Joyner lineales simultaneas de la escalares que, al Ecuaciones lineales

(1999) forma: sustituirlos  en -Presentacion  de  casos
1%, + -+ a;.x, = by las  variables, particulares luego de la

Martinezy Conjunto

Sanabria
(2008)

Grossman

a21x1 + .+ aann = bz

Am1X1 + QunXn =

de

b,

lineales simultaneas de
forma:
allxl + e + alnxn = bl

gcuaciones

la

alel + -+ aann = b2
Am1X1 + QpnXn = by
de ecuaciones

Conjunto

satisfacen todas
las ecuaciones

“n —upla” que
es solucién de

todas las
ecuaciones del
sistema.
Vectores

definicion
-Presentacion de métodos
para resolver un sistema
-Método de Eliminacion
Gaussiana y Gauss-Jordan.

-Uso de representacion
matricial de un SEL.
-Introduccion con las
Ecuaciones lineales
-Presentacion de  casos
particulares luego de la

definicion
-Presentacion de métodos
para resolver un sistema
-Método de Eliminacion
Gaussiana y Gauss-Jordan.
-Uso de representacion
matricial de un SEL.
-Introduccion

con las
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(1993) lineales simultaneas de la (x,..,x,) que Ecuaciones lineales
forma: satisfacen cada -Presentacion  de  casos
a;1%; + -+ a;,x, =b;  €cuacion particulares luego de la
Ay1X1 + o+ AypXy = by definicion
: -Presentacion de métodos
Am1X1 + QmnXn = by para resolver un sistema

-Método de Eliminacion
Gaussiana y Gauss-Jordan.

-Uso de representacion
matricial de un SEL.

Tabla 3. Abordaje de los SEL 2.

Con respecto al grupo de libros presentados en la Tabla 2, la caracteristica principal es que se
hace uso de representaciones en el plano y el espacio, para describir la solucidn de sistemas de
dos y tres variables. En cada uno de ellos se hace énfasis al iniciar el capitulo, sobre la
importancia de comprender el concepto de ecuaciones lineales y su solucion. Las
representaciones geométricas presentadas en el plano, R?, reinan en estos libros, ya que como lo
describen los autores, el concepto de linea recta ya ha sido estudiado afios anteriores; en cambio

las representaciones en R3, son menos empleadas.

En algunos libros de texto, la forma en que se presenta el contenido en el capitulo sobre SEL
no permite un claro uso de los conceptos que se involucran en la resolucion de un SEL. Por
ejemplo, en el libro de texto de Grossman, aparecen 21 teoremas y definiciones sobre matrices,

gue no necesariamente se necesitan para dar solucion a un SEL.

Luego de una vision global sobre el contenido, y la forma como se aborda el concepto de SEL
y su conjunto solucion en algunos libros de texto, se realiza un analisis mas detallado en 3 de los
8 libros de textos descritos anteriormente, con el fin de estudiar como son involucrados los

demas conceptos con el estudio de los SEL.

Considere el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incognitas x e y:
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ay1x + ay = by

az1X + az2y = b,

Donde a,1,a45,a21,a22, b1 Y by son nimeros dados. Cada una de estas ecuaciones es la
ecuacion de una linea recta. Una solucion al sistema es un par de nimeros, denotados por

(x,y) que satisface el sistema. (Grossman, 1993, p. 2)

En el caso de Grossman (1993) se inicia con el estudio del caso particular, de un sistema de
dos ecuaciones con dos incognitas, haciendo alusién a su conjunto solucion como un par
ordenado, para cuando el sistema tiene Unica solucion. Luego de abordar otros casos, por medio
de ejemplos, como sistemas de 3 ecuaciones con 3 incognitas, se generaliza y se estudian los
sistemas de m ecuaciones con n incognitas, hablando de la solucion como una n — upla. Para
dar solucidn a los SEL se introduce el concepto de matriz, usando la representacion matricial del

sistema y para emplear los métodos de eliminacion Gaussiana y Gauss-Jordan.

En el siguiente capitulo que se introducen los determinantes, particularmente cuando se
aborda el estudio de la regla de Cramer, se describe la solucion Unica del sistema Ax = b, donde
A es una matriz n X n en términos de determinantes. En el capitulo 3 sobre vectores y planos, se
menciona en un ejemplo sobre interseccion de planos, que forma un sistema de ecuaciones
lineales y que debe resolverse para encontrar la interseccion. En el capitulo 4 se estudian los
espacios vectoriales, aparecen conceptos como subespacios, combinacién lineal, conjunto
generador, y espacio generado que requieren de los sistemas de ecuaciones lineales y el analisis
de su solucidn; sin embargo, los autores no hacen énfasis en este hecho. El concepto de base que
también es abordado en ese capitulo es descrito sin mencionar a los SEL que se van formando,

pero en algunos ejemplos se pide encontrar la base para el espacio solucién de un sistema dado.
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Finalmente, cuando se introduce el concepto de rango, se relaciona con la solucion de los SEL
como se muestra en el siguiente teorema: “El sistema Ax = b tiene al menos una solucion si y
solo si b € Cy4. Esto ocurrird si y solo si Ay la matriz aumentada (A4, b) tienen el mismo rango”

(Grossman, 1993, p. 358).

“Un sistema lineal de m ecuaciones con n variables (o incognitas) x4, ..., x,, €s un conjunto de

m ecuaciones lineales de la forma:

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn == bl

az1X1 + Ar2Xo + -+ aann = bz

Am1X1 + QX + -+ QnXpn = by

LoS NUMEros ajq, ..., Ainy A1y wees Aoy ooy Ay - » A, SON 10s coeficientes del sistema y

b, ..., by, son los términos constantes” (Nakos y Joyner, 1999, p.4-5).

En cuanto al conjunto solucion de un sistema lineal, Nakos y Joyner (1999) lo definen como:
“Una sucesion ry, 15, ..., 1, de escalares es una solucion del sistema si todas las ecuaciones se
satisfacen al sustituir x; = ry, ..., x, = 1,. El conjunto de todas las soluciones posibles es el
conjunto solucién. Cualquier elemento geométrico del conjunto solucion se Ilama solucion

general.”(p. 5).

En Nakos y Joyner (1999) es posible notar que, los autores definen un sistema de ecuaciones
lineal y su conjunto solucion de manera general como expresiones algebraicas. Al igual que en
Grossman (1993), se van mostrando las representaciones geométricas de los SEL y se trata su

representacion matricial igual. Los conceptos de espacio generado, dependencia e independencia
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lineal, se abordan en el capitulo 2, sobre vectores, y donde también se incluyen los planos. En el
capitulo de Espacios vectoriales, donde se abordan los conceptos de subespacio vectorial,
conjunto generador, rango y base se retoman los conceptos de dependencia e independencia
lineal, y se realiza un tratamiento similar al realizado en Grossman (1993), en cuanto a la
relacion del rango con los SEL. Luego de este capitulo aparecen las transformaciones lineales y
por ultimo los determinantes, en donde se evidencia relacion entre este concepto con los SEL;
por ejemplo, como se muestra en el siguiente teorema: “El sistema homogéneo cuadrado Ax = 0

tiene soluciones no triviales, si y solo si det(4) = 0” (Nakos y Joyner, 1999, p. 395).

A diferencia del libro de Grossman (1993), en Nakos y Joyner (1999) aparece al final de cada
capitulo, aparte de los ejercicios de repaso, una amplia gama de ejercicios de aplicacion, que

invitan a la transversalidad con las otras asignaturas.

En el texto de Isaacs y Sabogal (2009), se presenta la definicion del conjunto R™ como el
espacio donde viven las soluciones de sistemas de ecuaciones con n variables. Tomando siempre
como base casos particulares que pueden ser representados geométricamente; es decir, el plano
(R?) y el espacio tridimensional (R?). El objetivo de este libro es observar cada concepto desde
un punto de vista geométrico, con el &nimo de establecer nociones y resultados bésicos de
algebra lineal haciendo énfasis en conocimientos e interpretaciones geométricas muy concretas e
intuitivas. Aunque no use representaciones geométricas como tal, su enfoque va dirigido a

relacionar los aspectos intuitivos con lo que se va construyendo.

Este libro dedica el segundo capitulo a definir conceptos como combinacion lineal,
independencia lineal, sistema de generadores, rectas y planos en R3, subespacios vectoriales y

base. Isaacs y Sabogal (2009) describen a un SEL, como lo hacen Nakos y Joyner (1999) como
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una solucién de un sistema con incognitas  xq,xy,..,X, a: “una “n —upla” ordenada
(51,82, ..., Sy) de nameros reales tal que al sustituir x; por s;, x, por S,,..., X, POr s,, Se
satisfacen las ecuaciones del sistema” (Isaacs y Sabogal, 2009, p. 38), consecuente a esto
describen la solucién o conjunto solucion del sistema al conjunto de todas la soluciones del
sistema. Siguiendo ese orden, describe a la matriz del sistema y se emplea el método de
eliminacién Gaussiana, al igual que en Nakos y Joyner (1999), y Grossman (1993). Luego de
considerar a la forma general de las soluciones de un SEL, como n-plas, las llama vectores n-
dimensionales, describiendo las operaciones de suma vectorial y producto por escalar, para
definir asi las propiedades que ese espacio vectorial cumple. En general los conceptos que
aparecen en este capitulo no estan definidos usando explicitamente los SEL, pero se puede
evidenciar en los ejemplos que, dada la situacion, se plantea un sistema para resolver el

problema, sin hacer énfasis en su representacion matricial ni en el método de solucion.

En el capitulo 3, sobre Transformaciones lineales y Matrices, Isaacs y Sabogal (2009) hacen
mas referencia a la representacién matricial, pero igual no se deja de mencionar que lo que se
quiere encontrar es la solucion de algin SEL. En el siguiente capitulo los autores introducen una
operacion que permite estudiar a R", que ya habia sido definido como especio vectorial, desde
un punto de vista “geométrico”. Es asi como definen al producto interno, y se habla entonces de
R™ como un espacio euclideo. Por altimo, se describe la funcion determinante, y en particular se
usa al igual que los otros libros de textos descritos, la regla de Cramer como un método para

resolver SEL con igual nimero de ecuaciones que incognitas.

Por otra parte, el libro de texto disefiado por algunos miembros del grupo RUMEC, se enfoca
en abordar la construccion de conceptos y nociones matematicas en algebra lineal a partir de la

aplicacion de acciones (en un ambiente computacional) que dan lugar a la construccion de
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objetos abstractos. Estas dos ultimas visiones son fundamentales en el disefio y desarrollo de esta

investigacion.

5.1.2 Descomposicion Genética hipotética, del concepto Sistema de Ecuaciones Lineales.
La descomposicién genética que se propone, parte de la descripcion de las estructuras previas
necesarias para iniciar la construccion del concepto de SEL. En este caso se parte de elementos
esenciales para la comprension del concepto de ecuacion, tal como se considerd en la primera

aplicacion tomando elementos propuestos por Manzanero (2007).

Estructuras Iniciales: En este apartado se tiene en cuenta los conocimientos logrados por los
estudiantes en sus afios de escolaridad anteriores. Por ejemplo, el trabajo con las ecuaciones

lineales, con la linea recta, con los vectores en fisica y con la nocion de conjunto.

A continuacién, se describen las estructuras que se plantean como requisito para la

construccion de los SEL.

Una estructura Accion de variable se evidencia cuando los estudiantes reemplazan diferentes

valores de una o varias variables, en una ecuacion para comprobar si la satisfacen o no.

Una estructura Proceso de ecuacion se caracteriza no sélo por el hecho de realizar
transformaciones a una ecuacion lineal para encontrar valores que al reemplazarlos en esta la
satisfagan, sino, ademas, cuando el estudiante esta consciente de que teniendo una ecuacion
lineal de una o dos variables, esto implica que no solo se pueda encontrar un valor para la o las

variables que satisfagan la ecuacion, sino que pueden encontrar infinitas. Por ejemplo, para la

., . 1 .,
ecuacion 3x + 1 = 0 hay un solo valor que la satisface y es x = — 3 Pero para la ecuacion
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3x + 2y = 3, hay mas de uno, hay infinitos valores y no so6lo de x, sino también de y, y uno para

3—-3x

2)'

cada uno, de la forma (x,

Una estructura Proceso de Ecuaciones equivalentes. Con una estructura Proceso de este
concepto el individuo, debe reconocer que las soluciones de las ecuaciones equivalentes son la
misma, y que la transformacion que cambia los coeficientes de las variables no altera al conjunto

solucién.

Interpretaciones geométricas de las ecuaciones, para los casos con dos y tres variables. Una
concepcion Proceso de este concepto se evidencia cuando el estudiante es consciente, por
ejemplo, para el caso de una ecuacion con dos variables, que sin tener que graficar la ecuacion,
su interpretacion geométrica corresponde a una recta, o para el caso de una ecuacion con tres
variables, su interpretacién geométrica podria ser un plano o una recta. Aungue el trabajo con las
interpretaciones geométricas en el espacio podria haber sido ser poco evidentes o nulas durante
la experiencia académica de los estudiantes, estas se podrian mejorar, con el apoyo de un

software graficador de matematicas.

Vector: inicialmente, el estudiante podria evidenciar una estructura Accion del concepto
vector, por su experiencia en cursos de Fisica, o con el uso de coordenadas, para ubicar puntos en
el plano cartesiano, o para considerar el vértice de una parabola, por ejemplo. No se considera
que sea estructurado previamente, sino que se empieza a construir junto con la nocién de

solucién de un SEL.

Conjunto: Una estructura Proceso de este concepto se evidencia cuando el estudiante pueda

considerar todos los elementos de un conjunto, no solo por extension, sino también por
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comprension, por ejemplo, S = {(x,y) € R?|x + y = —1}, y que ademas pueda escribirlos de la
forma (x,—x — 1).

Construccion de los SEL como un Proceso.

Estructura Accién de los SEL. La construccion del concepto SEL, comienza a partir de la
aplicacion de Acciones involucradas en la manipulacion de dos o mas ecuaciones para encontrar
la solucion de un sistema. Las Acciones estan condicionadas por un estimulo externo que lleva al
estudiante a realizar transformaciones paso a paso sobre el sistema, ya sea multiplicar por un
escalar una ecuacion, para luego sumarla a otra, para asi llegar a una forma que le permita

determinar el conjunto solucion del SEL dado.

Para este caso es posible determinar que, dentro de la experiencia de los estudiantes con los

SEL, ya han identificado los métodos para encontrar la solucion a un SEL (MEN, 2003).

Antes de describir las caracteristicas de una estructura Proceso del concepto SEL, se debe
aclarar que dependiendo de la situacion a la que se enfrente un estudiante, este decidira cual

contexto emplea, ya sea matricial, 0 geométrico.

Estructura Proceso del concepto SEL, empleando la representacién matricial. En cursos
universitarios, el método preferido por los profesores para resolver SEL, es el método Gaussiano,
donde se emplea su representacion matricial. Dado que, para efectos de célculos con las
ecuaciones de un SEL, los coeficientes son los que se ven alterados y no las variables, es posible,
gracias al empleo de su representacion matricial, reescribirlo en su matriz aumentada asociada.
Esta matriz que corresponde a un arreglo rectangular ordenado, compuesto por los coeficientes
de las variables y los términos constantes del sistema, puede ser modificada mediante la

realizacion de operaciones elementales con el fin de llevar esa matriz inicial, a una matriz en una
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forma reducida por renglones o reducida escalonada por renglones, para luego, por medio de la
sustitucion hacia atras, que significa empezar desde la parte inferior del sistema e ir hacia arriba,

encontrar su solucion.

Esto es una caracteristica de una estructura Accién de SEL, porque hasta el momento el
estudiante solo ha utilizado un algoritmo para poder encontrar cuéles son los valores de las
variables que satisfacen al sistema. A diferencia de la caracteristica descrita para una estructura
Accion de los SEL, lo que cambia es el estimulo, que en este caso va a ser el uso de la

representacion matricial del sistema.

Al momento de tener la matriz reducida del sistema, el estudiante se puede encontrar con dos
tipos de respuestas, una en la que el sistema sea consistente, es decir que existan soluciones y

otra en la que sea inconsistente, es decir donde no existan soluciones.

Sistema consistente: Al existir soluciones, hay dos opciones, que tenga Unica solucién o que

tenga infinitas.

Si al momento de reducir la matriz, realizando operaciones elementales a las ecuaciones del
sistema, el estudiante se encuentra con una o mas filas de ceros, podra reflexionar sobre este
hecho. En primer lugar, el hecho que una fila se haya anulado, luego de reducir la matriz inicial
del sistema, implica que la ecuacién correspondiente a la fila de ceros es multiplo escalar de otra

ecuacién, es decir, son ecuaciones equivalentes, y por lo tanto tendran la misma solucion.

Hasta el momento no se podra decir si tiene una o infinitas soluciones, dando lugar a la
siguiente reflexion que tiene que ver con el nimero de filas que se hayan vuelto cero; si el
numero de filas diferentes de cero es menor que el nimero de variables, como el caso que

aparece en la figura 17, el sistema tendra infinitas soluciones, puesto que al sustituir de para
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atras, al menos una de las variables va a quedar libre y por lo tanto habré otra(s) que quedaran en
términos de esta. En caso de que el numero de filas diferentes de cero sea igual o mayor que el
numero de variables, ver figura 18, el sistema tendra Gnica solucién, puesto que, por cada

renglon diferente de cero, habra un pivote, que correspondera a cada una de las variables.

1 2 1|2
0 1 11
0O 0 010

Figura 17. Ejemplo de un sistema con infinitas soluciones.

co o
o= o O
oo O =

Figura 18. Ejemplo de un sistema con Unica solucion.

A diferencia de la descripcion de la estructura Accion de los SEL, una caracteristica de una
estructura Proceso de los SEL, es que aunque los estudiantes hayan realizado un algoritmo para
encontrar su solucién, que en este caso son operaciones elementales para reducir esa matriz
inicial a otra equivalente, ademas tendran que reflexionar sobre lo que obtienen, teniendo en
cuenta resultados tedricos, para determinar qué forma tiene el conjunto solucion, que en este
caso, y como lo describe Grossman (1997) tiene que ver con la relacion entre el nimero de
variables y la cantidad de renglones diferentes de cero, que en otros términos corresponden a las

ecuaciones linealmente independientes del sistema.
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Sistema inconsistente: Este caso, y como lo afirma Mora (2001) presenta un obstaculo para
los estudiantes, a la hora de relacionar un resultado como 0 = r, en un modo analitico, con su

significado en un modo sintético geométrico, por la falsedad de esta afirmacion.

Aqui, no solo deben tener en cuenta la cantidad de filas, sino también las implicaciones que
trae el resultado. Veamos en el caso que se muestra en la figura 19, como se presenta una
inconsistencia del tipo 0 = r,con r # 0. Es imposible justificar la veracidad de una igualdad
como 0 = —3,0 0 = 2, y ademas, no importa el resto de filas, con tan s6lo existir esta falsedad,

hace que el sistema sea inconsistente.

1 0 214
0 1 0f0
0 0 O0f-3
0O 0 0'2

Figura 19. Inconsistencia del tipo 0=r

En ambos casos, tiene que ver con la profundidad al darle solucién al problema, al realizar un
andlisis consciente de lo que se quiere y se debe hacer con el resultado obtenido luego de usar el
algoritmo, con el fin de que se cumplan ciertas propiedades, y es por lo que este tipo de

comportamiento caracteriza una estructura Proceso del concepto de SEL.

Estructura Proceso del concepto SEL.: interpretacion geométrica. Para el caso particular
de los espacios R? y R3 que admiten una interpretacion geométrica, se podria evidenciar una
concepcidn Proceso del concepto SEL, al determinar con argumentos el tipo de solucion que

pueda tener un sistema representado geométricamente, por ejemplo, como los que se muestran en
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la figura 20. En particular, estos ejemplos no muestran el tipico caso de tres planos que se

intersecan en el origen, y ademas se presentan en un modo sintético geomeétrico.

e

Figura 20. Ejemplo de problema en un modo sintético geométrico.

También se puede caracterizar, en coordinacién con la representacion matricial, es decir, por
un lado, tener una matriz reducida que represente a un SEL, y por otro lado y apoyandose de un

software graficador. Para representar este hecho, se dara un ejemplo concreto.

Sea el SEL, formado por las ecuaciones 3x+2y+z=3, —6x—4y—2z=—-64y
2x + z = 1. La matriz reducida de este sistema, ver Figura 21, tendrd una fila de ceros, (este
calculo se puede apoyar, usando por ejemplo una calculadora online para resolver SEL)
correspondiente a la segunda ecuacion que es multiplo escalar de la primera, y la representacion

grafica de este sistema, ver figura 22, arroja dos planos que se estan intersecando.

[1 0 03 05 |
0 1 -025]075
L0 0 0 0o |

Figura 21. Matriz reducida del sistema asociado
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» Vista Algebraica X | » Graficas 3D
Plano
® a:3x+2y+2z=3
® b:3x-2y-z=-3
® c:2x+z=1

Figura 22. Representacion grafica del problema abordado.

El hecho de que se presenten s6lo dos planos para este sistema que tiene tres ecuaciones, hace
que el estudiante reflexione sobre esto. Asi, diremos que el estudiante ha coordinado estos dos
Procesos, cuando pueda darse cuenta de que la fila de ceros corresponde a la interpretacion del
concepto de ecuacion que es multiplo escalar de otra, y ademas que ambas ecuaciones tienen las

mismas soluciones, y por lo tanto estan representadas con el mismo plano.

Estructura Proceso del concepto SEL: vector. Otra forma de describir una estructura
Proceso de los SEL, y particularmente abordar su conjunto solucion, tiene que ver con la

coordinacion entre el Proceso de Vector, y el Proceso de SEL usando la representacion matricial.

Una estructura Proceso de Vector implica que el estudiante comprenda que un vector v, que
para el caso de las soluciones de un SEL son n — uplas, son elementos del espacio R", y por lo
tanto si se considera un vector de la forma (r,r + 1), con r € R, se deben considerar a
(0,1),(2,3),(r +s,r+ s+ 2) y en general a infinitos vectores de esa forma, asi como la suma

entre ellos mismos y la multiplicacion por un escalar, por ser elementos de un espacio vectorial.
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La coordinacion entre el Proceso de Vector y el Proceso de SEL, usando la representacion
matricial, se da cuando el estudiante al tener el conjunto solucion a un sistema, por ejemplo

S ={s € R:(s,2s)}, pueda considerar en general todas las soluciones del sistema.

Estructura Proceso del concepto SEL: para sistemas cuadrados n xn, usando
representacion matricial y determinante. En este caso se consideran solo sistemas de n
ecuaciones y n incdgnitas, ya que la caracteristica de esta estructura Proceso, esti dada por un
resultado tedrico. Con la aplicacion de este resultado, se podra encontrar la solucion a este tipo

de sistemas, si existe, pero esto va mas alla de reemplazar valores en una ecuacién vectorial.

La ecuacion vectorial que se usa para encontrar la solucion a sistemas cuadrados es la
siguiente: x = A1 b, pero si tan s6lo fuera cuestion de reemplazar no habria sentido para
identificarlo como una caracteristica de una estructura Proceso, puesto que s6lo corresponderia a
la aplicacion de un algoritmo, es decir una estructura Accién. Para que se pueda lograr una
interiorizacion de esta Accion que basicamente resulta en identificar A=1, (matriz inversa) y b,
(matriz de términos independientes) y realizar el producto matricial, se podria preguntar que, sin
necesidad de resolver este producto matricial, qué condiciones debe tener cada uno de los
términos de esta ecuacion, x = A~1b, para que el sistema tenga Unica solucion, por ejemplo: No
es nuestra intencién que los estudiantes reflexionen sobre este hecho, para sistemas con un
nimero grande de incognitas, bastaria con 2 o 3 incdgnitas, ya que existen calculadoras que
hacen ese trabajo, y ese no es el propoésito de esta investigacion, sino mas bien promover la

reflexion.

A pesar de que el estudiante luego de esa pregunta termina realizando una accion, que es

verificar si la matriz A es invertible o no, esta indagacion hace que no s6lo multiplique matrices,
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sino que reflexione sobre lo que esta trabajando, y en este punto también puede surgir algo
interesante y que muchos estudiantes suelen usar sin pensar, y es el uso del determinante, que
debe ser diferente de cero, para dar la solucién a un SEL, pero ¢para qué sirve? Seria una

pregunta que se podria hacer.

Estructura Proceso del concepto SEL: Uso del rango. Para este caso a diferencia del
anterior, se tienen en cuenta sistemas en general, es decir sistemas de m ecuaciones y n
incdgnitas y, ademas, no dara la solucién, sino que permitira establecer sin llegar a reducir una

matriz o realizar una representacion grafica, el tipo de solucion que tendré el sistema.

En este caso, existen teoremas usando el rango de la matriz de coeficientes, como los que se

listan a continuacion:

“El sistema Ax = b es consistente si y solo si Ran(A) = Ran(A|b)” (Nakos y Joyner, afio,

p. 282)

“Sea A la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales con n variables. Si el

sistema es consistente, entonces ntimero de variables libres = n- rank(A)”

A pesar que para hallar el rango de una matriz existe un método que es usando los
determinantes, este resultado tiene que ver con otro concepto que, aunque no se incluye
inmediatamente en este capitulo en los cursos de algebra, permitird abordar esta temaética con
mayor significado, este concepto es independencia lineal. Ademas, si sélo bastara con hallar
determinantes de las submatrices de la matriz de coeficientes para dar cuenta de su rango,
podriamos hacer la misma pregunta de antes ¢;Para qué sirve? Este tipo de cuestionamientos

haran una gran diferencia entre hacer por hacer y hacer por aprender.
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Como quedd descrito en los parrafos anteriores, las diferentes formas de la construccion del
Proceso de los SEL se deben coordinar, pero estas deben estar asociadas con el contexto donde
estos se presentan. Estas coordinaciones van a ser analizadas con mayor detalle, teniendo en
cuenta las producciones de los estudiantes durante el desarrollo de la siguiente fase de

investigacion.

5.2 Disefio e intencion de los instrumentos

Luego de la realizacién de la Etapa de reconocimiento, pudimos tener en cuenta ciertos aspectos
para la realizacién de esta implementacion, en cuanto a disefio y aplicacion. En cada una de las
siguientes secciones se describird las caracteristicas del grupo de estudiantes, asi como la
intencién de cada uno de los problemas planteados, tanto en las actividades de clase como en las

pruebas diagnosticas y entrevista.

5.3 Prueba Diagndstica inicial

El objetivo de la aplicacion de este instrumento fue obtener un primer acercamiento del grupo de
estudiantes con los que ibamos a trabajar, para que nos permitiera decidir sobre el disefio de las
actividades de clase. No esperamos realizar un analisis tedrico sobre los resultados recogidos

aqui, sino una descripcién general para dar informe sobre lo realizado en esta etapa.

Para el disefio de esta prueba se tuvieron en cuenta los conceptos de ecuacién lineal,
representacion de una ecuacion lineal en el plano, sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas,
y representacion de un sistema en el plano. A diferencia de la prueba realizada en la etapa de
reconocimiento, se decidio plantear preguntas sobre estos conceptos, que permitieran ir
construyendo el concepto SEL, teniendo en cuenta que esta conformado por ecuaciones lineales.

Ademas, evitamos los problemas que tuvieran que ver con sistemas sin solucion, o infinitas
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soluciones, porque pudimos evidenciar en la etapa de reconocimiento, que a pesar de que los
métodos para resolver SEL son un contenido que se debidé haber visto en grados de escolaridad

anteriores, gran parte de los estudiantes no dieron respuesta a estos problemas.

5.3.1 Aplicacion del cuestionario diagndéstico. Luego de la experiencia obtenida en la Etapa
de reconocimiento, realizada en el segundo semestre del 2016, se tuvieron en cuenta ciertos
aspectos para esta implementacion. La investigacion se siguié desarrollando en la Universidad
Industrial de Santander, durante el primer semestre académico del afio 2017. Los individuos
elegidos, fueron estudiantes de Matematicas, matriculados a la asignatura Algebra Lineal I, que
veian el curso por primera vez. Este curso a diferencia del elegido para la etapa de
reconocimiento fue homogéneo. Para dar inicio al desarrollo de la implementacion se decidid
realizar una prueba diagnostica, en la que participaron 31 estudiantes. Este instrumento
diagndstico contd con una prueba escrita presentada en el Apéndice B, los estudiantes contaban

con 120 minutos para resolverlo.

5.3.2 Intencion del disefio. A continuacion, se presenta una descripcion a cerca de la
intencidn de cada una de las cinco preguntas planteadas en la prueba diagndstica, asi como los
planteamientos que los estudiantes pueden presentar ante ellas. Como se describi6 anteriormente,
no se espera hacer un analisis hipotético sobre los posibles razonamientos que un estudiante

pueda realizar ante cada situacion.
Pregunta 1
Dada la siguiente ecuacion lineal de dos incognitas, x e y:

3x+2y=3
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a. Dé un ejemplo de valores de x e y que satisfaga la ecuacion. (Dé un ejemplo de valores
de x e y que sean solucidn para esta ecuacion) ¢Cuantos hay?

b. En general, diga para qué valores de x e y se satisface la ecuacion.

c. Represente la ecuacion en el plano cartesiano.

d. Si el conjunto de todos los valores de x e y que satisfacen la ecuacion (estos valores se
relacionan en una dupla, por ejemplo (1,2)), se denomina conjunto solucion de la

ecuacion, diga ¢cual es el conjunto solucién para esta ecuacion?

En esta pregunta se presenta una ecuacion lineal de dos incégnitas. En el inciso (a) se inicia
preguntando por valores particulares que satisfagan la ecuacion, y ya en el inciso (b) se pregunta
en general por todos los valores. En el inciso (c) el estudiante debe relacionar la ecuacion con su
interpretacion geométrica, con el fin de que pueda llegar a generalizar si no lo hizo en el inciso
anterior, los valores que son solucion de la ecuacién. Por ultimo, en el inciso (d) se le pide al

estudiante luego de definir al conjunto solucién de una ecuacion, describir cual es este conjunto.

En general se estd preguntando por el conjunto solucion de la ecuacién, aunque se inicia
preguntando en particular, como en el inciso (a), por los valores que la satisfagan que pueden ser

finitos, la idea es que llegue a determinar en general que el conjunto solucién de esta ecuacion

3-3x

son duplas de la forma (x, ).
Pregunta 2
Observe la siguiente ecuacion:

4 =3y + 5x

a. Determine si las siguientes duplas satisfacen la ecuacion: (—1,3) y (2,2)
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b. En general, ;Qué duplas satisfacen la ecuacion?
c. Multiplique por 3 la ecuacidn, ¢Qué obtiene?

d. Grafique la ecuacion inicial y la obtenida en (c) ¢Qué puede concluir?

En este problema se presenta otra ecuacion lineal, notese que no estan escritas de la forma
ax + by = c, con a,b,c € R, con el fin de que los estudiantes se acostumbren a trabajar a
ambos lados de la igualdad. En el inciso (a) se dan unos vectores especificos para que el
estudiante verifique si satisfacen la ecuacién, y en el inciso (b) se pide describir en general las
duplas que la satisfacen. En el inciso (c) el estudiante debe multiplicar por un valor la ecuacion,
la idea es que determine que corresponden a la misma ecuacion, o que son equivalentes, si no
logra responder esto, en el inciso (d) se pide graficar la ecuacion inicial y la obtenida en (c), con
el fin de que concluya que, aunque se escriben diferente, los valores que la satisfacen son los

mismos, por no decir que el conjunto solucién es el mismo.

Esta situacion, se planted con el fin de introducir la nocidén de ecuaciones equivalentes,

concepto que serd importante en el momento de interpretar la solucion de un sistema.
Pregunta 3

Dados las siguientes duplas:

(1,3),(—-2,1)
a. Determinar la ecuacion que tiene como solucion a estas duplas.

b. Determine el conjunto solucion de la ecuacion.

En esta situacion se pide al estudiante encontrar la ecuacion que tiene como solucién unas
duplas dadas, para luego determinar el conjunto solucion de esa ecuacion. A diferencia de los

problemas anteriores, se debe realizar un procedimiento inverso, dados unos puntos encontrar la
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ecuacion. Aungue en este problema, la cuestion parece convertirse en una situacion que seria
comun en la asignatura de Calculo, para hallar la pendiente y el corte con el eje y, de la recta que
contiene a estas duplas para asi encontrar la ecuacion y = mx + b, lo importante que resulta aqui
es que los estudiantes logren identificar que cuando se esté trabajando en dos dimensiones, las
formas graficas que se pueden encontrar son rectas, y ademéas que como se pide en el inciso (b),

logren relacionar las soluciones como una dupla de la forma (x, f(x)).

Pregunta 4
Se tiene la siguiente ecuacion lineal:
+ ! 2
X — =
37

a. Escriba el conjunto solucion de esa ecuacion.

b. Grafique la ecuacion.
Ahora, tenga en cuenta la siguiente ecuacion:

2y +4x =6
c. Escriba el conjunto solucion de esta ecuacion.
d. Grafique la ecuacion en el mismo plano que graficé la primera ecuacion.
e. ¢Qué tienen en comun las graficas de ambas ecuaciones?
f. Escriba las duplas que son comdn entre ambas ecuaciones.
g. Escriba el conjunto solucién del conjunto o sistema de ecuaciones lineales, formado por

ambas ecuaciones.

En esta situacion, se introduce la nocion de SEL, agregando otra ecuacién a una inicialmente

planteada. En los incisos (a) y (b) se pide describir el conjunto solucién y realizar la gréfica de la
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ecuacion definida inicialmente. Los incisos (c) y (d) corresponden a una segunda ecuacion, hasta
el momento se pide hacer lo mismo que con la ecuacion inicial. A partir del inciso (e) las
preguntas tienen que ver con la relacion entre las ecuaciones, en cuanto a grafica, duplas en

comun y conjunto solucion entre las ecuaciones.

La finalidad de esta situacion es introducir la nocion de SEL, de tal forma que se viera el SEL,
como un conjunto de ecuaciones, y por lo tanto, la solucién a este conjunto debe ser solucién

para cada una de las ecuaciones.

Pegunta 5

Las rectas que se muestran a continuacion estan representando las graficas de tres ecuaciones

lineales.

a. Describa con sus palabras el

1““‘*-\&1/ sistema de ecuaciones lineales

————| representado.

b. ¢Qué tipo de solucién tiene el

sistema? ;Por qué?

Figura 23. Problema planteado en Prueba
Diagnéstica inicial.

c. ¢Se puede describir un sistema de

ecuaciones lineales con 2 soluciones? Si

es asi realice una representacion geométrica del mismo.

Se presenta esta situacion con el fin de evidenciar si la nocion de conjunto solucion de un

conjunto de ecuaciones ha sido comprendida por el estudiante. A fin de esto, se presentan tres



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 94

rectas correspondientes a tres ecuaciones de dos variables que se estan intersecando dos a dos, a
diferencia de los problemas anteriores no se presenta, ni se pide una respuesta algebraicamente,
por el contrario, se quiere que analicen y logren concluir con palabras, para crear un ambiente

mas reflexivo.

En el inciso (a) se pide describir en palabras el SEL que esta representado geométricamente
en la figura 23, y el inciso (b) tiene que ver con el tipo de solucién del sistema anteriormente
descrito (Unica, infinitas, o sin solucion). En caso de que el estudiante responda en el inciso (b)
no con el tipo de solucidn, sino con la cantidad de soluciones, que en este caso y a pesar de ser
un error, la respuesta mas opcionada seria tres, se planted la pregunta del inciso (c). Esta
pregunta tiene la finalidad de que el estudiante pueda pensar acerca de si es posible encontrar un
sistema con exactamente dos soluciones, asi como se pudo encontrar uno con tres. Igualmente,
para el caso de que haya respondido que no tiene solucién, pero no haya dado una razon, la
pregunta del inciso (c) aparece con la firme intencion de poner a reflexionar al estudiante o de
poner a prueba a ensayo y error, como seria posible encontrar un sistema con esa cantidad exacta

de soluciones.

5.4 Actividades de clase

Después de la aplicacion de la prueba diagnostica, se llevaron a cabo una serie de sesiones, en
donde se desarrollaron las tematicas necesarias para la construccion de los SEL, y los contenidos
relacionados con él, combinacion lineal, dependencia e independencia lineal, conjunto generador

y base.

Las actividades de clase se desarrollaron en la sala de computo, principalmente para ahorrar el

papel que se pudiera gastar, mas no porque las actividades estuvieran enfocadas en el trabajo con
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formas graficas directamente, aunque para los estudiantes fue libre la eleccién en cuanto a esto.
Con el fin de incentivar la participacion a estas sesiones, la docente titular, decidio establecer un
porcentaje de la nota del curso, para que los estudiantes asistieran. Se llevaron a cabo ocho
sesiones sin incluir las de la aplicacion de la prueba diagnostica inicial y la final. El fin de estas
sesiones fue abordar los conceptos en primera instancia, que consideramos prerrequisito en la
Descomposicion Genética, necesarios para la construccion de los SEL, y que no fueron
evidenciados en la prueba diagnostica inicial. Durante estas sesiones, se fueron presentando una
a una, diapositivas en Power Point, con preguntas y problemas como se describiran a
continuacion, donde los estudiantes tenian que discutir sobre cada una de ellas. Cuando los
estudiantes iniciaron estas sesiones, aun no habian iniciado el estudio de los SEL en el curso

regular.

Se inici6 con el estudio de las ecuaciones lineales, planteando preguntas como ;Qué es una
ecuacion lineal y cual es su solucion?, ¢Qué ocurre si sumo dos ecuaciones lineales, o si la
multiplico por un nimero? en cuanto al conjunto solucion entre las ecuaciones involucradas.
Esto con el fin de empezar a crear consciencia sobre lo que sucede cuando se realizan
operaciones elementales para transformar la matriz asociada a un sistema, en los métodos
comunmente empleados en los cursos de Algebra Lineal, para resolver problemas de SEL. A
partir de ello se propusieron SEL, que llevaran a matrices reducidas con filas de cero, o con
inconsistencias de la forma 0 = r, r € R, preguntando por las implicaciones que tenian sobre el
sistema. Ademas, como se empezé a trabajar con sistemas de dos variables, y los estudiantes
crearon relaciones con funciones de dos variables, se pudo hacer uso de las formas gréaficas,
pudiéndose abarcar el problema en un entorno grafico. Se debe aclarar que estas relaciones no se

forzaron, sino que se fueron dando durante las discusiones de clase.
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Algo importante en este punto, es que, para poder hablar de los sistemas de manera general,
en el momento de usar la representacion matricial de un SEL, también se describié como una
ecuacion matricial. Esto, con el fin de que pudieran relacionar por ejemplo que si un sistema
Ax = b, también es una ecuacion, se podria “despejar” la variable x como se hace en los reales,
pero a diferencia de los numeros reales, este procedimiento implica que la matriz A, tenga
inversa y esto llevaria a otras cuestiones que tienen que ver, por ejemplo, con que la matriz A sea
cuadrada, o el uso del determinante para determinar si esa matriz es invertible. En las sesiones no
se ahondo6 sobre estos temas, puesto que, para ese entonces en el aula de clase ya los habian

abordado.

Se trabajaron casos particulares, como los sistemas homogéneos, describiendo las
caracteristicas que se pudieran encontrar, como que siempre van a tener solucién. También se
empezaron a proponer problemas con SEL, que tuvieran valores indeterminados con el fin de
que los estudiantes pudieran darle condiciones a estos, para que se cumpliera algo, como el caso

que se describe a continuacion:

Considere el sistema:

2x1+3x, —x3=a

xl—x2+3X3=b

3x, + 7x, — 5x3 =,

Demuestre que el sistema es inconsistente si y solo si ¢ # 2a — b.

Después de esto, se preguntd por la relacién entre las soluciones de los diferentes SEL que ya

se habian abordado, con el fin de que se dieran cuenta de que se trataban de “n — uplas™ o de
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vectores. Luego de esto, y aprovechando que los vectores son elementos de un espacio vectorial
R™, se pidio realizar operaciones entre los vectores como suma, multiplicacion por escalar y
combinados, con el fin de ir introduciendo el concepto de combinacion lineal. Esta introduccion
presentd cierta dificultad para muchos, puesto que, por ejemplo, si querian averiguar si un vector
u, era combinacién de otros vectores v, w, los estudiantes querian resolverlo a ensayo y error, y
esta forma no resultaba ser tan directa. Se tuvieron que presentar mas ejercicios, con el fin de que
se dieran cuenta que era un desgaste, intentar resolverlo a ensayo y error, y que la mejor forma
para dar solucion a este tipo de problema, era encontrando el conjunto solucion del sistema que

se formara al considerar los coeficientes de la combinacion lineal. Se plantearon preguntas como,

1
¢Como saber si un vector w, por ejemplo | 3 | era combinacion lineal de otros vectores u =
1
2 -1
—1|yv=| 1 |? para que llegaran a considerar que lo que necesitaban era demostrar la
1 2

existencia de los coeficientes, c; y ¢, que dieran solucion a la ecuacion vectorial c;u + c,v =

w.

Luego de esto y como se siguié trabajando con vectores en R?, R3, se aprovechd para
introducir la nocion de vectores linealmente dependientes e independientes, como vectores no
colineales, en el caso de R?. Cabe aclarar que esta caracteristica fue descrita por los estudiantes y
no fue impuesta por la investigadora, ademas en el transcurso de las sesiones, los estudiantes
fueron conscientes que no todos los vectores se iban a poder interpretar graficamente como en el
caso de los vectores en R? y R3. Afiadido a esto, nos apoyamos de los sistemas homogéneos,
para llegar a la definicion de vectores linealmente dependientes e independientes. En estos casos,

los estudiantes eran libres de usar el software graficador de matematicas, si lo deseaban.
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Al hablar del conjunto de las combinaciones lineales, se dio paso a la nocion de espacio
generado, en este tipo de problemas se invertia el asunto de encontrar los coeficientes que
aseguraran gque un vector era combinacion lineal de otros, a encontrar todos los vectores que
surgian de realizar todas las combinaciones posibles entre un conjunto de vectores. Un ejemplo
de esto se da a continuacion: Determinar el generado de los vectores, u = (1,2,3), v = (2,3,1),
esto da como resultado los elementos del conjunto {su + tv:s,t € R}, pero (Qué sucede
geométricamente con esto? La respuesta es que se genera un plano, pero ahora ¢Qué debe ocurrir
si lo que quiero generar es todo el espacio?, pues otro vector, pero ;Qué caracteristicas debe
tener? Estas preguntas se hicieron con el fin de introducir el concepto de Base. Luego de esto se
describieron las caracteristicas de un conjunto, para que formaran una Base de un espacio
correspondiente. Aproximadamente, ya era la sexta sesion, y como ya se habian abordado todos
los conceptos que se planearon, se continué con problemas que fueran mas retadores. Por
ejemplo, se pedia al estudiante que, sin realizar célculos respondiera ;Cémo se puede garantizar
que dos vectores en el espacio forman una base?, por ejemplo, con el fin de indirectamente
hablar de la dimension de un espacio. También se propusieron problemas con espacios diferentes
a R™, como lo fueron los polinomios ahondando en los temas vistos, combinacion lineal,
dependencia e independencia lineal, espacio generado y base, y generando discusion sobre la

existencia de estos.

Pese a que la asistencia a las sesiones representaba un porcentaje en la nota final del curso de
Algebra, menos de la mitad de los estudiantes llegaron hasta el final de las sesiones. Aun asi, se
pudieron detectar ciertos estudiantes con los cuales se pudieran llevar a cabo las entrevistas que

se tenfan previstas.



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 99

5.5 Prueba Diagnostica Final

El objetivo de esta prueba fue determinar los estudiantes que participarian en la entrevista,
mediante el tipo de construcciones que habian realizado sobre el concepto de SEL. Como base se
toma la descomposicion genética preliminar, descrita en la seccion Analisis Teorico, buscando
determinar estudiantes que tuvieran los elementos previos necesarios para la construccion del
concepto SEL. Asi, se espera que con la realizacion de la entrevista podamos enriquecer el
analisis tedrico descrito, y poder presentar conclusiones acerca del camino mas certero para la
construccién del concepto SEL.

Para la realizacion de esta prueba se tuvo en cuenta la descomposicion genética, los textos

guias usados por el profesor titular en la clase y la experiencia personal de las investigadoras.

5.5.1 Aplicacion de la prueba diagndstica final. Esta prueba fue realizada al grupo descrito
en la aplicacion de la prueba diagndstica inicial, luego de terminar el proceso de aplicacion de las
actividades de clase, aunque sélo asistieron 13 de los 31 estudiantes que presentaron la prueba
inicial. De los 13 estudiantes, solo 9 asistian regularmente a clase, y los demas habian faltado la
mitad de las sesiones, y asistieron para que la nota que recibieron por la participacion a las
sesiones no fuera tan baja, hecho que fue afirmado por algunos de ellos. El instrumento se aplico
a cada uno de los estudiantes en la sala de computo, donde podian usar el computador libremente
para usar algin software de geometria para graficar alguna situacién, o usar una calculadora
online para resolver un SEL. La prueba fue escrita, y los estudiantes contaban con 2 horas para

desarrollarla. La prueba se encuentra en el Apéndice C.

5.5.2 Intencidn del disefio y analisis hipotético de la construccion del concepto. A

continuacion, se presenta la intencion de cada una de las ocho preguntas planteadas en la prueba
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diagnostica, ademas del analisis hipotético de las posibles respuestas y planteamientos que los

estudiantes pueden presentar ante ellas.
Pregunta 1

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales, encuentre los valores para k, de tal forma
que el sistema tenga Unica solucion. Explique su respuesta.
x1 + ka - X3 = 1

—X1 +x2 + kZX3 =-1
X1+ kxy + (k—2)x;3 =2

En este problema se plantea un SEL, y se pide encontrar unos valores “k” de tal forma que el
sistema posea Unica solucion. Con este problema se busca determinar si un estudiante puede
solucionar un problema donde no solo deba resolver un SEL, usando algun método de

resolucion, sino que analice la situacion para darle solucion.

A continuacion, se presenta un analisis hipotético desde nuestro marco teorico, de los posibles

razonamientos que un estudiante puede realizar frente a esta situacion:

e Un estudiante con una concepcién Proceso de SEL usando la representacion matricial,
podra analizar lo que resulta de reducir la matriz asociada al sistema, los coeficientes, y
reescribiendo el sistema para asi descartar valores de “k” y determinar cuando el sistema
tiene Unica solucion.

e Por otra parte, es posible que el estudiante teniendo en cuenta que el sistema es cuadrado
use un resultado tedrico, para determinar qué valores de k hacen que el sistema tenga

Unica solucion, es decir cuando el determinante de la matriz de coeficientes es diferente
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de cero. Para esto es necesario que el estudiante posea una concepcion Proceso del

concepto SEL, usando los determinantes.

Aunque este problema puede ser abordado de manera mecénica, se espera encontrar
evidencias de la construccion del concepto SEL, en una estructura Proceso, ya sea usando la

representacion matricial o haciendo uso de un resultado teorico.

Pregunta 2
Sea el sistema de ecuaciones lineales:

ax+by =20

cx+dy=0

ex+fy=0

Describa la posicion de las rectas, para que:

a. El sistema solamente tenga la solucion trivial

b. El sistema tenga soluciones no triviales

En este problema se busca determinar si los estudiantes pueden pensar en la solucion de un

sistema, en este caso homogéneo, de manera general sin valores especificos para los coeficientes.

En los incisos (a) y (b), un estudiante con una concepcion proceso de la representacion
matricial de un SEL, y una concepcion Proceso de la interpretacion geométrica, puede coordinar
estos Procesos para determinar la posicion de las rectas correspondientes a cada una de las
ecuaciones del sistema, de tal forma que cumpla con cada una de las condiciones, y ademas

teniendo en cuenta el tipo de sistema empleado, homogéneo.

Se espera encontrar evidencia de esta construccion, puesto que pone en interaccién dos

Procesos importantes, y que son trabajados cominmente en el aula de clase.
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Pregunta 3

Sean a, b, c coeficientes reales. Describe como interpretarias geométricamente, para cada

forma escalonada de las matrices C, A, B, que representan sistemas de ecuaciones lineales, dadas

0 1 a b|0 1 a b|0
0], A={0 1 ¢c|l0),B=|0 1 |0
0 0 0 10 0 0 olo

En este problema, se espera que el estudiante analice a partir de la matriz reducida de tres

de la siguiente manera:

1 a b
c=(0 0 O

0 0 O

sistemas distintos, de tres ecuaciones y tres variables, como seria la interpretacion geométrica de

cada uno de estos sistemas.

Un estudiante con una concepcion Proceso de los SEL, como resultado de la coordinacion
entre los Procesos representacion matricial de un SEL y la interpretacion geométrica de un SEL,
logra describir para cada una de las matrices reducidas, como seria la interpretacion de cada uno

de los sistemas, de forma gréfica.

En este problema el estudiante podria hacer uso de un software de geometria, por ejemplo,
para el caso de la matriz C, dados a = b = 0, graficando a x = 0, como un plano que pasa por el
origen, y asi con otros valores para a y b, pero que al fin de cuentas es un plano que pasa por el
origen. Pero el hecho de que sélo grafique un plano no implica que se trate de una ecuacién, sino
que las otras dos ecuaciones correspondientes a las filas de ceros corresponden a ecuaciones que

son multiplo escalar de la primera.

Pregunta 4
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¢ Como le explicarias a un compariero cual es la diferencia entre conjunto generador y espacio

generado? Si lo consideras necesario, utiliza un ejemplo.

En este problema se plantea una pregunta con el fin de determinar si los estudiantes entienden
la diferencia entre estos dos conceptos que siempre tuvieron inconvenientes en las sesiones de
clase en cuanto a interpretacion. Aqui no se espera una respuesta que esté asociada a la
construccion de los SEL, esta pregunta sélo es de tipo informativo para las investigadoras, y
ademas para dar paso a la siguiente pregunta que ya no sélo aborda a los SEL, sino que empieza

a desempefiar un papel importante, en la construccion de otros conceptos.
Pregunta 5
Establece la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a. B = Gen{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,2)}tiene la misma cantidad de elementos que
¢ ={(1,0,0),(0,1,0), (0,0,2)}, justificando tu respuesta.

b. El vector (2, —3) pertenece al espacio generado por B = {(1,0), (0, —1)} c R2.

Este problema fue propuesto con el fin de determinar si los estudiantes pueden pensar en el
generado por un conjunto de vectores sélo por los elementos que lo componen, o por las
combinaciones que se pueden generar a partir de sus elementos, espacio generado. Ademas de
verificar si usan los SEL, como herramienta para darle solucion a un problema de determinar si

un elemento pertenece a un espacio generado dado.

e En el inciso (a) es importante que el estudiante tenga en cuenta la diferencia entre el
generado por un conjunto de vectores, que es lo mismo que el espacio generado, a un
conjunto formado solamente por los elementos que generar, conjunto generador.

Pensamos que algunos estudiantes pueden a simple vista determinar que tiene la misma
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cantidad de elementos, porque no tienen en cuenta esta diferencia, pero esperamos que
logren establecer que mientras el conjunto C, solo tiene tres elementos, el conjunto B
tiene infinitos, puesto que corresponde a las combinaciones lineales que se deriven de
esos tres elementos. En este caso no se espera evidenciar alguna concepcion para el

concepto SEL.

En el inciso (b) es posible que sin necesidad de realizar ninguna accion el estudiante
determine que el vector (2,—3) pertenece al espacio generado por los elementos del
conjunto B. En este caso se puede evidenciar una concepcioén Proceso del concepto
combinacion lineal, que permite establecer al vector (2,—1) como una combinacién
lineal entre los elementos del conjunto B, y por lo tanto pertenecer al espacio generado
por esos elementos. Aunque pareciera que los SEL no estan presentes en la solucién de
este problema, aparecen para darle solucion al sistema que se produce al establecer la

siguiente igualdad: «(1,0) + 8(0,—1) = (2,-3).

Pregunta 6

Sean u, v, w tres vectores en el espacio R3, u = (1,-3,0),v = (1,—-1,1),w = (0,2,1)

a.

b.

¢Estos puntos son colineales? ¢Por qué? ¢Estos vectores son linealmente dependientes o
linealmente independientes? ¢Por qué?

¢ Qué generan estos vectores?

Este problema plantea tres vectores en R3, y se pregunta si son colineales, si son linealmente

dependientes o independientes, y por lo que generan.
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e El inciso (a) tiene dos preguntas, la primera se planted con el fin de determinar si los
estudiantes pueden establecer si los vectores dados son colineales, es decir pertenecen a
la misma linea recta. Este hecho tanto en R? como en R3, tienen como implicacion que
los vectores son linealmente dependientes, pero esta caracteristica no es la Unica para
determinar si los vectores son linealmente dependientes en R3. Por eso, en la siguiente
pregunta se cuestiona directamente si los vectores son linealmente dependientes o
independientes.

e Enelinciso (b) se pregunta por lo que generan los tres vectores dados, se espera que los
estudiantes establezcan las combinaciones lineales entre los vectores dados y encuentren

el espacio generado.

En general este problema muestra la importancia de la combinacién lineal en conceptos como
dependencia e independencia lineal, y espacio generado. Los SEL en este caso, desempefian un
papel fundamental al momento de tomar una decisién sobre si el conjunto de vectores es
linealmente dependiente e independiente, o para describir el conjunto que generan. Por ejemplo,
para establecer cual es el generado de los vectores u, v, w se plantea la siguiente igualdad, entre
la combinacion de los vectores u, v,w y y el vector (x,y, z), que va a representar a los vectores

que se generen, con a, 8,y nUmeros reales:
a(1,-3,00+p01,-1,1) +y(0,2,1) = (x,y,2)
De la cual resulta el siguiente SEL:
a+pf=x

—Ba—-f+2y=y
B+y=z
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Reduciendo la matriz asociada al sistema, con operaciones elementales, se obtiene la siguiente

matriz:

1 10
<011

0 0 O

X
Z )
3x+y—2z

Hasta el momento sélo se ha realizado la accion de reducir la matriz asociada del sistema, en
busqueda de su solucion, pero se llega a la siguiente situacion: 0 = 3x + y — 2z, lo cual implica
que el estudiante deba reflexionar sobre este hecho. En primera instancia, el sistema descrito de
esta forma seria inconsistente, pero esto no es posible ya que en este tipo de situaciones, los
vectores siempre van a generan algo, por lo menos al vector (0,0,0), cuando @ = 8 =y = 0 asi
que para que esto tenga sentido se deben tener en cuenta Unicamente los vectores que estan en el

plano 0 = 3x + y — 2z, es decir, vectores de la forma (x, 2z — 3x, z).

Para que un estudiante pueda realizar este analisis debe tener una concepcion Objeto del
concepto combinacion lineal, y ademas una concepcion Proceso del concepto SEL, resultado de
la coordinacion entre los Procesos de SEL, usando la representacion matricial y vector. En este
caso, encontrar la solucién de este SEL, se vuelve una tarea importante para la resolucion de este

problema.

En el caso de determinar si el conjunto de vectores es linealmente dependiente o

independiente, se plantea la siguiente igualdad, con «, 8, y nimeros reales:
a(1,-3,0) + B(1,-1,1) + (0,2,1) = (0,0,0)

Del cual resulta el siguiente SEL:
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a+f=0
{—3a—[3+2y=0
B+y=0

Y luego de reducir la matriz asociada al sistema, se obtiene la siguiente matriz:

1 1 00
(0 1 10)
0

0 0 O
Un estudiante con una concepcion Objeto de la combinacion lineal y una concepcién Proceso

de los SEL, resultado de la coordinacion entre los Procesos de SEL usando la representacion
matricial, y vector, podra concluir que el sistema tendrd infinitas soluciones puesto que la
variable S dependera de la variable y,y por ende la variable a, también. De esta manera, se
obtendran valores para «,B,y, (y,—vV,Yy) respectivamente, llevando a que no solo exista la

solucion trivial, y asi los vectores sean linealmente dependientes.
Pregunta 7

Sean v; = (6,—-3,1),v, = (2,—1,1),v; = (—2,1,—4) tres vectores en R3. Para cualquier
combinacion lineal de la forma: x(6,—3,1) + y(2,—1,1) + z(—2,1,—4) = (0,0,0),x,y,z € R,

la representacion geométrica del sistema resultante, es la siguiente:
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Figura 24. Problema 7 de la Prueba Diagndstica Final.

a. ¢Cudl es la solucion del sistema? Justifique su respuesta.

b. ¢El conjunto {v,, v,, v3} es linealmente independiente? Justifique su respuesta.

Este problema se presenta con el fin de poder determinar si los estudiantes, sin necesidad de
realizar operaciones a un sistema propuesto logran hablar de su conjunto solucién, sélo con
analizar la representacion grafica del mismo. Ademas, el inciso (b) se plantea con el fin de poder

evidenciar relaciones entre los SEL y la independencia lineal.

No se podra determinar la solucion del sistema observando Unicamente su representacion
geomeétrica, ya que se tendria que encontrar los vectores que son solucion para ambos planos, es
decir lo que estan en la interseccion, pero a simple vista esto no es posible, a lo mas se podra
decir que estan en una recta. Por lo tanto, para encontrar la solucion a este sistema se debe usar

algin método para resolver el sistema resultante de la igualdad: x(6,—3,1) +y(2,—1,1) +
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z(—2,1,—4) = (0,0,0). Realizando operaciones elementales a la matriz asociada del sistema se
obtendra la siguiente matriz: (no es necesario llevarla a una forma reducida escalonada, basta con

su forma escalonada)

1 1 —-4]0
0 2 -—-11/0
0 0 010

Se espera que el estudiante pueda sustituir de para atras el sistema resultante y encuentre la

., - 3z 11
solucion del sistema, la cual corresponde a los vectores de la forma: (—72,72,2), y que

corresponden a todos los puntos que estdn en la recta formada por la interseccion entre los
planos. Pero este hecho ¢Qué significa para los vectores vy, v,, v3? Por esta razon se plante6 la
pregunta del inciso (b). Se espera que el estudiante, sin tanta presion, pueda concluir que como
este problema fue planteado con el fin de determinar si los vectores v;,v, yvs; Son 0 no

linealmente independientes, como la solucién a la igualdad fueron los vectores de la forma

3z 11 . . . .
(—72,72,2), los vectores vy, V5, V3, NO son linealmente independientes, puesto que la igualdad

no se cumple Unicamente cuando x =y = z = 0.

Un estudiante con una concepcion Proceso del concepto SEL, usando la interpretacion
geométrica, podra determinar que la solucion de ese sistema tiene infinitos elementos, que
corresponden a todos los puntos que forman la recta de interseccion entre los planos. Pero para
poder hablar de la solucién, y no sélo del tipo de solucion, el estudiante debe tener una
concepcion Proceso de los SEL, resultado de la coordinacion entre los Procesos de SEL, usando

la interpretacion geometrica y la representacion matricial.

Ademas, para hablar de la independencia o dependencia lineal de los vectores vy, v,, v, €l

estudiante tendra que ser consciente que, por la forma como se planteé el problema, al establecer
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la igualdad entre la combinacion lineal de los vectores vy, v,, v5 Y el vector nulo, (x(6,—3,1) +
y(2,-1,1) + z(—2,1,—4) = (0,0,0)) se estaba abordando un problema de dependencia e
independencia lineal. Para que esto suceda, el estudiante debe tener una concepcién Objeto del
concepto combinacion lineal, que le permita ser consciente que al igualar estos vectores se estan
analizando todas las alternativas de solucidn, que en este caso, permitirdn establecer si el

conjunto de vectores es 0 no linealmente independiente.
Pregunta 8
Pruebe si el siguiente conjunto de vectores forma una base ortogonal para R3:
E =1{(,-1,0),(1,1,0),(0,0,1)}

Antes de dar paso al ultimo problema se dejo la siguiente definicion de base ortogonal: Una
base, es una base ortogonal de un espacio, si el producto escalar o producto interno, dos a dos

entre los vectores que la conforman es igual a cero.

En este problema se busca involucrar los conceptos de Independencia lineal, Espacio
generado, Combinacién lineal, Base y SEL. Se espera que los estudiantes comprueben todas las
condiciones tanto para que el conjunto sea una base, como una base ortogonal, es decir que
realicen las acciones necesarias para comprobar que los elementos del conjunto son linealmente
independientes y ademas generen todo R3, y luego comprueben si el producto escalar es igual a

cero.

A pesar de que la definicion podria ser una distraccién al definir una base ortogonal, como
una base que cumple cierta condicidn, es decir, es probable que los estudiantes no recurran a

comprobar primero si el conjunto formado una base para el espacio, se espera que un estudiante
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con una concepcion Objeto de la combinacion lineal y una concepcion Proceso de los SEL,
logren determinar si el conjunto cumple con las condiciones para ser una base del espacio. El
hecho de determinar si la base es ortogonal, sélo es una excusa para incluir este problema en el

cuestionario.

5.6 Entrevista

Después de la aplicacion de la prueba diagnostica final se decidid entrevistar a aquellos
estudiantes que daban evidencias de haber iniciado la construccién del concepto SEL, y ademas
argumentaban sus respuestas. El objetivo de esta entrevista fue determinar la validez de las
hipdtesis planteadas en la prueba diagndstica final sobre las construcciones mentales que los
estudiantes realizan mediante los mecanismos mentales para la construccién del concepto SEL, y
su importancia en la construccién de otros como: combinacion lineal, dependencia e
independencia lineal, espacio generado y base. Se espera con este instrumento encontrar mas
informacidn sobre la concepcion Proceso del concepto SEL, también sobre su relacién con los
otros conceptos mencionados, y ademas de identificar comportamientos que permitieran
caracterizar otra estructura, si se diera el caso, como lo es la estructura Objeto del concepto en
cuestion. Asi mismo, como se considera que para la construccion de conocimiento un individuo
debe realizar conexiones con conceptos previos y aquellos que se van construyendo de manera
paralela, se espera que los datos obtenidos tanto en este instrumento como en la prueba
diagnostica final, también permitiera dar cuenta de elementos sobre la construccion del Esquema

de SEL vy sus niveles de evolucion.

5.6.1 Aplicacion de la entrevista. Para la aplicacion de este instrumento, se seleccionaron 5

de los 13 estudiantes que fueron analizados en la prueba diagndstica final, los estudiantes que se
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Ilaman con las expresiones EEJ, EJS, EK, EE, EJC (E#: Estudiante-inicial de su nombre). Se
aplico la entrevista durante la Gltima semana del mes de julio del afio 2017, en una de las oficinas
de la Universidad Industrial de Santander durante un tiempo aproximado de dos horas con cada
estudiante. Las cinco preguntas que fueron disefiadas se iban dando una a una al estudiante, el
cual contaba con un block de hojas y un lapiz para escribir el desarrollo de sus soluciones. Las
entrevistas fueron grabadas por una camara de video que estaba fijada a la hoja de trabajo del
estudiante. Ademas, se aprovechd este espacio para realizar preguntas, si las habia, sobre la
prueba diagnostica final, con el fin de evidenciar razonamientos que no se podian resaltar de la

hoja de papel. Las preguntas de la entrevista se encuentran en el Apéndice D.

5.6.2 Intencion del disefio y analisis hipotético sobre la construccion del concepto. En este
andlisis se considera de manera hipotética los posibles caminos que un estudiante puede tomar al
momento de enfrentarse a cada una de las cinco situaciones disefiadas para la entrevista.
Ademas, se explican las posibles construcciones que pueden haber realizado sobre el concepto de
SEL, en términos de la descomposicion genética hipotética y las posibles relaciones que pueden

establecer con otros conceptos.
Pregunta 1
Considere el siguiente conjunto F = {1,x2,x? + 2} de vectores en P,(R).
a. ¢Este conjunto es linealmente independiente o linealmente dependiente?

En este problema se considera un reto para los estudiantes el cambio de espacio, pero se
espera que con la experiencia obtenida en las actividades de clase y el desarrollo del cuestionario
diagnostico, el estudiante pueda sin mayor dificultad verificar si los vectores son 0 no

linealmente independientes. Es necesario que el estudiante sea consciente de la forma de los
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vectores del espacio mencionado, polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual a 2,

(ax? + bx + ¢), para que pueda dar respuesta al interrogante.

Se cree que al leer el problema el estudiante podra pensar de manera inmediata que las
combinaciones lineales de los vectores de este conjunto son de la forma: a(1) + B(x?) +
y(x?+2), con a,f y y € R . Ademas, si desea saber si el conjunto F es linealmente
dependiente o independiente, tendrd que encontrar cuéles son las combinaciones lineales que dan
como resultado al vector nulo, es decir, tendra que establecer la siguiente igualdad: a(1) +

L(x?) +y(x?+2) = 0x% + 0x + 0.

El estudiante podria ser consciente de que para determinar cuales son los valores de a, 8 Y v,
que hagan posible la igualdad a ensayo y error, podria ser bastante extenso el trabajo, y que
deberia tratar todas las combinaciones en general, empezara generando un sistema como el que

se muestra a continuacion:

{a+ 2y =0
B+vy=0

al cual se le puede asociar una matriz de coeficientes, como se muestra a continuacion:
(1 0 2|0)
0 1 1lo
El estudiante podra determinar haciendo sustitucion de para atras que la solucion a este
problema, es decir que los valores para «a, 8, v, que dan como resultado en la combinacién lineal
al vector nulo, tienen la forma (28,8, —pB), y por lo tanto no so6lo existe una, que se esperaria

para que los vectores fuesen linealmente independientes, concluyendo asi que el conjunto es

linealmente dependiente.
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Un estudiante con una concepcién Objeto del concepto Combinacion lineal, podra realizar la
igualdad a(1) + B(x?) + y(x? + 2) = 0x% + Ox + 0,y considerar todos los casos de a,f,y,
gue tengan como resultado al vector nulo, es decir planteara el sistema respectivo, y de acuerdo a
la solucion de este podra dar respuesta a la pregunta. Si plantea la igualdad, pero no es
consciente de lo que sigue, o se queda probando a ensayo y error hasta que encuentre los valores
de a,B y y respectivos, se podrd pensar que tiene una concepcion Proceso del concepto

Combinacién Lineal.

Los SEL, siguen siendo una herramienta fundamental para dar solucion a problemas de
dependencia e independencia lineal, que ademé&s involucra directamente al concepto
combinacidn lineal, por lo que se hace necesario que ademas de tener una concepcién Objeto del

concepto combinacién lineal, tenga una concepcion Proceso del concepto SEL.
Pregunta 2

Sean v; = (1,-2,k) y v, = (—2,7,—k). Determine para qué valores de k,el conjunto

{v,,v,} es una base para R? . ;Es posible que sea una base para R3?

Este problema se presenta intencionalmente con el fin de evidenciar qué tan buena es la
interpretacion de un enunciado que, a primera vista es muy comun en los problemas planteados
en Algebra lineal, dados unos vectores, determinar si forman una base para un espacio dado. Se
espera que luego de interpretar el enunciado, haya sospechas y sin antes de afirmar lo mas
evidente, que seria decir que cuando k = 0 los vectores podrian ser una base para R?, se den
cuenta que no es posible que vectores de un espacio diferente a R?, sea base para este. Se
sospecharia de una concepcion Accion del concepto combinacion lineal, y también del concepto

SEL, por un lado, por el hecho de usar la igualdad entre la combinacion de los vectores v,,y v, Yy
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el vector nulo, para verificar si los vectores son linealmente independientes, o igualarlo a un
vector (x,y,z), para verificar si generan a R?; por otro lado, por usar algin método de

resolucion de SEL, solo por el hecho de leer en el enunciado determine si es una base.
Pregunta 3

¢Para qué valores del nimero real a, los vectores (a, 1,0), (1,0,a)y (1 + a, 1, a) constituyen

una base para R3?

Este problema al igual que el anterior presenta un valor a que debe ser determinado para que
el conjunto de vectores sea base para el espacio R3. El estudiante podria asignarle valores
particulares a a y luego revisar si es base para R3, con suerte encontrar un caso particular y
finalizar. Pero este problema no tiene solucién, es decir, a ensayo y error no es posible
determinar un valor de a que haga que el conjunto de vectores sea base para el espacio. Por lo
tanto, serd obligatorio que plantee la igualdad entre la combinacion lineal a(a,1,0) +
B(1,0,a) +y(1+a,1,a) y el vector nulo y un vector (x,y,z), para determinar con cuéles
valores de a el conjunto de vectores es linealmente independiente y ademas si generan al

espacio, respectivamente.

Ademas de tener una concepcion Objeto del concepto combinacion lineal, con el cual pueda
determinar de manera general todas las combinaciones lineales y poder determinar si existe
algin valor a, que cumpla con lo pedido, el estudiante debe tener ademéas una concepcion
Proceso de los SEL, para poder concluir luego de usar alguno de los métodos para resolver SEL,

si es posible encontrar valores de a, que cumplan con lo pedido.

Pregunta 4
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De los siguientes conjuntos de vectores, ¢ Cuales son base para el espacio vectorial P,(R)?

a) {t?+1,t—1,t+1}
b) {t?+1,¢t— 1}

c) {t?+t,t%t%+ 1}

Con este problema se espera que el estudiante determine cuél de los conjuntos mencionados
podria ser una base para el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado
menor o igual a dos. EIl estudiante podria a simple vista descartar el conjunto del inciso (b)
porque no cumple con la cantidad de elementos necesarios para generar el espacio definido. Por
otro lado, tanto en el inciso (a), como en el (c) el estudiante podria cuestionarse si el hecho de
que uno de los elementos de cada uno de los conjuntos tiene la variable t, es garantia para
asegurar que si podria ser una base para el espacio dado. Al igual que el problema descrito en la
Pregunta 1 de la entrevista, se esta trabajando sobre un espacio diferente al acostumbrado, R", y
esto podria mostrar caracteristicas interesantes en cuanto a como abordarian el problema los
estudiantes. Como se ha descrito en los problemas anteriores, donde se debe decidir si un
conjunto de vectores es 0 no base para un espacio, en este problema se podria esperar o mismo.
Una concepcion Proceso de los SEL, que permita decidir si un conjunto de vectores es
linealmente independiente y, ademas generen todo el espacio. También es necesario que el
estudiante tenga una concepcion Objeto de la combinacidn lineal, con la que se pueda asegurar
todas las combinaciones lineales, y también permita decidir cudl o cuéles de los conjuntos es

base.
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Hasta el momento se ha hecho énfasis en identificar si un conjunto dado es base para un
espacio dado. A continuacion, se plantea un problema en donde el conjunto a generar implica

una restriccion importante.

Pregunta 5

S
Sean v, = (1,0,0),v, = (0,1,0) yH = {H S eR}. ¢Es {v;, v} una base para H?
0

Esta situacion busca que los estudiantes determinen si un conjunto dado de vectores podria ser
base para un conjunto H. Para esto, un estudiante podria a simple vista identificar que como la
primera y la segunda componente de los vectores del conjunto H, esta determinado por la
variable s, y los vectores v, y v,, pertenecen a la base canodnica, y también tienen al nimero 1
tanto en la primera y la segunda componente, entonces seria una base. Pero se podria preguntar
al momento que el estudiante, sin realizar ninguna accion concluya que es una base por las
razones antes descritas, ¢Qué vectores estan en el conjunto H?, y la investigadora podria dar
algunos ejemplos de otros vectores como (2,1,0) que, aunque son generados por los vectores v,

y v, no estan en H.

Identificar a simple vista si un conjunto dado es base para un espacio, podria parecer un
problema mecéanico y muy comun en las aulas de clase de Algebra Lineal, pero creemos que
puede mostrar caracteristicas de las estructuras y mecanismos mentales que le han permitido al
estudiante construir conocimiento. Asi, que un estudiante tenga una concepcion Proceso de los
SEL, y una concepcion Objeto de la combinacion lineal, no es garantia para asegurar que sea

cierto, por eso serd& muy importante, realizar cuestionamientos que rompan con el método
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mecanico de usar la combinacion lineal de un conjunto de vectores, construir un sistema, usar

una matriz y “llegar a una respuesta”.

6. Analisis y verificacion de datos: Evidencias de las construcciones mentales

realizadas por los estudiantes

En este capitulo se realiza un analisis de los datos obtenidos en la prueba diagndstica final, asi
como en la entrevista. De acuerdo con lo que se podra observar, en términos de construcciones y
mecanismos mentales, se determina la viabilidad de la descomposicion genética hipotética y se
analizan las evidencias presentadas por los estudiantes que mostraron sobre los SEL y los

conceptos de Combinacion lineal, Espacio generado, Dependencia e independencia lineal y Base.

6.1 Datos obtenidos del diagndstico final

Los datos que se obtuvieron en la prueba diagnoéstica final fueron analizados con base en las
construcciones y mecanismos mentales descritos en la descomposicion genética hipotética,
ademas de las descomposiciones genéticas de los conceptos Combinacion lineal (Parraguez,
2011) y Base (Ku et al., 2008). Se considera que la forma como el estudiante construye un

concepto tiene que ver con la manera como éste se le es presentado por primera vez.

A continuacion, se presenta el analisis de los resultados considerando los tipos de
construcciones realizadas por los estudiantes. Para cada una de ellas se agregan apartados de la

transcripcion de algunos episodios.
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6.1.1 Concepcion Accion del concepto Sistema de Ecuaciones Lineales. Bajo esta
concepcién los estudiantes logran usar algun algoritmo, como en el caso que se presenta a
continuacion. El estudiante EEJ, utiliza la representacion matricial del sistema que se plantea y
reduce la matriz asociada del sistema, para asi, encontrar los valores de k, que satisfagan la

condicion del problema.

1 k -1 1 1 k -1]1
(EEJPL) <—1 1 k? _1> —fitfz—of; <_1 1 k2 _1>
1 k (k=2)I12 0 0 ki1
k=1

La accion realizada por el estudiante, al reducir la matriz con la operacion elemental sefialada,
no esta bien, ya que, en la tercera fila en vez de ir k, debia ir k — 1, pero esta no es la razén por
la que su analisis haya tenido una caracteristica de Accion y no de Proceso, esto tuvo que ver por
como interpretd su respuesta. El estudiante no fue consciente de que lo que la ultima fila
representaba no era la igualdad k = 1, sino kx; = 1, es decir, olvidé que k, correspondia al

coeficiente de la variable x5, de la tercera ecuacion.

6.1.2 Estado intermedio entre la concepcion Accion y Proceso. Este estado se ha
considerado por aquellos estudiantes que dan muestra de tener elementos para empezar a pensar
de manera general sobre los SEL, y su importancia para llegar a solucionar otro tipo de
problemas, como por ejemplo de combinacion lineal o base, pero todavia no han logrado
interiorizar el concepto. Por ejemplo, el estudiante EJS, realiza el siguiente analisis al plantear el

sistema a un problema dado:

1 1 0
easroaa( 3] +5(=1) +1(2) =0
0 1 1

MDa+p=0
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2)—3a—-B+2y=0

B)p—-—y=0

De(1)f =—a

De (2), y teniendo en cuenta que f = —a entonces y = a

De(3),,8=—y
f=-y=—a=0 a=0

no existen escalares que multiplicados den 0, entonces son linealmente independientes, por
lo tanto, no son colineales.

Aunque el estudiante hace el intento por dar solucion al problema y determinar si los vectores
son linealmente dependientes o independientes, tratando cada una de las ecuaciones resultantes y
sustituyendo variables, no logra reflexionar sobre lo obtenido luego de sustituir las variables

obtenidas del sistema planteado.

6.1.3 Concepcion Proceso del concepto Sistema de Ecuaciones Lineales. Los estudiantes
que tienen una concepcién Proceso usando algun resultado tedrico, no sélo llegan a reducir la
matriz asociada aumentada del sistema, o a hallar el determinante de la matriz asociada del
sistema, sino que analizan las condiciones del problema y deciden, cuéles valores son los que

satisfacen el problema. Encontramos un ejemplo, del estudiante EJS, quien hace lo siguiente:
1 k -1
(EJSP1) (—1 1 k2 >
1 k k-2
1(k—2-k¥—k(-k+2-k?»)—-1(-k—-1)
=k—2-k3+k*-2k+k®+k+1

k1=
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k=1, k=—-1 con k # 1,k # —1 el sistema tiene solucion Unica, ya que con esos valores

el determinante es 0.

El estudiante EJS muestra evidencias de tener una concepcion Proceso de los SEL, ya que, sin
necesidad de ir a reducir la matriz de coeficientes, trabaja inmediatamente con esta y piensa en
deducir los valores que hacen que el determinante de la matriz sea igual a cero, para luego
descartarlos y poder concluir que, con otros valores diferentes a estos, el sistema tendra solucion.
A pesar de que el estudiante no justifica, la razén por la que el determinante deba ser cero, es
decir para que esa matriz de coeficientes de variables sea invertible, y asi poder usar la ecuacion
vectorial x = A™1b, su respuesta presenta una caracteristica de concepcion Proceso, ya que sin

usarla esta dando todos los valores que cumplen la condicion.

Otro caso que se pudo evidenciar fue el del siguiente estudiante, quien interpretd un sistema

de ecuaciones lineales, para darle solucion a un problema de dependencia e independencia lineal.
(EEP6a) u = {1,—3,0}, v = {1,—1,1}, w = {0,2,1}

gen{u,v,w} = {v € R®|(x,y,2) = au + fv + yw}

a+p x 1 1 0ox 1 1 0 «x
—3a—-pf+2y|ly=1-3 -1 2[y])=l0 2 2|y+3x =
B+y z o 1 1lz/ \o 1 1! =z

X
1 1 0
=lo 2 2 y + 3x
y 3x
0 0 0)]2—5—5



SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 122

20+2y =y +3x

3x . .
0=z- % -5 Los vectores no son colineales, dado que los vectores no son linealmente

independientes; los vectores v y w son coplanares -> v y w son linealmente dependientes.

El generado de {u, v,w} = un plano-> z — % — 37x =0

A pesar de que el estudiante utiliza la idea del generado de los vectores dados para concluir
que los vectores no son linealmente independientes, es decir, no son coplanares, interpreta de
manera adecuada el resultado obtenido luego de reducir la matriz aumentada del sistema.
Ademas, dado el resultado de la Gltima fila de la matriz reducida, no concluye nada acerca del
sistema, sino del problema que era determinar si los vectores eran o no coplanares, y ademas
utiliza este resultado para responder al enunciado b, donde se pedia determinar el generado del
conjunto de vectores. Esto muestra una interiorizacion de la Accion que fue reducir la matriz
asociada al sistema, lo cual es una caracteristica de una concepcion Proceso del concepto SEL, y

ademas de una concepcidn Proceso de los conceptos independencia lineal y conjunto generado.

En cuanto a los problemas que tenian que ver con la interpretacion geométrica de unos

sistemas dados, como el caso del problema 3, el estudiante EEJ, realiza el siguiente analisis:

1 a b|0 1 a b|0 1 a b|0
(EEJP3)C=|0 0 O[0)],A=({0 1 c|l0),B=|0 1 |0
0 0 olo 0 0 10 0 0 olo

En C, los planos 2 y 3 son combinacion lineal del primero, entonces estan encima de este.

En A, ninguno es combinacion lineal, pasan por (0,0) pero no se encuentran mas.

En B, el plano 3 es combinacion de alguno de los otros o sea es el mismo.
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Los argumentos del estudiante muestran una caracteristica de una concepcién Proceso, de los
SEL, usando la interpretacion geométrica y la matricial. Estos argumentos muestran que el
estudiante consciente de que, para el caso de cada matriz, todas las ecuaciones corresponden a
planos que pasan por el origen, por ser sistemas homogéneos, y ademas como lo va explicando

en cada uno, los pivotes cumplen un papel importante al momento de tomar una decision.

En el siguiente ejemplo, se mostrard la forma como el estudiante EK, da solucion a un
problema 8, de determinar si un conjunto de vectores es linealmente independiente o
dependiente, planteando el sistema correspondiente, y concluyendo sin necesidad de modificar la

matriz asociada al sistema
(EKP8) a(1) + B(x?) + y(x*+2) = 0x2+0x + 0
a+pPx?+yx?+2y=0
(@+2y)+(B+y)x*=0

(1 0 2|0

0 1 1 0) Rta: Como hay mas incdgnitas que ecuaciones el sistema tiene infinitas

soluciones ya que la solucién (0,0,0) no es Unica entonces es linealmente dependiente.

A pesar de que no tuvo que realizar ninguna accion a la matriz asociada al sistema, fue de
suma importancia para la interpretacion del problema y por ende para la respuesta, como asumio

a los elementos del espacio. Si no hubiese sido asi, no hubiese podido dar respuesta al problema.
6.1.4 Observaciones generales. A continuacion se realizaran algunas observaciones.

Sobre la actitud de los estudiantes.
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Al inicio de las sesiones de clase se pudo observar que la mayoria de los estudiantes asumieron
una posicion pasiva en cuanto a participacion, se limitaban a escuchar lo que los 6 estudiantes
que siempre participaron opinaban, y nunca daban su punto de vista, asi hubiese una justificacion

falsa, ellos estaban de acuerdo.

En la realizacion del diagnostico final se pudo observar que, aunque algunos alumnos sélo
fueron por tener la nota asignada por asistencia, hubo quienes presentaron la prueba a conciencia.
A pesar de que fue un reto para los estudiantes por la forma como se evalug, el tipo de preguntas,
y los contenidos, se pudo percibir cierto entusiasmo en quienes se habian preparado a lo largo de
las sesiones. Aunque en este grupo todos estaban en primer semestre, se pudo percibir el
sentimiento de responsabilidad en unos cuantos. Ademas, como tenian la libertad de usar el
computador, ya sea para consultar algo en internet o para usar algin software graficador, los

estudiantes se sintieron comodos.

Figura 25. Prueba diagndstica final.
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Sobre las estructuras identificadas

Los resultados de este diagnostico mostraron la importancia de las construcciones bésicas que se
habian considerado para la construccion del concepto SEL. Los conceptos de ecuacion, y su
interpretacion gréfica, el uso de pardmetros con el fin de dar condiciones a un problema basico
de SEL, la importancia de los conceptos conjunto y vector, y la interpretacion de los SEL desde
su naturaleza, es decir como un conjunto de ecuaciones lineales cumplieron un papel
fundamental en este. El trabajo en las sesiones de clase inici6 abordando los elementos que
constituyen a un SEL, las ecuaciones lineales, interpretando lo que nos interesa encontrar al tener
una ecuacion, los valores de las variables que la satisfacen, es decir el conjunto solucion.
Ademas de las implicaciones que se dan cuando se realizan operaciones elementales a una
ecuacion, o a una fila de una matriz, que en ultimas termina siendo una ecuacion, pero sin las

variables, s6lo los coeficientes.

Todas estas consideraciones permitieron evidenciar lo que se mostrd anteriormente, ademas
esto es coherente con lo que se describié en el marco tedrico, y es que todo individuo tiene la
capacidad de construir conceptos matematicos siempre y cuando cuente con las estructuras
necesarias, ya que la construccion de un nuevo concepto tiene que ver con otros conceptos que se
han construido anteriormente. Ademas, se considera que la forma como un estudiante puede
llegar a abordar un problema tiene mucho que ver con la experiencia que haya tenido, es decir el
tiempo que haya dispuesto para reflexionar sobre los conceptos y, ademas, con la forma como se

le es presentado el problema.

Durante el analisis de los resultados se pudo comprobar la importancia de la construccion de

un nuevo conocimiento, aunque se supone que este concepto fue visto afios anteriores, a partir de
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la conformacion de unas estructuras adecuadas, que permitan en el estudiante una correcta
interpretacion sobre lo que se estd abordando. Se hizo también evidente la importancia de la
construccién de los SEL, no desde una perspectiva, ya sea matricial o geomeétrica, sino que se
hace necesaria una coordinacion de estos Procesos para que sea significativo el aprendizaje. No
hubo evidencia de otra estructura méas evolucionada que la de Proceso, pero tal vez se haga
presente en otro contexto donde no sea tan evidente el uso de los SEL, para resolver cierta

situacion, asi tal vez, dicho Proceso se pueda encapsular en un objeto.

6.2 Datos obtenidos de la entrevista

Los datos obtenidos en la entrevista fueron analizados teniendo en cuenta las construcciones
evidenciadas en cuanto al concepto de SEL. En cada uno de los siguientes paragrafos, se van a
tener en cuenta las relaciones entre los SEL, y los conceptos de combinacion lineal, dependencia
e independencia lineal, conjunto generador y Base. Cabe resaltar que las preguntas de la
entrevista fueron hechas con el fin de evidenciar la forma como el estudiante usaba o no los SEL,
para darle solucién a un problema que involucrara alguno de los conceptos mencionados. A
continuacion, se realiza una descripcién de las construcciones identificadas, ademas de algunos

extractos de la entrevista.

6.2.1 Concepcion Accion del concepto Sistema de Ecuaciones Lineales. En la
descomposicion genética hipotética se consideré que un estudiante podia construir el concepto
SEL, a partir de la manipulacion de dos o mas ecuaciones del sistema, para encontrar su
solucion. Durante la realizacion de las entrevistas, se pudo observar una inclinacion por parte de
los estudiantes, a resolver los problemas haciendo uso de la representacion matricial de un
sistema resultante. Durante la entrevista con el estudiante EK, se pudo observar que la forma

para abordar un problema de determinar si un conjunto dado era base, fue generando
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inicialmente un sistema, sin antes interpretar el enunciado, este problema no tenia solucién. En el
problema 2, donde se preguntaba por los valores de k, de tal forma que el conjunto formado por
los vectores v, = (1,—2,k) y v, = (—2,7,—k) formaran una base para R?, el estudiante
empieza por comprobar si los vectores son linealmente independientes, y plantea la siguiente

ecuacion:

(EKP2):

1 -2 0
k -k 0
y seguido de esto escribe las ecuaciones resultantes:
a—2=0
—2a+7=0
ak — Bk = 0; ak = kp
Se le pregunto por lo que estaba haciendo y respondio:

(EKP2): Comprobando primero si son LI (y muestra la matriz asociada a su sistema)

1 =210
<—2 7 0)
k —kl0

Luego se le pide que vuelva a leer el enunciado, y se le pregunta que a simple vista qué

valores se le debia dar a k, respondiendo que debia ser igual a 0; esta respuesta fue dada entre
risas, y termina diciendo que no sabe, pero que puede tomar cualquier valor. Ante esta
inseguridad, se le pregunta por el valor que deberia tomar k, para que los vectores v, y v,

generen al vector (1,—2), respondiendo que debia ser cero. Como el estudiante siguio
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respondiendo lo mismo, se le hizo la siguiente pregunta: ¢Los vectores (1,—2,0) y (—2,7,0)
pueden generar al vector (1,—2)? A esto respondié entre risas, que no, porque el otro
componente (la tercera componente del vector (1, —2) no existiria, y que el vector generado

seria de R3.

El estudiante inicia resolviendo el problema sin considerar a qué espacio, pertenecen los
vectores y cual van a generar, no se da cuenta sino hasta después de que se le preguntara si los

vectores, ya con el valor de k = 0, podian generar a un vector del plano, (1, —2).

Se hace evidente que, para el estudiante el hecho de que el enunciado diga que hay un
conjunto de vectores y que hay que verificar si son, por ejemplo, como en este caso base para
R?, lo primero en lo que piensa es en el planteamiento de un sistema y su escritura mediante una
matriz aumentada asociada. Hizo falta la interpretacion del enunciado, que lo hubiese llevado, a
determinar sin tener que realizar ninguna accién, que no es posible encontrar un valor de k, ya

que los vectores con los cuales se piensa trabajar pertenecen a otro espacio.

Otra evidencia de construccion de este concepto se presentd en el procedimiento y argumento

que muestra el estudiante EJS, en el mismo problema 2.

El estudiante EJS, reescribe los vectores en una matriz, por filas, y realiza una operacion

elemental a una de las filas, como se muestra a continuacion:
(EJSP2):
(5 7 Ll-G6 5 o)
Concluye que cuando k = 0 los vectores v; = (1,—2,k) y v, = (—2,7,—k) podrian ser base

para R?, ya que estos vectores sélo tendrian componentes x, e y; ademas (1, —2),-2), (—2,7) son
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linealmente independientes. Claramente el estudiante esta teniendo confusion en cuanto a la
forma como escribe los vectores en la matriz, y ademas en la conclusion que obtiene luego de
reducir la matriz, estd empefiado en ubicar a los vectores dados en el enunciado, de cualquier

forma, en una matriz sin darle significado a lo que esta haciendo.

Se puede afirmar que el estancamiento de estos estudiantes en esta concepcion se presenta
debido a la carencia de la interpretacion del enunciado, y ademéas por la falta de estructuras
previas, como lo son la del concepto de Vector, y la interpretacion matricial de un SEL. Esto los
Ileva a la aplicacion de una serie de acciones sin mucho significado. Esto evita que evolucionen
sus construcciones sobre el concepto, ademas de limitar sus procedimientos y analisis en

determinadas situaciones.

6.2.2 Concepcion Proceso del concepto Sistema de Ecuaciones Lineales. Analizando los
resultados de las entrevistas, se puede decir que esta concepcion es fundamental en la
construccion de este concepto. Cuando un estudiante logra pensar en un sistema de ecuaciones
lineales, ya sea desde una interpretacion matricial, geométrica o vectorial, y entienda que lo
importante es interpretar el contexto para darle solucién a un problema, podrd continuar la

evolucioén de sus construcciones sin mayor dificultad.

Ademas, la interpretacidn se hace mas rica cuando el estudiante puede entender que diferentes
situaciones como las que se pueden encontrar en un problema de Combinacién Lineal, Base o

Conjunto generador se pueden solucionar con un correcto planteamiento y solucion de un SEL.

Como se habia considerado un estudiante con esta concepcion puede pensar en los SEL, sin
llegar a realizar alguna accion, es decir sin llegar a actuar directamente sobre el sistema, como se

muestra en el problema 5 donde el estudiante EJC realiza el siguiente comentario:
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(EJCP5): No lo van a generar, porque el vector cero no lo podria generar, habria

que restringir losa y 5.

Seguido de esto se le pregunt6 por qué le causaba desconcierto esto, a lo que respondié que:

(EJCPS5): Porque a y B deben ser distintos de cero

Dado que el problema no especificaba esas variables, se le pregunté por cuales a y 8 se estaba

refiriendo, contestando lo siguiente:

(EJCP5): Por el escalar que yo multiplico uno por el otro escalar que multiplico al otro
para generar las combinaciones, pueden ser distintos, y como me dice que la primera y la

segunda componente son iguales, entonces se deben restringir los a y 5

Se le pregunta si finalmente estos vectores v, y v, generan 0 no a H, y si son o no linealmente

independientes para que sean una base, contestando que si, que si @ = 8, entonces si se cumplia.

Se debe aclarar que este estudiante no realiz6 ninglin procedimiento para dar solucién a esta

situacion, lo fue deduciendo a partir de las preguntas que iba contestando.

Aunque en ningin momento el estudiante llega a decir directamente que se forma un SEL, él
es consciente de que existen unos escalares, que son necesarios para determinar el conjunto
generado, es decir el conjunto de todas las combinaciones lineales entres los vectores v, y vy, Yy
ademaés, implicitamente sabe que debe darle solucién al sistema «(1,0,0) + £(0,1,0) =

(x,y,0). Este tipo de argumentos era el que se esperaba tener.

Un hecho importante que se debe resaltar es que la mayoria de los estudiantes entrevistados
no tuvieron la necesidad de reescribir un sistema resultante de cierta situacion, en su matriz

aumentada asociada. Esto puede verse en el planteamiento que realiza este mismo estudiante EJC
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para darle solucion al problema niimero 4c, que pedia determinar si el conjunto {t? +t,t%,t2 +

1} podia ser base para el espacio vectorial P,(R):

Aunque el argumento fue basico, es decir, el estudiante plante6 la combinacién de tal forma
que se pudieran determinar los valores de los escalares «,f,y, para decidir si eran 0 no
linealmente independientes, y por ende, como habian tres vectores, esto significaba que este
conjunto seria una base para el espacio P,(R), fue muy importante el como lo plante6. No tuvo
dificultad al organizar los escalares que tenian como variable tanto a t%,t'y a t9,
correspondientes a cada uno de los grados menores o iguales a 2, y esto le permitié darle
solucion al problema, de manera “sencilla” es decir, sélo resolviendo el sistema, que incluso no
fue escrito de forma general con las ecuaciones explicitas, sino teniendo en cuenta a cada uno de
los escalares de las variables de t. Esto hace que nuestra descripcion sobre la necesidad de
escribir un sistema en su matriz asociada aumentada no sea tan evidente, s6lo basto con una
construccién adecuada de lo que es combinacion lineal, e independencia lineal, haciendo que la
idea de célula generadora del concepto Combinacién lineal de Parraguez y Uzuriaga (2014),
tome mas fuerza, y dandole el lugar a los SEL, como la herramienta para dar solucién a este tipo

de planteamientos. Es importante, que ademas que el estudiante sepa organizar sus ideas, sobre
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qué conceptos va a necesitar para darle articulacion a cada uno de ellos, y asi permitir una
evolucion entre las estructuras de cada uno de esos conceptos. Ademas, esta evolucion le va a
permitir apropiarse de forma mas eficaz de sus métodos para plantear o dar solucién a un
problema. Como se vera en el planteamiento del estudiante EK, quien da solucion al problema 3,
donde se pedia encontrar los valores de un pardmetro a, de tal forma que los vectores
(a,1,0),(1,0,a)y (1 + a,1,a) constituyeran una base para R3.A diferencia de los otros
estudiantes quienes intentaban dar solucidn a este problema a ensayo y error, este estudiante EK,
percibe que siendo tres vectores en un espacio de dimensién 3, sélo bastaria con determinar si

son linealmente independientes 0 no, veamos su planteamiento:

Al iniciar la entrevista, no se le preguntd sobre este planteamiento, sino sobre lo que tendria
qu hacer para dar solucién a este problema, argumentando que el valor de a, debia ser cero.
Seguramente estaba intentando que los vectores parecieran a los vectores de la base canonica.
Dado esto, se le pidi6 que dijera qué vectores quedaban luego de cambiar el valor de a por cero,
percatandose que uno de esos vectores (0,1,0), (1,0,0), (1,1,0), el tercero, era combinacion lineal
de los otros dos. Esto nos permitié preguntarle que de qué forma se podia garantizar qué valores
de a, se podian dar para que se cumpliera lo pedido, respondiendo que, con una matriz, donde se
pudieran hallar donde no son linealmente dependientes los vectores. De nuevo el estudiante no
especificd que se debia plantear una combinacién lineal, ni mucho menos que esto lo llevaria al

planteamiento de un SEL, pero se continuo preguntando.
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Con el papel en la mano, se le pregunt6 por qué lo hizo de esa manera y por qué los habia
ubicado asi, respondiendo que cada componente, (sefialando la primera columna) seria una
variable diferente x, y, z y por lo tanto las agrupé a todas en una ecuacion, argumentando ademas
que lo que esta en esa columna es lo que esta multiplicando al “a”. El estudiante tiene la idea de
la combinacion que se forma, y por ende busca darle solucion, ubicando inicialmente los
coeficientes en una matriz aumentada asociada, y luego usando el determinante de la matriz de
coeficientes. Cuando se le preguntd por qué habia usado ese resultado teérico, comentd que
hallando los valores para los cuales el determinante era diferente de cero, encontraria los valores
que hacian que los vectores fueran linealmente independientes y asi, la solucién al problema. Al
preguntarsele por qué sucederia si el valor de a fuese cero, respondié que los tres vectores no

generarian todo el espacio R3, y que tal vez generaria sélo un plano, o una recta.

Este tipo de argumento fue descrito en la descomposicion genética, a pesar de que haya sido
el Unico estudiante con este tipo de analisis, sirvié como evidencia para ser presentada en este

apartado.

Contrario a lo que se evidencio en el estado intermedio entre la concepcién Accion y Proceso,
donde no habia una interpretacion del contexto, el siguiente estudiante, el estudiante EE no tuvo
la necesidad de realizar ninguna accion para darle solucion al problema nimero 2, en donde
pedia determinar los valores de k, para los cuales los vectores v, = (1,—-2,k) y v, =
(—2,7,—k) formaran una base para R2. Lo primero que argumentd fue que esto no era posible,
ya que eso significaria que el subconjunto que podrian generar esos dos vectores seria un
subconjunto de R?. Como su respuesta fue bastante dudosa, se le preguntd si seria posible ubicar

un vector de R? en R3, argumentando que si se podria, si la tercera componente fuera igual a
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1
cero. Con el fin de saber hacia donde iba su argumento, se le pregunto si la igualdad | —2 | =
0

( 2) era cierta, y solo hasta después de preguntarsele a cual espacio pertenecian cada uno de los

vectores, pudo concluir que no eran iguales, y por lo tanto no existirian valores de k que hicieran
posible esta afirmacion. Finalmente, muestra evidencia de que esta pensando en los vectores de
forma concreta, especificamente de forma geométrica, al agregar que no podrian existir valores

de k, ademas porque no existe un vector en R3 que se pueda graficar en R?.

La importancia de esta construccion se evidencia de manera especifica cuando un estudiante
piensa no solamente en el planteamiento de un sistema, sino el fin de este. Puede que no lleguen
a describir como tal un sistema, pero la idea esta implicita, y esto caracteriza esta concepcion.
Ademas, esta construccion se hace significativa cuando acomparia a otros conceptos, es decir
cuando no se aisla, sino se incorpora para darle significado, pueda que como lo describe
Parraguez y Uzuriaga (2014) el concepto de Combinacion Lineal sea la célula generadora, pero
los SEL, son la herramienta para darle solucién a todos los problemas donde surjan las

combinaciones lineales.

7. Conclusiones

En este capitulo se presentan las conclusiones generales de este trabajo de investigacion. Se
empieza describiendo algunos aspectos sobre el uso de formas concretas (formas algebraicas y
formas geométricas) evidenciados en este andlisis, con el fin de dar respuesta a uno de los

objetivos de este trabajo. También, y teniendo en cuenta el analisis de los datos, se determinan
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los cambios que se proponen para la descomposicion genética hipotética, y algunas

consideraciones generales para iniciar la construccién del Esquema de SEL.

7.1 Sobre el uso de Formas concretas

Durante el desarrollo de la entrevista no se detectd en ninguno de los razonamientos usados por
los estudiantes las formas geométricas, a pesar de que tenian la libertad de usar un software de
geometria dindmica, este no caus6 un impacto en sus procedimientos. Aungue esta investigacion
no tenia como objetivo mediar las construcciones de los SEL, usando estas formas geomeétricas,
si se buscaba establecer el rol de estas en la construccion del Esquema de SEL. Esto refuerza la
idea de Sierpinska (2001) quien sefiala que no es suficiente con hacer los contenidos mas
concretos a partir del trabajo en bajas dimensiones y usando visualizaciones. Incluso las
interpretaciones mas relevantes se pueden dar usando las formas algebraicas, la cuestion es que
segun el contexto en que se presente el problema, el estudiante pueda decidir con cuél se siente
mas comodo y cual le va a brindar mas elementos para interpretar y darle solucion al problema.
Esto no quiere decir que las formas geométricas no son necesarias 0 no van a aparecer en la
construccién de este concepto, sélo que por cdmo se presentaron los problemas en la entrevista,
no permitio identificar caracteristicas. Es evidente que para que un Objeto Cognitivo, que es por
naturaleza abstracto, sea interpretado, se hace necesario el trabajo con las formas concretas, ya
sean geométricas o algebraicas, por lo que se pudo estudiar en las entrevistas, las formas
algebraicas sobresalieron. Tal vez en futuras investigaciones se pueda inducir hacia el trabajo
con esas formas geométricas, de tal forma que se pueda realizar un paralelo y comparar en cuél

de esos entornos hay mas evidencia de construccidn de este concepto.
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7.2 Descomposicion genética refinada

Como se habia descrito en la descomposicion genética hipotética, se pensO en ciertas
estructuras iniciales que permitiran dar inicio a la construccién de este concepto. Se siguen
considerando esenciales las estructuras Accion del concepto variable, la estructura Proceso
del concepto Vector, la estructura Proceso de Ecuaciones equivalentes que, aunque no fue
evidente se hace necesario para la interpretacion de soluciones. La estructura Proceso del
concepto Vector se deberia reforzar al inicio del camino con el fin de que esta estructura esté
presente en la construccion del concepto SEL. Por ejemplo, en problemas especificos donde

se tenga que describir qué vector o vectores son solucion de cierto sistema.

Con respecto a las interpretaciones geométricas de las ecuaciones, para los casos con dos
y tres variables, no se hace indispensable tener esta estructura Proceso, pero si el estudiante
decide abordar el Objeto desde su forma geométrica, si es necesario. Algo importante que
cabe resaltar en este punto del trabajo y que tal vez no fue tan evidente en el disefio, es
empezar el estudio de los SEL, desde su naturaleza, como conjunto de ecuaciones lineales,
para llegar a construir con significado. Por ejemplo, el hecho de que cuando se realizan
operaciones elementales a una matriz del sistema, es porque se sabe que con la
multiplicacién por escalar a una ecuacién o la suma de ecuaciones, el conjunto solucién no
se va a alterar, pero si va a permitir llevar una matriz inicial a una forma mas sencilla, de tal

forma que la descripcion de su solucion sea directa.

Fue interesante observar que la mayoria de las construcciones que realizaron los
estudiantes sobre el concepto de SEL, involucrado en los conceptos de Combinacion lineal,

Dependencia e independencia lineal, Conjunto generador y Base, no estuvo dirigida hacia un
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mismo método para resolver el problema. En cambio, se vio una diversidad en cuanto a

descripciones usando argumentos de tipo matricial y determinantes.

Las interpretaciones geométricas no prevalecieron, tal vez por la forma como se
presentaron los problemas no inducia a este tipo de interpretaciones. Tampoco era la
intencidn de este trabajo describir como eran las construcciones mediadas por ambientes
geomeétricos, pero si establecer el rol que existian entre los objetos Abstractos y los objetos
concretos. Observando el analisis realizado de los resultados de la entrevista, se pudo
evidenciar el empleo de métodos para resolver SEL, como lo es el método de sustitucion, el
uso de interpretaciones matriciales, y el uso de determinantes. Con respecto al uso de
interpretaciones matriciales, que era el que se pensaba iba a ser el més usado, no hubo
mucha influencia. Los estudiantes llegaron a ubicar los vectores en una matriz aumentada,
como fue el caso del estudiante EK, que sélo ubicé los vectores en una matriz para poder

establecer los valores que hacian que el determinante fuera diferente de cero.

El andlisis de resultados permiti6 ademas describir un estado intermedio entre la
concepcion Accion y Proceso, caracterizado por la falta de reflexion sobre el trabajo con
ciertos elementos que presenta un problema, y también con la falta de interpretacion de la
solucién de un problema; la cual es entendida por la mayoria de los estudiantes como llegar
a una igualdad sin tener que dar explicacion alguna. Este trabajo se deberia reforzar con el
planteamiento de mas problemas donde sobren datos para que asi, los estudiantes aprendan a
elegir los datos que si les permitan obtener informacion del problema y no solo a manipular
elementos, que fue lo que se evidencid no so6lo en este estado, con el fin de intentar dar

soluciones a problemas que no tenian solucion.
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Por lo tanto, un estudiante con una concepcién Proceso de SEL, podrd determinar sin
realizar ninguna accion si un problema tiene o no solucién con una correcta interpretacion
del mismo, sea del concepto que sea. Esto es algo que caracteriza la interiorizacion de una
Accidn que pudiera llegar a realizar un estudiante para darle solucion a un problema, pero no
es la unica forma de describir una concepcion Proceso. Como se evidencid en el trabajo
realizado, el uso de cualquiera de los métodos que hubiesen podido utilizar los estudiantes
para dar solucién a un problema, solo garantiza la mitad del éxito en la resolucion de un
problema. La herramienta estd, y se presenta en diferentes formas, usando matrices, usando
métodos convencionales, usando el determinante, pero la cuestion esta en que el estudiante
sepa cdmo usar esa herramienta y saber por qué funciona, ahi es donde empieza a tener

significado.

Durante la realizacion tanto de la etapa de reconocimiento como de la implementacion,
no fue evidente la encapsulacién de ese Proceso construido, tal vez los problemas
planteados no exigian tener mas que una concepcion Proceso para dar solucion. En este
camino, se considera que las construcciones estan determinadas segun el contexto del
problema. Si un problema pide determinar si los vectores de cierto espacio R? o R3, son
linealmente independientes, pues el estudiante tendrd opciones, como verificar
geométricamente si pertenecen a una misma recta 0 a un mismo plano; o usar una matriz y
verificar si las Unicas soluciones al sistema homogéneo planteado son iguales a cero; o
incluso, si la matriz de coeficientes es cuadrada, usar los determinantes para dar solucion al

problema.

Durante el analisis de los resultados fue evidente la necesidad de involucrar los conceptos

de Combinacion lineal, dependencia e independencia lineal, conjunto generador y Base, con
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el fin de no aislar el concepto de SEL, de estos conceptos que forman parte del contenido, de
los cursos basicos de Algebra lineal. A pesar de que en un principio se queria comprobar que
los SEL eran el centro de los conceptos de algebra lineal, se pudo comprobar tanto en otros
trabajos como el de Parraguez (2014), como en nuestra investigacion, que a pesar de que el
centro de todos los conceptos, el cual genera a otros es el concepto de Combinacion lineal,
los SEL estan presentes como una herramienta para dar solucion a problemas que involucren

combinaciones lineales.

7.3 El Esquema de Sistema de Ecuaciones Lineales, una reflexion inicial

Como se describié en el apartado anterior, durante el andlisis de los datos obtenidos en esta
investigacion, ninguno de los estudiantes entrevistados dio evidencias de haber construido algo
mas que una concepcion Proceso de SEL. A pesar de haberse realizado conexiones de este
concepto con otros como Combinacion lineal, dependencia e independencia lineal, Conjunto
generador y Base, no se logrd identificar caracteristicas que permitieran describir la
encapsulacion del Proceso de SEL. A pesar de esto, se puede iniciar una descripcion del

Esquema con el fin de proporcionar una caracterizacion de esta construccion.

Como se describi6 anteriormente un Esquema es una coleccidn coherente de construcciones
relacionadas con el concepto. Los niveles de evolucion estan determinados por las relaciones que
un estudiante logra establecer con otros conceptos diferentes, en este caso, con los conceptos de
Combinacion lineal, Dependencia e Independencia Lineal, Conjunto generador y Base. De esta
forma es como se puede fortalece este Esquema de SEL que estara determinado por las
relaciones que pueda realizar de manera consciente con los otros conceptos anteriormente
mencionados. A continuacion, se hara una descripcion de los niveles que se pudieron considerar

como resultado del anélisis de los datos empiricos.
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Nivel Intra: Este nivel esta asociado con las construcciones relacionadas con el concepto SEL
desde él mismo. Es decir, un estudiante con las construcciones previas que se han considerado de
los conceptos de Variable, ecuacién, ecuaciones equivalentes, vector, interpretacion geométrica,
y conjunto podra establecer el conjunto solucién de un sistema planteado, ya sea realizando
operaciones elementales a las ecuaciones del sistema, o graficando las ecuaciones del sistema, si
se pueden. En este nivel estan ausentes las conexiones entre el concepto de SEL y los otros
conceptos (Combinacion lineal, Dependencia e Independencia Lineal, Conjunto generador y

Base).

Nivel Inter: Este nivel estd asociado con la creacion de relaciones entre el concepto SEL y los
conceptos de Combinacion lineal, Dependencia e Independencia Lineal, Conjunto generador y
Base. Asi, diferentes construcciones, Acciones, 0 Procesos, se pueden interactuar y crear
mediante diferentes mecanismos, coordinacion, nuevas construcciones que enriquezcan el
Esquema. Una de las coordinaciones que fueron identificadas en este nivel estan relacionadas
con el concepto de Combinacion lineal. Un estudiante puede coordinar el Proceso de SEL
usando los determinantes, y el Proceso combinacion lineal, para comprobar por ejemplo si un
conjunto de vectores es 0 no linealmente independiente. O coordinar por ejemplo el Proceso de
SEL, usando la representacion matricial, con el Proceso combinacion lineal para determinar qué
generan un conjunto de vectores. De esta manera un estudiante puede ser consciente que todos
los problemas que tengan que ver con Dependencia e independencia lineal, conjunto generado y
base, estan directamente relacionados con el concepto de Combinacion lineal, y que los SEL,
desempefian un rol importante para dar solucion a estos. Es decir, funcionan como una

herramienta. Por Gltimo, se puede considerar que una vez un estudiante logre alcanzar este nivel
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en su Esquema, podrd cobrar sentido al por qué surgieron los SEL, y asi enriquecer la

interpretacion del mismo y de los otros conceptos involucrados.

7.4 Implicaciones Didacticas

Cabe aclarar que este modelo de ensefianza que inicia a partir del estudio de la naturaleza de los
SEL, para luego llegar a relacionarlos con los otros conceptos anteriormente mencionados, no
tiene en cuenta los conceptos normalmente estudiados en cursos basicos de algebra lineal, como
lo son los nimeros complejos, induccion matematica, sumatoria, producto punto, producto cruz,

las operaciones entre matrices, entre otros, pero si podrian hacer parte dentro del plan de estudio.

Ademas, cuando se estd construyendo este concepto no se hace necesario la imposicion para
trabajar en cierto enfoque, ya sea matricial, geométrico, o netamente abstracto, depende de como

se presente el problema, el estudiante decidira como lo aborda.

Con este tipo de alternativa se busca que los maestros motiven a los estudiantes, y sobre todo
que les muestren como crear conexiones entre conceptos, para que asi los estudios de estos
conceptos de educacion superior no estén aislados a los de la educacion secundaria, y se
construyan significativamente. Ademas, se hace una invitacién a la reflexién profunda sobre los
conceptos que se estudien, todo tiene un origen y un por qué, el conocimiento matematico no
solo es procedimental, sino como se ha sustentado en el desarrollo de esta investigacion

conceptual.
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Apéndices

En esta seccidn se encontrard una tabla en donde se presenta la transcripcion de las entrevistas
realizadas a 4 estudiantes, a partir de su produccion tanto en sus hojas de trabajo, como en los
videos grabaciones que se realizaron durante el desarrollo de las entrevistas. Se resaltan los
resultados mas relevantes. También se podrén encontrar las pruebas diagndstica inicial y final, y

las preguntas de la entrevista en la etapa de implementacion del ciclo de investigacion.

Apéndice A. Entrevista

Estudiante: EE

Pregunta #5 Luego de realizar lo que se muestra en la siguiente imagen, se empieza
la entrevista:

Sean vy =
(1IOIO)I v2 =

010 y H=

o)

{vy,v,} una Dbase | Inv.: ;Qué vas a hacer?

para H? EE: Voy a mirar el generado

Inv.: { Qué forma tienen los elementos de H?

x
EE:<y), dondex =s, y =s.
z

Inv.: Pero ¢Cuél es el generado de este conjunto H?
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EE: Ah ya entendi, pues si son base
Inv.: ¢Por que?

S X
EE: Tenemos los vectores (s) de la forma (y) entonces los puedo
0 z

S 0
expresar como (0) + (s ), 0seasvaaserxey=s,entonces va a
0 0

1 0
seriguala x{ 0| +y| 1)
0 0
Inv.: ¢Por qué x e y, en lo ultimo que haces?

EE: Entonces como x = s, e y = s, entonces x = s = y [cambiando la
x y la y por la s]. Entonces se puede decir que el generado es el

e )

Inv.: ¢Es el generado o el que lo genera?
EE: Bueno, el que genera a H.
Inv.: El conjunto generador de H [Haciendo la aclaracién].
EE: {(i)}zgen{(é) , <2>}
0 0/ \0
Inv.: ¢ Qué significa?
EE: Son vectores, las combinaciones lineales

1 0
Inv.: ¢ Cudles son las combinaciones lineales entre (0) y <1>?

0 0
s
EE: El <s)
0

Inv.: ¢ Solamente el conjunto H? Por ejemplosia =2,y 8 = 3.

EE: [Titubeando indica que estd confundido y pide que le repita de
nuevo la pregunta]

1 0
Inv.: { Qué generan los vectores (0) y (1)?
0 0
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EE: ¢Un plano? [Titubeando y negando lo dicho concluye] las

combinaciones lineales

1\ /0
Inv.: Realmente ;EIl generado de (0) (1) es H?

0/ \0
EE: Sélo si a = .

Pregunta #2
Sean

V1=
(1,-2,k) y
Uy, =

(—2,7,—k). Determi
ne para qué valores
de k,el conjunto
{vy,v,} es una base
para R? ¢Es
posible que sea una

base para R3?

El estudiante no habia respondido en el papel, asi que se le pidié que
leyera de nuevo el problema y responde lo siguiente:

EE: No, no es posible, eso significa que ¢El conjunto que generan esos
dos vectores es subconjunto de R2?[Preguntando bastante dudoso].

Inv.: ¢ Sera que puedo ubicar un vector de R? en R3?
EE: Si, si se puede, si la tercera componente es igual a cero.

1
Inv.: Es decir ¢ El vector (—2) = ( 1 )?
0 -2

EE: No [Titubeando en su respuesta] Si es igual.
Inv.: [Con el fin de que el estudiante puede corregir esta idea erronea se
1

le pregunta lo siguiente] ¢ EIl vector (—2) en qué espacio esta?
0

EE: En R3, y el otro en R?, 0 sea no son iguales.
Inv.: ¢ Entonces?

EE: No existen valores, porque no existe un vector en R3 que se pueda
graficar en R?.

Inv.: ¢ Y podria ser una base para R3?

EE: No, no es posible, porque la cantidad necesaria de vectores es 3, y
no 2.

Estudiante: EJC

Pregunta #5
Sean vy =

(11010)1 vZ =

Después de realizar la lectura el estudiante responde lo siguiente:

EJC: No lo va a generar, porque al vector cero no lo puede generar y
habria que restringir los a. y f3.

Inv.: ;Cuales?
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(0100 y H=

()

{vy, v} una base

para H?

EJC: No va a generar al vector cero [mostrando desconcierto]

Inv.: ¢Por queé te causa desconcierto eso?

EJC: Si porque a y B deben ser diferentes de cero

Inv.: ;Cudles a y B?

EJC: Por el escalar, que yo multiplico uno y por el otro escalar que
multiplico al otro para generar las combinaciones pueden ser distintos y
como me dice que la primera y la segunda componentes son iguales,
entonces se deben restringir los o y f.

Inv.: Entonces ¢genera o no a H?

EJC: Pero si yo digo que o= entonces si.

Inv.: ¢ Y si son Linealmente Independientes?

EJC: Si claro

Pregunta #2
Sean v =
(1,-2,k) y
v, =

(=2,7,—k). Determi
ne para qué valores
de k,el conjunto
{vy,v,} es una base
para R? ¢Es
posible que sea una

base para R3?

EJC: No puede ser porque excede la dimension de R? porque v, Y v,
estan en R3, y no puede ser base de R3 porque solo hay 2 vectores,
independiente del valor de k.

Inv.: ;Sera base?

EJC: Se necesitan minimo 3 vectores linealmente independientes

Estudiante: EJS

Pregunta #2

Luego de realizar lo que se muestra en la siguiente imagen el estudiante
dice que este problema tendré solucién cuando k = 0.
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Sean v, =
(1,-2,k) y
v, =

(—2,7,—k). Determi
ne para qué valores
de k,el conjunto
{vy,v,} es una base
para R? ¢Es
posible que sea una

base para R3?

Inv.: Dices que con k = 0, estos vectores podrian ser base para R2.

EJS: Si, porque solo tendria componente en x, y y.,y (1,=2) y (—=2,7)
son linealmente independientes.

Inv.: Peroy k = 0 no es un componente en z

EJS: Si, pero no podria ser una componente en R2.

Inv.: O sea que ¢td le quitarias esa componente? Cuando haces k = 0,
haces la tercera componente igual a 0, no es que se elimine, queda
(1,—-2,0). ¢ Ese vector en donde esta?

EJS: En R3.

Inv.: (¢ Entonces?

EJS: No, porque esta en R3 y lo necesito para R?

Inv.: /Y seria una base para R3?

EJS: No, porque faltaria uno, con sélo dos vectores en R3 generaria un
plano.

Inv.: Y ¢Siempre generaria un plano?

EJS: Si son linealmente independientes si, si no seria una recta.

Pregunta #5
Sean v =

(1IOIO)I 172 =

010 vy H=

Después de realizar lo que aparece en la imagen, el estudiante responde
lo siguiente a la pregunta:
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S S 0
{lsl S GR}- ¢Es | EJS: Si porque los separé y me queda <0> + (s) y factoricé a s, y me
0 0 0

1 0
{vy,v,} una base | dio <O> y (1) entonces estos vectores son las bases.

0 0
para H?
Inv.: ¢Cual es el generado de esos 2 vectores?

EJS: Seria un plano

Inv.: ¢ Qué forma tienen los que se generan a partir de ellos?

EJS: Ternas, combinaciones

Inv.: ;Cémo son las combinaciones lineales? ;Genera a H?

EJS: Si, porque hay un escalar, [sefialando a s] el a y el B seria s.

Inv.: Pero a y B no tienen que ser necesariamente iguales

EJS: Pero deben serlo para que generen a H

Inv.: ;Qué pasa si yo hago o« = 1y = 2?

EJS: Se saldria del conjunto H, [hace una pausa y continua], no es que el

1 0
generado de <0> y (1) sea H, sino sélo cuando o« = 8 = s.
0 0

Inv.: ¢Y son linealmente independientes?

EJS: Si.
Estudiante: EK
Pregunta #2 Luego de darle el tiempo para que el estudiante leyera y pensara un
momento en la solucién de esta situacion, se le pregunt6 por qué era lo
Sean v, = | que estaba haciendo y respondié que:
(1,-2,k) y | EK: Estoy comprobando primero si los vectores son linealmente

independientes,(mostrando el procedimiento que aparece en la siguiente
v, = imagen).

(—2,7,—k). Determi

ne para qué valores
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de k,el conjunto
{vy,v,} es una base

para R? . (Es

posible que sea una

base para R3? Se le pidio que volviera a leer el enunciado y se le preguntd a simple
vista qué valores de kle podria dar para que tuviera solucion el
problema respondiendo lo siguiente:

EK: [Titubeando] A mi me dio que k eraigual a k.
Inv.: ¢ Por qué?
EK: [Respondiendo de forma nerviosa] No s€, k puede tomar cualquier

valor

Inv.: Por ejemplo si yo quiero al vector (1, —2) ¢qué valor debe tomar
k?

EK: Cero

1 -2
Inv.: (;(—2> y ( 7 ) me pueden generar al vector (1, —2)?
0 0

EK: No, porque el otro componente no existiria, [riéndose] ese vector es
de R3.

Inv.: ¢Podria ser base para R3?
EK: Pues tienen que ser linealmente independientes y aparte debe tener

3 elementos, [exclamando]no puede ser, yo si decia tan raro, ese
solamente tiene 2 elementos.

Pregunta #3 El estudiante realiza lo que se muestra en la imagen
¢Para qué valores ( (, d) — 10 +
— a1 asas

del nimero real a,

(t £

los vectores

Inv.: ;Qué significa esto?
(@ 1,0), (1,0,a)y (1 M €QUE IO

EK: Pues aca seria [sefialando cada a de los vectores]. ;a puede ser
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a,1,a) constituyen

una base para R3?

diferente? Por ejemplo en el primero puede valer 0, en segundo 0, y en
el tercero puede valer [pensando en su respuesta], no [intenta aparecer la
base candnica para R3]

Inv.: ¢ Qué harias| para darle solucién al problema?

EK: Para mi a debe valer cero

Inv.: ¢Por que?

EK: Me crearia vectores linealmente independientes

Inv.: ¢ Qué vectores te quedarian?

EK: (0,1,0), (1,0,0), (1,1,0), [dudando] ah pero (1,1,0) es combinacion
lineal de los dos.

Inv.: ¢{Qué harias entonces para garantizar si los hay, los valores de a
(ue permitan que estos tres vectores sean base para R3?

EK: La matriz [respondiendo de forma dudosa]
Inv.: ¢Cual matriz? ;Por qué?

EK: Pues si, para hallar donde no son linealmente dependientes los
vectores.

Inv.: [Mostrando lo que tenia en el papel] ¢Qué hiciste ahi?

EK: Ubiqué los vectores en forma de columna

Inv.: ¢Por que?

EK: Cada componente [sefialando la primera columna], seria una
variable diferente x, y, z, entonces agrupé a todas en una ecuacion [para
luego retractarse].

Inv.: Pero no es por eso.

EK: Pues los volteé en columnas para mirar si eran linealmente
independientes

Inv.: Por ejemplo cuando ibas a mirar acé [sefialando lo que habia hecho
en la pregunta 2] si los vectores eran linealmente independientes ¢qué
hiciste?
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EK: Pues los multiplicaba por un a y un B, [sefialando las columnas,
pero luego se retractd y continud] este seria mi o y mi P, [sefialando
ahora los coeficientes de la primera columna, para luego de nuevo
retractarse], ah no, este seria la incognita a [escribiendo encima de la
primera columna a], y la otra es la de f.

Inv.: No seria la incognita a.
EK: No, seria lo que estd multiplicando a o

Inv.: Bueno, te decidiste por el determinante y encontraste que a # 0,
¢ Qué significa esto?

EK: Que tiene soluciones infinitas, cuando a = 0, tiene infinitas
soluciones.
Inv.: ¢Por qué?

EK: Pues ya vimos [riéndose de manera nerviosa]

Inv.: Si tienes soluciones infinitas ¢qué generarian?

EK: Un plano, no una recta, pero no R3.
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Apéndice B. Prueba diagnostica inicial

Algebra Lineal 1 — 20171
Universidad Escuela de Matematicas

Industria de

Santander Facultad de Ciencias

Prueba diagnostica inicial

Nombre: Edad:

¢ Habia tomado el curso anteriormente? Si No ¢ Cuantas veces?

Apreciado estudiante: el disefio, desarrollo y evaluacion de esta prueba es un insumo
fundamental para garantizar que durante el desarrollo del curso usted pueda encontrar los
espacios apropiados para potenciar el desarrollo del pensamiento matematico asociado a los
conceptos del algebra lineal.

Por tanto le solicitamos que conteste con total sinceridad, explicando los procedimientos que

1. Dada la siguiente ecuacion lineal de dos incognitas, x e y:
3x+2y=3

a. Dé un ejemplo de valores de x e y que satisfaga la ecuacion. (Dé un ejemplo de valores
de x e y que sean solucidn para esta ecuacién) ;Cuéntos hay?

b. En general, diga para qué valores de x e y se satisface la ecuacion.

Represente la ecuacion en el plano cartesiano.

d. Si el conjunto de todos los valores de x e y que satisfacen la ecuacién (estos valores se
relacionan en una dupla, por ejemplo (1,2)), se denomina conjunto solucién de la
ecuacion, diga ¢cual es el conjunto solucién para esta ecuacion?

o

2. Observe la siguiente ecuacién
4 =3y + 5x

Determine si las siguientes duplas satisfacen la ecuacion: (=1,3) y (2,2)
En general, ;Qué duplas satisfacen la ecuacion?

Multiplique por 3 la ecuacion, ;Qué obtiene?

Grafique la ecuacion inicial y la obtenida en (c) ¢Qué puede concluir?

oo oe
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3. Dados las siguientes duplas:

a. Determinar la ecuacion que tiene como solucion a estas duplas.

(1,3),(—2,1)

b. Determine el conjunto solucion de la ecuacion.

4. Se tiene la siguiente ecuacion lineal:

oo

@ ~o oo

boy=2
X 3y—

Escriba el conjunto solucion de esa ecuacion.

Grafique la ecuacion.

Ahora, tenga en cuenta la siguiente ecuacion:

2y +4x =6

Escriba el conjunto solucion de esta ecuacion.

Grafique la ecuacion en el mismo plano que graficé la primera ecuacion.
¢Qué tienen en comun las gréaficas de ambas ecuaciones?
Escriba las duplas que son comun entre ambas ecuaciones.

159

Escriba el conjunto solucién del conjunto o sistema de ecuaciones lineales, formado por

ambas ecuaciones.

5. Las rectas que se muestran a continuacién, estan representando las graficas de tres
ecuaciones lineales.

a. Describa con sus palabras el sistema de
ecuaciones lineales representado.

b. ¢Qué tipo de solucion tiene el sistema?
¢Por qué?

c. ¢Se puede describir
ecuaciones lineales con 2 soluciones? Si es asi
realice una representacion geométrica del mismo.

un sistema de
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Apéndice C. Prueba diagndstica final

Algebra Lineal 1 — 20171
Industrial de Escuela de Matematicas
Santander Facultad de Ciencias

Universidad

Prueba diagnostica final

Nombre:

Apreciado estudiante: el disefio, desarrollo y evaluacién de esta prueba es un insumo fundamental para
garantizar que durante el desarrollo del curso usted pueda encontrar los espacios apropiados para
potenciar el desarrollo del pensamiento matematico asociado a los conceptos del algebra lineal. Por tanto le
solicitamos que conteste con total sinceridad, explicando los procedimientos que realiza y dando respuesta a
todas las situaciones planteadas.

1. Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales, encuentre los valores para k, de tal
forma que el sistema tenga Unica solucion. Explique su respuesta.
Xy +kx,—x3=1
—X; + X, + k?x3 = —
Xy + kx, + (k—2)x3 =2

2. Sea el sistema de ecuaciones lineales:

ax+by =20
cx+dy=0
ex+fy=0

Describa la posicion de las rectas, para que:
a. El sistema solamente tenga la solucion trivial
b. El sistema tenga soluciones no triviales

3. Sean a, b, c coeficientes reales. Describe como interpretarias geométricamente, para cada
forma escalonada de las matrices C,A,B, que representan sistemas de ecuaciones
lineales, dadas de la siguiente manera:

1 a b|0 1 a b|0 1 a b|0
C={0 0 0/0),A=[{0 1 c|O),B=[0 1 c|O
0 0 olo 0 0 1l0 0 0 olo

4. ¢Cbomo le explicarias a un compafiero cual es la diferencia entre conjunto generador y
espacio generado? Si lo consideras necesario, utiliza un ejemplo.

5. Establece la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
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a. B = Gen{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,2)}tiene la misma cantidad de elementos que
¢ ={(1,0,0),(0,1,0), (0,0,2)}, justificando tu respuesta.
b. El vector (2, —3) pertenece al espacio generado por B = {(1,0), (0,—1)} c R2.

6. Sean u, v, w tres vectores en el espacio R3,u = (1,—3,0),v = (1,—-1,1),w = (0,2,1)

a. ¢Estos puntos son colineales? ¢Por qué? ¢Estos vectores son linealmente dependientes o
linealmente independientes? ¢ Por qué?

b. ¢Qué generan estos vectores?

7. Sean wv; = (6,-3,1),v, = (2,—1,1),v; = (—2,1,—4) tres vectores en R3. Para
cualquier combinacion lineal de la forma: x(6,—3,1) + y(2,—1,1) + z(—2,1,—4) =
(0,0,0),x,y,z €R, la representacion geométrica del sistema resultante, es la siguiente:

H = - =0= = L ]

[l S e
f L !

o

¢Cual es la solucion del sistema? Justifique su respuesta.
b. ¢El conjunto {v;, v,, v3} es linealmente independiente? Justifique su respuesta.

Una base, es una base ortogonal de un espacio, si el producto escalar o producto interno, dos a
dos entre los vectores que la conforman es igual a cero.

8. Pruebe si el siguiente conjunto de vectores forma una base ortogonal para R3:

E ={(1,-1,0),(1,1,0),(0,0,1)}
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a)
b)

c)

Apéndice D. Preguntas de la Entrevista

Preguntas entrevista

Considere el siguiente conjunto F = {1, x2,x? + 2} de vectores en P,(R).
a. ¢Este conjunto es linealmente independiente o linealmente dependiente?

Sean v; = (1,—2,k) y v, = (—2,7,—k). Determine para qué valores de k, el conjunto
{v,,v,} es una base para R? . ;Es posible que sea una base para R3?

Para qué valores del ndmero real a, los vectores (a,1,0),(1,0,a)y (1+a,1,a)
constituyen una base para R3.

De los siguientes conjuntos de vectores, ¢Cuales son base para el espacio vectorial
P,(R)?

{t2+1,t—1,t+ 1}

{t2+1,t—1}

{t? +t,t%t2 + 1}

S
Sean v; = (1,0,0),v, = (0,1,0)yH = {H S eR}. ¢Es {v;, v, } una base para H?
0



