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RESUMEN

TITULO: IMPLEMENTACION DEL METODO DE RECIPROCIDAD DUAL EN EL ESTUDIO DE LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES. []

AUTOR: JEFFERSON PINZON MORANTES []]

PALABRAS CLAVE: METODO DE RECIPROCIDAD DUAL, METODO DE ELEMENTOS DE FRON-
TERA, ECUACION DE POISSON, ECUACION DE BURGERS Y ECUACION DE CALOR.

DESCRIPCION: Este trabajo se centra en el andlisis del Método de Reciprocidad Dual (MRD), una
herramienta matematica que permite hacer frente a las integrales de dominio que aparecen en los
llamados Métodos de Elementos en la Frontera, a través de una expansion en series con funcio-
nes de aproximacion. El método se utilizé para resolver problemas lineales homogéneos como la
ecuacioén de Laplace, lineales no homogéneos como la ecuacion Poisson y problemas no lineales
como la ecuacién de Burgers y dependientes del tiempo como la ecuacién de calor, con dominio en
una circunferencia, utilizando condiciones de frontera tipo Dirichlet, Neumann y Mixtas. El Método
de Reciprocidad Dual (MRD) fue introducido por Nardini y Brebbia en 1982 para problemas elasto-
dindmicos y extendido por Wrobel y Brebbia a problemas de difusién en 1986, aunque no tan usado
como el método de elementos finitos o de diferencias finitas, ha sido usado en diversos trabajos
de investigacion incluyendo la ecuacion de Navier-Stokes 2-Dimensional, problemas de Helmholtz,
flujo de Stokes, flujo magneto-hidrodinamico, problemas de haptotaxis y haptotaxis-quimiotaxis, en-
tre otros. En este proyecto se planea introducir los aspectos teéricos basicos relativos al método
de reciprocidad dual. El problema consiste en entender los aspectos matematicos que permiten la
deduccion de los esquemas numéricos y la implementacion de las diferentes rutinas en el software

Matlab, abordando algunos problemas sencillos de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales.

Trabajo de investigacion

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Jhean Eleison Pérez Lopez, Ph.D.



ABSTRACT

TITLE: IMPLEMENTATION OF THE DUAL RECIPROCITY METHOD IN THE STUDY OF PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS []

AUTHOR: JEFFERSON PINZON MORANTES []

KEYWORDS: DUAL RECIPROCITY METHOD, RADIAL BASE FUNCTION, BORDER ELEMENTS
METHOD, POISSON EQUATION, BURGERS EQUATION AND HEAT EQUATION.

DESCRIPTION: This work is focused on the analysis of the Dual Reciprocity Method (MRD), a
mathematical tool that allows dealing with domain integrals that appear in the so-called Boundary Ele-
ments Methods, through a series expansion with approximation functions. The method was used to
solve homogeneous linear problems such as Laplace’s equation, non-homogeneous linear problems
such as the poisson equation, and non-linear problems as the Burgers equation and time dependent
as the heat equation, with domain a circumference, using Dirichlet, Neumann and Mixed boundary
conditions. The Dual Reciprocity Method (DMR) was introduced by Nardini and Brebbia in 1982 for
elastodynamic problems and extended by Wrobel and Brebbia to problems diffusion in 1986, although
not as widely used as the method of elements finite or finite difference, has been used in various re-
search works including the 2-Dimensional Navier-Stokes equation, Helmholtz problems, Stokes flow,
magneto-hydrodynamic flow, haptotaxis and haptotaxis-chemotaxis problems, among others. In this
project it is planned to introduce the basic theoretical aspects related to dual reciprocity method. The
problem is to understand the mathematical aspects that allow the deduction of the numerical schemes
and the implementation of the different routines in Matlab software, addressing some simple problems

of linear and nonlinear differential equations.

Research work

Faculty of science. School of mathematics. Advisor: Jhean Eleison Pérez Lopez, Ph.D.
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INTRODUCCION

El Método de Elementos en la Frontera (MEF) es ahora una técnica numérica bien
establecida que proporciona una alternativa eficiente a los métodos de elementos y
diferencias finitas predominantes para la solucién de una amplia gama de problemas

de ingenieria.

La idea basica detras del MEF consiste en hacer uso de soluciones fundamentales
para transformar la ecuacion diferencial en un problema equivalente involucrando
ecuaciones integrales unicamente sobre la frontera del dominio. El método fue usa-
do inicialmente por Jawson D y Symm H para solucionar ecuaciones tipo Laplace en
el modelado de problemas de potenciales. La principal ventaja del MEF es su capa-
cidad para proporcionar una solucion completa del problema en términos de valores
en la frontera Unicamente, reduciendo la dimensién en uno, con ahorros sustancia-
les en el tiempo de cdmputo y en el esfuerzo de preparacidén de datos, hecho que ha
incentivado la extension de este a problemas de aplicacion mas complicados. Sin
embargo, el principal inconveniente en el método son los términos en la ecuacion
que después de multiplicar por la solucion fundamental e integrar no pueden ser
reducidos a una integral de frontera, como es en general el caso de la ecuacion de
Poisson. Dichos términos aparecen entonces como integrales de dominio haciendo

que la técnica pierda su valor como método de "solo frontera".

T JASWON, M. A. “Integral Equation Methods in Potential Theory. I”. eng. En: 275.1360 (1963),
pags. 23-32.

2 SYMM, G. T. “Integral Equation Methods in Potential Theory. II”. eng. En: 275.1360 (1963),
pags. 33-46.
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Con el objetivo de superar dicho inconveniente varios métodos han sido propues-
tos por diferentes autores, los mas importantes son: Integracién analitica de las
Integrales de dominio, el uso de las expansiones de Fourier, la técnica vectorial de
Galerkin, el método de reciprocidad multiple y el método de reciprocidad dual (véa-
se P L Bl L []y sus referencias), este ultimo siendo el méas exitoso hasta ahora ya
qgue puede usarse con cualquier tipo de solucion fundamental y evita las integrales
de dominio, sin embargo, permite la definicién de nodos internos si el usuario asi lo
desea. Ademas, es el método mas facil de usar en la practica y este sera el tema

central de esta monografia.

El Método de Reciprocidad Dual (MRD) fue introducido por Nardini y Brebbia en
1982 para problemas elastodinamicos y extendido por Wrobel y Brebbia a proble-

mas de difusién en 1986.

La esencia del MRD es emplear una solucién fundamental correspondiente a una
ecuacion mas simple y tratar los términos restantes, asi como otros términos no

homogéneos en la ecuacion original, a través de un procedimiento que implica una

3 CRUSE, T.A; SNOW, D.W y WILSON, R.B. “Numerical solutions in Axisymmetric Elasticity”. eng.
En: Computers structures 7.3 (1977), pags. 445-451.

4 WU, Y. S, et al. “An Advanced Boundary Integral Equation Method for Two-Dimensional
Electromagnetic Field Problems”. eng. En: Electric Machines and Power Systems 1.4 (1977),
pags. 301-313.

5 GRUNDEMANN, H. “Transforming Domain Into Boundary Integrals in BEM, Lecture Notes in
Engineering”. eng. En: Mechanism and Machine Theory 25.2 (1990), pags. 241-241.

6  NOWAK, A.J y BREBBIA, C.A. “The Multiple-Reciprocity Method. A New Approach for Trans-
forming BEM Domain Integrals to the Boundary”. eng. En: Engineering analysis with boundary
elements 6.3 (1989), pags. 164-167.

7 PARTRIDGE, P. W; BREBBIA, C. A y WROBEL, L. C. “The Dual Reciprocity Boundary Element
Method”. eng. En: (1991).
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expansion en serie utilizando funciones de aproximacion global. EI método de re-
ciprocidad dual, aunque no tan usado como el método de elementos finitos o de
diferencias finitas, ha sido usado en diversos trabajos de investigacion incluyendo
la ecuacion de Navier-Stokes 2-Dimensional [f| problemas de Helmholtz [ flujo de
Stokes @ flujo magneto-hidrodinamico m problemas de haptotaxis y haptotaxis-

quimiotaxis "3, entre otros.

En el presente proyecto se planea introducir los aspectos tedricos basicos relati-
vos al método de reciprocidad dual. El problema consiste en entender los aspectos
matematicos que permiten la deduccidn de los esquemas numéricos y la implemen-
tacién de las diferentes rutinas en el software Matlab, abordando algunos problemas

sencillos de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales.

Los programas implementados los puede encontrar en el siguiente enlace:

https://github.com/Jeffersonpinzon/M-todo-de-Reciprocidad-Dual

8 GHADIMI, P. y DASHTIMANESH, A. “Solution of 2D Navier—Stokes Equation by Coupled Finite
Difference-Dual Reciprocity Boundary Element Method”. eng. En: 35.5 (2011), pags. 2110-2121.

® LOEFFLER, C. F, et al. “Solving Helmholtz Problems with the Boundary Element Method using
Direct Radial Basis Function Interpolation”. eng. En: Engineering Analysis with Boundary Ele-
ments 61 (2015), pags. 218-225.

0 POWER, H. y PARTRIDGE, P. W. “Dual Reciprocity Boundary Element Method for the Time-
Dependent Stokes Flows”. eng. En: International Journal of Numerical Methods For Heat Fluid
Flow 3.2 (1993), pags. 145-155.

" TEZER-SEZGIN, M. y AYDIN, S. Han. “Dual Reciprocity Boundary Element Method for Magne-
tohydrodynamic Flow Using Radial Basis Functions”. eng. En: International Journal of Compu-
tational Fluid Dynamics 16 (2002), pags. 49-63.

2. MERAL, G. “DRBEM-FDM Solution of a Chemotaxis—Haptotaxis Model for Cancer Invasion”. eng.
En: Journal of computational and applied mathematics 354 (2018), pags. 299-309.
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https://github.com/Jeffersonpinzon/M-todo-de-Reciprocidad-Dual

1. PRELIMINARES

1.1. Conceptos Fundamentales

La idea central del método de reciprocidad dual es transformar problemas diferencia-
les en problemas integrales involucrando solo integrales sobre la frontera haciendo
uso de soluciones fundamentales. En el desarrollo de este trabajo se hara uso re-
currente de la solucion fundamental de la ecuacién de Laplace, la cual es definida a

continuacion.
Definicion 1.1.1 La funcién

() = —5-1n(|z|) Sin =2, (1)

L L Sin >3,

n(n—2)a(n) |z|*—2

definida para todo » € R™,x # 0 es llamada la solucion fundamental de la ecuacion
de Laplace (centrada en cero). En la ecuacion anterior a(n) denota la medida de la

bola unitaria en R", la cual es dada por

n

Tr 2

a(n) = l-de = ——,
) /3(0,1) I(2+1)

en donde I" representa la funcion Gamma.

Para efectos de implementacion numérica, dado un conjunto de puntos {z;, 23, x3, ...,y }

denotamos por u; la solucion fundamental centrada en z;, esto es

u;(z) = u(x — ;).

14



Los teoremas que siguen muestran algunas identidades importantes que permiten

transformar integrales de dominio a integrales sobre la frontera del dominio [

En general, en lo que sigue usamos la notacion | - | para representar la norma eu-
clidiana en R? y T' (E) para representar la frontera del conjunto E, en particular, se
tiene que I' =T"(Q).

Teorema 1.1.2 (Férmula de integracién por partes). Sean u,v € C*(Q)). Entonces

/uxivda:: —/uvxidaz—i—/uvnidr (1=1,2,...,n), (2)
Q Q r

donden = (n*,n?,...,n"), es el vector unitario normal exterior enT .

Teorema 1.1.3 (Férmulas de Green). Sean u,v € C?({2). Entonces
i) [o VoVude = — [ ulAvdz + [, ug—:;df,
i) [o(uAv —vAu)dz = |, (u@ - va—“> dar,

on on

i) f,, Audz = [, 24T

3 EVANS, L.C. “Partial differential equations, 2d ed”. eng. En: Departmet of Mathematics University
Of California, Berkeley 19.2 (2010).
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2. METODO DE ELEMENTOS EN LA FRONTERA

2.1. Estimativas Basicas

En lo que sigue consideramos © C R?, y sea (z;,y;) un punto arbitrario de R2. En
este caso la solucion fundamental de la ecuacion de Laplace, centrada en (z;,v;),

viene dada por

ui(r,y) = -, y) ~ (o w)l &

Note que en este caso se tiene que

Vot < 1 T — X 1 Y=Y >
U; = T o [
QW’(I7Q) - (xi7yi>|2 27T|([L’,y> - (xivyi)|2
1 1
= - T =T Y = Yi). 4
27 (09 — o g ) @

En la aplicacion del Método de Reciprocidad Dual es necesario estimar repetidas

veces la integral

/Q Au, (5)

suponiendo que u es una funcién suficientemente regular.
Si se tiene que (z;, ;) € Q, laintegral (5) es una integral singular ya que la funcion u;}
tiene una singularidad en (z;, ;). Con el objetivo de estimar (5) consideramos una

bola B;. = B((z;,y:),€) con centro (z;,y;) y radio ¢ > 0 suficientemente pequefio.

16



Usando las férmulas de Green se tiene que

/ Auu;dr = —/ VuVu;dz —|—/ @u rdr
N\Bi. O\Bi D(Q\Bi.c) on '

:/ uAu;*da;—/ w2 "dr+/ O ar,  (6)
O\B; . r(o\Bi.) N r(\B;..) 9N

donde I' (Q\B;,) es la frontera del conjunto Q\ B, ...

Consideremos ahora cada término en el lado derecho de la ecuacién (G). Para el

primer término note que

/ ulAu;dr =0, (7)
O\B, -
ya que u; es solucion de la ecuacién de Laplace en Q\ B, .. Para el segundo término
se tiene que
/ %zr / ’dl“+/ w2 gr
T(Q\Bi,) 0 on
/ 4 dF + / uVu;ndl.
on (Bi..
Note que en este caso, sobre I'(B;.) se tiene que n = —% = —lzmmbmn)
asi, usando (4) se obtiene
8 8 1
/ Yigr = Ugr g L udl . (8)
(2\Bi.c) “on Yo 2me Jr(s,.)
Note que
1
" 2me Jra,)

asi

: a0~ ulai) = 5o [ uley) = e )

o U —u\r;,Y;) = 3 — u\r,y) — ulx;, Y; .
27T€ F(Bi,s) 27T6 F(Bi,a)

17



De la continuidad de u en (z;,y;), dado § > 0, para ¢ > 0 suficientemente pequefno

se tiene que

u(z,y) —u(zi, )| <o si |(z,y) = (zi,9:)] <

por lo tanto, dado § > 0, para ¢ > 0 suficientemente pequeno obtenemos

1 / 1
— udl — u(x;, ;)| < —/ lu(z,y) — u(x;, y;)|dl
27T6 F(Bi,s) ( ) 27T6 F(Bi,s)
1
< 45— 1dl" = 6,
e F(Bzﬂ,s)

de lo que sigue

lim
e—0

<4d Vi>DO0.

1
—/ udl — u(zy, y;)
2me Jeso)

Lo anterior implica que

) 1
11_1}15 5 /F(Bm) udl — u(z;,y:)| = 0.
Entonces de (9) se obtiene
1i ! / udl = u(z;, y;) (10)
1m —— = is Yi)-
<=02me Jra,,.) !
Por lo tanto, tomando limite en (8) llegamos a
+ ou?
lim uauZ dF:/u i dl + u(z;, yi). (11)
<=0 Jr(o\B.) O roon

Finalmente, para estimar el tercer término en el lado derecho de (6)), note que

/ u:@dfz uf%dF+/ uf%df’.
r(ovg.)  On r oy r(g.) O

18



Sea ¢ fijo. Si € < ¢, entonces

ou; < ou;
N ooy~ | 0N s, )
Asi, para e < ¢ se tiene
0 0 0
/ wZar| < / | |22 ar < |22 / || dD
r(B.) On r(Bi.) an M| (3, Jr(Bi.)

< 1 |0u / In(e)dl’ = Celn(e).
2 877 LOO(BZ‘YCO) F<Bi,e)
de lo que sigue que
lim u; @df =0, (12)

y por lo tanto

Con todo

/AW = lim Auug =0 — (/uau’ dF+U($iayi)) +/uf%df,
Q =0 Jo\B, . r on r on

asi

/ Auu; = —u (4, y;) — a dF +/ -—dF (14)
0

Cuando el punto (x;, y;) estad en la frontera I' procedemos de la siguiente forma: dado
€0 > 0 suficientemente pequeno y (z;,y;) € I, definimos Q; ., = QU B((xi, v:), €0)-
Trabajando en (; ., se tiene que (x;,y;), €s un punto interior, y por lo hecho anterior-

mente

/ Auu; = —u (x4, y;) —/ (9 zdF—i—/ i%dl“ (15)
o I (D) “on M(Qig) 0N

i,€Q i,€Q i,€Q

19



Note que

/ W24 gr — / ua“ierr/ W24,
M(Qig) O MBi., O rie 0N

donde I'i, =T (Qy,,) N Bi.,- Ademas

1,€0

ou* 1
/ w i gr = / uVundl = / udl
T* 0 on T* 0 2meg L
el 1
udl’
27T€0 |FZ€O| Fz‘eo
ZEO i Y1 ar i Y1 .

Asi, tomando el limite cuando ¢, — 0, y justificando como en la deduccién de (10),

se tiene que

1fm a Yigr = a
=0 Jr(o, ) 077 077

Ldl — cu (z, y:) (16)

I*\

I
donde ¢; = hm0

, en particular, si (z;,;) € I' esta en una parte suave de I', se
tiene que ¢; = ;.

Por otro lado, también se tiene la estimativa

/ ul@df / ul@df+/ 1@df
I'(% on I\Bi., on ¥ 0 on

ZEO

Procediendo similarmente a la demostracion de (12), se concluye que

)
lim [ wioedl =0,
eg—0 r* a’[’]
i,€(

Por lo tanto

Lou Lou
lim ui —dl' = / *—dr. (17)
=0 J1(@;.,) on r ' on

20



Asi, tomando ¢, — 0 en ([15) y usando y se llega a

/Auu;‘ = —u(z;y;) — ( 8% dl — ¢u (x4, y; ) /u ar
Q 877

— o)~ [urdr+ [ugtar (18)

En resumen, para todo (z;,y;) € € se tiene la igualdad

8u ou
Auu! = —cu (x;,y;) — ZdF+/ r—dl, 19
/ (@) = [+ [ g (19)

en donde ¢; = 1 si (z;,y;) € QY ¢ = 1/2 si (z;,y;) esta en una parte suave de la

frontera I".

2.2. Discretizacion de las Integrales

Para poder discretizar completamente el lado derecho de (19) es necesario discre-
tizar las integrales de frontera. Para ello, consideramos N puntos sobre la frontera,
llamados nodos, y consideramos el segmento lineal que une cada nodo consecutivo,

como se ve en la Figura[f]

Figura 1. Subdivisién de la Frontera I" en elementos lineales.

Nodo interno
y | Elemento

— Nodo
frontera

21



d(;f y q = Vun = g—z, una aproximacion de (19)

Usando la notacion ¢; = Vu;n =

viene dada por

N N
/ Auu = —cju; — Z/ uq;dl' + Z/ u;qdl. (20)
Q j=1"T j=1 71

Para estimar la integral sobre cada segmento lineal I';, consideramos la siguiente

parametrizacion

(€)= dr(E)nodo; + bo(E)nodoysy y € € [~1,1], (21)
donde
O =13y ame="7°
Note que
() = 20—, ()] = glnodoys —nodo)). (22
Asi,
1
[ wazdr = [ uti g @i
r; —1
y

[ wiadr = [ wa@natenn©ds

b 1

Asumimos ahora un comportamiento lineal de las funciones « y ¢, sobre I'; de la

22



siguiente forma
Uj+1

u((&) = 01(E + (s = | & @}{” ],

qj+1

q(7(€)) = ¢1(§)aj + 62(€) g1 = [ b1 P2 } [ E ] :

donde u;, ¢; representan los valores en el nodo j de las funciones u y ¢, respectiva-

mente. Con lo anterior, se tiene

témw=memm@wwm

ﬂkm@hmwwwm[%]

Ujt1
u,
J
— | p 2
- [ hig hig } ’
Uj+1

donde, para cada elemento j, tenemos los dos términos

/ H(OGOEN©)lde y / 6267 (1(E)) |7 (€) e

Por lo tanto

1 1
— ~|nodo; 1 — nodo, “(4(€))d
2|n0 0j+1 no OJ| /1 ¢1qz (7(5)) é'a

1 L
h?,j = §|n0d0j+1 - n0d0j|/ P2q; (7(§))dE.
~1

23
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Denotando por p; = (z;,y:), Y recordando que usamos la notacion «; para indicar la

solucién fundamental centrada en p;, se tiene que se tiene que

0(9) = TEGOMOE) = ~5- PO,
asi, y se reducen a
by = g lnodos —nodoy| [ (1= ) =L@
1, = —g ooy — nodey| | (1 XD =P .

Por otro lado, la integral en el lado derecho de (20 da

donde

ol = /¢1 YOl y 6= /@ 7 (©)lde.

Usando la definicion de la solucion fundamental «} finalmente obtenemos

1

1
Gij = — g [nodojs1 —nodos| [ (1 —&)In([y(€) —pil)de,
-1
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1
G2y = g nodoyn —nodos| [ (1)l (6) - pi)de (39

2.3. Evaluacion de integrales

Abordamos ahora el célculo de las integrales que definen los coeficientes h} ., h?

4,97 "Yi,g0
9:; Y 9;;- Note que si p; no esta en el segmento T';, los coeficientes h;;, k7, g}, ¥
g;; pueden aproximarse utilizando férmulas de integracion numérica (como la cua-
dratura de Gauss). En el caso en que p; esta sobre I'; las integrales son singulares
y se requiere un esquema de integracion numérica mas preciso o calcular dichas

integrales analiticamente.

Por ser los puntos de interés, consideramos los casos en que p; = nodo; Y p; =
H H 1 _ 12 _ pl _ 12 —

nodo;1. En estos casos se tiene directamente que h;; = hi; = h; ;= hi,,; =0

pues los vectores (&) — p; y n(v(&)) resultan ser perpendiculares entre si. El calculo

para gil’j y 97 ; no es tan directo y necesitamos considerar dos casos:

Figura 2. Esquema geométrico de un elemento Lineal I';.

y
N0d0j+1 Vector
normal

parametrizacion
Nodo]-
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Figura 3. Singularidad en el nodo; compartida por los elementos I';_; y T';.

y [
\ p;=nodo;

Caso 1: Cuando la solucion fundamental esté centrada en p;, = nodo, 1.

Figura 4. Primer caso de singularidad en el elemento I';.

y
nodoj,1=p;
e
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Para este caso tenemos que

Gjr1s =
doji1 —nodo;| ' 1 - 1
= _Inodoj1 = nodoj| (1-¢)In ( g)noaloj + ( +€>nodoj+1 —nodojyq| | d§
8T 1 2 2
doj 1 — nodo;| (! doj 41 — nodo; do; — nodo,
_ _|no OJ+187T nodo,| (1— &) ( 5(no 0]+12 nodoj;) N (nodo, 2n0 0j+1) >d§
-1
do:.1 — nodo:| 1 —
:_|n0 Oj+18 no 0j|/ (1—§)ln((n0d0j+1—n0d0j)( 5)‘) dg
™ _1 2
s (1-9)
=—— 1-&In (|l d
o | = (=52 ) as

donde [ = nodo;11 —nodo;. La Ultima integral se resuelve en el Anexo B para obtener

/_1 (1— &) (|1| ‘(1 - 3 D de = 21n(|l]) — 1.

1

fvvom(o[252) -

1
Asi,

1
G = —8—7T|nod0j+1 — nodo,| (21In(|nodoj 1 — nodo;|) — 3) (34)

Caso 2: La solucion fundamental esta centrada en p; = nodo;.

27



En este caso se tiene que

1
i =
: ! 1— 1
= [nodoj 1 — nodoj| (1-¢)In (1=¢) nodo; + 1+ f)noalojH — nodo;| | d§
8T 1 2 2
R 1t - . do: .1 — nodo:
_ _|nodoj 41 — nodoj| (1— &) g(nodojH nodo,) N (nodoj+1 — nodo,) dt
8T 1 2 2
: do;| [* 1
= |nodo]+; nodo| (1-¢)In ( (nodoj1 — nodoj)( ) D d§
T 1 2
e (1+¢)
=—— 1=&In ||l dg.
o [ a-om (|52 ) ae

Note que (usando un cambio de variables en las integrales) se tiene que
1 2
955 = 9i+1.50

asi,
1
9j; = _8_7T|n0d0j+1 — nodo,| (21n(|nodoj 1 — nodoj|) — 3) . (35)

Similarmente se deduce que

2 _ 1
955 = 9j+1,5

lo que implica que

1
g5, = _8_7r|n0d0j+1 — nodo,| (21n(|nodoj 11 — nodoj|) — 1) . (36)

2.4. Construccion de las Matrices

Una vez conocidos los coeficientes h; ;, b7 ;, g, ; ¥ g;; sustituimos las ecuaciones (24)

y en la ecuacion (20, para obtener
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L/ﬂZquf::
Q

N N

= —GUu Iza yz Z hz7junod0j + hzjunod0j+1) + Z (gz‘l,jqnodo]- + gzjqn0d0j+1) . (37)
j=1 j=1

En lo que sigue buscamos escribir el lado derecho de (37) en forma matricial.

Denotamos por @y,o, al VECOr (Unodo; s Unodos s Unodoss - - - » Unodoy ) Y POF Tfron al veCtor

(QHOd01 qn0d027 QHodo;ga cee aQnodoN)- Con eStO se tiene que

N N

§ : 2 2 1 2 _
— GUu xl? y'L hi7junod0j + hi7junod0j+1> + (gi,jQHodOj + giijnodOijl) -

Jj=1 Jj=1

== —CiU($i, yz) - (Hzl _'fron + Hizﬁfron) + (Gzlq_'fron + G?Jfron) ) (38)
note que
N N-1
Z h?,junodoﬂ_l - Z hzz,junodoﬁ_l + h?7NunodoN+1 -
= =
N
Z 05— 1unodoj + h Nunodol Z hij_lunodo]w
donde h?, _th’Hil = (hz 17h127'”7h21,N)’Hi2 = (thvh', % zN 1) Gl (gil,lvgil,2>“‘7gi1,N)

y de forma andloga tenemos G? = (g7 v, 975, -, 97 n_1)-

Tomando por ejemplo los puntos p; como p; = nodo; con i = 1,2,..., N, se forma

el siguiente sistema escrito en forma matricial

_Oﬁfron - (Hlﬁfmn + HZﬁfron) + (Gl(j’fron + G2(jfron) )
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donde C' es una matriz diagonal cuya diagonal principal es el vector ¢ = (¢y, ¢a, ..., cn)

y
1 1 1 2 2 2
h1,1 h1,2 e hl,N hl,N h1,1 e hl,Nfl
1 1 1 2 2 2
o — h2,1 h2,2 e hQ,N 2 — hQ,N h2,1 e hQ,N—l
1 1 1 2 2 2
hN,l hN,2 e hN,N hN,N hN,l e hN,Nfl
1 1 1 2 2 2
911 Y912 -+ 9N 9N 911 -+ GIN-1
1 1 1 2 2 2
ol — 921 Y922 -+ Yo N a2 — 9on 921 -+ YGa2nN-1
1 1 1 2 2 2
dn1 9n2 -+ YNN NN 9IN1 -+ INN-1

De lo que obtenemos

_Cﬁfron — gﬁfron + chfrona

donde H = H' + H?> y G = G' + G? . Note que las matrices [ y G dependen de los

puntos de frontera escogidos, para enfatizar esto escribimos

_Cﬁfron - Hfronﬁfron + Gfronifron- (39)

Si consideramos por ejemplo un conjunto de N1 de puntos interiores y usamos

sobre cada uno de dichos puntos se obtiene el sistema matricial

_ﬁint - Hintﬁfron + Gintifrona (40)

donde ii;,, representa el vector de valores de u en los puntos interiores, H;,; =

H;, ¢t Hant y Gint = Gzlnt + G?,, con

mn wnt?
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1 1 1 2 2
h1,1 h1,2 e hl,N hl,N h1,1
1 1 1 2 2
. — h2,1 h2,2 cee h2,N 72— hQ,N h2,1
nt — nt —
1 1 1 2 2
hNI,l hNI,Q e hN],N hNI,N hNI,l
1 1 2
d11 Y12 91N 9N Y11
1 1 2
ol - 921 922 9o.N @2 — 9oN 921
nt — . nt —
1 1 1 2 2
IdN1x 9ni2 -+ 9NIN INI,N 9NI

2.5. Determinacion numérica de coeficientes ¢;

Es claro de la deduccidn de los coeficientes ¢; en (19) que dichos coeficientes (cuan-

do el punto p; es considerado sobre la frontera) dependen del comportamiento de

la frontera en dicho punto, se mostré que en particular dichos coeficientes son 1/2

cuando los puntos p; son tomados en porciones suaves de la frontera, en caso con-

trario se puede mostrar que dichos coeficientes dependen del angulo formado en-

tre las curvas definidas antes y después del punto p;. En lo que sigue mostramos

una forma indirecta de calcular dichos coeficientes, para esto considere la funcién

u(z,y) = 1 en Q, entonces u verifica que

(

Au=0 enf),

u=1 sobre I,

qg=0 sobreT.

\
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Asi, de y sigue que
0= _Cﬁfron - Hfronﬁfron = _CT - Hfrcmf-
Esto es,
CT - _Hfronfv

donde, recordando, C' es una matriz diagonal cuya diagonal principal es el vector

formado por los coeficientes ¢;. De la anterior ecuacion se deduce directamente que

N N
a==3 Hi== ) Hy
j=1 =1
(paraj#i)
ya que por construccion H;; = 0.
Una vez conocidos los coeficientes ¢;, y por lo tanto la matriz C, la ecuacion (39)

suele escribirse de forma resumida como

_Hfronﬁfron + Gfroanrona (42)

donde H;,on = C + Hjpon.
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3. METODO DE RECIPROCIDAD DUAL

3.1. Introduccion

En este capitulo se presentara la formulacién del Método de Reciprocidad Dual

(MRD) para resolver la ecuacion de Poisson:

Au=b, (43)

en un dominio 2 C R™, con frontera I" suave. Como la frontera I' de (2 es diferente
de vacio, es natural requerir informacién de u o de alguna de sus derivadas en la

frontera I'. Las condiciones de frontera mas comunes son:

1) Condiciones tipo Dirichlet:

u=u sobre T. (44)

2) Condiciones tipo Neumann

Ou =q sobre T. (45)
an
3) Condiciones Mixtas
u=1u sobre T}, (46)
Ou =¢q sobre T, (47)
an

donde'=T, Ty 1 T2 = 0.
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En este trabajo se desarrollaran varios codigos en Matlab utilizando el MRD para
resolver problemas de EDP involucrando los tres tipos de problemas de valores en
la frontera, con el fin de llegar a la aproximacion numérica. En la siguiente seccién
consideramos el problema con b = 0, que como bien lo sabemos es llamada la

ecuacion Laplace.

3.2. Ecuacién de Laplace

Como primer ejemplo consideramos una ecuacion de Laplace en la circunferencia
unitaria, y usamos el Método de Elementos en la Frontera para aproximarla numéri-

camente. Considere entonces el problema

Au=0 en (,
u = e”sin(y) sobre I'y, (48)
q = e”sin(y)z + e* cos(y)y sobre I's.

Aqui, las condiciones de frontera son elegidas usando la solucién analitica u(z,y) =
e”sin(y) de la ecuacion de Laplace. Multiplicando la ecuacion de Laplace por la so-
lucién fundamental centrada en P, y utilizando la aproximacién para nodos frontera

([@2), y que Au = 0 se obtiene

6 = _Hfronﬁfron + Gfron‘jfrona (49)

por lo tanto, el sistema se reduce a

Hfronﬁfron = Gfroanron- (50)

Las condiciones de frontera implementadas en son las siguientes:

Condicién tipo Dirichlet (44): Suponemos conocidos los valores de y,., en todo
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I'. En este caso el vector desconocido es ¢}, Y lo calculamos de (50). Para esto

tomamos A = Gron, ¥ = Hfrontifron Y la incognita es & = gron.

Condiciones Mixtas (46): En este caso suponemos conocida a « en una parte de
la frontera y a su derivada normal en la parte restante. Teniendo discretizada la
frontera por N nodos, asumimos que conocemos a « en W nodos, entonces cono-
ceremos su derivada normal en los N — W nodos restantes. Note de que una
parte del vector ., €s desconocida y una parte del vector ¢;.., también es des-
conocida, por lo tanto, es necesario organizar la ecuacion para poderla resolver. El

sistema se organiza de la siguiente forma

q1
g1 - Lw —h17w+1 —hl,N
S 921 - Gow —howi1 ... —han qw
AZ =
Uw+1
gN1 - gnw —hnwir ... —hyn
un
donde
Ui
h1,1 h1,W —Jg1w+1 .-+ TO1N
. h2,1 hQ,W —92.w+1 --- TGN uw
y:
qw+1
hN,l hN,W —9gNW+1 .- —TYNN
gn

es el vector conocido.
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En cualquier caso, el sistema se reduce a la expresion

A7 =7 (51)

La ecuacion (1)) ahora se puede resolver y se conoceran todos los valores de fron-

tera desconocidos.

Una vez calculados .., Y ¢jron, €S posible calcular u;,, utilizando el sistema ma-
tricial en los nodos interiores (40), el cual en el caso que estamos considerando

(Au = 0) se reduce a
6 = —Ujpt — Hintﬁfron + Gintcjfmn’ (52)

esto es,

ﬁint = _Hintﬁfron + Gintq_’fron- (53)

Resultados

Para este ejemplo se consideraran 12 nodos en la frontera y 23 nodos en el interior.

Los errores en esta seccidn y en las préximas fueron calculados de la siguiente

manera:

lvalor — valoTegactol

nUMEerico

Ualorexacto|

error =

PROBLEMA TIPO DIRICHLET:

Suponiendo conocido « en la frontera.
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Nodo

Nodo
13
14
15
34
35

Ufrontera

0.0000
1.1398
1.2559
-1.2559
-1.1398

Uint
-0.0000
0.4269
0.5324
-0.0000
-0.0000

PROBLEMA MIXTO:

UfrontExac

0.0000
1.1398
1.2559
-1.2559
-1.1398

UintExac

0.0000
0.4341
0.5343
0.0000
0.0000

Qfrontera

-0.0000
2.1235
1.5644

-1.5644

-2.1235

QfrontExac

0.0000
2.0303
1.5530
-1.5530
-2.0303

Para este caso suponemos conocido hasta el octavo valor nodal de « y los cuatro

valores nodales restantes de ¢ en la frontera.

Ufrontera

0.0000
1.1398
1.2559
-1.2375

UfrontExac

0.0000
1.1398
1.2559
-1.2559
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Qfrontera

-0.0505
2.1208
1.5600

-1.55830

QfrontExac

0.0000
2.0303
1.5530
-1.5530



12 -1.1034 -1.1398 -2.0303 -2.0303
Nodo Uint UintExac
13 0.0075 0.0000
14 0.4305 0.4341
15 0.5345 0.5343
34 0.0043 0.0000
35 0.0036 0.0000

Figura 5. Comparacion numeérica y exacta de u en el interior utilizando condiciones Mixtas.

Comparacion Numeérica y Exacta de U con 23 nodos en el interior
0.6 T T . :

@ — & —Valos Aproximado
@/ \ — & —Valor Exacto
047 | E{
) \
! \
0.2} I Q
5 r \
& | \
= -
§ R
& \
02t Ei
\
‘ J
0.4t &
¥
0.6 : : : :
10 15 20 25 30

Nodos en el interior
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Figura 6. Comparacion Numérica y Exacta de u y ¢ en la frontera utilizando condiciones en

la frontera de tipo Mixtas.

Campa;gcién Numeérica y Exacta de Q con 8 nodos en la frontera

2k >~
i H“‘H"-m — & —Valos Aproximado
15 i — & —Valor Exacto
o !
=]
gt / AN
T
ost / \&h
?,‘ T
-~
0 § L \&-_h‘_“_‘—fﬁ———-f-ﬂ--———-‘
1 2 4 5 <] 7 8

Modos en la frontera

& Comparacion Numérica y Exacta de U con 4 nodos en la frontera

P

06 -~ - — & —Valos Aproximado | |
5 ~ - — & —Valor Exacto
] L -
o 08 a
o -~
2z ~
5 4t - |
o [ -
h*eek ._-—-:ZZ':H
12+ ) ) ) *m—-:-fi:::.__ ]
g 9.5 10 10.5 11 11.5 12

ERRORES

CONDICION TIPO DIRICHLET

Modos en la frontera

ErrorUfront ErrorQfront

0 0.0037

ErrorUint
3.8213e-04

CONDICIONES MIXTAS

ErrorUfront ErrorQfront
0.0016 0.0029

ErrorUint
0.0024
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Figura 7. Esquema de 12 nodos frontera y 23 nodos interiores.

0.8

0.6
"5
0.4
"4

26 25
o4 12

0.2

28 3534 3323 3 bl
32

0

30 M

Figura 8. Gréfica de la solucion aproximada usando la condicién tipo Dirichlet con 50 nodos
frontera y 23 nodos interiores.
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3.3. Método de Reciprocidad Dual para ecuaciones de tipo: Au = b(z,y).

Estudiamos ahora el caso de la ecuacién de Poisson en un dominio 2 con frontera
I'=I70UTl%:

Au=b enQ,
u sobre Iy, (54)

q= g—j; sobre I'y.

Figura 9. Definicion geométrica del problema.

Con el objetivo de aproximar numéricamente la solucion de (54), se aplica el mismo

procedimiento utilizado en la ecuacion (19), para obtener

ou*
/Auuf = —qu (a:i,yi)—/u o dF—i—/uf%dF:/bufdQ. (55)
Q r on r o on Q

Observe que, aunque se conoce la funcidén b, en consecuencia, la integral en 2 no
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introduce ninguna nueva incégnita, el problema ha cambiado de caracter, ya que
ahora necesitamos llevar a cabo una integral de dominio, asi como las integrales de

frontera.

El Método de Reciprocidad Dual propone el uso de una serie de soluciones particu-
lares ;. EI nimero de 1, utilizado es igual al nimero total de nodos en el problema,

proponiendo la siguiente aproximacién para b:

N+NI

b~ Z Oéjfj, (56)

j=1
donde los «; forman un conjunto de coeficientes inicialmente desconocidos, las f;
son las funciones aproximantes, N representa el numero de nodos fronteray NI el

numero de nodos interiores.

Las funciones aproximantes se escogen y luego se determinan las soluciones parti-

culares u; utilizando la ecuacion

Las funciones f; son dependientes de la geometria, no se aplicara ninguna restric-
cién a estas funciones y, de hecho, se pueden usar muchos tipos diferentes, cada
uno de los cuales resulta en una funcion diferente «; segun se determina a partir
de (B7). La cuestion de qué tipo de funcion f; usar se considerara en detalle mas
adelante.

Ahora, sustituyendo la ecuacion en la ecuacion se tiene como resultado la
aproximacion

N+NI

b= > a;(Aiy). (58)

Jj=1
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La ecuacién anterior puede sustituirse en (55) para obtener expresion

N+NI

—c,-u(:pi7yi)—/ 86772 dI‘+/ -—dF— Z oz]/Auju ds2. (59)

Aplicando el mismo procedimiento utilizado en la ecuacién de Laplace sobre los

nodos frontera (véase ecuacioén (39)), finalmente se obtiene la férmula

N+NI

Hfronﬁfron - Gfronq_'fron = Z <Hfronajfron - Gfrondjfron) a;. (60)
j=1

Note que los vectores @; o, Y 4 rron SON CONOCIdOS. Si cada uno de los vectores @ f,o,
y @fron se considera una columna de las matrices Ufmn y Qf,,(m, respectivamente,

entonces la ecuacion puede escribirse como:

Hfronﬁfron - Gf’ronifron = (HfronUfron - Gfraan’ron)&a (61)

donde el vector & es un vector columna de N + N componentes, las matrices U,
Y Qfron SON Matrices de N x (N + NT).
Para estimar el vector &, note que evaluando enlos N + NI puntos considera-
dos, obtenemos el sistema de ecuaciones

b= Fa,

donde la matriz F' esta conformada por los vectores columna f;, los cuales son
conocidos y corresponden con las funciones f; evaluadas en todos los puntos con-

siderados. De esta forma, se tiene que
&= F'b.

Con todo, sigue que el lado derecho de la ecuacion (61) es un vector conocido, y por
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lo tanto esta se reduce a

Hfronﬁfron - Gfronq_'fron = da (62)

donde

J: (Hfronﬁfron - Gfron@fron>o_2- (63)

Para determinar los valores desconocidos de .., O Grron, 10 cual depende de las
condiciones de frontera, procedemos exactamente igual que en la ecuacién de La-
place, cambiando i por e = ¥ — d. El sistema 1} se resuelve y se encuentran

los valores desconocidos.

Una vez conocidos los valores en la frontera, utilizando la ecuacion (59) ahora sobre
los nodos internos y reemplazando el céalculo que se hizo en el anterior capitulo
(véase ecuacion (40)), tenemos:

N+NI

ﬁmt + Hintﬁfron - Gmtq_’fv'on = Z &% (ajint + I:Iintajfrcm - Gintéjfr(m) ) (64)
j=1

despejado ;,, la férmula anterior se reduce al sistema matricial
ﬁint = Gint(j}fron - Hintﬁfron + d, (65)

con
CZ: (Uvmt + Hinthron - Gint@front)c_éa (66)

donde U,,; es la matriz cuyos vectores columna estan dados por los vectores ﬁjmt
de las funciones 4, calculadas en los NI puntos interiores. El desarrollo de Método

de Reciprocidad dual para ecuaciones de tipo Poisson esta ahora completo.
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Diferentes tipos de f:  Hay propuestas en la literatura diferentes tipos de funcio-
nes f a partir de las cuales se definen las funciones f; = f(- — p;) usadas en (56).

Dichas funciones tienen relacionada una funcién @ por medio de la ecuacién
Ad = f, (67)
a partir de la cual se definen las funciones @; = (- — p;). Es claro que vale que
Adj = f;. (68)

La seleccién mas simple para f que se ha mostrado adecuada para varios proble-

mas de EDP es tomar funciones radiales de la forma
f=14r+r*+...+7™ me N, (69)

donde r = |z| = (22,22, ...,22)"/2. Con el objetivo de determinar la funcion « relacio-

nada con f, suponga que esta debe ser radial de la forma u(xz) = v(r) y note que

parai=1,2,...,n se tiene

g; :%(”“"“”‘”i)lm?xi:% (@ #0), (70)
de donde sigue que
Uy, = v’(r)%
y 7 1 a2
%mzdm%§+wm(;_ﬁ)_ 1)
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Resolviendo la EDO anterior, se concluye que la funcién @ para el caso bidimensio-

nal es dada por

3 rm+2

IS A (73)

2
YT T T T 2

q = Van. (74)

En principio, cualquier combinacién de términos puede seleccionarse de (69). Para
las ecuaciones de tipo Poisson, se considerara f = 1 + r ya que generalmente se

recomienda y se usa en el programa. E] En este caso tenemos:

o2 3 . 1 r
U—ZﬂLg y Q—<§+§)($7y)77- (75)

3.3.1. Resultados para la ecuacion: Au =z +y. Como segundo ejemplo nos

proponemos aproximar numéricamente la solucién del problema

Au=x+vy en €,
u=e"sin(y) + 2+ L sobre I'y, (76)
q = (e*sin(y) + %2)33 + (e® cos(y) + %)y sobreTl'y,

considerado en la bola unitaria. Las condiciones de frontera fueron escogidas te-

. ., . 3 s
niendo en cuenta que la funcion u = e®sin(y) + & + £ es una solucion exacta de
Yy 6 6

(76).

Para este ejemplo se utilizara la funcion radial f = 1+ r donde @ y ¢ estdn dados de

la forma (75). Se tomaron 50 nodos frontera y 43 nodos en el interior.
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PROBLEMA TIPO DIRICHLET:

Suponiendo conocido « en la frontera.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.1667 0.1667 0.5739 0.5000
2 0.5002 0.5002 1.2269 1.1591
3 0.8024 0.8024 1.7847 1.7250
4 1.0542 1.0542 2.1942 2.1450

48 -0.7862 -0.7862 -1.2532 -1.3412

49 -0.4995 -0.4995 -0.7327 -0.8163

50 -0.1747 -0.1747 -0.1036 -0.1826
Nodo Uint UintExac

51 0.0850 0.0853
52 0.7110 0.7123
53 0.7241 0.7251
54 0.4499 0.45083
88 -0.0893 -0.0895
89 -0.1010 -0.1011
90 -0.0684 -0.0684

PROBLEMA MIXTO:

Para este caso suponemos conocido hasta 40 nodos uy,,, y 10 valores nodales

restantes de g¢y,on.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.1667 0.1667 0.7892 0.5000
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2 0.5002 0.5002 1.2683 1.1591
3 0.8024 0.8024 1.8221 1.7250
4 1.0542 1.0542 2.2191 2.1450
48 -0.8386 -0.7862 -1.3412 -1.3412
49 -0.5424 -0.4995 -0.8163 -0.8163
50 -0.2016 -0.1747 -0.1826 -0.1826
Nodo Uint UintExac
51 0.0695 0.0853
52 0.7056 0.7123
53 0.7204 0.7251
54 0.4474 0.4503
88 -0.0993 -0.0895
89 -0.1132 -0.1011
90 -0.0818 -0.0684

ERRORES

ErrorUfront ErrorQfront ErrorUint
0 0.0581 0.0015

ErrorUfront ErrorQfront ErrorUint
0.0261 0.0689 0.0419
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Figura 10. Solucién numérica de u utilizando 50 nodos frontera y 43 nodos interiores, con-
siderando la condicion de frontera tipo Dirichlet.

Solucion numeérica de U utilizando 50 nodos frontera y 43 nodos interiores

3.4. Método de Reciprocidad Dual para la ecuacion de tipo: Au = b(x,y, u)

En la seccion anterior, el Método de Reciprocidad Dual se desarroll6 y aplicé a un
problema gobernado por una ecuacion de tipo Poisson en la que el lado derecho es

una funcién conocida de la posicion, esto es

Au = b(z,vy), (77)

para el cual se establecié la expresién matricial (61)), para encontrar todos los valores
desconocidos en la frontera, y posteriormente, usando (65), determinar los valores
desconocidos en el interior. Como b en la ecuacién (77) es una funcién conocida, el

vector @ puede calcularse a partir de la relacién

a=F1b. (78)
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En esta seccion, el rango de aplicacién del Método de Reciprocidad Dual se exten-

derd a los problemas regidos por ecuaciones de tipo

Au = b(x,y,u), (79)

donde el término no homogéneo también puede ser una combinacién, suma o pro-
ducto de funciones de u. Para entender el planteamiento del problema, tomemos

como ejemplo la siguiente ecuacion

Au = —u. (80)

En este caso la funcion b se define como —u, y la ecuacion (78) se reduce a

&= F'(~i). (81)

Por lo tanto, la ecuacion (61) se convierte en

Hfronﬁfron - Gfroanron = (Hfron(jfron - Gfron@fron)F_l <_ﬁ) ; (82)

donde el vector « estd formado tanto por valores en la frontera como en el interior.
Note que en la ecuacion (82) no es posible encontrar los valores desconocidos en

la frontera ya que depende de los valores desconocidos de « en el interior.
Similarmente, de la ecuacion (64) tenemos el sistema
ﬁint + Hintﬁfron - Gint(jfron = (aznt + Hinthran - Ginthron)F_l (_Z_D ; (83)

del cual tampoco podemos determinar ;,; al no tener calculados todos los valores

en la frontera.
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Para solucionar el problema anterior, juntamos las dos formulaciones y

en una sola formulacién matricial.

) ron ) ron ., .
Note que u = d yq= & , Y que la ecuacién (82) puede escribirse
ﬁint (fint
0 ufron Hfron 0 ﬁfron Gfron 0 C7f7"on
0 uznt 0 0 7«_L"imf 0 0 q_:int
0 0\ [Utron Hivon 0\ [ Ufron Grron 0\ [Qron )| _
= R —l— R —_ R a’
00 Umt 0 0 Uint 0 0 Qz’nt

y que la ecuacion (83) puede ser escrita como

0 0 ﬁfron n 0 0 ﬁfr(m 0 0 (Tfron
0 I d ﬁint H int 0 ﬁint Gint 0 (fint
0 O varan 0 0 Ufron 0 0 eron 5
- N + _ N - N CY,
O I d Uint H int 0 Uint Gint 0 Qint

donde Id es la matriz identidad de NI x NI. Sumando estas formas matriciales,

obtenemos

Hfron 0 ﬁfr(m Gfron 0 Jfron

Hint Id Uint Gint 0 Jint
N————

H i G q

Hfron 0 Uf?“on Gfron 0 eron

Hint Id Uint Gint 0 Qint

-~ ~~ -~

H 0 G o |

Q1
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Observe que . Y Qi estan multiplicados por 0 por lo tanto esos datos son irrele-
vantes a la hora de resolver el sistema, por lo tanto, asumimos que tanto ¢,,; como

Qm son iguales a 0. Con todo, el sistema queda reducido de la siguiente forma

Hi—Gi=[HU — GQIF'b = Sb= S (—), (84)

donde

S =[HU - GQ|F . (85)

Despejando el vector « en el lado izquierdo y el vector ¢ en el lado derecho, la

ecuacion resultante es

Bii = G¢. (86)

donde B=H +S'.
Dada una matriz C', denotamos por C'(N; : N») a la submatriz de C' formada por las

columnas N, hasta la Ns.
Consideramos ahora la formulacion para diferentes tipos de condiciones de frontera:

Condicidn tipo Dirichlet : Se conoce .., en I', para encontrar win: Y ¢fron S€

despeja las incégnitas para el lado izquierdo y para el otro los valores conocidos

N qron
AZ=|-G(1:N) BIN+1:N+nND ||

Uint
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U fron

y=|-B(1:N) G(N+1:N+NI)
0

Condicion tipo Neumann (45): Se conoce ¢ sobre I', el vector y = G§, A = By

T = 1.

Condiciones Mixtas (46): Se conoce ., sobre I'y y ¢f,., sSobre I'y, donde #iif,., =
W'y #qon = N — W denota la cantidad de nodos conocidos en I, las incégnitas
SON Gfron SODre I'y, iy, SObre I'; y u;,,, €n €2, despejando los valores desconocidos

para la izquierda y los valores conocidos para la derecha en (86), tenemos

—

qfronl';
AT = | —-G(1: N -W) B(N =W :N+NI) | | @sronr,
ﬁint
7v_L'fronFl
g: _B(1W> G(WN+NI> qfronfz

0

Las ecuaciones (84) forman la base de la aplicacion del Método de Reciprocidad
Dual a las ecuaciones del tipo (79). La Unica diferencia en cada nuevo caso sera un

nuevo vector b para reemplazar por —u en la ecuacion (84).
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3.4.1. Resultados para la ecuacion: Au = —u.  Abordamos ahora el problema

de aproximar numéricamente la solucion del problema

Au = —u en (2,
u=sin(x)  sobreI'y, (87)
q = cos(z)xr sobre I's.

En donde las condiciones de frontera fueron escogidas teniendo en cuenta que la

funcién u = sin(x) es una solucion exacta de (87).

Para la aproximacion de este problema se utilizara la funcion radial f = 1+ r, y

utilizamos 50 nodos frontera y 43 nodos interiores.

PROBLEMA TIPO DIRICHLET:

Suponiendo conocido « en la frontera.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.8415 0.8415 0.5423 0.5403
2 0.8372 0.8372 0.5528 0.5426
3 0.8241 0.8241 0.5669 0.5487
4 0.8015 0.8015 0.5819 0.5560

48 0.8015 0.8015 0.5341 0.5560

49 0.8241 0.8241 0.5345 0.5487

50 0.8372 0.8372 0.5364 0.5426

Nodo Uint UintExac

51 0.4795 0.4794
52 0.3937 0.3936
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53 0.1539 0.1539

54 -0.1539 -0.1539
88 -0.0926 -0.0926
89 0.0926 0.0926
90 0.2404 0.2403

PROBLEMA TIPO NEUMANN:

Suponiendo conocido ¢ en la frontera.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.8303 0.8415 0.5403 0.5403
2 0.8155 0.8372 0.5426 0.5426
3 0.7922 0.8241 0.5487 0.5487
4 0.7599 0.8015 0.5560 0.5560

48 0.8222 0.8015 0.5560 0.5560

49 0.8343 0.8241 0.5487 0.5487

50 0.8367 0.8372 0.5426 0.5426

Nodo Uint UintExac

51 0.4734 0.4794
52 0.3614 0.3936
53 0.1080 0.1539
54 -0.1960 -0.1539
88 -0.0645 -0.0926
89 0.1184 0.0926
90 0.2540 0.2403

PROBLEMA MIXTO:
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Para este caso suponemos conocidos hasta 25 nodos u,., y 25 valores nodales

restantes de ¢y,o.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.8415 0.8415 0.0409 0.5403
2 0.8372 0.8372 0.3920 0.5426
3 0.8241 0.8241 0.4241 0.5487
4 0.8015 0.8015 0.4696 0.5560

48 0.9122 0.8015 0.5560 0.5560

49 0.9094 0.8241 0.5487 0.5487

50 0.8878 0.8372 0.5426 0.5426

Nodo Uint UintExac

51 0.5651 0.4794
52 0.4492 0.3936
53 0.1995 0.1539
54 -0.1072 -0.1539
88 0.0552 -0.0926
89 0.2379 0.0926
90 0.3660 0.2403
ERRORES

ErrorQ = 0.0958
ErrorUint =2.4120e-04
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Condiciones de frontera tipo Neumann

ErrorbigU = 0.0963

ErrorQ =0.2479
ErrorbigU =0.2346

La grafica fue generada utilizando la condicion de frontera tipo Neumann, para la

condicién tipo Dirichlet y para la condiciones mixtas la gréafica es similar.

Figura 11. Soluciéon numérica de u utilizando 50 nodos frontera y 43 nodos interiores.

Solucién numérica de U utilizando 50 nodos frontera y 43 nodos interiores

a9 0y
. 2,

0.5 ~

0.5

3.4.2. Método iterativo. = Note que el problema puede ser abordado usando
las ideas ya desarrolladas para la ecuacién de Poisson y un procedimiento iterativo.

La idea de este método es partir de la ecuacién de Laplace Au = 0, resolver el
. . . 5 ﬁfron

sistema con las condiciones de frontera para calcular el vector u; = ,
ﬁint
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siendo esta la primera iteracién, y después resolver el problema

Atipyy = —iiy, (88)

El proceso se repite hasta una tolerancia establecida ¢ > 0, el programa finaliza

cuando % < ¢ donde n es la ultima iteracion.

Resultados
Se fijé una tolerancia de 0,0001, la comparativa se hizo sobre la Gltima iteracién, uti-

lizando 40 nodos frontera y 43 nodos interiores.

PROBLEMA TIPO DIRICHLET:

Suponiendo conocido « en la frontera, se hizo la comparacidn en la quinta iteracién.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.8415 0.8415 0.5440 0.5403
2 0.8348 0.8348 0.5602 0.5438
3 0.8140 0.8140 0.5812 0.5524
4 0.7777 0.7777 0.6005 0.5601
38 0.7777 0.7777 0.5272 0.5601
39 0.8140 0.8140 0.5310 0.5524
40 0.8348 0.8348 0.5348 0.5438
Nodo Uint UintExac
41 0.4795 0.4794
42 0.3936 0.3936
43 0.1539 0.1539
44 -0.1539 -0.1539
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78 -0.0926 -0.0926
79 0.0926 0.0926
80 0.2404 0.2403

PROBLEMA MIXTO:
Para este caso suponemos conocido hasta 30 nodos uy,,, y 10 valores nodales

restantes de ¢y,., se hizo la comparacion en la sexta iteracion.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.8415 0.8415 1.2002 0.5403
2 0.8348 0.8348 0.8394 0.5438
3 0.8140 0.8140 0.8365 0.5524
4 0.7777 0.7777 0.8089 0.5601
38 0.6540 0.7777 0.5601 0.5601
39 0.7059 0.8140 0.5524 0.5524
40 0.7632 0.8348 0.5438 0.5438
Nodo Uint UintExac
41 0.5000 0.4794
42 0.4124 0.3936
43 0.1422 0.1539
44 -0.2030 -0.1539
78 -0.1280 -0.0926
79 0.0704 0.0926
80 0.2302 0.2403
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ERRORES

Condiciones de frontera Tipo Dirichlet

Iteraciones =5

ErrorbigU =7.8211e-05

Condiciones de frontera Mixta

Iteraciones = 6

ErrorbigU =0.0945

Figura 12. Solucién numérica de u utilizando 40 nodos frontera y 43 nodos interiores, con-
dicion tipo mixta.
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3.5. Método de Reciprocidad Dual para la ecuacion de tipo: Au = —du /0.

Las ecuaciones diferenciales que incluyen derivadas espaciales de primer orden de

la variable problema son muy comunes en el modelado mateméatico de problemas

de ingenieria. Los términos convectivos se pueden acomodar facilmente en el trata-

miento del Método de Reciprocidad. Considere, por ejemplo, una ecuacion del tipo
ou

de donde identificamos que b= —g—?;. Por lo tanto, sustituyendo en la ecuacion 1)

se obtiene

y haciendo la misma construccién de las matrices aumentadas (84), tenemos

Hi—Gq= —S@. (91)
ox
Ahora se debe establecer un mecanismo para relacionar los valores nodales de @
con los valores nodales de su derivada gi;- En este punto, debe recordarse que la
aproximacion basica de la técnica del Método de Reciprocidad Dual es la ecuacion
(56), pero esta aproximacion también puede ser usada para u, esto es

N+NI

w= Y Bifi, (92)

de la cual, después de evaluar en todos los nodos, obtenemos el sistema

i=Fg. (93)



Por otro lado, de (92), después de derivar y evaluar en todos los nodos, obtenemos
el sistema ~
ou OF -
—=— 94
donde %—i es la matriz formada por las funciones % evaluadas en los N + NI nodos
considerados. De la ecuacion se tiene que § = F~'i, entonces, reemplazando

en la ecuacion (94) obtenemos

ou OF .

La ecuacion plantea la forma basica de aproximar derivadas en el MRD. Susti-

tuyendo ahora en llegamos a

OF

Hi—Gi=-S—F 4. (96)
ox
Llamando ahora
R=-sEp (97)
ox
entonces,
(H — R)u = Gq. (98)

Como se menciond anteriormente, los términos en la matriz 0F/0x se obtienen di-
ferenciando las funciones f;, las cuales estan relacionadas con la derivada de la
funcién f utilizada. Lo anterior implica en problemas donde b depende de derivadas
de la funcién incognita el uso de la funcién f(r) = 1 4+ r no es posible pues ésta no
es diferenciable. Para solucionar este problema, en estos casos usamos la funcién

f=1+7r%+7r3
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3.5.1. Resultados para la ecuacion: Au = —g—;. Consideramos ahora el proble-

ma de aproximar numéricamente la solucion de

Au= -2 enQ,
u=e" sobre I'y, (99)

~Tx  sobre I's.

Para este ejemplo se utilizara una funcién radial diferente f = 1 + 2 + 3, de donde

r2 ot b 1 r2 g3
| — — —_— —_— g — —_ —_ —_ . 1
U 4+ + y q (2+4+5)(:)3,y)17 (100)

En este caso utilizamos 40 nodos frontera y 43 nodos interiores, y no se consider6

la condicién tipo Neumann.

PROBLEMA TIPO DIRICHLET:

Suponiendo conocido « en la frontera.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.3679 0.3679 -0.3612 -0.3679
2 0.3724 0.3724 -0.3604 -0.3679
3 0.3863 0.3863 -0.3588 -0.3674
4 0.4102 0.4102 -0.3555 -0.3655
38 0.4102 0.4102 -0.3630 -0.3655
39 0.3863 0.3863 -0.3623 -0.3674
40 0.3724 0.3724 -0.3616 -0.3679
Nodo Uint UintExac
1 0.6065 0.6065
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2 0.6673 0.6673

3 0.8570 0.8568
4 1.1672 1.1671
38 1.0972 1.0971
39 0.9115 0.9115
40 0.7845 0.7845

PROBLEMA MIXTO:
Para este caso suponemos conocido hasta 20 nodos uy,., y 20 valores nodales

restantes de ¢y, on-

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac

1 0.3679 0.3679 -0.4067 -0.3679

2 0.3724 0.3724 -0.3744 -0.3679

3 0.3863 0.3863 -0.3710 -0.3674

4 0.4102 0.4102 -0.3653 -0.3655

38 0.4258 0.4102 -0.3655 -0.3655

39 0.3970 0.3863 -0.3674 -0.3674

40 0.3782 0.3724 -0.3679 -0.3679
Nodo Uint UintExac
1 0.6174 0.6065
2 0.6742 0.6673
3 0.8631 0.8568
4 1.1746 1.1671
38 1.1247 1.0971
39 0.9362 0.9115
40 0.8036 0.7845
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Figura 13. Solucion numérica de u con 40 nodos en la frontera y 43 nodos interiores, la
condicion de frontera implementada es tipo Dirichlet.

ERROR

Condiciones de frontera Tipo Dirichlet

ErrorbigU =8.7390e-05
ErrorQ =0.0310

Condiciones de frontera Tipo Mixto

ErrorbigU =0.0198
ErrorQ =0.0220
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3.6. Ecuacion de Burgers

La ecuacién bidimensional de Burgers es un modelo matematico para describir va-
rios tipos de fendmenos en campos tan diversos como dindmica de gases, conduc-
cién de calor, elasticidad, turbulencias, fluidos viscosos, etc. Los métodos tradicio-
nales como diferencias finitas y el método de elementos finitos se han utilizado para
resolver el problema. En este trabajo presentamos el Método de Elemento de Fron-
tera de Reciprocidad Dual para manejar tales problemas. Su forma habitual, para

situaciones de estado estacionario, es

Viu 4+ u— = 0. (101)
ox

Para tratar este caso con el Método de Reciprocidad Dual, note que la funcién b en

la ecuacidn esta dada por
ou

b:—u%

(102)

Evaluando la ecuacion anterior en todos los nodos obtenemos el vector b, pero para
expresarlo correctamente es necesario que uno de los factores en el producto sea

escrito de forma matricial, para esto, defina la matriz U como:

w 0 0 0
0 wuy 0 0

U=10 0 u 01, (103)
0 0 0

0 0 0 0 wu,

esto es, la matriz diagonal cuya diagonal es el vector . Asi,

ou

b=U—.
ox
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Usando ahora la aproximacion (95) para la derivada se llega a

OF

— F i
ox Y

b="U
Utilizando (84) y cambiando —i por b tenemos

oF

Hi— Gi=—|HU — GQ]F-lU%F—lﬁ,
definiendo la matriz R como
R=[HU — GQ]FlU(;—Fl,
A

entonces la ecuacién (105) se convierte en

(H + R)i = Gq.

(104)

(105)

(106)

(107)

El procedimiento de solucién ahora es iterativo ya que los coeficientes de la matriz

R dependen de . Primero se supone R = 0y se resuelve la ecuacion

Hi = G,

(108)

para obtener una primera estimaciéon de « y ¢. Luego se construye una matriz U,

usando (103) con los valores encontrados de . El siguiente paso es calcular la

matriz R, a través de (106) y resolver la ecuacién (107) para obtener los nuevos

valores i y ¢. Este proceso continla hasta que se obtenga la convergencia, es decir,

gue se aproxime el valor viejo al valor nuevo, como se vio en el método iterativo.
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3.6.1. Resultados. Para probar el método numérico aplicado a la ecuacion de

Burgers se utilizara el siguiente ejemplo

Au = —ude en (Q,

u=2 sobre I';, (109)

q==3(x—2) sobrel,,
teniendo como referencia la solucién exacta v = 2. En este caso, para evitar la sin-
gularidad en = = 0, el dominio considerado sera una bola unitaria centrada en el
punto (2,0). Para este ejemplo se utilizé una funcién radial f = 1+ % + 73, y se

utilizaron 20 nodos frontera y 55 nodos interiores.

La comparativa se hace en la ultima iteracion. Se fija una tolerancia de 0,001, el

programa finaliza cuando el error= %=1 < 0,001.

‘ ﬁn+

Para la condicion tipo Dirichlet la comparativa se hizo en la iteracién 6.

PROBLEMA TIPO DIRICHLET:

Suponiendo conocido « en la frontera.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.6667 0.6667 -0.2638 -0.2222

2 0.6777 0.6777 -0.3614 -0.2184

3 0.7120 0.7120 -0.3730 -0.2051

4 0.7729 0.7729 -0.2782 -0.1755

5 0.8662 0.8662 -0.0932 -0.1159

6 1.0000 1.0000 0.1497 -0.0000
18 0.7729 0.7729 -0.0314 -0.1755
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19 0.7120 0.7120 -0.0499 -0.2051

20 0.6777 0.6777 -0.1401 -0.2184
Nodo Uint UintExac
1 1.0001 1.0000
2 1.0257 1.0256
3 0.9758 0.9756
4 1.1112 1.1111
5 0.9525 0.9524
6 0.9525 0.9524
53 1.4389 1.4308
54 1.7896 1.7862
55 1.7036 1.6981

Para la condicion tipo Neumann la comparativa se hizo en la iteracion 9.

PROBLEMA TIPO NEUMANN:

Suponiendo conocido ¢ en la frontera.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.7086 0.6667 -0.2222 -0.2222

2 0.7676 0.6777 -0.2184 -0.2184

3 0.8229 0.7120 -0.2051 -0.2051

4 0.8670 0.7729 -0.1755 -0.1755

5 0.9126 0.8662 -0.1159 -0.1159

6 0.9889 1.0000 -0.0000 -0.0000
18 0.7504 0.7729 -0.1755 -0.1755
19 0.6782 0.7120 -0.2051 -0.2051
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20 0.6701 0.6777 -0.2184 -0.2184

Nodo Uint UintExac
1 1.0313 1.0000
2 1.0551 1.0256
3 1.0075 0.9756
4 1.1406 1.1111
5 0.9835 0.9524
6 0.9857 0.9524
53 1.3915 1.4308
54 1.7882 1.7862
55 1.7775 1.6981

Para la condicion tipo Mixta la comparativa se hizo en la iteracién 8.

PROBLEMA MIXTO:
Para este caso suponemos conocido hasta 10 nodos uy,., y 10 valores nodales

restantes de ¢y,on.

Nodo Ufrontera UfrontExac Qfrontera QfrontExac
1 0.6667 0.6667 -0.1187 -0.2222

2 0.6777 0.6777 -0.3282 -0.2184

3 0.7120 0.7120 -0.3525 -0.2051

4 0.7729 0.7729 -0.2839 -0.1755

5 0.8662 0.8662 -0.1178 -0.1159

6 1.0000 1.0000 0.1188 -0.0000
18 0.7109 0.7729 -0.1755 -0.1755
19 0.6382 0.7120 -0.2051 -0.2051
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20 0.6298 0.6777 -0.2184 -0.2184

Nodo Uint UintExac
1 0.9999 1.0000
2 1.0266 1.0256
3 0.9740 0.9756
4 1.1176 1.1111
5 0.9485 0.9524
6 0.9499 0.9524
53 1.4392 1.4308
54 1.7999 1.7862
55 1.7634 1.6981
ERROR

Iteraciones =6
ErrorbigU =0.0020
ErrorQ =0.1737

Iteraciones =9
ErrorbigU =0.0470
ErrorQ =0
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Condiciones de frontera Mixta

Iteraciones =8
ErrorbigU = 0.0284
ErrorQ =0.1100

Figura 14. Nodos interiores y frontera para la ecuacion de Burgers.

2.4
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Figura 15. Comparativa de la solucién numérica de la ecuacién de Burger para diferentes
tipos de condiciones de frontera.

[Dirichlet]

[Neumann]

[Mixto]
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3.7. Ecuacion de Difusion

Finalmente, consideramos un problema de difusion gobernado por la siguiente ecua-
cion
ou

Au = D— 11
U T (110)

donde u es la concentracién del material que se difunde y D es el coeficiente de
difusion. La definicion del problema se completa con la especificacion de las condi-

ciones de frontera apropiadas y las condiciones iniciales de tipo u(z, y,ty) = uo(z,y).

Se observa que la funcién b en esa ecuacién ahora se define como

ou
b_DE (111)

En el presente caso, el problema ha cambiado de caracter, ya que ahora nece-
sitamos llevar a cabo una derivada de u con respecto al tiempo ¢. El Método de
Reciprocidad Dual, propone la siguiente aproximacion

N+L

:z:y, ijxyoc] (112)

donde f; son funciones conocidas de la geometria y «; funciones desconocidas
de tiempo. Por lo tanto, las matrices U y @ anteriores son las mismas que en los

capitulos anteriores. El siguiente paso en la formulacion es similar a la ecuacion (58)

ou

= Fa. 11
5 L (113)

Despejando el vector @ en la ecuacion anterior, tenemos
du

- 1Y
a=Fo (114)



Sustituyendo lo anterior en (84), se obtiene la siguiente expresion

Hi— Gfi= D(HU — GQ)F—I% (115)
Definiendo
C=—-DS=—D(HU — GQ)F~! (116)
entonces,
du L
C’E—l—HU—Gq. (117)

El sistema es una ecuacion diferencial ordinaria, por lo tanto, cualquier esquema es-
tandar de solucion de esa ecuacioén diferencial ordinaria de tiempo se puede utilizar.
Para simplificar, aqui se empleara Diferencias Finitas. Se puede proponer una apro-

ximacioén lineal para la variacion de u y ¢ dentro de cada paso de tiempo, en la forma

u=(1-0,)u™+ 0,um™ (118)
q=(1=0,)q™ +0,4™"", (119)
% _ ﬁ (w1t — ™) (120)

donde 4, y 6, son parametros que posicionan los valores de u y ¢, respectivamente,
entre los niveles de tiempo m y m + 1. Sustituyendo estas aproximaciones en (117)

y despejando se obtiene:

C+0,AMtH)u™ — At),Gq" ™ = [C — At (1 —6,) H|u™ + At (1 —6,) Gg™. (121)
q q
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El lado derecho de todo es conocido, ya que involucra valores que se han espe-
cificado como condiciones iniciales o se han calculado previamente. Al introducir las
condiciones de frontera en el tiempo m + 1, se puede reorganizar el lado izquierdo
de y resolver el sistema de ecuaciones resultante, para cada nivel de tiempo.

Tenga en cuenta que los elementos de las matrices H, G y S dependen solo de
datos geométricos. Por lo tanto, pueden calcularse una vez y almacenarse. Si el
valor de At se mantiene constante, la matriz del sistema también se puede reducir
a una expresion tipo A7 = y. Una vez hecho esto, el procedimiento de avance de
tiempo consistira en un esquema recursivo simple con solo operaciones algebraicas

involucradas.

3.7.1. Resultados.  Como ejemplo final consideramos el problema

Au =G en €,
u = e 2 sin(z) sin(y) sobre I'y, (122)

q = e * cos(z) sin(y)r + e * sin(z) cos(y)y  sobre I'y.

Con condiciones iniciales

u(z,y,0) = sin(z) sin(y) en £, (123)

q(z,y,0) = cos(z) sen(y)x + sin(z) cos(y)y en Q.
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Se consider6 el sistema Euler implicito donde 6, = 1, 6, = 1 y At = 0,1, por lo tanto,

la ecuacion (121) se convierte en

(C+01-H)u"™™ —0,1-Gg"™ = Cu™ (124)

En las simulaciones se utilizaron 55 nodos interiores, 50 nodos frontera y 5 iteracio-

nes. Se utilizaron dos condiciones de frontera, la condicion mixta y tipo Dirichlet.

ERRORES

ErrorbigU =0.0035 t=0

ErrorbigU =0.0046 t=0,1
ErrorbigU =0.0050 t=0,2
ErrorbigU =0.0051 t=0,3
ErrorbigU =0.0052 t=0,4

ErrorbigU =0.0189 t=0

ErrorbigU =0.0290 t=0,1
ErrorbigU =0.0362 t=0,2
ErrorbigU =0.0423 t=0,3
ErrorbigU =0.0481 t=0,4
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Figura 16. Solucién numérica de la ecuacion de calor en intervalos de tiempot =0at = 0,4,
utilizando condicion de frontera tipo Dirichlet.

[t=0] o [t=0.1]

[t=0.2] o [t=0.3]

[t=0.4]
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Anexos

Anexo A. Cuadratura de Gauss
La cuadratura de Gauss se utilizé para aproximar las integrales no singulares invo-
lucradas en la definicion de las matrices H y GG. Segun este método de integracién

numeérica, cada integral se escribe como
1 n
I = /_1 F)dE = wof (&) +wif (&) +waf (&) + - +wnf (&) = Zf (&) w; (125)

1=0

donde n es el numero de puntos de integracion, &; es la coordenada local del i-ésimo
punto de integracién y w; es un factor de peso asociado. Observemos que con un
simple cambio de variable se pueden extender los limites de integracién a valores
distintos a [—1, 1] . Los puntos &; y los pesos w; son calculados haciendo uso de los

llamados Polinomios de Legendre:

Polinomios de Legendre. Los polinomios de Legendre hasta de grado 4 son dados

por
Po(l') = 17

P (z) ==,
Py(x) = %(3:1;2 - 1),
Pyw) = 1 (52° — 32)

Py(z) = § (352* — 302 + 3) .

En general, el polinomio de Legendre de grado n se puede obtener por medio de la
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formula de Rodrigues [%]

1 dr n
Pol@) = goniger 1)

O bien haciendo uso de una relacidon de recurrencia, tal como describimos a conti-

nuacion (véase [ [[%):
(n+1)Pi1(x) — (2n+ DaP,(z) + nP,—1(z) = 0.

Los puntos &, son calculados al encontrar las raices del polinomio de Legendre, es

decir, P,(£) = 0y para calcular los pesos w; se aplicara la siguiente formula

. 1 +l Pn+1<x)
O B () / &)™

Por ejemplo, usando el polinomio P, se tiene que P(z) = 3 (3z* — 1) cuyas raices

son & = 1/v3, & = —1/V/3y su derivada Pj(z) = 1(6z) = 3z. Asi los pesos
correspondientes seran

1 +1 3(32°-1)
1/v3) J-1 o+

_ 1 +1 3(32°-1)
dr y wy = TS fil p

da. (126)

U)0:3

1 1
Vi SRV

% TURNER, L. E. “Historia Mathematica”. eng. En: American Mathematical Society 35.1 (2008),
pags. 52-53.

S CALVETTI, D., et al. “Computation of Gauss-Kronrod Quadrature Eules”. eng. En: Mathematics

of computation 69.231 (2000), pags. 1035-1052.

16 CHIHARA, T.S. “The One-Quarter Class Of Orthogonal Polynomials”. eng. En: The Rocky Moun-
tain journal of mathematics 21.1 (1991), pags. 121-137.
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Para el caso general definimos una relacién lineal con la nueva variable

2= (b_“)gg(bm da::b;adg £el-1,1).

La integral anterior se puede aproximar como

b —a) & —a)&; a
[ e = EZ S g (CEOEEED) g ey

2 2
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Anexo B. Solucion de integrales

Se resolveran las integrales enunciadas en el capitulo dos.

Caso 1.

Calculemos la siguiente integral

/_11(1—6)1n (‘l@%@‘) dfz—/_ll(f—l)ln (‘Z@D de. (127)

Resolvemos ahora X
/ (6 -1)In (‘z@%@') d¢.
-1

Aplicando la sustitucion

se obtiene

_ 4 / " (ln(u) +1n (%) + 1n(2)> du

integramos por partes: [ f¢' = fg— [ f'gdonde f = In(u) + In(%) +In(2) y ¢’ = u

por lo tanto, f' = % yg= “72 se llega a

u?(In(u) + In(§) + In(2))
_ . _ /

ol

9

entonces,

oo s (0 ) =20 (410 (1) 1) -
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deshaciendo la sustitucién « = 1—55:

(55 +m() +m@) (€ -1 (¢ _qp

2 4

Reemplazando ahora las integrales ya resueltas concluimos que

4 2

_ /(5 —1)In (‘z@‘) dé — (€ —1)2 <1n(12;§) +In() + 1n(2)> (€ - 1)2.

Evaluando en ¢ = —1 obtenemos 1 — 21In(|/|) y en £ = 1 como hay una singularidad,

tomamos el limite

, ((f —1)? (log(l—f) + log('é—‘) + 1n(2)> (€ — 1)2)
lim _ o
=1~ 4 9
Asi 1
/_1(5 —1)In (’5(1 . £) D d¢ = —(1—21n(|I])) = 2In(|I]) — 1. (128)
Caso 2.

Consideramos ahora la integral

/_11(1—5)1n (‘z@') d¢. (129)

Utilizamos integracién por partes: [ f¢' = fg— [ f'gcon f =1In (‘@D yg =1-¢,

2
entonces f' = sy g=¢§— £,y tenemos

2

([ - )- b

Resolviendo ahora
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€ _ —
/: S Le-2,

d pu—
1+¢ : 2) 1+¢
Aplicamos sustitucién v = 1 + & — du = d¢, yaque €2 = (u — 1)y =26 = 2 — 2u

tenemos

2_4 1 2
—/u—mdu—/udu+3/adu—él/ldu—?)ln(u)—i-%—élu.

u

Reemplazando el valor de u llegamos a

Lo

(14¢)°
2/ 1+¢ 4

dg:%ln(1+g)+

—-2(1+¢)

_6ln(|L+&]) + (£ 6)¢
4

Por lo tanto

fo-am (145 -

_ 61n<|1+£|i+ (E-6)5 (% _,5) . (’MD

2
2 —
——y (e -2y e) - (§ - ¢) g - mey + LS.
Evaluando en ¢ = 1 tenemos
~ 2In(|l]) +6In(2) =5
- ; ,
y cuando ¢ = —1 hay una singularidad, por lo tanto
1 2 -6
i (<5 -2 -3 m(rr e - (& - ¢) tu) - w2y + E50)
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IS

; 1 2 3 7 . 1
= lim =7 (¢~ 2¢ — 3) In(|L + €)) — S(In(I) — In(2)) + § = 7(In(I) — In(2)) +

Con lo que finalmente se tiene que

[ v-om({59) -

21n(|l]) + 61n(2) =5 3
- . + (i) ~ 1n(2)) -

—21In(l) — 3. (130)

YN
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