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RESUMEN

TITULO: TALLERES SOBRE GEOMETRIA FRACTAL APLICADOS A GRUPOS
DE ESTUDIANTES DE BASICA SECUNDARIA Y MEDIA".

AUTORA: NOLVIS PATRICIA PEREZ”

PALABRAS CLAVES: Geometria Fractal, modelo de Van Hiele, Autosimilitud,
Deterministicos.

DESCRIPCION:

El objeto de este trabajo es la aplicacion y analisis, desde el modelo de Van
Hiele, de los talleres propuestos en la monografia “GEOMETRIA
FRACTAL EN EL BACHILLERATO” (Castro, 1994); los cuales se
estipulan con grado de complejidad y avance en el conocimiento y
reproduccion de fractales, donde el primer taller da una introduccion a
aspectos significativos de su surgimiento y desarrollo histérico. En los
talleres 2, 3, 4, 5 y 6 se dan a conocer los principales fractales
deterministicos con una de sus propiedades fundamentales la autosimilitud.
Los talleres 7, 8, 9, 10 y 11 presentan las bases tedrico-matematicas de estos
fractales deterministicos.

La presente monografia se ha dividido en tres partes: en la primera parte se
presenta el marco tedrico en donde se expone la importancia de la geometria
fractal en la secundaria y se exponen los conceptos basicos del modelo de Van
Hiele para la ensefianza de la geometria. En la segunda parte: aplicacién y
andlisis de los talleres, se presentan 11 talleres tal y como aparecen en (castro,
1994) (a excepcion del taller 0 y algunas actualizaciones de los talleres que lo
requerian), y se hace el correspondiente andlisis de cada taller, aplicados a un
grupo de 36 estudiantes del grado 10° del colegio municipal Victor Félix Gomez
Nova, considerando las observaciones pertinentes y el analisis correspondiente a
los niveles de razonamiento y las fases de aprendizaje segun el modelo de Van
Hiele. En la tercera parte: talleres modificados, se presentan los talleres
modificados con base en el andlisis realizado en la segunda parte. Finalmente,
se incluyen unos anexos. Esperamos que los talleres que presentamos en la
tercera parte de este trabajo sean una herramienta que facilite el conocimiento y
aplicacion de la geometria fractal para el fomento y estimulo del pensamiento
geométrico.

“Monografia. )
“FACULTAD DE CIENCIAS, LICENCIATURA EN MATEMATICAS. Director Sonia
M. Sabogal, Codirector Juan de Dios Urbina.



SUMMARY

TITLE: SHOPS OF GEOMETRY FRACTAL APPLIED TO GROUPS OF
STUDENTS OF BASIC SECONDARY AND STOCKING

AUTHOR: NOLVIS PATRICIAN PEREZ"

KEY WORDS: Geometry Fractal, model from Van Hiele, Autosimilitud,
Deterministicos.

DESCRIPTION:

The object of this work is the application and analysis, from the pattern of Van
Hiele, of the shops proposed in the monograph "GEOMETRY FRACTAL IN THE
HIGH SCHOOL" (Castro, 1994); which are specified with grade of complexity and
advance in the knowledge and reproduction of fractals, where the first shop gives
an introduction to significant aspects of its emergence and historical development.
In the shops 2, 3, 4, 5 and 6 are given to know the main fractals deterministicos
with one of their fundamental properties the autosimilitud. The shops 7, 8, 9, 10
and 11 show the theoretical-mathematical bases of these fractals deterministicos.

The present monograph has been divided in three parts: in the first one
presents the theoretical mark where the importance of the geometry fractal
in the secondary is exposed and the basic concepts of the pattern of Van
Hiele are exposed for the teaching of the geometry. In the second part:
application and analysis of the shops, 11 shops are presented such and like
they appear in (Castro, 1994) (to exception of the shop 0 and some upgrades
of the shops that required it), and the corresponding analysis of each shop is
made, applied to a group of 36 students of the grade 10° of the municipal
school Victor Félix Gomez Nova, considering the pertinent observations
and the corresponding analysis to the reasoning levels and the learning
phases according to the pattern of Van Hiele. In the third part: modified
shops, they are presented with base in the carried out analysis in the second
part. Finally, some annexes are included. We hope the shops that we
present in the third part of this work are a tool that facilitates the knowledge
and application of the geometry fractal for the development and stimulus of
the geometric thought.

“ Monograph.
" FACULTY OF SCIENCIES, DEPARTAMENT OF MATEMATICS. Advigerds Sonia
M.Sabogal, Juan de Dios Urbina.
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INTRODUCCION

En la actualidad, el sistema educativo colombiano establece la organizacion de
los procesos de conocimiento para cada area del saber. Asi en el area de
matematicas se tienen los parametros generales que se establecen en los
lineamientos curriculares, los cuales tienen en cuenta el desarrollo del
pensamiento geométrico y estan a la expectativa de nuevas teorias que
amplien este conocimiento; es asi como la geometria fractal incursiona en la

ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

El objeto de este trabajo es la aplicacién y analisis, desde el modelo de Van
Hiele, de los talleres propuestos en la monografia “GEOMETRIA FRACTAL EN
EL BACHILLERATO” (Castro, 1994); los cuales se estipulan con grado de
complejidad y avance en el conocimiento y reproduccién de fractales, donde el
primer taller da una introduccion a aspectos significativos de su surgimiento y
desarrollo historico. En los talleres 2, 3, 4, 5 y 6 se dan a conocer los
principales fractales deterministicos con una de sus propiedades
fundamentales la autosimilitud. Los talleres 7, 8, 9, 10 y 11 presentan las

bases tedrico-matematicas de estos fractales deterministicos.

Este trabajo pretende constituirse en un aporte para el conocimiento,

divulgacion y aplicacion de la geometria fractal en la educacion media. El



estudio de esta geometria conlleva al descubrimiento de formas y figuras que

describe la naturaleza que observa el estudiante en su entorno y cotidianidad.

La presente monografia se ha dividido en tres partes: en la primera parte se
presenta el marco tedrico en donde se expone la importancia de la geometria
fractal en la secundaria y se exponen los conceptos basicos del modelo de Van
Hiele para la ensefianza de la geometria. En la segunda parte: aplicacion y
andlisis de los talleres, se presentan 11 talleres tal y como aparecen en (castro,
1994) (a excepciéon del taller 0 y algunas actualizaciones de los talleres que lo
requerian), y se hace el correspondiente analisis de cada taller, mostrando cual
fue el procedimiento seguido al aplicar el taller con un grupo de 36 estudiantes
del grado 10° del colegio municipal Victor Félix Gomez Nova, considerando las
observaciones pertinentes y el analisis correspondiente a los niveles de
razonamiento y las fases de aprendizaje segun el modelo de Van Hiele. En la
tercera parte: talleres modificados, se presentan los talleres modificados con
base en el andlisis realizado en la segunda parte. Finalmente, se incluyen
unos anexos en los cuales se muestra algunos apartes del trabajo de los
estudiantes y algunas fotografias tomadas durante el desarrollo de los talleres.
Esperamos que los talleres que presentamos en la tercera parte de este trabajo
sean una herramienta que facilite el conocimiento y aplicacion de la geometria

fractal para el fomento y estimulo del pensamiento geométrico.



1. MARCO TEORICO

1.1 GEOMETRIA FRACTAL EN EL BACHILLERATO.

En los udltimos afios se ha venido introduciendo la geometria fractal en el
campo educativo de forma lenta, pero ganando una posicion importante en el
desarrollo del pensamiento l6gico-matematico, muestra de ello son las ultimas
producciones escritas que se han publicado a nivel nacional e internacional.
Obras que desde 1991, aproximadamente, empezaron a involucrar el
conocimiento y aplicacién de los fractales en el nivel educativo; entre ellas
podemos mencionar las siguientes:
= “Descobrindo a Geometria Fractal, para a sala de aula” (Barbosa,
2002).
» “Geometria Fractal. Conceptos y procedimientos para la construccion de
Fractales” (Estrada, 2004).
= “Los Fractales: una alternativa interactiva para la ensefianza de las

matematicas” (Pérez, 1992).

Elaboraciones de trabajos de grado tales como:
= “Geometria Fractal en el Bachillerato” (Castro,1994).
= “Geometria Fractal en el Bachillerato, acercamiento por sistemas

dinamicos”, (Daza,1999).



= “Introduccién a la Geometria Fractal. Basica primaria” (Cobos, 2002).

= “Un acercamiento a la geometria fractal en el bachillerato” (Sierra, 2005).

1.1.1 Sobre la importancia de la Geometria Fractal

En el sistema educativo el pensamiento geométrico se desarrolla a partir de la
geometria euclidiana, una geometria basada en figuras como circulos,
rectangulos, triangulos y lineas que describen el mundo fisico. Si observamos
a nuestro alrededor nos podemos dar cuenta que las figuras que describen la
naturaleza no estan limitadas solamente a estos planos rigurosos y ordenados
sino que existen otras herramientas que nos permiten modelar de una forma

casi perfecta a ésta.

Es por esto que la geometria fractal se constituye en una herramienta
metodoldgica para los docentes de matematicas, que abre de forma creativa y
llamativa el mundo de las matematicas, cuya caracteristica es el sentido
atractivo y estético que se establece graficamente a partir de ecuaciones

matematicas de lo geométrico formas e imagenes de lo real.



1.2 EL MODELO DE VAN HIELE?

El modelo de Van Hiele surge por la necesidad de encontrar una solucion al
problema de la poca comprension e interés por la geometria por parte de los
estudiantes. A partir de las inquietudes que se plantearon los esposos
holandeses Pierre Marie Van Hiele y Dina Van Hiele Geldof, al observar que
sus estudiantes no eran capaces de entender y comprender la materia por mas
que ellos se esforzaran por explicar; esto los llevo a realizar un estudio mas
detenido y analizar las circunstancias del porqué, llegando a las siguientes
conclusiones:

e Se pueden encontrar varios niveles diferentes de perfecciéon en el
razonamiento de los estudiantes de matematicas.

e Un estudiante s6lo podra comprender realmente aquellas partes de las
mateméticas que el profesor le presente de manera adecuada a su nivel
de razonamientos una relacion matematica no puede ser expresada en
el nivel actual de razonamiento de los estudiantes, serd necesario
esperar a qué este alcance un nivel de razonamiento superior para
presentarsela.

e No se puede ensefiar a un estudiante a razonar de una determinada
forma. Pero si se le puede ayudar, mediante una ensefianza adecuada
de las matematicas, a que llegue lo antes posible a razonar de esa

forma.

2 Tomado de (Fiallo,1996)



Estas conclusiones permitieron la formulacion de dos componentes, una
componente descriptiva y la componente didactica, que se definen a

continuacion.

1.2.1 Componente Descriptiva
Esta componente identifica las etapas de desarrollo intelectual y cognoscitivo,
gue corresponde a los “niveles de razonamiento” por los que atraviesa el

estudiante en el progreso de la capacidad de su razonamiento matematico.

1.2.1.1 Niveles de razonamiento

e Nivel 1: Reconocimiento. También denominado de visualizacion, es de
simple reconocimiento de las figuras geométricas distinguiéndolas por
sus formas, su aspecto fisico como un todo sin detectar sus partes
componentes y propiedades de éstas.
Este nivel se ubica en la etapa del preescolar y los primeros afios de
educacién basica primaria aunque no es exclusivo de estos grados, ni
de esta edad, puesto que cuando se presenta a los alumnos un nuevo
concepto geométrico pasaran por este nivel aunque sea un paso mas
rapido.

e Nivel 2: Analisis. Es un nivel de conocimiento de las componentes de
las figuras, de sus propiedades basicas, estableciendo relaciones a nivel
intuitivo entre las figuras y permitiendo realizar unas clasificaciones

sencillas a partir de caracteristicas simples que son el resultado de la



observacion. Sin embargo, no le resultar4d posible establecer una
relacion entre las figuras observadas que les permita componer
relaciones de inclusién de clases.

Nivel 3: Clasificacion. Las relaciones y definiciones empiezan a quedar
clarificadas, pero s6lo con ayuda y guia. Comienza a establecerse las
conexiones légicas, merced a una mezcla de experimentacion practica y
de razonamiento.

Nivel 4: Deduccion formal. En este nivel los estudiantes pueden
deducir una propiedad de otra mediante secuencias de proposiciones.
Se entiende en este nivel el sentido de los axiomas, las definiciones y
teoremas, pero no se hacen razonamientos abstractos y no se reconoce
la necesidad de rigor en los razonamientos.

Nivel 5: Razonamiento rigurosamente deductivo. En este nivel el
estudiantes razona sin necesidad de la intuicion, pudiendo componer su
razonamiento deductivo con otros y puede analizar el grado de rigor en
varios sistemas deductivos. Puede comparar sistemas basados en
axiomaticas diferentes y puede estudiar distintas geometrias en
ausencia de modelos concretos. Este nivel por su alto grado de
abstraccion, generalmente no es alcanzado por los estudiantes de media

y puede ser considerado para estudiantes de nivel superior.



1.2.2 Componente Didactica

Esta componente establece cinco fases de aprendizaje, las cuales sirven de

apoyo al profesor para el acompanamiento de los estudiantes en el paso de los

niveles de razonamiento y son etapas en la graduacién y organizacion de las

actividades que debe realizar para adquirir las experiencias que lo lleven a

niveles superiores de razonamiento; las cuales se describen a continuacion.

Fase 1: Informacion. En esta fase el profesor informa a los estudiantes
sobre el tema de estudio, qué materiales se van a utilizar, como va ha
ser la metodologia de trabajo; en esta fase los estudiantes también
aprenden a manejar los materiales que van a utilizar y adquirirdn los
conocimientos basicos e imprescindibles para el siguiente tema.

Fase 2: Orientacion dirigida. En esta fase el trabajo principal es del
estudiante, puesto que en ella, él va a realizar las actividades disefiadas
por el profesor para a descubrir, conceptuar, comprender, analizar,
sintetizar, generalizar y aprender el nuevo tema.

Fase 3: Explicitacion. En esta fase los alumnos van a intercambiar sus
experiencias y sus conclusiones con los demas comparieros del grupo y
el profesor; en ella deben explicar la forma de resolucion de sus
actividades y sus conclusiones, para confrontarlas dentro del contexto
del dialogo con sus compafieros.

Fase 4: Orientacion libre. Esta fase conlleva a que el estudiante

aplique, combine los conocimiento y el lenguaje que adquiere de otras



investigaciones diferentes a las anteriores; para ello el docente debe
ofrecer ejercicios que planteen situaciones nuevas, abiertas y con
multiples caminos para su solucion.

Fase 5: Integracion. En esta fase se trata que el estudiante llegue a
condensar en un todo los contenidos y métodos que a adquirido en el
proceso y su relacion con otros campos o0 temas de estudio
anteriormente; la funcién del maestro es propiciar actividades que

conduzcan a la acumulacién y comparacion de lo que ya conoce.



2. PRESENTACION Y ANALISIS DE LOS TALLERES

En esta parte se presentan los once talleres que aparecen textualmente en
(castro, 1994) que fueron desarrollados con un grupo de 36 estudiantes del
grado décimo del colegio municipal Victor Félix Gomez Nova de Piedecuesta.

Presentaremos estos talleres encerrados en un cuadro, en seguida de cada
taller se hace el andlisis correspondiente de acuerdo a la experiencia realizada
y al modelo de Van Hiele. Inicialmente al taller O se le agrego una actividad,
que trata de hacer la piramide de Sierpinski hasta el paso 4 con pitillos

revolvedores de café y nylon.

TALLER O

TITULO: INTRODUCCION — MOTIVACION

(El concepto de fractal)
OBJETIVO: con este taller lo unico que se pretende es, como su nombre lo
dice, darte una breve introduccion al mundo de los fractales a la vez que te

motivas a estudiarlos.

MATERIALES: para el desarrollo de este taller vas a necesitar seis pitillos
pequeiios (revolvedores de café) y metro y medio de nylon, (este material lo

llevara el profesor).




1. Con los pitillos y el nylon que te facilito tu profesor construye un tetraedro,

esto lo haras tu solo con tu imaginacion.

2. Ahora reunete con tres de tus compaferos y forma una piramide uniendo
cuatro tetraedros. Luego une esta piramide que formaron con tres mas y asi
sucesivamente hasta donde alcancen las piramides. “Esta figura que acabas
de formar junto con tus compafieros recibe el nombre de piramide de

Sierpinski.

3. Ahora lee con atencion y ... déjate atraer por ellos!

Hace algo més de 30 afios surgié una nueva geometria recursiva o “Geometria
Fractal”, creada por el polaco Benoit Mandelbrot. Esta geometria ha resultado
ser una herramienta que ademas de ser muy atractiva por la belleza (a veces
exética) de las figuras que se generan, tiene muy buenas perspectivas para
modelar fendmenos de la naturaleza que siempre se habian considerado fuera
del alcance de las mateméticas y juega un papel importante en el desarrollo de
disciplinas tan variadas y aparentemente disimiles como las matematicas
(geometria fractal), las ciencias de computacion (heuristica), la Pintura
(fractales), la Musica (ruido blanco), la Fisica (sistemas dinamicos) y la Biologia

(modelos neuronales)”.

La idea filosofica subyacente a esta geometria es que los objetos de la

naturaleza son recursivos. Por ejemplo un arbol, una nube, una costa, son




objetos tridimensionales que pueden ser modelados muy sencillamente en
términos de ellos mismos.

Esto no se puede hacer con la geometria euclidiana, ya que esta fue modelada
para describir objetos rectilineos y no objetos irregulares (de hecho la palabra

fractal quiere decir: irregular, fragmentado).

“Muy posiblemente esta geometria de los objetos irregulares sera la geometria
del futuro. La recursion es una de las herramientas potentes tanto para la
descripcién de los objetos, como para la resolucion de problemas™.

Aunque no existe todavia una definicion formal de la palabra “fractal”,
examinando algunos conceptos relacionados con el tema, es relativamente facil
identificar una figura o un fenémeno de naturaleza fractal.

Una caracteristica esencial de los objetos fractales es la autosimilitud.
Intuitivamente un objeto o una figura es autosimilar si es igual a sus partes,
salvo un factor de escala.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1: La Curva de Koch

® Tomado del libro Matebasica de Pedro Gémez, (1992).




Podriamos decir que esta formada por cuatro curvas de Koch cada una igual a
la total pero reducida y colocada de diferente forma. (jldentifica las cuatro

curvas de Koch de las que aqui se hablaj).

Ejemplo 2: El Tridngulo de Sierpinski

& & &) iv"" &

A2

Esta formado por tres tridngulos iguales al total solo que més pequefios (y cada
uno de ellos formados por otros tres triangulos iguales pero mas pequefos,

etc.) ¢Estas de acuerdo con esta descripcion?




En realidad los objetos fractales que se pueden obtener de esta manera son
fractales deterministicos pues se forman con reglas muy precisas y exactas, sin
intervencion del azar, (los ejemplos clasicos de fractales son fractales
deterministicos, como los citados anteriormente). En la naturaleza también se
encuentra esta autosimilitud aunque no de manera tan deterministica: las olas
del mar son formadas por pequefas olas, cada una formada por otras olitas;
una hoja de helecho formada por ramitas que son como helechos mas
pequefios, o las ramas de un arbol se pueden ver como pequefios arboles;
una cabeza de coliflor esta formada por pequefias coliflores, cada una a su vez
formadas por subcoliflores, etc. Son algunos de los ejemplos que se pueden
encontrar®.

(Busca en un diccionario el significado matematico del término “deterministico”

para que te quede bien clara la idea anterior).

4. Si quieres profundizar mas este tema te recomendamos los libros que

aparecen en la bibliografia de la cartilla.

* Apartes tomados del cuadernillo Auto similitud y Fractalidad del Grupo Fractales, UIS




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER O

1. PROCEDIMIENTO:

e Presentacion de la docente y presentacion del tema a tratar, qué se va a
hacer, como se va a hacer, qué tipos de problema se van a plantear, la
metodologia y qué materiales se van a necesitar.

e Entrega a cada estudiante del primer taller: INRODUCCION -
MOTIVACION junto con el material que se necesita para su desarrollo.

e Desarrollo de la primera parte del taller.

e Preguntas acerca de la primera actividad.

e Desarrollo de la segunda parte de la actividad que consiste en una
lectura sobre algunos aspectos de la historia de la geometria fractal,
ideas béasicas de esta geometria y su aplicacion en las ciencias.

e Al final de la construccion de la piramide se les pidi6 a los estudiantes
gue escribieran observaciones sobre la primera parte de la actividad que
habian desarrollado. Estas son algunas sus observaciones:

= “la clase de hoy me pareci6 interesante, porque aprendi a
hacer la pirdmide y también que a medida que crece su
forma no cambia”

= “bueno pues a mi me pareci6 interesante la clase por que

primero que todo pudimos hacer con pitillos tetraedros y

(Bucaramanga) 1991.



con esos poder armar la piramide de Sierpinski y ademas
podemos ver mas cosas que de pronto no sabemos”

= “la clase me parecié muy interesante y divertida porque a
medida que se arma una figura se desarrolla la agilidad
mental de cdmo nos puede servir unos pitillos si se

combinan con nylon”

Con esta observacion lo que se queria era que los estudiantes hablaran un
poco mas de la piramide, pero se necesita ser mas explicitos al momento de
la pregunta, es decir se debi6 preguntarles directamente detalles de la

piramide.

e Al finalizar la lectura se les hizo a los estudiantes las siguientes
preguntas respecto a esta, para confirmar si su comprension habia sido

plena.

=

¢, Quién es Benoit Mandelbrot?

2. ¢En qué época surgié la geometria fractal?

3. ¢En qué campos de la ciencia son utilizados los fractales?
4. ¢Cuéndo una figura es autosimilar?

5. ¢Qué entendiste por la palabra fractal?

Respuestas:



1. A esta pregunta la mayoria de los estudiantes respondieron “Benoit
Mandelbrot es considerado el padre de la geometria fractal” .

2. Larespuesta a esta pregunta fue una sola tal vez por su exactitud, “hace
algo mas de 30 afios”.

3. La mayoria de los estudiantes respondieron, “matematicas,
computacién, masica fisica y biologia”, como esta en la lectura. Pero
otros estudiantes tuvieron en cuenta la introduccién de la profesora al
inicio de la clase y agregaron la medicina.

4. La respuesta a esta pregunta fue comun “es cuando una figura es igual
a todas sus partes, salvo el factor de escala”

5. Las respuestas a estas preguntas fueron muy variadas, la palabra fractal
aun no tiene una definicién formal (es decir universal), pero en el fondo
los estudiantes utilizaban la frase “el todo es igual a sus partes”, que es
una caracteristica esencial de los fractales.

2. ANALISIS

2.1 OBSERVACIONES

En este primer taller el grupo manejé muy bien el tiempo y también se

observé trabajo colaborativo.



e En el desarrollo del taller se observo en los estudiantes un marcado
interés por el tema de los fractales, porque prestaron atencion a la
explicacion de la actividad y a la lectura.

e Una vez finalizada la primera actividad, se les aclaré a los estudiantes
gue el objeto construido no es exactamente lo que se conoce como
pirdmide de Sierpinki, si no lo que seria el cuarto paso en el proceso de
construccion de la misma, ya que lo que realmente recibe este nombre,
es el “objeto limite” u “objeto final” de este proceso, que existe en la
teoria pero que no se puede construir en la préactica.

e Para iniciar este taller los estudiantes tuvieron que repasar algunos
conceptos tales como el de tetraedro y pirdmide.

e Con la actividad y la lectura que se realizO posteriormente los
estudiantes lograron visualizar a grandes rasgos qué es un fractal y

algunas de las ciencias en donde se aplican.

2.2 FASES DE APRENDIZAJE

2.2.1 INFORMACION

Titulo, objetivo, materiales y orientacion por parte de la docente.
2.2.2 ORIENTACION DIRIGIDA

Puntos 1y 2 del taller.

2.2.3 EXPLICITACION

Puntos 3y 4 del taller.

2.3 NIVELES DE RAZONAMIENTO



2.3.1 NIVEL DE RECONOCIMIENTO

Con este taller los estudiantes reconocen de una manera intuitiva
algunas de las caracteristicas propias de los fractales como la
autosimilitud.

Al terminar la actividad el estudiante es capaz de reconocer si un objeto
es de tipo fractal o no y también puede dar ejemplos en la naturaleza
gue cumplen con esta propiedad.

Reconocen plenamente quién es el padre de la geometria fractal.
Muchos de los estudiantes relacionaron la pirdmide de Sierpinski con
las piramides de Egipto.

Los estudiantes reconocen la geometria fractal como una nueva forma

de ver las matematicas.



TALLER 1

TITULO: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN EL PLANO
(Trabajo con lapiz y papel)
OBJETIVO: Con este taller se espera que:

» Deduzcas los conceptos de “semilla” y “produccion”, a la vez que los
identifiques en un ejemplo dado. Ademdas, debes construir tu propio
fractal partiendo de figuras en el plano como segmentos, cuadrados,
circulos tridngulos, rectangulos, etc, aplicando a una semilla una regla

de produccion.

MATERIALES: Para el desarrollo de este taller vas a necesitar al menos dos

hojas de papel milimetrado, un lapiz, un borrador y una regla.

ACTIVIDADES:
1. A continuacién encontrards tres ejemplos y en cada uno de ellos una
“semilla” y una “produccién”, en una secuencia de pasos que corresponde a la

construccion de una figura de tipo fractal. Observa atentamente cada ejemplo:




Ejemplo 1. El Triangulo de Sierpinski®:

Semilla Produccién
Paso O Paso 1 Paso 2 Paso 3

Hecho en el computador el paso n-ésimo (y en un tamafio mas grande) veras:

® Waclow Sierpinski, matematico polonés (1882-1969). Fue profesor en Lvov y Varsovia. Se consagré
como uno de los matematicos mas influyentes de su época en Polonia y tuvo una reputacion mundial (de
hecho uno de los crateres de la luna lleva su nombre). Su clasico fractal llamado tridngulo de Sierpinski
fue presentado en 1916.




Ejemplo 2. La curva de Koch®:

Semilla Produccién
/N
/ N,
/ AN
Paso 0 Paso 1 Paso 2
Paso 3 Paso n-ésimo

Ejemplo 3. “La curva del copo de nieve” o “islade Koch”:

Semilla Produccioén
Paso O Paso 1 Paso n-ésimo

® Introducida por el matemético sueco Helge VVon Koch en 1.904. Poco es conocido de Helge Von Koch
y sus contribuciones matematicas pero en este taller de fractales clasicos su construccion debe tener un




2. Describe para cada ejemplo como son la semilla y la produccion, explica
gue relacién(es) encuentras entre los dos conceptos y como se forma la
secuencia de pasos en cada construccion.

3. Basado en los dos puntos anteriores escribe en tu cuaderno una

definicion de SEMILLA y PRODUCCION.

4. Observa atentamente las siguientes secuencias e identifica en cada una de

ellas cual es la semilla y cudl es la produccién.

a. Carpeta de Sierpinski

b. Dragén de Sierpinski

lugar simplemente lleva a muchas generalizaciones interesantes y debe haber inspirado inmensamente a
Mandelbrot.




5. Ahora tlu debes escoger una semilla y una produccién que generen una
figura (ojala muy vistosa) y la trabajas en una hoja de papel milimetrado. Usa tu
creatividad e imaginacion y recuerda que por ahora debes partir de una figura
en el plano como un segmento, un cuadrado, un tridngulo o en general

cualquier poligono.




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER 1

1. PROCEDIMIENTO:
e Entrega del taller EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN
EL PLANO.
¢ Orientacién por parte de la docente para el desarrollo del taller.
e Desarrollo de la actividad.
e Respuestas a las inquietudes de los estudiantes por parte de la
docente.

e Entrega del taller desarrollado por parte de los estudiantes.

2. ANALISIS
2.1 OBSERVACIONES

= El grupo presentd6 dificultad al momento de dar una definicion exacta
de semilla y produccién, aunque graficamente lo identificaron y
contaron con sus propias palabras cual era la semilla y cual era la

produccion en los ejemplos dados.

= De los 36 estudiantes, solo 10 resolvieron correctamente el taller,
dieron una definiciébn acertada de semilla y produccién y realizaron
correctamente la figura fractal del punto 5; los 26 restantes tuvieron
dificultades principalmente en la invencion de una regla de

produccion.



= De acuerdo a la observacion anterior, para lograr una mayor
comprension se requiri6 ampliar mas los ejemplos es decir, contarles
el proceso de produccién en el triangulo de Sierpinski, carpeta de
Sierpinski, curva de Koch y otros, para asi pedirles nuevamente que

intentaran construir su propia figura

= En los puntos 2 y 3 del taller presentaron confusion: no entendian la
diferencia entre estos dos puntos. En el punto 2 se trataba de
describir la semilla y produccion de los ejemplos dados y en el punto

3 se les pedia que dieran una definicion con sus propias palabras.

= Aunque algunos estudiantes no pudieron escribir de una forma

correcta las definiciones, hicieron la figura fractal.

2.2 FASES DE APRENDIZAJE

2.2.1 INFORMACION

Titulo, objetivo, materiales y orientacion por parte de la docente.
2.2.2 ORIENTACION DIRIGIDA

Puntos 1,2 y 3 del taller.

2.2.3 EXPLICITACION

Después de observar los ejemplos dados los estudiantes trataron de contar con
sus propias palabras lo que habian percibido de estos ejemplos.
2.2.4 ORIENTACION LIBRE

Punto 4 del taller.



2.2.5 INTEGRACION
Punto 5 del taller.

2.3 NIVELES DE RAZONAMIENTO:

2.3.1 ANALISIS

= Los estudiantes a través de la observacion descubren cual es la
semilla y con un poco de analisis logran descubrir qué se le hace a la
semilla para llegar a la produccion en cada uno de los ejemplos.

= Los estudiantes se dan cuenta de que los ejemplos cumplen con
cierta propiedad y es que en cada uno de ellos la produccion que se
le aplica a la semilla se sigue aplicando a la figura que va resultando,
muchas veces, hasta donde se pueda apreciar el fractal.

= A partir de la observacion de los ejemplos dados, los estudiantes
pudieron dar una definicion informal de semilla y produccién, es decir
identifican la semilla como la figura inicial y la produccién como la
unién de semillas a otra escala y en diferente posicion.

= (Cada una de las figuras entregadas cumple con la propiedad de los
fractales: el todo es igual a sus partes, salvo un factor de escala.

= Los estudiantes le hicieron modificacion a los fractales dados como
ejemplos, y también partieron de diferentes tipos de poligonos,
dividiéndolos en partes proporcionales y eliminando una o varias
partes a las vez, también trabajaron con los segmentos de los
poligonos dividiendo estos en tres y levantando la parte central como

en la curva de Koch.



TALLER 2
TITULO: FIGURA LIMITE Y AUTOSIMILITUD
(Dos conceptos basicos)
OBJETIVO: una vez terminado este taller se espera que hayas adquirido las

nociones de “figura Limite”, “autosimilitud” y “copias maximales”.

MATERIALES: lo primero que debes tener a la mano para trabajar este taller,

es el taller 1 ya desarrollado, ademas necesitas lapiz, borrador y papel.

ACTIVIDADES:
1. En cada uno de los ejemplos trabajados en el taller 1, se parte de una
semilla y una produccion, que generan una secuencia o sucesion de figuras
(paso 1, paso 2, paso 3...).
Analiza y discute con tus compafieros:

a. Enla préactica, ¢ se pueden graficar todos los pasos de la secuencia?

b. ¢Es necesario hacer todos los pasos?

c. Enlateoria, ¢se pueden realizar todos los pasos de la secuencia?

Aunque efectivamente el proceso no termina, si podemos afirmar que la
sucesion de figuras que se genera, se acerca 0 se parece cada vez mas a una
cierta figura que llamaremos “figura limite”. Asi, en el ejemplo 1, la figura

limite es precisamente lo que llamaremos el “triangulo de Sierpinski”, en el




ejemplo 2 la figura limite es “la curva de Koch”, en el ejemplo 3 la figura limite
es “la curva del copo de nieve” o “isla de Koch”.

2. Basado en la observacién anterior, col6cale nombre a la figura de tu fractal.
3. Consideremos nuevamente ejemplos clasicos de fractales; obsérvalos
atentamente.

a. El tridngulo de Sierpinski

¥
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b. Lacurvade Koch




c. Lacarpetade Sierpinski

4. Imagina que en cada figura ves con una lupa las regiones que aparecen
encerradas en un circulo. ¢Qué figura piensas que observarias a través de

lupa? Explica.

5. Analiza la siguiente informacion: el triangulo de Sierpinski esta formado por
muchas copias de si mismo, s6lo que reducidas y colocadas en distinta
posicién. Por satisfacer el triangulo de Sierpinski la caracteristicas descritas

anteriormente, diremos que €l es AUTOSIMILAR.

6. La caracteristica que observas en el triangulo de Sierpinski, ¢se puede
encontrar también en la curva de Koch y en la carpeta de Sierpinki?. Explica tu

grespuesta.




7. Aunque en cada figura se pueden observar muchas copias reducidas de si
misma, encuentra las “copias mas grandes”. Las llamaremos “COPIAS

MAXIMALES”.

8. Analiza y responde: de cuantas copias maximales estan formados los

siguientes fractales:

El triangulo de Sierpinski.

La curva de Koch.

La carpeta de Sierpinski.

El fractal que construiste en el taller 1.

9. Escribe una definicion de “Autosimilitud” o “figura autosimilar”. Si necesitas

ayuda, recurre al taller 0, o al punto 5 de este taller y extracta de alli la idea

principal.

10. Piensa: ¢todos los objetos fractales son autosimilares?




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER 2

1. PROCEDIMIENTO:
e Entrega del segundo taller FIGURA LIMITE Y AUTOSIMILITUD
(dos conceptos basicos).
¢ Orientacion por parte del docente.
e Desarrollo de la actividad.
e Preguntas acerca de la actividad.

e Entrega del taller resuelto por parte de los estudiantes.

2. ANALISIS
2.1 OBSERVACIONES

e Para realizar este taller los estudiantes deben tener a la mano el taller 1
totalmente desarrollado.

e El taller se desarroll6 en una sola sesion de dos horas, tiempo en el cual
se logré el objetivo propuesto.

e Los estudiantes no presentaron dificultad durante el desarrollo de este
taller; en los informes entregados por cada uno de ellos muestran que
los conceptos quedaron interiorizados.

e La clase se presentd de una manera participativa en donde se

confrontaron conceptos, esto generd un clima ambiente diferente.

2.2 FASES DE APRENDIZAJE



2.2.1 INFORMACION

Titulo, objetivos, materiales y orientacion por parte de la docente y el punto 5.
2.2.2 ORIENTACION DIRIGIDA

Puntos 1, 2, 3,4 6, 7y 8 del taller.

2.2.3 ORIENTACION LIBRE

Puntos 9y 10 del taller.

2.3 NIVEL DE RAZONAMIENTO

2.3.1 ANALISIS

Los estudiantes reconocen la propiedad de autosimilitud de los fractales.

e Los estudiantes identifican en los fractales dados y en el ejemplo hecho
por cada uno de ellos las copias maximales.

e Los estudiantes adquieren una definicion mas formal de la autosimilitud
de los fractales.

e Los estudiantes comprenden que la figura limite es la que recibe el

nombre de fractal.



TALLER 3

TITULO: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN EL PLANO
(Trabajo en el computador con el lenguaje WinLogo)
OBJETIVO: una vez termines este taller se espera que:
» conozcas y manipules correctamente los movimientos basicos de la
tortuga en el lenguaje WinLogo .
» apliqgues estos conocimientos para hacer gréficas de fractales en el

computador utilizando este lenguaje.

MATERALES: para el desarrollo de este taller es indispensable un
microcomputador con alguna version del lenguaje WinLogo instalada. La
version con la cual trabajamos en este taller es la 2.1, ademas es bueno que
tengas una hoja con las instrucciones béasicas del lenguaje WinLogo anotadas,

en caso que no las sepas de memoria.

ACTIVIDADES:
Nota: si ya conoces y manipulas bien los movimientos de la tortuga en el
lenguaje WinLogo, empieza tus actividades en el paso 11 de lo contrario

desarrolla tu taller siguiendo paso a paso los numerales desde el 1 hasta el 18.

1. Prende el computador, busca en el directorio el programa WinLogo, dale

click para abrir, después de unos segundos veras en tu pantalla la tortuguita




lista para recibir tus 6rdenes. Imagina que la pantalla es un tablero donde
vamos a dibujar, en esta oportunidad, figuras fractales; y para esto disponemos
de una pequefia tortuga que vive en el plano de la pantalla, tiene lapices de

colores y se caracteriza por ser muy obediente.

2. La tortuga es capaz de obedecer 6rdenes expresadas en el lenguaje
denominado “Idioma de la tortuga”. La orden avanza hace que la tortuga se
mueva en linea recta en la direccién hacia donde mira, para indicarle cuanto
debe avanzar, la orden avanza, debe ir seguida de un numero que
corresponde a los pasos que avanzard. Por ejemplo: dile a la tortuga que
avance 30 de sus pasos, con la instruccion:
avanza 30
ella cumplira tu orden al oprimir la tecla ENTER; al caminar, la tortuga traza un

segmento de recta a medida que se mueve.

av. 30

3. Ensaya: borra la pantalla escribiendo bp y oprimiendo la tecla ENTER. Ahora
ejercita la orden avanza con diferente nimero de pasos, asi descubriras con

cuantos se puede llegar al borde de la pantalla.




4. Otra orden que obedece la tortuga es retrocede, lo cual le indica que debe
caminar hacia atrds. Como en la orden anterior se requiere informarle con un
namero, cuantos pasos debe retroceder; escribe por ejemplo:

retrocede 60 <ENTER>

la tortuga caminara hacia atras 60 pasos dibujando un segmento de recta.

re 60
5. Ensaya: borra la pantalla y pidele a la tortuga que vaya al borde inferior de la

misma.

6. Ahora dile que vaya al borde superior.

7. Ensaya con otros valores, observa cuidadosamente el resultado y busca una

interpretacion al comportamiento de la tortuga.

8. Ahora veamos otras 6rdenes que modifican la direccion en que mira la
tortuga sin afectar la ubicacion de la pantalla; gira derecha y gira izquierda
hacen que la tortuga vuelva su mirada en otra direccion. Igual que en avanza
una orden de giro debe contener un numero que indica el angulo que debe

girar la tortuga, medido en grados. Por ejemplo, dale la orden :




giraderecha 45 <ENTER>
la tortuga gird, sin caminar, 45 grados a la derecha, ¢verdad?. Dile ahora:
giraizquierda 60 <ENTER>
¢ qué sucedié? Describelo. Prueba con otros giros.
Antes de continuar ten en cuenta dos observaciones importantes:
a. Para tener mas rapido nuestro proceso de dar érdenes a la tortuga para que
haga gréficas, este “Idioma de la tortuga” lo podemos escribir en forma

abreviada, utilizando en cada caso dos letras asi:

Nombre completo Abreviatura
Borrar pantalla Bp
Avanza Av
Retrocede Re
Gira derecha Gd
Gira izquierda Gi

b. Es posible que al comunicarnos con la tortuga se cometan errores. El mas

comun es el de no dejar un espacio entre el nombre de la orden y el nUmero

gue determina el movimiento. Por ejemplo, avanza es una orden que espera

un namero para que se pueda ejecutar; avanza es una palabra del lenguaje y

asi avanza 50 indica a la tortuga que camine 50 pasos, pero avanza50 es otra

palabra que no tiene sentido en el lenguaje. Cuando por equivocacion escribes:
avs0

el computador emite un mensaje :




no se como hacer av50
Otras veces olvidamos escribir el nimero que sigue a la orden. Si por ejemplo
escribes av <RETURN>, el computador te responde

faltan entradas para av

9. Escribe las siguientes instrucciones y observa:

a. bp <RETURN>
gd 90 <RETURN>

av 80 <RETURN>

d. bp <RETURN>
gd 180 <RETURN>

re 80 <RETURN>

b. bp <RETURN>
gd 60 <RETURN>

av 100 <RETURN>

e. bp <RETURN>
gi 60 <RETURN>

av 80 <RETURN>

c. bp <RETURN>
gd 150 <RETURN>

av 70 <RETURN>

f. bp <RETURN>
gi 60 <RETURN>

av 120 <RETURN>

g. bp <RETURN> h. bp <RETURN>

gi 150 <RETURN> gi 180 <RETURN>
re 70 <RETURN> re 180 <RETURN>

I. Repite los ejercicios anteriores combinando los valores para giros, derecha o

izquierda, y desplazamientos, avanza o retrocede.




10. Con estas instrucciones podemos trazar muchas figuras, para ver un
ejemplo, copia el siguiente programa.
bp

av 20

gd 90

av 20

gi 90

av 20

gd 90

av 20

gi 90

av 20

gd 90

av 20 <RETURN>g

¢ Qué figura se obtiene en la figura pantalla?

11. Cuando necesites que la tortuga avance sin dejar trazo, utiliza la instruccion

sl (sube el lapiz) y no olvides, para cuando ya desees el trazo, decirle bl

(baja el lapiz). Ensaya esas dos instrucciones. (Para resolver cualquier duda

gue tengas recurre al anexo del taller).

12. Dibuja cada una de las graficas siguientes: (primero borra la pantalla bp).
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13. Haz las gréficas del “paso 1” de los siguientes fractales:
a. La curva de Koch.

b. El triAngulo de Sierpinski.

c. La isla de Koch.

d. La carpeta de Sierpinski.

e. El fractal que ideaste en el taller 1.

14. A continuacion encuentras programas en el lenguaje WinLogo que
generan la curva de Koch, la isla de Koch y otras figuras fractales. Cépialos en
el computador ( no importa que no entiendas claramente la estructura de cada
programa, ya que para esto se necesitan algunas instrucciones del lenguaje
WinLogo un poco mas avanzadas de las que tu conoces, lo importante es que
reconozcas las instrucciones para el “paso 1”, lo demas es la forma de lograr
las diferentes iteraciones para obtener un determinado paso en el proceso de
construccion de la “figura limite” o “fractal” ), y... j deléitate observando la forma

como la tortuga construye el fractall.

PROGRAMA 1: Curva de Koch




Para Koch :paso :lado
Si :paso=0 [av :lado alto]
Koch :paso-1 :lado/3

gi 60

Koch :paso-1 :lado/3

gd 120

Koch :paso-1 :lado/3

gi 60

Koch :paso-1 :lado/3

fin

PROGRAMA 2: Pentagono

Para pentdgono :paso :lado

haz “contracciéon (suma 3 raizcuadrada 5)/2
si :paso = 0 [av :lado alto]

gi 36

pentagono :paso-1 :lado/:contraccion
Qi 72

pentagono :paso-1 :lado/:contraccién
gi 72

pentagono :paso-1 :lado/:contraccion
Qi 72

pentagono :paso-1 :lado/:contraccion




gi 72
pentagono :paso-1 :lado/:contraccion
gi 72
pentagono :paso-1 :lado/:contraccion
gd 36

fin

PROGRAMA 3: Espiral

Para espiral :lado

Si :lado<1 [alto]

av :lado

gd 60

espiral :lado*0.8

fin

PROGRAMA 4: Montafia
Para montafia :paso :lado

si :paso = 0 [av :lado alto]

gi 45

montafia :paso-1 :lado*0.707
gd 90

montafia :paso-1 :lado*0.707
gi 45

fin




para mon :paso :lado
bp sl ponpos [-70 —10]
gd 90

bl

montafia :paso :lado

fin

(Analiza, ¢qué hace el segundo programa? Correlos por separado para

descubrirlo).

PROGRAMA 5: Dragén de Sierpinski
Para dragon :paso :lado :paridad
Si:paso =0 [av :lado alto]

gi 60*:paridad

dragon :paso-1 :lado/2 -:paridad

gd 60*:paridad

dragon :paso-1 :lado/2 :paridad

gd 60*:paridad

dragén :paso-1 :lado/2 -:paridad

gi 60*:paridad

fin

PROGRAMA 6: Isla de Koch




Para isla :paso :lado
Repite 3[koch :paso :lado gd 120]

Fin

Nota: para que este programa te corra, ya debes haber digitado el de “Koch”
(programa 1) pues el de “isla” consiste, como puedes ver, casi exclusivamente

en una llamada y ubicacién correcta de éste.

15. Analiza: dentro de la estructura del programa encontramos un elemento
gue es una VARIABLE y se define escribiendo :nombre, (se acostumbra a
utilizar un nombre que nos haga recordar lo que determina esa variable), por
ejemplo en el programa 1 (que dibuja la curva de Koch) las variables son :paso
y :lado. Los : deben aparecer cada vez que se usa la variable, colocados

inmediatamente antes, sin dejar espacios entre ellos y la variable.

Para ejecutar cada uno de los programas debes dar, ademas del nhombre del
programa, valores para las variables de dicho programa; por ejemplo para
correr el programa que te grafica el programa de Koch, escribe

koch 2 120
como el programa tiene definidas las variables :paso y :lado, la tortuga te
dibujara la curva de Koch en el paso 2, partiendo de una semilla de longitud de

120 unidades.




Ahora prueba con otro “paso” y otro “lado”, esto es, otra longitud para la

semilla.

16. Detecta las variables en los demas programas, el qué hacer de cada unay

la forma de correrlos.

17. Intenta escribir un programa para generar la figura dada.

a.
b.
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18. Ahora haz el programa en lenguaje WinLogo que te grafique el fractal que

ideaste en el taller 1.




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER 3

1. PROCEDIMIENTO:

Entrega del taller: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN
EL PLANO. (Trabajo en el computador con lenguaje WinLogo).

Se hizo una lectura rapida de todo el taller.

Orientacion por parte del docente acerca del manejo del lenguaje
WinLogo

Desarrollo del taller en la sala de informéatica en grupos de 3 estudiantes
por computador.

Entrega de la primera parte del taller resuelto por parte de cada uno de
los estudiantes.

Desarrollo de la segunda clase del taller, trabajando los mismos grupos.

2. ANALISIS

2.1 OBSERVACIONES

El taller se realiz6 en tres sesiones, por que los estudiantes no conocian
el programa WinLogo y ademas solo se contaba con 15 computadores.
En la primera sesion se dieron las pautas para el manejo WinLogo.

En la segunda sesion se les orientd para realizar algunos graficos
utilizando el programa WinLogo, verificando que pudieran desarrollar el

punto 14.



e En la tercera sesion los estudiantes crearon algunos programas que se
les pidi6 en este taller el siguiente es un ejemplo de ello:

Programa del punto 17 parte a.

Para xyz :paso :lado

Si :paso=0 [av :lado alto]

Xyz :paso-1 :lado/7

gi 90

Xyz :paso-1 :lado/7

gd 90

Xyz :paso-1 :lado/7

gd 90

Xyz :paso-1 :lado/7

Xyz :paso-1 :lado/7

gi 90

Xyz :paso-1 :lado/7

gi 90

Xyz :paso-1 :lado/7

gd 90

Xyz :paso-1 :lado/7

fin.

e Después de trabajar con los programas que estan en el taller se dejé a

la imaginacion de los estudiantes hacer cambios a los programas para



ver que figuras obtenian; el resultado fue muy bueno pues por ejemplo
descubrieron que al aumentar el numero de pasos en algunos
programas, se obtiene el triAngulo de Sierpinski.

e EIl trabajo con el computador fue interesante, porque los estudiantes
llenaron las expectativas que tenian al manejar el programa.

e Los estudiantes pudieron apreciar algunos fractales por medio del

computador.

2.2. FASES DE APRENDIZAJE.

2.2.1 INFORMACION

Primera parte del taller: titulo, objetivo, materiales y los puntos 1, 2, 4, 7 y 8.
2.2.2 ORIENTACION DIRIGIDA

Puntos: 3,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15y 16.

2.2.4 ORIENTACION LIBRE

Punto 17 del taller.

2.2.5 INTEGRACION

Punto 18 del taller.

2.3 NIVELES DE RAZONAMIENTO

2.3.1 RECONOCIMIENTO
e Los estudiantes reconocieron que el programa WinLogo les ayudd a
generar o construir algunos fractales, que son los que se hacen con

reglas muy precisas y exactas.

2.3.2 ANALISIS



Los estudiantes observaron la estructura de cada programa
descubriendo asi cuales son las variables y como se deben definir.

Los estudiantes fueron capaces de hacer cambios a los programas
dados para generar otros fractales conservando las mismas
propiedades.

A partir de la observacion y analisis de las figuras fractales y su
correspondiente semilla y produccion, los estudiantes fueron capaces de
hacer el programa que los genera.

Como ya conocian la produccién de los fractales hechos por ellos
mismos en el taller 1, los estudiantes elaboraron los programas que los

generaron.



TALLER 4

TITULO: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN LA RECTA
(Trabajo con lapiz y papel)

OBJETIVO: Ahora el objetivo es que conozcas un fractal clasico que “vive” en

la recta y que se puede obtener con el juego de la semilla y la produccion,

ademas se espera que construyas un fractal de este tipo.

MATERIALES: Para este taller necesitas por lo menos dos hojas de papel

milimetrado, un lapiz, un borrador y una regla.

ACTIVIDADES:

1. Dibuja un segmento de recta cualquiera. (preferiblemente grande y ojala por

conveniencia, que el valor de su medida sea un multiplo de tres).

2. Divide dicho segmentos en tres partes iguales.

3. Cuidadosamente haz “desaparecer” (borrar) la parte central.

4. Repite los pasos 2 y 3 sobre cada uno de los segmentos que te han

quedado.

5. Repite el paso 4 tantas veces como te sea posible.




6. Observa la siguiente secuencia de pasos en la construccion de un fractal.

7. Lo que tu hiciste, resulté similar a la grafica anterior? Si es asi, acabas de
construir el clasico fractal llamado. “el conjunto ternario de Cantor”, o
simplemente “conjunto de Cantor”. Describe como es la semilla, la

produccién y la figura inicial para el conjunto de Cantor’.

8. Observa, deduce y describe en los siguientes ejemplos la regla de

produccion.

"Cantor (George) . Eminente filésofo y matematico aleman, nacido en San Petersburgo en 1.845. Estudié
en Zurich, Berlin y Gotinga , gradudndose en 1.869 en la Universidad de Halle, de la que fue profesor de
matematica desde 1879. Se le deben numerosos trabajos sobre la aplicaciones de calculo diferencial ,




Ejemplo a:

Ejemplo b:

9. Una vez identificada la regla de produccion en los ejemplos anteriores,
graficalos en el papel milimetrado tomando otra longitud para la semilla (haz

observado que en estos casos siempre la semilla es un segmento)

10. jEs tu turnoj te corresponde ahora idear tu propia figura con semilla y
produccion en la recta (procura que sea “vistosa”). Constriyela en una de las

hojas de papel milimetrado.

siendo el fundador de la teoria de conjuntos. El llamado “conjunto de Cantor” fue publicado en 1.883 y




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER 4

1. PROCEDIMIENTO:
e Entrega del taller EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN
LA RECTA. (Trabajo con lapiz y papel)
¢ Orientacion por parte del docente.
e Desarrollo de la actividad.
e Preguntas acerca de la actividad.

e Entrega del taller resuelto por parte de los estudiantes.

2. ANALISIS
2.1 OBSERVACIONES

e Los estudiantes respondieron muy bien a este taller, lo desarrollaron sin
ninguna dificultad en una sesion de dos horas.

e Algunos estudiantes al iniciar la actividad no tuvieron en cuenta la
recomendacion de que el valor del segmento fuera mdultiplo de tres, por
lo que la medida de los segmentos al dividirla por tres no daba una
medida exacta, por lo tanto tuvieron que hacerlo de nuevo con mas
cuidado.

e Por la experiencia adquirida en los talleres anteriores los estudiantes

identificaron la regla de produccion de las figuras a y b del punto 8, de

emergio como un ejemplo de cierto conjunto excepcional.



una manera rapida lo que les permitié hacer su propia figura fractal en la
recta.

e Para hacer su figura fractal con semilla y produccion en la recta, punto
10, tomaron como semilla un segmento cuya medida fuese mdultiplo de

algun digito.

2.2 FASES DE APRENDIZAJE

2.2.1 INFORMACION

Titulo, objetivos, materiales y orientacion por parte de la docente.
2.2.2 ORIENTACION DIRIGIDA

Puntos 1, 2, 3,4,5, 6y 7 del taller.

2.2.3 ORIENTACION LIBRE

Puntos 8 y 9 del taller.

2.2.4 INTEGRACION

Puntos 10 del taller.

2.3 NIVELES DERAZONAMIENTO

2.3.1 ANALISIS

e Los estudiantes pudieron hacer comparaciones entre los fractales
deterministicos ya vistos y el conjunto de Cantor al cual reconocen como
un fractal que pertenece a este grupo; lo comparan de manera especial
con la curva de Koch , plantean que la semilla es la misma: un pedazo

de recta.



Identifican que este fractal cumple con la propiedad de autosimilitud e
identifican en él las copias maximales.
Descubren de wuna manera intuitiva que este fractal tiende a

“desaparecer” a medida que aumentan los pasos.



TALLER 5

TITULO: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN LA RECTA
(Trabajo en computador con el lenguaje WinLogo)
OBJETIVO: Pretendemos con este taller, que conozcas y analices la forma
como la tortuga del lenguaje WinLogo hace algunos de los fractales en la
recta que trabajamos en el taller anterior. La idea es que dicho analisis de los
programas te lleven a disefiar programas en lenguaje WinLogo para que la

tortuga haga los fractales restantes, incluido el de tu creacion.

MATERIALES: En esta oportunidad vuelve a ser indispensable el
microcomputador y el diskette con el lenguaje WinLogo. Igualmente necesitas

los talleres 3 y 4 desarrollados, lapiz, borrador y papel.

ACTIVIDADES:
1. Recuerda con el taller 3, la forma de entrar al lenguaje y todo lo relacionado
con los movimientos basicos de la tortuga en el lenguaje WinLogo, ademas la

forma de hacer programas que genera fractales en dicho lenguaje.

2. El siguiente es un programa que genera un fractal con semilla y produccién
en la recta. Hazle un pequefio “estudio de escritorio” tratando de explicar que
hace cada instruccion hasta descubrir que fractal es:

Para XXXX :paso :lado




bl si :paso = 0 [av :lado alto]
XXXX :paso-1 :lado/3

sl av :lado/3

XXXX :paso-1 :lado/3

fin

3. Ahora transcribe el programa en el computador y hazlo correr, solo que cada
vez que aparezcan las letras XXXX ya puedes escribir la palabra “Cantor”
puesto que ya descubriste que el programa es para generar el “Conjunto
Ternario de Cantor”. En otras palabras transcribe el programa asi:

Para Cantor :paso :lado

bl si :paso = 0 [av :lado alto]

Cantor :paso-1 :lado/3

sl av :lado/3

Cantor :paso-1 :lado/3

fin

4. Ensaya varias posiciones iniciales para la tortuga, diferentes valores para
“paso” y deferentes longitudes para “:lado”. Si te parece mejor ocultar la
tortuga, ubicarla a la izquierda de pantalla, y que ademas que siempre
aparezca en la misma posicion inicial (por ejemplo: siempre “mirando” a la
derecha) sin tener que ubicarla cada vez en dicha posicion; transcribe el

siguiente programa que hace justamente eso. Observa que “dentro de €l” se




llama a Cantor (esta es la forma de ubicar la tortuga sin que se “dafe” el

programa).

Para Cantor :paso :lado
bp sl

ponpos [-70 -10]

gd 90

bl

Cantor :paso :lado

fin

5. También es posible obtener simultAineamente en la pantalla un determinado
namero de pasos. El siguiente programa (o mejor conjunto de programas) logra
dicho efecto.

Para CantorO :paso0 :lado

bl si :paso0 = 0 [av :lado alto]

Cantor0 :paso0-1 :lado/3

sl av :lado/3

Cantor :paso0-1 :lado/3

fin

Para Cantorl :pasol :lado

bl si :pasol = 0 [av :lado alto]




Cantor :pasol-1 :lado/3
sl av :lado/3
Cantor :pasol-1 :lado/3

fin

Para Cantor2 :paso?2 :lado
bl si :paso2 = 0 [av :lado alto]
Cantor :paso2-1 :lado/3

sl av :lado/3

Cantor :paso2-1 :lado/3

fin

Para Cantor3 :paso3 :lado
bl si :paso3 = 0 [av :lado alto]
Cantor :paso3-1 :lado/3

sl av :lado/3

Cantor :paso3-1 :lado/3

fin

Para Cantor4 :paso4 :lado
bl si :paso = 0 [av :lado alto]
Cantor :paso4-1 :lado/3

sl av :lado/3




Cantor :paso4-1 :lado/3
fin

para cantor :paso0 :pasol :paso2 :paso3 :paso4 :lado
ot bp sl

ponpos [-90 1]

gd 90

bl

CantorO :paso0 :lado

sl ponpos [-90 -15]

bl

Cantorl :pasol :lado

sl ponpos [-90 -30]

bl

Cantor2 :paso?2 :lado

sl ponpos [-90 -45]

bl

Cantor3 :paso3 :lado

sl ponpos [-90 -60]

bl

Cantor4 :paso4 :lado

fin




6. Repite los pasos 2, 3, 4 y 5 pero ahora con el siguiente programa: (ponle el
nombre que quieras remplazando las letras YYYY).

a. sin ubicacién especial:

Para YYYY :paso :lado

bl si :paso = 0 [av :lado alto]

YYYY :paso-1 :lado/2

sl av :lado/2

YYYY :paso-1 :lado/300

fin

b. Ubicando la tortuga:

Para YYYY :paso :lado

bp sl

ponpos [-70 -10]

gd 90

bl YYYY :paso :lado

fin

(Observa con atencion donde se hace el llamado del programa YYYY)

c. Haz el programa para que aparezcan varios pasos.

7. Haz un programa que genere la figura de la parte b del numeral 8 en el taller

4 (puedes guiarte por el programa “Para Cantor”, pues es similar).




8. Analiza y describe en todos los casos la “figura limite” y las “copias

maximales” de cada uno de los fractales en la recta ya trabajados.

9. Para terminar elabora un programa que grafique el fractal en la recta que

inventaste (paso 10 del taller 4).




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER 5

1. PROCEDIMIENTO:
e Entrega del taller EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN
LA RECTA. (Trabajo en computador con el lenguaje WinLogo).
¢ Orientacion por parte del docente.

e Desarrollo de la actividad.

2. ANALISIS

2.1 OBSERVACIONES

e Al iniciar el taller los estudiantes pudieron observar que el programa del
punto 2 del taller, se trataba del programa que dibuja el conjunto de
Cantor, antes de transcribirlo en el computador.

e En el conjunto de programas del punto 5, los estudiantes tuvieron un
poco de dificultad ya que el programa “para cantor” llama a los
programas CantorO, Cantorl, Cantor2, Cantor3, Canator4, con la letra c
minuUscula y estos estan escritos con la letra C mayuscula., por lo tanto
en la ventana de texto salié el mensaje “no se como hacer cantor0”, al
momento de correr el conjunto de programas.

e Los puntos 7, 8 y 9 los desarrollaron sin dificultad.



e EIl siguiente es un ejemplo de los programas que los estudiantes
desarrollaron en la parte b del numeral 8 en el taller 4.
Para yyy :paso :lado
bl si :paso=0 [av :lado alto]
yyy :paso-1 :lado/5
sl av :lado/5
yyy :paso-1 :lado/5
sl av :lado/5
yyy :paso-1 :lado/5

fin.

e Con el desarrollo del taller se pudo observar que los estudiantes han
adquirido una mejor destreza en el manejo del programa WinLogo y por

lo tanto pudieron manejar sus propios programas.

2.2 FASES DE APRENDIZAJE

2.2.1 INFORMACION

Titulo, objetivos, materiales, los puntos 1,5 y orientacién por parte de la

docente.

2.2.2 ORIENTACION DIRIGIDA
Puntos 2, 3y 4 del taller.
2.2.3 ORIENTACION LIBRE
Puntos 6, 7 y 8 del taller.

2.4 INTEGRACION



Punto 9 del taller.

2.3 NIVEL DE RAZONAMIENTO

2.3.1 ANALISIS

Los estudiantes mediante la observacion y la practica conocieron mas
acerca del conjunto de Cantor, comprobaron sus propiedades de fractal
y pudieron crear su propio programa que generara las figuras fractales
que se les pedian en este taller incluyendo el que ellos habian hecho en
el taller 4.

Los estudiantes comprenden y manipulan la estructura de los

programas en el lenguaje WinLogo.



TALLER 6

TITULO: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN EL ESPACIO
(Fractales en tercera dimension)
OBJETIVO: para este taller el objetivo es que conozcas y construyas algunos

objetos que corresponden a fractales en tercera dimension.

MATERIALES: escoge entre los siguientes materiales lo que prefieras y
necesites para trabajar: pauche, icopor, jabdn, cartulina, cartén cartulina, palo

de valso, reglas, pegante, bisturi, tijeras, etc.

ACTIVIDADES:

1. Observa la siguiente figura:

AR
A
AT

B Y
A

/i




iPues ese es el fractal que hiciste en el taller O en tercera dimension y vamos a
construirlo nuevamente pero con otro material!

En primer lugar identifica cudl es la semilla, cual es la produccién y analiza la
autosimilitud de este objeto: ¢cuantas copias maximales tiene? ¢cuantos

pasos se han hecho?.

2. Cuenta el numero de piramides que tiene cada copia maximal.

3. Basado en el paso anterior, ¢cuantas piramides tiene en total la figura? (si te
parecen muchas hazte en grupo con tres compafieros de tal manera que cada

uno haga una copia maximal).

4. Debido a la dificultad que presenta trabajarlo en otros materiales te
recomendamos que lo hagas en cartulina o en cartdén cartulina, y te imagines

que cada pirdmide es “maciza” para esto recorta el siguiente molde:

Jem Y ——

Observa, son 4 triangulos equilateros de 5 centimetros de lado (si prefieres

hazlo de 3 centimetros de lado).




5. Quiebra el molde por las lineas y arma la piramide uniéndola por las
pestafias con pegante. Haz tantas pirdmides como necesites.
6. Une las piramides entre si como observas en la grafica de la piramide de

Sierpinski. (Ten en cuenta que son 3 en la base y una en la cuspide).

7. Ahora junta las 4 copias maximales y pégalas. . ¢verdad que se ve genial? jy

lo haz hecho tu mismo!.

8. Siguiendo todos los pasos anteriores, construye la “Esponja de Menger®”

en el paso que aparece a continuacion:

9. Elabora en tu cuaderno un boceto de un fractal en tercera dimension. Trata

de llevarlo minimo hasta el “paso” 3.

10. jConstruye tu propio fractal con el material que prefieras! (Puedes incluso

colorearlo para darle mayor vistosidad).

" Presentada por el matematico austriaco Karl Menger en 1.926.




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER 6

1. PROCEDIMIENTO:

Entrega del taller EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN
EL ESPACIO (fractales en tercera dimension).

En la sesion anterior se les informé a los estudiantes sobre el material
gue necesitaban para el desarrollo de este taller.

Orientacion por parte de la docente para el desarrollo del taller.
Desarrollo de la actividad por parte de los estudiantes en grupos de 5
integrantes.

Entrega y exposicion de las figuras fractales en tercera dimension

hechas por parte de los estudiantes.

2. ANALISIS

2.1 OBSERVACIONES

El material que escogieron los estudiantes para este trabajo fue la
cartulina, cada uno llevé medio pliego, junto con los deméas materiales.

Los estudiantes siguieron paso a paso las indicaciones del taller y las
sugerencias de la docente, se reunieron en grupos de cinco estudiantes,
de los cuales salieron cuatro grupos para hacer la piramide y tres para

hacer la esponja.



e Los estudiantes desarrollaron este taller en dos sesiones de dos horas
cada una en la primera sesion hicieron la mayoria de las piramides y los
cubos, en la sesiodn siguiente las terminaron y procedieron a unirlos para
asi formar la copias maximales y finalmente formar hasta el paso 4 de la

piramide de Sierpinski y de la esponja de Menger.

e Para el fractal en tercera dimension que debian crear en el punto 10, los
estudiantes escogieron dos modelos para construir, que fueron la Hy la

L en cubos.

e Fue un trabajo manual excelente, ya que los estudiantes pasaron de la
representacion bidimensional a una tridimensional de los frctales sin

dificultad.

2.2 FASES DE APRENDIZAJE

2.1 INFORMACION

Titulo, objetivo, materiales y orientacion por parte de la docente.
2.2 ORIENTACION DIRIGIDA

Puntos 1,2, 3, 4,5, 6y 7 del taller.

2.3 ORIENTACION LIBRE

Puntos 8 y 9 del taller.

2.5 INTEGRACION

Punto 10 del taller.



2.3 NIVELES DE RAZONAMIENTO:

2.3.1 ANALISIS

e Los estudiantes lograron crear una version en tercera dimension de
algunos de los fractales que hicieron en el taller 1 y descubrieron por
tanto otra forma de ver los fractales.

e Observaron que en la tercera dimension los fractales conservan sus
principales propiedades tales como autosimilitud y copias maximales.

e Determinaron cuantos pasos se pueden hacer manualmente y que para
esto es importante escoger el material adecuado.

e También descubrieron, orientados por la profesora, que el numero de
piramides que se necesitan siempre va a ser una potencia de 4, esto
mismo los llevd a analizar cuantos cubos se necesitaban para la
esponja de Menger, y lo mismo hicieron con los fractales que ellos

tenian.



TALLER 7

TITULO: TRANSFORMACIONES AFINES EN LA RECTA

(Bases tedrico-matematicas y trabajo con lapiz y papel)
OBJETIVOS: Mediante el desarrollo de este taller conoceras algunas bases
tedrico-matematicas de los “fractales en la recta” que trabajaste en forma mas

0 menos “empirica” en el taller 4.

MATERIALES: Algunos libros de matematicas de grado 9 o 10 para consulta,

hoja de papel milimetrado, lapiz, regla, borrador y el taller 4 ya desarrollado.

ACTIVIDADES: jAlistate, ahora si entras en el “mundo matematico de los
fractales”, descubre una manera de generarlos y su comportamiento bajo

diferentes transformaciones.

1. Busca en cualquier libro de matemética (9° grado) todo lo relacionado con la
funcidn lineal y anota en tu cuaderno los siguientes tépicos:

a. ¢ Cuando una relacion es funcion?

b. ¢ Cual es la forma general de la funcion lineal?

c. ¢Cual es el dominio y el recorrido de una funcion?

d. ¢ Qué es una funcion lineal real?

e. ,Como es la grafica de una funcion lineal real? Haz minimo tres ejemplos.




2. A partir de este momento de este momento, a todas las “funciones lineales “

de la forma f(x) = ax+b, la lamaremos transformaciones afines en la recta.

Ahora centraremos la atencién en los efectos geométricos que produce una
transformacion afin sobre un intervalo cerrado. Grafica en tu cuaderno las
siguientes transformaciones afines; pero tomando como dominio solo el

intervalo cerrado [0,1]

a. f(X) = 3X e.k(X)=5

b. f(X) = (1/2)X + 1 f.I(X)=-2X+3
c.f(X)=-X+2 g. m(X)=X-1/2
d.. f(X) = (1/3)X — (2/3) h. n(X) = -(1/4)X

3. Analiza atentamente el intervalo “recorrido” o “imagen” de cada una de las
transformaciones

anteriores y describe su efecto geométrico sobre el intervalo “dominio”.

A manera de ejemplo, observa el desarrollo del primer ejercicio:

a. Ecuacion: f(X) = 3X

Tabla de valores: X 0 1

fX) 0 3




Gréfica: F(X)=3X

Luego (observando los intervalos dominio y recorrido) tenemos: f[0,1] = [0,3] .
Esta transformacién también la podemos representar graficamente en la

siguiente forma que llamaremos “bi-espacial”:

O

Descripcion del efecto geométrico: la transformacion f hace una dilatacion del
intervalo en tres unidades ( 0 un re-escalamiento con factor de escala 3).

De la misma forma realiza los ejercicios restantes.

4. Repite el numeral 3 pero esta vez tomando como dominio de la funcion el

intervalo [2,3].




5. Teniendo en cuenta lo realizado anteriormente, analiza y discute cada una
de las afirmaciones que se hacen en la siguiente generalizacion.
--Una transformacion afin en la recta es de la forma f(x)=ax+b donde a y b son
constantes reales.
-- La constante a determina el cambio de escala y la constante b determina el
desplazamiento
-- Si el valor absoluto de a es menor que 1 (Jaj<l1), la transformacién afin hace
una “contraccion” .
-- Si el valor absoluto de a es mayor que 1, (jJa] > 1) , la transformacion afin
hace una “dilatacion”.
-- Si el valor absoluto de a es igual a 1, (jlaj=1), no hay ni dilatacion ni
contraccion.
-- Cuando a es negativo, esto es, a<0 la transformacion afin hace una
“reflexién” respecto al origen.

-- Si la constante b es positiva esto es, b>0 hay un desplazamiento de b
unidades hacia la derecha.
-- Si la constante b es negativa, esto es, b<0 la transformacion hace un

desplazamiento de b unidades hacia la izquierda.

El siguiente cuadro es una demostracion de dos de estos movimientos sobre la
cabeza del payaso. Obsérvalos atentamente e intenta dar valores aproximados
para las constantes a, b, ¢, d, e, f en cada caso. (Tu escoge la unidad de

escala)




Traslacion de

Reflexion respecto al eje
6. Describe el efecto geométrico de las siguientes transformaciones afines

FLO)=(3)X  y  Fao(X)=(13)X +(2/3)

7. Partiendo de las anteriores transformaciones afines y tomando ip,= [0,1]

(intervalo inicial), grafica el siguiente conjunto:

i1 = F1 (Io) U Fz(lo)

8. Ahora gréfica i, = F1(iz) U Fy(iy)

9. Organiza, desarrolla y grafica la siguiente secuencia:

Paso 0 =ip =[0,1]

Paso 1 =iy = F1 (io) U F2(io)




Paso 2 =i, = Fy(i1) U F(iy)

Paso 3 =iz = F(iz) U Fa(in)

PaSO n= in = Fl(in_]_) U F2(| n._‘]_)

¢, Qué fractal conocido estas obteniendo?

10. jCorrecto!, es el famoso “conjunto ternario de Cantor” que trabajaste en el
taller 4; asi las transformaciones afines F; ()= (1/3)x y F, (X)= (1/3)x + (2/3)
proporcionan una herramienta matematica para generar el “conjunto de
Cantor”.

Ahora, para cada fractal trabajado en el taller 4, incluyendo el que tu mismo

ideaste, vas a identificar las transformaciones afines que lo generan.




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER 7

1. PROCEDIMIENTO

Entrega del taller TRANSFORMACIONES AFINES EN LA RECTA
Orientacién por parte de la docente para el desarrollo del taller.
Desarrollo del taller, para esto se consiguieron en la biblioteca varios
libros de matematicas de los grados 9y 10.

Intervencién de la docente para hacer algunas aclaraciones a los
estudiantes sobre el tema.

Desarrollo del taller por parte de los estudiantes.

Entrega del taller resuelto por parte de los estudiantes.

2. ANALISIS

2.1 OBSERVACIONES

En este taller se inicia una nueva etapa puesto que se empieza a
incursionar en la parte formal matematica de los fractales, asi se les hizo
saber a los estudiantes en la orientacion del taller.

Los estudiantes desarrollaron los puntos uno y dos sin ninguna
dificultad, para el resto del taller se requiri6 de la orientacion casi

permanente de la docente.

2.2 FASES DE APENDIZAJE



2.2.1 INFORMACION

Titulo, objetivo, materiales, orientacion por parte de la docente y punto 1 del

taller.

2.2 ORIENTACION DIRIGIDA
Puntos 2, 3y 4 del taller.

2.3 ORIENTACION LIBRE

Puntos 3, 5, 6, 7, 8 y 9 del taller.
2.5 INTEGRACION

Punto 10 del taller.

2.3 NIVELES DE RAZONAMIENTO

2.3.1 NIVEL DE RECONOCIMIENTO

e Los estudiantes identifican que una funcion lineal real es una
transformacion afin en la recta.

e Los estudiantes hacen graficas correspondientes a transformaciones
afines y describen el efecto geométrico, también reconocen el papel que
cumplen cada una de las variables.

e Los estudiantes reconocen las transformaciones afines en la recta con
las cuales se puede obtener el conjunto de Cantor.

e Los estudiantes descubren que los fractales en la recta se pueden

construir por medio de funciones.



TALLER 8

TITULO: TRANSFORMACIONES AFINES EN EL PLANO

(Presentacion cartesiana)

OBJETIVO: con este taller se espera que incursiones en las bases teorico-
matematicas que permiten la construccion de fractales en el plano,
identificando la forma cartesiana de las transformaciones afines en el plano y

su efecto geométrico.

MATERIALES: para el desarrollo de este taller necesitas uno o Varios libros de
consulta que contengan el tema de matrices cuadradas de orden 2X2, hojas de

papel milimetrado, regla, lapiz y borrador.

ACTIVIDADES:

1. Empieza desarrollando en tu cuaderno o en las hojas cuadriculadas, la
siguiente investigacion bibliogréfica:

a. ¢Qué es un arreglo matricial o matriz?

b. ¢Cudl es el orden de una matriz?

c. ¢Cuando un arreglo matricial es un vector?

d. ¢Qué es una matriz cuadrada?

e. ¢Qué es una matriz de orden 2X27? Da ejemplos.




f. ¢Cuando dos matrices de orden 2X2 son iguales? D& ejemplos.
g. ¢Como se suman algebraicamente matrices de orden 2X2?. D&
ejemplos.
h. ¢Cbémo se multiplican una matriz de orden 2X2 por un vector 2X1?. D&
ejemplos.
i. ¢Qué es una matriz nula?. D& ejemplos.
j. ¢ Qué es una matriz identidad?. Da ejemplos.
Nota: observa que no nos interesa profundizar mucho sobre matrices de
cualquier orden, nos interesan especificamente las matrices de orden 2x2.
Debes lograr que todos los conceptos anteriores estén totalmente claros antes
de continuar.
2. Una transformacién afin en el plano es una funcion de la forma T(X)=AX+W,
(notacion matricial) donde A es una matriz de 2x2, X es el vector variable y W
es el vector desplazamiento. En otras palabras, una transformacién afin en el

plano es de la forma:

X a b x e
T = +
MR HEH
Donde a, b, c, d, e, f son constantes reales.

Veremos que este tipo de transformaciones producen diferentes efectos

geométricos como: cambios de escala, reflexiones, giros, desplazamientos, etc.

Asi, da tres ejemplos de transformaciones afines en el plano, encontrando las
imagenes (efectuando las operaciones) de diferentes vectores o puntos del

plano.




3. Describe el efecto geométrico de las siguientes transformaciones en el
plano, sobre la figura (barquito) que tiene como vértices los puntos (0,0), (4,0),

(6,2), (2,2), (-2,2), (2,4), (2,6) y (4,5):

x| [1/2 0 |x]| [1
a. T1 = +
y] [0 w2]y] |2
b T, x]_ 3 O}P
y] |0 3]y]
'x] [-2 o0 x]| [-1
c. T3 = +
e S
d T X _ -1 0] x N 0
y 0 1]y 2
X 1 01x 3
e. Ts = +
HEHENEM

A manera de ejemplo observa atentamente el desarrollo del numeral a:

REsPANEH

a. Transformacion afin:
Tl[

Gréfica de la figura inicial:

0
1/2

1
2

X
y

X
y

Vértices: (0,0),
(4,0, (-2,2), (2,2),

-

(6.2), (2,4), (4,5),

(2,6).




Hallando los puntos imagenes: tomamos cada uno de los puntos vértices de la
figura inicial y les aplicamos dicha transformacion asi:

- para el punto (-2,2) tenemos

-2 /2 0 |-2| |1 -1 |1 0
2 0 /2| 2 2 1 2 3
Luego el punto correspondiente a (-2,2) después de la transformacion es (0,3).

- para el punto (0,0) tenemos:

0 1/2 0 (0| |1 0| |1 1
0 0 1/2|0| |2 0| |2 2
Luego el punto correspondiente a (0,0) después de la transformacion es (1,2).

- para el punto (4,0) tenemos:
o1 waol e o[z L2
T |= +H o=+ L=
0 0 1/2|0| (2 0] |2 2

Luego el punto correspondiente a (4,0) después de la transformacion es (3,2).

- para el punto (6,2) tenemos:

6 1/2 0 (6] |1 31 |1 4
2 0 1/2|2| |2 1| |2 3
Luego el punto correspondiente a (6,2) después de la transformacion es (4,3).

- para el punto (2,2) tenemos:

2 1/2 0 |2] (1 1] |1 2
20 welol e L
Luego el punto correspondiente a (2,2) después de la transformacion es (2,3).

- para el punto (2,4) tenemos:




2 1/2 0 0] |2 1) |1 2
4 0 1/2|0| (4 2] |2 4
Luego el punto correspondiente a (2,4) después de la transformacion es (2,4).

- para el punto (4,5) tenemos:

Tm ) [1:32 y ZM ' m ) [sfz} ' H ) {972}

Luego el punto correspondiente a (4,5) después de la transformacion es (3,9/2).

- para el punto (2,6) tenemos:

2 1/2 0 (2] |1 11 |1 2
6 0 1/2|6| |2 31 |2 5
Luego el punto correspondiente a (2,6) después de la transformacion es (2,5).

Gréfica de la figura ya transformada.

Vértices: (1,2), (3,2), (0,2), (2,3), (4,3), (2,6), (3,1/2), (2,5)

1

Descripcion del efecto geométrico de la transformacion:

“El barquito fue reducido segun un factor de escala de Y2 y desplazado una
unidad hacia la derecha y dos unidades hacia arriba”.

(Observa que el barquito no sufrid ninguna reflexion ni ningun giro).

Nota: de la misma forma anterior, desarrolla los ejercicios restantes. Ten

especial cuidado en la descripcion del efecto geométrico de la transformacion.




4. Lee, analiza y verifica en los ejemplos que acabas de desarrollar, cada una

de las afirmaciones que se hacen en la siguiente generalizacion:

k 0
= “Una matriz de forma: {0 k} hace:

I) Sik>1, una dilatacion con factor de escala k

II) SiO< k<1, una contraccion con factor de escala k

)  Si —1< k <0, una contraccion de escala | k | seguida de una reflexion
respecto al origen.

IV) Si k < -1, una dilatacion con factor de escala | k | seguida de una reflexion
respecto al origen.

V) Si k = 0, se tiene la transformacion NULA. (todo se convierte en el punto
(0,0)).

VI) Sik =1, se tiene la transformacion idéntica. (Todo queda igual).
L . -1 0 ) .
= Ademas, si la matriz es 0 1 ésta hace una reflexion respecto al
ejeY;osila

_ 1 0 _ , .
matriz es [0 J lo que se tiene es una reflexion respecto al eje X.

. L, . . e
= Si en la transformacion afin hay un vector de desplazamiento W{J

entonces la figura se desplaza le| unidades en sentido horizontal
(¢cudndo a la derecha?, ¢cando a la izquierda?) y |f| unidades en

sentido vertical (¢,cuando hacia arriba?, ¢ cuando hacia abajo?).




5. Dibuja y describe como queda la casita después de cada una de las
transformaciones dadas. Las coordenadas de los vértices de la casita son:
(0,0), (1,0), (0,2), (1,1) y (1/2,3/12). (la puerta y la ventana simplemente

dibljalas sin necesidad de saber las coordenadas de sus vértices).

(L]

Q
i
1
< X
I
Il

[EEN
o ~-~
N
-
- O
r\>|

1
< X
IS
+
1
= O
IS

D
—
(&)}
[ —
< X
L
Il
1
o B
'_\
~ O
N
L |
I 1
< X
L
+
1
[
o T~
N
[

x| [1/2 o x] [1/2
Te = +
JLe o]

[X]_[o ofx],[2
ST 1]y T




6. Encuentra la transformacion afin que convierte la figura de la izquierda en la
figura de la derecha:
a. Veértices figura izquierda: (0,0), (2,0), (-1,1), (1,2), (1,3), (1,2), (2,5/2), (1,3).

Vértices figura derecha: (0,0), (6,0), (-3,3), (3,3), (9,3), (3,6), (6,15/2), (3,9).

: g

b. Vértices figura izquierda: (0,0),(1,0), (0,1), (1/2,3/2).

Vértices figura derecha: (1/2,0), (3/2,0), (1/2,-1), (3/2,-1), (1,-3/2).

AV

7. Para el tridngulo de la figura considera las siguientes transformaciones

(L]

afines: vértices de la figura (0,0), (0,1), (1,0).




F1

X 1/2 0 |[x| |1/2
F = +

y 0 1/2|y 0

X 1/2 0 |[x 0
Fs = +

y 0 1/2|y| |1/2

a. Describe (solo mirdndolas), el efecto geométrico de cada transformacion.

b. Dibuja en un mismo plano como queda el tridngulo al aplicarle Fi, F», Fs.
Llama A; a la figura que obtienes.

c. Dibuja en otro plano, como queda A; al aplicarle F;, F, y Fs. Llama A F, a la
figura que obtienes.

d. Si repites el proceso anterior, varias veces, ¢qué estas obteniendo?.

8. Inventa una figura y un conjunto de cinco transformaciones, para trabajar
como en el numeral cinco, luego intercdmbiala con uno de tus compafieros; tu
resolveras lo que el haya ideado y él debera desarrollar la tuya. jSuerte!

(ijojo! No pongas una transformacion sin tener al menos una idea del efecto

geométrico que esta produce).




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER 8

1. PROCEDIMIENTO:

¢ Introduccién del tema por parte de la docente.

e Entrega del taller TRANSFORMCIONES AFINES EN EL PLANO.
(presentacion cartesiana)

e Previamente se les informé a los estudiantes el material a necesitar.

e Orientacion para el desarrollo de las actividades por parte de la
docente.

e Desarrollo del taller por parte de los estudiantes.

e Entrega del taller resuelto por parte de los estudiantes.

2. ANALISIS

2.1 OBSERVACIONES

e Aliniciar este taller se hizo una presentacion del tema a los estudiantes.

e El taller se desarroll6 en su mayoria con la orientacion de la docente y
ayuda de libros.

e En el momento de aplicar este taller los estudiantes estaban trabajando
precisamente el tema de matrices es la asignatura de matematicas lo

que facilité su desarrollo.



Debido a que en el punto 3 debian calcular la imagen tiene 8 vértices
para cada una de las 5 transformaciones propuestas, se les sugiri6 a los
estudiantes que realizaran estos calculos para una sola transformacion’a
fin de no caer en la monotonia de tantas operaciones aritméticas. De

manera analoga se procedio para el desarrollo del punto 5.

2.2 FASES DE APRENDIZAJE

2.2.1 INFORMACION

Titulo, objetivos, materiales, punto 2 del taller y orientaciébn por parte de la

docente.

2.2.2 ORIENTACION DIRIGIDA

Puntos 1, 2, 3, 4 y 5 del taller.

2.2.3 ORIENTACION LIBRE

Puntos 6 y 7 del taller.

2.2.4 INTEGRACION

Punto 8 del taller.

2.3 NIVEL DE RAZONAMIENTO

2.3.1 NIVEL DE ANALISIS

Los estudiantes identifican y describen el efecto geométrico de cada una
de las transformaciones en el plano que estan en los talleres y en
general cualquier transformacion de este tipo.

Los estudiantes identifican la forma cartesiana de las transformaciones
afines en el plano.

Los estudiantes hacen comparaciones entre el taller 7 y el taller 8.



TALLER 9

TITULO: TRANSFORMACIONES AFINES EN EL PLANO

(Presentacion geométrica)
OBJETIVO: para cuando termines el desarrollo de este taller se espera que
identifiques la forma geométrica de las transformaciones afines en el plano, las
relaciones con la forma cartesiana e interpretes correctamente el efecto
geométrico de cada uno de los parametros que intervienen en la presentacion

geomeétrica.

MATERIALES: para llevar a cabo este taller ten a la mano tu cuaderno de
apuntes, escuadra, transportador, lapiz, borrador y hojas cuadriculadas o

milimetradas.

ACTIVIDADES:
1. Lee, analiza y discute la siguiente afirmacion: “ademéas de notar las
transformaciones afines en el plano con su presentacién cartesiana, es posible

(y a veces mas practico) notarlas con su forma geométrica, ésta es:

(x} (rcose —ssen¢](x] (e]
W = +
y rsend scosg Ay f

Donde cada uno de los parametros r, s, 6, ¢, e y f se interpretan asi:

r indica el cambio de escala en el eje X ;




s indica el cambio de escala en el eje Y;

dindica el giro sobre el eje X;

¢ indica el giro sobre el eje Y;

e indica el desplazamiento sobre el eje X o desplazamiento horizontal,

f indica el desplazamiento sobre el eje Y o desplazamiento vertical.

2. Encuentra las equivalencias o relaciones de la forma geométrica con la

forma cartesiana trabajada en el taller anterior:

(5 <))

a="? b="2 c=7? d="2? e="? f=2

3. Sitomamosr=sy 6= ¢ representa la transformacion (reemplaza los datos)

y discute su efecto.

4. Describe el efecto de la transformacion si ademas de lo anterior se cumple

5. Analiza las siguientes definiciones:

a. una similitud directa es una transformacion afin de la forma:




X rcosd -—rsen@\ x e
W = +
y rsend rcoséd \y f
b. una similitud no directa es una transformacioén afin de la forma:

X rcosé rsenf \ x e
W = +
(yj (rsen@ - rcos@)(y) [f}

En ambos casos, r lo llamaremos el factor de escala de la similitud.

Basandote en las definiciones anteriores, en tu cuaderno, describe el efecto de
una similitud directa y el de una similitud no directa; da minimo tres ejemplos de

cada una.

6. ¢ Cudl es el efecto de una transformacion si es una similitud directa y se tiene
que r=1, #=n/2y e = f =0 (reemplaza los parametros y luego describe lo que
resulta).

7. Encuentra la transformacion afin que convierte la figura de la izquierda en la

figura de la derecha:

B |

I
K
4 ]




8. Encuentra la forma geométrica de la transformacion afin que convierte el
triangulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,1) en el triAngulo de vértices (-1,1), (2,1) y

(3,2).

9. Para el triangulo de Sierpinski del taller 8 se necesitan tres transformaciones
afines, (una para cada copia maximal). Estas tres transformaciones wi, Wy, Ws
las podemos describir en pantalla asi:

w;: Hace una reduccion con factor de escala r = %.

W,: Hace una reduccién con factor de escala r = %2 y luego desplaza %2 a la
derecha. W3: Hace una reduccién con factor de escala r = %2 y luego desplaza

1 hacia arriba.

Identifica para cada una de dichas transformaciones los parametrosr, s, 6, ¢, e
y f de su presentacién geométrica. jobserva que las tres transformaciones son

similitudesj

10. Recuerda la sucesion de figuras que generan la curva de Koch:

a. ¢Cuantas transformaciones afines se necesitan para generar la curva de
Koch? (Recuerda que cada transformacion corresponde a una copia

maximal).




b. Describe en palabras el efecto geométrico de cada transformacion. A
manera de ejemplo observa la siguiente descripcion: “una de las
transformaciones (¢ cual?) hace: una contraccién con factor de escala

1/3, un giro de —60°, un desplazamiento hacia la derecha de Y2 y un

desplazamiento hacia arriba de J316.

c. ldentifica para cada una de las transformaciones anteriores los
pardmetros r, s, 6, ¢, e y f de su presentacion geométrica. ¢son

similitudes? Justifica.




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER 9

1. PROCEDIMIENTO:

¢ Introduccién del tema por parte de la docente.

e Entrega del taller TRANSFORMCIONES AFINES EN EL PLANO.
(presentacion geométrica)

e Orientaciobn para el desarrollo de las actividades por parte de la
docente.

e Solucion de preguntas.

e Desarrollo del taller por parte de los estudiantes.

e Entrega del taller resuelto por parte de los estudiantes.

2. ANALISIS
2.1 OBSERVACIONES

e Para el desarrollo de este taller se necesitd usar libros matematicos y
la orientacion constante de la docente.

e Por su contenido matematico el desarrollo de este taller se realiz
con mucho cuidado.

e Los estudiantes en el desarrollo de este taller estuvieron
desmotivados y mostraban poco interés, por lo la docente hizo una
pequefia intervencion mostrandoles un poco el porqué se necesitaba

esta etapa para conocer una nueva forma de construir fractales.



2.2 FASES DE APRENDIZAJE

2.2.1 INFORMACION

Titulo, objetivos, materiales, el punto 1 del taller y orientacion por parte de la
docente.

2.2.2 ORIENTACION DIRIGIDA

Puntos 2, 3, 4,5y 6 del taller.

2.2.3 ORIENTACION LIBRE

Puntos 7, 8y 9 del taller.

2.2.4 INTEGRACION

Punto 10 del taller.

2.3 NIVEL DE RAZONAMIENTO

2.3.1 NIVEL DE ANALISIS

e Los estudiantes identifican las relaciones entre las variables de la forma
geométrica y las variables de la forma cartesiana.

e Los estudiantes reconocen el papel que desempefia cada variable.

e Los estudiantes describen con palabras el efecto geométrico de una
transformacion afin y descubren las trasformaciones afines de algunos

fractales vistos.



TALLER 10

TITULO: SISTEMAS ITERATIVOS DE FUNCIONES (SIF)

(Bases tedrico-matematicas)

OBJETIVO: cuando finalices el desarrollo de este taller debes identificar lo que

llamaremos un “sistema iterativo de funciones”, SIF, y reconocer el atractor en

algunos SIF's.

MATERIALES: en esta oportunidad solo necesitas los elementos basicos de

dibujo como son cuaderno, lapiz, borrador, etc. Y un diccionario.

ACTIVIDADES:

1. Busca en el diccionario el significado matematico de los siguientes términos

y anétalos en tu cuaderno pero con tus palabras:

a. sistema;

b. iterativo;

c. funcién.

2. El siguiente es un sistema iterativo de funciones, SIF, que genera la curva

de Koch: { Ao, ; w1, W, w3} donde Ap = [0,1]

W1

[1/3 0 | x
| 0 1/3)y

[(1/3)cos60° (~1/ 3)3en60°}{x} . {1/ 3}

| (1/3)sen60°  (1/3)cos60° |y 0




[x} {(1/ 3)cos(—60°) (-1/ 3)sen(—60°)}[x} { 1/2 }
W3 = +
y (1/3)sen(—60°)  (1/3)cos(—60°) |y \N31/6

R MRS

Define basado en el ejemplo anterior, ¢qué es el SIF de una figura fractal

dada?

3. para el SIF anterior grafica la siguiente secuencia de figuras:
paso 0 = A, =[0,1]
pasol=A;= Wl(Ao) ) Wz(Ao) U w, (Ao) U W4(Ao)

paso 2 =A; = Wl(Al) ) Wg(Al) U w, (Al) U W4(A1)

4. ¢A qué fractal conocido corresponde el siguiente sistema iterativo de
funciones?
{ Ao, ; f1, f2} donde A, = [0,1], y las transformaciones afines f; y f, son:

£, (X)= (L3)X y fo (X)= (L/3)X + (2/3).

Nota: observa que en todos los SIF's que hemos utilizado para generar figuras
fractales, las transformaciones afines que intervienen son “contractoras”, es
decir con factor de escala entre cero y uno.

5. La siguiente es la estructura general de un proceso para la elaboracion de

una figura fractal: w1, wa, ws, . . . W, son transformaciones afines contractoras.




A, es la semilla (figura inicial) y se construye la secuencia de figuras:
A1 = W1(Ao) U wz(Ao) Uw, (Ag) U. .. Uwn(Ao)

A2 = W1(A1) U W2(A1) U W> (Al) u...uU Wn(Al)

An = Wl(An_l) U WZ(An_]_) U W2 (An.l) U P U Wn(An_l)
Esta secuencia A,, A1, A2z, . . . A, tiende a lo mismo que ya hemos llamado
figura limite, y que de ahora en adelante notaremos A y llamaremos
ATRACTOR del sistema iterativo de funciones.

Basado en lo anterior, define: ¢ qué es el atractor de un SIF?

6. Dado el siguiente sistema iterativo de funciones, realiza (grafica) el proceso
descrito en el numeral 4 con cada uno de los A,, hasta visualizar claramente el

atractor: { Ao ; W1, W, w3} donde

x| [1/2 0 |x]
W1 =
yl |0 1/2]y)
x| [1/2 0 |[x] [1/2]
W»o - +
y] [0 12|y|] [ 0]
'x] [1/2 0 x] [ 0]
W3 = +
y] [0 1/2|y]| [1/2]
a. A, = triangulo relleno con vértices (0,0), (1,0), y (0,1).




A, = Cuadrado relleno con vértices (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1).

7. ¢, Qué observacion importante puedes hacer con respecto a los atractores

(figuras limites), que graficaste en el punto anterior?

8. Describe la estructura comun de cualquier sistema iterativo de funciones,

SIF ={ Ao ; Wi, Wp, Wz}

9. Identifica el SIF para los siguientes fractales (atractores):

a. Carpeta de Sierpinski

b. Curva de Vicsek




10. Analiza y responde en tu cuaderno cual es el A, (figura inicial) y cuantas
son las transformaciones afines (w;), para los siguientes fractales en tercera
dimension:

a. Esponja de Menger (numeral 8 del taller 6)

b. Pirdmide de Sierpinski (numeral 1 del taller 6)

11. ¢ Cuél es el atractor correspondiente al siguiente SIF: (haz la grafica)

SIF = { Ao, W1, Wp, W3, W4, Ws} donde:

A, = cuadrado relleno de vértices (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1).

x| [1/3 0 |x

W1 =

ly] |0 1/3]y]

x| [1/3 0 [x] [2/3
W»o = +

y] [0 /3]yl | O

Ay o wals]|ar




12. Identifica y escribe en tu cuaderno el SIF para los fractales que se han

trabajado en los diferentes talleres (incluyendo los que has inventado).
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1. PROCEDIMIENTO:
¢ Introduccién del tema por parte de la docente.
e Entrega del taller SISTEMAS ITERATIVOS DE FUNCIONES (SIF)
(Bases tedrico-matematicas).
e Orientaciobn para el desarrollo de las actividades por parte de la
docente.
e Desarrollo del taller por parte de los estudiantes.

e Entrega del taller resuelto por parte de los estudiantes.

2. ANALISIS

2.1 OBSERVACIONES

e Para el desarrollo de este taller necesitamos de los talleres 7, 8,y 9.
e Debido a que en el taller 9 los estudiantes ya vieron la aplicacion de las
transformaciones afines en los fractales, en este taller participaron mas

activamente.

2.2 FASES DE APRENDIZAJE

2.2.1 INFORMACION

Titulo, objetivos, materiales, el punto 1 del taller y orientacién por parte de la

docente.



2.2.2 ORIENTACION DIRIGIDA

Puntos 1, 2, 3,4, 5, 6, 7y 8 del taller.
2.2.3 ORIENTACION LIBRE

Puntos 8, 9y 10del taller.

2.2.4 INTEGRACION

Punto 11 del taller.

2.3 NIVEL DE RAZONAMIENTO

2.3.1 NIVEL DE ANALISIS

e Los estudiantes definen SIF como un conjunto de transformaciones
afines (geométricas) y describen la estructura de este.

e Los estudiantes identifican el proceso a seguir para la elaboracion de
una figura fractal (atractor).

e Los estudiantes identifican el SIF del triangulo de Sierpinski, conjunto de
Cantor, carpeta de Sierpinski, curva de Koch y algunos de los que

realizaron ellos mismos.



TALLER 11

TITULO: UN PROGRAMA PARA GRAFICACION DE FRACTALES
LINEALES.

OBJETIVO: con este taller se pretende que aprendas a manejar uno de los
mejores programas en espafiol existentes hasta ahora en nuestro medio sobre
“fractales”, y puedas aplicar varios de los conocimientos adquiridos hasta el
momento para manipular y crear figuras y crear figuras fractales mediante
transformaciones afines. Este programa ha sido creado por Fernando Pérez A.
MATERIALES: para desarrollar este taller necesitas contar con un
microcomputador compatible I.B.M., un diskette con el programa “Fraclin” de
Fernando Pérez A°, todos los talleres desarrollados, cuaderno, lapiz y borrador,
etc.

ACTIVIDADES:

1. Prende el computador y busca en el directorio el programa “fraclin” (que
debe estar instalado previamente), dale click para abrir, ahi te saldrdn muchos
archivos busca fraclin aplicacion dale click, esto te abrira el programa

presentandote la pantalla de trabajo.

® “Fraclin es una versién mejorada, por el mismo autor, de un programa llamado “Fractales” que fue
disefiado en el Departamento de Fisica de la Universidad de Antioquia durante 1.991 como parte de un

curso de simulacion de procesos fisicos y matematicos en computador.




2. Fraclin (fractales lineales) es un programa basado en mends que se
despliegan como ventanas a partir del encabezamiento y para desplazarse por
ellas y sus diferentes opciones, debes usar las cuatro flechas que se
encuentran a la derecha del teclado. Una vez hayas elegido tu opcién presiona
la tecla ENTER y estaras dentro de ella. Como ejercicio, explora todos y cada
uno de los menus con sus respectivas ventanas; para salir de ellas

simplemente presiona la tecla ESC.

3. Como ya has visto, Fraclin presenta en la parte superior de la pantalla cinco

opciones que corresponden a cinco menus; en tu cuaderno describe en que

consiste 0 para que son y como se trabaja en cada uno de ellos:

a. El menu instrucciones (léelo todo) ;

(on

. El menu operar;

. El menu informacion;

(¢]

o

. El menu sugerencias;

e. El mena salir;

4. Detente en el menu operar y describe sus diferentes ventanas:

a. La ventana DEMO con sus diferentes opciones.

b. La ventana ECUACIONES con sus diferentes opciones ver, crear, editar,
modo activo.

c. La ventana PANTALLA con sus opciones.




d. La ventana GRAFICAR y su Unica opcion ejecutar.

e. La ventana de ARCHIVO y sus opciones.

5. Ya conoces la forma de correr el programa Fraclin, ahora nos vamos a su
contenido como tal:

a. Empieza por visualizar muy bien las figuras fractales clasicas que trae el
programa, intenta ver con cuantas iteraciones minimo es clara la figura, ¢qué
ganas al dejar que se hagan muchas iteraciones?.

b. Entra a la ventana ECUACIONES Yy reconoce las transformaciones afines
gue generan cada uno de los fractales en DEMO. Observa que a cada
transformacion Fraclin le asigna un color diferente. Al graficar la figura, ¢qué
relacion existe entre las “copias maximales”, las transformaciones y los
colores?.

c. En la ventana ECUACIONES, entra a la opcion editar, varia algunos
parametros de las transformaciones y luego grafica. Hazlo hasta obtener otra
figura que sea muy vistosa. Graba e imprime dicha figura poniéndole el nombre
gue quieras.

d. Varia los parametros de diferentes transformaciones, tratando de predecir lo
gue le pasara a la figura fractal.

e. Escoge al menos dos de las figuras fractales trabajadas a lo largo de los
talleres, que se puedan obtener mediante transformaciones afines en el plano y

gue no estén incluidas en la ventana DEMO, (por ejemplo las del numeral 8 del




taller 10) y usando la opcion CREAR, inserta en el programa las debidas
transformaciones para generar estas figuras.
f. Por dltimo genera el fractal que ideaste en el taller 1. Grabalo e imprimelo

jese es solo tuyo!, jfelicitaciones!




ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TALLER 11

1. PROCEDIMIENTO:

Entrega del taller UN PROGRAMA PARA GRAFICACION DE
FRACTALES LINEALES.

Orientacién para el desarrollo del taller.

Desarrollo del taller.

Revision del trabajo realizado por los estudiantes.

2. ANALISIS

2.1 OBSERVACIONES

Las instrucciones de Fraclin son muy claras y precisas por lo que los
estudiantes no tuvieron problemas en su manejo.

La mayoria de los estudiantes trabajaron con la carpeta de Sierpinski
escribieron las transformaciones que la generan y a partir de estas con
pequefios cambios hacen mas fractales tales como las curvas de Vicsek
y algunas letras.

Con este taller los estudiantes muestran que el trabajo realizado en los
talleres anteriores fue interiorizado.

Los estudiantes mostraron gran satisfaccion al obtener en la pantalla del
computador algunas figuras fractales diferentes a las que estaban en el

mend.



e Este es el ultimo taller que se les aplico a este grupo de estudiantes de

décimo grado.

2.2 FASES DE APRENDIZAJE

2.2.1 INFORMACION

Titulo, objetivos, materiales y orientacion por parte de la docente.
2.2.2 ORIENTACION DIRIGIDA

Puntos 1, 2, 3y 4 del taller.

2.2.3 ORIENTACION LIBRE

Punto 5 literales a, b, c y d del taller.

2.2.4 INTEGRACION.

Punto 5 literales e y f del taller.

2.3 NIVEL DE RAZONAMIENTO

2.3.1 NIVEL DE ANALISIS

e Los estudiantes reconocen el programa fraclin como una herramienta
potente para crear fractales.

e Los estudiantes aplican los conocimientos adquiridos a traves del
desarrollo de este taller.

e Los estudiantes visualizan los fractales dados como ejemplo en el
programa y describen las transformaciones que generan alguno de ellos.

e Los estudiantes modifican la estructura de algunos fractales dados,
logrando asi crear nuevos fractales, sin embargo no pudieron predecir lo

que le pasaria a la figura con estos cambios.



3. TALLERES MODIFICADOS

En esta parte se presentan nueve de los talleres presentados anteriormente ya
mejorados segun los resultados arrojados por estos mismos después de su
aplicacién y analisis. Los tres talleres restantes que corresponden a 4,5y 6 no
requirieron de hacerles modificaciones ya que no presentaron ninguna

dificultad en el momento de su desarrollo.

TALLER O

TITULO: INTRODUCCION — MOTIVACION

(El concepto de fractal )
OBJETIVO: con este taller lo Unico que se pretende es, como su nombre lo
dice, darte una breve introduccion al mundo de los fractales a la vez que te

motivas a estudiarlos.

MATERIALES: para el desarrollo de este taller vas a necesitar seis pitillos
pequefios (revolvedores de café) y metro y medio de nylon, (este material lo

llevara previamente el profesor).

ACTIVIDADES:
1. Con los pitillos y el nylon que te facilito tu profesor construye un tetraedro,

esto lo haras tu solo con tu imaginacion.



2. Ahora reunete con tres de tus compaferos y forma una pirdmide uniendo
cuatro tetraedros. Luego une esta piramide que formaron con tres mas y asi
sucesivamente hasta donde alcancen las pirdmides. “Esta figura que acabas
de formar junto con tus comparferos recibe el nombre de piramide de
Sierpinski, en honor a un matematico polaco llamado Waclow Sierpinski.

3. Escribe al menos dos propiedades o caracteristicas que te llamen la atencion

de la pirAmide de Sierpinski.

4. Ahora lee con atencion y ... jdéjate atraer por ellos!

En la década de los setenta surgi6 una nueva geometria recursiva o
“Geometria Fractal”, creada por el polaco Benoit Mandelbrot *°. Esta geometria
ha resultado ser una herramienta que ademas de ser muy atractiva por la
belleza ( a veces exdtica ) de las figuras que se generan, tiene muy buenas
perspectivas para modelar fendmenos de la naturaleza que siempre se habian
considerado fuera del alcance de las matematicas y juega un papel importante
en el desarrollo de disciplinas tan variadas y aparentemente disimiles como las
matematicas (geometria fractal), las ciencias de computacion (heuristica), la
Pintura (fractales), la Musica (ruido blanco), la Fisica (sistemas dinamicos) y la

Biologia (modelos neuronales)”.

La idea filoséfica subyacente a esta geometria es que los objetos de la

naturaleza son recursivos. Por ejemplo un arbol, una nube, una costa, son



objetos tridimensionales que pueden ser modelados muy sencillamente en
términos de ellos mismos.

Esto no se puede hacer con la geometria euclidiana; ya que esta fue modelada
para describir objetos rectilineos y no objetos irregulares (de hecho la palabra

fractal quiere decir: irregular, fragmentado).

“Muy posiblemente esta geometria de los objetos irregulares sera la geometria
del futuro. La recursion es una de las herramientas potentes tanto para la

descripcion de los objetos, como para la resolucién de problemas™ “

Aunque no existe todavia una definicion formal de la palabra “fractal”,
examinando algunos conceptos relacionados con el tema, es relativamente facil

identificar una figura o un fenémeno de la naturaleza fractal.

Una caracteristica esencial de los objetos fractales es la autosimilitud.

Intuitivamente un objeto o una figura es autosimilar si es igual a sus partes,

salvo un factor de escala.

Veamos algunos ejemplos:

% Benoit Mandelbrot nacié en Polonia en 1924; pero después su familia emigré a Francia en



Ejemplo 1: La Curva de Koch

Podriamos decir que la curva de Koch esta formada por cuatro curvas de Koch
cada una igual a la total pero reducida y colocada de diferente forma.

(jldentifica las cuatro curvas de Koch de las que aqui se hablaj).

Ejemplo 2: El Triangulo de Sierpinski
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1936, es considerado el padre de la Geometria Fractal.



Este triangulo esta formado por tres triangulos iguales al total solo que mas
pequefios (y cada uno de ellos formados por otros tres triangulos iguales pero
mas pequenos, etc.) ¢Estas de acuerdo con esta descripcion?

En realidad los objetos fractales que se pueden obtener de esta manera son
fractales deterministicos pues se forman con reglas muy precisas y exactas, sin
intervencion del azar, (los ejemplos clasicos de fractales son fractales
deterministicos, como los citados anteriormente). En la naturaleza también se
encuentra esta autosimilitud aunque no de manera tan deterministica: las olas
del mar son formadas por pequefas olas, cada una formada por otras olitas;
una hoja de helecho formada por ramitas que son como helechos mas
pequefios, o las ramas de un arbol se pueden ver como pequefios arboles;
una cabeza de coliflor esta formada por pequefias coliflores, cada una a su vez
formadas por subcoliflores, etc. Son algunos de los ejemplos que se pueden

encontrar*?.

5. Busca otros ejemplos de fractales en la naturaleza.

6. Busca en un diccionario el significado matematico del término

“deterministico”.

7. Si quieres profundizar mas este tema te recomendamos los libros que

aparecen en la bibliografia de la cartilla.

" Tomado del libro Meta béasica de Pedro Gomez.



TALLER 1

TITULO: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN EL PLANO

(Trabajo con lapiz y papel)

OBJETIVO: Con este taller se espera que:

» Deduzcas los conceptos de “semilla” y “produccion”, a la vez que los
identifiques en un ejemplo dado. Ademdas, debes construir tu propio
fractal partiendo de figuras en el plano como segmentos, cuadrados,
circulos triangulos, rectangulos, etc, aplicando a una semilla una regla

de produccion.

MATERIALES: Para el desarrollo de este taller vas a necesitar al menos dos

hojas de papel milimetrado, un lapiz, un borrador y una regla.

ACTIVIDADES:
1. A continuacion encontraras tres ejemplos y en cada uno de ellos una
“semilla” y una “produccién”, en una secuencia de pasos que corresponde a la

construccion de una figura de tipo fractal. Observa atentamente cada ejemplo:

12 Apartes tomados del cuadernillo Autosimilitud y Fractalidad del Grupo Fractales, UIS (Bucaramanga).



Ejemplo 1. El Triangulo de Sierpinski®®:

Semilla Produccion
Paso O Paso 1 Paso 2 Paso 3

Hecho en el computador el paso enésimo (y en un tamafio mas grande) veras:

oy,
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3 Waclow Sierpinski, matematico polonés (1.882-1.969). Fue profesor en Lvov y Varsovia. Se
consagré como uno de los matematicos mas influyentes de su época en Polonia y tuvo una



Ejemplo 2. La curva de Koch*:

Semilla Produccién

Paso 0 Paso 1 Paso 2

P

P G

Paso 3 Paso enésimo

Ejemplo 3. “La curva del copo de nieve” o “isla de Koch”:

Semilla Produccién
Paso O Paso 1 Paso enésimo

reputacion mundial (de hecho uno de los crateres de la luna lleva su nombre). Su clasico fractal
llamado triangulo de Sierpinski fue presentado en 1.916.

“Introducida por el matematico sueco Helge Von Koch en 1.904. Poco es conocido de Helge
Von Koch y sus contribuciones matematicas pero en este taller de fractales clasicos su
construccién debe tener un lugar simplemente por que lleva a muchas generalizaciones
interesantes y debe haber inspirado inmensamente a Mandelbrot.



2. Escoge uno de los tres ejemplos anteriores e identifica cuél es la semilla y

cudl es la produccion.

3. Basado en los dos puntos anteriores escribe una definicion de SEMILLA y

PRODUCCION.

4. Observa atentamente las siguientes secuencias e identifica en cada una de

ellas cual es la semilla y cudl es la produccién.

a. Carpeta de Sierpinski

b. Dragon de Sierpinski




5. Ahora tlu debes escoger una semilla y una produccién que generen una
figura (ojala muy vistosa) y la trabajas en una hoja de papel milimetrado. Usa tu
creatividad e imaginacion y recuerda que por ahora debes partir de una figura
en el plano como un segmento, un cuadrado, un triAngulo o en general

cualquier poligono.



TALLER 2

TITULO: FIGURA LIMITE Y AUTOSIMILITUD
(Dos conceptos basicos)
OBJETIVO: una vez terminado este taller se espera que hayas adquirido las

nociones de “figura Limite”, “autosimilitud” y “copias maximales”.

MATERIALES: lo primero que debes tener a la mano para trabajar este taller,

es el taller 1 ya desarrollado, ademas necesitas lapiz, borrador y papel.

ACTIVIDADES:

1. En cada uno de los ejemplos trabajados en el taller 1 se parte de una semilla
y una produccién que genera una secuencia o sucesion de figuras (paso 1,
paso 2, paso 3...).

Analiza y discute con tus comparieros:

a. Enla préactica, ¢ se pueden graficar todos los pasos de la secuencia?

b. ¢Es necesario hacer todos los pasos?

c. Enlateoria, ¢se pueden realizar todos los pasos de la secuencia?
Aunque efectivamente en los procesos desarrollados, si podemos afirmar que
la sucesion de figuras que se genera, se acerca o se parece cada vez mas a
una cierta figura que llamaremos “figura limite”. Asi, en el ejemplo 1, la figura

limite es precisamente lo que llamaremos el “triangulo de Sierpinski”, en el



ejemplo 2 la figura limite es “la curva de Koch”, en el ejemplo 3 la figura limite

es “la curva del copo de nieve” o “isla de Koch”.

2. Basado en la observacién anterior, col6cale nombre a la figura de tu fractal.

3. Consideremos nuevamente ejemplos clasicos de fractales; obsérvalos

atentamente.

a. El triangulo de Sierpinski




b. La curva de Koch
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c. La carpeta de Sierpinski

4. Imagina que en cada figura ves con una lupa las regiones que aparecen
encerradas en un circulo. ¢Qué figura piensas que observarias a través de
lupa? Explica.

5. Analiza la siguiente informacion: el tridngulo de Sierpinski estd formado por

muchas copias de si mismo, s6lo que reducidas y colocadas en distinta



posicion. Por satisfacer el triangulo de Sierpinski las caracteristicas descritas

anteriormente, diremos que él es AUTOSIMILAR.

6. La caracteristica que observas en el triangulo de Sierpinski, ¢se puede
encontrar también en la curva de Koch y en la carpeta de Sierpinki?. Explica te

respuesta.

7. Aunque en figuras se pueden observar muchas copias reducidas de si
misma, encuentra las “copias mas grandes”. Las llamaremos “COPIAS

MAXIMALES".

8. Analiza y responde: de cuantas copias maximales estan formados los

siguientes fractales:

El triangulo de Sierpinski.

La curva de Koch.

La carpeta de Sierpinski.

El fractal que construiste en el taller 1.

9. Escribe una definicion de “Auto similitud” o “figura auto similar”. Si necesitas
ayuda, recurre al taller 0, o al punto 5 de este taller y extracta de alli la idea
principal.

10. Piensa: ¢todos los objetos fractales son autosimilares?



TALLER 3

TITULO: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN EL PLANO

(Trabajo en el computador con el lenguaje WinLogo)

OBJETIVO: una vez termines este taller se espera que:
» Conozcas y manipules correctamente los movimientos béasicos de la
tortuga en el lenguaje WinLogo .
> Apliqgues estos conocimientos para hacer graficas de fractales en el

computador utilizando este lenguaje.

MATERALES: para el desarrollo de este taller es indispensable un
microcomputador con alguna version del lenguaje WinLogo instalada. La
version con la cual trabajamos en este taller es la 2.1, ademas es bueno que
tengas una hoja con las instrucciones basicas del lenguaje WinLogo anotadas,

en caso que no las sepas de memoria.

ACTIVIDADES:
Nota: si ya conoces y manipulas bien los movimientos de la tortuga en el
lenguaje WinLogo, empieza tus actividades en el paso 11 de lo contrario

desarrolla tu taller siguiendo paso a paso los numerales desde el 1 hasta 18.



1. Prende el computador, busca en el directorio el programa WinLogo, dale clic
para abrir, después de unos segundos veras en tu pantalla la tortuguita lista
para recibir tus 6rdenes. Imagina que la pantalla es un tablero donde vamos a
dibujar, en esta oportunidad, figuras fractales; y para esto disponemos de una
pequefia tortuga que vive en el plano de la pantalla, tiene lapices de colores y

se caracteriza por ser muy obediente.

2. La tortuga es capaz de obedecer Ordenes expresadas en el lenguaje
denominado “Idioma de la Tortuga”. La orden avanza hace que la tortuga se
mueva en linea recta en la direccién hacia donde mira, para indicarle cuanto
debe avanzar, la orden avanza, debe ir seguida de un numero que
corresponde a los pasos que avanzara. Por ejemplo, dile a la tortuga que
avance 30 de sus pasos, con la instruccion:
avanza 30
ella cumplira tu orden al oprimir la tecla ENTER; al caminar, la tortuga traza un

segmento de recta a medida que se mueve.

av 30



3. Ensaya: borra la pantalla escribiendo bp y oprimiendo la tecla ENTER. Ahora
ejercita la orden avanza con diferente nimero de pasos, asi descubriras con

cuantos se puede llegar al borde de la pantalla.

4. Otra orden que obedece la tortuga es retrocede, lo cual le indica que debe
caminar hacia atras. Como en la orden anterior se requiere informarle con un
namero, cuantos pasos debe retroceder; escribe por ejemplo:

retrocede 60 <ENTER>

la tortuga caminara hacia atras 60 pasos dibujando un segmento de recta.

re 60
5. Ensaya: borra la pantalla y pidele a la tortuga que vaya al borde inferior de

la misma.

6. Ahora dile que vaya al borde superior.

7. Ensaya con otros valores, observa cuidadosamente el resultado y busca una

interpretacion al comportamiento de la tortuga.



8. Ahora veamos otras ordenes que modifican la direccidbn en que mira la
tortuga sin afectar la ubicacién de la pantalla; gira derecha y gira izquierda
hacen que la tortuga vuelva su mirada en otra direccion. Igual que en avanza
una orden de giro debe contener un numero que indica el angulo que debe
girar la tortuga, medido en grados. Por ejemplo, dale la orden :
giraderecha 45 <ENTER>
la tortuga gird, sin caminar, 45 grados a la derecha, ¢ verdad?. Dile ahora:
giraizquierda 60 <ENTER>
¢qué sucedié? Describelo. Prueba con otros giros.
Antes de continuar ten en cuenta dos observaciones importantes:
a. Para tener mas rapido nuestro proceso de dar érdenes a la tortuga para que
haga gréficas, este “Idioma de la tortuga” lo podemos escribir en forma

abreviada, utilizando en cada caso dos letras asi:

Nombre completo Abreviatura
Borrar pantalla bp
Avanza av
Retrocede re
Gira derecha od
Gira izquierda gi

b. Es posible que al comunicarnos con la tortuga se cometan errores. El mas
comun es el de no dejar un espacio entre el nombre de la orden y el nUmero

que determina el movimiento. Por ejemplo, avanza es una orden que espera



un namero para que se pueda ejecutar; avanza es una palabra del lenguaje y
asi avanza 50 indica a la tortuga que camine 50 pasos, pero avanza50 es otra
palabra que no tiene sentido en el lenguaje. Cuando por equivocacion escribes:
avs0

el computador emite un mensaje :

no se como hacer av50
Otras veces olvidamos escribir el nimero que sigue a la orden. Si por ejemplo
escribes av <RETURN>, el computador te responde

faltan entradas para av

9. Escribe las siguientes instrucciones y observa:

a. bp <RETURN>
gd 90 <RETURN>

av 80 <RETURN>

d. bp <RETURN>
gd 180 <RETURN>

re 80 <RETURN>

b. bp <RETURN>
gd 60 <RETURN>

av 100 <RETURN>

e. bp <RETURN>
gi 60 <RETURN>

av 80 <RETURN>

c. bp <RETURN>
gd 150 <RETURN>

av 70 <RETURN>

f. bp <RETURN>
gi 60 <RETURN>

av 120 <RETURN>

g. bp <RETURN> h. bp <RETURN>

gi 150 <RETURN> gi 180 <RETURN>

re 70 <RETURN> re 180 <RETURN>



i. Repite los ejercicios anteriores combinando los valores para giros, derecha o

izquierda, y desplazamientos, avanza o retrocede.

10. Con estas instrucciones podemos trazar muchas figuras, para ver un
ejemplo, copia el siguiente programa.
bp

av 20

gd 90

av 20

gi 90

av 20

gd 90

av 20

gi 90

av 20

gd 90

av 20 <RETURN>

¢, Qué figura se obtiene en la figura pantalla?

11. Cuando necesites que la tortuga avance sin dejar trazo, utiliza la instruccion
sl ('sube el lapiz ) y no olvides, para cuando ya desees el trazo, decirle bl ( baja
el lapiz ) . Ensaya esas dos instrucciones. ( Para resolver cualquier duda que

tengas recurre al anexo del taller ).



12. Dibuja cada una de las graficas siguientes: (primero borra la pantalla bp).

4 AN

13. Haz las gréficas del “paso 1” de los siguientes fractales:
a. La curva de Koch.

b. El triangulo de Sierpinski.

c. Laisla de Koch.

d. La carpeta de Sierpinski.

e. El fractal que ideaste en el taller 1.

14. A continuacién encuentras programas en el lenguaje WinLogo que
generan la curva de Koch, la isla de Koch y otras figuras fractales. Cépialos en
el computador ( no importa que no entiendas claramente la estructura de cada
programa, ya que para esto se necesitan algunas instrucciones del lenguaje
WinLogo un poco mas avanzadas de las que tu conoces, lo importante es que
reconozcas las instrucciones para el “paso 1”, lo demas es la forma de lograr
las diferentes iteraciones para obtener un determinado paso en el proceso de
construccion de la “figura limite” o “fractal” ), y... j deléitate observando la forma

como la tortuga construye el fractal!.



PROGRAMA 1: Curva de Koch
Para Koch :paso :lado

Si :paso=0 [av :lado alto]

Koch :paso-1 :lado/3

gi 60

Koch :paso-1 :lado/3

gd 120

Koch :paso-1 :lado/3

gi 60

Koch :paso-1 :lado/3

fin

PROGRAMA 2: Pentagono

Para pentagono :paso :lado

haz “contraccion (suma 3 raizcuadrada 5)/2
si :paso = 0 [av :lado alto]

gi 36

pentagono :paso-1 :lado/:contraccion

Qi 72

pentagono :paso-1 :lado/:contraccion

gi 72

pentagono :paso-1 :lado/:contraccion

gi 72



pentagono :paso-1 :lado/:contraccion
gi 72
pentagono :paso-1 :lado/:contraccion
gi 72
pentagono :paso-1 :lado/:contraccion
gd 36

fin

PROGRAMA 3: Espiral

Para espiral :lado

Si :lado<1 [alto]

av :lado

gd 60

espiral :lado*0.8

fin

PROGRAMA 4: Montafia
Para montafa :paso :lado

si :paso = 0 [av :lado alto]

gi 45

montafa :paso-1 :lado*0.707
gd 90

montafia :paso-1 :lado*0.707

gi 45



fin

para mon :paso :lado
bp sl ponpos [-70 —10]
gd 90

bl

montafia :paso :lado

fin

(Analiza, ¢qué hace el segundo programa? Correlos por separado para

descubrirlo).

PROGRAMA 5: Dragén de Sierpinski
Para dragon :paso :lado :paridad
Si:paso = 0 [av :lado alto]

gi 60*:paridad

dragon :paso-1 :lado/2 -:paridad

gd 60*:paridad

dragdn :paso-1 :lado/2 :paridad

gd 60*:paridad

dragon :paso-1 :lado/2 -:paridad

gi 60*:paridad

fin



PROGRAMA 6: Isla de Koch
Para isla :paso :lado
Repite 3[koch :paso :lado gd 120]

Fin

Nota: para que este programa te corra, ya debes haber digitado el de “Koch”
(programa 1) pues el de “isla” consiste, como puedes ver, casi exclusivamente

en una llamada y ubicacion correcta de éste.

15. Analiza: dentro de la estructura del programa encontramos un elemento
gue es una VARIABLE y se define escribiendo :nombre, (se acostumbra a
utilizar un nombre que nos haga recordar lo que determina esa variable), por
ejemplo en el programa 1 (que dibuja la curva de Koch) las variables son :paso
y :lado. Los : deben aparecer cada vez que se usa la variable, colocados

inmediatamente antes, sin dejar espacios entre ellos y la variable.

Para ejecutar cada uno de los programas debes dar, ademas del nombre del
programa, valores para las variables de dicho programa; por ejemplo para
correr el programa que te gréfica el programa de Koch, escribe

koch 2 120



como el programa tiene definidas las variables :paso y :lado, la tortuga te
dibujard la curva de Koch en el paso 2, partiendo de una semilla de longitud de
120 unidades.

Ahora prueba con otro “paso” y otro “lado”, esto es, otra longitud para la

semilla.

16. Detecta las variables en los demas programas, el qué hacer de cada una y

la forma de correrlos.

17. Intenta escribir un programa para generar la figura dada.

a.
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18. Ahora haz el programa en lenguaje WinLogo que te grafique el fractal que

ideaste en el taller 1.



TALLER 4
TITULO: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN LA RECTA
(Trabajo con lapiz y papel)
OBJETIVO: Ahora el objetivo es que conozcas un fractal clasico que “vive” en
la recta y que se puede obtener con el juego de la semilla y la produccion,

ademas se espera que construyas un fractal de este tipo.

MATERIALES: Para este taller necesitas por lo menos dos hojas de papel

milimetrado, un lapiz, un borrador y una regla.

ACTIVIDADES:

1. Dibuja un segmento de recta cualquiera. (preferiblemente grande y ojala por

conveniencia, que el valor de su medida sea un mdltiplo de tres).

2. Divide dicho segmentos en tres partes iguales.

3. Cuidadosamente haz “desaparecer” (borrar) la parte central.

4. Repite los pasos 2 y 3 sobre cada uno de los segmentos que te han

quedado.

5. Repite el paso 4 tantas veces como te sea posible.



6. Observa la siguiente secuencia de pasos en la construccion de un fractal.

7. Lo que tu hiciste, resulté similar a la grafica anterior? Si es asi, acabas de
construir el clasico fractal llamado. “el conjunto ternario de Cantor”, o
simplemente “conjunto de Cantor”. Describe como es la semillas, la

produccién y la figura inicial para el conjunto de Cantor®.

8. Observa, deduce y describe en los siguientes ejemplos la regla de
produccion.

Ejemplo a:

15 Cantor (George) . Eminente filésofo y matematico alemén, nacido en San Petersburgo en 1.845.
Estudi6 en Zurich, Berlin y Gotinga , graduandose en 1.869 en la Universidad de Halle, de la que fué
profesor de matematica desde 1.879. Se le deben numerosos trabajos sobre la aplicaciones de célculo
diferencial , siendo el fundador de la teoria de conjuntos. El llamado “conjunto de Cantor” fué
publicado en 1.883 y emergio como un ejemplo de cierto conjunto excepcional.



Ejemplo b:

9. Una vez identificada la regla de produccion en los ejemplos anteriores,
graficalos en el papel milimetrado tomando otra longitud para la semilla (haz

observado que en estos casos siempre la semilla es un segmento)

10. jEs tu turno te corresponde ahora idear tu propia figura con semilla y
produccion en la recta (procura que sea “vistosa”). Constrayela en una de las

hojas de papel milimetrado.



TALLER 5

TITULO: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN LA RECTA
(Trabajo en computador con el lenguaje WinLogo)
OBJETIVO: Pretendemos con este taller, que conozcas y analices la forma
como la tortuga del lenguaje WinLogo hace algunos de los fractales en la
recta que trabajamos en el taller anterior. La idea es que dicho analisis de los
programas te lleven a disefiar programas en lenguaje WinLogo para que la

tortuga haga los fractales restantes, incluido el de tu creacion.

MATERIALES: En esta oportunidad vuelve a ser indispensable el
microcomputador y el diskette con el lenguaje WinLogo. Igualmente necesitas

los talleres 3 y 4 desarrollados, lapiz, borrador y papel.

ACTIVIDADES:
1. Recuerda con el taller 3, la forma de entrar al lenguaje y todo lo relacionado
con los movimientos basicos de la tortuga en el lenguaje WinLogo, ademas la

forma de hacer programas que genera fractales en dicho lenguaje.

2. El siguiente es un programa que genera un fractal con semilla y produccién
en la recta. Hazle un pequefio “estudio de escritorio” tratando de explicar que
hace cada instruccion hasta descubrir que fractal es:

Para XXXX :paso :lado



bl si :paso = 0 [av :lado alto]
XXXX :paso-1 :lado/3

sl av :lado/3

XXXX :paso-1 :lado/3

fin

3. Ahora transcribe el programa en el computador y hazlo correr, solo que cada
vez que aparezcan las letras XXXX ya puedes escribir la palabra “Cantor”
puesto que ya descubriste que el programa es para generar el “Conjunto
Ternario de Cantor”. En otras palabras transcribe el programa asi:

Para Cantor :paso :lado

bl si :paso = 0 [av :lado alto]

Cantor :paso-1 :lado/3

sl av :lado/3

Cantor :paso-1 :lado/3

fin

4. Ensaya varias posiciones iniciales para la tortuga, diferentes valores para
“paso” y deferentes longitudes para “:lado”. Si te parece mejor ocultar la
tortuga, ubicarla a la izquierda de pantalla, y que ademdas ésta siempre
aparezca en la misma posicion inicial (por ejemplo: siempre “mirando” a la
derecha) sin tener que ubicarla cada vez en dicha posicion; transcribe el

siguiente programa que hace justamente eso. Observa que “dentro de €l” se



llama a Cantor (esta es la forma de ubicar la tortuga sin que se “dafe” el

programa).

Para Cantor :paso :lado
bp sl

ponpos [-70 -10]

gd 90

bl

Cantor :paso :lado

fin

5. También es posible obtener simultAineamente en la pantalla un determinado
namero de pasos. El siguiente programa (o mejor conjunto de programas) logra
dicho efecto.

Para CantorO :paso0 :lado

bl si :paso0 = 0 [av :lado alto]

Cantor0 :paso0-1 :lado/3

sl av :lado/3

Cantor :paso0-1 :lado/3

fin

Para Cantorl :pasol :lado

bl si :pasol = 0 [av :lado alto]



Cantor :pasol-1 :lado/3
sl av :lado/3
Cantor :pasol-1 :lado/3

fin

Para Cantor2 :paso?2 :lado
bl si :paso2 = 0 [av :lado alto]
Cantor :paso2-1 :lado/3

sl av :lado/3

Cantor :paso2-1 :lado/3

fin

Para Cantor3 :paso3 :lado
bl si :paso3 = 0 [av :lado alto]
Cantor :paso3-1 :lado/3

sl av :lado/3

Cantor :paso3-1 :lado/3

fin

Para Cantor4 :paso4 :lado
bl si :paso = 0 [av :lado alto]
Cantor :paso4-1 :lado/3

sl av :lado/3



Cantor :paso4-1 :lado/3
fin

para cantor :paso0 :pasol :paso2 :paso3 :paso4 :lado
ot bp sl

ponpos [-90 1]

gd 90

bl

CantorO :paso0 :lado

sl ponpos [-90 -15]

bl

Cantorl :pasol :lado

sl ponpos [-90 -30]

bl

Cantor2 :paso?2 :lado

sl ponpos [-90 -45]

bl

Cantor3 :paso3 :lado

sl ponpos [-90 -60]

bl

Cantor4 :paso4 :lado

fin



6. Repite los pasos 2, 3, 4 y 5 pero ahora con el siguiente programa: (ponle el
nombre que quieras remplazando las letras YYYY).

a. sin ubicacién especial:

Para YYYY :paso :lado

bl si :paso = 0 [av :lado alto]

YYYY :paso-1 :lado/2

sl av :lado/2

YYYY :paso-1 :lado/300

fin

b. Ubicando la tortuga:

Para YYYY :paso :lado

bp sl

ponpos [-70 -10]

gd 90

bl YYYY :paso :lado

fin

(Observa con atencion donde se hace el llamado del programa YYYY)

c. Haz el programa para que aparezcan varios pasos.

7. Haz un programa que genere la figura de la parte b del numeral 8 en el taller

4 (puedes guiarte por el programa “Para Cantor”, pues es similar).



8. Analiza y describe en todos los casos la “figura limite” y las “copias

maximales” de cada uno de los fractales en la recta ya trabajados.

9. Para terminar elabora un programa que grafique el fractal en la recta que

inventaste (paso 10 del taller 4).



TALLER 6

TITULO: EL JUEGO DE LA SEMILLA Y LA PRODUCCION EN EL ESPACIO
(Fractales en tercera dimension)
OBJETIVO: para este taller el objetivo es que conozcas y construyas algunos

objetos que corresponden a fractales en tercera dimension.

MATERIALES: escoge entre los siguientes materiales lo que prefieras y
necesites para trabajar: pauche, icopor, jabén, cartulina, cartén cartulina, palo

de valso, reglas, pegante, bisturi, tijeras, etc.

ACTIVIDADES:

1. Observa la siguiente figura:
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iPues ese es el fractal que hiciste en el taller O en tercera dimension y vamos a
construirlo nuevamente pero con otro material!

En primer lugar identifica cudl es la semilla, cual es la produccién y analiza la
autosimilitud de este objeto: ¢cuantas copias maximales tiene? ¢cuantos

pasos se han hecho?.

2. Cuenta el numero de piramides que tiene cada copia maximal.

3. Basado en el paso anterior, ¢cuantas piramides tiene en total la figura? (si te
parecen muchas hazte en grupo con tres compafieros de tal manera que cada

uno haga una copia maximal).

4. Debido a la dificultad que presenta trabajarlo en otros materiales te
recomendamos que lo hagas en cartulina o en cartdén cartulina, y te imagines

que cada pirdmide es “maciza” para esto recorta el siguiente molde:

Observa, son 4 triangulos equilateros de 5 centimetros de lado (si prefieres

hazlo de 3 centimetros de lado).



5. Quiebra el molde por las lineas y arma la piramide uniéndola por las
pestafias con pegante. Haz tantas pirdmides como necesites.

6. Une las piramides entre si como observas en la grafica de la piramide de
Sierpinski. (Ten en cuenta que son 3 en la base y una en la cuspide).

7. Ahora junta las 4 copias maximales y pégalas. . ¢ verdad que se ve genial? jy
lo haz hecho tu mismo!.

8. Siguiendo todos los pasos anteriores, construye la “Esponja de Menger*®”

en el paso que aparece a continuacion:

9. Elabora en tu cuaderno un boceto de un fractal en tercera dimension. Trata

de llevarlo minimo hasta el “paso” 3.

10. jConstruye tu propio fractal con el material que prefieras! (Puedes incluso

colorearlo para darle mayor vistosidad).

" Presentada por el matematico austriaco Karl Menger en 1.926.



TALLER 7

TITULO: TRANSFORMACIONES AFINES EN LA RECTA

(Bases tedrico-matematicas y trabajo con lapiz y papel)

OBJETIVOS: Mediante el desarrollo de este taller conoceras algunas bases
tedrico-matematicas de los “fractales en la recta” que trabajaste en forma mas

0 menos “empirica” en el taller 4.

MATERIALES: Algunos libros de matematicas de grado 9 o 10 para consulta,

hoja de papel milimetrado, lapiz, regla, borrador y el taller 4 ya desarrollado.

ACTIVIDADES: jAlistate, ahora si entras en el “mundo matematico de los
fractales”, descubre una manera de generarlos y su comportamiento bajo

diferentes transformaciones.

1. Busca en cualquier libro de matematica (9° grado) todo lo relacionado con la
funcidn lineal y anota en tu cuaderno los siguientes tépicos:

a. ¢ Cuando una relacion es funcion?

b. ¢ Cudl es la forma general de la funcién lineal?

c. ¢,Cual es el dominio y el recorrido de una funcion?

d. ¢ Qué es una funcion lineal real?

e. ,Como es la grafica de una funcion lineal real? Haz minimo tres ejemplos.



2. A partir de este momento de este momento, a todas las “funciones lineales “

de la forma f(x) = ax+b, la lamaremos transformaciones afines en la recta.

Ahora centraremos la atencién en los efectos geométricos que produce una
transformacion afin sobre un intervalo cerrado. Grafica en tu cuaderno tres de
las siguientes transformaciones afines; pero tomando como dominio solo el

intervalo cerrado [0,1]

a. f(X) = 3X e.k(X)=5

b. f(X) = (1/2)X + 1 f.I(X)=-2X+3
c.f(X)=-X+2 g. m(X)=X-1/2
d.. f(X) = (1/3)X — (2/3) h. n(X) = -(1/4)X

3. Analiza atentamente el intervalo “recorrido” o “imagen” de cada una de las
transformaciones que escogiste en el punto anterior y describe su efecto
geométrico sobre el intervalo “dominio”.

A manera de ejemplo, observa el desarrollo del primer ejercicio:

a. Ecuacion: f(X) = 3X

Tabla de valores: X 0 1
fX) ! 0 3

Gréfica: F(X)=3X



Luego (observando los intervalos dominio y recorrido) tenemos: f[0,1] = [0,3] .
Esta transformacién también la podemos representar graficamente en la

siguiente forma que llamaremos “bi-espacial”:

O

—t
—_—

Descripcion del efecto geométrico: “la transformacion f hace una dilatacion del
intervalo en tres unidades (o un re-escalamiento con factor de escala 3).

De la misma forma realiza los ejercicios que tu escogiste.

4. Repite el numeral 3 pero esta vez tomando como dominio de la funcion el

intervalo [2,3].



5. Teniendo en cuenta lo realizado anteriormente, analiza y discute cada una
de las afirmaciones que se hacen en la siguiente generalizacion.
--Una transformacion afin en la recta es de la forma f(x)=ax+b donde a y b son
constantes reales.
-- La constante a determina el cambio de escala y la constante b determina el
desplazamiento
-- Si el valor absoluto de a es menor que 1 (Jaj<l1), la transformacién afin hace
una “contraccion” .
-- Si el valor absoluto de a es mayor que 1, (ja] > 1) , la transformacion afin
hace una “dilatacion”.
-- Si el valor absoluto de a es igual a 1, (jJaj=1), no hay ni dilatacion ni
contraccion.
-- Cuando a es negativo, esto es, a<0 la transformacion afin hace una
“reflexién” respecto al origen.

-- Si la constante b es positiva esto es, b>0 hay un desplazamiento de b
unidades hacia la derecha.
-- Si la constante b es negativa, esto es, b<0 la transformacion hace un

desplazamiento de b unidades hacia la izquierda.

El siguiente cuadro es una demostracion de dos de estos movimientos sobre la
cabeza del payaso. Obsérvalos atentamente e intenta dar valores aproximados
para las constantes a, b, c, d, e, f en cada caso. ( Tu escoge la unidad de

escala)



Traslacion de unidades hacia

Reflexion respecto al eje
6. Describe el efecto geométrico de las siguientes transformaciones afines

FLO)=(L3)X y  Fa(X)=(1/3)X +(2/3)

7. Partiendo de las anteriores transformaciones afines y tomando ip,= [0,1]
(intervalo inicial), grafica el siguiente conjunto:

i1 = Fl (Io) U Fz(lo)

8. Ahora gréfica i, = F1(i1) U Fu(iy)

9. Organiza, desarrolla y grafica la siguiente secuencia:
Paso 0 =ip =[0,1]
Paso 1 = i1 = Fj_ (Io) U Fz(io)

Paso 2 =i, = Fy(iz) U Fa(iy)



Paso 3 =iz = F(iz) U Fa(in)

Pason=i,= Fl(in.l) U Fz(l n-l)

¢, Qué fractal conocido estas obteniendo?

10. jCorrecto!, es el famoso “conjunto ternario de Cantor” que trabajaste en el
taller 4; asi las transformaciones afines F; (x)= (1/3)x y F, (X)= (1/3)x + (2/3)
proporcionan una herramienta matematica para generar el “conjunto de
Cantor”.

Ahora, para cada fractal trabajado en el taller 4, incluyendo el que tu mismo

ideaste, vas a identificar las transformaciones afines que lo generan.



TALLER 8

TITULO: TRANSFORMACIONES AFINES EN EL PLANO

(Presentacion cartesiana)
OBJETIVO: con este taller se espera que incursiones en las bases teorico-
matematicas que permiten la construccion de fractales en el plano,
identificando la forma cartesiana de las transformaciones afines en el plano y

su efecto geométrico.

MATERIALES: para el desarrollo de este taller necesitas uno o Varios libros de
consulta que contengan el tema de matrices cuadradas de orden 2X2, hojas de

papel milimetrado, regla, lapiz y borrador.

ACTIVIDADES:
1. Empieza desarrollando en tu cuaderno o en las hojas cuadriculadas, la
siguiente consulta bibliografica:

k. ¢Qué es un arreglo matricial o matriz?

I. ¢Cudl es el orden de una matriz?

m. ¢ Cuando un arreglo matricial es un vector?

n. ¢Qué es una matriz cuadrada?

0. ¢Qué es una matriz de orden 2X2? Escribe ejemplos.

p. ¢Cuando dos matrices de orden 2X2 son iguales? Escribe ejemplos.



g. ¢Como se suman algebraicamente matrices de orden 2X2?. Escribe
ejemplos.
r. ¢Como se multiplican una matriz de orden 2X2 por un vector 2X1?.
Escribe ejemplos.
S. ¢Qué es una matriz nula?. Escribe ejemplos.
t. ¢Qué es una matriz identidad?. Escribe ejemplos.
Nota: observa que no nos interesa profundizar mucho sobre matrices de
cualquier orden, nos interesan especificamente las matrices de orden 2x2.
Debes lograr que todos los conceptos anteriores estén totalmente claros antes

de continuar.

2. Una transformacién afin en el plano es una funcion de la forma T(X)=AX+W,
(notacion matricial) donde A es una matriz de 2x2, X es el vector variable y W
es el vector desplazamiento. En otras palabras, una transformacién afin en el

plano es de la forma:

X a b x e
T = +
MR HEH
Donde a, b, c, d, e, f son constantes reales.

Veremos que este tipo de transformaciones producen diferentes efectos

geométricos como: cambios de escala, reflexiones, giros, desplazamientos, etc.

Asi da tres ejemplos de transformaciones afines en el plano, encontrando las
imagenes (efectuando las operaciones) de diferentes vectores o puntos del

plano.



3. Describe el efecto geométrico de las siguientes transformaciones en el
plano, sobre la figura (barquito) que tiene como vértices los puntos (0,0), (4,0),

(6,2), (2,2), (-2,2), (2,4), (2,6) y (4,5):

x| [1/2 0 x]| [1
a. T1 = +
Yy | 0 1/2|y 2

x| [3 0] x|
b. T, =
y| [0 3]y

LM ST
LRI
w1 AL

A manera de ejemplo observa atentamente el desarrollo del numeral a:

Q

@

a. Transformacion afin:
X 1/2 0 || X 1
Tl = +
y 0 1/2|y 2

Gréfica de la figura inicial:

Vértices: (0,0),

(4,0), (-2.2), (2.2),
(6,2), (2,4), (4,5), ’>

(2,6).




Hallando los puntos imagenes: tomamos cada uno de los puntos vértices de la
figura inicial y les aplicamos dicha transformacion asi:

- para el punto (-2,2) tenemos

-2 1/2 0 |-2] |1 -1 |1 0
2 0 /2| 2 2 1 2 3
Luego el punto correspondiente a (-2,2) después de la transformacion es (0,3).

- para el punto (0,0) tenemos:

0 1/2 0 (0| |1 0| |1 1
0 0 1/2|0| |2 0| |2 2
Luego el punto correspondiente a (0,0) después de la transformacion es (1,2).

- para el punto (4,0) tenemos:
RN REHEREH
T = + = + =
0 0 1/2|0 2 0 2 2

Luego el punto correspondiente a (4,0) después de la transformacion es (3,2).

- para el punto (6,2) tenemos:
{6} [1/2 O }[6} {1} {3} {1} {4}
2 0 /2|2 |2 1| |2 3

Luego el punto correspondiente a (6,2) después de la transformacion es (4,3).

- para el punto (2,2) tenemos:

R EEHEHEHERRH

Luego el punto correspondiente a (2,2) después de la transformacion es (2,3).



- para el punto (2,4) tenemos:
AR HEAEREH
T |= + = + =
4 0 1/2|0| (4 2] |2 4

Luego el punto correspondiente a (2,4) después de la transformacion es (2,4).

- para el punto (4,5) tenemos:

4 1/2 0 |4 1 2 1 3
5 0 1/2|5| |2 5/2| |2 9/2
Luego el punto correspondiente a (4,5) después de la transformacion es (3,9/2).

- para el punto (2,6) tenemos:

2 1/2 0 (2] |1 11 |1 2
6 0 1/2|6| |2 3| |2 5
Luego el punto correspondiente a (2,6) después de la transformacion es (2,5).

Gréfica de la figura ya transformada.

Vértices: (1,2), (3,2), (0,2), (2,3), (4,3), (2,6), (3,1/2), (2,5)

o

Descripcion del efecto geométrico de la transformacion:
“El barquito fue reducido segun un factor de escala de Y2 y desplazado una
unidad hacia la derecha y dos unidades hacia arriba”.

(Observa que el barquito no sufrid ninguna reflexion ni ninguna rotacion).



Nota: de la misma forma anterior, desarrolla uno de los ejercicios restantes.
Ten especial cuidado en la descripcion del efecto geométrico de la

transformacion.

4. Lee, analiza y verifica en los ejemplos que acabas de desarrollar, cada una

de las afirmaciones que se hacen en la siguiente generalizacion:

k 0
= “Una matriz de forma: {0 k} hace:

[) Sik>1, unadilatacion con factor de escala k

II) SiO<k <1, unacontraccion con factor de escala k

)  Si —1< k <0, una contraccion de escala | k | seguida de una reflexion
respecto al origen.

IV) Si k < -1, una dilatacion con factor de escala | k | seguida de una reflexion
respecto al origen.

V) Sik =0, se tiene la transformacion nula. (todo se convierte en el punto (0,0)

).

VI) Sik =1, se tiene la transformacion idéntica. (todo queda igual).

-1 0
» Ademas, si la matriz es {0 J ésta hace una reflexién respecto al
ejeY;osila

_ 1 _ L .
matriz es {0 } lo que se tiene es una reflexion respecto al eje X.



. L. . . €
= Si en la transformacion afin hay un vector de desplazamiento Wz[f}

entonces la figura se desplaza le| unidades en sentido horizontal
(¢cuando a la derecha?, ¢Cuando a la izquierda?) y |f| unidades en

sentido vertical (¢,cudndo hacia arriba?, ¢cuando hacia abajo?).

5. Dibuja y describe como queda la casita después de cada una de las
transformaciones dadas (escoge una). Las coordenadas de los vértices de la
casita son: (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) y (1/2,3/2). (la puerta y la ventana
simplemente dibljalas sin necesidad de saber las coordenadas de sus

vértices).




x| [1/2 0}

6. Encuentra la transformacién afin que convierte la figura de la izquierda en la
figura de la derecha:
a Vértices figura izquierda: (0,0), (2,0), (-1,1), (1,1), (1,3), (1,2), (2,5/2), (1,3).

Vértices figura derecha: (0,0), (6,0), (-3,3), (3,3), (9,3), (3,6), (6,15/2), (3,9).

>

b. Veértices figura izquierda: (0,0),(1,0), (0,1), (1/2,3/2).

Vértices figura derecha: (1/2,0), (3/2,0), (1/2,-1), (3/2,-1), (1,-3/2).

IV

(L]




7. Para el triangulo de la figura considera las siguientes transformaciones

afines: vértices de la figura (0,0), (1,0), (0,1).

x| [1/2 0 [ x]
Fi| | =

LY 0 1/2]y|

(x| [1/2 0 x| [1/2]
Fs = +

Y| 0 1/2]y] 0 |

'x] [1/2 0 |x] 0 |
Fs = +

LY ]| 0 1/2]y] |1/2]

a. Describe (solo mirdndolas), el efecto geométrico de cada transformacion.

b. Dibuja en un mismo plano como queda el tridngulo al aplicarle F1, F2, Fs.
Llama A; a la figura que obtienes.

c. Dibuja en otro plano, como queda A; al aplicarle F1, F2 y Fs. Llama A F; a la
figura que obtienes.

d. Si repites el proceso anterior, varias veces, ¢qué estas obteniendo?.

8. Inventa una figura y un conjunto de cinco transformaciones, para trabajar
como en el numeral cinco, luego intercdmbiala con uno de tus compafieros; tu
resolveras lo que el haya ideado y él debera desarrollar la tuya. jSuerte!

(jojo! No pongas una transformacion sin tener al menos una idea del efecto

geomeétrico que esta produce).



TALLER 9

TITULO: TRANSFORMACIONES AFINES EN EL PLANO

(Presentacion geométrica)
OBJETIVO: para cuando termines el desarrollo de este taller se espera que
identifiques la forma geométrica de las transformaciones afines en el plano, las
relaciones con la forma cartesiana e interpretes correctamente el efecto
geométrico de cada uno de los parametros que intervienen en la presentacion

geomeétrica.

MATERIALES: para llevar a cabo este taller ten a la mano tu cuaderno de
apuntes, escuadra, transportador, lapiz, borrador y hojas cuadriculadas o

milimetradas.

ACTIVIDADES:
1. Lee, analiza y discute la siguiente afirmacion: “ademés de notar las
transformaciones afines en el plano con su presentacion cartesiana, es posible

(y a veces mas practico) notarlas con su forma geométrica, ésta es:

X rcosd —sseng\ x e
W = +
y rsend scosg Ay f
Donde cada uno de los parametrosr, s, 6, ¢, e y f se interpretan asi:

r indica el cambio de escala en el eje X ;

s indica el cambio de escala en el eje Y;



dindica el giro sobre el eje X;
g indica el giro sobre el eje Y;
e indica el desplazamiento sobre el eje X o desplazamiento horizontal;

f indica el desplazamiento sobre el eje Y o desplazamiento vertical.

2. Encuentra las equivalencias o relaciones de la forma geométrica con la

forma cartesiana trabajada en el taller anterior:
X a b\ x e

T = +

(yj (C dj@ (f]

3. Sitomamos r =sy €= ¢, representa la transformacion (reemplaza los datos)

y discute su efecto.

4. Describe el efecto de la transformacion si ademas de lo anterior se cumple
que:

c. r=1.

d r=sy #=¢=0.
5. Analiza las siguientes definiciones:

a. una similitud directa es una transformacion afin de la forma:

X rcosd -—rsend) x e
w = +
(yJ (rsene rcosé J(y} (f]

b. una similitud no directa es una transformacién afin de la forma:

X rcosd rsenfd \ x e
W = +
(yj (rsene - rcosH](yJ (fJ



En ambos casos, r lo llamaremos el factor de escala de la similitud.

Basandote en las definiciones anteriores, en tu cuaderno, describe el efecto de
una similitud directa y el de una similitud no directa; da minimo tres ejemplos de

cada una.

6. ¢ Cudl es el efecto de una transformacién si es una similitud directa y se tiene
quer =1, d=n/2y e =f=0 (reemplaza los parametros y luego describe lo que

resulta).

7. Encuentra la transformacion afin que convierte la figura de la izquierda en la

figura de la derecha:

B |

o
I
D

8. Encuentra la forma geométrica de la transformacion afin que convierte el
triangulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,1) en el triangulo de vértices (-1,1), (2,1) y
(3,2).

9. Para el triangulo de Sierpinski del taller 8 se necesitan tres transformaciones
afines, (una para cada copia maximal). Estas tres transformaciones wi, Wy, Ws

las podemos describir en pantalla asi:



w; Hace una reduccion con factor de escala r = %.

wy: Hace una reduccién con factor de escala r = %2 y luego desplaza %2 a la
derecha.

ws: Hace una reduccion con factor de escala r = % y luego desplaza % hacia
arriba.

Identifica para cada una de dichas transformaciones los pardmetros r, s, 6, ¢, e
y f de su presentacion geométrica. jobserva que las tres transformaciones son

similitudesj

10. Recuerda la sucesion de figuras que generan la curva de Koch:

a. ¢Cuantas transformaciones afines se necesitan para generar la curva de
Koch? (Recuerda que cada transformacién corresponde a una copia maximal).
b. Describe en palabras el efecto geométrico de cada transformacion. A
manera de ejemplo observa la siguiente descripcion: “una de las
transformaciones (¢,cual?) hace: una contraccion con factor de escala 1/3, un

giro de —60°, un desplazamiento hacia la derecha de %2 y un desplazamiento
hacia arriba de ~/3/6.
c. Identifica para cada una de las transformaciones anteriores los parametros r,

s, 6, ¢, e y f de su presentacion geométrica. ¢son similitudes? Justifica.



TALLER 10

TITULO: SISTEMAS ITERATIVOS DE FUNCIONES (SIF)

(Bases tedrico-matematicas)
OBJETIVO: cuando finalices el desarrollo de este taller debes identificar lo que
llamaremos un “sistema iterativo de funciones”, SIF, y reconocer el atractor en

algunos SIF's.

MATERIALES: en esta oportunidad solo necesitas los elementos basicos de

dibujo como son cuaderno, lapiz, borrador, etc. Y un diccionario.

ACTIVIDADES:

1. Busca en el diccionario el significado matemético de los siguientes términos
y anétalos en tu cuaderno pero con tus palabras:

a. sistema;

b. iterativo;

c. funcioén.

2. El siguiente es un sistema iterativo de funciones, SIF, que genera la curva

de Koch: { Ao, w1, Wy, w3} donde Ap = [0,1]
x| [1/3 0 | «x
W1 =
y] L0 1/3]y

x| [(/3)cos60° (~1/3)sen60° | x .\ 1/3
y| |[(@/3)sen60° (1/3)cos60° |y 0




x| [(1/3)cos(—60°) (-1/3)sen(—60°) ][ x 1/2
y|~| @W3)sen(-60°) (1/3)cos(—60°) | y| | V3/6

x| [1/3 0 |x 2/3
Wy = +
y| |0 1/3]y 0

Define basado en el ejemplo anterior, ¢qué es el SIF de una figura fractal

dada?

3. para el SIF anterior grafica la siguiente secuencia de figuras:
paso 0 = A, =[0,1]
paso 1=A;= Wl(Ao) U Wz(AO) Uw, (Ao) U W4(Ao)

paso 2 =A; = W1(A1) ) Wz(A]_) U w, (A]_) U W4(A;|_)

4. ¢A que fractal conocido corresponde el siguiente sistema iterativo de
funciones?
{ Ao, f1, £} donde A, = [0,1], y las transformaciones afines f; y f, son:

f1 (X)= (L3)X y fo (X)= (L/3)X + (2/3).

Nota: observa que en todos los SIF's que hemos utilizado para generar figuras
fractales, las transformaciones afines que intervienen son “contractoras”, es

decir con factor de escala entre cero y uno.

5. La siguiente es la estructura general de un proceso para la elaboraciéon de

una figura fractal: wi, wa, ws, . . . W, son transformaciones afines contractoras.



A, es la semilla (figura inicial) y se construye la secuencia de figuras:
A1 = W1(Ao) U wz(Ao) Uw, (Ag) U. .. Uwn(Ao)

A2 = W1(A1) U W2(A1) U W> (Al) u...uU Wn(Al)

An = W1(An-1) U Wa(An1) Uw, (An)) UL .. U wp(Ana)

Esta secuencia Ao, A1, Az, . . . A, tiende a lo mismo que ya hemos llamado
figura limite, y que de ahora en adelante notaremos A y llamaremos
ATRACTOR del sistema iterativo de funciones.

Basado en lo anterior, define: ¢ qué es el atractor de un SIF?

6. Dado el siguiente sistema iterativo de funciones, realiza (grafica) el proceso
descrito en el numeral 4 con cada uno de los A,, hasta visualizar claramente el
atractor: { Ao, W1, Wy, Wz} donde

x] [1/2 0
W1 =
y 0 1/2]y

x| [1/2 0 x| [1/2]
y 0 1/2]y 0

x| [1/2 0 |x 0
W3 - +
y 0 1/72]y| |1/2]

a. A, = triangulo relleno con vértices (0,0), (1,0), y (0,1).

b. A, = Cuadrado relleno con vértices (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1).



7. ¢ Qué observacion importante puedes hacer con respecto a los atractores

(figuras limites), que graficaste en el punto anterior?

8. Describe la estructura comun de cualquier sistema iterativo de funciones,

SIF = { Ao, W1, Wo, W3}

9. Identifica el SIF para los siguientes fractales (atractores):

a. Carpeta de Sierpinski

b. Curva de Vicsek

Jj...:. Los .h.i.ft.i.
")




10. Analiza y responde en tu cuaderno cual es el A, (figura inicial) y cuantas
son las transformaciones afines (w;), para los siguientes fractales en tercera
dimension:

a. Esponja de Menger (numeral 8 del taller 6)

b. Piramide de Sierpinski (hnumeral 1 del taller 6)

11. ;Cual es el atractor correspondiente al siguiente SIF: (haz la grafica)
SIF ={ Ao ; W1, W2, W3 W4, W5} donde:
A, = cuadrado relleno de vértices (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1).

x| [1/3 0 ]x
W1 =

12. Identifica y escribe en tu cuaderno el SIF para los fractales que se han

trabajado en los diferentes talleres (incluyendo los que has inventado).



TALLER 11

TiTULO: UN PROGRAMA PARA GRAFICACION DE FRACTALES
LINEALES.

OBJETIVO: con este taller se pretende que aprendas a manejar uno de los
mejores programas en espafiol existentes hasta ahora en nuestro medio sobre
“fractales”, y puedas aplicar varios de los conocimientos adquiridos hasta el
momento para manipular y crear figuras fractales mediante transformaciones

afines. Este programa ha sido creado por Fernando Pérez A"’

MATERIALES: para desarrollar este taller necesitas contar con un
microcomputador compatible I.B.M., un diskette con el programa “Fraclin” de
Fernando Pérez, todos los talleres desarrollados, cuaderno, lapiz y borrador,

etc.

ACTIVIDADES:

1. Prende el computador y busca en el directorio el programa “fraclin” (que
debe estar instalado previamente), dale click para abrir, ahi te saldran muchos
archivos busca fraclin aplicacion dale click, esto te abrira el programa

presentandote la pantalla de trabajo.

7 “Fraclin” es una version mejorada, por el mismo autor, de un programa llamado “Fractales” que fué
disefiado en el Departamento de Fisica de la Universidad de Antioquia durante 1.991 como parte de

un curso de simulacion de procesos fisicos y matematicos en computador.



Fraclin (fractales lineales) es un programa que dispone de cinco menus
diferentes que se manejan con las flechas del cursor, instrucciones de manejo
basico, ayuda en linea sensible al contexto y protecciones para evitar bloqueos

por errores de entrada de entrada por teclado del usuario.

Los menus se denominan Demo, Ecuaciones, Pantalla, Graficar y Archivo, los

cuales vamos e describir un poco a continuacion:

En el menu “Demo”, se encuentra una lista de los fractales que pueden ser
graficados inmediatamente pulsando ENTER sobre el nombre de la figura que

se quiera observar.

En el menu “Ecuaciones”, estan las diferentes alternativas de manipulacion
matemética que el programa ofrece: ver el conjunto de funciones con que se
esta trabajando, introducir uno nuevo a gusto del usuario para ser graficado y

estudiado y alterar algan parametro en las ecuaciones.

El menu “Pantalla” ofrece control sobre la visualizaciéon de las graficas,
permitiendo que region del plano XY se desea ver, y que porcion de la pantalla

se usa para graficar.



La opcion “Graficar” permite obtener la imagen de las ecuaciones de una figura
con se esté trabajando, para evaluar el efecto de algiin cambio en estas o en el

formato de pantalla empleado.

El menu “Archivo” desde esté es posible grabar las ecuaciones de una figura

cualquiera, para ser posteriormente recuperadas.

2. Ya conoces las funciones de cada menu del programa Fraclin, ahora nos
vamos a su contenido como tal:

a. Empieza por visualizar muy bien las figuras fractales clasicas que trae el
programa, intenta ver con cuantas iteraciones minimo es clara la figura, ¢qué

ganas al dejar que se hagan muchas iteraciones.

b. Entra a la ventana ECUACIONES Yy reconoce las transformaciones afines
gue generan cada uno de los fractales en DEMO. Observa que a cada
transformacion Fraclin le asigna un color diferente. Al graficar la figura, ¢qué
relacion existe entre las “copias maximales”, las transformaciones y los

colores?.

c. En la ventana ECUACIONES, entra a la opcion editar, varia algunos
pardmetros de las transformaciones y luego grafica. Hazlo hasta obtener otra
figura que sea muy vistosa. Graba e imprime dicha figura poniéndole el nombre

gue quieras.



d. varia los parametros de diferentes transformaciones, tratando de predecir lo

gue le pasara a la figura fractal.

e. Escoge al menos dos de las figuras fractales trabajadas a lo largo de los
talleres, que se puedan obtener mediante transformaciones afines en el plano y
gue no estén incluidas en la ventana DEMO, (por ejemplo las del numeral 8 del
taller 10) y usando la opcion CREAR, inserta en el programa las debidas

transformaciones para generar estas figuras.

f. Por ultimo genera el fractal que ideaste en el taller 1. Grébalo e imprimelo

jese es solo tuyo! ,jfelicitaciones!.



OBSERVACIONES

> En el desarrollo de los talleres se recomienda realizar actividades creativas
y ladicas que despierten el interés por el aprendizaje y hagan del

conocimiento del area de mateméticas un conocimiento para todos.

» Para el desarrollo y aplicacion de la geometria fractal en el bachillerato, el
modelo de Van Hiele, es un modelo metodoldgico que contribuye a la
orientacién en la comprension e interiorizacion de los conceptos, ya que por
medio de los niveles de razonamiento el estudiante va adquiriendo los
conocimientos de acuerdo con su edad y las fases de aprendizaje son un

apoyo para el profesor en el momento de realizar las actividades.

» Por la forma como se elaboraron los talleres, se observé que en ellos no se
encontraba la fase de aprendizaje de explicitacion, sin embargo esta fase
puede quedar a iniciativa del docente. Por otra parte, los talleres estan
disefiados para el alcance de los dos primeros niveles de razonamiento

(Reconocimiento y analisis).



CONCLUSIONES

» Al finalizar estos talleres los estudiantes reconocen una nueva geometria
gue no estaba en su contexto, la “geometria fractal”, por medio de la cual se
puede modelar fendmenos de la naturaleza que no estan lejos de ellos,
sabiendo que hay mas informacidn por conocer y que esto es una pequefia

introduccion a lo que es la geometria fractal.

» Con el desarrollo de estos talleres se observd que en general los
estudiantes ante temas nuevos presentan interés, pero que se desaniman

rapidamente si no se les da una buena orientacion.

» Enlos talleres 1y 2 es preciso presentarles a los estudiantes mas ejemplos
para que puedan tener una vision mas amplia de los fractales y sus

propiedades.

» Las dificultades que los estudiantes presentaron en el desarrollo de estos
talleres, se manejaron haciendo refuerzos con la ayuda de los mejores
estudiantes, hasta lograr que al menos la mayoria cumplieran con el
objetivo propuesto puesto que segun el modelo de Van Hiele un estudiante

no puede pasar de un nivel a otro sin haber superado el anterior.



» En la mayoria de los talleres se alcanzaron los niveles de reconocimiento y
analisis, descritos en el modelo de Van Hiele. En ningun taller se lograron
los otros niveles: clasificacion, deduccion formal y razonamiento
rigurozamente deductivo. Esto corresponde a lo que usualmente ocurre a

nivel de secundaria.

» En los ultimos talleres se necesito de la intervencion y exposicion tradicional
de la profesora, ya que en estos talleres se trabajaron las bases tedrico-
matematicas de los fractales y se not6é que los estudiantes no avanzaban en

el desarrollo de estos.

» En general los estudiantes presentaron dificultad para dar definiciones
exactas de algunos términos empleados en los talleres, pero tenian la idea

intuitiva de lo que se trataba y con esto se podia trabajar.

» El profesor debe estar atento en mantener el interés de los estudiantes en
cada uno de los talleres, para que el desarrollo de estos no se haga
monotona, ya que son doce talleres y algunos de ellos muy son largos. En
particular los talleres 8, 9 y 10 debido al contenido teérico un poco denso,

obliga a recurrir a las explicaciones tradicionales por parte del profesor.



» La actividad de construir la piramide de Sierpinski, hasta el cuarto paso, se
puede complementar y aprovechar mejor formulando preguntas como las
siguientes:

e /;cuantas piramides se construyeron para los pasos O, 1, 2, 3y
4?

e Deduzca cuantas piramides se deben construir para los pasos 5
y 6 y cuantos para el paso n.

e /;cuantos vértices observas en cada paso? ¢encuentras alguna

relacion?

También se pueden hacer preguntas analogas con el nimero de vértices,
longitud de las aristas, areas laterales, volumenes.

Estas preguntas también se pueden formular para la esponja de Menger.

» Frente a los resultados obtenidos durante el desarrollo de este trabajo y a la
existencia de otros trabajos en el mismo sentido, surge la inquietud por
conformar un grupo con estudiantes de diferentes instituciones de fractales

y recopilar en un libro los trabajos mencionados.
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ANEXO 1

FOTOGRAFIAS DEL TRABAJO
















ANEXO 2

FRACTALES ELABORADOS POR LOS ESTUDIANTES
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