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DESCRIPCION O CONTENIDO

El problema de encontrar un vector ortogonal a un conjunto de vectores dados, se
encuentra muy a menudo en aplicaciones geométricas y fisicas.

En este trabajo se centra interés en el estudio de un método sencillo que solucione el
problema no solo para dimensién tres, como en el caso de la fisica cuando se quiere medir
la tendencia de un cuerpo a girar con respecto al origen; sino para la multiplicacién de
octoniones y el estudio de la teorfa de supergravedad 7-dimensional, es decir el problema
para dimensiones mayores que tres.

En el primer capitulo se presentan las definiciones y resultados algebraicos que se re-
quieren para el desarrollo de este trabajo. En el capitulo 2 se estudia el producto cruz
cldsico y se muestra que este concepto soluciona el problema de hallar un vector or-
togonal (perpendicular) a dos vectores dados. En el siguiente capitulo se obtienen solu-
ciones al problema mediante otros métodos; lo que permite concluir que el producto
cruz definido como en el capitulo 2, soluciona facilmente el problema para R3. De esta
forma el producto vectorial se generaliza con el desarrollo de un determinante simbélico
de orden n x n. En el capitulo 4 se estudia mediante algunos conceptos del Algebra
por que esta definicién del producto vectorial permite encontrar un vector ortogonal
a otros dados, en cualquier dimensién. En el ultimo capitulo se estudian las mismas
propiedades del producto vectorial clasico, pero generalizadas a R™.
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DESCRIPTION AND CONTENT

The problem to find an orthogonal vector to a set of given vectors, is often in geometric
and physical applications.

In this work the study of a simple method is centered that solves the non single prob-
lem of dimension three, as in the case of the physics when it is wanted to measure
the tendency of a body to turn with respect to the origin; but for the multiplication
of octonions and the study of the 7-dimensional supergravity theory, it is to say the
problem for dimensions greater than three.

In the first chapter the algebraic definitions and results appear that are required for the
development of this work. In a capitulate 2 studies the classic product cross and show
that this concept solves the problem to find an orthogonal vector (perpendicular) to
two given vectors. In the following chapter solutions to the problem of other methods
are obtained; what allows concluding that the product cross defined as in chapter 2,
solves the problem for R? easily. Of this form the cross product becomes general with
the development of a symbolic determinant of order n x n. In a capitulate 4 studies by
means of some concepts of Algebra so that this definition of the cross product allows
to find an orthogonal vector to other dices, in any dimension. In a last chapter study
the same properties of the classic cross product, but generalized to R".
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Introduccion

El Célculo y la Geometria Analitica estan intimamente relacionados en su

desarrollo histérico; un descubrimiento en uno de ellos daba lugar a un avance en el

otro. El problema de trazar tangentes a las curvas se resuelve con el descubrimiento
de la derivada; el del drea conduce a la integral; vy las derivadas parciales
se introdujeron para estudiar superficies curvas en el espacio. Junto con estos

descubrimientos se observa un desarrollo paralelo de la Mecénica y la Fisica Matematica.
En el siglo XIX, el matematico William Roman Hamilton (1805-1865) introdujo su
Teorfa de Cuaterniones, nuevo método y punto de vista que contribuyé mucho a la
comprensién tanto del Algebra como de la Fisica.

Las mds destacadas caracteristicas del andlisis de los cuaterniones y la Geometria
cartesiana se unieron m&s tarde, en gran parte debido a J. W. Gibbs (1839-1903)
y O. Heaviside (1850-1925) para dar lugar a la conocida Algebra Vectorial. Pronto
se vi6 que los vectores eran los instrumentos ideales para la exposicién y simplificaciéon
de muchas ideas importantes en Geometria y Fisica.

Por esta razén en este trabajo centramos nuestro interés en espacios de dimensién mayor
que tres, una de las razones es que muchos problemas que suponen el estudio de sistemas
con un nimero grande de ecuaciones se analizan con mayor facilidad introduciendo
vectores en un m-espacio conveniente y reemplazando todas aquellas ecuaciones por
una sola ecuacion vectorial.

Por ejemplo, en muchas aplicaciones del Algebra vectorial a problemas de Geometria y



Mecénica resulta ttil disponer de un método fécil de obtener un vector perpendicular
a cada uno de dos vectores dados A y B.

Este problema aumenta cuando se requiere de este concepto, extendido a dimensiones
mayores; por ejemplo en la multiplicaciéon de octoniones y en las recientes teorfas de la
supergravedad 7-dimensional. De esta manera vemos como podemos tratar de una vez
muchas propiedades comunes a los espacios de una, dos, tres o mdas dimensiones, esto
es, propiedades independientes de la dimensionalidad del espacio.

Esto estd de acuerdo con el espiritu de la matemdtica moderna el cual facilita el

desarrollo de métodos faciles para resolver problemas de manera simultdnea.



Capitulo 1

PRELIMINARES

En esta seccion trataremos algunos aspectos relacionados con el algebra vectorial los

cuales nos serdn de gran ayuda para el desarrollo de capitulos posteriores.

Definicién 1.1 Siu = (aq,...,a,) y v = (by,...,b,) son dos vectores en un espacio

vectorial R™, el producto escalar o producto interno de u y v, se denota uev y se

define por:
n
uov:Zakbk (11)
k=1
Asi pues, para cacular u e v se multiplica las componentes de u y v componente

a componente y luego se suma estos productos. Este producto tiene las siguientes

propiedades algebraicas.

Teorema 1.1 Para todos los vectores u,v y C' de R™ y todos los escalares a, se tienen

las siguientes propiedades:
a) uev=veuy
b) ue(v+C)=uev+ue(C

c) a(uev) = (au)ev =ue (av)



d) uveu>0 si u#Q.

e) ueu=0 si u=0_.

Demostracion.
n n
a)uovzg akbkzg brap =veu
k=1 k=1

b) ue(v+C) = Zak (b +cx) :Z(akbk+akck) :Zakbk+2ak0k:uov+u00

k=1 k=1

n

c) a(uev) = aZakbk Z (arbg) = Z(aak)bk = (au) e v.

k=1 k=1
(uev) =« E aipby = E (arbg) = E ag(aby) = u e (av).
k=1
n n
d) ueu= E apay = E a; cada término de la sumatoria siempre es positivo, luego
k=1 k=1

la suma es positiva, por lo tanto se cumple que Z a? > 0 entonces u e u > 0.
k=1

n

e) ueu= E apay = E ai=al+ai+ai+...+a>=0. Luego a? = a3 = a2 =
k=1

.= a = 0, por tanto u = (). (Este vector cuyas componentes son cero se le

llama vector nulo y se denota como (). W

Desigualdad de Cauchy-Schwarz
Teorema 1.2 Si u y v son vectores de R"™, tenemos
(uev)’ < (ueu)(veuv) (1.2)

Ademds, el signo de igualdad es vdlido si y sélo si uno de los vectores es el producto del

otro por un escalar.



Demostracién. Si u o v son el vector nulo la prueba es inmediata. Por lo tanto se

puede suponer que u y v son vectores no nulos. Sea C' el vector
C = xu — yv, donde z=vev y y=ueu,

las propiedades d) y e) implican que C' e C' > 0 luego,

Y
o

(xu — yv) (zu — yov)
v (ueu)—2zy(uev)+y*(vev) > 0
utilizando las definiciones de x e y y la desigualdad C' e C' > 0, se tiene que

(wev) (ueu)—2(wev)(uev)’ + (uev)’ (vewv) >0

por la propiedad d) tenemos que v e v > 0, dado que v # 0, luego se puede dividir por

(v ew) y se obtiene

Y
o

(veu)(ueu)—2(uev) + (uewv)

(vev)(ueu)— (uev)® > 0

(uev)* < (uewu)(vev),

que es la desigualdad que se querfa demostrar. Esto también demuestra que el signo
igual es valido en la desigualdad si y sélo si C' = (). Pero C' = () si y sélo si zu = yv.
A su vez, esta igualdad se verifica si sélo si uno de los vectores es el producto del otro

por un escalar. B

La desigualdad de Cauchy-Schwarz también se puede expresar en funcién de la norma

de la siguiente forma

2 2 2
(u o)™ < [[uf™[Jv]

esto equivale a

o] < lulff|v] (1.3)

4



cuando se toma la raiz cuadrada positiva de cada miembro.
La desigualdad de Cauchy-Schwarz tiene importantes aplicaciones a las propiedades de

la longitud o norma de un vector.

Longitud o Norma de un Vector

Definicién 1.2 Si u es un vector en R", su longitud o norma se designa con

1
2

[ull = (uewu) (1.4)

Las propiedades esenciales del producto escalar conducen a las correspondientes

propiedades de la norma.

Teorema 1.3 Siu es un vector de R™ y o un escalar, tenemos la siquientes propiedades:

a) [lull >0 siu#O

b) [[ul =0 siu=0,

c) llaull = [ [lull.
Demostracién.
1 1
1 n 2 n 2
a) |lul| = (ueu)2 = Z agap | = az | > 0, puesto que cada término de la
k=1 k=1

sumatoria es positivo.

1 1
1 n 2 n 2
b) |lul| = (uewu)?2 = Z@kak = a% = 0, sélo se cumple si todo ai =0,
k=1 k=1
luego u = (.
1 1 1 1
c) lloul = (aueau)? = (cPueu)? = (a?)2 (ueu)? = |af [ul|. W



Desigualdad Triangular
Teorema 1.4 Siu y v son vectores de R", tenemos
[+ ol] < Jull + o]l (1.5)

Ademds, el signo igual es vdlido si y sdlo si uno de los vectores es el producto del otro

por un escalar positivo.
Demostracién. Escribamos la desigualdad triangular en la forma equivalente

lu+ol* < (lall + [loll)* (1.6)
el primer miembro de (1.6) es

lu+v|]>=(u+v)e(u+v)=ueu+2uev+vev=|ull>+2uev+|v|,
mientras que el segundo miembro es
(bell +101)* = lall* + 2 [full [o]] + ol
Comparando estas dos férmulas, vemos que (1.6) es valida si y sélo si se tiene
uev < lul flo]- (1.7)

Pero por propiedad del valor absoluto uev < |u e v| y por transitividad (1.7) se optiene
expresando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, en la forma |uev|< ||ul| [|v|| . Esto prueba
que la desigualdad triangular es consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz de
lo que obtenemos que el signo de igualdad es vélido si y sélo si uno de los vectores es el

producto del otro por un escalar con lo que se completa la demostracién del teorema.

Definicién 1.3 Sean u y v dos vectores diferentes de cero. u y v son ortogonales si

uev =0, es decir si su producto escalar es nulo.



Capitulo 2

PRODUCTO CRUZ CLASICO EN
RS

En muchas aplicaciones de la matemaética y particularmente en la fisica, se requiere de
un método facil para hallar un vector perpendicular a cada uno de dos vectores dados
Ay B.

Si se considera una fuerza F que actiia sobre un cuerpo rigido en un punto determinado
por un vector posicién r (ver figura 1.) y se necesita medir la tendencia del cuerpo
a girar con respecto al origen; se observa que la inica componente de F que puede

ocasionar rotacién es la perpendicular a r.

Figura 1: Torque o momento de fuerza (2.1)




Esto se consigue con el producto vectorial A X B o producto cruz que cominmente se

define en los textos de dlgebra por:

Definicién 2.1 Sean A = (ay,az,a3) y B = (b1, ba, b3) dos vectores del espacio vectorial

R3. Su producto vectorial A x B (en este orden) se define como el vector
A X B = (az2bs — asbz, azbi — aibs, aiby — asby). (2.2)

Antes de continuar el estudio del producto cruz se observa que existe una forma sencilla
de calcularlo usando determinantes.
Si expresamos cada una de las componentes del producto vectorial como un

determinante de orden dos, A x B toma la forma,

az as as ai ai as

Ax B = 5 )
by b3 bs b bi by

Esto también puede expresarse en funcién de los vectores coordenados unitarios ¢, j, k

como sigue,
as a as a a, a
AxB=|" " liv] 7 T Pk (2.3)
by b3 bs by by by
En vista de la semejanza entre el desarrollo por cofactores de los determinantes de orden

tres y la ecuacién (2,2) el Producto Cruz de dos vectores se puede encontrar mediante

el desarrollo simbélico por:

i ik
Ax B = a; Qg as (24)
by by b3

A partir de esta representacién se deducen facilmente las siguientes propiedades.

Teorema 2.1 Para todos los vectores A,B,C de R? y para todo niimero real o tenemos:

a) Ax B=—-BxA



b) Ax(B+C)=(AxB)+(AxC)

¢) a(Ax B)=(adA) x B

d) Ae(Ax B)=0

¢) Be(AxB)=0

) 1A% B|* = |A|*|B|* — (Ae B)*

g9) AxB=Q & A y B son lincalmente dependientes

Demostracion. Para efectuar las siguientes pruebas se empleardn algunas propiedades

de los determinantes

i ik ik
a) AXB=1|a; ay az |=—|b by by |=—(BxA).
b1 by b3 ap az as
i j k
b) Ax(B+C)= ax a as

by +c1 ba+ca bg+cs
= [ag (bg + 63) — a3 (b2 + Cg)] 17— [a1 (bg + 03) — as (bl + Cl)] j+

+ a1 (ba + c2) — a2 (b1 + 1) k

= [(agbs — azby) i — (a1bs — asby) j + (a1by — azby) k] +

+ [(ages — azez) i — (arcs — azer) j + (area — azeq) k|
ik i ik

=la ay a3 |t | a1 ay as

by by Dbs 1 C2 C3

=AxB+AxC.



ik ik
C)(X(AXB):O[ ay ag as = | aa; way oas :(QA)XB

bi by b3 by by b3
d) A [ ] (A X B) = a1 (a2b3 — a3b2) —|— a9 (a3b1 — albg) —+ as (albg — agbl)

= alagbg — a1a3b2 + 6L26L3b1 - a2albg + a3a1b2 - agagbl =0.
e) Se deduce del mismo modo que d).

f) |A x B|? = (asbs — asbs)® + (ashy — aibs)® + (arby — azby)”
= a3b? — 2asbsazby + a2b3 + a2b? — 2azbia by + albi + abi — 2a1beasby + a3b? y
IAI* || B]I* = (A® B)? = (af + a3 + a3) (b7 + b3 + b3) — (a1by + azby + agbs)”
= a2b? — 2asbsasby + a3bi + a3bi — 2aszbiarbs + aibi + adibs — 2a1byasby + a3bi.

se comprueba que los dos segundos miembros coinciden.

La propiedad f) muestra que A x B = 0 si y solo si (A e B)* = ||A||*||B||*. Segtn la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, eso ocurre si y sélo si uno de los vectores es el producto
del otro por un escalar. Dicho de otro modo, Ax B = 0 siy sélosi Ay B son linealmente
dependientes, quedando demostrado f). W

Las propiedades d) y e) muestran que el vector A x B es ortogonal a A y By por lo
tanto el producto cruz en R? resuelve el problema de hallar un vector perpendicular a

dos vectores dados.
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Capitulo 3

OTRAS SOLUCIONES AL
PROBLEMA PLANTEADO

En el capitulo anterior estudiamos el producto cruz en R? el cual nos proporcioné un
método sencillo para hallar un vector perpendicular a dos vectores dados. Esta definicién
del Producto cruz o vectorial en R? es la que comunmente se estudia en los textos de
algebra vectorial. Para una generalizacion del producto cruz; en este capitulo resolvemos

el mismo problema mediante otros métodos y comparamos la soluciones obtenidas.

3.1. SOLUCION MEDIANTE SISTEMAS
DE ECUACIONES LINEALES

Resolvamos primero el problema para un caso particular

Ejemplo 3.1 Dados A = (1,0,—1) y B = (0,2,1) wvectores de R3, encontrar otro
C € R3, perpendicular a cada uno de los vectores dados.

Dado que A debe ser perpendicular a C'y B a C, su producto escalar es cero (Teorema

11



1.5), luego
Ae(C =(1,0,—1) e (z122,23) =0

Be(C =(0,2,1) e (z1,x,23) =0
Desarrollando el producto escalar,
lz1 4+ 02+ —123 = 0
0r1 + 225+ 123 = 0

se obtiene un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas que resolvemos por el método

de Gauss- Jordan
1 0 —1 ] 0 1 0 —1

02 1 |0 01 3
de donde,

1 = (1)x3

1
To = —5 xIs3.

es decir que hay infinitas soluciones, lo que es facil de imanginar geométricamente.

En particular si x3 = —2, se obtiene el vector :
C=(-21,-2)
Se verifica que C' es ortogonal a los vectores dados
Ae(C = (1,0,—1)e(—2,1,-2)
= (Ix-2)+(0x1)+(-1x —-2)

= —24042=0

Be(C = (0,2,1)e(—2,1,-2)
= (0x—=-2)+(2x1)+(1x—-2)

= 0+42-2=0

12



Resolvamos ahora mediante sistemas de ecuaciones el problema en R* de manera
general; es decir:
Dados A = (ay,a9,a3) y B = (by,by,b3), hallar C' = (21,9, 23) tal que C sea,

perpendicular a A y B. Por tanto

A e C=(ay,az,az3)e (v 9,73)=0

B e C =(by1,by,b3) ® (1,29, 23) = 0.

Esto implica que,

121 + Qo9 + a3Ty = 0

blxl + bQZCQ + b3£€3 = 0,

resolviendo mediante Gauss-Jordan el sistema de ecuaciones se tiene

10 azby — azbs
ap ay az | 0 - 22a1 — 21@
si 5 bg(ll - b1a2 7é 0 Yy a10 b1 7£ O,
" _ a362 — ngg .
' beay — bray >
" _ b3a1 — b1a3 .
2 b2a1 — b1a2 &

por tanto el sistema tiene infinitas soluciones lo que geométricamente indica que la
soluciéon al problema es un conjunto de vectores todos perpendiculares entre
si; en particular si eligimos r3 = boay — bras, se obtiene que
C' = (agbs — asby, byag — bsay, baa; — byasz) que es el vector que se obtuvo mediante la

definicién clésica del producto cruz.

13



3.2. SOLUCION MEDIANTE EL PROCESO DE
GRAM-SCHMIDT

El proceso de Gram-Schmidt permite construir una base ortornormal; este resultado
se deduce como consecuencia de un teorema cuya demostraciéon nos ensena a construir
conjuntos ortogonales en cualquier espacio de dimensién finita.

Los siguientes teoremas nos servirdn para probar el proceso de Gram-Shmidt.

Teorema 3.1 Sea v un vector diferente de cero. Entonces para cualquier otro vector

u, el vector
(uev)

o 2
[v]]

w=u
es ortogonal a v.

Demostracion.

M} N (2301 CLY)

wev = |u— 5 5
[ o] o]

2
:uov—%:uov—uovzo. |
v

El siguiente teorema prueba que cualquier conjunto finito de vectores ortogonales

diferente de cero es linealmente independiente.

Teorema 3.2 Si S = {v1,va,...,v;} es un conjunto ortogonal de vectores diferentes

de cero, entonces S es linealmente independiente.

Demostracién. Se supone que civ; + covs + ... 4+ v, = 0. Entonces para cualquier
1=1,2,...,k
0 = 0ev; = (1 +coua+ ...+ vy + ... + cpug) @ v;
= cp(viev;)+ca(vaev;)+ ... +¢(viev)+ ...+ cx(vp0v;)
= 040+ . 4elulP+. . 4 a0=cqlul

14



Como v; # 0 por hipétesis, ||UZ||2 >0, y se tiene ¢; =0, parat=1,2,3,...,k. N

Teorema 3.3 Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt Sea H un

subespacio de dimension m de R"™. Entonces H tiene una base ortonormal.

Demostracién. Sea S = {vy,vs,...,v,} una base de H. Se probar4 el teorema con-
struyendo una base ortonormal a partir de los vectores en S. Antes de dar los pasos
para esta construccién, se observa el hecho sencillo de que un conjunto de vectores
linealmente independiente no contiene al vector cero o nulo.

Pasol. Eleccién del primer vector unitario Sea

(o

e = (Hm ) <|\Ziu) B <ﬁ) ren)=1

de manera que |ju;|| = 1.

(3.1)

U

Entonces

Paso 2. Eleccién de un segundo vector ortogonal a u; En Teorema (3.0) se

) 9 ueuv uev
mostré que, en R*, el vector w = u — Wv es ortogonal a v. En este caso Wu es la
v v

proyeccion de u sobre v.

Resulta que el vector w dado es ortogonal a v cuando w y v estdn en R" para cualquier
uev

n > 2. Observe que como u; es un vector unitario, WU1 = (v ® uy) uy para cualquier
(41
vector v.
Sea
/

vy = Vg — (Vg @ Uy )uy (3.2)

entonces
vheu; =vyeu; — (va@uy) (ug ®uy) =voeu; — (vgeu;)1l =0
de manera que v} es ortogonal a u;. Mds ain, por el teorema (3.1), Uy Uh son
. . . , (U2 i Ul)
linealmente independientes. v} # 0 por que de otra manera v = (vo ® u1) U3 = Wz}l,
1

lo que contradice la independencia de v, y vs.

15



Paso 3. Eleccién de un segundo vector unitario Sea

v
s

entonces es evidente que {u1,us} es un conjunto ortonormal.
Suponga que se han construido los vectores wuy, us, ..., u, (K < m) y que forman un
conjunto ortonormal. Se mostrard cémo construir ;.

Paso 4. Continuacién del proceso Sea
Vo = Ukt — (Vg1 @ up)uy — (Vg1 @ U2) Up — ... — (Vpp1 ® Ug) Uy, (3.4)
entonces para 1 =1,2,...,k
/U;g-i,-]_ ® Uj = Vpy1®U; — (Uk+1 b Ul) (U1 L Uz) - (Uk+1 4 U2) L (U2 L Uz)
— o — (Vg1 o) (wy e uy) — .o — (Vgyr @ wy) (ug ® wy)
pero u; @ u; = 0si j # ¢y u; ®u; = 1. Por tanto,

!/
Uy ® Ui = Vpg1 @ Uj — Vg @ U = 0

Asi {ul, Ugy .oy Uk, Up +1} es un conjunto linealmente independiente, ortogonal y

U1 7 0.

Paso 5. Sea uy 1 =

!
Uk+1

/
ey
ortonormal y se puede continuar de este manera hasta que k£ + 1 = m con lo que se

. Entonces es claro que {uy, us, . .., g, ury1} €s un conjunto

completa la prueba. W
Tomaremos el ejemplo anterior para mostrar que el problema puede ser resuelto

mediante este proceso.

Ejemplo 3.2 Sean u; = (1,0, —1) y uy = (0,2,1) vectores de R3, encontrar otro ugz €

R3, perpendicular a cada uno de los vectores dados.
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Para completar una base para R3, anadimos el vector v3 = (0,—1,0), luego se obtiene

la base:
1 0 0
S = o |-l 21, 3
—1 1 —1

Aplicando el proceso de Gram-Schmidt se obtiene la base ortonormada:

p

1 2 10
o N S N
]
L\ V2 6v2 15 /)

Obedeciendo a lo planteado inicialmente el vector perpendicular a los dados incialmente

e — (210 5 10
P\ 157157 15

Comprobemos que el producto escalar entre el vector obtenido y los vectores dados es

serd

Cero

10 5 10
Uy ®uz = (1,0,—1)0( )

157157 15
10 10
— (1x-—— Oyl x ——
(x 15)+(0X15) (=1x-35)
10 10
= _E+O+E_O
10 5 10
— (021e(-—— 2~
2 ¢ s (0,2, )°( 15° 15 15)

10 5 10
= (0><—1—5)+(2><E)+(1><—1—5)
B 10 10
N 15 15

Efectivamente el vector uz es perpendicular a cada uno de los vectores dados.
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Al comparar el vector obtenido mediante el proceso de Gram-Schmidt, con el vector

obtenido por el producto cruz vemos que uno es miiltiplo escalar del otro, es decir:

cann-a (2 1)
Luego el método de Gram-Schmidt soluciona el problema.
Al resolver el problema mediante sistemas de ecuaciones lineales o el proceso de Gram-
Schmidt; se obtiene el mismo o un miiltiplo escalar, del vector que se obtiene de la
definicién cldsica del producto cruz; sin embargo resolver el problema mediante estos
métodos es una tarea larga y tediosa y més si las componentes de los vectores son
escalares grandes.
El objetivo del trabajo es generalizar el problema a dimensiones mayores. Luego en R"
el problema sera:
Dados (n—1) vectores de R" linealmente independientes se quiere
encontrar un vector de R que sea simultdneamente ortogonal a los otros
dados.
Como se mencioné anteriormente el problema se puede resolver mediante sistemas de
ecuaciones y el proceso de Gram-Schmidt, pero es una tarea larga y tediosa, para lo
cual se pretende encontrar un método sencillo que lo resuelva en R".
Dado que en R? resolver el problema utilizando la definicién clésica del producto cruz,
que consiste en el desarrollo de un determinante simbdlico resulta facil, se podria pensar
resolver el problema con un determinante de orden n x n.
Luego primero se plantears el problema en R* y se resolverd para un caso particular,
empleando la forma simbélica de un determinante como en el caso de R?, es decir
colocando la base de vectores coordenados unitarios para R* en la primera fila del
determinante, y los vectores a los que se les busca el producto cruz en los siguientes
tres renglones. Para R* el problema seré:

Dados tres vectores arbitrarios, hallar un vector ortogonal a cada uno de los
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vectores dados.

Ejemplo 3.3 Dados los vectores A = (1,0,0,2);B = (0,1,0,1) y C = (0,1,1,0)
encontrar otro D € R*que sea perpendicular a los tres dados.
Tomando (e1, e, €3, e4) como los vectores coordenados unitarios de R* el determinante

para este caso particular es:

€1 €2 €3 €4

1 0 0 2
Ax Bx(C =

0 1 0 1

0 1 1 0

desarrollando el determinante por cofactores se tiene:
00 2 1 0 2 1 0 2 1 00

=e|1 0 1|—e|0 0 1|+e3|0 1 1|—es|0 1 O
1 10 010 010 011

= 2e1 4+ leg — leg — ley

Por tanto D = (2,1,—1,—1)

Se verifica que D es ortogonal a los vectores dados.

AeD = (1,0,0,2)e(2,1,—1,-1)
= (I1x2)+(0x1)4+(0x-1)+(2x —1)
— 240+0-2

= 0
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BeD = (0,1,0,1)e(2,1,—1,—1)
= (0x2)+(1x1)4+(0x—-1)+(1x-1)
= 041+0—1

= 0

CeD = (0,1,1,0)(2,1,—1,—1)
= (0x2)+(1x1)+(1x—-1)+(0x—1)
= 04+1-1+0

= 0

El siguiente ejemplo es un problema de un caso particular para R® que se resolvers,

similarmente como en R*.

Ejemplo 3.4 Dados los vectores A = (1,0,0,1,1); B = (0,1,1,0,1);C = (1,0,1,0,0)

y D =(1,0,0,1,0) encontrar otro E € R®que sea perpendicular a los otros dados.

€1 €2 €3 €4 €5

AxBxCxD=|0 1 1 0 1
0

0011 1 011 1 011
1 101 0101 0101

= €1 — €9 +€3 —
01 00 1100 1 0 00
0010 1 010 1 010
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0111 0110
— €4 + €5

1010 1 010

1000 1 001

= —le; — leg + les + leg + Oes
Luego E = (—1,—-1,1,1,0)

AeE = (1,0,0,1,1)e(~1,-1,1,1,0)
= Ix-1)+0x-1)+(0x1)+(1x1)+(1x0)
= —14+0+0+1+0

= 0

BeFE = <071717071).(_17_1717170)
= Ox-1)+(Ix-1)+(1x1)+(0x1)+(1x0)
= 0-1+140+0

= 0

CeE = (1,0,1,0,0)e(—1,—1,1,1,0)
= (Ix-1)+(0x—-1)4+(1x1)+(0x1)+(0x0)
= —1+0+1+0+1

= 0
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DeE = (1,0,0,1,0)e(—1,—1,1,1,0)
= (Ix-1)+(0x—-1)+(0x1)+(1x1)+(0x0)
= —14+04+0+1+0

= 0

De la misma manera se podria presentar ejemplos aumentando la dimensién y asi ver
que la definicién del producto cruz efectivamente resuelve el problema; lo que permite
pensar que el producto vectorial se puede generalizar con un determiante de orden n x n.
Luego la generalizacion del producto cruz estarfa hecha; sin embargo lo que ahora es
interesante es ver por que la definicién del producto cruz dada resuelve el problema. y

por qué mediante esta definicién resulta fécil generalizar el producto vectorial.
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Capitulo 4

PRODUCTO CRUZ EN R"

En este capitulo se estidudiardan algunos conceptos del — Algebra Lineal que nos
permitirdn comprender por que mediante la definicién del producto cruz podemos
encontrar un vector perpendicular a otros dados en cualquier dimensién.

Del curso de algebra lineal se sabe que:
Definicién 4.1 Sea V un espacio vectorial se llama producto interno a la aplicacion

T:VxV >R

(v1,v9) —a

tal que a cada par de elementos vy y wve de V corresponde un nimero real unico
(v1,v9) = « que tiene las siguientes propiedades para cualquier vi,ve y v3 de V y

para todo escalar c.

(v1,v2) = (v2,v1)

(v1,v2 + v3) = (v1,v2) + (v1,03)

(v, v9) = (v, vs)

(vi,v1) >0 si vy £0
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Ejemplo 4.1 Sean A = (ay,a9,...,a,) y B = (by,ba,...,b,) vectores de R™.

(A, B) = Z arbg, define un producto interno en R™.
k=1

Ejemplo 4.2 Sean f y g funciones en C'[a,b] el espacio lineal de todas las funciones

reales continuas en un intervalo |a, b].

b
()= [ g
define un producto interno de dos funciones f y g.
Definicion 4.2 Si A es un vector en R™, su longitud o norma se designa con
1
[A]l = (A e A)2 (4.1)
donde (A e A) es el producto interno definido como en el ejemplo (4.2)

Definicién 4.3 Se llama base ortogonal a una base cuyos elementos son ortogonales

dos a dos.

Definicién 4.4 Una base se llama normada si sus elementos son normados, es decir,

st la norma de los vectores que la componen es 1.
Definicién 4.5 Una base se llama ortonormada si es ortogonal y normada.

La siguiente observacién menciona el hecho sencillo que un espacio vectorial posee una

base ortonormal y que en particular esta base puede ser la canénica.

Observacion 4.1 Por el proceso de Gram-Schmidt todo espacio vectorial de dimension
finita tiene una base ortonormal. En R™, b= {ey,es,...,e,} dondee; = (1,0,0,...0);

es =(0,1,0,...,0);...5e, =(0,0,...,1) es la base ortonormal candnica de R™.

Definicién 4.6 Una funcion T : R" — R™ se llama transformacion lineal de R™ en

R™, si:
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1. T(x+y)=T(x)+T(y), cualesquiera quiera que sean = ey de R"

2. T (ax)=aT (z), para todo x de R" y cualquier escalar .

Esto significa que T' conserva la adicién y la multiplicacién por escalares.

Observacion 4.2 » Las dos propiedades de la definicion ( 4.6 ) pueden combinarse

en una formula que establece que

T (ax + By) = oT (z) + BT (y) .

s Sim =1 es decir si'T : R" — R es una transformacion lineal se dice que T es

un funcional lineal.
Definicién 4.7 Se llama funcional bilineal sobre R?x R? a la aplicacion
T : R°xR*—=R
(v1,v9) = T (v1,v2)
que posee las siguientes propiedades: Para todo vector vy, v}, ve, vl y cualquier r € R
- T(rvy,ve) =T (v1,109) = tT (01, Vo)
- T(vy 4+ v}, v9) =T (v1,v9) +T (v}, v2)
- T'(v1,v9 + vh) =T (vy,v9) +T (v, vh)
es decir T es lineal para cada una de las variables.
Observacién 4.3 » Se puede definir una funcional trilineal como la aplicacion
T:R®x R x R® - R,
(v1,v9,v3) — T (v, V2, v3)

que T cumple las siguientes propiedades
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1. T (avy,va,v3) =T (v, v9,03),
T (v1, avg, v3) = aT (v1,v9,v3)
T (v1,v9, avs) = T (v1, v, v3) .

2. T (v + v}, v9,v3) =T (v1,v9,v3) + T (v, v2,v3),
T (vi, vy + vh,v3) = T (v1,v2,v3) + T (v, vh,v3) ,

T(Ul,vg,’Ug, + Ué) = T(U17U27U3) —+ T(Ul,UQ,Ué) .

= De manera general se puede definir:

Una funcional n-lineal en R™ es la aplicacion T:R"xR"x...xR"—R
n — veces
definida
como
(V1,09 ..., v,) = T (v, 09, ..., 0y)

y que cumple las propiedades.

1. aT (v1,v2, ..,V Uy) =T (V1,09 ..., QU ..., Uy)

2. T (v1,09,...,0+Uj,...,0,) =

=T (v1,02, ., Vi .o, V) + T (1,02, ..., Uj, ..., Up)

es decir, T es lineal para cada una de las variables.
Ejemplo 4.3 En R? sean vy = (a1, as) vy = (b1, b2) ¥

T : R*xR*—=R

(v1,v9) — det (v1,v9)

es una funcional bilineal.
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Ejemplo 4.4 En R" sean vy, vs, ..., v, vectores de R" y

T RHXRHX...XRTHR

N

-~

n — veces
(v1, V2, ..., U,) — det (v, Vg, ..., 0,)
es una funcional multilineal o n-lineal.

Como se sabe de los cursos de Algebra lineal si B = {uy,us,...,u,} es una base de
un espacio vectorial V', cada elemento de V' se expresa de manera tnica como una
combinacién lineal de los elementos de la base. A demads si el espacio es un espacio
con producto interno (producto escalar) y la base es ortonormal ordenada, es muy fécil

determinar la combinacion lineal como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 4.1 Si B = {uy,us,...,u,} esuna base ortonormal de un  espacio con
n

producto interno y v € V entonces v = Z apug, donde ap = (v, ug) .

k=1
Demostraciéon. Como B es base existen A1y ..., 0y escalares tales que v =
ajuy + agug + ... + anu,. Para cada k € {1,2,3,...,n} se tiene entonces que:
(vyug) = (a1uy + ... + Gply, ug)

= ay (ur,ug) + ... + an (Up, ug)

= ay (ug, ur) = ay,
va que (u;, ug) = 0, para i # k'y (ug, ug) = l.n [
En particular se tiene que: para v € R", v = Z ager, donde a,, = (v, ex) vy {e1, €2, €}
es la base candnica ortonormada de R". =

El siguiente teorema sobre transformaciones lineales en R" permite obtener una

generalizacién del producto cruz o producto vectorial de R? a mds dimensiones.

Teorema 4.2 Si T : R" — R es un funcional lineal, entonces existe vy € R™ tnico tal

que Tv = (v, vy) .
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Demostracién. Sea B = {ej,es,  e,} la base ortonormada canénica de R™.
n

Para cada j,1 < j <n,seaTe; =a; y vy el vector vy = E arey entonces para cada
k=1

7,1 <5 < n se tiene que

n n

(vo,€5) = Zakek, ej ) = ay (e, e;) = a; = Te; (4.2)
k=1 k=1

ya que (ep,e;) =0sik#j y (eje) =1

n
A demads si v es un vector cualquiera de R", tenemos que: v = E brer v por la

k=1
linealidad de T"y (4.2 ) :

n n
Tv = Zkaek = Zbkak = (v,v). M
k=1 k=1

Claramente si F': R" x R" x ... x R” =R es una transformacién n-lineal, dados

J/

¢
n — veces
(n — 1) vectores fijos uy, ug, . .., u,_1 la funcion T' = F (uy, ug, . .., u,_1,v) €s una trans-

formacién lineal y por el teorema anterior existe un tinico vector vg € R" tal que

Tv = (v,vg)

Como sabemos el determinante de orden n X n de n vectores en R™ en realidad es una

transformacion n-lineal de R” X R" x ... % R’i en R" es decir

¢
n — veces
F (vy,v9,...,0,) — det (v, v2,...,0,)
donde vy, ve, ...,v, € R" es una transformacién n-lineal.
Si uy,ug,...,u,—1 son (n—1) vectores de R" la funcién 7' : R® — R definida por
T (v) = F (uy,ug, ..., u,_1,v) es una transformacién lineal de R” en R, y por el teorema

anterior existe un tnico vector vy € R™ tal que
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(v,v9) =Tv=F (ug,ug,...,Up_1,v)

(4.3)
= det (ug, ug, ..., Up_1,0)
por lo tanto simbélicamente tenemos que:
€1 €2 €n
1 1 1
u u e u
1 2 n
Vg = . . . ) (44)
n—1 n—1 n—1
Uy Uy Up,
donde {e;, ey, es,..., e,} esla base canénica para R", es decir, e; = (1,0,0,...,0);
es =(0,1,0,...,0);...5e, =(0,0,0,...,1) y escribiendo los vectores uy, ug, ..., U, 1
como
— (] 1 1
Uy - <u17 Us, ) un)
— (02 22 2
Uz - (ula Ua, ) un)
_ n—1 , n—1 n—1
Up—1 = (ul yUg y Uy )
vy es el Producto Vectorial de los vectores uq, uso, ..., Up_1.
Andlogamente al caso de R3 F (uy,us,...,uy_1,v) se llama Producto Mizto de los
vectores Uy, Ug,...,Up—1 Y V.

Con base en lo anteriormente expuesto tenemos que:

Definicién 4.8 Sea F :R"xXR"x ... xR"—R el funcional n-lineal definido
por F (v) =det (uy,uy,...,u, ;,v). Observe que F(e ,e, e,) =1 dondee, e, e,
es base de R".Dados n—1 wvectores en R" up,u,,...,u

1, la funcion

T: R* - R definida por T (v)=F (ul,uz, .. .,un_l,v) =det (ul,uz, . ,un_l,v)
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es una transformacion lineal y por tanto existe vo € R" nico tal que
T (v) = (v,vy); vo se llama Producto Vectorial (o Producto Cruz de los

vectores uy,...,u, ) y se denota por vy = u;XUgX ... X Uy_1.
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Capitulo 5

PROPIEDADES DEL PRODUCTO
CRUZ EN R"

En el capitulo 2 se vieron algunas propiedades bésicas del producto vectorial en R3. En
este capitulo se estudiardan las mismas propiedades para el producto vectorial en R"”,
estas propiedades son:

Para todo uq, us, ..., u,_1 vectores de R", tenemos:

® u; X Uy X ... X u,_1es ortogonal a cada uno de los vectores uq, ..., U,_1. (5.1)
® Uy XUy X .. XUy g =0<= {uy,...,u,_1} es linealmente dependiente. (5.2)
® Uy XU X oo X Up_] = —Ug X U X ... X Up_1 (5-3)
® U X Uy X oo XU+ U X oo X Upyq = (5.4)

= (up X Uug X ... X U3 X oo X Up_1) + (U X ug X ... X 0

IX X Upyq)

o a(uUp X Ug X oo XU X oo X Up_1) = (U X Uy X oo X QU X .. X Up_1)
parai € {1,2,3,...,n— 1}
(5.5)

(5.1) se obtiene de reemplazar en (Def.4.8) a v por u;, donde i € {1,2,...,n — 1}; luego
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T(ul) = <ui,'U0> = F(Ul,UQ, RS § VN ,un,l,ui)
:det(ul,u2,...,ui,...,un,l,ui) =0
De (4.8) se tiene que u; X ug X ... X u,_1 = 0 8i y sélo si para cada v € R",

det (ug, ug, ..., up_1,v) = 0, pero esto se da siy sélo si uy, ug, ..., Uy_1,v son lin-

ealmente dependientes lo que prueba (5.2).

(5.3) se deduce a partir de la antisimetria de la funcién determinante es decir para

i, je{l,2,...,n—1}

Up X Ug X oo XU XU X oo X Upg = det (ug, Ug, ..., U, Uy o Up—1, V)
= —det (w1, Ug, ..., Ujy Uiy ..., Up—1, V)
(5.4) y (5.5) se comprueban facilmente de la linealidad de la funcién determinante que

comprende dos aspectos,

Up X U X oo XU 40 X oo X Uy = det (ug, Ugy ..o 0 + UL U1, V)
= det (ug, Uz, ..., Viy ..oy Up_1,v) +det (ug, ug, ...,V ... Uy_1,0)
y
(U X Uy X oo XU X oo X Up—q) = cvdet (ug, Ugy oy Uy, ooy Uy, V)
= det (uy, ug, ..., QU4 ..., Up_1,V) .

Geométricamente en R, u; X us, u1, up puede ser interpretado como el paralelogramo
formado por el vector u; X us y el plano generado por los vectores uq, us, ya que sabemos
que u; X us es perpendiducalar simultaneamente a 11y a us. Cuando u; X ug se representa
geométricamente mediante una flecha, la direccién de u; X uy estd determinada por la

“regla de la mano derecha”. Ademds |u; X us| es el drea de ese paralelogramo.

Para R” esta interpretaciéon geométrica corresponde a que si u; X ug X ... X Up_1 # 0
entonces Uy X U X ... X U; X ... X Up_1, U1, Us,...,U,—1 forman un paralelepidedo

orientado positivamente.
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Ahora el volumen orientado del paralelepipedo de dimensién n, formado por los vectores

Uy XUy X ... X Up—q1, U,U2,...,Up—1 €S:

det (w1 X oo X Up_1, Uty oy Up—1) = (U1 X Uy X oo X Up_1) ® (U X Uy X oo X Up_1)

= |uy X Uy X oo X Up_q1|> >0 (5.6)

En otras palabras geométricamente se ve que el vector uy X ug X ... X u,_1 es ortogonal
al hiperplano formado por los vectores uy, us, ..., u,_1. Por lo tanto, el volumen
n-dimensional del paralelepipedo es T'h, donde h es la “altura” |u; X ug X ... X u,_1| y

I' es la “base” del paralelepipedo formada por los vectores uy, us, ..., Up_1.
OTRAS PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL

Ademss de las propiedades bédsicas expuestas la iniciar el capitulo, en R? se tienen las

siguientes propiedades:

up X (ug X uz) = ug (ug @ uz) — uz (ug ® us) (5.7)
(up X ug) ® (ug X ug) = (ug @us)(us @ uy) — (ug ®uy) (ug @ us) (5.8)
Si se desarrolla el primer miembro de (5.7), tomando los vectores u, us, ug como up =

(a1,a9,a3), ug = (by,be,b3), us = (c1,co,c3) y a {i, j, k} la base ortonormada candnica

de R3, de la Def. (4.8) se tiene

i ok
Uy X (Ug X U3) =U X | by by b3
Ci C2 C3

desarrollando cada uno de los determinantes,
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Uy X (’UQ X'U,g) =

by b3 b1 b3 by be
Coy C3 C1 C3 1 C2
by by bi b3 by by by b3
uy X (ug X ug) = |ag — as — |y — as
C1 C 1 C3 C1 C2 C1 C3
by bs by b3
+ aq — a9
C1 C3 Coy C3
Uy X (ZLQ X Ug) = a2b102 — agbgcl — a3b103 + a3b361 — a1b162 + aleC1+

‘|—(13b203 — a3b362 + (llbng — CL1b3Cl — CLQbQC3 + a2b302
Se suma 0 = (a1b101 — alblcl) + (a2b262 — CLQbQCQ) + (a3b363 — a3b303)

up X (ug X ug) = (arbic; — arbicy) + (agbace — asbacs) + (asbscs — agbses) +
+&2[)102 — ClgbgCl — CLgblcg + agbgcl — CllblCQ + a1b201—|—
+CL3b203 - a3b3€2 + a1b103 - CL1b3C1 — CLngCg + CLngCQ

Reacomodando los términos, se tiene

uy X (ug X ug) = (a1bicr + agbica + asbics + a1bacy + asbaca + aszbacs+
+UJ16361 + CZngCQ + agbgcg) — (a1b101 + &26261 + a3b301+
+(l1b102 + a2b2c2 + CL3b302 + a1b103 + a/2b203 + a3b303)

Se observa que la anterior ecuacién se puede escribir como:

w X (up X ug) = {bl (zi;l aici) b (zi;l aici> by (zi;l aic,.)} ~
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— [cl (il ain-) + ¢ (il aibi> +c3 <i1 aibi)}
3 3
up X (ug X ug) = ug (; aici) — us (Zzzl aibi)
up X (ug X ug) = ug (u; @ uz) — uz (ug @ ug).
Quedando demostrado que se cumple (5,7). Usualmente la propiedad (5.7) se escribe
ax(bxc)=b(aec)—c(aeb)y sellama identidad “baccab”.

Para prObar (578)7 se tomaran U = (a17a27a3) y U2 = <b17b2ab3) y U = (Cl7027c3) y
ug = (dy,ds, d3) vectores de R3; y a {7, 7, k} como la base ortonormada canénica para

R3, a partir de Def (4.9) se tiene

ik ik
<U1XU2).(U,3XU4) =1l a as as ® | 1 Co c3 | —

by by b3 di dy ds
Desarrollando los determinantes

Qg a3 a; as a1 Qa2 Cy C3 C1 C3 C1 Co
= — —+ ° — + =
by b3 by b3 b1 by dy ds dy ds dy do
Gz as Co C3 ay as C1 C3 a1 Qg C1 Cg
= + + =
by b3 || da d3 by b3 || di d3 by by || di do

= (a2b3 — agbg)(C2d3 — ngg) + (a1b3 - a361>(01d3 — C3d1) + (albg - CLle)(Cldg — Cle) =
= <a2b302d3 — a2b303d2 — a36202d3 + a3b263d2) + ((llbgcldg + a1b363d1 - a3b101d3 + a35163d1)+

—f-(albgcldg — a1b202d1 — a2b101d2 + Cbgblcgdl) =

= (a2b302d3 — a2b3€3d2 — a36202d3 + a3b203d2) + (a1b301d3 + a1b363d1 - a3b101d3 + a3b103d1)+
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+(a1b201d2 — a16202d1 — a2b101d2 + a2b102d1) + (a1b101d1 — alblcldl) + (a2b202d2 — a26202d2)+
+((13b363d3 — a3b3€3d3) =
Sumando 0 :(a1b101d1 — alblcldl) + (a/2b202d2 - angCng) + (a3b303d3 — (I3b303d3) y

reacomodando los términos

= (a1b101d1 + albgcldz + a1b301d3 + a2b162d1 + a2b202d2 + a2b302d3+
+a3b103d1 + a3b203d2 + Clgbgcgdg) — (alblcldl + a16202d1 + a1b303d1+
&leCldg + a2b262d2 + agbgcgdg + G3b161d3 + a3b202d3 -+ agbgcgdg) =

la ecuacién anterior se puede escribir en términos de sumatorias asi:

M

3 3
— |: (lldl <Z bzcz> + a2d2 ( bzcz) + a3d3 (Z bzcl)]
1=1 i=1 i=1

_ (é aicl-) (é bidi) - (i a:d, (i bici) — (un @ ug) (13 @ ) — (ur ® 1g) (s ® us)

i=1
Quedando demostrada la propiedad (5.8).
Ahora se presentard una demostracién de la propiedad

(axb)xc=b(aec)—a(bec) (5.9)

que se encuentra en un articulo de la American Mathematical Monthly. El motivo para
presentar esta prueba es la difultad de encontrar un argumento sencillo que permita

demostrar esta propiedad.
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Tomando la definicién geometrica a partir de que a X b, es perpendicular a a y b, y

segin la regla de la mano derecha;
la < bl| = [la]| [|b]| sin6, (5.10)
donde @ es el dngulo entre a y b. Ademés:

bxa=—axb (5.11)

bea=|b||alcosd (5.12)

Se asume que a y b son linealmente independientes, de otro modo ambos lados de (5.9)
seria cero.

Sea II el plano generado por a y b, luego axb L II. Asip:=(axb)xa€ll y p L a,
con p y b al mismo lado de la flecha que representa al vector a; asumimos que todos los

vectores parten del origen, luego

a) Evidentemente

b= Hby|HZ—”cose+HbHH%Hsme

s iy 2 :
multiplicando la ecuacién por (a @ a) = ||a||”, y asociando de manera adecuada se

tiene,

o]l llal* cos 6 . -

(aea)b = (__TEW___ a+ (llal® o]l siné [lp] ") p
= (bl llall cos 8) a+ (llall [o] sin 6 ||all ||| ") »
= (bea)a+ ([laxblllall lplI ") »

= (bea)a+p

ya que ||p|| = [|a x || ||a||sin90° = ||a x b]| ||a|| . Esto demuestra (5.9) en el caso ¢ = a;

luego
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(aea)b = (bea)a+p

p = (aea)b—(bea)a
b) Por la antisimetria del producto vectorial y para el caso ¢ =0b (5.9) se escribe
(axb)xb = —(bxa)xb
= —[(beb)a— (aeb)b] por (a)
= (aeb)b— (bebd)a,
por lo tanto se demuestra la propiedad para este caso.

¢) En el caso ¢ = a x b, ambos lados de (5.9) son cero ya que (a X b) || (a x b) por

la definicién geométrica del producto vectorial ||(a x b) x (a x b)|| = 0.

El caso general sigue a partir de a)-b)-c) y de la linealidad de (5.9) en ¢, ya que a,b y
a x b forman una base para R3
Quedando mostrada de nuevo la propiedad (5.8), escrita en la forma usualmente

conocida como “baccab”.

En R™, las identidades (5.7) y (5.8), se dan a continuacién, luego para uy, ug, ..., U2 ¥

wy, W, ..., w,_1 vectores de R”, se tiene que

w1 Wn—1
Uy ® Wy Uy ® Wp—1
1
Uy X U X oo X Up_g X (W1 X W X oo X Wy_y) = (—=1)"F
Up—2®Wp - Up—2®Wy_1
(5.7%)
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Uy ®wWy e U @ Wy

(U X oo X Up_1) @ (W1 X oo X Wy_1) = : : : (5.8%)

Up1 W] -+ Up_1® Wp_1

donde en (5.7)* y (5.8)* el determinante se interpreta la manera usual.
Se prentende ahora dar una prueba de la identidades (5.7)* y (5.8)* para R" usando
algebra lineal elemental.
Sin embargo, esta prueba merece un analisis algebraico detallado, el cual se sale del
objetivo original [3].

A continuacién se mostrara que la propiedad (5.8)* se deduce de (5.7)*.
DEMOSTRACION

(5.7)* se tiene si y solo si para todo u; € R™,

U1 ® Wq U ® Wy_1
Uz ® W cre U @ Wy
Ul.[UQX...XUn,1X<w1 X Wy X ... X wnfl)] = <_1)n+1 2 1 2 n—1
un,1 [ J wl e unil PY wnfl
(5.13)

Sin embargo, a partir de un paso n es una permutacién uniforme si y solo si n es impar,

de la (Def. 4.8) y de la antisemetria del determinante, se tiene:

Uy ® [Us X oo X Up_1 X (W1 X Wy X ... X Wp_1)]
= det (uq, ..., Up_1, W1 X Wg X ... X Wy_1)
= (_1)n+1 det (w1 X Wy X ... X Wp—1, U1, ...,Un_l)

= (=)™ (wy X Wy X ... X Wy_q) ® (U X ... X Up_q) (5.14)

39



Lo anterior muestra por que solo es necesario probar una de las propiedades (5.7)* y
(5.8)*, ya que una es consecuencia de la otra. Sin embargo mostraremos una prueba de
(5.8)*

Si wy, ..., w,_1 son linealmente dependientes entonces el lado izquierdo de (5.8*) es cero
por (5.2); el lado derecho tambien es cero, ya que los vectores columna son lineal-
mente dependientes. Luego se supone que |w; X ... X w,_1| # 0, en este caso se definen

matrices de n x n

Wy, X eoo X Wp—1

51

Up—1

donde M es una matriz de vectores fila y N es una matriz de vectores columna. Por

(Def. 4.8) tenemos

det (M) = (w1 X wg X co. X Wy_1) @ (U X . X Upy_1); Y (5.15)
det (N) = det (N") = (w1 X wa X ... X wy_1) @ (w1 X Wy X ... X Wy_1)

2

= |'LU1 X Wy X ... X Wp-1 (516)

puesto que de (5.1),

2
|w1 X ..o X wn_1| 0 s 0
uy @ (Wy X Wy X ... X Wp_1) Uy oWy v U @ Wy
MN =
Up_1 @ (W1 X Wo X . X Wp_1) Uy 1 ®W *+ Uy 1 ® Wy 1
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El determinante de la submatriz

Uy ® W Uy ® Wp—1
X = (u; X wj) = : : : (5.17)

Up—1 W1 - Up—1 ®Wp—1

es el lado derecho de (5.8)*. Partiendo de

lwy X ... X wy_1|? det (X)
=det (MN) = det (M) det (V)

= (w1 X Wy X ... X Wy_1) ® (Ug X oo X Up_1)) |wy X oo X wy_1]*. (5.18)

y |wy X ... X w,_1| # 0, se completa la demostracién de la ecuacién (5.8)*. W
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