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RESUMEN

TITULO: EL MODULO DE CONVEXIDAD Y LA CONSTANTE DE JAMES*.
AUTOR: HERNANDEZ ROJAS DIANA ISABEL**.

PALABRAS CLAVES: CONVEXIDAD UNIFORME, CONVEXIDAD ESTRIC-
TA, MODULO DE CONVEXIDAD, CONSTANTE DE JAMES, ESPACIOS UNI-
FORMEMENTE NO CUADRADOS.

DESCRIPCION:

El objetivo de este trabajo es, dado un espacio de Banach X, estudiar algunas propie-
dades del médulo del convexidad, la constante de James, algunas relaciones que existen
entre el mdédulo de convexidad y la constante de James, y finalmente su relacién con la
geometria del espacio en cuestion.

En el primer capitulo (preliminares) se definen los espacios de Banach y se muestran
ejemplos importantes para el desarrollo del trabajo; ademés se introduce una primera
nocién geométrica en el espacio de Banach X, llamada convexidad estricta, y por lti-
mo se presentan las desigualdades de Clarkson, las cuales serdan usadas en el capitulo
dos.

En el segundo capitulo se definen la nocién geométrica de convexidad uniforme en los
espacios de Banach y la funciéon moédulo de convexidad, con el fin de estudiar su relacién
con la convexidad estricta. Seguidamente se ilustran algunos ejemplos que cumplen o
no con la definiciéon de convexidad uniforme haciendo uso de la funcién mencionada
anteriormente. Se finaliza este capitulo con algunas propiedades que cumple la funcién
moédulo de convexidad.

Finalmente, en el tercer capitulo se definen tres constantes, As2(X), S(z)y J(X), esta
ultima llamada la constante de James. Se estudia entonces en este apartado la relacién
de J(X) con el médulo de convexidad, ademds de algunas desigualdades que cumplen la
constante de James y As(X). Para terminar, se definen los espacios uniformemente no
cuadrados (UNS) y se muestra una relacién que existe entre el médulo de convexidad

y la constante S(X).

*Trabajo de grado.
**Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Michael Alexander Rincon

Villamizar (Doctor en Matematicas).



ABSTRACT

TITLE: THE MODULE OF CONVEXITY AND JAMES’S CONSTANT™.
AUTHOR: HERNANDEZ ROJAS DIANA ISABEL**.

KEYWORDS: UNIFORM CONVEXITY, STRICT CONVEXITY, MODULE OF
CONVEXITY, JAMES’S CONSTANT, UNIFORMLY NON-SQUARE SPACES.

DESCRIPTION:

The purpose of this work is given a Banach space X to study some properties from
the convexity module, the James’s constant, some existing kind of relations between
the module of convexity and James’s constant and finally, its link with space geometry
included.

In the first chapter (preliminaries) the Banach spaces are defined and some impor-
tant examples are shown for the development of this work also it’s introduced a first
geometry notion in the space Banach X called strict convexity and in the end the
Clarkson’s inequalities are presented which will be used in chapter number two.

In the second chapter is defined the geometric notion of uniform convexity in Banach
spaces and the convexity module function with the purpose of study its relationship
with strict convexity then some examples are exhibited to show if they comply or not
with uniform convexity definition using the previously named function. This chapter
ends with some properties that the convexity module function fulfills.

Ultimately in the third chapter given a Banach space X three constants are defined
As(X), S(x) y J(x), the last one is called James constant. Its studied in this chap-
ter the relation J(x) with convexity module also some inequalities that fulfill James’s
constant and As(x). To finish the non-square spaces are defined (UNS) additionally, its

exposed a relation between the convexity module and S(x) constant.

*Degree work
**Faculty of Sciences. School of Mathematics. Advisor: Michael Alexander Rincén Vi-

llamizar (PhD in mathematics).



INTRODUCCION

Uno de los propésitos de la Geometria de los Espacios de Banach es estudiar las pro-
piedades geométricas de éstos, tales como convexidad estricta, convexidad uniforme,
etc. Una manera de estudiar tales propiedades es introduciendo parametros asociados
al espacio de Banach en cuestion por medio de funciones reales cuyo valor dependera
del espacio de Banach considerado. Esta idea es inspirada por Clarkson ! [2] quien
introdujo la nocién de convexidad uniforme através de una funciéon conocida como el
modulo de convexidad, la cual es definida como sigue: dado un espacio de Banach X,
definimos 0x : [0,2] — [0, 1] por

T+y
22| el = ot = vl = ol =}

ox(e) =inf {1 -

Diremos que X es uniformemente convexo si dx(¢) > 0 para cada 0 < £ < 2. Geométri-
camente, esto significa que el punto medio de una cuerda variable de la esfera unitaria
del espacio no se aproxima a la superficie de la esfera salvo si la longitud de la cuerda
tiende a cero.

Otra propiedad estudiada en la geometria de los Espacios de Banach es la propiedad
de ser uniformemente no cuadrado, introducida por James ? en [7]. Diremos que un
espacio de Banach X es uniformemente no cuadrado si existe 0 < § < 1 con la siguiente
propiedad: dados z,y € X con ||z|| = |ly|| = 1 tenemos ||z +y||/2<1—-0do0|z—y|/2 <
1—4.

1J. A. Clarkson, Uniformly convex spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 40 (1936), 396-414.
2R. C. James, Uniformly non-square Banach spaces. Ann. of Math. (2) 80 (1964),
542-550.
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Una manera de caracterizar los espacios de Banach con esta propiedad es através de la

constante de James, definida como:

J(X) = sup{min{||z —yl, [z +yll} - llz] = llyll = 1}.

Esta constante fue introducida por Gao y Lau 3 en [5]. Es claro de las definiciones que
X es uniformemente no cuadrado si, y solo si, J(X) < 2. Mas ain, es conocido que
un espacio de Banach X es uniformemente no cuadrado si, y solo si, dx(g¢) > 0 para
algiin 0 < g9 < 2 4[8]. Por otra parte, es mostrado que si X es un espacio de Banach,
la constante de James y el médulo de convexidad se relacionan mediante la siguiente

igualdad:
J(X) =sup{e € (0,2) : ox(e) < 1—¢/2}.

El objetivo de este trabajo es estudiar algunas propiedades del médulo de convexidad,
la constante de James, algunas relaciones que existen entre el médulo de convexidad
y la constante de James, y finalmente su relaciéon con la geometria del espacio en

cuestién. Nuestro trabajo es basado en los resultados de los articulos [1], [3] y [8].

3J. Gao, K. S. Lau, On the geometry of spheres in normed linear spaces. J. Austral.
Math. Soc. Ser. A 48 (1990), 101-112.

4M. Kato, L. Maligranda, Y. Takahashi, On James and Jordan-von Neumann cons-
tants and the normal structure coefficient of Banach spaces. Studia Math. 144 (2001),
275-295.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es presentar una serie de definiciones que serdn usadas en el
desarrollo de este texto, ademas, presentar algunos ejemplos que pretenden ilustrarlas

y asi mismo, se establecera la notacion basica que sera usada a lo largo de este trabajo.

1.1. ESPACIOS DE BANACH

Todos los espacios considerados en este trabajo serdan sobre el campo de los niimeros

reales R.

Definicién 1.1. Sea X un espacio vectorial. Una norma en X es una funcién ||-||: X —

R que cumple las siguientes propiedades:

1. ||z|| > 0 para todo z € X;
2. ||z|| = 0 si, y solo si z = 0;
3. [[Az|| = |Al||z|| para todo z € X y todo A € R;
4. Jlz +y| < ||zl + |ly|| para todo =,y € X.
El par (X, || - ||) es llamado espacio normado.

A continuacién presentamos algunos ejemplos de espacios normados.

Ejemplo 1.2. El campo R es un espacio normado junto con la norma del valor absoluto.



Ejemplo 1.3. Sea X = R?. La funcién || - [[oc: X = R
[2lloo = max{[z1], |22}, = = (z1,22) € X

es una norma en X.

Ejemplo 1.4. Sea X = R2. Considere la funcién || - ||: X — R definida por:

]| o= l|z||2 = (23 4+ 23)Y/2  si z€QUQs;

Hlez‘ml‘-‘r’HfQ’ si x € QU Qy;

llz|lo  si x1.29 > 0;

llz|[fy s x1.29 <0.

Donde los Q;, i € {1,2,3,4}, representan los cuadrantres del plano cartesiano. Verifi-
quemos que || - || es una norma en X. Esta norma es llamada ¢5 — ¢;.

Para ver que (X, || -||) es un espacio normado vamos a considerar los siguientes casos:

Caso 1: Suponga que x € Q1UQ3; en este caso veamos que ||- || cumple con las condiciones

de norma, es decir:

i) Se cumple que ||z||s > 0 ya que ||z||s = (27 4+ 23)'/? para todo par (z1,x3) €
Q1 U Qs.
ii) |||l = 0 si, y solo si, (7 + x3)"/2 = 0. Ahora, x?,z3 > 0; por ende,

x1 = xg = 0, es decir (z1,z2) = (0,0).

ii1) Para la prueba de la desigualdad triangular se usard la desigualdad de Min-

kowski para el caso n = 2, asi

|z +yll2 = ((z1 4+ y1)? + (22 + y2)?) /2
< (2 + 22+ (v + )2

= [lz[l2 + [[yll2-



iv) Sea a € R, se tiene que

[zl = (@)} + (az)3)'/?
= (a*((a} +a3))"/?
= |of (2} +23)/?

= [al[Jz[]2.

Caso 2: Sea x € (Q2UQ4. Para este caso se procede de forma similar, pero esta vez haciendo
uso de las propiedades del valor absoluto. Tenemos entonces que (X, || -||) es un

espacio normado.

Enunciaremos a continuacién la desigualdad de Minkowski una muy conocida desigual-
dad que serd usada en resultados posteriores. Para una prueba de esta, véase [6, Teorema

5.1.1 y Proposicién 5.3.1] .

Proposiciéon 1.5. Suponga que 1 < p < oo entonces,

00 1/p 00 1/p 0o 1/p
(Z |2k +yk\p> < (Z |$k|p> + (Z |yk|p> :
k=1 k=1 k=1

para cualesquiera (x,), (yn) € RN. Si 0 < p < 1 dicha desigualdad se cumple en sentido

contrario.

Ejemplo 1.6. Dado 1 < p < o0, sea
oo
by ={(xn) €RY : ) [2n[P < +o0}.
n=1

Para cada z = (x,,) € ¢, definamos

o) 1/p
]l = (Z Ixn\p> :
n=1

La funcién || - ||, es una norma en el espacio £,. En ese sentido,

i) Observe que ||z|, = 3o, \xn\p)l/p > 0 debido a que |z,|? > 0 para toda n € N.

1/P:0

it) Tenemos que ||z|l, = O o2y |znlP) si, y sélo si, |z, [P = 0 para toda n € N.

ii1) La desigualdad triangular es consecuencia inmediata de la desigualdad de Minkows-
ki.



iv) Sea a € K. Entonces

00 1/p 00 1/p
o], (Z lwnlp> = la| (Z lwnlp) — o2l
n=1 n=1

De ahi se deduce que (¢, || - ||,) es un espacio vectorial normado.

Definicion 1.7. Un espacio de Banach es un espacio normado en el cual toda sucesién

de Cauchy es convergente en el espacio.

Ejemplo 1.8. El campo R junto con la norma del valor absoluto o médulo es un

espacio de Banach.

Antes de presentar el siguiente ejemplo, recordaremos un resultado del Anaélisis Fun-

cional. Para ello, introduciremos una definicién.

Definicién 1.9. Sea X un espacio vectorial. Si ||+ [|1 y || ||2 son normas en X, diremos
que || - |1 es equivalente a || - ||2 si existen constantes K, M > 0 tales que K|z|; <

|z|l2 < M||z||1 para cada = € X.

Proposicién 1.10. Sean |- ||1 y || - |2 normas equivalentes en un espacio vectorial X .

Entonces (X, || - ||1) es Banach si, y solo si, (X, || -||2) también lo es.

Demostracién. Como ||z||1 y ||z||2 son equivalentes en el espacio vectorial X, tenemos
que existen constantes K, M > 0 tales que, K ||z|1 < ||z|2 < M||z||; para cada z € X.
Supongamos primero que (X, | - [[1) es un espacio de Banach. Como (X, | - [|2) es un
espacio vectorial normado, por hipdtesis, basta mostrar que este espacio es completo,
es decir, debemos ver que toda sucesién de cauchy (z,)nen en (X, | - ||2) converge a un
punto del espacio.

Debido a que (X, || -||1) es Banach, existe z € X tal que ||z, — z||1 — 0, esto es, dado
e > 0 existe ng € N el cual cumple que para n > ng tenemos ||z, — z|[1 < ¢/M. Ahora,

como || - ||1 v || - |2 son normas equivalentes en el espacio vectorial X se cumple que
[2n — 2|2 < Mlzn — 2|1 <e,

para todo n > ng, esto es ||z, — x|l2 —> 0. Para mostrar el reciproco se procede de

manera andloga. O

Ejemplo 1.11. El espacio X = R? junto con la norma f5 — ¢ es un espacio de Banach.

Para mostrar que (R?, ] -||) es Banach, por la Proposicién es suficiente ver que



RZ || - |]) es equivalente a (R2, || - [|). Mostraremos que
(R=, q ; q
|zll2 < ||z|| < V2||z|l2 para todo z € R (1.1)

Sea x = (1, 22) € R%. Siz129 > 0 entonces ||z|| = ||z||2 y la desigualdad (T.1]) se verifica
trivialmente. En el caso en que zjx2 < 0 tenemos ||z| = ||z||;. Por la desigualdad de

Minkowski tenemos

l#ll2 = /ot + 23 < \/af + /25 = [a1| + |2a] = [|]-

Para mostrar la otra desigualdad necesitamos ver que |z1| + 22| < \/22% + 223, lo cual

es consecuencia de la cadena de desigualdades:

(lz1] = [a2])? > 0;

\xl\Q — 2|z1me| + ‘1'2’2 > 0;

1] + |22 > 2|w12];

2|21|? + 2Jwa|? > 21| + 2]z172| + |22/
2021 |* + 2022|* > (21| + |22])?

V2|T1|? + 2|22]? > 21| + |22

11111e

De ahi que ||z|| < v/2||z||2. Por tanto las normas son equivalentes.

Ejemplo 1.12. Ly = L2[0,1] denota el espacio vectorial de todas las clases de las
funciones escalares medibles segiin Lebesgue definidas en casi todo punto en [0,1] tal
que fol( f(z))%dx < oo, la suma vectorial y la multiplicacién por escalar es definida

punto a punto, dotado de la norma

1
17113 = / (F(2))? dz.

Ejemplo 1.13. El espacio (£, | - ||p) es un espacio de Banach [4, Proposicién 1.16].

Ejemplo 1.14. Sea C]0, 1] el espacio de funciones continuas definidas en [0, 1] y con

valores en R, junto con la norma

1= 1flls + Ifll2, st f € C([0,1]),

1
donde [|f[loc == supsejo,i) | (@) v [ £13 == /0 (f(x))? dz. Es conocido que || - oo ¥ |- |2

definen normas en C10, 1].

Veamos que (C[0, 1], ||-]|) es un espacio de Banach. Observemos que para cada g € C|0, 1]



tenemos [|g||2 < ||g]lc ¥ pOr tanto

[flloo < IIfIF < 201 flloo, st f € C[0,1].

Esto demuestra que las normas || - ||oo ¥ || - || son equivalentes. Como (C[0,1], || - ||oo)
es Banach [4, Proposicién 1.8], por la Proposicién concluimos que (C10,1],|| - [|)

también lo es.

Definicién 1.15. Sea (X, | -||) un espacio normado. Definimos
Bx={weX:||<1} y
Sx ={zreX : |z| =1}

Los conjuntos By y Sx son llamados bola y esfera unitaria, respectivamente.

Definicién 1.16. Sea (X, | - ||) un espacio normado. El espacio dual de X, denotado
por X* es el conjunto de todos los funcionales lineales definidos en X que son continuos

con respecto a la topologia de la norma.
Observacién 1.17. Dado un espacio normado X, la funcién || - [|: X — R dada por

|z*|| : = sup{|z*(x)| : =z € Sx}

=sup{|z*(z)| : * € Bx}, paracadaz*¢e€ X*,

es una norma en X. Mas aun, el espacio X* junto con esta norma es un espacio de

Banach.

Un problema clasico de la teoria de espacios de Banach es determinar una representaciéon
para el espacio X*, donde X es un espacio de Banach dado. Ilustraremos este problema

con un ejemplo.

Ejemplo 1.18. Considere el espacio X = R? con norma fy — /1. Veamos que X* es

isométrico al espacio Y = R? junto con la norma fy — {o:

lzll2,  siziz2 >0,
]| =

|z]| oo,  sia1m2 <0,

donde z = (r1,22) € R% Sea I': R? — (R?)* el isomorfismo de espacios vectoriales

dado por

(x,y) — xm + yme,



donde 7,7 € (R?)* son definidas por 71 (a,b) = a y ma(a,b) = b, para cada (a,b) € R2.

Si 7 = am + Bma € (R?)* entonces
17l = sup{laxy + Bxa| : [|(z1, z2)]| = 1}
Mostraremos que

(e, B)ll2,  siaf =0,
(e, B)lloos i af <0.

Il =

Tenemos dos casos:

Caso 1: Suponga aff > 0. Si 129 > 0, entonces por definicion de la norma /5 — /1 tenemos

(1, 22)|| = 2% + 3 = 1. Debemos resolver el problema de maximizar

f(z1,79) = ax1 + B2, sujetoa 22 +z3=1y 129 > 0.

Sea g(w1,z2) = 23 + 23 — 1. Usando el método de multiplicadores de Lagrange,

debemos resolver el sistema V f(x1,x2) = AVg(z1,22) y g(z1,22) = 0, es decir,
(o, B) = (2\z1,2)\20), y % + a3 =1.

De modo que a =2X\z1 y B =2Az2. Sia =0y 8 #0, entonces A 0y z1 = 0.
Lo anterior implica que zo = £1 y [f(0,£1)] = |5] = [|(0,£8)]|2- Si @ # 0y

B = 0, un razonamiento semejante demuestra que |f(+1,0)| = |a| = ||(£a, 0)]]2.

Ahora, si aff # 0 entonces A # 0 y concluimos que x1 = a/2\ y x9 = /2. Luego
A =++/a? + 52/2y asi f alcanza sus extremos en los puntos (a/\/a? + 32, /1/a2 + B2)

y
(—a/\/a?+ B2 —B/+/a? + 3?2). Por lo tanto, | f (21, 22)| = /a2 + 82 = [|(a, B)]|2-
Si z129 < 0 entonces, [|(z1,x2)|| = |z1| 4+ |z2| = 1. En este caso, debemos resolver

el problema de maximizar,
f(z1,22) = axy + Bra, sujetoa |z1|+ |xe| =1y z129 <O0.

Siaa=0y S #0, entonces f(x1,x2) = fze. Observe que 0 < |x2| < 1y por tanto
| f(z1,x2)| tiene valor maximo |5 = ||(a, B)||2. Si @ # 0 y S = 0, un argumento

andlogo demuestra que |f(x1,x2)| tiene valor maximo |a| = ||(a, B)]|2.

Considere el caso aff # 0 y supongamos que 1 < 0 y x9 > 0. Entonces podemos



Caso 2:

escribir el problema de maximizacién anterior como sigue
f(x1,m9) = axy + Bre, sujetoa xz9—x1 =1y x1 <0, 29 >0.

Escribiendo x9 = 1 + x1, vemos que f(x1,22) = ax; + B(1 + x1) para cada
—1 <1 <0. Sea g: [-1,0] = R dada por g(t) = at + S(1 +t) = (« + B)t + 5.
Sia>0y S >0, tenemos o + g > 0 y la funcién g tiene valor maximo igual a
B=18;sia< 0y <0, sigue que o+ 3 < 0y g tiene valor méximo igual a

—a = |al.

Como consecuencia de los resultados anteriores sigue que si

a1 = sup{|azy + Bra| : ||[(x1,22)|| = 1, 2122 > 0} = Va2 + (2, y

az = sup{lawy + Brs| ¢ [|(z1,22)| = L, 2122 < 0} = méx{|al, 8]},

entonces ||7]| = max{ai, a2} = ||(a, B)||2-

Suponga a3 < 0. Si 2122 > 0 entonces, ||(x1,22)|| = 2 + ¥3 = 1. En este caso

debemos resolver el problema de maximizar

f(z1,79) = ax1 + B2, sujetoa 22 +z3=1y 129 > 0.

Sia =00 B =0, el mismo razonamiento del caso 1 demuestra que |f| tiene valor
méximo igual a ||(a, 8)||c- Si @f # 0, por simetria basta suponer que a@ < 0y
B >0.Sixz; >0y x2 >0, considere la funcién auxiliar g: [0,1] — R dada por
g(r) = ax+Bv1— 22,0 < z < 1. Entonces ¢'(z) = a—B% < 0 para cada
0 <z < 1. Por lo tanto g es decreciente. Asi o = g(1) < g(x) < ;(0) = (3. El caso

en que 1 < 0y x2 <0 es tratado de manera similar.

Si 129 < 0 tenemos ||(x1,22)| = |z1| + 2| = 1 y debemos resolver el problema

de maximizar
f(z1,22) = azy + Bra, sujetoa |z1]|+ |ve| =1y z129 <O0.

Para resolver el problema anterior basta considerar el caso en que 3 < 0 y
x9 > 0. Entonces 9 = 1+ 21 con —1 < z7 < 0. Sea h: [-1,0] — R dada por
h(t)=at+p(1+t)=(a+P)t+ 5, -1 <t <0.Sia+ <0, la funcién h tiene

valor maximo igual a —a; si a + 8 > 0, el maximo valor de h es S.



Los resultados anteriores demuestran que si

a1 = sup{|axy + Bxa| : ||(21,22)|| = 1, 2122 > 0}, ¥

ag = sup{|axy + Bxa| : |(z1,22)|| = 1, 2122 < 0},

entonces 7] = max{ai,as} = ||(, B)||co-

Lema 1.19. Sea X un espacio de Banach. Si x* € Sx+ alcanza un mdximo local en

x € Sx, entonces |x*(x)| es un maximo global para |z*|.

Demostracion. Para mostrar que |z*(z)| es un méximo global para |z*|, es suficiente
ver que |x*(z)|=1 ya que z* € Sx=«. Si € > 0 es dado, entonces existe u € Sx tal que
1 —¢e < 2*(u). Como z* alcanza un maximo local en x, existe una bola con centro en
x y radio r > 0, B(x,r), tal que x*(y) < z*(x) para cada y € B(z;r) N Sx. Ahora, por

la continuidad de la norma tenemos

x4+ |A|u

lim | ———— —
[l + [Afull

A—0

a:H =0.

De modo que existe 6 > 0 tal que si 0 < |A| < J entonces % € B(z,r)NSx. Por

ello tenemos para 0 < [A| < &

*< x+ [Au
|

<a*(x), estoes, o (z+ [Au) < |l + [Mula* ().
o+ |MuH>

Ahora z*(z + |Mu) = z*(z) + Ax*(u) < ||z + [Aul|z*(z) y asi
[Alz*(u) < (2 + [Mul] = 1)z*(z) < A" ()],

pues ||z + [A|u]| = 1 = ||z + [A|ul]| — ||z]| < |A|. Por lo tanto 1 — & < a*(u) < |z*(x)].

Como ¢ > 0 fue escogido arbitrariamente, se deduce que |z*(x)| = 1. O

1.2. ESPACIOS ESTRICTAMENTE CONVEXOS

La geometria de los espacios de Banach es la drea del Anélisis funcional que se encarga
de estudiar las propiedades geométricas de la bola unitaria de un espacio de Banach. En
los trabajos de A.J. Clarkson en 1936 [2], en su articulo sobre espacios uniformemente
convexos. se introducen las primeras nociones sobre convexidad estricta en espacios
normados. Geométricamente, un espacio normado es estrictamente convexo si la esfera
unitaria de tal espacio no posee segmentos rectilineos. Clarkson demostrard que este

hecho simple, tiene consecuencias importantes en la estructura del espacio en cuestion.
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Definicién 1.20. Un espacio de Banach (X, | - ||) se dice estrictamente convexo, si

para todo x,y € Sx que cumplen ||z 4 y|| = 2 se tiene que = = y.

A continuacién se ilustrard el concepto de convexidad estricta haciendo uso de la geo-

metria del plano.

Figura 1.1: Bola unitaria estrictamente convexa

Antes de dar ejemplos de espacios estrictamente convexos, mostraremos una caracteri-

zaclon.

Proposicién 1.21. Sea (X, | - ||) un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

a) X es estrictamente convexo;

b) Siz,y € X\ {0} son tales que ||z + y|| = [lz[| + [lyll, entonces v = Ay para algin
A > 0.

Demostracion. Supongamos b) y sean =,y € Sx tales que ||z + y|| = 2. Entonces
|z + y|l = ||z|| + ||y||- Sigue de b) que = Ay para algin A > 0. Como z,y € Sx sigue
que A = 1y as{ = y. Reciprocamente, sean z,y € X \{0} tales que ||z+y|| = |z||+|ly]-

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ||z|| < ||y||. Tenemos

= gl = [ o~ [~ |
||x|| [yl llzl * [l] Izl [yl
ile ol = (g~ o)
Yy Yy
ED H ]l [yl
1 1
(el + 1) = ol {737 = 77 ) =
NE H =] Tyl
De lo anterior W + W = 2, y por la convexidad estricta tenemos x = Ay, donde

A = ||lz||/|ly]]. Esto completa la prueba. O
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Ahora se presentaran algunos ejemplos de espacios de Banach que son estrictamente

convexos.

Ejemplo 1.22. El espacio (R2,] - ||2) es estrictamente convexo. En efecto, sean z,y €
R?, @ = (21,22) y ¥ = (y1,42). Supongamos que |[z]l2 = [ly|l2 = 1 y ||z + yll2 = 2

Veamos que x = y. Note que

2 2
4=z +yllx* = Z i + il = Z 2”4 2ziy; + |yl
=1

=1
2 2 2
<Y P+ 2wl >yl
=1 i=1 =1
2
=142 |oyl+ 1.
=1

Sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

2
1<) Jzigil < llzll2llyllz = 1.

i=1
Luego [(x,y)| = ||z||2]|lyll2, ¥ asi, x = cy para algin ¢ € R. Como ||z||2 = |ly|]l2 = 1,
tenemos ¢ = +1. La posibilidad z = —y no puede darse pues ||z + y||2 = 2. Por tanto
r=1yyasi (R%] - |2) es estrictamente convexo.

El ejemplo anterior es consecuencia de un resultado méas general el cual probaremos a

continuacién.
Proposicién 1.23. Todo espacio con producto interno es estrictamente convezo.

Demostracion. Sean H un espacio con producto interno y =,y € H tales que ||z|| =

llyl| =1y ||z +y|| = 2. Como en H se satisface la ley del paralelogramo tenemos,
lz +ylI? + llz = ylI* = 2()z]* + Iy [1*).-

Asi [l = ylI2 = 2(ll2]]? + [[y)[2) — [l + |12 = 0. Entonces = = . O

Observacién 1.24. Recordemos que un espacio con producto interno es llamado es-
pacio de Hilbert si es completo junto con la topologia inducida por la norma asociada
al producto interno dado. La proposicién anterior nos muestra que todo espacio de

Hilbert es estrictamente convexo.

Ahora veamos ejemplos de espacios de Banach que no son estrictamente convexos.
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Ejemplo 1.25. El espacio (R?, || - ||1) no es estrictamente convexo. Para mostrar esto,
sean x = (1,0) y y = (0,1). Note que ||z|1 = ||ly|i = 1, ademas, ||z + y|l1 = 2 pero
T #£y.

Antes de mostrar un ejemplo de un espacio de dimensién infinita que no es estrictamente
convexo, mostraremos un resultado debido a V. Klee que permite construir espacios

estrictamente convexos.

Proposiciéon 1.26. Sean X,Y espacios de Banach con Y estrictamente convexo. Si
T: X =Y es un operador lineal continuo e inyectivo, entonces el espacio X junto con

la norma || - |lo dada por
[zllo = [l] + 1T ()]l

es estrictamente convezo.

Demostracion. Como || - ||p es una norma equivalente a || - ||, sigue de la Proposicién
que (X, -]|o) es Banach. Sean z,y € X tales que el conjunto {z,y} es linealmen-
te independiente, entonces {T'(x),T(y)} también es linealmente independiente. Por la

convexidad estricta de Y tenemos

Iz +yllo = llz+yll + [Tz +y)
<zl + llyll + 1Tz + )l
<zl + lyll + 1T @) | + 1T )
= [lzllo + llyllo-

De donde ||z + yllo < ||z]lo + [|y]lo. Por la Proposicién concluimos que (X, [ - ||o)

es estrictamente convexo. ]

Ejemplo 1.27. Veamos que el espacio de Banach (CI0,1],| - ||) (ver Ejemplo
es estrictamente convexo. Consideremos el espacio Ly[0,1] de las funciones cuadrado
integrables (ver [4, Definicién 1.18]) junto con la norma || - ||2. Entonces el operador
Id: C0,1] — L2[0,1] dado por Id(f) = f, f € C|0, 1] es inyectivo y continuo ya que

1 1/2
£z = ( /0 |f<t>r2dt) < fll.

Como (L2[0,1]), ] - ||2) es Hilbert, por la Observacién sigue que (L2[0,1]), ] - ||2) es
estrictamente convexo. Por la Proposicién sigue que (C[0,1],]|-||) es estrictamente

convexo.
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1.3. DESIGUALDADES DE CLARKSON

En esta seccién probaremos las desigualdades de Clarkson para el espacio ¢,. Estas
desigualdades se usardan a fin de establecer la convexidad uniforme del espacio (¢p, || -
llp), 1 < p < oo, como se verd en la seccién 2.2 del Capitulo 2. Recordemos que si

1 < p < oo, el nimero g =p/(p— 1) es llamado conjugado de p.
Teorema 1.28. Sea p > 2. Dados x,y € {), tenemos las desigualdades:
a) 2(l=llp + [lyllp) < llz+ yllp + llz — yllp < 22~ (ll=ll7 + llyll7)-

b) 2(llzllp + ylp)" ! < llz +yllp + ll= — yli.

¢) llz+ylp +llz = yllp < 2(|=lF + lyllz)"~"

Para 1 < p <2 estas desigualdades se tienen en sentido contrario.

Demostracion. Notemos que para todo p > 2, el lado derecho de la desigualdad a)

es equivalente al lado izquierdo. Para ver esto, basta hacer la sustituciéon x +y =( y
—y = 7. De modo semejante se muestra la equivalencia de estas desigualdades cuando

l<p<L2

Por otra parte, veamos que b) es equivalente a c¢). Nuevamente considere x +y = ( y

x —y =, entonces r = C+77 yy= g". Suponiendo cierta b) tenemos
-1
2]l + ylP)7 < flz + yl|* + [lz = yl|*.
Reescribiendo esta desigualdad en términos de ¢ y n tenemos la cadena de equivalencias:

—-n

(5
2

p\ g—1
) < NClle + [l

1 P
2(2|<+mv+pm—nw) < 1ICI7 + Il
2

(I + P+ 16 = nlP)7T < Sl + [l

[\')

P—

2@ ([[¢ +nlP + 1€ — MW E<[CHE Al
(I +nllP +11¢ = i) 7T < 2071l + [[nl|);
1€+ nllP + 116 = all” < 2 (¢ + 1|9~

(! ﬂ [

como querfamos ver. Similarmente se muestra que ¢) implica b).

Probemos b). Supongamos primero que 1 < p < 2y mostremos que si z,y € R entonces

o+ y|? + o — yl? < 2(jal” + |yIP) 7 (1.2)
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Note que para p = 2 se da la igualdad. Si x = 0, la desigualdad anterior es claramente
satisfecha. Supongamos que = # 0. Si |z| > |y|, dividamos la desigualdad (1.2)) por |z|9.
Entonces
q q P\t
T T EE s
x x |x|P
Denotando ¢ = ¥ tenemos que 0 < |¢[ < 1, y escribiendo la desigualdad anterior en

términos de ¢ se deduce que
[T+ + )1 — ¢ <201+ |efP)aL. (1.3)

La desigualdad anterior es valida cuando ¢ = 0 o ¢ = 1. Por simetria, basta suponer

también que 0 < ¢ < 1. Haciendo ¢ = }jé, entonces 0 < z < 1. De ahi que la

desigualdad anterior es equivalente a la siguiente cadena de desigualdades

1— 49 1— 2|2 1—2|P q—1
1+ 2 4+ hi— 2] <2(14]2—2 :
1+2 142 1+2
l+z4+1—2]7 [14+z—-1+2][ 14 2P +]1— 2P\ 9!
<~ <2 ;
z+1 z+1 |1+ z|P
9 |74 9, |75 1 P P\peT
p— p— _ p—
— 2z §2(\ + 2P + | pZ\) ;
142 142 11+ z|p—1
1
= (4121 < (L 2l + L= =)
1
= (1+z[)P7' < S+ 2P+ 1= 27).
Sea S = %(|1 + 2P+ |1 — 2P) — (1 + |2|9)P~L. Queremos ver que los términos de S

en su desarrollo de Taylor son no negativos. Para ello considere las expansiones en
series de Taylor de las funciones fi, fa: (0,1) — R definidas como, fi(z) = (1 +2)P y

f2(z) = (1 — 2)P. Tenemos

—
—
+
N
~—
i
—_

Y =p
A =pp = 1)1+ 2P
1Y =p

1 =pp -1 -2 (p— (k= 1)1+ 2", para cada k€ N.
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Del teorema de Taylor sigue para 0 < z < 1 que

o r(n) _ ) — (k —
(Hz)p_zflnl(o)zn_ [1+ﬁz+p(p2l Doy ple=1) k(j? k=1) k..
2 ) ! ! !

De manera andaloga para 0 < z < 1 tenemos

c- /3(0)

L—z2p=> (-~ e
n=0
_ |:1+(_1)f!2+(_1)2p(p27 1>Z2+'._+(_1>kp(p_1)"'15‘}!7_(k_l))zk+
Por tanto,
stz =2y = 3 3 A0 n g 25m ) AD
n=0 n=0
:% [1+f!z+p(p271)22+.“+p(p—1)"'é€0—(k—1))zk+...]
T L e e R e e
—1 ~1)(2-p)(3— ~D)@2-p)---(2k—1-
_[Hp(pm )2 M= DE-PO=P 0y, oo 1N z(agk)!< p)zzu...}
Por otro lado,
L+29P =14 (p—1)27 + (19—1)2(!29—2)22q P A 01( —(22)k~_- 51;!— (2k —1)) (21
L= =2 (p=2k) oy

(2k)!
Observe que esta suma puede ser escrita como

(P=D@=p) o =DE=p)Zk=1-p) (21

2! (2k — 1)!

(P=D2=p) 2k =p) @), ..
(2k)!

(I+20P =1+ (p—1)27—

Como resultado de lo anterior tenemos,

=Pl —1D2=p)---2k—1-p)* (p-12-p)---2k—1-D) 1)
S_,; (2k)! N 2k —1)! S

P=1)E2-p) 2k =) (2n)q

+ 2h)!
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Esta expresién puede ser escrita como sigue

S CpBop) e Chop) | 1z 1o
> @k~ 1)! Gk —p)/p—1)  2K/(p— 1)

1

De acuerdo con lo anterior, veamos que la funcién h : (0,00) — R definida como

h(t) = I_th, donde z € (0, 1) es fijo, es decreciente. Para ello basta ver que la derivada

de h es no negativa, esto es,
/ —2tn(2)t — (1 — 2Y)

h(t)= 2 <0 si, ysolosi, z/(1-tIn(z))—1<0,

para toda z € (0,1). Defina g(t) = 2%(1 — In(2)t) — 1 para t > 0. Note que,

/7

g (t) = 2" In(2)(1 — In(2)t) — 2" In(2)
=2'Inz(1 —tln(z) — 1)

= —t2'In*(2) <0.

De ahi que g sea decreciente. Como ¢g(0) = 0, g(¢) < 0 para toda ¢ > 0. Entonces g es
decreciente, asi h/(t) < 0 y por ende h decreciente. En consecuencia tenemos que los
términos de la serie .S son no negativos y por tanto es valida la desigualdad . Para
terminar la prueba de b), sean z = (z1,22,...) € b, vy y = (y1,%2,...) € £p. En el caso

1 < p < 2, debemos probar que

a/p q—1

+ (1.4)

o a/p 00
Z|~’Cz’—yz'\p] <2 [Z\$i|p+|yi|p
i=1

=1

o0
[Z lz; + yil?
i=1

Sean 0 < p/q = s < 1, |z;+y;|? = A;, |xi—vy;|? = B; para cada i € N. Por la Proposicién

tenemos
[e%s) 1/5 [e%s) 1/s [e'e) 1/s
(Z Af) + (Z Bf) < (Z(Ai +Bz->8) :
i=1 i=1

=1

Combinando esto ltimo junto con la desigualdad (1.2)) y teniendo en cuenta que g—1 =
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q/p se tiene

q/p
+

[e.o]

00 q/p q/p
S s y|] < [5G 4l + o - ym)p/q]
=1 Lz=1

o0
[z —
=1

[e.o]

q/p
Szl + |yz-|p>“>p/1

=1

IN

o0

q/p
= |2+ |yi|p>]

Li=1

o0
=23l b
=1

qg—1

Asi hemos probado b) para p € (1,2). Ahora veamos que b) vale también para p > 2.
Dados © = (x1,22,...) € Ly y = (Y1, Y2, .. .) € {p, debemos verificar que (|1.4)) es valida
en sentido contrario. Haciendo A;, B; para cada i € Ny s = p/q > 1 como lo hicimos

antes tenemos por la Proposicién [1.5)

q/p

0o q/p 00 q/p
* eri—yi\p] z[Z<|x@-+yz-|‘1+|xi—yirQ>p/q] .

i=1 =1

oo
[Z |lzi + yil?

=1

Puesto que la desigualdad b) fue probada para todos los valores en el intervalo (1,2) y

¢) es equivalente a b), podemos aplicar ¢) para 1 < ¢ < 2, con lo cual obtenemos para

cada i € N
i+ yil T+ |2 — yil > 2@ P+ [yl
Luego
00 a/p 0 P T oo qa/p
[Z i +uil? |+ D - yz’\p] > | (|2 + il + |2i — yz‘!q)p/q]
i=1 i=1 Li=1
[ oo
>
Li=

q/p
(2(Ja4|P + \yi\p)q_l)p/q]
1
0o q—1

=2 [Z |zil” + |yal?

=1

Asi hemos probado b) para 2 < p.
Ahora probaremos a). Supongamos que p > 2 y mostraremos que se cumple al lado

izquierdo de a).

Afirmacién 1.29. Para a,b > 0 tenemos que 2(ad + b9)P~1 < 2P~ 1(aP + bP).
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Sin perder la generalidad supongamos que a < b. Dividiendo la desigualdad anterior
por b2(P~1) = pP obtenemos la desigualdad equivalente 2(c? 4+ 1)1 < 2P~ 1(¢? + 1) para

0 < ¢ < 1. Reescribiendo y elevando a la potencia 1/p encontramos que

P =2 (P + 1)1/p
2p_2i>1 si y solo si, 2% (P+1)

RS > 1. (1.5)

(et +1)Ya —

i fi : L2 (4 1)l/p
Para mostrar esta desigualdad defina H: [0,1] — R por H(c) = 2 » (a1 0<

c < 1. Note que

—2 (1P 1/p —291/p 1 -1 91/p
H(l):Q%(l +1) p=22 :2%}2?12

- = _— == 1.
(19 4 1)1/4 ! 21/q 2%1

Luego para verificar ([1.5]) es suficiente ver que dH/dec < 0 si ¢ > 0. Tenemos

ai _ 2¥ (c? + 1)1/q%(cp + D)V/Plpep=l — (P + 1)1/p%(cq + 1)/a1geat
de (ct + 1)V/a?
QE (c9 + 1)1/q(cp + 1)1/p—lcp—1 — (P + 1)1/p(cq + 1)1/q—lcq—1
= p (Cq + 1)1/(]2

p=2 (c? + 1)1a(eP 4 1)1/P
p
(et 4+ 1)1/
p=2 (P + 1)1/P [ Pt cd—1
27 — .
(c? +1)1/a [cp +1 i+ 1]

(¢ + 1) e = (¢t + 1) et

Il
DO

De modo que para ¢ > 0, dH/dec < 0 si y solo si

Pl et 0 si lo si 1 1
- < , < .
P +1 i+ 1 SYSOOSh ar+1 T )i+ 1

La relacién anterior se cumple debido a que la funcién h: [1,00) — R, definida como,

h(t) = W, c fijo, es decreciente y q = p%l < p.

Finalmente probaremos a). Usando ¢) y la Afirmacién tenemos

lz +ylI? + llz = ylI? < 2(2]| + |y 7P~
< 227 ([l2lP + NlyllP).-

Por ende hemos probado a) para p > 2. El caso 1 < p < 2 es tratado de forma similar
probando que la desigualdad establecida en la Afirmacién vale en sentido contrario,
y usando ¢) para 1 < p < 2. O



CAPITULO 2

EL MODULO DE CONVEXIDAD

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades del médulo de convexidad asociado
a un espacio de Banach dado, el cual determina qué tan convexa es la bola unitaria de

un espacio de Banach X.

2.1. PROPIEDADES GENERALES

En los espacios de Banach existen nociones de convexidad que permiten definir propie-
dades geométricas del espacio en cuestién. Una de esas nociones es la de convexidad

uniforme, la cual se debe a Clarkson [2].

Definiciéon 2.1. Un espacio de Banach X es uniformemente convexro si dado € > 0

existe d > 0 tal que para cualesquiera x,y € Sx con ||z —y|| > € tenemos ||L;W|] <1-6.

Observaciéon 2.2. De la definicién anterior se deduce que R es un espacio uniforme-
mente convexo. Como todo espacio normado unidimensional es isométrico a R, sigue
que los espacios unidimensionales son uniformemente convexos. Por ello, a partir de
este capitulo solo consideraremos espacios de Banach con dimensién mayor o igual que
2.

Definicién 2.3. Dado un espacio de Banach X, definimos la funcién dx: [0, 2] — [0, 1]

por

r+y
2

5X(5):1’nf{1—

| el =l = 1.0 =1 =}
La funcién dx es llamada mdédulo de convexidad de X.

19
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Es claro que un espacio de Banach X es uniformemente convexo si, y solo si, dx(g) > 0

para cada € € (0,2].

Definicion 2.4. El coeficiente de convexidad de un espacio de Banach X es el nimero
£0(X) definido como:

eo(X) =sup{e € [0,2] : dx(e) = 0}.

Teniendo en cuenta las definiciones dadas anteriormente, observe que un espacio de
Banach X es uniformemente convexo si y solo si g9(X) = 0.
En aras de ilustrar como es la bola unitaria de un espacio bidimensional segin su

coeficiente convexidad £¢(X) tome X = R? y considere las normas || -||2, || - |1. Entonces

an
N

Figura 2.3: go(]| - ||2) =0

DN
N

Figura 2.4: (]| - ||1) =2

Intuitivamente, el coeficiente de convexidad de un espacio de Banach permite estimar
que tan redonda es la bola unitaria del espacio, en el sentido de que si gg es cercano a
cero, dicha bola es mas convexa.

Veamos ahora una relacion entre los conceptos de convexidad uniforme y convexidad

estricta.
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Proposicién 2.5. Todo espacio de Banach uniformemente convexo es estrictamente

CONVeTo.

Demostracion. Sean (X, ||-]|) un espacio de Banach uniformemente convexo y =,y € Sx
tales que ||*5%|| = 1. Hemos de mostrar que z = y. Supongamos lo contrario, es decir,
si x # y, entonces 0 < g9 = ||z — y|| < 2. Como X es uniformemente convexo, existe
d(g0) > 0 tal que HLJQFZ’H < 1 —4(gp). Lo cual es una contradiccién al hecho de que

Hx—;yH =1, por ende debe cumplirse que x = y. Asi X es estrictamente convexo. ]

Teorema 2.6. Un espacio de Banach X es estrictamente convezo si, y solo si, dx(2) =
1.

Demostracion. Supongamos que 0x(2) = 1 y sean z,y € Sx tales que ||z + y|| = 2,

entonces

-

=t

<1-=6dx(llz+yl)
—1-dx(2) =0,

y por tanto z = y. Se sigue que X es estrictamente convexo. Reciprocamente, supon-

gamos que X es estrictamente convexo y sean x,y € Sx tales que ||z — y|| = 2. Por la

convexidad estricta tenemos que z = —y. Asi 1 — H:E—;y = 1 para cada z,y € Sx con
lx — y|| = 2. Esto prueba que dx(2) = 1.
Proposicién 2.7. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach de dimension finita. Entonces

los conceptos de convexidad estricta y convexidad uniforme coinciden.

Demostracion. Por la proposicién anterior, basta mostrar que si X es de dimensién
finita y estrictamente convexo entonces X es uniformemente convexo. Si para algin
0 < g9 < 2 tuvidsemos dx(g9) = 0, existirian sucesiones (Z,)nen, (Yn)nen en Sx tales
que

1-1/n<

<1

Ty + Y
|32 ) <1 ol = bl =1,y o =l =20

para cada n € N. Debido a que la dimensién de X es finita, Sx es compacta, asi existen
subsucesiones (Zn, )ken, (Yn, )ken tales que x,, — ¥y yn, — y, donde z,y € Sx.
Como ||y, +ypn || — 2 tenemos ||y, + yn, || — 2, es decir, ||z +y|| = 2. La convexidad
estricta de X implica que z = y lo que es absurdo ya que || — y|| = 9 > 0. Por tanto

X es uniformemente convexo. O
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El siguiente resultado nos facilitard las pruebas de algunas de las propiedades del médu-

lo de convexidad.

Lema 2.8. Sea X un espacio de Banach yY un subespacio de X de dimension 2. Para

cada 0 < e < 2 se tiene que
Ox(e) = inf{oy(e) : dimY = 2}.
Demostracion. Sean ¢ € [0,2] y Y un subespacio de dimensién 2 de X. Entonces

{1_

Por ello tenemos

r+y

5 H z,y € Sy, HJ:—szs}C{l— TrY

2

H 2y € Sx, ux—yuze}-

5X(5):1’nf{1— m—i_yH: x,yGS)on—yH:a}
ginf{l— x;yH: x,yESy,HZE—yH:e}:(Sy(e).

Asi, §x(e) < inf{dy(e) : dimY = 2}. Por otro lado, dado r > 0 existen x,y € Sx con
|z — y|| = € tales que 1 — | Z52|| < dx () +r. Si Z es un subespacio tal que dim Z = 2
y{z,y} C Z,

inf{dy () : dimY =2} <dz(e) <1-— rty

H < Ox(e) + .

Como r > 0 es arbitrario concluimos que 0x (¢) = inf{dy (¢) : dimY = 2}. O

Observacion 2.9. Como en la prueba del resultado anterior puede ser mostrado que

si

r+y

ox () :inf{l—

H ::a,yeBX,nx—yn:s},

entonces dx (g) = mf{dy () : dimY = 2}.
Proposiciéon 2.10. Sea X un espacio de Banach. Tenemos

r+y

Sx(e) = inf{l -

H :x,yeBX,nx—ynzs}-

Demostracion. Por el Lema [2.8] y la Observacién [2.9] podemos suponer sin perder la
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generalidad que dim X < co. Sean 0 < ¢ <2y z,y € Bx tales que
|z + y|| = sup{[lu+v| : u,v € Bx,|Ju—v|| =¢}.

Si demostramos que x,y € Sy, la afirmacion de la proposicién estara probada ya que

Sx(e)<1— || 2HY
:1—sup{ U;UHZU,UGBX,HU—UH:g}
:inf{l— u—;—v 1U7U€BX7||U_U||:5}

Por simetria de la prueba, podemos suponer que ||z|| < ||y||. Note que y # 0. Veamos

que ||y|l =1. Sic= (1 —||y|])/2, tenemos 0 < ¢ < 1. Sean

(I1—c)z+cy (1—-c)y+cx
e TR AN e T T
[yl [yl
Sigue que
1—c)|z||+c 1-c¢ +c
o] < (L=l +elyll o A =lyll +eliyll _
[yl 1yl
y de modo semejante ||y1|| < 1. La escogencia de ¢ implica que ||x1 — y1]| = €. Asi
21 + vl < [l + yll.
Ahora bien,
l—-c)z+c l-cy+cx =x+
$1+y1:( Jrtey  (L—c)y _rty
[yl 1yl Iyl
En consecuencia ||y|| = 1. Probaremos que ||z|| = 1. Suponga que ||z|| < 1. Por el
teorema de Hahn-Banach [4, Corolario 2.3] existe z* € Sx~ tal que x* Hx i y” =
rTTyY

Si w € Bx es tal que ||lw — y|| = ¢, entonces
2 (w+y) < flwtyll < flz +yl =27z +y).
De lo anterior tenemos z*(w) < x*(x). Por lo tanto

x* alcanza un valor méximo en x en el conjunto Bx N A, (2.1)
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donde A ={w € Bx : [lw—y| =¢c}. SeaU ={u € Sx : ||ly+eu| < 1}, entonces U es
abiertoen Sx y =¥ € U. Siu € U y w = y + €u, tenemos ||[w — y| = €. De (2.1)) sigue

que

¥ (w) < x*(x), estoes, z¥(u)<z” <$ — y) .
€

Por el Lema concluimos que |z*| tiene un maximo global en *=¥. Luego |z*(z—y)| =
||z — y||. Ocurren entonces dos casos: z*(z —y) = ||z — y|| 0 2*(z —y) = —||lz — y||. El

primer caso no es posible puesto que
* 1, 1
1> 2] 2 2*(2) = ge*(@ +y+a—y) =5 (le +yll + e —yl) = [ly] = 1.

Asi debemos tener z*(z —y) = —||x — y||. En este caso, sea z € By tal que ||z —y|| = ¢.

Tenemos
[z (z —y)| < 2" (z —y)| =&,
y de esto —e = z*(x — y) < 2*(z — y). Sigue que x*(z) < 2*(z) lo cual implica que
[z +yll =2"(x+y) <z(z+y) <[]z +yl < llz+yl.
De modo que dado cualquier z € Bx con ||z — y|| = ¢ tenemos
o+ yll = 1z + yll = suplu -+ vl : w0 € By, Ju—of =<},

Esto demuestra la proposicién pues basta tomar z € Sx satisfaciendo ||z —y|| =¢. O
Teorema 2.11. La funcién dx: [0,2] — [0, 1] es creciente.

Demostracidn. De nuevo por el Lema [2.8 y la Observacion [2.9 podemos suponer que
dim X < oc0. Sean 0 <¢e7 <e3 <2y x,y € Sx tales que

[z =yl =e2 v llzt+yl=20-0dx(e))

Escribamos ¢ = (g2 —¢€1)/2e2, x1 =z +c(ly—z) yy1 =y—c(y—x). Noteque 0 < ¢ < 1
y

[z1]] = [lz + c(y — 2)|| = [[o(1 = ¢) + eyll < (1 = )| +cllyll = 1.
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De la misma forma se verifica que y; € Bx. Ahora,

€2 — €1
uxl—ylu=||x+2c<y—x>—y||=H<x—y><1—20>“=€2<1‘ B >:

Ademis,
o+l = o+ ey — 2) +y — ey — @)l = o+ |-
Por lo tanto, aplicando la Proposicion tenemos
ox(e1) <1 —|lz1 +umll/2 =1— [z +yll/2 = dx(e2). O

Corolario 2.12. Sea X un espacio de Banach. Tenemos

5X(€)—1’nf{1— x;yH :x,y € Sx, |l —y 26}
:inf{l— x;yH :m,yeBx,llx—yllzs}-
Demostracion. Sea
T+y

ax(e) == inf {1 -

H syeSelo-ylz e},

Por definicién del médulo de convexidad tenemos dx () > ax(e). Por otra parte, dado

r > 0 existen z,y € Sx con ||z — y|| > ¢ tales que

ax(e)+r>1-

:U+yH

Si s = ||z — y||, entonces s > ¢ y por el Teorema tenemos
ax(e) +r>1- H‘T;Ly” > §x(s) > 6x(e).

Como r > 0 fue arbitrario tenemos ax(e) = dx (). La segunda igualdad se demuestra
analogamente. O

Lema 2.13. La funcidn dx es continua en [0,2).

Demostracion. Para cada u,v € Sx y € > 0, definamos

N(u,v) ={(x,y) € Bx X Bx : existen \,u >0 talesque z —y =X uy z+y = uv},
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r+y
2

duw(e) = inf {1 -

|+ ) e N v ool 2 <

Afirmacién 2.14. La funcion d,, es convexa.

Sean e1,e2 € [0,2) y (z1,51), (T2, 92) € N(u,v) con [lz1 — 1l > €1y [[w2 — y2l| > ea.
Para cada i € {1,2} existen \;, u; > 0 tales que z; —y; = Nu y =; +y; = pv. Si
t € [0,1] es dado, considere

xr3 =tx] + (1 — t).’L’Q,

y3 = ty1 + (1 — t)yo.

Note que 23 —y3 = (tA1+ (1 —t)A2)uy z3+y3 = (tp1 + (1 —1)p2)v, de lo cual inferimos
que (z3,y3) € N(u,v). Veamos que ||z3 — y3|| > te1 + (1 — t)e2. Considere

tler —wl = ter vy (1 =1)[lzg —yaf = (1 = t)es,

por lo cual
3 — ysll = [tz + (1 — t)ae — [ty + (1 — t)ya]|
= [[t(z1 —y1) + (1 = t)(z2 — y2) |
= [[tA1u + (1 — ) Agul|
>tA\ + (1 — t))\z
=tlzr =yl + (1 = t)]lz2 — v2||
>te; + (1 —t)es.
Luego

xr3 +
Sunlter + (1 —t)eg) <1 ||[22 183

- (3)-(

s i (o] o)

(=5 ) oo (-5
t<1 1+ >+(1t)<1 T2 + Y2

L (tm +(;—t)u2)

2 2

).
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Dado que (z1,y1), (z2,y2) € N(u,v) fueron escogidos arbitrariamente, concluimos que
(Su,v(t&‘l + (1 — t)EQ) < t(suﬂ,(&l) + (1 — t)éu,v(@),

esto es, 0y, €s convexa.

Afirmacién 2.15. Se tiene que
dx(e) = mf{dy(e) : u,v € Sx,u # £ov}.

Si e = 0, entonces d,,(¢) = 0 = dx(g). Supongamos que 0 < ¢ < 2 y sea r > 0 dado.

Entonces existen x,,y, € Sx con ||z, — .|| = € tales que

Tr + Yr

Oup o, (6) <1 — <ox(e)+r, (2.2)

donde u, = (zr — yp)/|lxr — ol v vr = (0 + yr)/||xr + yr||. Observemos que |ju,|| =

lor|l = 1y ur # tvp; si up = v, tendriamos que
< 1 1 ) < 1 N 1 >
x — =y :
"\lzr =well o+ oyl "\lze +uell e+ oyl
De esto sigue que 1/||z, — y.|| =0 o 1/||z, + y,|| = 0, lo cual es imposible. De modo

semejante se muestra que u, # —v,.
La desigualdad ([2.2) junto con la arbitrariedad de r > 0 implican que

f{0, () : u,v € Sx,u # v} <dx(e).
Para mostrar la otra desigualdad observe que si u,v € Sx y u = v tenemos

{1_

Luego por el Corolario deducimos que dy,,(g) > dx(g) y como u,v € Sx fueron

r+y r+y

2

|+ e v o-ylz ) i-

H:myewax—y\Ze}.

arbitrarios sigue que
f{0,,(e) : u,v € Sx,u # v} > dx(e).

Finalmente vamos a verificar la continuidad de dx. Sean a € (0,2) y £1,e2 € [0, a] con
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g1 < 2. Siu,v € Sx y u# +v, entonces por la convexidad de la funcién é,, tenemos

u(€2) = bu (( S > 2+ <1 B 822—_;1> 51)
(5=

IN

Sigue que

5u,v (52) - 5u,v (51)

IN

<52 — 51) (6u0(2) — Suw(e1))

2—61
o — €1
2—a’

IN

para cada u,v € Sx y u # tv. Como consecuencia de la Afirmacién se tiene que

E2 — &1
Ox(e2) —dx(e1) < ,
x(e2) = 0x(e1) = 5 —
siempre que 0 < g1 < g9 < a < 2. Esto demuestra el resultado. O

El préximo resultado nos muestra qué ocurre con la funcién dx cuando € = 2.

Proposicion 2.16. Dado un espacio de Banach X, se cumple que

— , eo(X
5X@):2g§aﬂ@:1—‘ﬁ).

Demostracion. Para mostrar esto sean € € [0,2) y n € (0,1 —6x/(e)). Considere z,y €
Bx con ||z —y|| = e. Por la definicién del médulo de convexidad (infimo), se tiene que

x +
ox(e)+n>1-— y

, entonces, H H>15X() 7.

En ese sentido,

2
<1-éx(Jz— (=y)))
<1-6(2(1 =0dx(e) —n),

<L)

Esta tltima desigualdad se debe a que dx es mondntona creciente en [0,2]. Ahora, como

n € (0,1 —dx(e)) fue escogido de manera arbitraria deducimos

<1-5(2(1 - dx(e)).

N ™
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Observe que 2(1 — dx(e)) < 2, y como la funcién dx es continua en el intervalo (0, 2),

entonces, tomando € — 27, se tiene que

27 <1 6x(2(1 = 6u(27)), s decir, dx(2(1— 6,(27))) < 0.

Recuerde que go(X) := sup{e € [0,2] : dx(g) = 0}, se deduce que £¢(X) > 2(1 —
8:(27)). De ahf que, §,(27) > 1 — LX),
Para mostrar la otra desigualdad considere ¢ — 5({ . Entonces

eo(X)
2

< 1—6x(2(1 = da(0(X)))) = 1 — dx(27).

Por ende 6,(27) <1 — # Concluimos que lim,_,5- dx(e) =1 — 50(2X). O

Nos preguntamos entonces cuando el médulo de convexidad presenta continuidad en 2.

Corolario 2.17. Suponga que X es un espacio de Banach estrictamente convexo, son

equivalentes
a) X es uniformemente convero;
b) 0x es continua en 2.

Demostracion. Suponga que X es uniformemente convexo, por ende £o(X) = 0, en-
tonces se tiene que 0x(27) = 1 y como X es estrictamente convexo se cumple que

0x(2) = 1. Se concluye entonces la continuidad de dx.

Ahora, como X es estrictamente convexo se sabe que dx(2) = 1, y de la continuidad

de dx en 2 se tiene que

X
@ =1- 2 52 =1,
es decir, €9(X) = 0. Por ende X es uniformemente convexo. O

2.2. EJEMPLOS

En esta seccion presentaremos ejemplos de espacios uniformemente convexos y algunos

modulos de convexidad.
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Ejemplo 2.18. Todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo. Esto es consecuen-

cia del siguiente resultado: si X es un espacio de Hilbert, entonces para todo ¢ € [0, 2]

0] 1 2
Figura 2.5: Grafica de dx para los espacios Hilbert

Sean 0 < e <2y z,y € Sx tales que ||z —y|| = . Por la ley del paralelogramo tenemos
lz -+ yl? + lz =yl = 2(l|=[1* + llyl1*), estoes, |z +y|*+e* =4

De donde

2
e+l _, &

1— —
2 4

para cualesquiera x,y € Sx con ||z — y|| = . Esto demuestra lo afirmado.

Ejemplo 2.19. Sea X = R? junto con la norma fs — /1 (ver Ejemplo . Tenemos

810<5<\f

ox(e) = max{ \/7 \/?} G i<e<2 (2.3)

0 1 2

Figura 2.6: Grafica de dx para R2 con la norma fy — ¢4

Para mostrar esto, observe que la norma {5 — ¢ puede ser reescrita en la siguiente
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forma:

\/x%—ka?%, six € Q1 UQs,

|z1] + |w2]  siz € Q2UQy,

]l =

donde para i € {1,2,3,4}, Q; denota el i—ésimo cuadrante de R?. Primero veamos que
e0(X) =sup{e €[0,2] : dx(e) =0} =2

Considerando los vectores x = (1,0) y y = (0,—1), es claro que ||z|| = |ly|]| = 1,

|z +y 2+ ylly
le =yl = 1L DI = V2 y 1= FF5— = 1- =
es creciente tenemos dx(¢) = 0 para todo 0 < & < v/2. Esto nos permite concluir que

60(X) Z \@

Sea a > /2 y veamos que dx (a) # 0. Tenemos

= 0. Como la funcién dx

2 2 2
o' o «
1<—= = 2—— <1 = 0<1—14/2——.
2 2 2
De este modo, usando la ecuacién (2.3 tenemos dx (a) > — %2 > 0.

Ahora consideremos los siguientes casos:

Caso 1: Sean v2 < e <2y z,y € Sy tales que ||z —y|| > ¢ con y —x € Q1 UQ3. Tenemos
|z — y|| = ||z — y||2- De la ecuacién (1.1)) deducimos que ||z]ls < 1, |lylla < 1y
e < ||z — y||2. Por el Ejemplo y el Corolario sigue que

-G

1 r+y

971/2
>1-— {1 — (E) ] , esto es, Hw
9 2 2

2

De nuevo por la ecuacién (|1.1]) tenemos

1

V2

Tty
2

<[-G)]"

211/2
>1- [2 — 2] para cualesquiera z,y € Sx con ||z —y| > ¢

r+y <
9 <

2

Luego 1_H$2+y
yy—z€Q1UQs.

Caso 2: De nuevo sean v/2 < ¢ < 2y z,y € Sx tales que ||z —y|| > econy—z € QaUQy,
veamos que esto implica que %(a: +y) € Q1 U Q3. Escribiendo x = (z1,22),
y = (y1,%2) y teniendo en cuenta que (y1 — x1)(y2 — 22) < 0, debemos analizar

las siguientes posibilidades:
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i)

iii)

iv)

vii)

viii)
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Siz e Qiyy € Qy,estoes, z1 >0, 29 < 0y y; <0, yo > 0 entonces
2] = 21 — 22 =1y |lyll = —y1 +y2 = 1. Sigue que x1 +y1 = 22 +y2 y por
tanto en este caso tendremos %(m +y) €Q1UQs, yaque 0 < (z1+11)? =
(z1 +y1) (72 + y2).

Si xz,y € Q2, es decir, 1 < 0, zg > 0, y1 < 0, y2 > 0 tenemos |z| =
—x1+x2=1=—y1 +y2 = ||y|| v asl y1 — 1 = y2 — x2. Esto implica que
r =y, yaque0 < (y1 — 331)2 = (y1 — x1)(y2 — z2) < 0, es decir, 1 = y1
y 2 = Yo, lo cual es imposible pues ||z — y|| > €. De modo semejante se

demuestra que la posibilidad z,y € Q4 nos da un absurdo.

Siz e @ yy € Qs,setienex; >0, 20 >0y y; <0, ys < 0. Como
y1 — x1 < 0, entonces y2 — x2 > 0 pero esto nos da una contradiccién pues

0 > y9 > xo > 0. Hemos mostrado que esta posibilidad no puede darse.

Siz € Q2yy € Q3, entonces z1 < 0, z20 > 0y y1 < 0, y2 < 0. Ahora
|z|| = —21 + 22 = v} +v2 = ||lyl|*> < —y1 — y2, de donde y; — 71 < —x9 — Yo.
Siy1 — 21 < 0, entonces y2 — z2 > 0 pero esto es contradictorio pues 0 >
yo > xo > 0. Asi y1 — x1 > 0 y esto implica que z2 + y2 < 0, con lo cual
5(z+y) € QUQs.

Sizx€Qryy€Qqie x>0, 29>0yy; >0,y <0, entonces ||z[|? =
22423 = y1 —y2 = ||ly|| < x1+z2. Sigue que y; — 21 < 2+ 2. Por el mismo
argumento de la posibilidad anterior, concluimos que 0 < y; — x1 < 22 + Yo
y de ahi que 3(z +y) € Q1 U Q3.

Six € Q1 yy € Qg setiene z; > 0, 22 >0y y1 <0, y2 > 0. De esto,
|z||* = 2% + 23 = —y1 + y2 < @1 + @2. Sigue que y2 — x2 < 21 + y1. Como
y1 —x1 < 0, tenemos x1 + y1 > y2 — a2 > 0, por lo que %(w +y) € Q1UQs.
Six € Q3syy € Qy, tenemos x1 < 0, z9 <0y y; >0, yo < 0, por lo que
z]|* = a1 4+ 23 = y1 —y2 < —x1 — 2. Luego x1 +y1 < y2 — 2 y como
y1 —x1 > 0, deducimos que x1 +y1 < 0 ya que y2 — z2 < 0. De esta manera
s(z+y) e QUQs.

Por la ecuacién (1.1]) tenemos ||z|s < 1, |lyl2 < 1y e < ||z — y|| < V2||z — yl2,

£

y ast 75 < |z — yll2. Por el andlisis anterior 3(z +y) € Q1 U @3, de donde
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”L;yH = ”LngQ Del Ejemplo y el Corolario sigue que

r+y
2

r+y

1—
2

-+

2
1
=1—4/1-¢2/8.

Por lo visto en los casos 1 y 2 se deduce que para € > /2 vale que

dx(e) > méx{l — /2 —¢2/2, 1 — /1 —¢£2/8}.

Ahora bien si L(g) := min{,/2 — £2/2, /1 — £2/8}, escogiendo x,y € R? tales que

vy (U LY ey (2 2

x;yH = L(e) y ||l — y|| = e. Por lo anterior se sigue que

tenemos que

dx(e) =1—L(e) =méx{l — /2 —e2/2, 1 — /1 —£2/8}.

Ejemplo 2.20. Para 1 < p < o0, el espacio (¢, || -||») es uniformemente convexo. Sean
0<e<2yumxyec Sy, con |z —y|, =ec. Considere en primer lugar p > 2. Por la
desigualdad a) del Teorema tenemos

|z + yllbh 4P < 27

De esto sigue que

1

NIECIEE

Como z,y € Sy, fueron elegidos arbitrariamente tenemos

r+y

p

1
g

0<1- [1 - (5)’)}5 < 5y, (e).



Sigue que (£p, || - ||) es uniformemente convexo. Por otra parte si

entonces x,y € Sy, |z —yl, =¢cy

r+y
2

Por lo anterior concluimos que
1
ENP\ »
o) =1-(1-(5))"
Supongamos ahora que 1 < p < 2. Usando b) del Teorema se tiene
[+ yll5 + e < 27.

Luego

1

()] <

Nuevamente, del hecho que x,y € Sy, se escogieron de manera arbitraria obtenemos

r+y

p

-

9

0<1- [1 - (5)?5 < 6 ().

Esto demuestra lo afirmado. Ahora, si

1 eI\ ¢ e\ ¢
1 e\ ¢ e\ ¢

_ (1_€Z>1/q‘
» 2

tenemos

lz—yllp,=¢ ¥

34
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Ahora bien, por a) del Teorema y la Proposicién se tiene

e 1/q c p e 1/q c p
(1—%) T2) (1—%) "2
cd p/q 24 p/q
Y () e

De modo semejante se demuestra que ||y|, < 1. Asi

=1 (1- (5

Concluimos entonces que si € € [0, 2] el médulo de convexidad para el espacio £, toma

los siguientes valores

1—(1—(g)q)5, sil<p<2,

55?(5) =
1

1-(1—(5)")r, si2<p<ooc.
]

1 4

0 1 >

Figura 2.7: Grafica de dx para f3 con la norma || - ||3

i

)

0 y >

Figura 2.8: Gréfica de dx para £y, con la norma || - [|1 /2

Ejemplo 2.21. Mostraremos que el espacio X = C[0, 1] junto con la norma definida

en el Ejemplo no es uniformemente convexo. Sean (fy), (gn) en C[0,1] definidas



36
como

nz, size[0,1/n],
=1y, gni=
1, six e (1/n,1],

para toda n € N. Veamos que || f, + gn|| — 4 pero [|fn — gnl| # 0. Observe que

(fn +gn)(x) = 1+ e, si e [07 1/”]7
2, size(1/n,1].

Luego

lfrn + gnll = I fn + gnlloo + | frn + gnll2
1
=24 ([ (ale) + a0
0

1 7\ 1/2
:2+<2<1—>+> — 4, cuando n — oo.

1/2

n 3n

Falta mostrar que lim,,_,o || f, — gn|| # 0. Tenemos que

(fn — gn)(x) := 1 —nz, sizel0,1/n],
0, six e (1/n,1],

y en consecuencia,

”fn - gnH = an _gnHoo + an - gnH2

1+ (/ (e - i) o)

1
=14——1, cuandon — oco.
3n

1/2

De lo anterior deducimos que dx(g) = 0 para algin € > 0 y por tanto (C[0,1], ] - ||) no

es uniformemente convexo.

2.3. OTRAS PROPIEDADES DEL MODULO DE CON-
VEXIDAD

En esta seccién probaremos mas propiedades del médulo de convexidad.
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Teorema 2.22. Sean d0;: [0,00) — R dada por
01(s) = inf{max{||u + sv||,||u — sv||} : u,v € Sx} — 1,

y f:(0,00) = R, f(s) = d1(s)/s. Entonces la funcion f es creciente en (0,00) y

satisface la identidad

5)((8) N 1 e
=~ ot (2(1 —0x(e))

Demostracion. Sean u,v € Sx fijos. Veamos que la funcién g, ,: [0,00) — R definida

> ,  para cada € € (0,2).

por guv(s) = méax{||u+ sv||, ||u — sv| } — 1 es convexa. Sean f1, f2 : [0, +00) — R dadas
por fi(s) = |lu+ sv|| y fa(s) = ||lu — sv||. Probaremos que f; es convexa, esto es, si

t €10,1] y s1,52 > 0, entonces fi(ts1 + (1 —t)s2) < tfi(s1)+ (1 —t)fi(s2). Tenemos

filts1 + (1 —t)s1) = ||Ju — (ts1 + (1 — t)s2)v||
= [Ju —ts1v — (1 —t)s20|
= [[t(u — s1v) + (1 — 1) (u — s20)|
< tllu = s1vf + (1 = ¢)|lu — s20||

= tf1(81) + (1 — t)fl(SQ).

De la misma forma procedemos para mostrar la convexidad de fy. Ahora, sea M : [0, +00) —
R definida como M (s) := max{ fi(s), f2(s)}, veamos que M es convexa. Sean ¢ € [0, 1]

y s1, 82 € [0,00). Supongamos en primer lugar que,
fl(tsl + (1 - t)SQ) < f2(t$1 + (1 - t)SQ),
entonces,

M(ts1 + (1 —t)s2) = méax{fi(ts1 + (1 —t)s2), fo(ts1 + (1 — t)s2)}
= fi(ts1 + (1 —t)s2)
< tfi(s1) + (1 —1)f1(s2)
< tM(s1) + (1 —t)M(s2).

De forma anéloga se demuestra que M (ts; + (1 —t)s2) < tM(s1) + (1 — t)M(s2) si se
supone la otra desigualdad.

Como gy, (s) = M(s)—1 para cada s > 0, concluimos que g, , es convexa. Observemos
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que gy,,(0) = 0 pues
Gu,v(0) = méx{|ju + 0v[[, lu — Ov[|} — 1 = méax{[[ul|, [[u]} —1=0.

Con la observacién anterior, veremos que la funcién hy, ,: (0, 00) — R dada por hy,,(s) =

Gu,v(8)/s es creciente en (0,00). Sean 0 < 51 < s3 y t = s1/s2 entonces:

Guw(81) = Guw((1 — 51/52)0 + (s1/52)52)
< (1 —51/52)9u,w(0) + (51/52)Gu,v(s2)

= (51/52)gu,v(52)7

por lo cual hy (51) < hyw(s2). Finalmente, de la igualdad

750 = 2 g (s) - v € )

concluimos que f es creciente en (0, 00).

Mostraremos ahora que

5X(€) i 1 e
= —af <2(1 —0x(e))

Primero supongamos que dim X < oco. Sea € € (0,2) fijo. Escogemos z,y € Sx tales

) , para cada ¢ € (0,2).

que, ||z —y||=cy ||r+y|| =2(1 — dx()). Escribiendo

v Tty v T—y R €
= ’ = ’ Y, = = 571 s
Iz +yl [z +y 2(1 - dx(e))
tenemos ||ul| =1y
]l 1
u+v|| =2 = = [[u—]l.
e =2 T T e
Entonces
dx(e)
1) < —1l=—7 24
1(8) < flu+of T ox (@) (2.4)
Ahora, sean v, v € X tales que ||[u'|| = 1,[|v'|| = s y ademdas o' = max{|[u'+v'[|, ||u’ —

v'||} =1+ 61(s). Escribimos,

g =al +v), y, y =al —v).

Por lo tanto, ||z" — || = |la(u” +v" —u 4+ v')|| = 2as. Ahora, por definicién tenemos
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2',y € Bx. Entonces, por el Teorema tenemos

/ ! 5
Wl )

< = — .
Ox(2as) < 1 2 1+ 01(s)

(2.5)

De las ecuaciones ([2.4)) y (2.5)) concluimos que dx (2as) < dx(e). Si tuviésemos dx (2as) =
0x(¢), entonces de la ecuacién ([2.5) tendriamos

d1(s)
) < -7
X@)—1+5ﬂ$’
de donde

5x(€)

ﬁx(??) < 01(s),

lo cual junto con (2.4) demuestra la conclusién del teorema. Por otra parte, si dx (2as) <
0x(g), del Teorema sigue que 2as < ¢. Luego

6)((5)

—at-1>9¢e 1= 2/
d(s)=a 1> 2se 1 1= ox(e)

de lo cual se deduce lo que queriamos. Ahora bien, para el caso en que X tiene dimensién
infinita, por el Lema podemos tomar una sucesion de subespacios (Y, )nen de X con
dimY,, = 2 para cada n € N y lim,,_, dy, (¢) = dx (). Como f es continua (ya que es

creciente y estd definida en un intervalo) tenemos que para ¢ € (0,2)

0x(€) _ 14y Tal)

= Jim 5 f (2<Hy<>>)
(). D

Teorema 2.23. Sea X un espacio de Banach. Dadosn € N y x1,x9,...,x, € X tales

max {

n
entonces ZéX(Hle) <1.
i=1

que

:QE{L—HJ:L”qn}gl

n
E EiTq
i=1
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Demostracion. Si x; = 0 para cada i € {1,...,n}, entonces

S ox(lall) = S sx (o) =0 < 1,
i=1 i=1

y el resultado se cumple. De lo anterior podemos asumir que z; # 0 para cada i €
{1,...,n} y defina

S =¢e1x1 + 229 + ... + T = Za?il‘i,
=1

donde ¢1 =1 y para k = 2,...,n se tiene que:

L st 1Skt — 2l| < [[Sk—1 + wll;

=1, s [[Sk—1 + x| < [[Sk—1 — wi|-

Probemos por induccién que Sy # 0 para cada 1 < k < n. Por hipétesis, S = x1 # 0.
Supongamos que k < n'y S # 0. Veamos que Sipi1 # 0. Si Sy = xx41, entonces
€xr1 = 1 y por tanto Ski1 = Sk + zr11 # 0. De igual forma si Sy = —xxy1, entonces
€kl = —1y Sky1 = Sk — xp+1 # 0. En el caso que Sy # x4, concluimos también

que Si+1 # 0. Esto demuestra el resultado.

Sike{l,...,n}, sean uy, vy € X definidos como,
u Sk v Sk - QEkIL’k
E=7an Y k= "o
1Skl 1Sl

Note que ||ug|| =1y

Sk — 2€kxk Sk,1 — ERTE
I R B e 8
1Skl 1Sk
ya que si g, = 1, tenemos ||Sk—1 — zk|| < ||Sk—1 + zk|| = ||Sk|| ¥ si ex = —1, tenemos
I1Sk—1 + zi|| < |[Sk—1 — zk|| = ||Sk||. Asi ug, v € Bx. Por la Proposicién tenemos
o + v = | 2 o | g Bt | o]
1Sk 1Skl Skl

2 (1= (2555y))

Luego

€T
Iia (2er ) < 18u1 = Iical. (2.)
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Ahora, de la prueba del Lema tenemos que la funcién € € (0,2] — 5XE(€) es

creciente. Como ||S|| < 2 para cada k € {1,...,n} tenemos 0 < |Jzg|| < ﬁ\\xkﬂ <2
y asi
£
[1Sklléx { 2
x (llzx ) 1Skl |||
< , estoes, 20x(||zg]l) < ||Skllox (2 .
]| 2|z ISk |

Combinando esto tltimo con la desigualdad (2.6 obtenemos
20x ([lzrll) < 11kl = 1 Sk-1ll;

para cada k € {1,...,n}. Sigue que

23" bx () <

k=1 k

ISkl = 1Sk—211)
1
[1Snll =[S0,

n

donde Sp := 0. En consecuencia, Y ,_; dx(||zg]]) < 1. O



CAPITULO 3

CONSTANTE DE JAMES

En este capitulo definiremos dos constantes asociadas a un espacio de Banach (X, ||-]|),
conocidas como la constante de James J(X) y la constante A2(X ), ademdas mostraremos
algunas propiedades que las relacionan. Estas constantes fueron definidas y estudiadas
por M. Kato, L. Maligranda, Y. Takahashi en [§]. Finalmente estudiaremos los conceptos
de espacios uniformemente no cuadrados y la constante S(X), definidas en 1964 por

R.C James [7] y veremos su relacién con el médulo de convexidad dx ().

3.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS GENERALES

A continuacién, introduciremos las constantes que vamos a estudiar en este capitulo.
Definiciéon 3.1. Sea X un espacio de Banach. Definimos:
1. J(X) = sup{min{|lz + y[|,[[z —yl} : 2,y € Sx}

2. Ay(X) = Sup{Hw—i-yH;Hx—yH :x,yESX};

3. 5(X) := inf{max{||lz —yl, lz + yl} : =,y € Sx}.

El nimero J(X) es llamado constante de James asociada al espacio de Banach X.

En estd seccién mostraremos cémo estd relacionado las constantes A (X) y J(X). Antes
de esto probaremos un resultado que relaciona el médulo de convexidad y la constante

de James.

Teorema 3.2. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach. Entonces

J(X) =sup{e € (0,2) : 0x(e) < 1—¢/2}.

42
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Demostracion. Sea
sup{e € (0,2) : dx(e) < 1—¢/2} :=PBx
Sea ¢ := || — y|| y considere los siguientes dos casos:

Caso 1: Supongamos que min{||x +y|, ||z — y||} = ||z — y||, entonces ¢ < ||z +y|| < 2(1 —
dx(€)) lo cual implica que dx(¢) < 1—¢/2. Se sigue que min{||z + vy, ||z —y||} <
Bx.

Caso 2: Supongamos que min{||z + y||, ||z — y||} = || + y||, por ende,
0<flz+yll < llz =yl <2

es decir, si tomamos ||z + y|| = £ tenemos que & € [0,2] y ademds dx(e) <
1 —¢’/2. Como dx es creciente en (0,2) (Teorema [2.11) y ¢/ < e obtenemos
ox(e') <1—¢'/2. Asf, min{{lz + y|, |z — ylI} < Bx.

COHIO consecuencia de IOS casos anteriores tenemos
J(X) < ﬁX-

Ahora falta ver que se cumple la igualdad. Sea h > 0 dado. Entonces existe € € (0,2)
tal que Bx — h < e, donde dx(g) < 1 — /2. Por definicién del médulo de convexidad,

existen x1,y1 € Sx tales que ||[z1 —y1]| =€y

1— w < 1—%, estoes, &< |1+l

De esta manera
Bx —h <e=min{||z; —y1|], |21 + 1]} < J(X).

La arbitrariedad de h > 0 implica que Sx < J(X) y concluimos la prueba. O

Observacién 3.3. Si X es un espacio de Banach tal que J(X) < 2, entonces

J(X
Sx(J(X) <1— (2) (3.1)
En efecto, del Teorema [3.2] se deduce que dx () < 1—¢/2 si, y solo si, e < J(X), desde
que € € (0,2). De esto concluimos la desigualdad (3.1)). Mds adelante demostraremos
que de hecho se da la igualdad en (3.1) cuando J(X) < 2.
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Corolario 3.4. Sea X un espacio de Banach. Si J(X) < 2, entonces
J(X)=2(1-0x(J(X))).

Demostracién. Si J(X) < h < 2, entonces por el Teorema [3.2]tenemos dx (h) > 1—h/2.

Luego por la continuidad de la funcién §x (Lema [2.13]) tenemos que

J(X)

Sx(J(X))>1— (3.2)

Las desigualdades (3.1) y (3.2)) implican el resultado. O

El préximo resultado establece una relacién entre las constantes J(X) y S(X).

Teorema 3.5. Para todo espacio de Banach X se tiene que
J(X)S(X) =2.

Demostracion. Dados x,y € Sx con x # +y, sean

u— r+y v Ty
=+ yll |z —yll

Se sigue que u,v € Sx y ademas

1 1 1 1
u:tv:( + >x+< F )y.
lz+yl [z =yl lz+yll  llz—yll

Por lo tanto

1 1 ‘
eyl llz =yl
1 1

\W+M\M—yM

1]F1H
lz+yll -~ llz =yl
1 1

=
le+yl " Tz =yl

lu+ ]| >

) { 1 1 }
= 2min ,
lz+yll" llz =yl
_ 2
max{[lz + yl, [lo — ylI}

| =yl

De lo anterior tenemos

2
méx{[lz +yll, [z — y[}’

J(X) = min{|ju + v}, lu =[]} =

y como z,y € Sx con x # +y fueron elegidos de forma arbitraria tenemos J(X) >
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2/5(X). Por otro lado

1 1
+ ‘+
lz+yll = llz -yl

) { 1 1 }
= 2max ,
lz+yll" llz =yl
_ 2
min{|[z +yl|, |z — yl[}

[
[z +yll [z =yl

= o] s'

Asi

2

S(X) <max{fu+ o], flu —v[} < — )
min{||z +y|, = —yl[}

y la escogencia arbitraria de z,y € Sx con = # +y implica que S(X) < 2/J(X). De
las desigualdades demostradas inferimos que J(X)S(X) = 2. O

El préximo resultado establece una cota superior para la constante As(X) en términos

de la constante de James.

Teorema 3.6. Para cualquier espacio de Banach (X, || -||) se cumple que,

3J(X) -2

1< Ay(X) < 69

Demostracion. Note que si x,y € Sx, entonces

—l < Ao (X).

I+l +
1= <
o] < -

Ahora veamos que J(X) < 2. Si z,y € Sx son dados, tenemos que
le =yl <zl + I =yll=2y le+yl<lzl+lyl=2.

De ahi que min{|lz + y||, ||z — y||} < 2, y como z,y € Sx fueron escogidos de forma
arbitraria deducimos que J(X) < 2. Por otra parte, es conocido que para cualquier
espacio de Banach X se cumple que v/2 < J(z) [8, P4gina 279).

Continuando con la prueba, sean =,y € Sx y consideremos los siguientes casos:

Caso 1: Supongamos que J(X) < ||z—y| < 2y sea ||x—y| = e. Usando el hecho de que la
funcién € € (0,2] — dx(e)/c es creciente (prueba del Lema , la desigualdad
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|z +y|| <2(1—6x(g)) y el Teorema [3.5] tenemos que

[z +yll + llz =yl < e+2(1 = dx(e))

2
=e4+2— ( ~ —1>5
Sup{mln{”l‘—l- y”: ”ZL’ - y” HECPNTIS SX}

= e+ 2— (nf{max{||z —yll, |z + yl[} - z,y € Sx} —1)e
=e+2—-(5(X)—1e = ¢2-9X))+2

<max{(2—-5(X)) : J(X)<e<2}e+2=06—-25(X)

Caso 2: Supongamos ahora que ||z — y|| < J(X). Si se cumple que ||z + y|| < J(X)
entonces ||z — y|| + ||z + y|| < 2J(X). Ahora note que,

J(X) + J(2X) 3= &) Jl())(g)(X) ~2 <,
2
J(X) 3= 555 = 3= 5(0),

y por tanto, reemplazando tenemos,

3J(X) -2

_ <6 — —
[z +yll+ llz -yl <6 -25(X) =2 T(X)

Por otra parte, si se cumple que J(X) < ||z + gy, sea ||z + y|| = €. Considere

y = —u, —u € Sy y proceda de forma andloga como en el Caso 1.
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Debido a que x,y € Sx fueron escogidos arbitrariamente, concluimos que

e +yll+llz -yl

X)—2
TR W 1C K3

J(X

No es dificil que si X es un espacio de Banach tenemos J(X) < A3(X). A continuacién

O

Az(X) = sup {

damos una estimativa para la diferencia Ay(X) — J(X).

Teorema 3.7. Para cada espacio de Banach X tenemos que,
A5(X) — J(X) < (V- 1)

Demostracion. De la desigualdad demostrada en el Teorema se deduce que,

AQ(X) < 3J§’(()?)— 2
C3J(X) -2 J(X)?
) am) T

Por ende obtenemos,

AQ(X) —J(X) <

—t2-3t—2
< méx{t : \/§§t§2}.

Si consideramos la funcién f : [v/2,2] — R definida como f(t) = %, deducimos

que ella alcanza su valor maximo en (y/2 —1)2. De ahf se concluye que As(X)—J(X) <

(V2 —1)2 O

A continuacién mostraremos un ejemplo donde se encontrard el valor de la constante

de James.

Ejemplo 3.8. Sea X = R? junto la norma £y — ¢;. Veamos que J(X) = 1/8/3, consi-

deremos dos casos:

Caso 1: 0 < ¢ < /2. Entonces, —/2/2 < —¢£/2, esto es, 1 —/2/2 < 1 — £/2, de ahi
tenemos que 0x(¢) =0<1—¢/2.
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Caso 2: V2 < ¢ < ,/8/3. Veamos que 6x(¢) < 1 —¢/2, tenemos entonces,

€2 <8/3; 3%/4<2;

e2/4<2—-¢2/2; /2 <4/2—¢€2/2;

1—y2—-¢2/2<1—¢/2.

Por ende tenemos dx(¢) < 1 —¢/2.

Caso 3: Se mostrara que si 1/8/3 < & < 2 entonces no se cumple que dx(e) < 1 —¢/2.
Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que dx(¢) < 1 — /2 de ahi se

puede deducir,

[\

11— <15, ¢
8 2 2

2 2

€ €
— <] =- = 2<
=Ty ©=

w| oo

Lo cual es una contradiccién. Asi, si e € (0,2) solo se cumple que dx(¢) < 1—¢/2
si e € (0,+/8/3]. Concluimos entonces que J(X) = 1/8/3.

3.2. ESPACIOS UNIFORMEMENTE NO CUADRADOS

En esta seccién introducimos otra nociéon geométrica asociada a la esfera unitaria de

un espacio de Banach dado.

Definicion 3.9. Diremos que un espacio de Banach X es uniformemente no cuadrado
(UNS) si dx(e) > 0 para algin ¢ € (0,2).

Teniendo en cuenta que el médulo de convexidad mide qué tan redonda es la bola uni-
taria del espacio, la nocion de ser UNS significa que la bola unitaria del espacio no es

un cuadrado pero puede poseer segmentos rectilineos.

A continuacién se va a considerar el espacio R? con dos normas, || - |1 v ¢1 — o, las
cuales seran utiles para mostrar la geométria de la bola unitaria de un espacio UNS y

otro que no lo es. Ver las figuras 7?7 y 77.
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Figura 3.10: (R2,¢1 — £3)
1 \
/

Figura 3.11: (R% || - |}1)

Tenemos pues, que X = (R?, /1 — f5) es un espacio UNS, mientras que (R2,]|-||1) no lo

es. La justificacion de esto se deduce a partir de los ejemoplos de la seccion 2.3.

Con el siguiente resultado, mostramos una relacion entre el concepto de ser UNS y la

constante S(X).

Teorema 3.10. Sea X un espacio de Banach. Si S(X) > 1 entonces X es UNS.
Reciprocamente, supongamos que X es UNS. Entonces, sie’ € (0,2) es la inica solucidn

de e’ = 2(1 — 6x(¢")) tenemos que S(X) = 2 € (1,V/2).

E/

Demostracion. Procediendo por contradicciéon, supongamos que X no es UNS, es decir,

para todo ¢ € (0,2), consideramos § = €/2, existe u,v € Sx tales que:

W>1—5, entonces, |u+v| >2(1—-9), asi, €>2—|lu+v].

Ademas se tiene,

[ =]

5 >1—6 estoes, €>2—|u—uvl.
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Ahora considere x = ﬁ yy= ﬁ, x,y € Sx, ast:

H n H u+u u—v
€T =
=T+ ol T =]
(rean* 1) ** G~ )|
U + +v —
lfu+ol] " Jlu—ol] lTu+ol] ~ Jlu—ol]
1 1 1 1
< [Jull. + +[[o]]- =
lu+ol] " Jlu—o]] fu+ol] ~ Jlu—ol]

_ e = ol + w4 of| [+ [ fJu+ o] = Jlu =] |
[+ vl]|Ju =]l

212—¢)+e¢
T (2-ep

Procediendo de manera andloga se tiene que,

| Nutofl = flu—off [+ ] llut+of+]lu—v][|  22-¢)+e

|z —y|| <

||+ ]| = v]] T (2-ep
Esto implica que,
) 22—-¢)+e¢
méx(|[z — y||, [lz + yl]) < NCESEE
2 €

2—€+(2—€)2’

de ahi que, S(X) < 1. Reciprocamente, sean X uniformemente no cuadrado y ¢’ € (0, 2)

la tinica solucién de & = 2(1 — 0x(g’)). Recuerde que:
N 011, X) = S(X) - 1;
1) (1= 0dx(e)01(5(1 —dx(e) ™, X)) = dx(e),

donde 6; es la funcién definida en el Teorema DeI) se tiene que S(X) = d1(1, X)+1
y, usando la hipétesis sobre &’ y el Teorema se deduce que:

(1 - 3x(e)) 61 (621—51)((5) X) — 5x (&)
<4 (2,5) oxtt
a1, X) = 26)2/(6/) N 2(122(;/()5’))'
Por ende, S(X) = % +1 = %1—6;1((5’) = 2. Tenemos ademds que dx(g’) <



1—4/1— %, de ahi note que:

4—¢?
Sx(¢) <1— S, estoes, V4-—e?<2(1—dx(<)).

4

Como ¢’ € (0,2), tenemos, 4 — 2 < /4 —¢/? < 2(1 — 6x(£')), por ende,

V2 < 2(1 — 6x(€): 1_;}((5) < 2;
.
2(1 = dx(e")

S

2
<Vv2, =<
e

[

Asi, S(X) = 2 € (1,V2).

~|

3

o1
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