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RESUMEN

TITULO: CONJUNTOS DE SIDON FINITOS"
AUTOR: JAIRO HUMBERTO VILLAMIL HERNANDEZ"*
PALABRAS CLAVE: Conjuntos de Sidon, Teoria de Nimeros Aditiva, Secuencias Sonar.

DESCRIPCION:

Un conjunto de enteros A es llamado un Conjunto de Sidon si todas las sumas a +d’, con a <
d',a,d € A son diferentes; de manera similar un conjunto A es un Conjunto de Sidon si todas la
diferencias a —d’ con a # d’, a, d’ € A son diferentes. Un problema interesante relacionado con es-
tos conjuntos es el siguiente: ;Cual es el mayor cardinal que un conjunto de Sidon puede tener
en el intervalo [1,n]? Para darle respuesta esta pregunta definimos la siguiente funcién: F; (n) =

max {|A|: A C [1,n], Aes de Sidon}.

De esta manera, la funcion F; (n) se define como el maximo nimero de elementos que pueden selec-
cionarse de [1, n] de tal forma que constituyan un Conjunto de Sidon. En ese sentido se estudiaremos
el comportamiento de esta funcién mediante dos tipos de Conjuntos de Sidon, en dimensién uno y
dimension dos. Los Conjuntos de Sidon en dimensioén uno junto con algunas técnicas de conteo, nos
proporcionaran las mejores cotas superiores para esta funcién, por otro lado mediante la construccién

de Conjuntos de Sidon en dimensidn dos encontraremos una cota inferior éptima para dicha funcién.

A demds observaremos el papel que tiene los Conjuntos de Sidon en dimensién dos para el modela-
miento de algunas aplicaciones en el drea de las telecomunicaciones, particularmente las secuencias
Sonar. El objetivo de este trabajo es dar a conocer algunas definiciones y propiedades bésicas de los

Conjuntos de Sidon Finitos permitirdn resolver y comprender los problemas ya antes mencionados.

*Tesis.
**Facultad de Ciencias. Escuela de Mateméticas. Director: Carlos Arturo Rodriguez Palma. MSc. en Mateméticas.
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ABSTRACT

TITLE: SIDON’S FINITE SETS"
AUTHOR: JAIRO HUMBERTO VILLAMIL HERNANDEZ"*
KEYWORDS: Sidon’s finite sets, Additive number theory, Sonar sequences.

DESCRIPTION:

A set A of integers is called a Sidon’s set if all sums a+d’, witha < d’,a, d’ € A are different; similarly
a set A of integers is called a Sidon’s set if all differences a —a’, with a # d’, a,d’ € A are distinct.
An interesting problem regarding these sets is as follows: What is the greatest cardinal a set of Sidon
may have in the range [1, n|? To give you answer this question we define the following function:

F>(n) =méax{|A|: A C[l,n],Aes de Sidon}.

Thus, the F> (n) function is defined as the maximum number of elements that can be selected from
[1, n] so as to constitute a Sidon’s set. In this sense the behavior of this function study using two types
of Sidon’s sets in dimension one and two dimensions. Sidon’s sets in dimension one along with some
counting techniques, provide us with the best upper bounds for this function. on the other hand by

building Sidon’s sets in two dimensions find an optimal lower bound for the function.

Observe the role that Sidon’s sets in dimension two for the modeling of some applications in the area of
telecommunications, particularly Sonar sequences. Precisely the aim of this work is aimed at knowing
some definitions and basic properties Sidon’s finite sets that will allow us to solve and understand the

problems already mentioned above.

*Thesis.
**Science Faculty. School of Mathematics. Director: Carlos Arturo Rodriguez Palma. MSc. in mathematics.
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INTRODUCCION

El interés del hombre por los nimeros es tan remoto como la misma civilizacién, son varios los pueblos
de la antigiiedad que se motivaron por los nimeros, ya sea bien por razones pricticas inmediatas o por
su relacién con la astronomia y el coémputo del tiempo. La primera orientacion cientifica al estudio de
los nimeros enteros, es decir, el origen de la Teoria de nimeros, se atribuye a los griegos, precisamente
fueron ellos los primeros en desarrollar una teorfa basada en nimeros, tal es el caso de Diofanto de
Alejandria que en el siglo III d.c. escribi6 trece libros (siete de los cuales se han perdido) dedicados
a la resolucioén de ecuaciones algebraicas y en los cuales se intentaba dar métodos para encontrar sus
soluciones enteras o racionales. Después de Diofanto no hubo muchos progresos en Teoria de nimeros
hasta el siglo X VII, periodo en el cual esta teoria renace gracias en gran parte a los trabajos hechos por
Pierre de Fermat. Poco tiempo después de Fermat, los nombres de Euler (1707-1783), Lagrange (1763-
1813), Legendre (1752-1833), Gauss (1777-1855) y Dirichlet (1805-1859) fueron muy importantes en
el posterior desarrollo de la Teoria nimeros [1]. Asi pues desde los tiempos de Gauss, ha existido un
desarrollo enorme de esta drea de las matemadticas en varias direcciones, enfocandose especialmente
en el estudio de las propiedades y relaciones de los nimeros enteros, o de subconjuntos de ellos que

satisfacen ciertas propiedades especiales.

Segtin los problemas que se intentan resolver y los métodos empleados para ello, la teoria de nimeros
se subdivide en diversas ramas: Teoria analitica de nimeros, teoria algebraica de nimeros, teoria com-
binatoria de ndmeros y teoria de nimeros aditiva; esta dltima de nuestro interés particular. La teoria
de niimeros aditiva estudia subconjuntos de nimeros enteros y su comportamiento bajo la adicién,
mediante dos tipos de problemas: Problemas directos y problemas inversos. Un problema directo en
teoria aditiva de nimeros es aquel en el que se trata de determinar la estructura y propiedades del

conjunto hA, es decir, el conjunto de todas las sumas de elementos de un conjunto dado A. El segundo
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tipo de problema es aquel en el que se intenta deducir propiedades del conjunto A a partir de algunas
propiedades que se derivan del conjunto suma hA. De esta manera, bajo la perspectiva de la teoria de
nimeros aditiva consideremos el siguiente problema: Dado el conjunto X = {1, 2,..., 50}, se quiere
construir un subconjunto A C X con la propiedad de que las diferencias de cada par de elementos
distintos de A sean distintas. Por ejemplo, el siguiente conjunto A = {1, 2, 4, 8} cumple con dicha

propiedad. Esto se puede evidenciar en la siguiente tabla de diferencias de A.

211 0 -2 -6
413 2 0 -4
8|17 6 4 0

Observe que aparecen varias preguntas alrededor de este problema: ;El conjunto A C X es el de mayor
tamafio que satisface la propiedad? Es facil ver que no es asi, pues el conjunto
B={1, 2, 5, 10, 16, 23, 33, 35} C X cumple también la propiedad antes mencionada, esto se

puede ver en la siguiente tabla de la diferencias para el conjunto B.

- 1 2 5 10 16 23 33 35

1|0 -1 -4 -9 -15 -22 -32 -34
2|1 o0 -3 -8 -14 -21 -31 -33
514 3 0 -5 -11 -18 -28 -30
o9 8 5 0 -6 -13 -23 -25
6|15 14 11 6 0 -7 -17 -19
23 122 21 18 13 7 0 -10 -12
33132 31 28 23 17 10 O -2
35135 33 30 25 19 12 2 0

Note que construir este tipo de conjuntos no presenta mayor dificultad si se hace con unos pocos
elementos, pero quizd si se quiere ir afladiendo mds elementos a la coleccién lo mds probable es
que nos encontremos con mayor dificultad para hacerlo, en ese sentido surge de manera natural la
siguiente pregunta ;Cuél es el conjunto de mayor tamafio contenido en X = {1, 2,..., 50} con la

propiedad de que todas las diferencias de dos elementos distintos del conjunto sean distintas? m4s aun,
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si generalizamos este problema la pregunta seria ;Cudl es el conjunto de mayor tamafio contenido en
el intervalo [1, n] ! 0 en un grupo aditivo finito dado, en el que todas las diferencias de dos elementos
distintos del conjunto sean distintas? Esta dltima pregunta fue planteada por Simén Sidon a Paul Erdds
en el afio 1932, aunque el interés de Sidon por estos conjuntos debian a razones del andlisis de Furier,
el problema llamé la atencion de Erdds por su vertiente aritmética y combinatoria. Fue el propio Erdos

quien bautizé a estos conjuntos con el nombre de Conjuntos de Sidon.

Desde el mismo afio en que se planted el problema se le han dado respuestas parciales gracias a
los trabajos realizados por varios expertos en matematicas, algunas de estas se deben a Ruzsa, Bose,
Lidnstrém, Erd8s y Turan, entre otros [13], los cuales encontraron cotas superiores éptimas para estos
conjuntos, en ese sentido algunas de estas respuestas seran el punto central del desarrollo de esta

monografia.

El documento estd organizado en tres capitulos. En el primer estaran aquellos conceptos bésicos que se
tuvieron en cuenta para el desarrollo y la comprension de este trabajo. En el capitulo 2, estudiaremos
los conjuntos de Sidon en dimension uno, en particular mostraremos algunos argumentos de conteo
que nos permitirdn obtener las mejores cotas superiores conocidas para estos conjuntos. En el capitulo
3 estudiaremos algunas construcciones de Conjuntos de Sidon en dimensién dos las cuales proveen
de una cota inferior para los conjuntos de Sidon en dimensién uno; a demds, se presentaran algunas
aplicaciones que tienen los Conjuntos de Sidon en dimensién dos en el drea de las telecomunicaciones

y por ultimo veremos las conclusiones obtenidas de este trabajo.

LA lo largo de este trabajo el intervalo [1,n] representa el conjunto {1,...,n}.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Esta seccién estard dedicada a definir algunos conceptos necesarios para la correcta comprension de
este trabajo. Dichos resultados estdn relacionados con la teorfa de nimeros, grupos, campos finitos y
acotamiento asintético. Los siguientes resultados fueron tomados de [1] y [10] alli se podra observar

con detalle sus respectivas demostraciones.

1.1. TEORIA DE NUMEROS

Teorema 1.1. Dados enteros a'y b, con b > 0, existen enteros tinicos q y r tales que
a=bg+r 0<r<b
Los enteros q y r se llaman, respectivamente, el cociente y el residuo en la division de a por b.

= Sean a, b niimeros enteros con a diferente de cero. Decimos que a divide a b si existe un entero
¢ tal que b = ac. En tal caso escribimos a|b. Decimos también que a es un divisor de b o que b

es un miiltiplo de a.

= Un entero positivo p > 1 se denomina un niimero primo si tiene exactamente dos divisores po-

sitivos a saber, 1 y p. Un entero positivo mayor que 1 que no es primo se denomina compuesto.

14



k
s Sin= H pi’ es la representacion candnica de un entero positivo n, entonces
i=1

s if1(1-1)

i=1
donde ¢ (n) indica el numero de primos relativos menores e iguales que n.

= Sea n un entero fijo. Dos enteros a'y b se dice que son congruentes modulo n, denotado por
a = b(modn)

si n divide a a— b; es decir si existe un entero k tal que a — b = nk. Podemos comprobar que la
relacion de congruencia modulo n es una relacion de equivalencia, (es decir es reflexiva, simé-
trica y transitiva). Esta relacion induce una particion 7 en clases de equivalencia [a] ( donde
para a € 7 fijo, la] = {x € Z: x = a(modn)}). El conjunto de todas las clases de equivalencia

bajo esta relacion de congruencia lo denotamos por Z, = {[0],[1],..., [n—1]}.

= Sean my, my, ...,m, enteros positivos primos relativos dos a dos, y sean aj, as,...,a, enteros

arbitrarios. Entonces el sistema de congruencias lineales

x = a;(médmy)
x = ay(modmy)
x = a,(modm,)

,
tiene solucién unica modulo m = Hmi.
i=1

Una de las aplicaciones importantes de la teorfa de congruencias consiste en encontrar criterios espe-

ciales bajo los cuales un entero dado es divisible por otro.

Dado un entero b > 1, cualquier entero positivo N se puede escribir en forma tnica en términos de b
como:

N = aub™ +apn 0" '+ +ab* +aib+ap,

15



donde 0 < ap <b—1.

Con esta escritura, el entero N esta completamente determinado por los coeficientes en la representa-
cion. Asi, el nimero

N = aub™ +apn 0" '+ +arb* +ajb+ap,

se puede representar por:

N= (amam,l o -agalao)b.

A esta representacion se le denomina ; la notacion en base b de N. El caso mas simple se tiene cuando
b = 2, el sistema de numeracion resultante se denomina sistema binario. Asi cuando un nimero se
escribe en el sistema binario, tnicamente los enteros 0 y 1 aparecen en tal representacion; es decir,
todo entero positivo se representa en forma tnica como una suma de potencias diferentes de 2. Por

ejemplo 105 se puede representar como 105 = (1101001),.

1.2. GRUPOS Y CAMPOS

Definicion 1.1. Un grupo es un conjunto no vaco G junto con una operacion binariax sobre G, deno-

tado por (G, ), tal que se cumplen las siguientes propiedades:

a. Paratodo a, b, c € G, se tiene que ax* (bxc) = (axb) xc.

b. Existe un elemento identidad (o neutro) e € G tal que paratodoa € G,axe=exa=a.

c. Para todo a € G, existe un elemento inversoa™! € Gtalque axa ' =a ' xa=e.

= El elemento identidad e € G y el elemento inverso a~! € G de un elemento dado a € G son
unicos.

= Si para todo a, b € G, axb = b*a, diremos que G es un grupo abeliano (o conmutativo).
Generalmente en esta clase de grupos adoptamos una notacién aditiva, escribimos a 4 b en

lugar de a*b , —a en lugar de a~' y 0 en lugar de e.

= Sedice que un grupo G es un grupo finito si consta de un nimero finito de elementos. El nimero

de elementos de G se llama orden de G y se denota por |G| .

16



= El grupo G se llama grupo ciclico si existe un elemento a € G tal que para todo b € G existe
algin entero j con b = a’. Tal elemento a se llama un generador del grupo ciclico, y escribimos

G = (a).

= Sean A y B dos grupos. Diremos que una aplicaciéon f : A — B es un homomorfismo de
grupos si f (ab) = f(a) f (b) para todo a, b € A. A demds un homomorfismo sea biyectivo se

le denominara isomorfismo.

Ejemplo 1.1. La aplicacién f definida de la siguiente manera:

f: Zp,1 XZP — Zp(p—l)

(@b) —
donde x =a(mod p— 1) y x = b(mod p) es un isomorfismo.

Demostracion. Probemos que la funcién f es inyectiva es decir, supongamos f ((a, b)) = [x] y

f((c,d)) =]y con (a,b), (c,d) € Z,—_y x Z, donde

asi

de donde sabemos que las clases residuales son disjuntas o iguales por lo tanto

(a,b) = (¢, d)
Note que Y [x] € Z(,—1) existe (a, b) € Z,—1 X Z, tal que f ((a, b)) = [x], por lo cual f es sobre.

Para probar que f es isomorfismo sabemos que la operacién + en clase residuales se define

como [x] + [y] = [x+], asi pues

f((a, b))+ f((c;d)) = M+ D] = [k +y] = f (@, b) + (¢, d)).

17



El estudio de los campos ha tenido un gran desarrollo en los dltimos afios, debido principalmente a

problemas surgidos de sus aplicaciones, tales como la criptografia, teoria de c6digos, combinatoria

entre otros.

Definicion 1.2. Un campo o cuerpo F es un conjunto con dos operaciones binarias denotadas + y -

tales que:
a. (IF, 4) es un grupo abeliano.
b. Paratodoa,b,c €F (a-b)-c=a-(b-c).
c. Existe un elemento identidad multiplicativa 1 € G tal que paratodoa € G,a-1=1-a=a.
d. Para todoa € G con a # 0, existe un elemento ¢~ ' tal que a-a ' =a~!-a=1.
e. Siparatodoa,beF,a-b=b-a.
f. Paratodoa,b,c € Fsetienea- (b+c)=ab+a-cy(b+c)-a=b-a+c-a.
Ejemplo 1.2. Sea p un nimero primo. El conjunto Z, = {[0], [1],...,[p— 1]} es un campo, con las

operaciones suma + y producto - definidas respectivamente por:

[a] +[b] = [a+b] y [a] - [b] = [a-D].

La caracteristica de cualquier cuerpo es cero o un niimero primo. (la caracteristica se define
como el nimero entero positivo mds pequefio n tal que n-1 = 0, o cero si no existe tal n; aqui

n- 1 significa n sumandos 1 +1+4+14...4+1.)

Si g > 1 es una potencia de un nimero primo, entonces existe (salvo isomorfismo) exactamente

un cuerpo finito con g elementos. Ademds, estos son los tinicos cuerpos finitos posibles.

El conjunto de elementos diferentes de cero de un cuerpo F (denotado por F*) es un grupo

abeliano bajo multiplicacion. Cada subgrupo finito de F*es ciclico.

Un elemento o € F, de orden g — 1, es decir, un generador de I, se llama elemento primitivo

del campo [F,.

18



= Una extension de cuerpos es un par [K, F] donde F es un cuerpo y K un subcuerpo de F; una

extension de cuerpos se denota como F /K.

.-, m—1
= Sea una extension de cuerpos Fy»/IF, y sea & € Fyn. A los elementos o, a4, ..., a?"  se les

denomina conjugados o sobre [,
» Para cada o0 € Fyn se define la traza de o sobre Fy y se denotard T'ry,, /5, (o) como:

m—1

T}’qu/]qu(a):(x+(xq+...+(xq

Es decir, la traza de a sobre [, es la suma de los conjugados de a.

1.3. NOTACION ASINTOTICA

Ao largo de este trabajo se observé también la notacién O (g (x)), esta representacion llamada Landau
O(g(x)) o cominmente notaciéon O grande, es un conjunto de funciones las cuales sirve como cota

superior de otra funcién cuando el argumento tiende a infinito [16]. Formalmente se define asi:

Definicién 1.3. Sea g : Nyg — R™ una funcion . Entonces, O(g) es el conjunto de funciones f : No —
R™ tal que para alguna constante real ¢ > 0y alguna constante entera no negativa ny, f(n) < cg(n)

para toda n > ny.

Con frecuencia es ttil pensar en g como alguna funcién dada, y en f como la funcién que estamos
analizando. Observe que una funcién f podria estar en O(g) aunque f(n) > g(n) para toda n. Lo
importante es que f esté acotada por arriba por algtin miltiplo constante de g. Ademads, no se considera
la relacién entre f'y g para valores pequefios de n [16].

= Una funcién f € O(g) si lim f(n)
n=e g (n)

=c < oo,

Es decir, si el limite del cociente de f entre g existe y no es oo, entonces f no crecerd mas rapidamente

que g. Si el limite es oo, entonces f si crece mds rdpidamente que g.

Ejemplo 1.3. Sea f (n) =n'/* 4+ 1y g(n) = n'/* demostremos que f € O (g). Aplicando la definicién

anterior tenemos:
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lim =1

x—e0  pl/4
, N 1/4 1/4
asi se prueba de que este limite existe y por tanto n'/* +1 € O (n'/4).

Observacion 1.1. Algunas veces se utiliza también las notaciones f (x) < g(x) o g(x) > f(x) para
indicar lo mismo. Estas ultimas se utilizan sobre todo cuando del termino principal solo nos interesa

el orden de magnitud.
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Capitulo 2

CONJUNTOS DE SIDON EN
DIMENSION UNO

En este capitulo abordaremos los Conjuntos de Sidon en dimensién uno, principalmente estudiaremos

con detalle algunas técnicas de conteo que permiten obtener cotas superiores para estos conjuntos.

Definicion 2.1. Un conjunto de enteros positivos A es un Conjunto de Sidon en dimension uno si

todas las sumas de la forma

a+d, a,d €A a<d
son distintas.

Observe que a+b = c+d siy solo sia—c =d — b, por lo tanto los conjuntos Sidon también se definen
indistintamente, como aquellos con la propiedad de que todas las diferencias no nulas de cada par de
elementos en el conjunto sean distintas, es decir, A es un conjunto de Sidon si todas las diferencias de

la forma

/ / /
a—d, a,a €A a#a

son distintas.

Ejemplo 2.1. El conjunto A ={1, 2, 5, 10, 16, 23, 33, 35}, es un ejemplo cldsico de conjunto de Si-

don en dimensién uno el cual podemos verlo en [4]. Para verificar que A es efectivamente un Conjunto
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de Sidon podemos hacer la construccion de un triangulo de diferencias positivas, el cual se construye
asi: En la primera fila aparece los elementos del conjunto y en las filas inferiores todas las diferencias

positivas de cada par de elementos distintos del conjunto A, como se muestra a continuacién:

1 2 5 10 16 23 33 35
1 3 5 6 7 10 2
4 8 11 13 17 12
9 14 18 23 19
15 21 28 25
22 31 30
32 33
34

De hecho, se puede demostrar que el intervalo[1, 35] no contiene ningin conjunto de Sidon con mas

de 8 elementos; es decir A es un conjunto de Sidon de tamafio maximal.

Una pregunta que surge de manera natural es: ;Cual es el mayor nimero de elementos que puede tener
un conjunto de Sidon contenido en el intervalo [1, n|? Esta pregunta ha sido resuelta parcialmente por
algunos matemadticos tales como Erdos y Turan, B. Lindstrom, Rusza y Cilleruelo, quienes encontraron
respuestas asintdticas al problema. Con el propésito de estudiar las respuestas a dicha pregunta se

define la siguiente funcién contadora:

Definicion 2.2. Sea n un entero positivo. La funcion contadora F, (n) se define como el mdximo
niimero de elementos que pueden seleccionarse del intervalo [1, n] de tal forma que ellos constituyan

un conjunto de Sidon, es decir:

F>(n) =mdx{|A|: A C[1,n]; A es Sidon}

El estudio de la funcién F; (n) lo abordaremos en primera instancia buscando cotas superiores para la
misma, esto se realizara a partir de algunas técnicas de conteo y del estudio de Conjuntos de Sidon
en grupos abelianos. Por otro lado la obtencién de cotas inferiores para la funcién F> (n) se realizard

mediante la construccién de Conjuntos de Sidon.
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2.1. COTAS SUPERIORES PARA LA FUNCION F; (n)

Comenzaremos por obtener una primera cota superior para la funcién F; (n).

Teorema 2.1. Si A es un conjunto de Sidon contenido en el intervalo [1, n], entonces:

F(n) <V2n+1/2

Demostracion. Como todas las diferencias positivas a — b con a, b € A son distintas y menores que n

y hay exactamente ('2‘)1 de esas diferencias, se tiene la desigualdad

A
(I2!>§n_17

[AN _ [Alr JA[(Al-D)
<2>_2!(|Ayz)!_ 2 =n-1,

de donde

lo cual es equivalente a tener

AP —|A[<2(n—1),

de ahi que
Al <V2n+1/2,

y por lo tanto

F(n) <V2n+1/2.

Observacion 2.1. Esta cota superior permite evidenciar que un conjunto de Sidon en el intervalo [1, 35]

no puede tener mas de 8 elementos, pues:

F3(35) < V704 1/2 =8,866...

LEI coeficiente binomial (Z) es el niimero de subconjuntos de k elementos escogidos de un conjunto con n elementos.
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En particular de este resultado el conjunto A del ejemplo anterior es un CONJUNTO DE SIDON
MAXIMAL.

La cota del teorema 2.1 no es 6ptima cuando n toma valores muy grandes, sin embargo se puede
mejorar si en lugar de tener en cuenta todas las diferencias a — b con a,b € A se consideran solo las

diferencias pequefias. Usando este hecho en 1941, Paul Erdds y Turdn, en [5] demostraron:

Teorema 2.2. Si A C [1, n] es un conjunto de Sidon, entonces:

B(n) < Vi+0 (n/)

Demostracion. Sea A = {ay,ay,...,a;} C [1, n] un conjunto cualquiera, con |A| = k, sean m, n € Z

tales que 1 < m < n 'y consideremos los intervalos

L=[i—m,i—1],coni=12,....m+n.

Observe que a medida que aumenta i los intervalos se desplazan una unidad hacia la derecha. Sea A; el
nimero de elementos de A que hay en I;, en otras palabras A; = |[AN1]| , es claro que si i = 1 entonces
A} =0,yaqueA C [1, n]. Dado que a € A nos preguntamos lo siguiente ; En cuantos intervalos aparece
al.

Afirmacion 2.1. Si a € A entonces a aparece exactamente en m intervalos.

Note que el primer intervalo donde aparece a ocurre cuando i = a+ 1, es decir; I,y =[a+1—m, a] y
el dltimo se tiene cuando i = a + m, es decir; 1,1, = [a, a+m — 1]. Teniendo en cuenta que i en cada
intervalo aumenta una unidad hacia la derecha se tiene entonces que desde el primer intervalo donde
aparece a y hasta el dltimo donde aparece, hay exactamente m intervalos, con lo cual la afirmacién

queda plenamente justificada.

Ahora como cada a € A; aparece exactamente en m intervalos, entonces tenemos que:

n+m

Z A; = mk, (2.1)
i=2

de donde
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n+m 2
(mk)2 = ( Z Al) ’
i=2

y utilizando la desigualdad de Cauchy—Schwarz, se tiene que:

n-+m 2 n+m n+m n+m
(mk)* = (ZA,-) < (Z 12) <2A$> = (m4n—1) <2A§> :
i=2 i=2 i=2 i=2

es decir

———7ﬁ;ZA, (2.2)
Por otro lado el nimero de pares a,a’ € A y que estan en el intervalo /; estd dado por:

(0)-tan-»

asi el total de estos pares es:

luego, usando 2.1 y 2.2 tenemos:

m+n A 1 m2k2
YU, )25 —F———mk). (2.3)
=\2 2 \m+n—1
Ahora sia,d’ € A cona > d, se encuentra en el mismo intervalo, es decir, a, a’ € I; para algin 1 <i <
m+n, entonces i —m < a,d’ <i— 1, de ahi que la diferencia d = a — da’ > 0 cumple:
1<d<m-—1.

Afirmacion 2.2. Si a,d € A estdn en un mismo intervalo y d = a — d' entonces la pareja a,d se

encuentra en exactamente (m — d) intervalos.

Observe que @’ aparece en los siguientes intervalos
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[a’—i—l—m,a’], [a’—l—Z—m,a'—i—l] ,...,[a/—l—d—l—l—m,a/—l—d] ,...,[a/,a’—f—m—l]

yaquea=d +dyd +m—1=d +d+ (m—d—1) entonces a pertenece a los intervalos

d+d+1-md +d],...,[d,d+m—1]

por lo cual la pareja a,a’ € A se encuentra en m — d intervalos, de esta manera se justifica la afirmacion

anterior.

Si A es un conjunto de Sidon, se tiene que todas sus diferencias son distintas, de ahi que

m-+n . m—1
Z(i’)g;(m—d):;m(m—l). (2.4)

i=2

Entonces de 2.3 y de 2.4 tenemos:

1 k2 1
= (m—mk> <-m(m—1)

de donde se obtiene

k<—(n+m—1)(k+m—1)

3

Sim= Ln3/4J + 1, y como

m—1< n¥* <m

es decir

entonces se tiene que
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¥ < L(n—i—n3/4> (k+n3/4)

= 34
(n3/4—|—1>k+n+n3/4,
de ahi que
sz(n3/4+1)k§n+n3/4,
luego
[k—1<n1/4+1>]2§ [\m; (n1/4+1)r—ﬁ,
asf
1 2 1 2
[k—z(nl/4+l>] < {\/ﬁ+2(n1/4+1>] :
y por tanto

k</n+0 <n1/4>

B. Lindstrém en 1969, logra obtener (en [11]) mediante argumentos combinatorios una cota més fina

para la funciénF; (n), él demostr el siguiente resultado:

Teorema 2.3. Si A C [1, n] es un conjunto de Sidon, entonces:

B (n) <vn+n'/* 41

Demostracion. Sea A C [1, n] un conjunto de Sidon con |A| = k y ordenemos los elementos de A de

forma creciente, es decir.
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I<ai<a<...<aq<n

Las diferencias a; —a;, con 1 <i < j <k, son distintas. Al entero j — i lo llamaremos el orden de la
diferencia a; — a;.
Ahora para ¢ > 0 fijo, la suma de las diferencias de orden ¢, esta dada por:
k—t
S = Z (ai+t - ai). (2.5)
i=1
Tomemos m € Z, 1 < m < k. simbolicemos con T la suma de diferencias de orden ¢, para t < m; es

decir,

k—t

(ai+t —a; )

(agE

T =

t

I
=
I
_

i

En T el nimero de sumandos, cada uno de los cuales representa una diferencia, es:

Y (k-0)=Y k- Y1 =hm- (m;l) (k—m_;l)—ms

=1 t=1 t=1

Donde ms es el namero de estas diferencias.

Como A es un conjunto de Sidon, entonces todas las ms diferencias son distintas y lo minimo que

puede ocurrir es que sean mas pequefias que 1,2,3.4,... ms, es decir
1
T> Z Lﬂ. (2.6)

Por otro lado, desarrollando los S; de 2.5 se tiene

k-1
S1=Y (a1 —a)
i=1
S1 = (ar—ay)

k=2 k=2 k=2
= Z (@i2 —ai) = Z ait2 —dit1) (aiv1 —ai)
i=1 i=1 i=1

Sy = (ak—az) + (ax—1 —al)
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i=1 i=1

k=t k=t k—t
S = Z(aiﬂ —a;) = (Z (@it ai+tl)> +...+ (Z (@it ai)>

St =(ax—ar) + (ak—1 —ar—1) + ...+ (Gh—ms1 — 1)

=

k—m k—m | k—m
Sm = Z (ai+m—a,~) = (Z (ai+m—a,~+m1)> + ...+ (Z (ai+l —ai)>

i1 1 i1
Sm = (ax — am) + (ag—1 — am—1) + . .. + (Ag—m+1 — a1)

Luego el nimero de sumandos (diferencias) en T es:

1
tzim(m—l—l).

(ngE

t=1

Como todas sus diferencias son menores que n, para A C [1,n] se tiene

1
T < Em(m—i—l)n (2.7)
Delocual de 2.6 y 2.7 se llega a
2.2 1 1
m2s < Ems(ms—i—l) <T< 5m(m+ 1)n,

por lo tanto

m?s*> < m(m+1)n,

donde
1
s<\/ﬁ< 1+>, (2.8)
m
Por la desigualdad MA-MG?, se tiene
1+ ! < l—l- ! <1+ !
m~— 2 2m 2m

2 , . L o +
La desigualdad de las medias aritmética y geométrica establece que para x1, x» € RT se cumple X 2)‘2 > \/X1x2.
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de ahi que

s<\/ﬁ<1+2}n>

(m+1)

Observe que ms = km — M donde s =k — =

, ahora reemplazando en la desigualdad anterior

se llega a

k<\/ﬁ<1+1>+(’"+1) (2.9)
2m 2

Sea la escogencia 6ptima de m = Lnl/ 4J + 1 y aplicando esto en 2.9 tenemos

L1 1/2 1

y por lo tanto

k<vn+n'*+1,
esto termina la demostracion . O
Ruzsa en [14] proporciona una demostracion alternativa del Teorema 2.3, extendiendo el concepto de
Conjuntos de Sidon a grupos.

Definicion 2.3. Un conjunto A en un grupo abeliano (G, +) es un conjunto de Sidon si todas las

diferencias no nulas a — a' con a, d’ € A son distintas.

Ejemplo 2.2. En el grupo aditivo Zg; el conjunto A = {2,4,5,27, 31, 36} es un Conjunto de Sidon,

esto se puede ver en la siguiente tabla de diferencias:
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- 12 4 5 27 31 36
210 40 39 17 13 8
412 0 4 19 15 10
513 1 0 20 16 11
27125 23 22 0 38 33
31129 27 26 4 0 37
36134 32 31 9 5 O

Antes de dar a conocer el resultado dado por Ruzsa vamos a introducir algunas definiciones y nota-

ciones que son habituales en la teoria combinatoria de nimeros, estas definiciones y notaciones se

pueden ver en [4].

Si G es un grupo abeliano y A, B C G, el conjunto suma de A y B entonces:

= El conjunto suma de A y B se define por:

A+B={a+b,acA, beB},

= Para x € G el numero de representaciones de x como suma de un elemento en A y otro en B esta

dado por:

ra+(x) =1|{(a,b) €A X B,a+b=x},

Note que habra elementos x € G los cuales no poseen una representaciéon como la suma de dos

elementos de A y B respectivamente, sin embargo este hecho no afecta el conteo que realiza

ra+p (x). Asi pues cada elemento x que puede representarse mediante dicha suma pertenece en

realidad a A 4 B, de donde para x € G indistintamente x € A 4 B.

Consideremos ahora las siguientes identidades las cuales serdn utilizadas para la demostracion de

posteriores resultados.

» [aidentidad

ra—a (0) = |A]

(2.10)

se cumple debido a que el nimero de representaciones de 0 estan dadas por todas las diferencias

nulas entre pares de elementos de A, las cuales coinciden precisamente con la cantidad de ele-
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mentos que tiene el conjunto A. A demds como r4 g (x) cuenta el nimero parejas (a, b) € A X B,

entonces la suma de todas estas parejas esta dada por:

Y rais(x)=|A||B]. (2.11)
xeG
= El nimero de soluciones de la ecuacion x=a+b=d +b' cona,a’ €Ay b,b’' € B, se denomina

energia aditiva entre A 'y B y esta dado por:
E (A7 B) = Zri-&-B (X) )
X

donde 3, 5 (x) = rayp (x) rays (x) = [{(a,b,d', b)) EAXBxAXB,a+b=d +b' =x}| que
al reorganizar la ecuaci6n tenemos que x =a—a’ = b’ —b, por lo tanto r3 , 5 (x) = ra_a (x) rg_p (x) =
{(a,d',b,b') e AXxAXBXxB,a—d =b —b=x}|, esta observacion da lugar a la siguiente

identidad (ver [15] para una prueba detallada):
Y rais(x) =Y raca(x)rp_p(x) (2.12)
X X

» Por otro lado para cada pareja b, b’ con b # b existe un tnico par a,d’ donde la ecuacién

x=a—d = b' — b tiene solucién, de ahi que tenemos:

Y rps(x)=|B|(IB|-1). (2.13)
x#£0

El siguiente resultado, que se prueba con las identidades anteriores, sera clave en la demostracién dada

por Rusza del Teorema 2.3

Lema 2.1. Sea A un conjunto de Sidon en un grupo abeliano G y sea B cualquier subconjunto de G.

Entonces se tiene:

Al—1
A <|A+B] <1+‘ ’|B| )

Demostracion. De la desigualdad de Cauchy y las identidades 2.11 y 2.12 tenemos:
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2
(‘AHB’)Z = (Z "A+B>
X€EA+B
< |A+B|Y.rip(x)

= |A+B|Y ra-a(x)rp_p(x)

Como el Conjunto A es de Sidon, entonces r4_4 (x) < 1 parax # 0 y dadas la identidades 2.10 y 2.13

tenemos que

ZrAA Yre—p(x) = ra_a(0)re_p( +ZVAA )re—p(x)
x#£0
< ra-a(0)rp-p(0)+ ) ra-p(x)
x#0

Al B+ |B| (|B] 1)

lo que nos lleva a la desigualdad

(1] |BI)* < |A+B| (|A||B|+|B| (|B| - 1))

de donde

Al —1
A]* < |A+ B (1+‘ ||B| )

]
Ahora miraremos una demostracion alternativa del Teorema 2.3 dada en este caso por Rusza en [14].

Demostracion. SeaA C [1, n] un conjunto de Sidon con |A| = m, aplicando el lema anterior al conjunto

B=1{1,2,...,k}, como A+ B = [2, n+ k] tenemos:

m2k

k—1>|A+B| > ———
nt > A+ |_m—|-k—1
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Esto da una estimacion inferior de n que depende de k. El valor 6ptimo esta alrededor de m+/m — m.

Tomando k = |m+/m| —m—+ 1 obtenemos

2 —
n>m(m m—m)

> T

Esto genera una desigualdad cuadrdtica para \/m, de la que obtenemos

1 1
m <t o[Vt g < Vit

—my/m+m=m?>—2my/m+m= (m—\/ﬁ)2

Una pequefia modificacion a la técnica usada por Ruzsa le permitié a Cilleruelo, en [4], mejora lige-

ramente la cota mostrada en el teorema anterior. Este resultado es el siguiente.

Teorema 2.4. Si A C [1,n] es un conjunto de Sidon entonces

Al <n/+n+1)2

Demostracion. Dado el conjunto B = [0,¢t]NZ, donde t = L n(|A]— I)J .Entonces [A+B| <n-+ty
|B| =t +1, luego del 2.1 se tiene que

AP < (n+t)<1+|A‘_1)

t+1
n(lAl—1)  t(jAl-1)
= t .
(n+1)+ r+1 t+1
Como ;{7 < I entonces ’(ﬂ]l) < |A| —1, de ahi que
n(jA]—1
AP < g+ 2AZD gy,
r+1

Dado quet < /n(JA]—1) <+ 1 entonces n(|A| — 1) < (¢ + 1) y/n(JA| — 1), de donde

n(jAl-1)
r+1

<v I’l(|A‘ - 1)7
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de ahi que

A]°

IN

n+2y/n(JAl=1)+]A| -1
= (Va-via-1),

luego

Al < V- /IA[— 1,

de donde

(14| = vn)> < |A| 1. (2.14)
Haciendo |A| = n'/? +cn'/* +1/2 y reemplazando en 2.14 se tiene:

cznl/z—l—cnl/“—l—% <n'+en't— %,

lo cual es una contradiccién cuando ¢ > 1, luego ¢ > 1 y asi por lo tanto.

Al <n+n'*+1/2

La cota superior

F(n) <n'+n+1/2

parece ser la mejor posible cuando contamos diferencias pequefias.

Erd6s sin embargo habia conjeturado que F» (n) < y/n+ O (1). Hoy en dia nadie ha sido capaz de re-
futar la conjetura de Erdds, precisamente €l termina afirmando, en [5], que la conjetura era demasiado

optimista y que la forma correcta de enunciarla deberia ser F> (n) < \/n+ O (n®) para € > 0.

35



Capitulo 3

CONJUNTOS DE SIDON EN
DIMENSION DOS Y ALGUNAS
APLICACIONES

En el capitulo anterior estudiamos Conjuntos de Sidon (en dimension uno), sin embargo resulta in-
teresante estudiar Conjuntos de Sidon en otras dimensiones , tal es el caso de los Conjuntos de Sidon
en dimension dos, los cuales nos permitirdn obtener buenas cotas inferiores para la funcién F; (n);
Ademads estos Conjuntos de Sidon tiene aplicaciones interesantes en el drea de las telecomunicaciones

particularmente en problemas relaciones con el SONAR.

Definicion 3.1. Un conjunto A = {vi,v,,...} CZ x Z se llama un Conjunto de Sidon en dimension

dos si todas las sumas de la forma

vit+v;, coni< j,

son distintas. Es decir:

vi+vi=vi+v) = {vi,v;} ={v, v}

Un aspecto llamativo que tienen los Conjuntos de Sidon en dimensién dos es su interpretacion geomé-
trica, es decir, ellos se pueden ver como aquellos conjuntos que tienen la propiedad de que cualesquiera

cuatro de sus elementos nunca forman un paralelogramo.
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De forma andloga como se observé en el capitulo anterior el conjunto A = {vy, v,,...} es un Conjunto

de Sidon (en dimensién dos) si y sélo si todas las diferencias de la forma

Vi—Vj, V,‘,VjGA, l;éj, (31)
son distintas.

Ejemplo 3.1. El conjunto A = {(1,4),(2,4),(3,5),(5,3),(5,5)} es un Conjunto de Sidon en di-

mension dos, esto se puede evidenciar en la siguiente tabla de sumas para A.

+ (L4 (2,4 (3,5 (53)  (55)
(1,4) | (2,8) (3,8) (4,9 (6,8) (6,9)
(2,4) 4,8) (5,9 (1,7) (1,9
(3,5) (6,10) (8,8) (8, 10)
(5,3) (10,6)  (10,8)
(5,5) (10, 10)

También podriamos verificar geométricamente que el conjunto A es un Conjunto de Sidon en dimen-
si6n dos, pues cualesquiera cuatro de sus elementos nunca forman un paralelogramo, como se observa

en la siguiente Figura.

|

64

Poligono1

Poligono 2

Y
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Los siguientes ejemplos nos muestran como construir Conjuntos de Sidon en dimensién dos a partir

de Conjuntos de Sidon en dimensién uno.

Ejemplo 3.2. El conjunto S = {(1, 1), (2,4), (4,9),(8,13)} C Z x Z es un Conjunto de Sidon en

dimension dos, esto se puede evidenciar en la siguiente tabla de sumas para S.

+ (I,1) (2,4) (4,9) (8,13)
(I,1) | (2,2) (3,5 (5,100 (9,14)

(2,4) 4,8) (6,13) (10,17)
(4,9) (8,18) (12,22)
(8,13) (16, 26)

Note que S puede verse como el producto cartesiano S =A x B,donde A ={1,2,4,8} yB={1,4,9, 13}
son Conjuntos de Sidon en dimensién uno. De manera general se puede probar que si A y B son Con-

juntos de Sidon en dimensién uno, entonces A X B es un Conjunto de Sidon en dimensién dos.

Ejemplo 3.3. El conjunto S = {(1, 1), (2,2),(5,1), (10, 2)} es un Conjunto de Sidon en dimensién

dos como se puede observar en la tabla de sumas para S.

+ | (1,1) (2,2) (5,1) (10,2)
(1,1 | (2,2) (3,3) (6,2) (11,3)
(2,2) (4,4) (7,3) (12,4)
(5,1) (10,2) (15,3)
(10,2) (20, 4)

Note que cada pareja (g, r) € S, esta formada por el cociente g y el residuo r que se obtienen al dividir
por 3 algin a € A = {4, 8, 16,32}, donde A es un Conjunto de Sidon en dimensién uno. De manera
general, se puede probar que si A es un Conjunto de Sidon en dimensién uno y b € Z™, entonces el

conjunto S = {(q,r): a=gqgb+r,cona € A} es un Conjunto de Sidon en dimensién dos.
Definicion 3.2. Seanv = (a,b), u=(c,d), n= (n1,ny) € Z* x Z". Se dice que v es congruente con

u médulo n, lo cual se denota por v = u(modn), si

a = c¢(mddny)

b = d(mddny).
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En caso contrario diremos v es incongruente con u médulo n lo cual se denota por v # u(méd n).

Definicion 3.3. Un conjunto A = {vi,va,...} C Z X Z se llama conjunto de Sidon mddulo n (en

dimension dos) si todas las sumas de la forma
vi+vj, V,‘,VJ'GA, i+,
son incongruentes modulo n, es decir
vi+v; = v+ (médn) = {vi,v;} = {ve, vi}.

Ejemplo 3.4. El conjunto A = {(1,3), (2,4), (3,2) (4,1)} es un Conjunto de Sidon en dimensién dos

modulo (4, 5). Esto se observa facilmente en la tabla de sumas de A que se muestra a continuacion.

+ (1,3) (24) (32 (4,1
(1,3) | (2,1) (3,2) (0,0) (1,4)
(2,4) 0,3) (1,1) (2,0)
(3,2) (2,4) (3,3)
(4,1) (0,2)

Definicion 3.4. Si A es un conjunto de Sidon modulo n entonces A es un Conjunto de Sidon.

Las técnicas de conteo estudiadas en el Capitulo anterior nos permitieron obtener cotas superiores
Gptimas para la funcién F; (n). En la siguiente seccién vamos a obtener cotas inferiores para la funcion

F> (n) a partir de la construccién de conjuntos de Sidon maximales en dimensién dos.

3.1. COTAS INFERIORES PARA LA FUNCION F (n)

La construccién que veremos a continuacién de un conjunto de Sidon se genera sobre el grupo aditivo
G =Z41 xF, , donde g es una potencia prima y [, un campo finito con g elementos. Con esta
construccion se establecen una cota inferior y una férmula cerrada para el maximo cardinal de un

conjunto de Sidon sobre el grupo aditivo aqui considerado.

Teorema 3.1. Para todo generador o de I, el conjunto

A={(x,a"): xE€Zy 1}
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es un conjunto de Sidon en L4 X F, con g — 1 elementos.

Demostracion. Para probar que A es un conjunto de Sidon, es suficiente probar que si (a,b) € Z,—1 X

Fy, (a,b) # (0,0), entonces en la ecuacién

(x’ax) - (y’ay) = (aab) (3.2)

los valores de x y y estdn determinados. La igualdad 3.2 se puede escribir de la siguiente manera

x—y=a(médqg—1) 33)

oa*—o’=b(enF,)

donde x=a+y+ (¢g— 1)t cont € Z, luego

X __ at+y+(g—1)t
af = gatytla-r

como }F;‘ =g — lentonces a?~! = 1, de ahi que

ax — aa+y

De la primera ecuacion tenemos

a®™ —a’ =benF,,

luego al sustituir esta en la segunda se obtiene la ecuacion o’ (a” — 1) = b en [F,,. Note que si a =0
entonces b = 0, lo cual no es posible. Si a # 0, entonces a* — 1 £ 0 y como « es generador de F7,

entonces el valor de y queda determinado y por lo tanto también el de x. O

Ejemplo 3.5. Sea p =7 un niimero primo y el grupo multiplicativo Z; = (3), entonces por el teorema

anterior el conjunto

A= {(173)7(272)7(376)7(474)7(575)7(671)}
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es un conjunto de Sidon en dimensidén dos, esto se puede evidenciar en la siguiente tabla de sumas de

A.

+ (1,3) (2,2) (3,6) (4,4) (55 (6,1)
(1,3) | (2,6) (3,5) (4,2) (50 (0,1) (1,4)
(2,2) (4,4) (5,1) (0,6) (1,0) (2,3)
(3,6) 0,5) (1,3) (2,4) (3,0)
(4,4) (2,1) (3,2) (4,5)
(5,5) (4,3) (5,6)
(6,1) (6,2)

En la anterior seccién vimos como construir Conjuntos de Sidon en dimensién dos a partir de con-
juntos de Sidon en dimensidn uno, el siguiente resultado nos permitird observar el caso contrario, es
decir, construir Conjuntos de Sidon en dimensién uno a partir de Conjuntos de Sidon en dimensién

dos, esto con el fin de obtener una buena cota inferior para la funcién F; (n).

Lema 3.1. Sea f: G — G’ un isomorfismo entre los grupos Gy G'. Si A es un conjunto de Sidon en

G, entonces el conjunto f (A) = {f (a) : a € A} es un conjunto de Sidon en G'.

Demostracion. Sean a, b, c y d elementos en A, y supongamos que

fla)+f(b)=f(c)+f(d).

Como f es un isomorfismo entonces

fla+b)=f(c+d),

como G’ es grupo tenemos que

f((a+b)=(c+d)) =0¢,

y aplicando otra vez el hecho de que f es isomorfismo

(a+b)—(c+d) = 0g,

y como G es grupo
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at+b=c+d
O

Esta dltima igualdad no es posible pues A es un conjunto de Sidon. Esto implica que f(A) es un

Conjunto de Sidon.

Ejemplo 3.6. Dado el primo p =7 y el grupo multiplicativo Z = (3), entonces del Teorema 3.1
sabemos que

A= {(173)7(272)7(376)7<474)7(575)7(671)}7

es un conjunto de Sidon en dimension dos. Luego aplicando el resultado anterior con el isomorfismo
natural f (a,b) = [x] (ver ejemplo 1.1), donde [x] es un elemento de Z7.¢ tal que x = a(mod6) y

x=b(mod7), se obtiene el conjunto de Sidon:
f(A)=1{2,4,5,27,31,36}.

El ejemplo de anterior se puede generalizar, asi de manera general podemos demostrar este resultado.

Teorema 3.2. Sea o un generador 7%, entonces el conjunto

“p—DG—aﬁﬂ+kl§i§p—l}
es un Conjunto de Sidon en Z,(,_1).

Demostracion. Como « es un generador de Z%, entonces del Teorema 3.1 tenemos que
A={(i,o'):i€Zp 1},

es un Conjunto de Sidon en Z,_; X Z,. Consideremos (ref) el isomorfismo: f: Z,_1 X Zj, — Zpp—1)

dado por (a, b) = [x] donde x es la solucién del sistema de congruencias

x=a(mod p—1)

x=b(mod p)
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Aplicando f a cada (i, Oci) € A entonces tenemos el sistema

x=i(mod p—1)

x = o (mod p)
de donde

x=i+(p—1)t

x=a'+pk

para algin ¢, k € Z, asi

(p—Dt=i—o' +pk

como p— 1= —1(mod p), tenemos que t =i — &’ (mod p) . Donde
X|=i+(p—1) (i—oci)p.

Asi, el conjunto

A:{i+(p—1)(i—a")p,1gigp—1}czp(p,l) (3.4)

por el Lema 3.1 es un Conjunto de Sidon. U

Dado que un Conjunto de Sidon en Z,, es también un Conjunto de Sidon en [1, m] y que hay garantia

de la existencia de un Conjunto de Sidon en Z,, con aproximadamente m'/?

elementos (Teorema 2.4)
, entonces podemos utilizar el Conjunto de Sidon del Teorema 3.2, el cual se le debe a Rusza [14],

para hallar un Conjunto de Sidon en [1, n] si encontramos el mayor primo p tal que p(p—1) <n.

Uno de los problemas interesantes cuando estudiamos de la distribucion de los nimeros primos con-
siste en hallar el menor 0 que garantice que todo intervalo (x—xe, x) contiene algiin primo para x
suficientemente grande. En este sentido Baker R. C., Harman G., Pintz G. y Pintz J en [2] demuestran

el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Para un x suficientemente grande, el intervalo [x — x99, x], contiene nimeros primos.
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Este dltimo resultado, junto con la observacién hecha anteriormente nos permite obtener una cota

inferior Optima para la funcién F; (n).

Teorema 3.4. Sea 0 con la propiedad de que para todo x suficientemente grande, el intervalo (x —x9, x)

contiene algiin primo. Entonces

F(n)>n"+0 (n9/2> :

Demostracion. Dado un n suficientemente grande, para 6 > 0,525, existe un primo p € (nl/ 2_n% n 2),
es decir

n'? —n’l < p<n',

de donde

n—n’P—1<p—1<n-1.

De lo anterior es claro que

p(p—1) <n'/? (nl/l—l) <n,

y asi de la observacion anterior y el teorema 3.3 el conjunto A = {(p —1) (i — Oti)p +i,1<i<p— 1} .
Construido en el Teorema 3.2 es un conjunto de Sidon en [1, 1], con més de n'/?> —n®/? elementos. En

consecuencia
F(n) > |A| >n'> = n"".

O]

Del capitulo anterior observamos que mediante la utilizacién de técnicas de conteo Erdos y Turén,
Lindstrom, Rusza y Cilleruelo lograron obtener que la funcién F, (n) < \/n+ n/4 4 1/2. Asi pues de

esta manera se puede establecer un limite superior para la funcién F, (n), es decir:

Corolario 3.1. La funcion F, (n) satisface la relacion

F
lim sup 2(n)

n—yeo N/

<l1.



Demostracion. Sea \/n+n'/* 4+ 1/2 1a cota superior para F; (n), de donde:

B (n) < n+n'/* 1),

B(n) _ Vn+n't 1)
vn vn ’

Fy(n) ; ; 1 1 funcié :
como n esta acotado Superlormente, entonces existe e suprémo- para esta funcion, es decir

w2 Vnn't )
Pn T

al calcular el limite cuando »n tiende al infinito obtenemos

F
Iim sup 2(n)

n—soo Vn

<y VAR
T n—oo \/ﬁ

y por tanto

O]

Por otro lado observemos que en este capitulo se obtuvo una cota inferior para la funcién F; (n), es

decir F; (n) > n'?40 (ne/ 2) , de esta manera también se puede establecer un limite inferior para F; (n).

Corolario 3.2. La funcion F, (n) satisface la relacion

.. F(n)
>
i > 1

Demostracién. Note que n'/> + O (ne/ 2) es la cota inferior para F; (n) por tanto

Fa(n) = n'*+0 (n"?),

I'Sea S un subconjunto de R, si § estd acotado superiormente, entonces se dice que una cota superior « es un supremo o
una minima cota superior de S si ningiin numero menor que u es cota superior de S.
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de ahi que
F>(n) - n'>+0 (n’?)
Vi T

como % esta acotado interiormente, entonces existe el infimo? para esta funcion, es decir:

1/2 6/2
iang(n)Zn +O(n )7
vn vn

al calcular el limite cuando n tiende al infinito se obtiene

n'2+0 (ne/z)
N

F
lim inf 2

n—oo \/?1 =1

> lim

En consecuencia del Corolario 3.1 y Corolario 3.2 se establece la estimacion asintética para F» (n).

Teorema 3.5. F> (n) ~ +/n.

3.2. APLICACIONES

Algunos Conjuntos de Sidon en dimensién dos se han utilizado para estudiar algunos dispositivos co-
mo el Sonar (“Sound Navigation And Ranging’), el cual se usa como medio de localizacién acustica,
y el Radar (“Radio Detection And Ranging”) , sistema de localizacion electromagnética. Estos dispo-
sitivos permiten determinar la distancia (rango) desde un objeto a la fuente, y la velocidad (razén de
cambio del rango) a la cual el objeto se estd acercando. En los dispositivos como el Sonar y el Radar
el observador emite una sefial a una frecuencia determinada y con base en el tiempo entre su emision
y recepcion es posible obtener la distancia, mientras que con la diferencia entre la frecuencia emitida
y la frecuencia que regresa al observador se obtiene un estimado de la velocidad relativa del objetivo.
En un sistema de Radar o Sonar de salto de frecuencia (“frequency-hopping”), la sefial esta formada
por una o varias frecuencias escogidas de un conjunto {fi, f2, ..., fm} de frecuencias disponibles, las
cuales son transmitidas durante cada uno de los intervalos de tiempo consecutivos {¢, t,..., t,} . Para

fines de modelamiento de problemas de aplicacidn, es sensato considerar m = n. La representacion de

2Sea S subconjunto de R, si § esta acotado inferiormente, entonces se dice que una cota inferior v es un infimo o una
maxima cota inferior de S si ningiin nimero mayor que v es cota inferior de S.
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la senal S4 se realiza a través de una matriz cuadrada A = (a;;) de orden n, donde las filas representan
las n frecuencias y las columnas los # intervalos de tiempo, asi , A es una matriz de ceros y unos con
a;j = 1 sila frecuencia f; es transmitida en el intervalo de tiempo #; y O en caso contrario. Por ejemplo,
la siguiente matriz A representa una sefial S4 para la cual en unos intervalos de tiempo del 1 al 5, se

ha emitido una frecuencia particular escogida del conjunto {11, f2, f3, f1, f5}-

001 0 0
10000
A=10 0010
01000
000 0 1

En este trabajo se considerara simplemente el conjunto de las coordenadas (i, j) que corresponde a 1's
en la representacion matricial de la seflal, de esta manera que el conjunto
A={(1,3),(2,1),(3,4),(4,2) (5,5)} esta formado por las coordenadas (i, j) que tienen 1’s en

la matriz del ejemplo anterior.

El mecanismo por el cual el Sonar detecta un objeto, consiste en tomar una sefial de salto de frecuencia
y enviarla a través de una antena emisora, si la sefial se encuentra con un objeto en su camino, esta
rebotard dirigiéndose nuevamente hacia la antena pero con variaciones en la longitud de onda y en
la frecuencia de cada uno de los impulsos. Estas variaciones estdn perfectamente explicadas por el
efecto Doppler [17]. Segiin la cantidad de estas variaciones, es posible determinar ambos factores,
distancia y velocidad. El observador determina la cantidad de estas variaciones comparando (en ambos
factores, en tiempo y frecuencia) de una réplica de la sefial enviada con la sefial de retorno, y apuntando
para cada combinacién de cambio de tiempo y cambio de frecuencia la mejor coincidencia. Para
llevar el conteo de estas coincidencias se utiliza una funcion de autocorrelaciéon [7]. Esta funcién
puede entenderse como el conteo de coincidencias de los 1’s de la matriz de permutacién A = (g ;)
con los 1’s de en una version desplazada de la misma matriz A que denotaremos como R, en el que
todas las entradas se han desplazado r unidades hacia la derecha o r unidades hacia la izquierda si
r es negativo , y s unidades hacia arriba o s unidades hacia abajo si s es negativo. Precisamente el
nimero de tales coincidencias, denotado como C(r, s), se denomina la funcién de autocorrelacién o

funcién de ambigiiedad, conocida as{ en la literatura del Sonar y el Radar y la cual posee las siguientes
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propiedades:
» Csr(0,0)=n
w Cag(r,5)=0si|r| >nols|>n
n 0 <Cugr(r,s) <nexceptocuando r =s=0

A demds si se sabe que tanto las frecuencias como los intervalos de tiempo estdn modulados por
el ancho de banda y el tiempo de duracion de la sefial respectivamente, entonces el conjunto que
representa la sefial de retorno serd un desplazamiento modulado del conjunto que representa a la sefial
enviada. Por ejemplo, SiA = {(1,3), (2,1),(3,4), (4,2) (5,5)} representa S4 la sefial que se envi4,
entonces R=A+ (4,2) ={(5,5),(1,3),(2,1),(3,4), (4,2)} representa la sefial Sg que retorna al
emisor con un ancho de banda de longitud 5. Este cambio de frecuencias y tiempo se puede representar

matricialmente como sigue:

0 01 0 0] 001 0 0
10000 10000
+(4,2)

00010 00010
—

01000 01000
000 0 1 000 0 1

Note que A = {(1,3),(2,1),(3,4),(4,2) (5,5} y R={(5,5),(1,3),(2,1),(3,4),(4,2)} son
iguales lo cual permite decir que Cag (4,2) =5, asi pues la sefial enviada no sufrié ningtin cambio
aparentemente. Sin embargo si la sefial de retorno es idéntica o muy parecida a la sefial de salida,
no se podrd realizar un buen andlisis de las variaciones, ya que la sefial aparenta no tenerlas. De esta
manera se necesitan sefiales de frecuencia de salto Sy tales que si A es el conjunto que las representa
y el conjunto R representa el conjunto de las sefial de retorno , entonces la funcién Cyg (r, s) debe ser
de minima ambigiiedad. En ese sentido se puede construir un modelo original sin ambigiiedades, para
ello recurrimos a la secuencias Sonares. Estas secuencias fueron sugeridas por Solomon W. Golomb y
Herbet Taylor en [6] las cuales son modelos de sefiales m x n, que presenta a lo mds una coincidencia
en la funcién de autocorrelacién. Por ejemplo si se dispone de un ancho de banda de longitud 4 y
se envid una sefial sefial S4, cuya representacion es A = {(1,2),(2,4), (3,3),(4, 1)}, y esta choca

contra un objeto produciendo un cambio de 1 en tiempo y 1 en frecuencia, la sefial Sg de retorno al
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emisor estard representada por R = {(2,3), (3, 1), (4,4), (1,2)}. La representacion matricial de los

cambios de Frecuencia y tiempo es la siguiente:

0 1 0 0 0 1 0 0
000 1| +(11) [0 0 1 0
0010 = [1000
10 0 o 00 0 1

Observe que en este caso Cag (1, 1) = 1, esto significa que a partir de estos datos podremos realizar
una andlisis de las variaciones de frecuencia y tiempo. Por otro lado podemos ver que el conjunto A
es un Conjunto de Sidon en dimension dos, pues este conjunto es un ejemplo del Teorema 3.1 con
p=>5y o= (2)=7%,de ahi la importancia de la relacién que existe entre los Conjuntos de Sidon en

dimension dos y las Secuencias Sonar.

En lo que sigue se mostrardn las construcciones de Secuencias Sonar que se conocen actualmente,
cabe resaltar que estas construcciones requieren de elementos propios de la teoria de campos finitos.

Las siguientes construcciones se pueden ver en [12].

3.2.1. Secuencias Sonar

Los conjuntos de Sidon han sido estudiados en diferentes contextos de la matemdticas y las telecomu-
nicaciones, especialmente para representar frecuencias de diferentes tipos de sefiales.
Dado n € N, denotaremos el conjunto de enteros {1, 2,---, n} por N y por N* el conjunto {0, 1, 2, , n}.

De igual forma se denota por, x (médm) al dnico entero 0 < a < m — 1 tal que x = a (médm) .

Definicion 3.5. Una funcion f : N* — M* tiene la propiedad de diferencias distintas si para todo

enteroi, jyh,conl <h<n—1y1<i, j<n—h, setiene que:

fli+h)=f@) =rG+h)—f)=i= (3.5)

Si M* se identifica con el conjunto de representantes de los enteros médulo m y la condicion 3.5 se

cambia por
fl+h)=f()=f(+h)—f(j)(modm) =i=j.
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ftiene la propiedad de diferencias modulares distintas .

Definicion 3.6. Una funcion f: N* — M* que tiene la propiedad de diferencias modulares distintas,

se denomina una Secuencia Sonar modular de orden m x n.

Definicion 3.7. Si f: A C N — N es una funcion, de define su grafo asociado como:
Gr={(x, f(x)): x€A} CAxN.

Observacion 3.1. Note que de la Definicién 3.5 se puede establecer la relacién entre conjuntos de
Sidon y secuencias sonar, es decir, una funcién f : [1,n] — [1, m| es una secuencia sonar modular

m X n siy solo si Gy es un conjunto de Sidon en (Z X Z,, +).

La siguiente construccién Sonar se debe a Welch [8] en el afio 1984, la cual se denomina construccion

de Welch logaritmica.

Teorema 3.6. Sea o un elemento primitivo modulo p. La funcién f :[p—1] — [p—1]" definida por

f (i) = log,i es una secuencia sonar médulo p — 1 con p — 1 elementos.

Demostracion. Sea p primoy (&) =Z, y h,i, jenteroscon | <h<p-2y1<j<i<p—-1-h
Donde

1oga (i+ h) - logtx (l) = log(x (J + h) - 1Oga (J) (médp)
log, (i+h)+log, (j) = log, (j+h)+log, (i) (médp)

logy ((i+h)j) = logy((j+h)i)(médp)

(i+h)j = (j+h)i
ij+jh = ij+ih
h(j—i) = 0.

Como 1 < h < p—2entonces i = j. Por lo tanto la funcién f es una una secuencia sonar médulo p — 1

con p — 1 elementos. O
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Ejemplo 3.7. Sea p =7y (5) = Z5. La funcién f : [6] — [6]" definida por f (i) = logs i, permite la

construccion del conjunto

A= {(170)7 (274)’ (3’5)’ (4’2)a (571)7 (673)}a

el cual es una secuencia sonar modulo 6 y por tanto un conjunto de Sidon en dimensién dos con
6 elementos. Note que si disponemos de un ancho de banda 6 y un tiempo de duracién de la sefial
de 6 segundos, del conjunto A que representa la sefial de emisién S4 obtenemos R = A + (1,4) =
{(2,4), (3,2), (4,3), (5,0), (6,5), (1,1)} que corresponde a la sefial Sg de retorno al emisor. La

representacion matricial de los cambios de Frecuencia y tiempo es la siguiente:

(1 000 0 0 (0100 0 0
0000710 0000710
00000 1| +(1,4 001000
001000 = |000100
010000 100000
000100 00000 1

La siguiente construccion se debe a Welch [8] en el afio 1984, 1a cual se denomina construccion Welch

Exponencial Extendida.

Teorema 3.7. Sean a un elemento primitivo modulo p y r un entero. La funcién f :[p—1]" — [p]”

definida por f (i) = @' es una secuencia sonar médulo p con p elementos.

Demostracion. Sea p un niimero primo, r entero y (&) = Zy, y h, i, j enteros con 1 <h <p—-2y

1 <j<i<p—1—h.Pordefinicién de secuencia sonar modular tenemos:

ai+h+r _ aH—r = aj-&-h-i—r _ aj-i—r (m(’)dp)

ol <ah+r — a’) = o <ah+r — a’) (méd p)

Como 1 < h < p—2 entonces a"*" # o’ (méd p), por lo tanto o' = o/ (méd p), es decir, a’~/ =

1 (méd p). Ahora como i — j < p — 2, entonces i = j, en consecuencia la funcién f es una secuencia
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sonar médulo p con p elementos. ]

Ejemplo 3.8. Considere p =7, r =2y (3) = Z3. La funcién f : [6]" — [7] definida por f (i) =

372 (mod7) proporciona el siguiente conjunto

{(0,2),(1,6),(2,4),3,5), (4, 1), (5,3),(6,2)},

el cual es una secuencia sonar médulo 7 y por tanto un conjunto de Sidon en dimensién dos con 7
elementos. Observe que si disponemos de un ancho de banda 7 y un tiempo de duracién de la sefial
de 7 segundos, del conjunto A que representa la sefial de emisién S4 obtenemos R = A + (1,4) =
{(1,6),(2,3), (3,1), (4,2), (5,5), (6,7), (0,6) } que corresponde a la sefial Sg de retorno al emisor.

La representacién matricial de los cambios de Frecuencia y tiempo es la siguiente:

0100000 0000010

0000010 0000010

0001000 0010000
+(1,4)

0000100 1000000
-

1000000 0100000

0010000 0000100

0100 0 0 0 000000 1

La siguiente construccién aparece en [12], la cual se denomina construccion Cuadradtica.

Teorema 3.8. Sean p primo impar y a,b,c constantes enteras con a Z 0(mod p). La funcion f (i) :
[p+1] — [p] definida por f (i) = ai* + bi+ c(mod p) es una secuencia sonar modulo p, con p + 1

elementos.

Demostracion. Consideremos h, i, j enteros tales que 1 <h < p, 1 < j<i< p+1—h. De donde

tenemos que:

a(i+h)?+b(i+h)+c—(a® +bi+c)=a(j+h)>+b(j+h)+c—(aj*+bj+c)(modp),
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desarrollando obtenemos

2aih = 2ajh(mod p) .

Como p es primo impar y a #Z 0 (mod p) entonces 2a es invertible y por tanto tenemos

h(i—j)=0(modp).

consideramos los siguientes casos

= Sih = pentonces i = j =1y por tanto se tendria la prueba.

» Si h # p entonces i — j = 0(mod p) y dadas las condiciones tanto de i como de j se tiene que

i—j<p-—1,dondei=
[
Ejemplo 3.9. Sea p=7,a=3,b =1, c =2. Asi la funcién f: [8] — [7] dada por f (i) = 3i® +i+
2 (m6d7) proporciona el siguiente conjunto

A={(1,6),(22),(3,4),(45),(5,5),(6,4),(7,2), (8,6)},

el cual es una secuencia sonar médulo 7 y por tanto un conjunto de Sidon en dimensién dos con 8
elementos. Observe que si disponemos de un ancho de banda 7 y un tiempo de duracién de la sefial de
8 segundos, del conjunto A que representa la sefial de emision S4, entonces obtenemos R=A+ (1,1) =

{(2,7),(3,3), (4,5), (5,6), (6,6), (7,5), (8,3), (1,7)} que corresponde a la seiial Sg de retorno al
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emisor. La representacién matricial de los cambios de Frecuencia y tiempo es la siguiente:

-O 00001 0- _O 00 O0O00O0 1-
01 00O0O0O 000O0O0O0O1
0001000 00100O00O0
000O0OT1O0Of +(1,1) JOOO0OO0T1O0O
000O0OT1O0TO0 == 000O0O0OT1F® O
0001000 000O0O0OT10O0
01 00O0O0O 000O01O00O0
000O0O0OT1Q O 001O0O0O0OO

La siguiente construccién denominada Shift proviene de [12] y la cual miraremos en detalle a a con-

tinuacion:

Teorema 3.9. Sea p un primo, @ un elemento primitivo de ¥ o y B un elemento primitivo de Fr.
La funcién f : A — [p" —1]|" definida f(i) = logg ((ai)pr—{—ai), donde A= [p]" sip=2y
A={i:—(p"—1)/2<i<(p"—1)/2} si p es impar, define una secuencia sonar modulo p" — 1

con p" elementos.

Demostracion. Sea h, i, jenteroscon 1 <h<p"—1,—(p"—1)/2<i<(p"—1)/2—h, ademas
consideremos la expresion 7 (i) = a’?’ + o, que corresponde a la traza de o sobre el subcampo

Fy C ]FPZr asi:

esto significa que

(ai+h)1f+ai+h (aj+h)P"+aj+h

(o)’ + o (o) +

donde

i p—1 i p—1
o (at)" 41 o (@) +1
(a)” 41 (' 41 )’
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esto implica

r

(ai+j+h>pr_l+(ai+h)pr_l+(aj)l7’—1+1 _ (ai+j+h)p_1+(aj+h)pr_1+(ai)p’—1+l

(ai)Pr_1<(ah)p’—1_1> _ (aj)pr—1<<ah>p"—1_1>.

Como h < p”— 1, y dado que « es un generador tenemos que ((xh)pr_l # 1, asf ((xj"‘)pr*l =1, de

donde j—i < p"— 1, y por lo tanto debemos tener que i = j. O

Ejemplo 3.10. Sea p =5, r =1, 3a+2) =F, y (2) = F5. En este caso f: {-2,-1,0,1,2} —
{1, 2, 3, 4} que esta definida por f (i) = log, ((305 +2) + (3o + 2)i> . Asi de esta manera se constru-
ye el conjunto {(—2,3), (—1,1),(0,1),(1,2), (2,1)}, que al aplicarle la traslacién (3,0) obtenemos

el conjunto

{(1,3),(2,1),(3,1), (4,2), (5, 1)},

que es una secuencia sonar médulo 4 y por lo tanto un conjunto de Sidon en dimensién dos con 5
elementos. Observe que si disponemos de un ancho de banda 5 y un tiempo de duracién de la sefial
de 4 segundos, del conjunto A que representa la sefial de emisién S4 obtenemos R = A + (1,4) =
{(2,3),(3,1),(4,1),(5,2), (1,1)} que corresponde a la sefial Sg de retorno al emisor. La represen-

tacion matricial de los cambios de Frecuencia y tiempo es la siguiente:

00100 10000
10000 00100
+(1,4)

10010 10000
=
01000 10000
100 0 0 0100 0

En la siguiente construccién si & # f esta construccién se denomina Construccion de Golomb o

construccion Lempel si oo = 3, (ver [8], [12]).

Teorema 3.10. Sea g > 2 una potencia prima, y sean o, B elementos primitivos de F,. La funcion

f:lg—2] = [q—1] definida por f (i) = j si y solo si &'+ B/ =1 es una secuencia sonar modular
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(g—1) con q—2 elementos .

Demostracién. Observe que si o + 3/ = 1, podemos escribir j = logg (1 — (xi). Ademas se tiene que
l—a'#0yaquel <i<g—2.Ahoraseanh, i, jenterostalesque 1 <h<g—-3y1<j<i<qg—2—h,
de donde:

tog ((1- ") (1 - ') ) =togy ((1- /") (1= ),

y dado que la funcién logaritmo es inyectiva entonces

(1—05‘”’) (1-af) = (l—af”’) (1-a)
l_ai+h_aj+ai+j+h — l_aj+h_ai+ai+j+h

o — ot = ol — gt
oc"<lfah) = aj<lfozh)

Como 1 < h < g—3 se tiene que & — 1 # 0 y por lo tanto &’ = &/ dado que o es generador F*,

entonces [ = j. O
Ejemplo 3.11. Sea p =2y (a) = (B = a*) =F}, . La funcién f : [6]" — [7]" definida por f (i) =
log,s (1 — oci) permite construir el conjunto

A= {(17 1)? (27 2)7 (37 S)a (4a 4)7 (57 6)7 (6’ 3)}7

el cual es una secuencia sonar médulo 7 y por tanto un conjunto de Sidon en dimensién dos con 6
elementos. Observe que si disponemos de un ancho de banda 6 y un tiempo de duracién de la sefial
de 6 segundos, del conjunto A que representa la sefial de emisién S4 obtenemos R = A + (1,4) =

{(2,5), (3,6), (4,3), (5,2), (6,4), (1,1)} que corresponde a la sefial Sg de retorno al emisor. La
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representacion matricial de los cambios de Frecuencia y tiempo es la siguiente:

(1 000 0 0 (1 000 0 0
010000 000010
0000 T1 0| +(1,4 {00000 1
000100 = |001000
00000 1 010000
00100 0 000 1 0 0
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

En el desarrollo de este trabajo se pudo concluir lo siguiente:

1. En el Capitulo 1, se estudiaron los Conjuntos de Sidon en dimensién 1, asi como la funcién

F> (n) para la cual se encontr6 una cota superior 6ptima dada por:
Py (n) < n4nl 41/,

2. En capitulo 2, construimos conjuntos de Sidon en dimension dos y se mostraron ejemplos par-
ticulares de estos conjuntos mediante a partir de conjuntos de Sidon en dimensién uno.
Mediante el Lema 3.1 se construy6 un Conjunto de Sidon en dimension uno, a partir de un Con-
junto de Sidon en dimension dos, esto con el fin de establecer una cota inferior para la funcién

F> (n), esta cota esta dada por:

B(n)>n"+o0 (ne/z) :

3. A partir de los resultados de los Capitulos 1y 2 se concluyé que la funcion F; (n) es asintdtica-

mente /n, es decir, F> (n) ~ y/n 0 equivalentemente a lim i\/g) =1.
n—oo

4. En la Seccién 2.2, del capitulo 2, de este trabajo se pudo ver la importancia que tiene los Con-
juntos de Sidon en dimensién dos para el modelamiento de algunas aplicaciones en el drea de

las telecomunicaciones, especificamente a las Secuencias Sonar.
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