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Resumen

Titulo: Identidades Polinomiales Z-graduadas para el dlgebra M, () de matrices de orden

n sobre un cuerpo [ de caracteristica cero.
Autor: Angie Sofia Fonseca Pineda

Palabras clave: Algebras conmutativas, identidades polinomiales, dlgebras graduadas y

teorfa de dlgebras

Descripcion: El estudio de las identidades polinomiales constituye una linea central en la
teoria de dlgebras no conmutativas, debido a su papel en la descripcién de propiedades es-
tructurales que permanecen invariantes bajo distintas evaluaciones. En particular, el dlgebra de
matrices M, (F'), sobre un cuerpo de caracteristica cero, ha sido ampliamente analizada como
un ejemplo fundamental de 4dlgebra asociativa que satisface identidades polinomiales. En este
contexto, surge el interés por comprender como estas identidades se ven afectadas al incorporar
estructuras adicionales, como lo es una graduacion. Las dlgebras graduadas permiten descom-
poner el dlgebra en componentes homogéneas, proporcionando una herramienta mas refinada
para el estudio de su estructura interna. En este trabajo se abordan las identidades polinomiales
graduadas del dlgebra M, (F'), analizando las restricciones que impone la graduacién y c6mo
estas influyen en el comportamiento de los polinomios que se anulan en el dlgebra. Este en-
foque permite obtener una comprensiéon mds detallada de la interaccion entre las identidades

algebraicas y la estructura graduada.

“Trabajo de grado
“*Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Arturo Rodriguez Palma. Dr. Matematico
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Abstract

Title: Z-graded Polynomial Identities for the algebra M, (F) of n x n matrices over a field

[F of characteristic zero.
Author: Angie Sofia Fonseca Pineda
Keywords: Commutative algebras, polynomial identities, graded algebras, algebra theory

Abstract: The study of polynomial identities constitutes a central line of research in the
theory of noncommutative algebras, due to its role in describing structural properties that remain
invariant under different evaluations. In particular, the matrix algebra M, (F) over a field of
characteristic zero has been widely studied as a fundamental example of an associative algebra
satisfying polynomial identities.

In this context, there is an interest in understanding how these identities are affected when
additional structures, such as a grading, are introduced. Graded algebras allow the decomposi-
tion of the algebra into homogeneous components, providing a more refined tool for studying
its internal structure.

In this work, the graded polynomial identities of the algebra M, (F) are analyzed, focusing
on the restrictions imposed by the grading and how these influence the behavior of polynomials
that vanish on the algebra. This approach provides a deeper understanding of the interaction

between algebraic identities and graded structure.

“Degree Work
**Faculty of Sciences. School of Mathematics. Director: Carlos Arturo Rodriguez Palma, Ph.D. in Mathematics.
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Introduccion

El estudio de las identidades polinomiales constituye una linea central en la teoria de alge-
bras no conmutativas, con aplicaciones tanto estructurales como computacionales. En particular,
el algebra M,,(F) de matrices de orden n, sobre un cuerpo F de caracteristica cero, ha sido ob-
jeto de un andlisis profundo debido a su papel fundamental como ejemplo de dlgebra asociativa
con identidades polinomiales. Esta monografia tiene como objetivo general el estudio de las
identidades polinomiales graduadas que satisfacen estas dlgebras matriciales cuando se les dota
de una estructura adicional de graduacién. Para el desarrollo de este trabajo se ha tomado como
referencia principal el articulo de Vasilovsky [6], donde se analizan en detalle las identidades
polinomiales Z-graduadas del dlgebra completa de matrices.

El trabajo estd estructurado de la siguiente forma: en la primera parte se introducen algunas
definiciones basicas sobre dlgebras asociativas, conmutativas y libres, conceptos necesarios para
el desarrollo de esta tesis. En el segundo capitulo se presentan las identidades polinomiales,
junto con los polinomios multilineales y multihomogéneos, estos elementos son esenciales para
abordar el analisis de identidades en contextos mds refinados. En el tercer capitulo aborda las
algebras graduadas y las identidades polinomiales graduadas especialmente graduadas por el
grupo Z. Finalmente, en el dltimo capitulo se demuestran en detalle los resultados donde se
aplican estas ideas al caso especifico de M, (F), explorando distintos tipos de graduaciones y

las identidades que se derivan de ellas.
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1. Algebras

1.1. Algebras conmutativas y asociativas

Las ideas esenciales que constituyen la base del estudio de las dlgebras se presentan en esta
seccion. Comienza con la definicién formal de dlgebra sobre un cuerpo, a partir de esta, se intro-
ducen los conceptos de subdlgebra e ideal. Estos ultimos posibilitan el estudio de subconjuntos
cerrados bajo las operaciones del dlgebra y el andlisis de sus propiedades. Ademads, se analiza el
concepto de homomorfismo de dlgebras, entendido como una transformacidon lineal que mantie-
ne los productos establecidos entre las dlgebras. Se muestran ejemplos especificos que facilitan
la comprension de estas definiciones, ilustrando cada concepto en contextos familiares, como

los espacios de polinomios y las dlgebras de matrices.

DEFINICION 1.1.1. Un espacio vectorial A es llamado un dlgebra (o F-dlgebra) si A tiene
una operacion binaria “ *" llamada producto (o multiplicacion), tal que para todo a,b,c € A

ya €T, se tiene
(i) (a+b)xc=axc+bxc
(ii) ax(b+c)=axb+ax*c
(iii) a(a*b) = (aa) *xb = ax* (ab)
Usualmente denotamos el producto en A por (), es decir, a xb = a - b = ab.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de espacios vectoriales que son dlgebras.
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EJEMPLO 1.1. El espacio vectorial M, (F), de las matrices de orden n sobre un cuerpo F, es
un dlgebra con el producto usual de matrices. Es decir, para A = (a;;), B = (by;) € M,(F)

definimos el producto AB como
AB = (Cij)nxn c MH(F),

n
donde Cij = ailblj —+ e+ ambnj = Zkzl aikbkj.

EJEMPLO 1.2. El espacio vectorial UT, (), de las matrices triangulares superiores de orden

n sobre un cuerpo I, es un dlgebra con el producto definido en el ejemplo anterior.

EJEMPLO 1.3. El espacio vectorial Fx], de todos los polinomios con coeficientes en un cuerpo
I, es un dlgebra con el producto usual de polinomios (o producto de Cauchy). Es decir, para

flx) =" ax’, g(x) = Z?:o bja? con a;,b; € F, definimos el producto de f(x)g(z) como

f(z)g(zx) = Z ( Z aibj> a*

k=0 \i+j=k
Veamos algunas estructuras importates para el desarrollo del trabajo.

DEFINICION 1.1.2. » Un subespacio S de un dlgebra A, es llamada una subdlgebra de A

si es cerrado respecto al producto en A; es decir, sy, sy € S implica que sysy € S.

» Una subdlgebra I de un dlgebra A es llamada ideal izquierdo de A si AI C I, es decir,
ab € I paratodo a € Ay paratodob € I. De manera andloga se define el ideal derecho,
es decir, la subdlgebra I de A es ideal derecho, si ba € I, para todo a € Ay para todo
bel

= Unideal I de un dlgebra A es un ideal bilateral (o simplemente ideal) si es ideal derecho
e ideal izquierdo, es decir, [A C [y AI C I.

A continuacion, se muestran algunos ejemplos comunes para subdlgebras e ideales para

matrices.

EJEMPLO 14. » El subespacio vectorial UT,,(F) de M, (F) es una subdlgebra de M, (F),
pues si A, B € UT,(F), entonces AB € UT,(FF).

» El subespacio vectorial D, (F), de las matrices diagonales, es una subdlgebra de M, (F),
dado que si A, B € D, (F), entonces AB € D, (F).

» El espacio vectorial Sl,,(F), de las matrices de traza cero sobre un cuerpo I, es un ideal

en el dlgebra de matrices M, (IF), con el producto siendo el conmutador; es decir, para
todo A, B € Sl,,(F), entonces [A, B] := AB — BA € SI,,(F).
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DEFINICION 1.1.3. La F-transformacion lineal ¢ : Ay — As, de las dlgebras Ay, Ay sobre un

cuerpo IF es un homomorfismo de dlgebra, si
¢(ab) = ¢(a)d(b),

para todo a,b € A;.

Observacion: Como el homomorfismo de algebras ¢ : A; — A, es una F-transformacién

lineal, entonces se tiene que ¢ es un homomorfismo de dlgebras si se cumplen
» ¢(aa +b) = ag(a) + ¢(b), paratodo a,b € Ay a € F.
n ¢(ab) = ¢(a)p(b), paratodo a,b € A;.
Veamos algunos ejemplos comunes de homomorfismos de édlgebras.

EJEMPLO 1.5. = Sea A un dlgebra, la transformacion lineal idy : A — A, definida por

ida(a) = a para todo a € A, es un homomorfismo de dlgebras.

» Sea Fx] el dlgebra de polinomios en la variable x con coeficientes en un cuerpo F y
a € F fijo. La transformacion lineal ¢, : F|x] — F definida por ¢,(f(z)) = f(a), es un

homomorfismo de dlgebras, llamado homomorfismo de evaluacion.

DEFINICION 1.1.4. Un endomorfismo de dlgebras es un homomorfismo de un dlgebra en si

misma.

DEFINICION 1.1.5. Sea A un dlgebra sobre un cuerpo F. Entonces A es lamada
(i) Asociativa, si (ab)c = a(bc), para todo a,b, c € A.
(ii) Conmutativa, si ab = ba, para todo a,b € A.

(iii) Unitaria, si en A existe un elemento 1, con la propiedad 1,a = al = a, para todo

a € A. El elemento 14 es tinico y se denomina elemento unitario.

En este trabajo se consideran dlgebras asociativas con unidad, ademads todas las subdlgebras

seran unitarias con el mismo elemento unitario.

1.2. Algebras libres

En esta seccidn se define el concepto de dlgebra libre, libremente generada por un conjunto,
con el fin de establecer el marco en el que se desarrollardn las identidades polinomiales, las
cuales constituyen el principal objeto de estudio. La secciéon se complementa con ejemplos
representativos que explican estas ideas en casos especificos, como las dlgebras de matrices y

otras dlgebras asociativas relevantes.
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DEFINICION 1.2.1. Sea B una clase de dlgebras y sea A € B el dlgebra generada por el
conjunto X. El dlgebra A es llamada un dlgebra libre en la clase B, libremente generada por
el conjunto X, si para cualquier dlgebra B € *B, cada funcion h : X — B puede extenderse a

un homomorfismo py, : A — B. La cardinalidad | X | del conjunto X es llamado el rango de A.

Sea X = {z1, xs, ...} un conjunto no vacio y enumerable de variables no conmutativas. Una
palabra en X es una secuencia de la forma z;, - - - x;,, donde 7;; € X yn € N ﬂ Denotamos
por 1 la palabra vacia. Dos palabras son iguales si y solo si tienen la misma longitud (nimero

de variables) y los mismos elementos en las posiciones correspondientes, es decir,
Tiy Ty, =Ty, - x, siysolosi n=mei,=j,paratodok =1,... n.

Denotamos por F (X) el espacio vectorial sobre I cuya base es el conjunto de todas las
palabras en X. Asi, los elementos de F (X') son sumas formales de términos que consisten en el
producto formal de un escalar por una palabra en X. A estos productos formales de un escalar

y una palabra se les llama monomios, y a los elementos de I (X) se les denomina polinomios.

El grado de un monomio m € F (X), denotado por degm, es el nimero de variables en m.
El grado de m en la variable z;, denotado por deg,. m, es el nimero de veces que aparece ;

en m. Por ejemplo, si m = axi23x1 23, entonces degm = 3y deg, m = 2.

Si f(xq,...,2,) € F(X), entonces el grado de f, denotado por deg f, es el maximo grado
de los monomios en [y el grado de f en la variable z;, denotado por deg,. f, es el mdximo de
los grados en la variable x; de los monomio en f.

Por ejemplo, si f(x1, T2, T3) = axzwaxsz) + Brizsxsr;, entonces deg,, f=2ydeg f = 3.

TEOREMA 1.1. Para cada conjunto X el dlgebra F (X)) con base el conjunto de todas las
palabras

TiyTiy o Ty Ty, € X5 n €N

y multiplicacion definida por
(@i o @i ) (@ @g,) = Tiy o T Ty Ty Ty, T € X

es libre en la clase de todas las dlgebras asociativas unitarias.

DEMOSTRACION. Sea A un dlgebra asociativa unitaria, con elemento unidad 1, € A, y sea
h : X — A, una aplicacion definida por, h(x;) = a;, para todo i € N. Entonces existe una
aplicacion lineal oy, : F(X) — A tal que pp(1) = 14y op(iy, ..., 25,) = @i, -+~ a;,. Porlo

tanto, oy, es el tinico homomorfismo de dlgebras que satisface pp|x = h. 0

N = {1,2,3,...} es el conjunto de los ndmeros naturales.
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Si f=f(xy,...,2,) € F(X), denotaremos por f(ay,...,a,) laimagen de f bajo ¢;. En
otras palabras, f(a,...,a,) es el elemento de A que se obtiene al reemplazar x; por a; en f.

Si consideramos el subespacio de IF (X') generado por las palabras de longitud mayor o igual
que 1, obtenemos el dlgebra libre asociativa no unitaria, la cual es libre en la clase de todas las

algebras asociativas.

EJEMPLO 1.6. Para cualquier conjunto X, el dlgebra conmutativa libre unitaria F (X) es libre

en la clase de dlgebras asociativas conmutativas, generadas libremente por X.
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2. Identidades polinomiales

2.1. Definiciones basicas y ejemplos

En esta seccidn se introducen las nociones de identidad polinomial (PI), de PI-dlgebra, es-
to es, un dlgebra que satisface al menos una identidad polinomial no trivial y de T-Ideal del
algebra libre F (X). Asimismo, se define el conjunto de todas las identidades polinomiales de
un dlgebra, el cual constituye un T-ideal de F (X), estructura que permite describir de manera
formal el comportamiento algebraico invariante bajo endomorfismos. Finalmente, se presentan

ejemplos representativos y demostraciones que facilitan la comprension de estos conceptos.

En adelante, se considerard que todas las dlgebras estdn definidas sobre un cuerpo [ de

caracteristica (, a menos que se especifique lo contrario.

DEFINICION 2.1.1. Sea f = f(z1,...,2,) € F(X) y sea A un dlgebra asociativa. Decimos
que f = 0 es una identidad polinomial (PI) para A si

flay,...,a,) =0

para todo a, . . .,a, € A.

Si f = 0 es una identidad polinomial para un dlgebra A, también se dice que el polinomio
f = f(x1,...,x,) por si mismo es una identidad polinomial para A o que A satisface el
polinomio f.

Es claro que el polinomio nulo es una identidad polinomial para cualquier dlgebra. Esta

identidad serd llamada identidad polinomial trivial.

DEFINICION 2.1.2. Sea A un dlgebra asociativa, decimos que A es una PI-dlgebra si satisface

una identidad polinomial no trivial f = 0.

EJEMPLO 2.1. Sea A un dlgebra conmutativa, entonces A es una Pl-dlgebra, ya que satisface
la identidad polinomial

f(ﬁh $2) = T1Ty — X2X1 = [ﬁl, 352}7
pues f(ay,as) = ajas — asa; = ayas — ayas = 0 para todo ay, as € A.

Las dlgebras poseen propiedades fundamentales que pueden describirse mediante identi-

dades polinomiales; entre los ejemplos mds conocidos se encuentran la conmutatividad y la
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asociatividad.
Una caracteristica destacable es que todas las PI-dlgebras es que tienen propiedades combina-
torias similares a las de dlgebras conmutativas y de dimension finita.

Definimos el polinomio standard de grado n como sigue

Stn(l'1, T, ... 7xn) = Z (—1)01‘0(1)1‘0(2) *To(n)s

O—GS’VL
donde S, el grupo de permutaciones de {1,2,...,n}y (—1)? es el signo de la permutacién o;
es decir, (—1)? = 1 si o es una permutacién pary (—1)7 = —1 si o es impar.

En 1950, Amitsur-Levitzki [5] establecieron que el polinomio estdndar St,, = 0 es una
identidad polinomial del dlgebra de matrices de orden n, M, (IF) sobre un cuerpo de caracteris-
tica cero.

Por otra parte, en 1936, Wagner [10] demostré que el dlgebra de matrices de orden 2, M,(F)
satisface la identidad polinomial [[z1, z5]?, z3]. Posteriormente, en 1943, Hall [4] prob6 que si
un élgebra de division no conmutativa satisface esta identidad polinomial, entonces es un cua-
ternidn generalizado.

Dado que el dlgebra M, (IF) y el dlgebra de cuaterniones comparten las mismas identidades po-
linomiales, durante un largo periodo esta se conocié como identidad de Hall. En este trabajo,

se empleard el término de identidad de Wagner-Hall.

De lo anterior se puede deducir que para matrices de orden 2 se tiene lo siguiente
EJEMPLO 2.2. El dlgebra M5 (IF) de todas las matrices de orden 2 satisface

» La identidad standard: Sty(z1, x2, 3, 14) = 0.

» La identidad de Wagner-Hall: ||z, x5]?, 23] = 0.

DEFINICION 2.1.3. Un ideal I de F (X) es un T-ideal si (1) C I para todo endomorfismo
o :F(X) = F(X).

Notacion: Sea A un dlgebra, se denota por Id(A) al conjunto de identidades polinomiales
de A. Es decir,
Id(A) ={feF(X): f=0enA}.

LEMA 2.1. El conjunto 1d(A) es un ideal de F (X) .

DEMOSTRACION. Dada un dlgebra A, veamos que 1d(A) es un subespacio vectorial. Como
el polinomio 0 € 1d(A), entonces Id(A) # 0. Sean [ = f(x1,...,2,), g = g(x1,...,2,) €
Id(A) y a € F, veamos que f + ag € 1d(A); para todo ay, . .. ,a, € A, tenemos que

(f +ag)(ay,...,a,) = f(ai,...,a,) + ag(ay,...,a,) =0
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Como f,g € 1d(A), entonces f + ag € 1d(A). Por lo tanto es un subespacio vectorial.
Veamos ahora que 1d(A) es cerrado con el producto, es decir, fg € 1d(A). Como [ =
fx1,...,zn)yg=g(z1,...,2,) € Id(A), para todo ay, . . ., a,, tenemos

(fo)ay,...,a,) = flar,...,an)g(as,...,a,) =0

Entonces, fg € Id(A). Por lo tanto, 1d(A) es cerrado, asi es una subdlgebra de F (X).
Sea f = f(x1,...,2,) € Id(A) y g = g(x1,...,2,) € F(X), entonces fg € Id(A), puesto

que, para todo ay, . . . ,a, € A tenemos,

(fg)ar,...,an) = flar,...,a,)g(ay, ..., ay)

pero como f € 1d(A), entonces f(ay,...,a,) = 0. Porlo tanto, fg = 0 € 1d(A).
Andlogamente para gf € 1d(A). Asi Id(A) es un ideal de F (X'} . O

TEOREMA 2.1. Sea A un dlgebray F (X) el dlgebra asociativa libremente generada por X,

entonces

i) El conjunto 1d(A) es un T-ideal de F (X).

ii) Si I esun T-ideal de F (X), el dlgebra A = F (X)) /I satisface que 1d(A) = I.
DEMOSTRACION. .

i) Sea f = f(x1,...,x,) € Id(A) y ¢ : F(X) — F(X) un endomorfismo de F (X), es

decir, o se define por o(x;) = g;, para todo i. Veamos que ¢(f) € 1d(A). Note que

Sp(f)(xh SR vmn) = f(90<m1)’ ce 7@(9371)) = f(gh cee agn)

Luego, para todo a, . . . ,a, € A, tenemos

o(f)at, ... an) = flr(ar, ... an), ..., gnlay,...,a,)) =0,

pues gi(a1,...,a,) € Aparatodoi=1,2... n. Porlotanto, o(f) € 1d(A), asi Id(A)
es un T-ideal de F (X).

ii) Sea A el dlgebra cociente A = F (X)) /I y la proyeccion candnica 7 : F(X) — A, se
define por mw(g;) = g; + 1. Si f(x1,...,2,) € Id(A), entonces f(x1,...,x,) € kery,
donde ¢ es un endomorfismo de ¥ (X). Pero n(f) = f + Iy como f se anula en A,
entonces 7(f) = 0 en A, por lo tanto, f € kerm = I. Asi Id(A) C 1.

Por otro lado, si f(x1,...,x,) € [ygi+1,...,g,+1 € A entonces gy, ..., g9, € F(X)

y f(g1,...,9n) € I, porello

floo+1,...,gn+1)=flg1,...,9n) +1 =1,
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como f(x1,...,x,) € Id(A). Por lo tanto, I C 1d(A). De lo anterior podemos concluir
que I =1d(A).

4

DEFINICION 2.1.4. Dado un conjunto no vacio S C F (X). El T-ideal generado por S, de-
notado por (S)r, es la interseccion de todos los T-ideales de F (X) que contienen a S, es

decir,

(S)r = ﬂ {I:1 esun T-ideal}.

scr

Note que el T-ideal generado por S, es el T-ideal mas pequefio que contiene S. Observe

que (S)r coincide con el subespacio vectorial de IF (X') generado por el conjunto

{h1f<917--~,9n)h2 : f € SJ h17h27g17"'7gn € F<X>}

DEFINICION 2.1.5. Dos conjuntos de polinomios son equivalentes si generan el mismo T-ideal.
Dada una dlgebra A, decimos que S C FF (X') es una base para las identidades polinomia-

lesde A, si S C Id(A) y satisface Id(A) = (S)r.

En 1987, Kemer en [2]], demostré que si A estd definida sobre un cuerpo de caracteristica 0,
entonces la base para sus identidades polinomiales es finita. Por otra parte, Belov [3] en 1999
mostro qué, para A definida sobre un cuerpo de caracteristicas positivas existen contragjemplos

con bases infinitas.

EJEMPLO 2.3. Si A es una F-dlgebra conmutativa con unitario y F es un cuerpo infinito,

tenemos que 1d(A) = ([z, y])r.

EJEMPLO 2.4. Sea M, () el dlgebra de matrices 2 x 2 sobre . Si F tiene caracteristica cero,
Drensky en 1981 en [8)] demuestra que

IdMy(F) = (Sty(w1, T2, 23, 74), [[71, T2)%, 23]) 7.

DEFINICION 2.1.6. Sea S un subconjunto no vacio de F (X). Si un polinomio f € (S)r,

decimos que f es consecuencia de S.

Note que del Ejemplo [2.3] cada identidad polinomial para toda algebra A conmutativa con
unitario es consecuencia del la identidad f(z,y) = [z, y].

2.2. Polinomios multihomogéneos y multilineales

En esta seccidn se estudian los polinomios multihomogéneos y multilineales, los cuales tie-

nen un papel fundamental cuando el cuerpo I es infinito. En este contexto, el estudio de la
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identidades polinomiales de una [F-dlgebra puede reducirse al anélisis de este tipo de polino-
mios, especialmente cuando [F tiene caracteristica cero. En particular, si [F es un cuerpo infinito,
toda identidad polinomial que satisface una [F-algebra puede expresarse como una combinacion

lineal de sus componentes multihomogéneas o, mds especificamente, multilineales.

A continuacidn, se introduce el concepto de dlgebra graduada para el estudio de las identi-

dades polinomiales.

DEFINICION 2.2.1. Sea A un dlgebra sobre un cuerpo F, se dice que A es graduada si se

puede escribir como una suma directa de subespacios A C A tales que

A:@A(O‘).

a€Z
El subespacio A\ se llama componente homogénea de A de grado .

La graduacion también se denota de la siguiente manera,

A:@Aa.

a€EZ

La Definicién también se aplica para espacios vectoriales, en caso de que A sea un

espacio vectorial.

EJEMPLO 2.5. Sea A un dlgebra y consideremos los subespacios triviales A®) = Ay A@ =

A= Aw,

a€Z

{0} para a # 0, entonces

y por lo tanto A es un dlgebra graduada. Dicha graduacion se llama graduacion trivial.

EJEMPLO 2.6. Sea F un cuerpo y F (X) el dlgebra libre asociativa, consideremos un polinomio
no conmutativo f(xy,...,x,) € F(X) donde todo monomio de f tiene la forma x;, - - - x;, con
i; € {1,...,n}. Definimos el grado de este monomio respecto a la variable xy como la cantidad
de veces que x| aparece en el producto x;, - - - ;, .

Ahora para cada v > 0, sea f; la suma de todos los monomios que aparecen en f cuyo grado

en xy es exactamente 1, entonces

d
f(zla"'7$n) = Zfi?
i=0

donde d es el mayor grado de f en la variable x.
Por construccion, cada f; estd formado unicamente por monomios en los que la variable x;
aparece exactamente i veces. Por lo tanto, f; se denomina la componente homogénea de f de

grado i en x.
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DEFINICION 2.2.2. Un polinomio f = f(z1,...,2,) € F(X) puede ser

» Multilineal de grado n si cada variable x+, . . ., x, es de grado 1 en cada monomio de f.
» Homogéneo de grado d en x;, si todos sus monomios tienen grado d en x;.

» Multihomogéneo de multigrado (d., . .., d,) si f es homogéneo de grado d; en x; para

cadai =1,...,n. Denotamos el multigrado de f por mdeg(f) = (di,...,d,).
Veamos algunos ejemplos de estos polinomios

EJEMPLO 2.7. w El polinomio f(x1, 2, x3) = 110923 + Toxz®1 — T1X3% es multilineal,
ya que cada variable es lineal en cada uno de sus monomios. Mientras que el polinomio

g(x1, 29, 13) = x%x1$3$2 — JI%LL’%SL’{;TEQ + x123 es lineal solo en la variable xs.

w El polinomio f(x1,xe,23) = 311222123 — x%l’gﬂfg + Txowix321 es multihomogéneo de
multigrado mdeg(f) = (2,1,1), pues f es homogéneo de grado 2 en x1, de grado 1 en

o y de grado 1 en x3, mientras que el polinomio
2,4 3
h(x1, g, x3) = Br1X5T5 + 201 X221 23T

es homogéneo de grado 4 en la variable x5, pero no es homogéneo en la variable x;.

TEOREMA 2.2. Sea f(x1,...,x,) = Z?:o fi € F(X), donde f; es la componente homogénea
de f de grado i en x1. Si el cuerpo [ es infinito, entonces las identidades polinomiales f; = 0,

parai=0,... n sesiguende f = 0.

DEMOSTRACION. Sea V' = (f)r el T-ideal de F (X') generado por f, es posible descomponer

a f de la siguiente forma,

d

f(ml,...,xn):Zf,»(xl,...,xn), (1)

=0

donde f; es la componente homogénea de f de grado i en la variable x.

Sean ag, aq, . . ., ag elementos distintos en F. Como f; es homogéneo de grado i en x, entonces
paratodo j = 0,1,..., dtenemos que
i
fi(ajxh e 7ITL) = Oéjfi(xh e 73771)7

luego reemplazando (I)) obtenemos que

d
flajzy, ... 2,) :Zaéfi(xla'--7$n)- ()
i=0
Denotemos por fj = flojzr,...,2.) y fi = filx1,...,xy), entonces de tenemos el si-

guiente sistema de ecuaciones
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aQfo+abfi+-+alfa= fo

04(1)f0+04%f1+:"+04'11fd=f1 3

aSfo+abfi+- -+ alfa= fa

Equivalentemente de forma matricial,

T A N AN
Lal ot la] |5
1ay ot \n) \d

Como la matriz del sistema es una matriz de Vandermonde, entonces su determinante /\ es

A= H(O./k — ozl).

Como los «; son elementos distintos, entonces oy, # «; para cada k,l con 0 < [ < k < d
y k # 1, entonces A # 0, lo cual implica que el sistema tiene solucion unica. Para cada
1 =0,...,d, f; depende de cada f] Como V es un T-ideal y f es una identidad polinomial, en-
tonces fj = f(ajz1, ..., x,) es también una identidad polinomial. Luego los f; son identidades

polinomiales para todo 1 =0, . . . ,d. O

TEOREMA 2.3. Proceso de multilinealizacion
Si el dlgebra A satisface una identidad de grado k, entonces A satisface una identidad polino-

mial multilineal de grado < k.

DEMOSTRACION. Sea f(z1,...,x,) € F(X) una identidad polinomial de grado k.

Supongamos que deg, (m) < 1 para cada monomio m de f, entoces podemos escribir [ =
f'+ f" donde deg, (f') = 1, deg, . (f") =0y f(x1,...,n)

f" también es una identidad polinomial de A.

zi=0 = f"(x1,...,x,), entonces

Por lo tanto, intercambiando [ por " tenemos una identidad polinomial de A de grado < k con
un menor niimero de variables. Continuamos el proceso anterior hasta obtener una identidad
polinomial multilineal de grado < k como lo deseamos. Por lo tanto, podemos suponer que

existe una variable, digamos w1, tal que deg, (f) = d > 1y consideramos el polinomio

g(y17y27$27"'7$n) :f(y1+y27$27"'axn)_f(ylvx%"')'xn)_f(y27$27"'7xn)'

Observe que g es también una identidad polinomial de A, que contiene una componente ho-
mogénea de grado d — 1 en vy, y lineal en ys. Continuando con el proceso de aumentar el
niimero de variables y disminuir su grado, obtenemos un polinomio, gq(y1, ..., Ya, T2, .., Ty)
que es lineal en las variables 11, . . . ,y4. Repitiendo el proceso para cada variable obtenemos

el polinomio multilineal deseado. U
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TEOREMA 2.4. Si el cuerpo es de caracteristica cero (o si char(F) > deg(f)), entonces f = 0,

es equivalente a un conjunto de identidades polinomiales multilineales.

DEMOSTRACION. Podemos descomponer a f € F (X) de la siguiente forma,

d

flay, ... x,) = Zfi(atl,...,xn),

=0

donde f; es la componente homogénea de f de grado i en la variable x,. Por el teorema an-
terior, podemos suponer que [ = f(x1,...,x,) es multihomogéneo. Usando el proceso de

multilinealizacion tenemos que, si deg, (f) = d > 1, reemplazamos x, por y, + y, entonces

d
f(yl + Y2, T, . .. 73:71) = Z fi(yla Y2,22, .. 7']771)7
i=0
donde f; es la componente homogénea de grado i en vy, y de grado d — i en vy, y el grado en
To, ..., T, es el mismo que en f. Por lo tanto, todos los polinomios f; = f;(y1, ya, T2, ..., Ty)
son consecuencia de f, pues f; se obtiene de f por un cambio de variables lineal.

Si tomamos y; = Yo, para cada i tenemos,

d

f(2y17$27 s axn) = Zfi(ybylvx% s 7'In)-

1=0

Ahora como f es homogéneo de grado d en x1, entonces

f(leax% s 7xn) = 2df(y17x27 s 731/’”)7

luego,
d

Qdf(yl,xg,...,:pn):Zfi(yl,yl,xg,...,xn), 4)

1=0

sabemos del Teorema del Binomio que

=0
entonces reemplazando en la formula ({)) obtenemos,

d d

Z (?)f(yl,ﬂb, e 7$n> = Zfi(yl,ybl’z, e 71’n)-

=0 i=0
Para cada 1, tenemos,

d
fi(ylaylax% o 7xn) = (.)f(ylax% R wl'n)v

]



IDENTIDADES POLINOMIALES Z-GRADUADAS 19

como char(F) = 0, entonces (‘j) # 0, para 0 < i < d por lo tanto, f es consecuencia de
cualquier f; parai = 1,...,d — 1, f; tiene grado i en y, y grado d — i en y, y al menos una
de ellas es menor que d. Podemos aplicar este proceso nuevamente con otra variable que tenga

grado d > 1 hasta obtener un conjunto de consecuencias multilineales de f. U



IDENTIDADES POLINOMIALES Z-GRADUADAS 20

3. Graduaciones

3.1. Algebras graduadas

En la Seccion 2.2 se defini6 el concepto de dlgebra graduada mediante algunos ejemplos.
En esta seccién se estudian las dlgebras G-graduadas y sus identidades polinomiales graduadas.
Se presenta la definicion de dlgebra graduada por un grupo, haciendo énfasis en la graduacién a
través del grupo aditivo Z, y se describen sus componentes homogéneas. Ademas, se introduce
la nocién de identidad polinomial graduada como una extension de las identidades polinomiales
clésicas en el contexto graduado. La seccion incluye ejemplos, particularmente en dlgebras de
matrices, que muestran cémo la graduacion influye en las identidades que el 4lgebra satisface.

Existen otros tipos de graduaciones que se obtienen a partir de grupos distintos del grupo de

los enteros.

DEFINICION 3.1.1. Sea G un grupo y A un dlgebra, se dice que A es G-graduada si se puede

escribir como una suma directa de subespacios propios no triviales A9 C A, es decir;

A= @A(g)7

geG

tales que A9 AN C AWM para todo g, h € G.
El subespacio AY se llama componente homogénea de A de grado gy sia € AY el elemento

a € A se llama homogéneo de grado g.

De la Definicién tenemos que todo a € A se puede escribir de manera tnica en la

a = Za(g)’

geG

forma

donde a9 € AW para todo g € GG. Ademds, si e € (G es la identidad de (G, entonces Al©) eg

una subdlgebra de A.

EJEMPLO 3.1. Sea G = Zy = {0,1} el grupo de orden 2 'y sea A = M(R) el dlgebra de
matrices de orden 2. Entonces A es Zy-graduada, ya que A = A©) @& AD), donde

b
A0 = a ! ca,deRYy ; AW = 0 :b,ceR
0 d c 0
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y ademds A9 AN C A9Hh) para todo g, h € Zs.
Veamos que efectivamente A = A©) @ AD),

e A= A0 1 A0

a b
Sea X = ) € A, entonces, podemos escribir a X de la siguiente manera
c

(o) (o)

0 0 b
donde (g d) c A0y ( 0) € AW, Luego X € A© + AW,
c

= A0 N AW = {0,}, donde 0, es la matriz cero de orden 2.
b
Sea X = (a d> e A9 N AD entonces X € A© yX € AW, Luego, como X € A0
c

tenemos que b = 0 = ¢, ahora como X € AW, se tiene que a = 0 = d, por lo tanto,
X =0,.

Veamos ahora que A™ A9 C A9 para todo g, h € Zo. Es decir, queremos probar que
AOAO C A©@. 4O A® C AW, AW AO) € gD, 4D 40 € 4O,

Solo probaremos el caso AY AN C AD| pues los otros son andlogos.

0 0 b 0 ab
Sean X = “ e A yY = e AW, entonces XY = “ ,asi XY €
0 d c 0 cd 0

A,

En consecuencia, de lo anterior expuesto Ms(R) es un dlgebra Z,-graduada.

EJEMPLO 3.2. Sea G = 7 grupo de los enteros y dado el Ejemplo Entonces A es 7Z-

A= Aw,

a€Z

donde A®) = Ay A@ = {0} para a # 0. Ademds observe que AW A®) C At para todo
a,beZ.

graduada, ya que

EJEMPLO 3.3. Sea G = Zy = {0, 1} el grupo de orden 2y sea F[z1,...,x,] el dlgebra de

polinomios sobre un cuerpo [, entonces para cada o € Zs, se define
Flzy, ..., 2, = {f € Flxy,...,x,] : fes homogéneo con deg(f) = a(mbd2)},

En particular,

Flzy,...,2,] % = {fes homogéneo de grado par},
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Flzy,...,2,]V = {fes homogéneo de grado impar},

Entonces se obtiene la descomposicion
Flzy, ..., 20 = Flzy, ..., 2,) Y @ Flay, ..., 2, Y.

Ademds, si

fe]F[mla"'axn}(a) ) gEF[xla"'vl'n](B)

con o, B € Zs, entonces fg es homogéneo de grado total

deg(fg) = deg(f) + deg(g) = a + f(méd2)

por lo que se obtiene que, Flxy, ..., 2,] - Flzy, ..., 2,]® CFlay,. .., 2z,

Por lo tanto, F(z4, ..., x,] es una dlgebra Z,-gradudada.

EJEMPLO 3.4. Consideremos el grupo aditivo 7 y el dlgebra M3(F) de las matrices de orden

3 sobre F. Para cada entero —3 < o < 3 tomemos los subespacios
Méa) =geng{E;j 1 j —1 = a},

donde E;; € M;(FF) es la matriz elemental cuya tinica entrada distinta de cero es 1 en la
posicion ij-ésima y para || > 3 tomemos Méa) = {03}, donde 03 es la matriz cero de orden

3. Notemos que M3(FF) es Z-graduada, ya que

My(F) = P My™.

Q€L

En efecto, como o toma los valores « = —2,—1,0, 1, 2, consideraremos cada caso

s a=0;(j—i=0)

=
2
I

o

L a, b, Cc E F = gen{EH, E227 E33}.

=
=
I

o

ja=)

b L a, b c F = g€n{E12, Egg}.
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na=2 (j—i=2)

0 0
MYV =S a 0 0] :abeF} =gen{Ey, Es}.
0 b
n = —2; (j-z:—2)
0 0 0
M:,E_z) — 0 0 0|:a€eF ) =gen{Es}.
a 0 0

esto implica que, Ms(F) = MY 2 & MV @ M & MY & M.
Por otro lado, si X € M@ yY € M®), con —3 < o, B < 3, entonces dado que

Ei87 Sl.] =T,
Ei'Ers = (5)

O3, sijF#r.

tenemos

M@ si | a+ B |< 3,
XY € (6)

{05}, si|a+p|>3.

Por lo tanto, se concluye que Ms3(F) es una Z-graduacion.

A continuacion se presenta un ejemplo que ilustra la afirmacion ().

000 0 0 4
Consideremos las matrices X = |5 0 0| € Mé_l) yY =100 0| € M(2), como
0 30 000
| =1+ 2 |< 3, se tiene que
00 0
xy=1[00 20| em"
00 0

. 2
Ahora, consideremos X = € Mé ), en este caso, como

o O O

20
0 2 GMél)yY:
00

o Oo© O
o O O
S O W
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| 142 |> 3, se obtiene que

XY = e {03},

o O O
o O O
o O O

Esta Z-graduacion se puede extender de manera natural a matrices de orden n, como se

muestra a continuacion.

EJEMPLO 3.5. Para cada entero —n +1 < a < n — 1, sea M o] subespacio de M, (F)
generado por todas las matrices E; ; tal que j —1 = a'y sea MY = {0,} para | a |> n.

Entonces M, (FF) es Z-gradudada, ya que

M, (F) = @ M, (7)

Q€L

donde

ail 0
M(O) _ a22 . F _
= . a1, 022, - ., Gnp € = gen{E11, B2, ..., Enn},

0 Gnn

yparacada ) < a < n — 1, tenemos que

Q1,041 0
Mff‘) = D141 On—an €F p = gen{Ej aq1,..., En—an}ts
0 (n—a,n
(—a) _ Ga+1,1 0 . _
My~ = DOat11s s 0nn—a €F ) =gen{Eay1,1,..., Enpn_a}
0 Unn—a

Ademds, para cada o, 3 € Z, considerando la ecuacion (9)) tenemos que

M©@FB)  si a4+ B|<n,
{0.}, si |a+pB|>mn;

M@ B C

En adelante, denotaremos la Z.-graduacion del dlgebra M, (F) simplemente por M,,.
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3.2. Identidades polinomiales graduadas

Sea G un grupo y sea {X : g € G} la familia formada por los conjuntos numerables
disjuntos X9 = {:17 Lz ,:1:3 yoo- b Para X = ¢ X9, consideremos el dlgebra asociati-
va libre F (X >, libremente generada por X. Una variable € X es de grado homogéneo g, lo
cual se denota d(z) = g, si # € X9. El grado homegéneo del monomio 7 = x;, 4, - - - x;, se
define por (1) = O(x;,)d(xi,) - -~ O(x;,). Para g € G, denotemos por F (X)) al subespacio

de F (X') generado por todos los monomios de grado homogéneo g. Note que

X)=PrFx)¥

geG

y ademds, F (X))@ F (X)™ C F (X)) para todo g,h € G. Luego, F(X) es un lgebra

r

(G-graduada, la cual denotamos por F (X)?

EJEMPLO 3.6. Sea f € F (X)?" dado por

f(x591)7 mggz)7 wgfh)’ xggz)) _ wggl)xé!h)l,gm)wém)xgw)x§g2)xé92)x§gl)’

entonces el grado homogéneo de f es O(f) = §192929292929291 = 919591
EJEMPLO 3.7. Sea M,, = P

o € 7, sea

wcz M ) Iq Z-graduacion definida en el Ejemplo Para cada

X = {27 ] i € L},

donde 1, es un conjunto de indices y X ® un conjunto de variables de grado o y sea

X=Jx®

a€EZ

()

Sea F (X) el dlgebra libre generada por X, para cada o € Z, definimos F (X)'™ como el

subespacio generado por todos los monomios

n= ng‘l)xf»;m) . azgj") tales que oy + s+ + oy, = a,

y definimos deg(1) = 0, entonces

=PrFx)

a€EZ

y para cualesquiera o, 3 € 7 se cumple F <X)(°‘) F (X>(5) CF (X>(a+ﬁ). Por lo tanto, F (X)

es un dlgebra Z-graduada.

EJEMPLO 3.8. Sea G = Z» = {0, 1} grupo de orden 2y sea F (X) el dlgebra libre asociativa
sobre X = X U XM, donde X© = {x(o £L‘2 Loy X = {x xgl),. .}, se dice que
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F(X)"" es Zy-graduado, pues

F(X)" =F(X)PF ).
= 202 4 2020 e F (X)), entonces f, = 22V
es de grado homogéneo 1y grado total 2 'y fo = xgo)xgl)xg) es de grado homogéneo 0y grado
total 3.

En particular, si f(xgo), xgl),xél))

DEFINICION 3.2.1. Sean G un grupo y A un dlgebra G-graduada, se dice que un polinomio
f= f(ngl) 29 ,xl(.i")) € F(X)"" es una identidad polinomial G-graduada de A si

)y Mg
Fal ol ey =0

para todo o\ € Al {9 € Ale) 40 e Alon),
Si A satisface una identidad polinomial graduada no trivial entonces decimos que A es una

Pl-dlgebra G-graduada.

Al conjunto de todas las identidades polinomiales (G-graduadas para el algebra A lo denota-

mos por Idg(A); es decir,
Idg(A) = {f € F(X)? : f es una identidad polinomial G-graduada para A}

El siguiente lema aparece como un ejemplo en el articulo de Vasilovsky [6]], donde se estu-
dian algunas identidades que satisfacen las dlgebras de matrices cuando se consideran gradua-

ciones por Z.

LEMA 3.1. Los siguientes polinomios son identidades polinomiales 7Z.-graduadas del dlgebra
M,

1. fi(xz) =z, si|0(x)] > n.
2. fg(I‘l, ZL’Q) = T1T9 — X271, Si 8($1) = 8(:152) =0.
3. fa(xy,x,20) = mrae — xozxy, 5i 0(21) = O(22) = —0(2).

DEMOSTRACION. Consideremos M, el dlgebra 7Z-graduada con la graduacion dada en el
Ejemplo[3.5]y a € Z.

1. Sila| = [0(z)| > n, entonces M = {0}. Luego, si A € M\ tenemos que
Fu(A) = A =0.

Por lo tanto, fi es una identidad polinomial 7-graduada.
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2. Sia = J(x1) = 0(x2) = 0, entonces MO = gen{E;; : i = 1,....,n} = {D :
D — diagonal}. Luego, si A, B € MY tenemos que A'y B son matrices diagonales y

dado que el producto de las matrices diagonales es conmutativo, tenemos
f2(A,B) = AB— BA=AB - AB =0.

Por lo tanto, fs es una identidad polinomial 7-graduada.

3. Sia = 0(x1) = I(x2) = —0(x). Si |a| > n, entonces MY = {0}. Luego, si Ay, Ay €
M yAe M tenemos que Ay = Ay = 0. Luego

f3(A1a A7 AQ) = AIAAQ - AQAAl = 0.

Suponga que |o| < n—1, entonces M = gen{E;; : j—i = a}. Como f3(A1, A, Ay) =
A1AAy — Ay AAq es un polinomio Z-graduado multilineal, para probar que fs es una
identidad polinomial 7-graduada es suficiente probar que fs se anula en los elementos

de la base, es decir basta considerar

Alei AQZEl A:Ers

1J19 2727

donde I; ;,, E;,;, € M yE,. € M, por lo que tenemos que
h—h=qa, J—l=aq Yy S—TI=-—w @)

Note que E; ; E,sE;,;, # 0 siy solo si j1 = rys = is. Luego usando , tenemos

r =j1 = o+ 1,y ademas
lh=8S=r—a=Jj —a =1
Jo=12ta=1+a=7.
De ahi que, usando (D)), tenemos
E;

= By, = Ei,j,ErsEiyj, # 0.

1J1 1j2

Andlogamente, E;,;, E.E; ;, # 0 si'y solo si jo =1y s = i1. Luego usando , tenemos

T = jo = 12 + oy ademas
hWh=8S=r—a=7js—a=iy;

j1:&+i1:a+i2 :jg.
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Asi, usando (5) obtenemos,

Eiyjy, = Eiyjy = Eiyj ErsEiyj, # 0.

Por lo tanto, tenemos que si j1 =1 = ja y i1 = S = iy, entonces

[3(Eisjis Ers, Bigjy) = Eiyjy ErsBiygy — Eiyjy Ers By = Eiyj, — Eiyj = 0.

En caso contrario, tenemos que F; ; F, F;,;, = E;,;, E.sE; j, = 0y por lo tanto,
fS(Ei1j17 ET‘Sa Eizjz) =0
De donde se tiene que f3 es una identidad polinomial 7Z-graduada para M,,.

O

Observacion: Todas las identidades polinomiales Z-graduadas son consecuencia de las
identidades polinomiales presentadas en el Lema [3.1] En efecto, dicho lema caracteriza ex-
plicitamente las identidades que se satisfacen en funcién del grado de los elementos, lo que
permite deducir que cualquier identidad polinomial Z-graduada en M, se obtiene a partir de las

siguientes identidades bésicas

fi(z) =0, | 0(z) |=n 9)
fg(l’l, il'z) = O, 8(91:1) = (9 513'2) =0 (10)
fa(zy,x,29) =0, O(z1) = 0(xg) = —0(x). (1)
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4. Identidades polinomiales para M/,

En este capitulo se presenta la demostracion del resultado principal del trabajo, basandonos
en el articulo de Vasilovsky [6]. Para ello, inicialmente se desarrollan algunos resultados preli-
minares para el estudio de las identidades polinomiales Z-graduadas en el dlgebra de matrices
M,,. De este modo, el capitulo articula tanto los fundamentos tedricos como la demostracién

central que sustenta la caracterizacion de dichas identidades.

Consideremos las identidades polinomiales dadas en el Lema [3.1]y sea Z,, el T-ideal ge-

rarado por esas indentidades, es decir, Z,, = (fi, fo, f3)r. Para zq,... .2, € X y o € S,
sea

me = mo(xla s 7‘1.]6) = To(1) """ To(k)-
El monomio multilineal en las variables x4, . . ., z; correspondiente a la permutacion identidad,

estd dado por

m=m(xy,...,TK) = T1 " Tf.

Claramente, d(m) = 0(m,) = 9(x1) + - -+ + O(xx). Ademads, todo polinomio multilineal

graduado f = f(xy,...,x) € F(X) puede expresarse como

=Y agms,

ocESk

donde a, € F.
Se entendera por sustitucion estandar a una sustitucién S de la forma
T = Ez L, Lg = Ez

110 - kjk,...,l'k:Eikjk, (12)

donde
js - 7;3 == a(xs)a (13)

tal que E; ;, € Méa(zs))’ para s = 1,..., k. El conjunto de todas las sustituciones estandar se
denota por stSub. Dado un polinomio graduado f(x1,..., ;) y una sustituciéon S € stSub,
denotamos por f|g, al valor de f correspondiente a la sustitucién S.

Es fécil ver que si un polinomio multilineal graduado f(z1, ..., xy) tal que f|s = 0, para todo

S € stSub, entonces f = 0 es una identidad graduada de M,,. Observe que cuando se realiza
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una sustitucién (12) el valor de un monomio m,(z1, ..., xx) es diferente de cero, solo si,

Jo(1) = 1o2), Jo2) = lo(3)s- - s Jo(k—1) = lo(k); (14)
en este caso mU’ = Eigu)jou)Eia(z)jg(z) T Eig(k)jg(k) = Eia(l)ja(k)'
Para un monomio m,(z1,...,xx), 0 € Sk y dos enteros 1 < p < ¢ < k cualquiera, denotamos

por mP la palabra obtenida de m,,, descartando los primeros factores p — 1 y los dltimos k — ¢

factores; es decir,

mP N = To()Topi1)  To(q)
EJEMPLO 4.1. Sea m = m(xy, 22, x3) = x12223 el monomio multilineal correspondiente a
la permutacion identidad de Ss, tenemos que O(x1) = 1, 0(x3) = 1, O(x3) = 1, entonces la

subpalabra completa

d(m) = 0(x1) + O(x2) + 0(z3) =3

Tomemos la sustitucion estandar S tal que v1 = Fo, 19 = Fo3, 13 = FEs3o, tenemos que
m(IL’l,ﬂ?z, $3)|S = B2 FEy By = Eyy # 0.

Para1 < p < q < 3, tenemos las siguientes subpalabras de m

1,1]

m[ = I, m[1’2] = T1%9, m[z’d] = T2X3, m[l’d] = T1X2X3,

LEMA 4.1. Si m0| # 0, entonces, para cadal < p < q <k,
Am) = jotg) = ().
DEMOSTRACION. De las ecuaciones y (14), tenemos que,

AmPM) = (o)) + O Topen) + -+ + O(To(g)
= (Jo) — Gop) + Uop+1) = Go+1) T+ + (Jotg) — to(e))

= Jo(g) — lo(p)

lo que concluye la prueba. U

LEMA 4.2. Sea o € S} y sea

119 ¢ kJk >

una sustitucion estdandar tal que
max{ii, j1, ...,k Juy =n —1t, dondet > 1.

y min{iy, j1,..., 0k} =1+, donder > 1.
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i) Simg(zy,...,2)|@) = 0, entonces para la sustitucion estdndar
coni, =is+tyj. = js+1t respectivamente i, = i —ryj.=js—r s=1,...,k
tenemos que my (x4, . . . ,xk)| = 0.
ii) Simg(z1, ..., 26)|[@) = Ei, )iy q entonces, me(zy, ..., vx)| g = Eiéu)jé(k)‘
DEMOSTRACION. .
i) Supongamos que m, (1, . .. ,.Tk)| = Ei,0yioy " Eiygyiew = 0, entonces existe s €

{1,... k= 1} tal que jy(s) 7 io(s+1), de ahi que,

Jo(s) = Jo(s) Tt F o(sr1) T =iy 541

Luego, Ey = 0. Por lo tanto,

o‘(s)j:T(s) Ei:;r(s+1)j;(s+l)
Mo (21, . - . 73’3k)‘ - Ei;u)jéu) o E"Q(k)j;(m = 0.

El caso para j(’T(S) = Jo(s) =T 7# lo(s+1) — T = i;(sﬂ) se demuestra de manera similar.

ii) Supongamos que my(x1, . .. ,a:k)] = Ei,yivry " Biowiow = Pigwyiow entonces
paratodo s =1,..., k — 1, tenemos que jo(s) = ly(s+1), de ahi que

Jo(s) = Jo(s) T = lo(ss1) T =iy 541)-

Por lo tanto, mq (1, . k) |@) = Eié(l)jﬁfu) o E"/o(k)jé(k) - Eit,'r(l)‘j(lf(k).
Lo cual concluye la prueba. 0
Para un monomio graduado n(xy,...,2,) = x; ---x; ylosenteros 1 < p < g < r,

|0(nP4)| denota el valor absoluto del grado homogéneo de la subpalabra 5>, Sea
O(n) = max{|o(nM)| : 1 <p < q<r}.

Es claro que si é(n) > n, entonces 7 € Z,. Supongamos que 5(77) > n, entonces existe una
subpalabra 1”4 tal que |3(nP4)| > n. Ahora consideremos una sustitucién estdndar S donde

z, = E; ., sinls # 0, entonces también nPdl|g = E; ;, # 0, es decir
|jq_ip| Sn_]w

lo que contradice que |j, — i,| = |0(n4)| > n. Por lo tanto, n|s = 0 para toda sustitucién
estandar S.
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Notacion: Para P C Sj, denotamos por fp(x1,...,xz) la siguiente suma

fe(xy, ... xp) = Zaama(xl, ce, Tg).

oeP

LEMA 4.3. Si

xo - fp(xy,...,z) =0,

es una identidad polinomial graduada para M, tal que 3(azomg) <n — 1 para todo P C S},

entonces
fe(x, ..., 2p) € Idz(My).

DEMOSTRACION. Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe una sustitu-

cion estdndar de la forma vy = E; ;,, ...,z = E;j, , tal que
ij=1

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que si O(xy) > 0, entonces
méx{’il,jl, Ce ,ik,jk} =n,

ya que en caso contrario, max{iy, ji,...,ix, jut = n —tcont > 1, luego del Lema ,

. .. . . o o
podemos usar la sustitucion estandar @) de la forma x\ = Ey i, ... x5 = Ey j para iy =

is+tyji=js+tys=1,...,k enlugar de la sustitucion (I2), asi tenemos que

fr(Eig, .. Eyg) #0
y ademds

méx{s, ji, . .., i, J } = méx{in + 4,5+ 4, dk gk Tt
= méJX{Z'l,jl, Ce ,ik,jk} + t,

=n—t)+t=n.
Por otro lado, podemos asumir que si O(xy) < 0, entonces
ml’n{ibjl? cee 72.k>jk’} = 17

pues en caso contrario, min{iy, j1,. .., i, jx} = L+r conr > 1, asi, del Lema , podemos
. .. . o _ o
usar la sustitucion estdndar @) de la forma vy = By, ..., xp = Eyj para iy, = is — 1y

Jr=1js—r,ys=1,... kenlugarde la sustitucion , luego tenemos que
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y ademds
min{i}, j1, ..., 0, Jrp =min{iy —r 1 —r i — 1 gk — T}
:min{ilajla"'aikajk} -
=(1-r)—r=1.

Afirmacion: Para todo coeficiente b; ; # 0 en , tenemos 1 < i — 0(xg) < n. Note que

i € {icq):0 € P, mg| # 0}, por lo tanto para demostrar la afirmacion es suficiente probar
que

1 <ig) —O(x0) <n (18)

para cada o € P con m,|@g) # 0.
Caso A: Consideremos que O(xq) > 0ymax{iy, ji,. .., ik, jx} = n. Por , Simax{ji, ..., jrx} <
n, entonces max{iy, ..., i} = n, luego para todo o € P con m,|[g) # 0, lo cual implica que

io(1) = n. Como O(xg) > 0, entonces —0(xo) < 0, luego
io(1) — 0(20) <ig(1y =N

Por otro lado, como 5(azomo) < n — 1, entonces O(xy) < n — 1, de donde —9(x¢) > 1 — n,
luego
7;0(1) — 8(%0) >n+ (1 — Tl) =1.

En conclusion,
1 < ’ig(l) — a(%’0> <n.

Ahora, si méx{jy, ..., jx} = n, escogemos algiin o € P talque m,|@3) # 0 jo(r) = n, para
algin 1 < r < k. Sabemos del Lema que 8(m([,1”"]) = Jo(r) — lo(1), €ntonces
(o - miP") = 8(xo) + O(ml ) = (o) + Jotr) — io1) = Awo) + 1 — ().
Por lo tanto, como
A(xo - mby <z -my) <n—1,

entonces
(o) +n —igny <n—1,

de donde
ig(l) - a(l'g) Z 1.

Por otra parte, como 0(xy) > 0, se tiene que —0(xo) < 0, luego

io(1) — O(20) <o)
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Dado que 1,1y < n, se concluye que
ia(l) - 8(m0) S n.
En conclusion,
I <ig50)— d(xg) < n.

Caso B: Consideremos que 9(xo) < 0ymin{i1, j1, ..., i, jx} = L. Por (I4), simin{ji, ..., j,} >
1, entonces min{iy, ..., i} = 1, luego para todo o € P con m(,| # 0, se tiene que i1y = 1.

Como 0(xg) < 0, entonces —0(xy) > 0, luego
io(1) — O(x0) 2> ip1) = 1.

Por otro lado, como d(zgmy) < n — 1, entonces d(xo) < n — 1, de donde —d(xq) > 1 —n, de
ahi que
ig(l) — 0(330) S 1-— (1 — n) =n.

En conclusion,
1 S ig(l) - 8(9:0) S n.

Ahora, si min{jy, ..., jr} = 1, elegimos un o € P tal que m,|g) # 0 jor) = 1 para algiin

1 < r < k. Sabemos que 6(m¢[71’r]) = Jo(r) — lo(1), €ntonces
Az - mE) = 0(20) + Jor) — oy = O(T0) + 1 — ip(1).

Por lo tanto, dado que

~

a(xO ’ m[lﬂ) 2 _é<x0 ’ ma) y - a(x0m0> >1-— n,

(e

entonces
8(1’0) +1-— ig(l) Z 1-— n,

de donde
io(l) — 8(x0) S n.

Por otro lado, como O(xy) < 0, tenemos que —0(zo) > 0, luego
io(1) — O(T0) > i1
Dado que i1y > 1, obtenemos que

ig(l) — 3(:)&0) 2 1.
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En conclusion,
1 S ia(l) — 0(330) S n.

Finalmente, elegimos iy, jo € {1,...,n} tal que by, j, # 0. Ahora, tomando xo = E;;_5(z) .
v la sustitucion estdndar para las otras variables en la ecuacion xo - fp(x1,...,x) = 0,

tenemos que

zofp(z1,. .. 7xk3)‘10:Ei0j07 = Eio*a(wo),iofP(Ehjl? o By

= Eiy—0(x0),i0 Z bij Eij

1,7=1

= Z bio.j Eig—a(we).j 7 0.

1,j=1

Esto implica que xq - fp(x1,...,2x) = 0 no es una identidad polinomial, lo cual es una con-
tradiccion. U
COROLARIO 4.1. Para cualquier monomio graduado my(xy, ..., x;) con d(m,) < n — 1,
existe una sustitucion estandar S tal que my(x1, ..., x)|s # 0.

DEMOSTRACION. Sea m, = x,, entonces 5($1) < n —1, lo que implica que 1 < n — 1,
es decir n > 2. Tomando una sustitucion estdndar S, donde 1 = E;; con j — i = 0(xy),

obtenemos
x1lg = Eij #0,

por lo tanto se cumple para k = 1.
Ahora, supongamos que esto es cierto para todo monomio graduado de k variables, es decir,

para cualquier my(xy, ..., xx) con O(my) < n — 1, existe una sustitucion estdndar S tal que

mcr|5 ;é 0.
Consideremos el monomio de k + 1 variables definido asi

M — xo 'mo-<x1,...7xk)7

usando el Lema obtenemos que

A

A(M) = d(xy - my) = o) + O(my) =k + 1

Podemos elegir O(xo) de modo que O(xq - my) < n — 1. O

Denotemos por Ag el conjunto de todos los monomios m,(x1,...,zx), o € Sk, tal que

~

d(my,) = n — 1; es decir,

Ao = {mo(21,...,21) : d(my) < n—1ym,|s #0}.
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LEMA 4.4. Para cualquier monomio my(x1,...,xzx) € Mo, existe exactamente una sustitucion

estandar S tal que m,|s # 0.

DEMOSTRACION. Sea mP'" es una subpalabra de my(z1, ..., z;) € Ag con [9(mP™)| =

n—1ysea la sustitucion estandar tal que mU| # 0. como mﬁ,” - To(p)To(p+1) " * To(q)s
pdy— — B . B . . ..E . = FE

tenemos que Mo " |@) = Liy o) Ligiyinioin " Liowiow = Lismiow 7 0 luego por el

Lema si 8(m[§7’q]) = 1 — n, entonces m([,p’q]] = Ep1, de ahi que igp) = 1Y joiq) = N
Las igualdades anteriores junto con ({I3)) y (I4), determinan de forma iinica todos los indices i

ij;S:17..-,k€n.
Similarmente, si (9(m([f’(ﬂ) = n—1, entonces del Lema mP (@ = Ein de donde iy, = 1
Y Jo(q) = N, de modo que todos los indices is y js, s = 1,...,k en nuevamente estan

determinados de manera unica. [l

Parai,j € {1,...,n} y una sustitucién S € stSub, sea
A(Salv.]> = {mcr(xb ce JIk) € AO : ma|S — Ezg}

Claramente A(S,i,7) = 0 si j —i # 9(m,). Por el Lema (4.4), los conjuntos A(S,1,7) son

disjuntos dos a dos y su unién coincide con Ay; esto es,

A= |J A(S4,9), (19)
(844,5)
donde (S, 1, j) varia sobre las ternas ordenadas (.5,4,j), con S € stSubei,j =1,...,n.

LEMA 4.5. Si para una permutacion o € Sy, existe una sustitucion estandar tal que

Mo (1, 2n)|@ = m(r, .., o) @) # 0,

entonces,

Mo (T1, ... xK) = 21 - n(x2, ..., 2x) (ML)
para algiin monomio 1(xz, ..., Tg) = T, -+ Ty,

DEMOSTRACION. Supongamos que o(1) # 1. Entonces 1 = o' (o(1)) < 07(1). Sea t el

menor entero positivo tal que o' (t + 1) < o7 *(1). Es claro que,

1<o Mt+1) <o} (1) <o (1)

Dado que

M1, 2n)|@ = m(x, ..., o) @) # 0,
entonces

Livi o B = Eiyoydoay = Biogoriony 7 05
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de ahi que

Eiljk = Eiou)ja(k) # 0,
esto implica que 1y, = iy1), Jji = i1y Y para s > 1, jos—1) = fio(s). Asi, tomando p =
ol (t+1),q=011)yr = o7(t), tenemos 1 < p < q < r con Jo(a=1) = la(q) = (1)

ja(r) = ia(p) Y, cuando p > 1, ja(p—l) = ia(p)'
Caso 1: Si p > 1, desde las ecuaciones

Jo(r) = lo(p) = Jop—1) Y Jo(g—1) = lo(q) = Lo(1)

vemos que

Jo(p—1) = lo(1) = lo(p) = Jolg—1) = Jo(r) — lo(q) = Do

para algiin 9y € 7. Por el Lema ({.1), obtenemos,

P

d(m
a(m

) = Jopo1) = Go1) = o,
»q

Ay 9=

) = o) = o = =0,
a(m([;”]) = jg(r) — ig(q) = 80.

Por lo tanto, usando ((I'1)) tenemos,

Ti1y.e.., Tk :330(1).170(2) c -:Eg(k)

m([jl,pfl} ) m[ép,qfl] ) m([;],r] i m([;ﬂ,k}

m([j(-],r] . m‘[jI_LQ*H . m([jl,p*l] . m[;qul’k}(m(/)dIn)

( )
( )
Mo (T1, ..., xk)
( )

T1, .o Th) Sa(g) To(r)To(p) """ Talg-1)Ta(1) *** To(p—1)To(r+1) * ** To(k) (MO L, )
como q = o~ 1(1), entonces o(q) = 1, luego

Mo (X1, ..., xK) =12, - - - 21, (MO TL,).
Caso 2: Si p = 1, en este caso de las ecuaciones

Jo(g=1) = lo(q) = lo(1) = Jo(r),

vemos que

Jo(g=1) — lo(1) = Jo(r) — la(q) = Do,

para algiin 9y, por el lema (#.1) obtenemos,

O(mg ™) = Jotg-1) — iar) = Do,

g

8(m[q’r]) = jg(r) — ig(q) = @0.

g
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Por lo tanto, usando (I0) tenemos,

Me(T1, ..o Tk) =To(1)Ta(2)  ** To(k)

Mo (21, . .., xp) =mba 1 plarl LA

Mo (1, ..., o) =mler . mlbah bk 0647,

Mo (L1503 Tk) SLo(q)  * To(r)To(1) Lo To(r1) ** Lo(k) (MOAL,)

como q = o *(1), entonces o(q) = 1, luego

Mo (T1,. .., xK) =12y, - - - 21, (M6dT,).

Del Lema (#4.5)) se tienen de forma inmediata el resultado siguiente.

COROLARIO 4.2. Si para dos permutaciones o, T € Sk, existe una sustitucion estdndar S tal

que
Mo (T1,y .. xk)|s = me(x1,. .., 28)|s # 0,
entonces,
ma(asl, Ce ,:Ek) = $T(1) . 77(1'7(2), c. ,xT(k))(médIn)
para algiin monomio 10(ya, . .., Yk) = Yi, = * * Yi,.-

DEMOSTRACION. Sea S la sustitucién estandar (12)), es decir,

.leEi .,(L’k:E,‘

119 * kJk >

con js —is = 0(xs) paras =1,... k tal que my|s = m,|s # 0.
Definamos la sustitucion estandar S’ reordenando las matrices elementales de S por medio de

la permutacion T, es decir,

T =k ,xk:EiT

r)Ir)r OION
Denotamos ys = () para s = 1, ..., k podemos reescribir el monomio m, (1,...,zk) asi
M (T1, . T) = Tr() = Trh) = Y1 Yoo = UYL, - -+ Yk)-
Luego el monomio m,(x1,...,xy) se reescribe en funcion de las variables vy, . . .,y asi:
Mo (T1, .., Th) = To(1) = To(k) = Yr—too)(1) " Yr—too) (k) = M(r—1oo) (YL, - - - Yk)-
PUes Y(r-100)(s) = Tr((r-loo))(s) = Ta(s), Para s = 1,... k, por hipotesis mq|g = m.|s # 0.

Bajo el cambio de variable y, = x.(y), la sustitucion S evalua m. como el monomio identidad
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m(y1, ..., yx) y el monomio m, como el monomio m-1.4)(Y1, - - ., Y), como ambos monomios

tienen el mismo valor bajo S, tenemos que

M(r=100) (Y1, - Y) s = m(Y1, .- -, ) |sr # 0.

Luego, por el Lema ({.5)) tenemos que

m(’rfloo)(yh s 7yk) =Y 7](?/27 s 7yk)(méd:z-n>

para algiin monomio 10(ya, . .., Yk) = Yi, = * * Y-

Deshaciendo el cambio de variable ys = x () tenemos,
Mo (T1, ..., Tk) = Tr1) - N(Tr2), - - - Try) (MO L)

donde 1(Tr(2); - - s Tr(k)) = Tr(la)s - - - > Tr(ly) U

En este trabajo se estudian las identidades polinomiales graduadas para el dlgebra M, (IF)
con una Z-graduacion, tomando como referencia el articulo de Vasilovsky [6]. Este estudio sur-
ge del interés por describir las identidades polinomiales Z,,-graduadas de M, para todo entero

positivo n.

Recordemos, del Ejemplo [3.5] el dlgebra de matrices M, admite una Z-graduacion na-
tural M, = @, o, Méa), donde para cada entero —(n — 1) < a < n — 1 la componen-

te homogénea M,

es el subespacio generado por todas las matrices elementales [;; tales
que j —i = «,y MY = {0,} cuando |a| > n. En particular, la componente de gra-
do cero es MT(LO) = gen{FE11, Ea, ..., E,,}, es decir, el subespacio de las matrices diagona-
les, y para cada 0 < a < n — 1 las componentes de grado o y —« son, respectivamente,
MY = gen{F1a41s---s EBn—an}t y MY — gen{E,i11,.--, Enn_o}. Asi mismo, el pro-
ducto respeta la graduacién en el sentido de que M\ M € M cuando |o + J

MM = {0,} cuando |o + S| > n.

<n,y

Ademas, del Lema[3.1] los polinomios fi(z) = x con |0(z)| > n, fa(z1, 22) = 2129 — To2:
con 0(x1) = 0(z2) = 0y fs(x1,x,29) = 1229 — T2xwy CON O(21) = I(22) = —0(x) son

identidades polinomiales Z-graduadas para M,,.

El teorema principal que se presenta a continuacion utiliza las notaciones introducidas en
los Lemas [3.1] 4.3 y 4.4 asi como las del Corolario 4.2 y del Ejemplo [3.5] Este resultado,

debido a Vasilovsky [6], es el eje central de esta monografia.

TEOREMA 4.1. Todas las identidades polinomiales Z.-graduadas del dlgebra M,, son conse-
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cuencia de las siguientes identidades

fi(z) =0, 0(x)] > n
fo(@1,22) =0, I(z1) = 0(z2) =0
f3(x1,33,$2) = 07 a(iﬂl) = 8(@) = —a(x)

DEMOSTRACION. Queremos probar que 1dz(M,,) = Z,,, donde T,, = (f1, fa, f3)1,, para esto
vamos a proceder por induccion sobre n.

Para n = 1, tenemos que M; = Ml(o) = . Luego de la identidad (@ es suficiente consi-
derar las identidades polinomiales graduadas de M, de la forma f(x1,...,xx) = 0, donde
d(z1) = --- = 0(xy) = 0. Estas identidades son, en efecto, identidades polinomiales ordina-
rias de M 1(0) = IF. Dado que todas las identidades polinomiales de un cuerpo infinito siguen de

la ley conmutativa de la multiplicacion, se sigue que fi y fo forman la base para 1dz(M,) tal

que 1dz (M) = ;.

Paran > 1, supongamos que 1dz(M,,_1) = Z,,_1 y probemos que 1dz(M,,) = Z,,. Del Lema
se tiene que I, C 1dy(M,). Queremos probar que 1dz(M,,) C T, como F es infinito, del
Teorema 2.2} basta probar que toda identidad polinomial graduada multilineal de M,, estd en
L. Ahora, usando induccion sobre k, supongamos que cada polinomio graduado multilineal en
(k—1)-variables g(y1, . .., yr—1) € Idz(M,) estd en L, y probemos que cada identidad polino-
mial graduada multilineal en k-variables también estd en T,,. Sea f(z1, ..., x)) un polinomio

multilineal graduado en 1dy(M,,). Note que, para cada A € M,,_4, definimos ¢ : M,,_y — M,

A A
w(A) = ( 8) , donde Ae M, | vy ( O) e M,.

por

0 0 0

Es claro que ¢ es un homomorfismo inyectivo de dlgebras 7-graduadas, tal que M, | C
M, y Mﬁ)l c MY, 8 € Z. Como f(z1,...,x) € Idz(M,), se deduce que f(z1,...,x)) €
Idz(M,,—1) = I,,_1, es decir, f es una consecuencia de (@) (@) y la identidad graduada

filz)=2x=0, |0(z)]=n-—1. (20)
Por lo tanto, f se puede expresar como la suma

f=h+fo+fs

para algunos polinomios graduados multilineales f1, fo y fs, tales que f1(z) = 0 se deduce de

(10), f2(21,x2) = 0 es una consecuencia de (1), y f3(x1,x,x2) = 0 se sigue de (9) y [20). Es
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fdcil ver que f5 se puede escribir como

fz= Z oMy (T1, ..., Tp).

d(my)>n—1

Ya que my(xq,. .., x) € I, donde 3(mg) > n — 1, se deduce que, modulo T,

f=/fs= Z oMy (X1, ..., x) = Z oMy (X1, ..., Tp).

d(mey)=n—1 mo€Ag
Entonces, en vista de (19),
=Y )8 > asm,p(médT,) 2D
SestSubi,j=1 | mysEA(S,i,5)

Si podemos demostrar que todo polinomio gradudado Zma EA(S,i,j) QoMo €n pertenece
a T,, entonces [ € 1, se establece, observe que por el Lema para Sy, S € stSuby

i,j € {1l,...,n} tenemos,
0, si S # Sy,
> agmels, = . (22)
Mo €A(S,,5) [ZmUeA(SO,i,j) aq] - Eij, si S = S.

Entonces para cualquier S € stSub,

n

f|s=Z Z as ¢ Eij =0,

7/7]:1 maeA(szJ)

donde ZmUGA(SM) ay =0,1,7 =1,...,n, entonces por . obtenemos

Z oMy (1, ..., x) € Idz(M,), S € stSub,i,j=1,...,n.
mUEA(S,z,])

Si A(S,1,7) # 0, elegimos una sustitucion T € Sy, tal que m, € A(S, i, 7). Por el Colorario
para cada m, € A(S,i,j) existe un monomio 0! = 0Nz, ..., x.4)) tal que m, =
Tr(1y - n'l(mé6dZ,). Como Tr(1) - nlol ¢ 1dz(M,,), se deduce que 5(337(1) -nlely < n — 1. Sea
P ={o € Sk:m, € A(S,1,7)}, entonces

Z UMy = Z UMy = Z UeTr(1) -77[”] = Tr(1) Z a(,n["} (mo6dZ,).

mge€N(S,i,5) ocP oeP oceP

Por el Lema el polinomio ) . p a7 pertenece a 1dz(M,,), por lo tanto, como la

identidad graduada multilineal de M, en k — 1 variables para L,. Por lo tanto, para cualquier
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SestSubyi,j=1,...,n,

Z a,m, =0 (médZ,).
mg€N(S,,5)

Con esto se completa la demostracion del Teorema. 0

Como para cualquier dlgebra Z-graduada, el ideal de sus identidades polinomiales gradua-
das contiene al T™-ideal de las identidades polinomiales ordinarias. En consecuencia, la afirma-

cién anterior también puede entenderse como un caso particular de este hecho general.
COROLARIO 4.3. Si un dlgebra asociativa A con una Z-graduacion finita

n—1
A= P A@

a=—n+1

satisface las identidades graduadas y (1), entonces A satisface todas las identidades

polinomiales ordinarias del dlgebra de matrices M,,.
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5. Conclusion

Durante esta monografia se estudio las identidades polinomiales Z-graduadas del dlgebra de
matrices de orden n sobre un cuerpo F de caracteristica cero, M, (), campliendo asi el objetivo
general de presentar un anélisis riguroso de su estructura y propiedades desde la teoria de alge-
bras graduadas. A lo largo del documento se presentaron conceptos fundamentales de dlgebras
asociativas, algebras libres, identidades polinomiales, T-ideales y graduaciones por grupo, los
cuales contribuyeron al marco tedrico para el andlisis del problema.

En particular, se abord¢ el concepto de G-graduacion de un dlgebra y se analiz6 detalladamente
el caso para las Z-graduaciones del dlgebra de matrices M,,(F), explicando sus componentes
homogéneas y como estas se comportan bajo el producto matricial. Este andlisis sirvid para
comprender como en las identidades polinomiales que satisface el dlgebra influye directamente
esta estructura de graduacion, asi satisfaciendo el primer objetivo especifico de esta monogra-
fia. Adicionalmente, se demostré que ciertos polinomios forman identidades polinomiales 7Z-
graduadas para M, (IF), estos se refieren a las retricciones relacionadas con el grado homogéneo
de las variables y a las relaciones de las condiciones conmutativas impuestas por la graduacion.
Estas identidades claves fueron verificadas utilizando matrices elementales y sustituciones es-
tandar, cumpliendo asi el segundo objetivo especifico del trabajo.

Finalmente, se evidencié que el ideal generado por estas identidades polinomiales graduadas
contiene todas las identidades polinomiales Z-graduadas del dlgebra de matrices M, (F). Este
resultado, basado en el Teorema de Vasilovsky, permite afirmar que el conjunto de identidades
graduadas del dlgebra estd completamente definido por un nimero finito de identidades bésicas
y se evidencia que el andlisis de las PI-graduaciones del dlgebra M, (F) es una herramienta
esencial para entender tanto sus identidades graduadas como las identidades polinomiales ordi-

narias.
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