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RESUMEN 

 

TÍTULO:  MODELADO Y SIMULACIÓN 2D DEL FLUJO DE UN FLUIDO EN UN CANAL 
CON UNA EXPANSIÓN INCLINADA MEDIANTE VOLÚMENES FINÍTOS* 

 

AUTOR:  KATHERINE LISETH MARTINEZ RUEDA** 

 

PALABRAS CLAVE: Dinámica de fluidos computacional, MVF, Método del paso fraccionado, Canal 
con expansión, Separación de flujo, Recirculación de flujo. 

 

En este trabajo se presenta el planteamiento numérico para la solución de las ecuaciones de 
conservación de cantidad de movimiento y de masa de Navier-Stokes para un flujo incompresible; la 
ecuación general de transporte se discretiza mediante el método de volúmenes finitos, y se hace uso 
del método del paso fraccionado para la resolución del acoplamiento entre la velocidad y la presión. 
Se utiliza un mallado no estructurado para la discretización física del dominio, el cual se realiza 
mediante la plataforma Salome. 

El planteamiento se implementa en un código computacional en lenguaje C++ utilizando las rutinas 
de PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation).  

Con el propósito de validar el planteamiento y el código desarrollado se resuelven dos casos de 
estudio bidimensionales: el problema conocido como Smith-Hutton y el problema conocido como 
Driven Cavity, sus resultados se comparan con los encontrados en la literatura y resultan 
satisfactorios. 
 
Se desarrolla un modelo numérico para el problema del flujo laminar bidimensional en un canal con 
una expansión inclinada, y se resuelve para números de Reynolds de 50 y 100, una relación de 
expansión de 1,9423 y ángulos de inclinación de 15°, 30°,45° y 90°. El modelo se valida comparando 
los resultados encontrados para el ángulo de 90° con resultados de la literatura para el problema de 
escalón recto. 
 

 

 

 

 

 

 

                                                           
* Trabajo de grado. 
** Facultad de Ingenierías Físico-Mecánicas. Escuela de Ingeniería Mecánica. Director: PhD Julian Ernesto 
Jaramillo Ibarra. 
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ABSTRACT 

 

TITLE:  2D MODELLING AND SIMULATION OF FLUID FLOW IN A CHANNEL WITH 
INCLINED BACKWARD-FACING STEP BY FINITE VOLUME METHOD * 

 

AUTHOR:  KATHERINE LISETH MARTINEZ RUEDA** 

 

KEY WORDS: CFD, FVM, FSM, Backward-facing step, Flow separation, Recirculating flow. 

 

In this paper the numerical approach for the solution of the Navier-Stokes conservation equations of 

momentum and mass for an incompressible flow is presented. The general transport equation is 

discretized by the finite volume method and using the fractional step method to solve the coupling 

between velocity and pressure. The physical domain is discretized by unstructured meshing, the 

Salome platform is used to create the mesh. 

The numerical approach is implemented in a computer code in C++ language using PETSc (Portable, 

Extensible Toolkit for Scientific Computation) routines. 

In order to validate the approach and the developed code two study cases are solved in two 

dimensions: the Smith -Hutton problem and the Driven Cavity problem, the results are compared with 

those found in the literature and they are found satisfactory. 

A numerical model for the two-dimensional laminar problem of flow in a channel with an inclined 

backward-facing step is developed and solved for Reynolds numbers 50 and 100, an expansion ratio 

of 1.9423 and inclination angles of 15°, 30 °, 45 ° and 90 °. The model is validated by comparing the 

results for the 90° angle with results from the literature for the backward-facing step problem. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
* Thesis. 
** Physical-Mechanic Engineering Faculty. Mechanical Engineering School. Director: PhD Julian Ernesto 
Jaramillo Ibarra. 
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INTRODUCCIÓN 

 

El fenómeno de separación de flujo que se presenta en el problema del canal con 

expansión es de gran interés en estudios numéricos y experimentales debido a que 

ocurre en una gran variedad de equipos de aplicaciones ingenieriles afectando la 

transferencia de calor y el flujo en los mismos. La geometría del escalón recto es la 

más simple de este problema, y es por esta razón que es la más estudiada, sin 

embargo, la geometría inclinada tiene mayor aplicabilidad industrial. 

El problema del flujo puede ser estudiado numéricamente al describirlo en un 

modelo matemático utilizando las ecuaciones gobernantes de los fluidos. El método 

de los volúmenes finitos permite realizar una discretización de estas ecuaciones 

teniendo en cuenta los principios de conservación, obteniendo un sistema de 

ecuaciones algebraicas que se pueden resolver por diferentes métodos de solución. 

La implementación de estas ecuaciones en un código computacional resulta ser una 

herramienta eficiente para encontrar la solución, estas técnicas numéricas han 

evolucionado en gran escala y continúan haciéndolo actualmente. 

Este trabajo pretende aportar al desarrollo de estas técnicas numéricas mediante la 

modelación y solución del problema planteado. El documento se organiza de la 

siguiente forma: 

Inicialmente se presentará la descripción del problema principal del trabajo, el canal 

con expansión inclinada, se dará una breve reseña de los estudios presentes en la 

literatura y se explicará el modelo desarrollado. En el capítulo 2 se introduce el 

método de los volúmenes finitos, y se explican los pasos a seguir para su uso. En 

los siguientes capítulos se desarrollan los pasos del MVF para resolver el problema 

en estudio, incluyendo la implementación en el código computacional de cada uno. 

Y, finalmente, se presentan los resultados numéricos obtenidos. 

 

 



18 
 

1. FLUJO EN UN CANAL CON EXPANSIÓN 

 

El estudio bidimensional del flujo en un canal que experimenta un cambio brusco en 

su geometría se basa en el fenómeno de la separación del fluido; el cual consiste 

en un desprendimiento de la capa límite debido a la existencia de gradientes 

adversos de presión, que da lugar a zonas de separación y recirculaciones  del flujo.   

Este fenómeno ocurre en una gran variedad de aplicaciones ingenieriles como: 

equipos de generación de potencia, difusores, flujo en los álabes de una turbina, 

equipos de combustión, tubos y ductos con cambio repentino del área. En la región 

de recirculación ocurre una mezcla de fluido con alta y baja energía, la cual ocasiona 

un impacto significativo en el desempeño del flujo y la transferencia de calor en 

estos equipos; por esta razón resulta de gran importancia conocer la ubicación de 

esta zona(s).  

Figura 1. Flujo en un canal con escalón inclinado. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cuando el cambio en la geometría consiste en un escalón inclinado (Inclined 

Backward-Facing Step. Fig. 1) el fenómeno varía en función de tres parámetros: el 

ángulo de inclinación del escalón 𝛼; la relación de expansión 𝐻/ℎ; y el número de 

Reynolds 𝑅𝑒𝐷 =
𝜌𝑈𝑏𝐷

𝜇
, donde 𝜌 y  𝜇 son la densidad y la viscosidad dinámica del 

fluido, respectivamente; 𝐷 es el diámetro hidráulico del canal a la entrada 

𝛼 

ℎ 

𝑠 

𝐻 

𝑥𝑟 

𝑦𝑠 

𝑥𝑠 
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equivalente a 𝐷 = 2ℎ; y 𝑈𝑏 es la velocidad promedio del flujo a la entrada, la cual, 

para el caso laminar, corresponde a dos tercios de la velocidad máxima a la entrada.  

El problema consiste en encontrar  el punto en el que se produce la separación del 

flujo del contorno, denominado punto de separación, y el punto en el que el flujo se 

vuelve a unir, denominado punto de re-encuentro. La distancia horizontal entre estos 

dos  puntos, es conocida como la longitud de separación o longitud de unión. 

 

1.1 ESTUDIOS RELACIONADOS 

 

El interés en este tipo de problemas ha aumentado desde el estudio numérico y 

experimental publicado por Armaly et al. [14], donde se presenta una investigación 

detallada en la geometría de un canal con expansión recta (𝛼 = 90°) para una 

relación de expansión 𝐻/ℎ = 1.9423, y número de Reynolds entre 70 < 𝑅𝑒𝐷 < 8000; 

se demuestra que el flujo presenta características tridimensionales para números 

de Reynolds cercanos y mayores a 400, y que deja de ser laminar a partir de 𝑅𝑒𝐷 =

1200. Los resultados presentados, además de determinar la zona de recirculación 

adyacente al escalón, muestran cómo se crean otras regiones de separación del 

flujo aguas abajo del escalón a ambos lados del canal (para 𝑅𝑒𝐷 > 400). Además 

del estudio experimental, también se presentan resultados del estudio numérico 

bidimensional del flujo para 𝑅𝑒𝐷 < 1250 y son comparados con los hallados 

experimentalmente, se observa que para 𝑅𝑒𝐷 > 400 comienzan a presentarse 

inconsistencias entre ambos resultados, lo cual se atribuye a la tridimensionalidad. 

Muchos autores han publicado resultados experimentales y numéricos confirmando 

lo hallado por Armaly, y generando nuevas conclusiones principalmente en cuanto 

a la tridimensionalidad y la inestabilidad del problema.  

G. Biswas et. al. [16] (por ejemplo) presenta resultados numéricos del flujo en canal 

recto para números de Reynolds entre 10−4 < 𝑅𝑒𝐷 < 800; utiliza el método de 

volúmenes finitos para la discretización de las ecuaciones, el algoritmo SIMPLE 
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para el procedimiento de solución y emplea un esquema “Multigrid” para acelerar la 

convergencia de la solución. Los resultados obtenidos concuerdan con la 

investigación de Armaly, y confirman la bidimensional del flujo para 𝑅𝑒𝐷 < 400; 

también se proporcionan resultados del flujo para diferentes relaciones de 

expansión.  

Un estudio presentado por Kim y Moin [9] utiliza una variación del método del paso 

fraccionado para llevar a cabo la simulación numérica del flujo laminar en el canal 

como problema dependiente del tiempo; sus resultados hasta 𝑅𝑒𝐷 = 500 se 

asemejan a los hallados experimentalmente, y a partir de ahí difieren 

significativamente, la causa es atribuida a la tridimensionalidad expuesta por 

Armaly. 

En cuanto al canal con escalón inclinado, son menos las investigaciones que existen 

al respecto a pesar de ser una geometría con mayor aplicabilidad industrial. 

Ruck y Makiola [18] proporcionan resultados experimentales del flujo en canales 

con expansión inclinada para ángulos de inclinación entre 10° y 90°, y flujo 

turbulento 𝑅𝑒𝐷 > 5000; demuestran que para un número de Reynolds constante, la 

longitud de separación disminuye al disminuir el ángulo de inclinación: en el rango 

de ángulos menores de 45° la longitud disminuye rápidamente conforme disminuye 

el ángulo, sin embargo en el rango de 45°-90°los cambios en la longitud de 

separación no son muy significantes.  

Y.T. Chen et. al. [17] realiza simulaciones del flujo tridimensional en canales con 

expansión inclinada para 𝑅𝑒𝐷 = 345 y ángulos de 15°, 30°, 45° y 90°; las ecuaciones 

son resueltas numéricamente utilizando el método de volúmenes finitos, y el 

algoritmo SIMPLE. Sus resultados muestran también como disminuye la longitud de 

separación al disminuir el ángulo de inclinación. 

Otros autores han realizado investigaciones del flujo en canales con expansión 

inclinada enfocándose en el efecto de la separación del flujo en la transferencia de 

calor. Por ejemplo, Gandjalikhan Nassab et. al. [19][20] estudian la generación de 

entropía convección forzada en el flujo laminar (𝑅𝑒𝐷 = 500) adyacente a un canal 
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con expansión inclinada (𝛼 = 45°) y su influencia en la distribución del número de 

Nusselt en el canal. Utilizan el método de mallado en bloque para la discretización 

física del dominio. 

Sin embargo, a la fecha no se han publicado resultados del estudio del flujo laminar 

bidimensional en un canal con escalón inclinado para varios ángulos de inclinación.  

 

1.2 MODELO MATEMÁTICO 

 

Cuando se quiere simular el flujo de un fluido, la transferencia de calor, transferencia 

de masa u otro fenómeno físico, es necesario describir este fenómeno en términos 

matemáticos. Los principios o leyes que gobiernan la mecánica de fluidos se pueden 

expresar en forma de ecuaciones diferenciales, conocidas como ecuaciones 

gobernantes: Ecuación de conservación de masa, ecuación de conservación de 

energía, ecuación de conservación de cantidad de movimiento. Cada una de estas 

expresa el principio de conservación de la magnitud o propiedad a la que hace 

referencia, y puede ser escrita de forma conservativa o no conservativa. En este 

trabajo se utiliza la forma conservativa de las ecuaciones que corresponden al 

enfoque de Euler, en el cual la propiedad en estudio se determina en un punto fijo 

en el espacio [3]. 

Ecuación de conservación de masa: 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (𝜌V) = 0 

Ecuación de conservación de energía:  

𝜕(𝜌ℎ)

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (𝜌Vℎ) = ∇ ∙ (

𝑘

𝐶𝑝

∇ℎ) + 𝑆ℎ 

Ecuación de conservación de cantidad de movimiento.  

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (𝜌V𝑢) = ∇ ∙ (𝜇∇𝑢) − ∇𝑃 ∙ i + 𝑆𝑢 

(Ec. 1.1) 

(Ec. 1.2) 

(Ec. 1.3) 
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La Ec. 1.3 corresponde a la ecuación de momento para un fluido Newtoniano en la 

dirección x, de igual forma es posible escribir la ecuación en las otras direcciones. 

El término 𝑆𝑢 contiene los términos del tensor de esfuerzos que no aparecen en el 

término difusivo, y las fuerzas volumétricas externas sobre el fluido. 

Las ecuaciones gobernantes pueden representarse mediante una ecuación general 

compuesta por cuatro términos, en el orden de la ecuación: término transitorio, 

término convectivo, término difusivo y término fuente; esta ecuación es conocida 

como la ecuación general escalar de transporte.   

𝜕(𝜌𝜙)

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (𝜌V𝜙) = ∇ ∙ (Γ∇𝜙) + S 

Donde  

Ec. de continuidad 𝜙 = 1 Γ = 0 𝑆 = 0 

Ec. de energía 𝜙 = ℎ Γ = 𝑘/𝐶𝑝 𝑆 = 𝑆ℎ 

Ec. de momento (en x) 𝜙 = 𝑢 Γ = 𝜇 𝑆 = −∇𝑃 ∙ i + 𝑆𝑢 

 

1.2.1 Simplificaciones al modelo 

El estudio bidimensional del flujo en un canal isotermo con expansión está definido 

por las ecuaciones de momento  y la ecuación de continuidad; para llevar a cabo el 

análisis es necesario realizar simplificaciones de estas ecuaciones.  

- Flujo incompresible: La densidad permanece constante en todo el dominio y 

durante todo el recorrido de tiempo. 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0 

- Propiedades constantes: La propiedad gamma permanece constante en todo 

el dominio. 

(Ec. 1.4) 
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- Flujo laminar y bidimensional: El análisis solo se realizará para números de 

Reynolds 𝑅𝑒𝐷 < 400 1.  

- Convección forzada: Al ser un flujo con convección forzada no se consideran 

las fuerzas volumétricas externas como la gravedad. 𝑆𝑢 = 0 

El estudio del flujo en el canal, es un problema de estado estable, sin embargo, en 

este trabajo se evalúa como problema transitorio donde el recorrido por el tiempo 

se detiene al llegar al estado estacionario. 

Las ecuaciones de flujo a partir de las simplificaciones quedan así: 

Ecuación de continuidad  

∇ ∙ (𝜌V) = 0 ⇒
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

Ecuaciones de momento  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (V𝑢) = ∇ ∙ (𝜐∇𝑢) −

1

ρ
∇𝑝 ∙ i 

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (V𝑣) = ∇ ∙ (𝜐∇𝑣) −

1

ρ
∇𝑝 ∙ j 

 

1.2.2 Condiciones de frontera 

Las condiciones de frontera son parámetros fundamentales en la modelación de un 

flujo, se encargan de diferenciar un problema de otro. Las condiciones de frontera 

comúnmente se clasifican en tres tipos según la información especificada. 

- Condición de frontera Dirchlet: Se conoce el valor de la magnitud o propiedad 

𝜙 en la frontera, denotado como 𝜙𝑏. 

𝜙𝑏 = 𝜙𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑖𝑑𝑜.  

                                                           
1 En la literatura se ha demostrado que para números de Reynolds dentro de este rango, el flujo permanece 
con esas condiciones [9][13][15]. 

(Ec. 1.5) 

(Ec. 1.6a) 

(Ec. 1.6b) 

(Ec. 1.7) 
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- Condición de frontera Neumann: Se conoce el valor del gradiente de la 

magnitud o propiedad en dirección normal a la cara frontera (𝑛̂).  

(∇𝜙)𝑏 ∙ 𝑛̂ = 𝑞𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑖𝑑𝑜 

- Condición de frontera mixta: Es una combinación de los dos casos 

anteriores.2 

El problema en estudio requiere de condiciones de frontera para la velocidad y para 

la presión. Para la velocidad se tienen tres fronteras: Flujo a la entrada, flujo a la 

salida y paredes.  

En las paredes se asume una condición de no deslizamiento, es decir, que el fluido 

que está en contacto con la superficie tiene igual velocidad a ella (Frontera Dirichlet); 

en este caso: 

𝑢 = 𝑣 = 0  

En la entrada del canal la velocidad también es conocida (Frontera Dirichlet), el valor 

se asigna según el número de Reynolds a analizar. Es decir: 

𝑢 = 𝑈𝑏 =
𝑅𝑒𝜇

𝜌𝐷
 

La longitud entre la entrada del canal y el escalón se denota 𝐿𝑢, y debe ser 𝐿𝑢 > 5ℎ 

para que el flujo sea totalmente desarrollado y no afecte el flujo en el escalón3. 

A la salida del canal el flujo también debe ser totalmente desarrollado; para asegurar 

esto, la longitud entre el escalón y la salida el canal, denotada como 𝐿𝑑 , debe ser 

𝐿𝑑 > 4𝑥𝑟.4 Una vez garantizado el flujo desarrollado, es posible imponer una 

condición de frontera de tipo Neumann a la salida del canal: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0          

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0 

                                                           
2 No es utilizada en este trabajo. 
3 Valor presentado por G. Biswas et.al. [16] tras realizar simulaciones para diferentes longitudes 𝐿𝑢 
4 En el estudio numérico presentado por Armaly et.al. [14] se establece que este valor es suficiente para que 
la longitud de re-encuentro sea independiente de  la longitud 𝐿𝑑  

(Ec. 1.8) 
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En el caso de la presión se establece una condición de frontera de tipo Neumann 

para todos los contornos del dominio exceptuando la salida del canal, allí se 

establece una condición de tipo de Dirichlet: 

Entrada y Paredes:             
𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 0,     

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 0 

Salida:       𝑃 = 0 
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2. MÉTODO DE LOS VOLÚMENES FINITOS  

 

La dinámica de fluidos computacional, CFD (Computational Fluid Dynamics) [2], es 

una rama de la mecánica de fluidos que consiste en el empleo de técnicas 

numéricas y herramientas computacionales para resolver problemas físicos 

relacionados con el movimiento de los fluidos y los fenómenos asociados a este; su 

objetivo es la creación de un programa numérico que calcule una solución 

aproximada de las ecuaciones de gobierno de la mecánica de fluidos aplicadas a 

un problema dado.   

Estas técnicas numéricas han evolucionado en gran escala y se han introducido en 

las distintas áreas de la ingeniería, dando soluciones a necesidades reales de la 

industria. 

Existen varios métodos numéricos para la solución de las ecuaciones gobernantes, 

entre los más conocidos se encuentran: el método de diferencias finitas, el método 

de elementos finitos y el método de volúmenes finitos. 

El método de diferencias finitas representa las derivadas parciales de las 

ecuaciones diferenciales en una aproximación de las variables por diferencias entre 

los puntos vecinos, utilizando series de Taylor. El método de elementos finitos aplica 

a una representación funcional el concepto de las diferencias finitas, los parámetros 

de la representación son puntos que dividen el dominio en una serie de elementos. 

Estos métodos no tienen en cuenta de manera explícita el principio de conservación 

al derivar las ecuaciones discretas. 

A diferencia de los anteriores, el método de volúmenes finitos5 se basa en la forma 

integral de las ecuaciones de conservación; en primer lugar se divide el dominio en 

un número finito de celdas o volúmenes de control que constituyen el mallado del 

dominio a estudiar, y a continuación se aplican los balances de los flujos de las 

variables a cada uno de estos elementos, de modo que es posible observar que 

                                                           
5 También llamado método de volumen de control [1] 
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cuando una cantidad específica de una variable conservada es transportada fuera 

del volumen de control, la misma cantidad es transportada al volumen adyacente. 

Al final, se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas que podrán ser resueltas 

por métodos directos o iterativos. 

El uso de la forma integral de las ecuaciones le permite mayor flexibilidad en 

cualquier tipo de malla logrando una mayor aproximación a la geometría dada por 

el problema. Por esta razón este método constituye la técnica más comúnmente 

empleada en la discretización de las ecuaciones en CFD. 

A continuación se da una explicación general de los pasos a seguir en el método de 

volúmenes finitos. 

 

2.1 DEFINICIÓN DEL MODELO MATEMÁTICO  

 

El primer paso es definir el modelo matemático y los principios de conservación que 

se van a aplicar. Las ecuaciones obtenidas de los principios de conservación se 

deben simplificar en algunos casos, por ejemplo, usando variables de semejanza 

para transformar el sistema de coordenadas, aproximaciones del flujo, y 

simplificación de las ecuaciones.  

EL objetivo es que el modelo matemático desarrollado sea capaz de reproducir el 

fenómeno físico estudiado. 

 

2.2 MALLADO ESPACIAL 

 

El siguiente paso es el mallado que consiste en la división del dominio de interés en 

elementos o celdas; existen diferentes tipos de mallas que permiten adaptarse a 

una gran variedad de geometrías, algunas de las más comunes se encuentran en 

la Figura 2.  
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Figura 2. Algunos tipos de mallas. a) Malla estructurada ortogonal. b) Malla 

estructurada ajustada al cuerpo. c) Malla estructurada en bloque. d) Malla no 

estructurada. e) Malla híbrida. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fuente: MURTHY, J. Y. Numerical Methods in Heat, Mass, and Momentum Transfer.  

Este trabajo se centra específicamente en el mallado no estructurado; en este tipo 

de malla se usan volúmenes de control con la forma de polígonos u otras figuras 

simples (usualmente triángulos y cuadriláteros), cada uno se encuentra conectado 

a un número arbitrario de vértices. Debido a su flexibilidad de forma se logra 

fácilmente la adaptación de la malla a cualquier geometría, por esta razón este tipo 

de malla es la más utilizada en problemas con geometrías complejas. En el caso 

del problema de estudio en este trabajo, esta malla permite ajustarse a la geometría 

inclinada del dominio. 

Existen dos tipos de esquemas para definir el lugar en que se va a guardar el valor 

de las variables en la malla [3]: el esquema basado en los vértices (Vertex-Based 

Scheme), en el cual las variables son ubicadas en los vértices de las celdas; y el 

esquema basado en las celdas (Cell-Based Scheme), en el cual los nodos en donde 

se ubican las variables están ubicados en el centroide de la celda (Fig. 3).  

c) b) a) 

d) e) 
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En este trabajo se utiliza el esquema centrado en las celdas, debido a que es el más 

utilizado para el método de volúmenes finitos. 

Figura 3. Terminología de malla. 

2.3 DISCRETIZACIÓN DE LAS ECUACIONES 

 

La clave del MVF es la integración de las ecuaciones de conservación sobre el 

volumen de control para producir una ecuación discretizada en el nodo de la forma: 

𝑎𝑃𝜙𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝜙𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ 𝑏 

Donde: 

𝑃 es el volumen de control actual. 

𝑎𝑃 es el coeficiente del volumen de control actual.  

𝜙𝑃 es el valor de la variable dependiente 𝜙 en el centroide de la celda 𝑃.6 

𝑛𝑏 = 1,2, … , 𝑀, con 𝑀 igual al número de vecinos de la celda 𝑃.7  

𝑎𝑛𝑏 es el coeficiente del volumen de control vecino. 

𝑏 es la suma de los términos independientes de la ecuación. 

                                                           
6 Dado que se tomó en cuenta que el valor representativo de la variable en la celda corresponde al valor de 
la variable en el centroide de la misma.  
7 En este trabajo se utilizan mallas con celdas triangulares únicamente, luego M=3. 

Centroide de la 

celda o nodo 

Cara 

Vértice 

Celda o volumen 

de control 

(Ec. 2.1) 



30 
 

La ecuación se repite para cada uno de los nodos, con el objetivo de llegar a un 

sistema de ecuaciones algebraicas de la forma.  

𝑨𝜙 = 𝐵 

Donde 𝐴 es una matriz de coeficientes, 𝜙 es el vector solución que se desea 

obtener, el cual contiene los valores calculados de la variable y 𝐵 es un vector de 

términos independientes de las ecuaciones.  

 

2.4 SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES  

 

Las ecuaciones resultantes de la discretización puede ser lineales (i.e. los 

coeficientes son independientes de 𝜙) o no lineales (i.e. los coeficientes son función 

de 𝜙).  Esto es un aspecto importante a la hora de escoger el camino de solución 

que se va a utilizar, ya que para las ecuaciones no lineales no se puede garantizar 

una única solución, esta puede depender de factores como los valores iniciales 

asumidos y el método de solución.  

Las técnicas de solución son independientes del método de discretización y pueden 

ser clasificados en métodos directos y métodos iterativos. 

En la actualidad existen programas y librerías que contienen los algoritmos para 

varios métodos de solución, y constantemente se modifican y actualizan conforme 

avanzan las investigaciones en estos temas. 

En este proyecto se ha seleccionado el PETSc (Portable, Extensible Toolkit for 

Scientific Computation) [22]. Este es un conjunto de estructuras de datos y rutinas 

que incluye una serie de métodos de solución para ecuaciones lineales y no lineales 

que se pueden aplicar directamente al código. Debido a que se va a hacer uso de 

esta herramienta, no se hará énfasis en el proceso de cálculo que conlleva cada 

método de solución8. 

                                                           
8 En el Anexo A se presenta una breve descripción de algunos de los métodos que se utilizaron en este trabajo. 

(Ec. 2.2) 
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2.4.1 Ecuaciones Lineales 

Los sistemas de ecuaciones lineales pueden ser resueltos por métodos directos o 

métodos iterativos. Los métodos directos resuelven las ecuaciones mediante 

procedimientos del algebra lineal, estos pueden arrojar resultados más exactos en 

algunos casos, sin embargo, no son eficientes respecto al tiempo requerido para la 

solución y la demanda de memoria computacional, especialmente en problemas 

complejos que requieren una gran cantidad de cálculos; por esta razón no son muy 

utilizados en aplicaciones de CFD y no se tendrán en cuenta como opción de 

método de solución para el problema en estudio.  

En cuanto a los métodos iterativos, la idea básica es asumir un vector solución 

inicial, y a partir de este se calcula un vector solución corregido basado en alguna 

estrategia para reducir la diferencia entre el vector de solución inicial y el actual; 

luego, el procedimiento se repite hasta alcanzar la convergencia.  

Al utilizar métodos iterativos se debe tener en cuenta que el camino de solución 

influye en el resultado encontrado, estos no convergen para todos los sistemas de 

ecuaciones. El número requerido de iteraciones para alcanzar la convergencia 

depende de: 

- El predominio diagonal de los coeficientes en la matriz; si aumenta el 

predominio diagonal, el número de iteraciones disminuye. 

- El método de iteración usado. Es posible que la solución converja para ciertos 

métodos y para otros no. 

- El vector de solución inicial. 

- El criterio de convergencia especificado. 

Para los métodos de solución de ecuaciones lineales, PETSc permite la 

combinación de un método de subespacio Krylov y un precondicionador, esta opción 

es uno de los avances más modernos en la solución iterativa de ecuaciones lineales. 

Una explicación más detallada de este tema es presentado en el anexo A.  
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2.4.2 Ecuaciones no lineales  

La solución de problemas no lineales de gran escala acopla muchas facetas de la 

ciencia computacional y demanda estrategias de solución robustas y flexibles. 

PETSc proporciona una gran librería con métodos de solución para este tipo de 

ecuaciones.  

Una forma alternativa de resolver este tipo de problemas es reordenar la ecuación 

para poder tratarla como una ecuación lineal que se resuelve por métodos iterativos. 

Más adelante se verá que el sistema de ecuaciones a resolver para los problemas 

que se estudian en este trabajo resultan ser no lineales, esta alternativa resulta más 

conveniente, y será la utilizada para llevar a cabo la solución. 

 

2.5 POST-PROCESAMIENTO 

 

El post-procesamiento incluye todas las operaciones a realizar después de haber 

obtenido la solución al sistema de ecuaciones, dentro de esta categoría se incluye 

la generación de tablas y gráficas que representen los resultados obtenidos del 

problema. En el presente trabajo se utilizará la plataforma ParaView [23] como 

herramienta para realizar los gráficos y el análisis de los datos obtenidos en las 

simulaciones. 

 

2.6 CARACTERÍSTICAS DE LOS MÉTODOS NUMÉRICOS 

 

Al utilizar métodos numéricos es necesario evaluar ciertas características para 

verificar si el algoritmo desarrollado generará una solución satisfactoria. Las 

características a evaluar son las siguientes [3]: 

1. Consistencia: Un método numérico es consistente si se puede obtener la 

ecuación original de la ecuación discretizada al disminuir el tamaño de los 

volúmenes de control y el avance en el tiempo.  
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La diferencia entre la ecuación discretizada y la ecuación diferencial parcial 

es el error de truncamiento. El error de truncamiento debe tender a 

desaparecer cuando la malla se refine. 

2. Precisión: Esta característica determina que tan correcta es la solución 

encontrada con respecto a la solución exacta; la precisión se ve afectada por 

los errores de discretización, el error debido al cálculo iterativo, y el error de 

truncamiento.  

3. Estabilidad: Un esquema numérico usado para la solución de una ecuación 

discretizada es estable si el error permanece acotado, es decir si al pasar de 

una iteración a otra o de un tiempo a otro en una solución de avance, este 

permanece constante o decrece. 

Esta es una propiedad del método de solución. Existen métodos de análisis 

de estabilidad, sin embargo, su aplicación suele ser de gran dificultad en 

problemas no lineales; razón por la cual no se estudiaran en este trabajo.  

4. Convergencia: Para que un método numérico sea definido como 

convergente, debe ser consistente y estable.  

Puede hablarse de convergencia en dos casos: cuando un método iterativo 

obtiene una solución al sistema de ecuaciones; o cuando la solución del 

sistema llega al punto donde permanece invariante con respecto al 

refinamiento de la malla. 
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3. MALLADO ESPACIAL DEL DOMINIO 

 

La división física del volumen en celdas se realizó utilizando la plataforma Salome 

[21] que permite realizar un mallado automático de la geometría. 

Salome es un software de uso libre que provee una plataforma genérica para el pre- 

y pos-procesamiento de simulaciones numéricas (Fig. 4), a continuación se dará 

una breve explicación del proceso que se lleva a cabo para crear la malla no 

estructurada de dos dimensiones que se requiere para los problemas que se 

estudian en el presente trabajo. 

Figura 4. Plataforma Salome. 

 

 

3.1 CONSTRUCCIÓN DE LA GEOMETRÍA 

 

Para empezar se crea un nuevo estudio y se ingresa al módulo Geometry. 

Se crea el croquis de la figura Sketch_1 (Fig. 5): (menú New Entity/Basic/2D 

Sketch) 

Se crea el volumen del dominio 2D Face_1: (menú New Entity/Build/Face) 

En el problema del canal con expansión resulta conveniente densificar la malla en 

la sección en que se produce la zona de recirculación del flujo; en este caso es 

necesario dividir la geometría en tres secciones y crear un volumen compuesto. 

Se crean las 3 secciones Face_1, Face_2, Face_3. 

Se seleccionan las 3 caras y se crea el volumen del dominio 2D compuesto 

Compound_1 (Fig. 6): (menú New Entity/Build/Compound) 

Módulo de mallado 

Módulo de geometría 
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Figura 5. Construcción de un croquis 2D. 

 

 

Figura 6. Geometría compuesta en 2D. 
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3.2 CREACIÓN DE LA MALLA 

 

A continuación se ingresa al módulo Mesh. 

Se selecciona el volumen compuesto y se crea la malla (menú Mesh/Create Mesh) 

El comando Create Mesh permite seleccionar una serie de algoritmos para la 

creación automática de la malla, se deben seleccionar un algoritmo y su hipótesis 

para los elementos 2D y otro para los elementos 1D. 

Para los elementos 2D (Fig 7) se escoge el algoritmo NETGEN 2D, y la hipótesis  

NETGEN 2D Parameters; esta permite seleccionar la longitud mínima y máxima de 

los segmentos que componen los triángulos de la malla; también es posible escoger 

entre una escala de refinamiento de muy fina a basta.  

Figura 7. Parámetros 2D para crear la malla. 

 

Para los elementos 1D (Fig. 8) se escoge el algoritmo Wire Discretization y la 

hipótesis Max Size; esta permite seleccionar la longitud máxima de los segmentos 

en los que se dividen los ejes geométricos.9 

                                                           
9 La forma explicada de creación de malla es la opción utilizada para el mallado del dominio en el presente 
trabajo; sin embargo, es solo una de las muchas posibilidades que tiene la plataforma Salome para este 
propósito. 
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Figura 8. Parámetros 1D para crear la malla. 

 

Una vez se hayan especificado los parámetros se selecciona apply y se computa la 

malla creada; el resultado es una malla de densidad relativamente uniforme para 

todo el dominio (Fig. 9). 

Figura 9. Malla uniforme en geometría compuesta. 

 

En el problema de estudio se quiere que únicamente la zona de recirculación tenga 

esa densidad, y las otras secciones pueden establecerse con una densidad menor, 

esto se logra así: 
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Se selecciona la malla creada y se crea una submalla de la misma (menú 

Mesh/Create Submesh):  

Se debe seleccionar un elemento de la sección donde se quiere crear la submalla y 

se asignan los algoritmos e hipótesis de la misma forma que se hizo con la malla 

inicial, a excepción que en este caso la longitud máxima seleccionada en la hipótesis 

2D será mayor que la anterior; la longitud mínima en la hipótesis 2D y la longitud de 

la hipótesis 1D debe ser la misma que la malla inicial para que los elementos 

coincidan en las fronteras de las secciones. 

De igual forma se crea una nueva submalla para la otra sección.  

Finalmente se obtiene una nueva malla con una mayor densidad en la zona que se 

requiere (Fig. 10) 

Figura 10. Malla refinada en geometría compuesta. 

 

 

3.3 EXPORTAR LA INFORMACIÓN DE LA MALLA 

Una vez obtenida la malla es necesario exportarla a un formato que pueda leer el 

código computacional desarrollado para la simulación. En este caso el archivo que 
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se exporta del programa es de carácter .dat y tiene la estructura presentada en la 

figura 11.  

Figura 11. Estructura del archivo que se exporta de Salome. 

La primera línea da la información del número de vértices y el número de elementos 

(1D y 2D) existentes en la malla, respectivamente. 

La segunda sección indica las coordenadas de cada uno de los vértices, el número 

en la primera columna corresponde al id (número de identificación) de determinado 

vértice. 

La tercera y cuarta sección establece los vértices que corresponden a cada uno de 

los elementos; la tercera sección corresponde a los elementos 1D (identificados por 

el número 102 en la segunda columna), y la cuarta sección a los elementos 2D 

(identificados por el número 203 en la segunda columna) 
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4. ESTRUCTURA DEL CÓDIGO DESARROLLADO 

 

Antes de explicar el fundamento matemático y la discretización de las ecuaciones 

se explicará brevemente la estructura del código creado. 

El código computacional10 se realizó en lenguaje C++ usando las librerías de 

PETSc11. Se divide en una serie de clases que contienen funciones y variables que 

se enlazan para llevar a cabo la simulación de los problemas en estudio. Es 

importante aclarar que, por simplicidad, el desarrollo del código se hizo únicamente 

para celdas triangulares (2D), luego no es posible ingresar mallas con celdas de 

geometrías diferentes.  

 

4.1 ESTRUCTURA DE LAS CLASES 

 

Para crear una clase en C++, se deben crear dos archivos: un archivo de 

encabezado con el nombre de la clase de extensión .h y un archivo de código fuente 

con el nombre de la clase de extensión .cpp. 

En el archivo de encabezado se declaran las variables y funciones de la clase, y 

tiene la siguiente estructura: 

//Archivo de encabezado difusivo.h 

class difusivo 

{  

private: 

PetscErrorCode ierr; 

  int i,j; 

PetscScalar value[3]; 

PetscScalar *condf; 

                                                           
10 El código computacional completo con todos los archivos de las clases se presenta en el Anexo C. 
11 En el Anexo B se presenta una explicación detallada de las rutinas de PETSc que se utilizaron en el código 
desarrollado. 
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const PetscScalar *area; 

public: 

PetscErrorCode calcular_D(double gamma,geom b,Mat 

*matriz_difusivo,Vec *vec_diffront); 

}; 

Las variables son declaradas de tipo private que significa que solo serán 

modificadas por el objeto de esta clase; las variables listadas en el ejemplo 

corresponden, en el orden mostrado a: variable de error de Petsc12, variables de 

tipo entero utilizadas como contadores, variable usada para realizar los cálculos en 

la función y guardar los valores en vectores o matrices, variable para guardar 

valores extraídos de un vector creado anteriormente, variable para guardar valores 

extraídos de una fila de una matriz creada anteriormente13. 

Las funciones de la clase se declaran de tipo public y todas devuelven el valor de 

la variable de error de Petsc. 

En el archivo de código fuente se escribe la implementación de las funciones de la 

clase, tiene la siguiente estructura: 

//Archivo de código fuente difusivo.cpp 

PetscErrorCode difusivo::calcular_D(double gamma,geom b,Mat 

*matriz_difusivo,Vec *vec_diffront) 

{ 

 //Implementación de la función 

 ... 

 return ierr; 

} 

 

 

                                                           
12 El uso de esta variable se explica en el Anexo B. 
13 Básicamente estos son los tipos de variables utilizadas en todas las clases desarrolladas.  
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4.2 CLASES DESARROLLADAS  

 

Las clases creadas en este trabajo pueden clasificarse en cuatro tipos: 

Tipo I: son clases que serán utilizadas únicamente al comienzo del programa en la 

función main, los objetos creados de estas clases serán utilizados por casi toda las 

funciones del programa, y los elementos que hacen parte de ellos no serán 

modificados en ningún momento. Las clases de este tipo son: geom y frontera. 

Tipo II: son aquellas que se encargan de calcular los términos de la ecuación a 

resolver: términos difusivos, convectivos e independientes; estas clases no son 

llamadas desde la función main, son llamadas directamente por la clase que lleva a 

cabo la solución. Las clases de este tipo son: difusivo, gradiente, 

convectivo y termindep. 

Tipo III: en estas clases se encuentra el algoritmo de solución del problema, cada 

una de estas clases corresponde a un problema distinto, por esta razón, solo una 

de ellas será utilizada en la simulación dependiendo del problema que se requiera 

solucionar.  Las clases de este tipo son: solestable, solexplicito, 

solimplicito y fractional. 

Tipo IV: esta clase es llamada únicamente al final de la clase solución y se encarga 

de exportar la solución calculada al formato de archivo necesario para el post.-

procesamiento. La clase de este tipo es: resultados.  

 

4.3 DESCRIPCIÓN GENERAL 

 

A continuación se da una breve explicación de las clases geom, frontera y 

resultados, las demás clases serán explicadas en los siguientes capítulos en las 

secciones de implementación del código. También se presenta el esquema general 

de la función main. 
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4.2.1 Clase geom 

La clase geom se encarga de obtener todos los elementos geométricos necesarios 

para el programa, para ello cuenta con dos funciones: 

- leerdatos(char *malla): Se encarga de leer y guardar la información 

de la malla presente en el archivo exportado de Salome; requiere de un 

argumento que corresponde al nombre del archivo, el cual se designa en la 

función main. 

- calcular(): Utiliza los valores obtenidos del archivo de malla para realizar 

todos los cálculos correspondientes y obtener los elementos geométricos que 

se necesitan en el programa: coordenadas de nodos, identificación de celdas 

vecinas, volumen de las celdas, vectores de áreas, vectores de dirección.  

 

4.2.2 Clase frontera 

La clase frontera se encarga de establecer las condiciones y los valores de 

frontera que son proporcionados en la función main, en cada uno de los volúmenes 

de control que contienen una cara frontera.  

Hay dos opciones para las condiciones de frontera: un valor de 1 corresponde a una 

condición de frontera de tipo Dirichlet; un valor de -1 corresponde a una condición 

de frontera tipo Neumann. 

El programa admite tres tipos de geometrías diferentes para la asignación de la 

frontera, para cada una existe una función en la clase. 

- leerR(geom gm, double *cf, double *vf): Esta función está 

diseñada para un dominio rectangular con cuatro fronteras perceptibles; 

requiere de tres argumentos: un objeto de la clase geom, y dos arrays de tipo 

doble que corresponden a la condición de frontera y el valor de 𝜙 para cada 

una de las cuatro fronteras existentes 
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- leerBFS(geom gm, double *cf, double *vf):  Esta función está 

diseñada para la geometría del problema del canal con expansión (recto e 

inclinado); requiere de los mismos argumentos que la función  anterior, 

- leerSH(geom gm): Esta función está diseñada específicamente para el 

problema conocido Smith-Hutton14, cuyos valores en las fronteras son 

siempre los mismos, razón por la cual son establecidos directamente desde 

esta función y no en la función main; requiere de un solo argumento que 

corresponde a un objeto de la clase geom. 

Dependiendo del problema de estudio, se escoge una de las tres funciones 

mencionadas. 

 

4.2.3 Clase resultados 

La clase resultados se encarga de exportar la solución obtenida a un archivo de 

carácter .vtk, de modo que pueda ser leído por la plataforma ParaView para realizar 

el post-procesamiento de la solución. Esto lo realiza mediante la siguiente función: 

- imprimir(geom gm,Vec vec_solucionu,Vec vec_solucionv,Vec 

vec_solucionp): Requiere de cuatro argumentos que corresponden a un 

objeto de la clase geom, dos vectores que contienen las componentes del 

campo de velocidad de la solución, y un vector que contiene el campo escalar 

de la solución. 

 

4.2.4 Función main  

La función main es el cuerpo principal del programa, su distribución se muestra en 

la figura 12.  

 

                                                           
14 La descripción de este problema se encuentra más adelante en el caítulo 6. 
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Figura 12. Diagrama de flujo de la función main. 

 

 

En el último paso, la clase solución hace referencia a una de las clases de tipo III 

mencionadas anteriormente, la estructura de estas clases se explicará en los 

siguientes capítulos conforme se haga referencia a cada problema. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Inicio

Especificación de propiedades, 
condiciones iniciales, campo de 
velocidades conocido, tiempo.

Establecer el dominio espacial y 
calcular los elementos geometrícos.

Clase geom.

Establecer condiciones y valores en 
las fronteras.

Clase frontera.

Solucionar el problema y exportar 
los resultados.

Clase solucion.

Fin
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5. DIFUSIÓN-CONVECCIÓN EN ESTADO ESTABLE 

 

En este capítulo se muestra como son discretizados los términos de la ecuación de 

transporte para luego ser utilizados en el problema de flujo. Se obtiene el sistema 

de ecuaciones discretas para el problema de difusión-convección en estado estable 

y se describen los pasos para encontrar la solución; además, se hace una breve 

explicación de su implementación en el código computacional.  

Inicialmente se considerará el fenómeno de difusión-convección en estado estable 

en un dominio bidimensional; a la ecuación general de transporte (Ec. 1.4) se 

aplican las simplificaciones descritas en la sección 1.2.1 y se descarta el término 

transitorio y el término fuente15; luego la ecuación resultante a discretizar consiste 

únicamente del término difusivo y el término convectivo. 

∇ ∙ (𝜌V𝜙) = ∇ ∙ (Γ∇𝜙) 

El campo de velocidades V=u i + v j es conocido en todo el dominio. 

Es posible determinar un vector 𝐉 = 𝐽𝑥 𝐢 + 𝐽𝑦 𝐣 que represente el flujo de difusión 

convección, dado por: 

𝐉 = 𝜌V𝜙 − Γ∇𝜙 

De modo que la ecuación pueda escribirse como: 

∇ ∙ 𝐉 = 0 16 

El proceso de discretización comienza integrando respecto al volumen P (Fig. 5.1). 

∫ ∇ ∙ 𝐉𝑑∀
𝑑∀𝑃

= 0 

 

                                                           
15 El término fuente se descarta debido a que su discretización no es requerida para el problema de evaluación 
de flujo que se estudia en este trabajo. 
16 Dado que 𝜌 y Γ son constantes esta resulta ser una ecuación de Laplace. 

(Ec. 5.1) 

(Ec. 5.2) 

(Ec. 5.4) 

(Ec. 5.3) 
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Figura 13. Detalle de malla no estructurada y parámetros geométricos. 

 

 

 

 

 

Aplicando el teorema de la divergencia, siendo 𝐉  el campo vectorial con derivadas 

parciales de primer orden continuas, se obtiene:  

∫ 𝐉 ∙ 𝑑𝐀
A

= 0 

Esta representa la integral sobre la superficie de control 𝐀 del volumen de control.   

La primera suposición que se tiene en cuenta, es que  𝐉 puede ser representado por 

el valor en el centroide de la cara del volumen de control 𝐉𝑓, teniendo esto en cuenta, 

de la Ec. 5.5 se obtiene que: 

∑ 𝐉𝑓 ∙ 𝐀𝑓

𝑓

= 0 

La sumatoria se realiza sobre todas las caras que pertenecen al volumen de control. 

El vector de área está dado por: 𝐀𝑓 = 𝐴𝑥 𝐢 + 𝐴𝑦 𝐣 

El transporte de la variable 𝜙 en la cara 𝑓 se puede escribir como:  

𝐉𝑓 ∙ 𝐀𝑓 = 𝜌𝐕𝑓 ∙ 𝐀𝑓𝜙𝑓 −  Γ(∇𝜙)𝑓 ∙ 𝐀𝑓 

En el primer término, el término convectivo, es posible observar que el valor que 

acompaña la variable 𝜙𝑓 corresponde al flujo másico que pasa por la cara 𝑓, y se 

definirá como:  

𝐹𝑓 = 𝜌𝐕𝑓 ∙ 𝐀𝑓 

𝑃 𝐹 

𝐀𝐟 

𝐏𝐅 

𝑓 

𝑃 𝐹 

𝑓 

𝑃′ 

𝐹′ 
𝐧𝐟 

𝑓∗ 

(Ec. 5.5) 

(Ec. 5.6) 

(Ec. 5.7) 

(Ec. 5.8) 
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Además, este término requiere evaluar el valor de 𝜙 en las caras, para lo cual es 

necesario de un esquema matemático de aproximación, el esquema utilizado es el 

de interpolación aguas-arriba (Upwind), el cual establece el valor de 𝜙𝑓 como el 

valor de 𝜙 aguas arriba, es decir:  

𝜙𝑓 = 𝜙𝑃  𝑠𝑖 𝐹𝑓 ≥ 0 

𝜙𝑓 = 𝜙𝐹   𝑠𝑖 𝐹𝑓 < 0 

Se utiliza este esquema debido a que resulta fácil de implementar y no presenta 

restricciones de estabilidad como el esquema de diferencias centradas [3].  

Para la evaluación del segundo término, el término difusivo, se utilizó el criterio del 

gradiente directo [6], en este, se define el producto punto entre el gradiente de 𝜙 y 

el área como se muestra a continuación.  

Γ(∇𝜙)𝑓 ∙ 𝐀𝑓 = Γ (
𝜕𝜙

𝜕𝑛
)

𝑓
𝐴𝑓 = Γ

𝐀𝑓 ∙ 𝐀𝑓

𝐏𝐅 ∙ 𝐀𝑓

(𝜙𝐹′ − 𝜙𝑃′) 

Siendo 𝐏𝐅 el vector que une los centroides de las celdas P y F, y 𝜙𝐹′ y 𝜙𝑃′ son las 

proyecciones de los valores de 𝜙 en los centroides de los volúmenes de control 

sobre el vector normal a la cara 𝐧𝑓 que pasa por el centroide de la cara 𝑓 (Fig. 13); 

estos valores pueden ser aproximados de la siguiente forma: 

𝜙𝑃′ = 𝜙𝑃 + ∇𝜙𝑃 ∙ 𝐏𝐏′  y 𝜙𝐹′ = 𝜙𝐹 + ∇𝜙𝐹 ∙ 𝐅𝐅′ 

De modo que el flujo difusivo en la cara se puede reescribir como:  

Γ(∇𝜙)𝑓 ∙ 𝐀𝑓 = Γ
𝐀𝑓∙𝐀𝑓

𝐏𝐅∙𝐀𝑓
(𝜙𝐹 − 𝜙𝑃) + Γ

𝐀𝑓∙𝐀𝑓

𝐏𝐅∙𝐀𝑓
(∇𝜙𝐹 ∙ 𝐅𝐅′ − ∇𝜙𝑃 ∙ 𝐏𝐏′)      sdf 

El segundo término de la ecuación se denotará como el gradiente secundario de la 

difusión 𝒮𝑓 17.  

                                                           
17 Es posible ver que en mallas ortogonales este término se hace cero, y por tanto el flujo difusivo depende 
únicamente del primer término de la ec. 5.12. 

(Ec. 5.9) 

(Ec. 5.10) 

(Ec. 5.11) 

(Ec. 5.12) 
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𝒮𝑓 = Γ
𝐀𝑓 ∙ 𝐀𝑓

𝐏𝐅 ∙ 𝐀𝑓
(∇𝜙

𝐹
∙ 𝐅𝐅′ − ∇𝜙

𝑃
∙ 𝐏𝐏′) 

Así mismo se define:  

 𝐷𝑓 = Γ
𝐀𝑓 ∙ 𝐀𝑓

𝐏𝐅 ∙ 𝐀𝑓

 

 

5.1 CÁLCULO DEL GRADIENTE 

 

El cálculo del gradiente está basado en el teorema del gradiente [3][6], que 

establece que para un volumen cerrado ∆∀𝑃, rodeado por una superficie 𝐴:  

∫ ∇𝜙 𝑑∀
∆∀𝑃

= ∫ 𝜙 𝑑𝐀
𝐴

 

Nuevamente, asumiendo que el gradiente en el volumen de control ∆∀𝑃 es 

constante, y que el valor de 𝜙 en las caras está definido por su valor en el centroide 

de la misma, se tiene que:  

∇𝜙𝑃 =
1

∀𝑃

∑ 𝜙𝑓𝐀𝑓

𝑓

 

Para poder utilizar la ecuación 5.16 es necesario conocer el valor de 𝜙𝑓, existen 

varios criterios de interpolación dedicados a este fin. En este trabajo se utilizó el 

criterio denotado como I1 propuesto en [6]; este consiste en realizar una 

interpolación lineal de los valores en los nodos de las celdas en un punto de la línea 

del vector 𝐏𝐅, que se denotará como 𝑓∗(Fig. 13); de modo que:  

𝜙𝑓 = 𝜙𝑓∗ = (1 − 𝛼𝑓)𝜙𝑃 + 𝛼𝑓𝜙𝐹 

El factor de interpolación 𝛼𝑓 es la relación entre las distancias de 𝑃𝑓∗ y 𝑃𝐹; de modo 

que el cálculo de 𝜙𝑓  depende del criterio utilizado para definir la posición de 𝑓∗; en 

(Ec. 5.13) 

(Ec. 5.14) 

(Ec. 5.15) 

(Ec. 5.16) 

(Ec. 5.17) 
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esta formulación, la posición de  𝑓∗ está definida de tal forma que la distancia de 𝑓∗ 

a 𝑓 sea mínima. En ese caso:  

𝛼𝑓 =
𝐏𝐟 ∙ 𝐏𝐅

𝐏𝐅 ∙ 𝐏𝐅
 

5.2 ECUACIÓN DISCRETA 

 

La ecuación discreta de difusión-convección que se obtiene a partir de la Ec. 5.1 es: 

∑(𝑀𝐴𝑋(𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓)

𝑛𝑏

𝜙𝑃 − ∑(𝑀𝐴𝑋(−𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓)𝜙𝑛𝑏

𝑛𝑏

− ∑(𝒮𝑓)
𝑛𝑏

𝑛𝑏

= 0                      

Esta ecuación es de la forma (Ec. 2.1):  

𝑎𝑃𝜙𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝜙𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ 𝑏 

Donde,   

𝑎𝑛𝑏 = 𝑀𝐴𝑋(−𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓, con 𝑛𝑏 = 1,2,3 

𝑎𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ ∑ 𝐹𝑓

𝑓

 

𝑏 = ∑(𝒮𝑓)
𝑛𝑏

𝑛𝑏

 

La ecuación discreta se aplica a cada uno de los volúmenes de control del dominio 

que no tengan frontera.  

Un volumen de control frontera es aquel que tiene una cara perteneciente a la 

frontera del dominio (Fig. 14). Al igual que antes, los valores discretos de la variable 

𝜙 son guardados en el centroide de la celda, y, adicionalmente se guarda un nuevo 

valor discreto de 𝜙 en el centroide de la cara frontera. 

En la figura 14 es posible ver que una de las caras de la celda 𝑃 pertenece a la 

frontera del dominio, esta cara se denotará con la letra 𝑏 y tiene la característica 

(Ec. 5.18) 

(Ec. 5.19) 
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que permite guardar un valor conocido de la magnitud 𝜙 en el centroide de la misma 

denotado como 𝜙𝑏. 

Figura 14. Parámetros geométricos en un volumen de control frontera. 

El flujo 𝐉𝐛 en la cara b está dado por:  

𝐉𝑏 ∙ 𝐀𝑏 = 𝜌𝐕𝑏 ∙ 𝐀𝑏𝜙𝑏 − Γ(∇𝜙)𝑏 ∙ 𝐀𝑏 

En este caso, la ecuación 5.19 debe modificarse según el tipo de frontera que se 

tenga. En el capítulo 1 se mencionaron tres tipos de fronteras comunes, la 

discretización se realizará únicamente para dos de ellos: 

 

- Frontera Dirichlet 

Como se mencionó anteriormente, en este tipo de frontera se conoce el valor de 𝜙𝑏.  

Para evaluar los flujos difusivos en la frontera es necesario, primero, determinar el 

valor de (∇𝜙)𝑏 con el fin de poder establecer el gradiente secundario en la frontera; 

el criterio que se usará es asumir que (∇𝜙)𝑏 = (∇𝜙)𝑃, de modo que el gradiente 

secundario en la frontera es:  

𝒮𝑏 = Γ
𝐀𝑏 ∙ 𝐀𝑏

𝐏𝐛 ∙ 𝐀𝑏

(∇𝜙𝑃 ∙ 𝐅𝐅′ − ∇𝜙𝑃 ∙ 𝐏𝐏′) 

En cuanto al término convectivo el valor de 𝜙 en la cara es 𝜙𝑓 = 𝜙𝑏, luego no es 

necesario utilizar el esquema de aproximación. 

𝑃 

𝑏 

 𝐧𝐛 

𝐏𝐛 

𝑃′ 

(Ec. 5.20) 

(Ec. 5.21) 
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Con estos valores se obtiene la ecuación discreta:  

∑(𝑀𝐴𝑋(𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓)

𝑛𝑏

𝜙𝑃 + 𝐷𝑏𝜙𝑃 − ∑(𝑀𝐴𝑋(−𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓)𝜙𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ 𝐹𝑏𝜙𝑏 − 𝐷𝑏𝜙𝑏

− ∑(𝒮𝑓)
𝑛𝑏

𝑛𝑏

− 𝒮𝑏 = 0 

Y los términos para la ecuación 2.1 son:  

𝑎𝑛𝑏 = 𝑀𝐴𝑋(−𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓 

𝑎𝑏 = −𝐹𝑏 + 𝐷𝑏 

𝑎𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ ∑ 𝐹𝑓

𝑓

+ 𝑎𝑏 + 𝐹𝑏 

𝑏 = ∑(𝒮𝑓)
𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ 𝑎𝑏𝜙𝑏 + 𝒮𝑏 

- Frontera Neumann 

En esta condición de frontera el valor conocido es 𝑞𝑏 = (∇𝜙)𝑏 ∙ 𝐧𝑏. 

En cuanto al término convectivo, este tipo de frontera es usualmente usada cuando 

se tiene un flujo de salida o una pared, es decir: 𝐕𝑏 ∙ 𝐀𝑏 ≥ 0; por esta razón es 

posible utilizar el esquema Upwind para establecer el valore de 𝜙𝑏 en el término 

convectivo:  

𝜙𝑏 = 𝜙𝑃 

Con estos valores se obtiene la ecuación discreta: 

∑(𝑀𝐴𝑋(𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓)

𝑛𝑏

𝜙𝑃 − ∑(𝑀𝐴𝑋(−𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓)𝜙𝑛𝑏

𝑛𝑏

− ∑(𝒮𝑓)
𝑛𝑏

𝑛𝑏

− Γ𝑞𝑏𝐴𝑏

+ 𝐹𝑏𝜙𝑃 = 0 

Y los términos para la ecuación 2.1 son:  

𝑎𝑛𝑏 = 𝑀𝐴𝑋(−𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓 

(Ec. 5.22) 

(Ec. 5.23) 

(Ec. 5.24) 
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𝑎𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ ∑ 𝐹𝑓

𝑓

+ 𝐹𝑏 

𝑏 = ∑(𝒮𝑓)
𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ Γ𝑞𝑏𝐴𝑏 

Al aplicar la ecuación discreta en cada uno de los volúmenes de control se obtiene 

un sistema de ecuaciones lineales mencionado en la sección 2.3 (Ec. 2.2). 

𝑨𝜙 = 𝐵 

Es posible observar que el término del segundo gradiente, presente en el vector de 

términos independientes, impide evaluar el sistema directamente debido a que 

involucra los valores de 𝜙 en las celdas18; por esta razón, es necesario asumir un  

valor inicial del vector solución para calcular este término y realizar un proceso 

iterativo para obtener la solución del sistema de ecuaciones.  

 

5.4 IMPLEMENTACIÓN EN EL CÓDIGO COMPUTACIONAL 

El problema de difusión-convección en estado estable se implementa en el código 

computacional mediante la clase solestable, la cual contiene una única función 

encargada de llevar a cabo la solución del problema. 

Como se mencionó anteriormente, dentro de esta función se llaman las clases que 

se encargan de calcular los términos de la ecuación; a continuación se explicarán 

estas clases, y la estructura de la solución dentro de la clase solestable. 

 

5.4.1 Clase difusivo 

La clase difusivo se encarga de obtener los términos difusivos de la matriz de 

coeficientes (𝐷𝑓) en las caras de cada volumen de control y en las fronteras, estos 

                                                           
18 El término del segundo gradiente  es el responsable de que la ecuación discreta corresponda a una ecuación 
no lineal, sin embargo, se utiliza la alternativa planteada en la sección 2.4.2, se reordena la ecuación, y se 
resuelve iterativamente utilizando un valor inicial asumido de la variable 𝜙. 
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valores se guardan en una matriz de términos difusivos, y un vector de términos 

difusivos en las fronteras. Esto se realiza mediante la siguiente función: 

- calcular_D(double gamma, geom gm, Mat *matriz_difusivo, 

Vec *vec_diffront): Requiere de cuatro argumentos: la propiedad Γ, un 

objeto de la clase geom, un puntero a la matriz donde se va a guardar los 

términos difusivos de los volúmenes de control, y un puntero al vector donde 

se guardarán los términos difusivos de las fronteras. 

 

5.4.2 Clase Gradiente 

La clase gradiente se encarga de calcular el gradiente de determinada variable 

en cada uno de los volúmenes de control y guardar estos valores en una matriz de 

gradientes; para este fin primero es necesario realizar la interpolación de la variable 

en las caras. 

Dentro de la clase se declaran dos funciones: 

- calcular_vcara(geom gm, frontera f, vec vec_phi, Mat 

*matriz_phif0): Esta función permite obtener el valor de phi en las caras 

para cada volumen de control. Requiere de cuatro argumentos: un objeto de 

la clase geom, un objeto de la clase frontera con la información de frontera 

de la variable 𝜙, un vector con los valores centrados de la variable en cada 

uno de los volúmenes de control, un puntero a la matriz donde se guardaran 

los valores de 𝜙 en las caras. 

- calcular_grad(geom gm, frontera f, Vec vec_phi, Mat 

*matriz_gradphivc): Esta función permite obtener el valor del gradiente 

de 𝜙 en cada una de las celdas. Requiere de cuatro argumentos: un objeto 

de la clase geom, un objeto de la clase frontera con la información de 

frontera de la variable 𝜙, un vector con los valores de la variable en cada uno 

de los volúmenes de control, un puntero a la matriz donde se guardaran los 

valores del gradiente de phi. 
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5.4.3 Clase Convectivo 

La clase convectivo se encarga de obtener los términos convectivos de la matriz 

de coeficientes, es decir los flujos másicos (𝐹𝑓) en las caras de cada volumen de 

control y en las fronteras, los valores se guardan en una matriz de términos 

convectivos, y un vector de términos convectivos en las fronteras. En este problema 

el campo de velocidades es conocido, luego la función a utilizar es: 

- calcular_F(double densidad, geom gm, double *velocidad, 

Mat *matriz_convectivo, Vec *vec_convecfront): Requiere de 

cinco argumentos: el valor de la densidad, un objeto de la clase geom, un 

array con los valores de 𝑢 y 𝑣, un puntero a la matriz donde se va a guardar 

los términos convectivos de los volúmenes de control, y un puntero al vector 

donde se guardarán los términos convectivos de las fronteras. 

 

5.4.4 Clase termindep 

La clase termindep se encarga de obtener los valores del vector de términos 

independientes 𝐵 de la ecuación discretizada; los términos independientes varían 

según el problema, la función declarada para el caso de difusión-convección en 

estado estable es la siguiente: 

- calcular_be(geom b, frontera f, Mat matriz_difusivo, Vec 

vec_diffront, Vec vec_convecfront, Mat matriz_gradphivc, 

Vec *vec_b): Requiere de siete argumentos: un objeto de la clase geom y 

uno de la clase frontera, la matriz de términos difusivos, el vector de 

términos difusivos en las fronteras, el vector de términos convectivos en las 

fronteras, la matriz de gradientes de la variable, y un puntero al vector donde 

se guardarán los valores de los términos independientes. 
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5.4.5 Clase solestable 

La clase solestable es la encargada de llevar a cabo la solución del problema de 

difusión-convección en estado estable, esto lo hace mediante la función 

calcular_Se(double densidad, double gamma, geom b, frontera f, 

double *velocidad). 

En la figura 15 se presenta el diagrama de flujo que representa el procedimiento 

que se lleva a cabo dentro de la función.  

Figura 15. Diagrama de flujo de la función calcular_Se. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Inicio 

error < 10-6 

Fin 

Cálculo de los términos difusivos. 
Clase difusivo. Fución calcular_D 

Cálculo de los términos convectivos. 
Clase convectivo. Función calcular_F 

Crear la matriz de coeficientes  
 

Cálculo del vector de términos 
independientes. 

Clase termindep. Función calcular_be 
 

Solucionar el sistema de ecuaciones. 
Solver de PETSc. 

 

Evaluar el error:  
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 =  𝑀𝐴𝑋  𝜙𝑖,𝑎𝑠𝑢𝑚𝑖𝑑𝑜 − 𝜙𝑖,𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜  

 

Establecer 
𝜙𝑖,𝑎𝑠𝑢𝑚𝑖𝑑𝑜 = 𝜙𝑖,𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜 

Exportar los resultados. 
Clase resultados. Función imprimir 

 

Cálculo del gradiente en cada celda, con 
los valores de 𝜙𝑎𝑠𝑢𝑚𝑖𝑑𝑜. 

Clase gradiente. Función calcular_grad 
 

No 

Si 
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6. DIFUSIÓN-CONVECCIÓN EN ESTADO TRANSITORIO 

 

En este capítulo se presentará la discretización del término transitorio de la ecuación 

de transporte y la integración temporal de los términos anteriores (convectivo, 

difusivo). Se describen los pasos para llevar a cabo la solución de la ecuación de 

difusión-convección en estado transitorio y su implementación en el código 

computacional usando dos aproximaciones: el esquema implícito y el esquema 

explícito [3]. 

Al finalizar se presenta el caso de estudio del problema Smith-Hutton [12] para 

validar la correcta implementación de los términos de la ecuación difusión- 

convección para un escalar cualquiera. 

A la ecuación 5.1 se agrega el término transitorio, como resultado la ecuación a 

discretizar es:  

𝜌
𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (𝜌V𝜙) = ∇ ∙ (Γ∇𝜙) 

Nuevamente, el campo de velocidades V=u i + v j es conocido en todo el dominio. 

En el problema transitorio se desea obtener la solución de 𝜙 en cada instante de 

tiempo, para este propósito se proporcionan condiciones iniciales de la variable 

𝜙(𝑥, 𝑦, 0), y se deben tomar pasos discretos de tiempo ∆𝑡.  

Al igual que en la ecuación de estado estable, se determina el vector 𝐉 = 𝜌V𝜙 −

Γ𝛁𝜙. En este caso la ecuación se integra alrededor del volumen de control P y del 

paso de tiempo ∆𝑡.  

∫ ∫ 𝜌
𝜕𝜙

𝜕𝑡
𝑑∀𝑑𝑡

𝑑∀𝑃∆𝑡

+ ∫ ∫ 𝛁 ∙ 𝐉𝑑∀𝑑𝑡
𝑑∀𝑃∆𝑡

= 0 

Evaluando la integral temporal del primer término y aplicando el teorema de la 

divergencia en el segundo término se obtiene:  

(Ec. 6.1) 

(Ec. 6.2) 
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∫ 𝜌(𝜙1 − 𝜙0)𝑑∀
𝑑∀𝑃

+ ∫ ∫ 𝐉 ∙ 𝑑𝐀𝑑𝑡
A∆𝑡

= 0 

Los súper-índices 1 y 0 en el primer término de la Ec. 6.3 denotan los valores de 

tiempo 𝑡 + ∆𝑡 y 𝑡, respectivamente. Al igual que antes se considera que el valor de 

𝜙 en el volumen de control puede ser tomado como el valor en el centroide del 

mismo, luego es posible escribir:  

∫ 𝜌𝜙𝑑∀
𝑑∀𝑃

= 𝜌𝜙𝑃∆∀𝑃 

De las ecuaciones 6.3 y 6.4 es posible deducir el término transitorio como:  

∆∀𝑃𝜌(𝜙𝑃
1 − 𝜙𝑃

0) 

En cuanto al segundo término de la Ec. 6.3, el valor de 𝐉 en la cara se puede 

representar por su valor en el centroide de la misma, de modo que se puede escribir: 

∫ ∑ 𝐉𝑓 ∙ 𝐀𝑓𝑑𝑡

𝑓∆𝑡

 

Para evaluar este término es necesario asumir que el flujo 𝐉 puede ser interpolado 

entre los tiempos 𝑡 + ∆𝑡 y 𝑡 usando un factor de interpolación 𝑓 cuyo valor está entre 

cero y uno.  

∫ 𝐉 ∙ 𝐀𝑑𝑡 = (𝑓𝐉𝟏 ∙ 𝐀 + (1 − 𝑓)𝐉𝟎 ∙ 𝐀)∆𝑡
∆𝑡

 

Realizando la discretización presentada en el capítulo anterior se obtiene la 

siguiente ecuación discreta para la variable 𝜙. Por simplicidad se removió el 

superíndice 1, de modo que el tiempo 𝑡 + ∆𝑡 está representado por el valor sin 

súper-índice.  

𝑎𝑃𝜙𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏(𝑓𝜙𝑛𝑏 + (1 − 𝑓)𝜙𝑛𝑏
0 )

𝑛𝑏

+ (𝑎𝑝
0 − (1 − 𝑓) ∑ 𝑎𝑛𝑏

𝑛𝑏

) 𝜙𝑃
0 + 𝑏                 

Donde,  

(Ec. 6.3) 

(Ec. 6.4) 

(Ec. 6.5) 

(Ec. 5.6) 

(Ec. 6.7) 

(Ec. 6.8) 
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𝑎𝑛𝑏 = 𝑀𝐴𝑋(−𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓 

𝑎𝑃
0 =

𝜌∆∀

∆𝑡
  

𝑎𝑃 = 𝑎𝑃
0 + 𝑓 (∑ 𝑎𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ ∑ 𝐹𝑓

𝑓

) 

𝑏 = 𝑓 ∑(𝒮𝑓)
𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ (1 − 𝑓) ∑(𝒮𝑓)
𝑛𝑏

0

𝑛𝑏

 

Esta ecuación se aplica a cada uno de los volúmenes de control del dominio que no 

pertenece a la frontera. En el caso de volúmenes de control frontera, los términos 

de la ecuación se modifican de la misma forma que en el capítulo anterior. 

Los valores de 𝑓 pueden ser interpretados en términos de la variación de 𝜙𝑃 en 

función de 𝑡 (Fig. 16), en este trabajo se tienen en cuenta dos casos particulares de 

la ecuación mencionada para dos valores del término 𝑓 que serán explicados a 

continuación. 

Figura 16. Variación de la variable 𝜙 con el tiempo para dos esquemas de 

discretización temporal. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜙𝑃
0  

𝜙𝑃
1  

𝜙𝑃  

𝑡 𝑡 + Δ𝑡 

𝑓 = 0 

𝑓 = 1 
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6.1 ESQUEMA EXPLÍCITO  

 

El caso en que se establece 𝑓 = 0 se conoce como esquema explícito, en este 

esquema el flujo es evaluado usando valores exclusivamente del paso de tiempo 

anterior; en la figura 16 se observa que el valor de 𝜙𝑝
0 prevalece durante todo el 

intervalo de tiempo y cambia cuando llega a 𝑡 + Δ𝑡. 

 

6.1.1 Ecuación discreta 

𝑎𝑃𝜙𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝜙𝑛𝑏
0

𝑛𝑏

+ (𝑎𝑝
0 − ∑ 𝑎𝑛𝑏

𝑛𝑏

) 𝜙𝑃
0 + 𝑏 

Donde,  

𝑎𝑛𝑏 = 𝑀𝐴𝑋(−𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓 

𝑎𝑃
0 =

𝜌∆∀

∆𝑡
  

𝑎𝑃 = 𝑎𝑃
0 

𝑏 = ∑(𝒮𝑓)
𝑛𝑏

0

𝑛𝑏

 

De la ecuación discreta se puede observar que, conociendo las condiciones en el 

tiempo 𝑡, es posible evaluar los términos de la Ec. 6.9 y encontrar el valor de 𝜙𝑃 en 

el tiempo 𝑡 + ∆𝑡; no es necesario resolver un sistema de ecuaciones. 

Cuando ∆𝑡 → ∞ se obtiene la ecuación de difusión-convección en estado estable, 

lo cual sucede cuando se alcanza el estado estacionario con el paso del tiempo, 

luego es seguro que la solución al alcanzar este estado será la misma que si se 

hubiese obtenido solucionando el problema como estable en primer lugar. 

Este esquema resulta sencillo y conveniente, sin embargo, tiene problemas de 

estabilidad cuando 𝑎𝑃
0 < ∑ 𝑎𝑛𝑏, por esta razón es necesario aplicar restricciones al 

tiempo usando la condición CFL (Courant-Friedrich-Levy) (Ec. 5.10).  

(Ec. 6.9) 
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∆𝑡 (
Γ/𝜌

𝐴𝑓
2 )

𝑚𝑎𝑥

≤ 𝐶𝑣𝑖𝑠𝑐 

∆𝑡 (
|𝑉𝑖|

𝐴𝑓

)
𝑚𝑎𝑥

≤ 𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣 

En este caso se tomará 𝐶𝑣𝑖𝑠𝑐 = 0.2 y 𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣 = 0.35 [11]. Esta condición limita el paso 

de tiempo máximo posible, de modo que se necesitan tomar pasos cada vez más 

pequeños al refinar la malla. 

 

En el caso de los problemas que se estudian en este trabajo, se requiere que el 

programa termine cuando la solución llegue a estado estacionario; se asumirá que 

la solución llega a este punto cuando la diferencia entre los valores de 𝜙𝑡  𝑦 𝜙𝑡+∆𝑡 

sea menor que 10-6. 

 

6.1.2 Implementación en el código computacional 

El problema de difusión-convección en estado transitorio se implementa en el código 

computacional mediante la clase solexplicito, la cual contiene una única 

función encargada de llevar a cabo la solución del problema utilizando el esquema 

explícito de discretización temporal. 

Como se mencionó anteriormente, dentro de esta función se llaman las clases que 

se encargan de calcular los términos de la ecuación de igual forma a como se 

explicó en el problema de estado estable, con la diferencia de que en este caso, los 

términos independientes son diferentes, luego la función para calcular el vector de 

términos independientes es: 

- calcular_bte(geom b,frontera f, Mat matriz_difusivo, Vec 

vec_diffront, Vec vec_convecfront, Vec vec_soluant, Mat 

matriz_gradphivc, Vec *vec_b): Los argumentos son los mismos de 

la función utilizada en el problema de estado estable, más un vector 

vec_soluant con los valores de 𝜙 en el paso de tiempo anterior.  

(Ec. 6.10a) 

(Ec. 6.10b) 
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La función que contiene el procedimiento de solución de este problema es 

calcular_Ste(double densidad,double gamma,geom b,frontera f). 

En la figura 17 se presenta el diagrama de flujo que representa el procedimiento 

que se lleva a cabo dentro de la función. 

Figura 17. Diagrama de flujo de la función calcular_Ste. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Inicio 

error < 10-6 

Fin 

Cálculo de los términos difusivos. 
Clase difusivo. Fución calcular_D 

Cálculo de los términos convectivos. 
Clase convectivo. Función calcular_F 

Cálculo de ∆𝑡 
 

Cálculo del vector de términos 
independientes. 

Clase termindep. Función calcular_bte 
 

Evaluar 𝜙𝑖
𝑡+Δ𝑡. 

 

Evaluar la diferencia. 

𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 =  𝑀𝐴𝑋  𝜙𝑖
𝑡 − 𝜙𝑖

𝑡+Δ𝑡  

 

Establecer 𝜙𝑖
𝑡 = 𝜙𝑖

𝑡+Δ𝑡 

Exportar los resultados. 
Clase resultados. Función imprimir 

 

Crear la matriz de coeficientes 
 

Cálculo del gradiente en cada celda, 

con los valores de 𝜙𝑖
𝑡. 

Clase gradiente. Función calcular_grad 
 

No 

Si 
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6.2 ESQUEMA IMPLICITO 

 

El caso en que se establece 𝑓 = 1 se conoce como esquema implícito. En este 

esquema el valor de 𝜙𝑃 cambia de 𝜙𝑝
0 a 𝜙𝑝

1  en el tiempo 𝑡 y permanece con este 

valor durante todo el intervalo de tiempo hasta 𝑡 + Δ𝑡 (Fig. 16). 

 

6.2.1 Ecuación discreta 

𝑎𝑃𝜙𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝜙𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ 𝑏  

Donde,  

𝑎𝑛𝑏 = 𝑀𝐴𝑋(−𝐹𝑓 , 0) + 𝐷𝑓 

𝑎𝑃
0 =

𝜌∆∀

∆𝑡
  

𝑎𝑃 = 𝑎𝑃
0 + (∑ 𝑎𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ ∑ 𝐹𝑓

𝑓

) 

𝑏 = ∑(𝒮𝑓)
𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ 𝑎𝑃
0𝜙𝑃

0 

Al igual que en el esquema anterior cuando ∆𝑡 → ∞ se obtiene la ecuación de 

difusión-convección en estado estable. 

En este caso si es necesario la solución del sistema de ecuaciones (Ec. 2.2), el 

procedimiento de solución es similar al presentado para la solución de la ecuación 

de difusión-convección en estado estable, con la diferencia de que en este caso se 

adiciona un bucle que corresponde al recorrido por el tiempo. 

Como se puede observar en la ecuación 5.11, no hay posibilidad de que se de 𝑎𝑃 <

∑ 𝑎𝑛𝑏, por esta razón este esquema es incondicionalmente estable y no implica 

ninguna restricción de tiempo, sin embargo, necesita de un mayor tiempo de 

solución debido al sistema de ecuaciones. 

(Ec. 6.11) 
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6.2.2 Implementación en el código computacional 

 

Figura 18. Diagrama de flujo de la función calcular_Sti. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Establecer 𝜙𝑖,𝑎𝑠𝑢𝑚𝑖𝑑𝑜 = 𝜙𝑖
0  

 

Inicio 

error < 10-6 

Fin 

Cálculo de los términos difusivos. 
Clase difusivo. Fución calcular_D 

Cálculo de los términos convectivos. 
Clase convectivo. Función calcular_F 

Cálculo de ∆𝑡 
 

Cálculo del vector de términos 
independientes. 

Clase termindep. Función calcular_bte 
 

Solucionar el sistema de ecuaciones. 
Solver de PETSc. 

 

Evaluar el error:  
𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 =  𝑀𝐴𝑋  𝜙𝑖,𝑎𝑠𝑢𝑚𝑖𝑑𝑜 − 𝜙𝑖,𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜  

 

Establecer 
𝜙𝑖,𝑎𝑠𝑢𝑚𝑖𝑑𝑜 = 𝜙𝑖,𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜 

Exportar los resultados. 
Clase resultados. Función imprimir 

 

Crear la matriz de coeficientes 
 

Cálculo del gradiente en cada celda, con 
los valores de 𝜙𝑎𝑠𝑢𝑚𝑖𝑑𝑜. 

Clase gradiente. Función calcular_grad 
 

Tiempo recorrido = 
Tiempo total 

Tiempo recorrido=Tiempo recorrido + ∆𝑡 
 

No 

No 

Si 

Si 

Establecer 
𝜙𝑖

0 = 𝜙𝑖,𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜  
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En el caso de la discretización temporal implícita, la implementación en el código se 

realiza mediante la clase solimplicito, esta contiene una única función 

encargada de llevar a cabo la solución del problema. 

Al igual que en las anteriores, dentro de esta función se llaman las clases que se 

encargan de calcular los términos de la ecuación de igual forma a como se explicó 

en el problema de estado estable, con la diferencia de que en este caso, los términos 

independientes son diferentes, la función para calcular el vector de términos 

independientes es: 

- calcular_bti(geom gm,frontera f, Mat matriz_difusivo, Vec 

vec_diffront, Vec vec_soluant, Mat matriz_gradphivc, Vec 

vec_ap0, Vec *vec_b): Los argumentos son los mismos la función del 

problema anterior, más un vector con los valores del coeficiente 𝑎𝑃
0 en cada 

celda.  

La función que contiene el procedimiento de solución de este problema es 

calcular_Sti(geom b,frontera f,double *velocidad,double 

densidad,double gamma,double tiempo). 

En la figura 18 se presenta el diagrama de flujo que representa el procedimiento 

que se lleva a cabo dentro de la función. 

 

6.3 CASO DE ESTUDIO: PROBLEMA SMITH-HUTTON 

 

Con el fin de validar la discretización de los términos de la ecuación de difusión- 

convección y el esquema explícito para la discretización temporal, los cuales serán 

utilizados más adelante en la solución del problema de estudio de este trabajo; se 

presentan los resultados numéricos obtenidos de la simulación del problema Smith-

Hutton. 
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y 

1 

1 

x 

-1 Flujo de Entrada Flujo de Salida 

 

6.3.1 Descripción del problema 

El problema propuesto por Smith y Hutton [12] es uno de los más utilizados en 

estudios numéricos para evaluar esquemas de difusión-convección. El objetivo es 

hallar la solución de estado estable de la ecuación de difusión-convección en una 

región rectangular (Fig. 19). 

Figura 19. Esquema del problema Smith-Hutton.  

 

 

 

 

 

 

 

El campo de velocidad está dado por la función de corriente 𝜓 = (1 − 𝑥2)(1 − 𝑦2), 

con esta, es posible determinar las componentes de la velocidad en dirección 𝑥 y 𝑦.  

𝑢(𝑥. 𝑦) = −
𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 2𝑦(1 − 𝑥2) 

𝑣(𝑥. 𝑦) =
𝜕𝜓

𝜕𝑥
= −2𝑥(1 − 𝑦2) 

Todas las condiciones de frontera del dominio son de tipo Dirichlet, a excepción de 

la frontera de salida de flujo, allí se tiene una condición de tipo Neumann. Los 

valores son los siguientes: 

𝜙 = 1 + tanh(𝛼(2𝑥 + 1)) ;            𝑦 = 0; −1 < 𝑥 < 0  (Flujo de entrada) 

(Ec. 6.12a) 

(Ec. 6.12b) 
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𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 0;                                                𝑦 = 0; 0 < 𝑥 < 1  (Flujo de salida)        

𝜙 = 1 − tanh(𝛼) ;                             Demás fronteras                                              

Donde 𝛼 es un parámetro ajustable que controla el perfil de la variable 𝜙 en la 

frontera de entrada. En este caso se toma 𝛼 = 10. 

La solución encontrada para la variable 𝜙 depende de la relación 𝜌/Γ, su valor indica 

que fenómeno influye más el difusivo o el convectivo. 

El problema se resuelve para dos casos de relación 𝜌/Γ, los resultados de la  

simulación se comparan con los resultados encontrados en la literatura [12].  

 

5.3.2 Resultados numéricos 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figura 20. Distribución de 𝜙 para 𝜌/Γ = 10 en diferentes densidades de malla.  

 

a) 1816 volúmenes b) 3786 volúmenes 

c) 7330 volúmenes d) 14230 volúmenes 
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Figura 21. Valores de 𝜙 en la frontera de salida del dominio para 𝜌/Γ = 10. Estudio 

de independencia de malla y comparación con valores de referencia. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 22. Distribución de 𝜙 para 𝜌/Γ = 103 en diferentes densidades de malla.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) 7330 volúmenes b) 10326 volúmenes 

c) 19498 volúmenes d) 31854 volúmenes 

S&H S&H 

Posición X 

𝜙 𝜙 

Posición X 
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Figura 23. Valores de 𝜙 en la frontera de salida del dominio para 𝜌/Γ = 103. Estudio 

de independencia de malla y comparación con valores de referencia. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 24. Distribución y líneas de valor constante de 𝜙. 

 

 

 

 

 

 

 

6.3.3 Discusión 

El problema de Smith-Hutton es un caso de flujo en estado estacionario, la solución 

numérica presentada se halló al llegar a este punto con la condición descrita 

anteriormente. En la figura 24 se presentan la distribución y las  líneas de valor 

constante de 𝜙 para los dos casos estudiados, estos resultados son de gran similitud 

con los encontrados en la literatura [12]. 

𝜙 

Posición X 

𝜙 

Posición X 

a) 𝜌/Γ = 10  b) 𝜌/Γ = 103  
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Con el propósito de asegurar la independencia de la malla de la solución numérica 

obtenida, se evalúan los dos casos del problema en diferentes densidades de 

mallas; en las figuras 20 y 22 se presenta la solución de la variable 𝜙 de ambos 

casos para cuatro densidades de malla diferentes.  

En las figuras 21 y 23 se muestra la gráfica de los valores de 𝜙 en la frontera de 

salida del dominio, para los resultados obtenidos y los valores de referencia. 

En ambas, la figura de la derecha permite observar el comportamiento 

asintótico de la solución al refinar la malla, lo cual demuestra la consistencia 

del método numérico. 

Se observa que al incrementar la relación 𝜌/Γ, la malla debe refinarse más para 

alcanzar una solución cercana a la solución de referencia, esto se debe a la 

influencia de la convección en el problema. 

En el caso de 𝜌/Γ = 10, el fenómeno está dominado por la difusión, la convección 

no influye casi en la transporte de la variable 𝜙; caso contrario cuando 𝜌/Γ = 103, 

el fenómeno es dominado por la convección y la difusión tiene poco efecto, en este 

caso, la solución calculada se ve mayormente influenciada por el esquema numérico 

utilizado para aproximar la variable 𝜙 en los términos convectivos, el esquema 

utilizado fue el Upwind. La figura 23 permite observar la estabilidad de este 

esquema, pues la solución permanece acotada dentro de los valores que establece 

las condiciones de frontera19, sin embargo, este es un esquema de primer orden e 

introduce una falsa difusión en la solución, por lo cual su precisión no es muy alta.   

 

 

 

                                                           
19 Otros esquemas de discretización de los términos convectivos ocasionan que en la solución de este 
problema se presenten puntos donde el valor de 𝜙 sobrepasa los valores de las condiciones de frontera. 
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7. EVALUACIÓN DEL CAMPO DE FLUJO 

 

Hasta el momento se consideró el fenómeno de difusión-convección de un campo 

escalar en la presencia de un campo de velocidades conocido. En este capítulo se 

considera el fenómeno del flujo de un fluido donde el campo de velocidades no se 

conoce y se quiere hallar, para esto se deben solucionar las ecuaciones de 

conservación de cantidad de movimiento presentadas en el capítulo 1 (Ec. 1.6a) y 

Ec. 1.6b). 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (V𝑢) = ∇ ∙ (𝜐∇𝑢) −

1

ρ
∇𝑝 ∙ i 

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ ∇ ∙ (V𝑣) = ∇ ∙ (𝜐∇𝑣) −

1

ρ
∇𝑝 ∙ j 

Estas ecuaciones tienen la misma forma de la ecuación general de convección-

difusión, la cual ya se ha explicado cómo se ha de discretizar. El inconveniente es 

que no se conoce el campo de presión y no se tiene una ecuación explícita para 

hallarlo, es por esta razón que se debe recurrir a la ecuación de continuidad (Ec. 

1.5) como ecuación extra. 

∇ ∙ (𝜌V) = 0 

En general, existen varios métodos para la solución del problema de campo de flujo 

en un fluido incompresible; entre los más conocidos se encuentran los métodos de 

tipo predicción-corrección como son el FSM (Fractional Step Method) [8][9], el 

algoritmo SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) y sus 

variaciones: SIMPLER, SIMPLEC [3].  

La idea principal del algoritmo SIMPLE es crear una ecuación de corrección de la 

presión, a partir de la ecuación de continuidad. El procedimiento general es: 

1. Asumir un campo de presión 𝑝∗. 

2. Solucionar las ecuaciones de momento usando 𝑝∗. Se obtiene la solución 

para los campos de velocidad 𝑢∗ 𝑦 𝑣∗. 
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3. Solucionar la ecuación obtenida para la presión con los valores de 𝑢∗ 𝑦 𝑣∗. 

4. Corregir los campos de presión y velocidades, de modo que satisfagan la 

ecuación de continuidad. 

En el método del paso fraccionado, se calcula una solución aproximada de las 

ecuaciones de momento sin tener en cuenta los gradientes de presión, esta solución 

se denota como velocidad predictora y no satisface la condición de 

incompresibilidad; el campo de presión se calcula posteriormente mediante la 

ecuación de Poisson y el campo de velocidades predictoras, siendo este el único 

sistema de ecuaciones que se debe resolver; finalmente se calcula la velocidad real 

a partir de la velocidad predictora y el gradiente de la presión hallada.  

Los métodos FSM se han convertido en una técnica muy popular para la resolución 

de las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes. Esto se debe a que tienen un 

mejor rendimiento que los algoritmos de tipo SIMPLE; y a su simplicidad para 

llevarlo al código computacional. 

Por esta razón, el método utilizado en este trabajo para solucionar el acoplamiento 

entre la velocidad y la presión es el método de paso fraccionado. 

 

7.1 PROBLEMA CHECKERBOARDING: Tablero de ajedrez 

 

La discretización de la ecuación de continuidad es de la forma:  

∫ (𝜌𝐕) ∙ 𝑑𝐀
A

= ∑(𝜌𝐕)𝑓 ∙ 𝐀𝑓

𝑓

= 0 

Al no conocer el valor de la velocidad en la cara 𝑓 es necesario de un esquema de 

interpolación; usualmente se utiliza el esquema de diferencias centradas (Ec. 7.2). 

𝑢𝑓 =
𝑢𝑃 + 𝑢𝐹

2
   𝑦    𝑣𝑓 =

𝑣𝑃 + 𝑣𝐹

2
 

(Ec. 7.1) 

(Ec. 7.2) 
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Al evaluar estos términos en la ecuación discreta (Ec. 7.1) obtenemos que la 

ecuación de continuidad para la celda P no contiene el valor de la velocidad de la 

celda P, depende únicamente de los valores de velocidad de sus vecinos:  

∑(𝜌𝐕)𝑓 ∙ 𝐀𝑓

𝑓

= ∑ 𝜌𝐕𝐹 ∙ 𝐀𝑓

𝑓

= 0 

Este hecho permite un efecto de zig-zag en el campo de velocidad (Problema de 

Checkerboard, Fig. 25), como el campo de presión se obtiene a partir de la 

velocidad, es posible que se creen campos de presión con el mismo efecto. 

Figura 25. Campo de velocidad con efecto de tablero de ajedrez. 

 

 

 

Figura 26. Malla desplazada en malla estructurada. 

Fuente: PATANKAR, S. V. Numerical Heat Transfer and Fluid Flow. 

La solución común al problema mencionado es utilizar mallas desplazadas (Fig. 26) 

para ubicar los valores de la velocidad directamente en las caras; sin embargo, en 

mallas no estructuradas no es posible determinar una malla desplazada de forma 

evidente, luego necesariamente se deben utilizar mallas colocadas. 

Celda 

principal 

Celda para la 

velocidad u 

Celda para la 

velocidad v 

10 
20 20 

10 10 

(Ec. 7.3) 
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En el caso de mallas colocadas, el algoritmo FSM reduce el problema del 

checkerboarding al determinar las siguientes acciones: en la estimación de la 

velocidad no se tienen en cuenta los efectos de la presión,  al calcular la presión 

centrada se utilizan las velocidades interpoladas a las caras, y al calcular la 

velocidad corregida se utiliza la presión interpolada en las caras. 

Además se evita el esquema de diferencias centradas para la interpolación de la 

velocidad y de la presión, se utilizan esquemas más elaborados [6][10].  

 

7.2 MÉTODO DEL PASO FRACCIONADO 

 

Los métodos de paso fraccionado también son conocidos como métodos de 

proyección. Se denota un campo vectorial de velocidades 𝑅(𝑉) que se descompone 

en dos campos ortogonales (Fig. 27): uno de gradientes de presión y un campo 

vectorial libre de divergencia; la presión se convierte en un operador que proyecta 

este campo de velocidades en el campo vectorial libre de divergencia. 

Figura 27. Descomposición única del campo vectorial 𝑅(𝑉). 

 

  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7.2.1 Planteamiento del método 

El método FSM se basa en la aplicación del teorema de Helmholtz-Hodge [11] a la 

ecuación vectorial de momento, de la siguiente forma:  

Campo de 

gradientes 

Campo vectorial 

libre de divergencia 

𝑅(𝑉) 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
 

∇𝑝 
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Π (
𝜕𝐕

𝜕𝑡
+

1

ρ
∇𝑝) = Π(−(∇ ∙ V)V + ∇ ∙ (𝜐∇𝐕)) 

Donde Π(∙) es un operador de proyección, que proyecta un campo vectorial en un 

campo libre de divergencia.  

El campo de velocidad es incompresible, luego el término transitorio permanece 

invariante al aplicar el operador (Ec. 7.5); por otro lado, el gradiente de la presión 

pertenece al plano ortogonal al campo libre de divergencia, luego la proyección es 

nula (Ec. 7.6). 

Π (
𝜕𝐕

𝜕𝑡
) =

𝜕𝐕

𝜕𝑡
 

Π (
1

ρ
∇𝑝) = 0 

Por lo tanto, las ecuaciones de Navier-Stokes pueden ser divididas en dos partes: 

Un vector libre de divergencia (Ec. 7.7) y el gradiente de un campo escalar (Ec. 7.8). 

𝜕𝐕

𝜕𝑡
= Π(−(∇ ∙ V)V + ∇ ∙ (𝜐∇V)) 

1

ρ
∇𝑝 = (−(∇ ∙ V)V + ∇ ∙ (𝜐∇V)) − Π(−(∇ ∙ V)V + ∇ ∙ (𝜐∇V)) 

Finalmente, al aplicar el operador divergencia a la Ec. 7.8 se obtiene la ecuación 

de Poisson para la presión: 

1

ρ
∇𝑝 = ∇ ∙ (−(∇ ∙ V)V + ∇ ∙ (𝜐∇V)) 

El término entre paréntesis será representado por el vector 𝑅(V):  

𝑅(V) = −(∇ ∙ V)V + ∇ ∙ (𝜐∇V) 

Es posible observar que el papel del gradiente de la presión, es proyectar el vector 

𝑅(V) en un campo libre de divergencia (Fig. 27). 

(Ec. 7.4) 

(Ec. 7.5) 

(Ec. 7.6) 

(Ec. 7.7) 

(Ec. 7.8) 

(Ec. 7.9) 

(Ec. 7.10) 
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7.2.2 Discretización temporal 

La forma final del método del paso fraccionado depende del método de 

discretización temporal utilizado. La ecuación de momento en dirección x (Ec. 1.6a) 

puede reescribirse como:  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑅(𝑢) −

1

ρ
∇𝑝 ∙ 𝐢 

Con 𝑅(𝑢) = −∇ ∙ (V𝑢) + ∇ ∙ (𝜐∇𝑢). 

Para el término transitorio se usa el esquema de diferencias centradas:  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
|
𝑛+1/2 

=
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

Δ𝑡
 

Para los términos convectivos y difusivos agrupados en 𝑅(𝑢) se utiliza el esquema 

de discretización explícito de segundo-orden Adams-Bashforth [11].  

𝑅(𝑢𝑛+1/2) =
3

2
𝑅(𝑢𝑛) −

1

2
𝑅(𝑢𝑛−1) 

Para el término del gradiente de la presión se utiliza un esquema de primer orden 

hacia atrás de Euler. Reemplazando todo en la Ec. 7.11 se obtiene: 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

Δ𝑡
=

3

2
𝑅(𝑢𝑛) −

1

2
𝑅(𝑢𝑛−1) −

1

𝜌
∇𝑝𝑛+1 ∙ 𝐢 

Se determina una velocidad predictora en dirección x:  

𝑢𝑝 = 𝑢𝑛 + Δ𝑡 (
3

2
𝑅(𝑢𝑛) −

1

2
𝑅(𝑢𝑛−1)) 

Los valores de 𝑢𝑝 y 𝑣𝑝20 componen el vector de velocidad predictora 𝐕𝑝 = 𝑢𝑝𝐢 +

𝑣𝑝𝐣  , y se utiliza el teorema Helmholtz-Hodge para descomponer este vector en:  

                                                           
20 Las ecuaciones descritas para la velocidad en dirección x se aplican de igual forma para la velocidad en 
dirección y (𝑣). 

(Ec. 7.11) 

(Ec. 7.13) 

(Ec. 7.12) 

(Ec. 7.14) 

(Ec. 7.15) 
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𝐕𝑝 = 𝐕𝑛+1 +
Δ𝑡

𝜌
∇𝑝𝑛+1 

Es necesario aclarar que la ecuación de continuidad únicamente se cumple en el 

instante de tiempo 𝑛 + 1:  

∇ ∙ 𝐕𝑛+1 = 0 

Al aplicar la divergencia a la Ec. 7.16, se obtiene:  

∇ ∙ 𝐕𝑝 = ∇ ∙ 𝐕𝑛+1 + ∇ ∙ (
Δ𝑡

𝜌
∇𝑝𝑛+1) 

Teniendo en cuenta la Ec. 7.17, es posible obtener la siguiente ecuación de Poisson 

para el campo escalar  𝑝𝑛+1. 

∆ 𝑝𝑛+1 =
𝜌

Δ𝑡
∇ ∙ V𝑝 

Una vez se calcule el campo de presión es posible obtener la solución de la 

velocidad en el tiempo 𝑛 + 1, mediante la siguiente corrección:  

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 −
Δ𝑡

𝜌
∇𝑝𝑛+1 ∙ 𝐢 

𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛 −
Δ𝑡

𝜌
∇𝑝𝑛+1 ∙ 𝐣 

En conclusión, el algoritmo que se debe realizar en cada paso de tiempo es: 

1. Evaluar 𝑅(𝑢𝑛), 𝑅(𝑢𝑛−1), 𝑅(𝑣𝑛), 𝑅(𝑣𝑛−1) 

2. Evaluar 𝑢𝑝 𝑦 𝑣𝑝 de la Ec. 7.15 

3. Resolver la ecuación de Poisson (Ec. 7.19) 

4. Calcular el nuevo campo de velocidad (Ec. 7.20). 

Como se mencionó anteriormente, los esquemas temporales explícitos introducen 

severas restricciones en cuanto al valor del paso del tiempo ∆𝑡; es por esto que 

debe ser limitado utilizando la condición de estabilidad explicada en la sección 6.1. 

(Ec. 7.17) 

(Ec. 7.16) 

(Ec. 7.18) 

(Ec. 7.19) 

(Ec. 7.20a) 

(Ec. 7.20b) 
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En el caso de los problemas que se estudian en este trabajo, se requiere que el 

programa termine cuando la solución llegue al estado estacionario; se asumirá que 

la solución llega a este punto cuando la diferencia entre los valores de 𝑢𝑛 𝑦 𝑢𝑛+1 y 

𝑣𝑛 𝑦 𝑣𝑛+1 sea menor que 10-6. 

 

7.2.3 Ecuación discreta 

1. Discretización del término R 

El término R consiste en la unión del término convectivo y el término difusivo, la 

discretización de ambos términos fue expuesta en el capítulo 4; de la Ec. 4.19, 

reemplazando la variable 𝜙 por 𝑢 se obtiene:  

𝑅(𝑢) = ∑ ((𝐷𝑓(𝑢𝑛𝑏 − 𝑢𝑃) + 𝒮𝑓 − 𝑀𝐴𝑋(𝐹𝑓, 0)𝑢𝑃 + 𝑀𝐴𝑋(−𝐹𝑓, 0)𝑢𝑛𝑏))

𝑛𝑏

                      

2. Discretización de la ecuación de Poisson para la presión 

El operador laplaciano ∆ se discretizó en el capítulo 4 como operador del término 

difusivo, los término 𝐷𝑓 y 𝒮𝑓 son los mismos para la ecuación de velocidad como 

para la ecuación de presión. El operador divergencia también se discretizó 

anteriormente como parte del término convectivo (Flujo másico 𝐹𝑓, Ec 4.8). 

Partiendo de esto, se obtiene la ecuación discreta:  

∑ 𝐷𝑓(𝑝𝑃 − 𝑝𝑛𝑏)

𝑛𝑏

= ∑ ((𝒮𝑓)
𝑛𝑏

− (𝑢𝑓
𝑝
𝐴𝑥𝑓

+ 𝑣𝑓
𝑝
𝐴𝑦𝑓

)
𝑛𝑏

)

𝑛𝑏

  

Luego se tiene una ecuación de la forma: 

𝑎𝑃𝜙𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝜙𝑛𝑏

𝑛𝑏

+ 𝑏 

Donde,  

𝑎𝑛𝑏 = 𝐷𝑓 

(Ec. 7.21) 

(Ec. 7.22) 
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𝑎𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏

𝑛𝑏

 

𝑏 = ∑ ((𝒮𝑓)
𝑛𝑏

− (𝑢𝑓
𝑝𝐴𝑥𝑓

+ 𝑣𝑓
𝑝𝐴𝑦𝑓

))

𝑛𝑏

  

Al aplicar la ecuación discreta en cada uno de los volúmenes de control se obtiene 

un sistema de ecuaciones lineales mencionado en la sección 2.3 (Ec. 2.2). 

𝑨𝜙 = 𝐵 

Para la solución de este sistema de ecuaciones21, se utiliza el método de solución 

de mínimos residuos generalizados (GMRES) [23], este método presenta buenas 

características de convergencia  y permite obtener una solución para cualquier 

condición de la matriz de coeficientes (en cuanto a simetría y positividad). 

Además, se utiliza el método de precondicionamiento Multigrid algebraico [3], con 

el fin de acelerar la convergencia de la solución; esta técnica de aceleración resulta 

eficiente cuando se utilizan mallas no uniformes, y ha sido ampliamente usada en 

el problema del flujo en un canal con expansión [9][16]. 

 

7.2.4 Implementación en el código computacional 

El problema de evaluación del campo de flujo se implementa en el código 

computacional mediante la clase fractional, la cual contiene una única función 

encargada de llevar a cabo la solución del problema. 

Como se mencionó anteriormente, dentro de esta función se llaman las clases que 

se encargan de calcular los términos de la ecuación de igual forma a como se 

explicó en los problemas anteriores, con la diferencia de que en este caso, los 

términos convectivos y los términos independientes son diferentes; la función para 

calcular los términos convectivos que se requieren para evaluar 𝑅(𝑢) y 𝑅(𝑣) es: 

                                                           
21 En el Anexo A se hace una breve descripción del método utilizado. 
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- calcular_Ff(double densidad, geom b, Vec vec_u, Vec vec_v, 

frontera fu, frontera fv, Mat *matriz_convectivo, Vec 

*vec_convecfront): Requiere de ocho argumentos: el valor de la 

densidad, un objeto de la clase geom, dos vectores con los valores de la 

velocidad 𝑢 y 𝑣 para cada una de las celdas del dominio, dos objetos de la 

clase frontera con la información de frontera de 𝑢 y 𝑣, un puntero a la matriz 

donde se va a guardar los términos convectivos de los volúmenes de control, 

y un puntero al vector donde se guardarán los términos convectivos de las 

fronteras.  

La función para calcular los términos independientes de la ecuación de presión es: 

- calcular_bp(geom b, frontera f, Mat matriz_difusivo, Vec 

vec_diffront, Mat matriz_gradp, Mat matriz_upf, Mat 

matriz_vpf, double densidad, double deltat, Vec *vec_b): 

Los argumentos son los mismos que la función del problema anterior de esta 

clase, más dos matrices con los valores de las velocidades predictoras 

interpoladas a las caras, el valor de la densidad, y el valor del Δ𝑡 de la 

ecuación. 

La función que contiene el procedimiento de solución de este problema es 

calcular_SF(geom b,frontera fu,frontera fv, frontera fp, 

double viscosidad, double densidad). 

En la figura 28 se presenta el diagrama de flujo que representa el procedimiento 

que se lleva a cabo dentro de la función. 
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Figura 28. Diagrama de flujo de la función calcular_Sf 
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7.3 CASO DE ESTUDIO: DRIVEN CAVITY 

 

Con el fin de validar el esquema numérico desarrollado para la solución de las 

ecuaciones de gobierno en un campo de flujo, se presentan los resultados 

numéricos obtenidos de la simulación del problema Driven Cavity. 

 

7.3.1 Descripción del problema 

El problema conocido como Driven Cavity [13] es ampliamente utilizado para probar 

y evaluar técnicas numéricas de solución de las ecuaciones de Navier Stokes. 

Consiste en un flujo laminar e incompresible que se encuentra en una cavidad 

cuadrada, cuya pared superior se mueve con una velocidad uniforme en su mismo 

plano, generando un fenómeno de convección forzada, las demás paredes de la 

cavidad permanecen sin movimiento (Fig. 29). 

Figura 29. Esquema del problema Driven Cavity.  

 

 

 

 

 

 

Este es un problema bidimensional en estado estacionario, la razón por la cual es 

de gran interés en la literatura, es debido a que presenta una geometría y 

condiciones de frontera simples, y, a su vez, introduce cierta dificultad en su 

solución, debido a los altos gradientes que se presentan en las zonas cercanas a 

las paredes.  

1 

1 

y U=1; V=0 

x U=0; V=0 

U=0 
V=0 

U=0 
V=0 

0 
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Las condiciones de frontera para la velocidad son de tipo Dirichlet y para la presión 

son de tipo Newman: 

𝑢 = 1; 𝑣 = 0; 
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0;                           𝑦 = 1; 0 < 𝑥 < 1    

𝑢 = 0; 𝑣 = 0; 
𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0;                           𝑦 = 0; 0 < 𝑥 < 1    

𝑢 = 0; 𝑣 = 0; 
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0;                           𝑥 = 0; 0 < 𝑦 < 1    

𝑢 = 0; 𝑣 = 0; 
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0;                           𝑥 = 1; 0 < 𝑦 < 1    

El problema se resuelve para dos números de Reynolds, y su solución se compara 

con valores de referencia tomados de Ghia et. al. [13]. 

 

7.3.2 Resultados numéricos  

 

Figura 30. Velocidades en los ejes centrales de la cavidad. Estudio de 

independencia de malla y comparación con valores de referencia de Ghia et. al.  
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a) 𝑅𝑒𝐷 = 100; 𝑥 = 0,5 b) 𝑅𝑒𝐷 = 100; 𝑦 = 0,5 
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Tabla 1. Errores relativos asociados a las mallas empleadas. 

 

 

 

Figura 31. Líneas de corriente y  líneas de presión constante en la cavidad.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑀𝐴𝐿𝐿𝐴  
(𝑛𝑜. 𝑣𝑜𝑙ú𝑚𝑒𝑛𝑒𝑠) 

𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅 (%) 

𝑈𝑚í𝑛 𝑉𝑚í𝑛 𝑉𝑚á𝑥 

419 4,628 4,591 2,743 

1112 1,689 1,419 1,092 

1838 1,167 0,830 0,735 

𝑀𝐴𝐿𝐿𝐴  
(𝑛𝑜. 𝑣𝑜𝑙ú𝑚𝑒𝑛𝑒𝑠) 

𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅 (%) 

𝑈𝑚í𝑛 𝑉𝑚í𝑛 𝑉𝑚á𝑥 

10326 14,129 14,655 8,649 

19498 7,349 7,624 2,957 

31854 4,777 4,947 2,180 

Posición Y 
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Posición X 
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10326 vol. 

19488 vol. 
31854 vol. 
Ghia 

c) 𝑅𝑒𝐷 = 1000; 𝑥 = 0,5 d) 𝑅𝑒𝐷 = 1000; 𝑦 = 0,5 

a) Líneas de corriente.  𝑅𝑒𝐷 = 100 b) Líneas de presión. 𝑅𝑒𝐷 = 100 

a) 𝑅𝑒𝐷 = 100 b) 𝑅𝑒𝐷 = 1000 
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7.3.3 Discusión 

Al igual que el Smith-Hutton, este es un problema de flujo en estado estacionario, el 

mismo criterio fue utilizado para determinar cuándo la solución temporal alcanza la 

este estado. 

Con el propósito de asegurar la independencia de la malla de la solución numérica 

obtenida, se evalúan los dos casos del problema en tres densidades de malla cada 

uno; en la figura 30 se presenta la solución de ambos casos del problema para las 

mallas estudiadas y la solución de referencia tomada de [13]. 

La tabla 1 presenta los errores relativos asociados a las mallas empleadas para tres 

valores representativos de la solución: valor mínimo de la componente 𝑢 de la 

velocidad en el eje vertical que pasa por el centro de la cavidad, valor mínimo y 

máximo de la componente 𝑣 de la velocidad en el eje horizontal que pasa por el 

centro de la cavidad. 

Se observa que al incrementar el número de Reynolds, la malla debe refinarse más 

para alcanzar una solución cercana a la solución de referencia, esto se debe a la 

influencia de la convección en el problema. Al aumentar el número de Reynolds las 

fuerzas convectivas ejercen un mayor dominio sobre las fuerzas viscosas, la 

velocidad será mayor, y por lo tanto los gradientes en las zonas cercanas a las 

c) Líneas de corriente.  𝑅𝑒𝐷 = 1000 d) Líneas de presión.  𝑅𝑒𝐷 = 1000 
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paredes serán más altos también debido a la condición de no deslizamiento; en la 

figura 30 (b y d) se puede observar que las pendientes de la velocidad 𝑣 cercanas 

a las paredes son más elevadas para 𝑅𝑒 = 1000. Esta es la razón por la cual se 

debe refinar más la malla al aumentar el número de Reynolds, ya que se necesita 

una malla más fina para percibir los gradientes conforme se hacen más altos. 

En la figura 31 se presentan las líneas de corriente y  el mapa de presiones para los 

dos casos estudiados, estos resultan ser muy similares a los encontrados en la 

literatura [7] [13]. 

 

7.4 CASO DE ESTUDIO: FLUJO EN UN CANAL CON ESCALÓN RECTO 

 

Como se mencionó anteriormente, no se han publicado estudios del flujo en un 

canal con escalón inclinado que presenten resultados para flujo laminar; sin 

embargo, para el caso del escalón recto, hay una gran cantidad de publicaciones al 

respecto. Por esta razón, además de validar el esquema numérico mediante el 

problema Driven Cavity, también se hizo el estudio para el problema de flujo en un 

canal con escalón recto, el cual es más cercano al problema en que se centra el 

presente trabajo.  

 

7.4.1 Descripción del problema  

La descripción del problema del flujo en un canal con escalón se explicó en el primer 

capítulo; el objetivo principal, es encontrar la posición del punto de reencuentro del 

flujo;  el punto de separación no se tiene en cuenta, debido a que cuando el escalón 

es recto la separación se da en el inicio del mismo22. 

                                                           
22 El estudio de Biswas et. al. [16] confirma que para canales con escalón recto y  𝑅𝑒𝐷 > 10 el punto de 
separación  se encuentra en la esquina donde comienza la expansión; la región de recirculación cubre 
completamente la cara del escalón. 
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Al igual que los problemas anteriores, este es un problema de flujo en régimen 

permanente, el mismo criterio anterior fue utilizado para determinar cuándo la 

solución temporal alcanza la estabilidad. 

El estudio se realizó para dos números de Reynolds que cumplen con la condición 

de flujo laminar, y pertenecen al rango en el que el flujo se considera bidimensional 

(𝑅𝑒𝐷 < 400). La relación de expansión se tomó como 𝐻/ℎ = 1.9423, este valor fue 

considerado en los estudios experimentales de Armaly et. al. [14] y ha sido utilizado 

en varios estudios numéricos. 

La posición encontrada del punto de reencuentro se compara con valores de 

referencia tomados de Armaly et al. [14]. 

 

7.4.2 Resultados numéricos  

 

Figura 32. Líneas de corriente en la región cercana al escalón.  

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 2. Posición del punto de reencuentro. Estudio de independencia de malla y 

errores relativos asociados.   

 

 

 

 

 

 

𝑴𝑨𝑳𝑳𝑨 
𝑨𝒎í𝒏/𝒉 

𝒙𝒓/𝒉 𝑬𝒓𝒓𝒐𝒓 (%) 

𝟎, 𝟎𝟓𝟏𝟎𝟐 2,59327 12,131 

𝟎, 𝟎𝟒𝟎𝟖𝟐 2,75510 6,648 

𝟎, 𝟎𝟑𝟐𝟔𝟓 2,78816 5,528 

𝑀𝐴𝐿𝐿𝐴 
𝐴𝑚í𝑛/ℎ 

𝑥𝑟/ℎ 𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 (%) 

0,05102 1,58410 11,129 

0,04082 1,67551 6,007 

0,03265 1,68163 5,657 

a) 𝑅𝑒𝐷 = 100 b) 𝑅𝑒𝐷 = 50 

a) 𝑅𝑒𝐷 = 100 b) 𝑅𝑒𝐷 = 50 
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Figura 33. (a) Gráfica de referencia de la variación de la posición del punto de 

reencuentro con respecto al número de Reynolds. Tomada de Armaly et. al. (b) 

Valores para los números de Reynolds estudiados obtenidos mediante el programa 

G3data. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 34. Perfiles de velocidad en varias posiciones del canal para 𝑅𝑒𝐷 = 100. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.4.3 Discusión 

En la figura 32 se observan las líneas de corriente de flujo para los números de 

Reynolds de 100 y 50; como se mencionó anteriormente, la zona de recirculación 

𝑹𝒆𝑫 𝒙𝒓/𝒉 

𝟓𝟎 2,95130 ±  0,00487 

𝟏𝟎𝟎 1,78247 ± 0,00487 
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comienza en la esquina donde comienza el escalón y termina en el punto 

denominado como punto de reencuentro. Como es de esperar, la longitud de 

separación del flujo es mayor para el número de Reynolds mayor; esto se debe a 

que los gradientes son más altos. 

La figura 32 no muestra el dominio completo simulado, únicamente la región 

cercana al escalón; la longitud del canal se tomó acorde con las condiciones de 

frontera explicadas en el capítulo 1, con el fin de lograr flujo completamente 

desarrollado en el canal aguas arriba y aguas abajo del escalón. En la figura 34 se 

muestran los perfiles longitudinales de velocidad en diferentes posiciones del canal, 

es posible ver que en la posición justo antes del escalón (𝑋 = −𝑥𝑟/8) el flujo es 

completamente desarrollado (Perfil parabólico de velocidad), lo mismo sucede 

aguas abajo de la zona de recirculación (𝑋 = 2𝑥𝑟). 

Este comportamiento permite validar las condiciones de frontera de entrada y salida 

de flujo utilizadas en el esquema numérico. 

La figura 34 también permite observar el comportamiento de la velocidad en la zona 

de separación (𝑋 = 𝑥𝑟/2), la componente de la velocidad en dirección x, 𝑢, se hace 

negativa, lo cual ocasiona la recirculación del flujo. En la posición del punto de 

reencuentro (𝑋 = 𝑥𝑟) ya no se presentan velocidades negativas, la componente x 

de la velocidad cercana a la pared del canal tiende a 0. 

El estudio de Armaly et. al. [14] presenta una gráfica con los valores obtenidos de 

la posición de reencuentro en función del número de Reynolds (Fig. 33a); con el fin 

de obtener los valores de referencia requeridos para los números de Reynolds 

estudiados en este trabajo, se utilizó el programa analizador de gráficos “G3data”, 

este permite obtener de la gráfica los valores con un error de ±0,00487 en cada uno 

(Fig. 33b).  

Con el propósito de asegurar la independencia de la malla de la solución numérica 

obtenida, se evalúan los dos casos del problema en tres densidades de malla cada 

uno; en la tabla 2 se presenta la posición del punto de reencuentro para cada una 
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de las mallas estudiadas y los errores relativos asociados al compararlos con los 

valores tomados como referencia (Fig. 33b). 

El valor presentado 𝐴𝑚í𝑛/ℎ (Tabla 2) representa la densidad de malla utilizada en la 

región de recirculación de flujo (Longitud mínima de las caras de los triángulos de 

la malla), en el resto del dominio se utilizó una densidad de malla más baja. 

Los errores obtenidos para las mallas más finas son aceptables, estas densidades 

de mallas serán las utilizadas para realizar el estudio del flujo en el canal con 

expansión inclinado. 
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8. RESULTADOS DEL ESTUDIO DEL FLUJO EN UN CANAL CON EXPANSIÓN 

INCLINADA 

 

La descripción del problema del flujo en un canal con expansión inclinada se 

presentó en el capítulo 1, en este capítulo se presentarán los resultados obtenidos 

del estudio numérico. 

La solución de este problema se realizó de la misma forma que el problema del flujo 

en el canal con expansión recta: utilizando el método FSM explicado en el capítulo 

anterior y un mallado no estructurado. La densidad de malla se tomó igual a la 

densidad más fina utilizada en ese problema: 𝐴𝑚í𝑛/ℎ = 0.03265 en la zona de 

recirculación. 

El objetivo es encontrar la posición del punto de separación y del punto de 

reencuentro del flujo, la longitud entre estos dos puntos es denominada longitud de 

separación.  

El estudio se realizó para dos números de Reynolds que cumplen con la condición 

de flujo laminar, y pertenecen al rango en el que el flujo se considera bidimensional 

(𝑅𝑒𝐷 < 400); la relación de expansión se tomó como 𝐻/ℎ = 1.9423, y se estudiaron 

ángulos de inclinación de 15°, 30°, 45° y 90°. Adicionalmente se presentan 

resultados para diferentes relaciones de expansión, ángulo de inclinación de 45°y 

𝑅𝑒𝐷 = 50. 

 

8.1 Resultados numéricos 

 

Tabla 3. Ubicación de los puntos de separación y reencuentro, y longitud de 

separación, para los ángulos estudiados. 

 

 

 

 

 

𝜶 𝒙𝒔 𝒙𝒓 𝑳𝒔 

𝟗𝟎° 0 1,36620 1,36620 

𝟒𝟓° 0,07250 1,21775 1,14525 

𝟑𝟎° 0,36270 1,14400 0,78130 

𝟏𝟓° − − − 

𝜶 𝒙𝒔 𝒙𝒓 𝑳𝒔 

𝟗𝟎° 0 0,82400 0,82400 

𝟒𝟓° 0,17260 0,72160 0,54900 

𝟑𝟎° − − − 

𝟏𝟓° − − − 

a) 𝑅𝑒𝐷 = 100 b) 𝑅𝑒𝐷 = 50 
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Figura 35. Líneas de corriente en la región cercana al escalón para varios ángulos 

de inclinación y 𝑅𝑒𝐷 = 100. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 36. Líneas de corriente en la región cercana al escalón para varios ángulos 

de inclinación y 𝑅𝑒𝐷 = 50. 

 

 

 

a) 𝛼 = 90° b) 𝛼 = 45° 

c) 𝛼 = 30° d) 𝛼 = 15° 

a) 𝛼 = 90° b) 𝛼 = 45° 

c) 𝛼 = 30° d) 𝛼 = 15° 
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Tabla 4. Ubicación de los puntos de separación y reencuentro, y longitud de 

separación, para 𝛼 = 45° y tres relaciones de expansión. 

 

 

 

 

 

Figura 37. Líneas de corriente en la región cercana al escalón para diferentes 

relaciones de expansión,  𝛼 = 45° y 𝑅𝑒𝐷 = 50  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.2 Discusión 

En las figuras 35 y 36 se observan las líneas de corriente del flujo para el canal con 

relación de expansión 𝐻/ℎ = 1,9423 y los diferentes ángulos estudiados para 𝑅𝑒𝐷 =

50 y 𝑅𝑒𝐷 = 100, se observa como la zona de recirculación se hace más pequeña 

conforme disminuye el ángulo de inclinación del escalón, para algunos casos, 

incluso, llega a ser inexistente. La tabla 3 presenta la posición de los puntos de 

𝑯/𝒉 𝒙𝒔 𝒙𝒓 𝑳𝒔 

𝟏, 𝟗𝟒𝟐𝟑 0,17260 0,72160 0,54900 

𝟐, 𝟓𝟎𝟎𝟎 0,20200 1,21000 1,00800 

𝟑, 𝟎𝟎𝟎𝟎 0,22640 1,62630 1,60366 

a) 𝐻/ℎ = 1,9423 

b) 𝐻/ℎ = 2,5 

c) 𝐻/ℎ = 3,0 
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separación y reencuentro y la longitud de separación en cada caso; los resultados 

muestran como la longitud de separación disminuye al disminuir el ángulo de 

inclinación; la separación del flujo se presenta cada vez más apartada del inicio del 

escalón conforme disminuye el ángulo de inclinación; para los casos de 𝑅𝑒𝐷 = 100 

y ángulo de 15°, y  𝑅𝑒𝐷 = 50, y ángulos de 15° y 30°, no se presenta el fenómeno 

de separación de flujo. Este comportamiento coincide con el presentado para flujo 

laminar tridimensional en [17] y para flujo turbulento en [18]. 

Al igual que en el caso del escalón recto, la longitud de separación también 

disminuye al disminuir el número de Reynolds. 

En la figura 37 se presentan las líneas de corriente del flujo par 𝑅𝑒𝐷 = 50, escalón 

con ángulo de inclinación de 45° y varias relaciones de expansión; la tabla 4 muestra 

las posiciones de los puntos de separación y reencuentro, y la longitud de 

separación para estos tres casos; la longitud de separación aumenta conforme 

aumenta la relación de expansión, la posición del punto de separación se aleja de 

la esquina donde empieza el escalón a medida que aumenta la relación, sin 

embargo, no es un aumento significativo con respecto al aumento en la longitud de 

separación. El aumento de la zona de recirculación conforme aumenta la relación 

de expansión coincide con los resultados encontrados en [16] para flujo laminar en 

un canal con escalón recto. 
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9. CONCLUSIONES 

 

- Se desarrolló una herramienta computacional para la solución bidimensional de 

las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes para bajos números de 

Reynolds. Se utilizó el método de volúmenes finitos, y esquemas de primer 

orden y segundo orden para la discretización espacial y temporal, 

respectivamente. 

 

- La comparación de los resultados obtenidos del problema Smith-Hutton, y el 

problema Driven Cavity, con las soluciones de referencia presentes en la 

literatura permitieron validar la herramienta desarrollada. 

 

- El mallado no estructurado se adapta con efectividad a cualquier geometría; 

tanto en geometrías sencillas como dominios rectangulares (donde se suele 

usar malla estructurada), como en problemas con geometrías de mayor 

complejidad, se obtienen resultados satisfactorios. Sin embargo, aumenta el 

tiempo de cálculo de la simulación debido a los elementos geométricos y el 

término del segundo gradiente de difusión que introduce. 

 

- El esquema de interpolación aguas arriba (Upwind) es de fácil implementación 

en el código computacional y garantiza resultados físicamente posibles; sin 

embargo es de bajo orden de precisión e introduce una falsa difusión, lo cual 

conlleva a errores significativos en la solución encontrada, principalmente 

cuando el problema de estudio se caracteriza por tener una gran influencia del 

término convectivo. 

 
- Se aseguró la estabilidad de las soluciones utilizando el criterio de estabilidad 

CFL con valores del número de Courant convectivo y viscoso de 0,2 y 0,35, 

respectivamente. 
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- El método del paso fraccionado resulta ser de fácil implementación en el código 

computacional y permite reducir el problema de checkerboarding en mallas 

colocadas, lo cual lo hace una técnica conveniente al usar malla no 

estructurada. 

 

- Se desarrolló un modelo matemático para la descripción del flujo laminar e 

incompresible que pasa por un canal que presenta una expansión inclinada en 

su geometría. El modelo fue validado comparando los resultados de la solución 

para el caso del problema con escalón recto con los resultados encontrados en 

la literatura. 

 
- El problema del flujo en un canal con expansión inclinada tiene una geometría 

sencilla, sin embargo, tiene características del flujo complejas, como gradientes 

de presión adversos, recirculaciones de flujo, separación reencuentro y 

redesarrollo de la capa límite. 

 
- La solución numérica del problema del flujo en un canal con expansión permite 

obtener resultados bastante aproximados de su comportamiento real estudiado 

experimentalmente, para el rango de números de Reynolds en que el flujo 

permanece bidimensional. 

 

- El uso de un esquema de discretización temporal explícito para la solución del 

problema del flujo en un canal con expansión implica que se requieran grandes 

tiempos de cálculo debido a la restricción de tiempo que introduce, ya que, en 

este problema, se requieren mallas bastante finas. 
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10. RECOMENDACIONES  

 

- En este trabajo se solucionó el problema del flujo laminar e incompresible en un 

canal con expansión; es posible continuar el desarrollo de este problema al 

incluir la solución en régimen turbulento utilizando modelos tipo LES (Large 

Eddy Simulation). 

 

- Se podría mejorar la precisión del método numérico desarrollado utilizando un 

esquema de mayor orden para la discretización espacial de los términos 

convectivos de la ecuación de transporte. 

  

- El código creado puede ser optimizado en cuanto al uso de memoria y el tiempo 

de procesamiento. También resultaría favorable aprovechar el uso de la 

programación en paralelo que permite PETSc. 

 
- El código desarrollado solo admite mallas con elementos triangulares, sin 

embargo, es posible y no resulta complicado implementar los elementos 

necesarios para poder ingresar mallas con otras formas geométricas. La 

implementación de elementos cuadráticos permitiría el uso de mallas 

estructuradas (bidimensionales). 
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ANEXO A. MÉTODOS DE SOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES 

LINEALES 

 

A continuación se dará una breve explicación de los métodos de solución de 

ecuaciones lineales que combinan un método de espacio Krylov y un 

precondicionador; se describirá brevemente el método de solución utilizado en este 

trabajo. 

 

Los métodos Krylov son actualmente los algoritmos más exitosos en la solución de 

ecuaciones lineales, funcionan mediante la formación de una serie de vectores 

lineales independientes a partir del producto de la secuencia de potencias de la 

matriz por el vector de producto inicial. Las aproximaciones a la solución se forman 

minimizando el residuo en el subespacio formado. 

𝐾𝑟(𝐴, 𝑏) = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑏, 𝐴𝑏, 𝐴2𝑏, … , 𝐴𝑟−1𝑏} 

La ecuación anterior corresponde a un subespacio Krylov de orden 𝑟, generado por 

una matriz cuadrada 𝐴 de orden 𝑛, y en vector 𝑏 de tamaño 𝑛.  

Algunos de los métodos Krylov más utilizados son: método del gradiente conjugado 

(CG), método del residuo mínimo generalizado (GMRES), y método del gradiente 

biconjugado (BICG). 

La convergencia de los métodos basados en los subespacios de Krylov mejora con 

el uso de las técnicas de precondicionamiento. Éstas consisten generalmente en 

cambiar el sistema original 𝐴𝑥 = 𝑏 por otro de idéntica solución, de forma que el 

número de condicionamiento de la matriz del nuevo sistema sea menor que el de 𝐴, 

o que tenga una mejor distribución de sus valores. 

Generalmente, se considera como matriz de precondicionamiento a 𝑀−1, de modo 

que: 𝑀−1𝐴𝑥 =  𝑀−1𝑏. 
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Los precondicionadores deben de cumplir dos requisitos: fácil implementación, 

evitando un costo computacional excesivo del producto de 𝑀−1 por un vector; y 

mejorar la convergencia del método. 

El campo de investigación de los precondicionadores es muy extenso. Algunos de 

los más usados y cuyas prestaciones son bien conocidas son: Factorizaciones ILU, 

diagonal o de Jacobi, el método SOR, y los métodos Multigrid. 

El método de solución del sistema de ecuaciones utilzado en este trabajo, consiste 

en la combinación del método del residuo mínimo generalizado (GMRES) y un 

precondicionador Multigrid algebraico. A continuación se hace una breve 

descripción de en que consisten. 

 

MÉTODO DEL RESIDUO MÍNIMO GENERALIZADO (GMRES) 

 

Fue propuesto en 1986 por Y. Saad y M. Schulz como un método iterativo por 

subespacios de Krylov para sistemas no-simétricos y no necesariamente definidos 

positivos, no requiere el cálculo de productos de 𝐴𝑇 con un vector, lo cual es una 

gran ventaja en muchos casos. 

El desarrollo del algoritmo consiste en encontrar un vector 𝑥 =  𝑥0  +  𝑉𝑦 , 

imponiendo la condición de mínimo para el residuo de la ecuación: 𝐽(𝑦)  =

‖𝑏 −  𝐴𝑥 ‖. 

Este algoritmo requiere de un elevado costo computacional y de almacenamiento 

en memoria, para solucionar esto se usa una técnica de reinicio y truncamiento que 

consiste en que se realizan n iteraciones y se comienza de nuevo a partir de la última 

iteración, de modo que no se exceda la memoria de la máquina. 
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MÉTODO DE PRECONDICIONAMIENTO MULTIGRID 

 

La principal idea del método Multigrid es acelerar la convergencia del método 

iterativo mediante correcciones hechas en cada iteración, el principio es similar a 

calcular una solución en malla basta  e interpolarla a una malla más fina. 

 

El método multigrid algebraico construye los niveles de interpolación basándose en 

la matriz del sistema, se asocian las ecuaciones de un grupo de volúmenes de 

control y a partir de ellas se obtiene una ecuación que corresponde a una malla más 

basta. Así, los coeficientes de la matriz del nivel basto se obtienen sumando los 

coeficientes de la matriz de nivel más fino. 
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ANEXO B. USO DE PETSC 

 

PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation) es una serie de 

estructuras de datos y rutinas para la implementación de aplicaciones de código 

computacional en paralelo (o serie si se requiere); utiliza el estándar MPI para la 

comunicación de paso de mensajes.  

La programación en paralelo permite mejorar la velocidad en la solución de grandes 

problemas al permitir que muchas instrucciones se realicen simultáneamente. El 

comunicador MPI es una forma de indicar una colección de procesos que se 

involucraran en el cálculo; PETSc da la opción de especificar si el programa o una 

rutina se realiza en paralelo o secuencial, o si se prefiere no se especifica y Petsc 

es quién decide según sea más conveniente.   

Es posible referirse al manual de PETSc para conocer cómo funcionan todas las 

rutinas y comandos de forma detallada, así como la explicación de la descarga e 

instalación del mismo. A continuación se dará explicación de las rutinas utilizadas 

en el código computacional creado en este trabajo, y se mostrarán ejemplos de su 

uso para un mayor entendimiento del mismo. 

 

1. PROGRAMANDO CON PETSC 

 

Para poder utilizar todas las rutinas de PETSc, es necesario incluir las librerías 

mediante la declaración: 

#inlcude “petsc.h” 

Todos los programas deben empezar con el comando: 

PetscInitialize(int *argc,char ***argv,char *file,char *help); 

Que inicializa PETSc y MPI. Los argumentos argc y argv son los argumentos de 

línea de comandos dados en todos los programas de C y C++ (Función main); el 
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argumento file indica un nombre alternativo para el archivo de opciones de Petsc, 

y help corresponde a un comando de ayuda para el programa. 

Al finalizar el programa se debe llamar el comando: 

PetscFinalize(); 

 

2. DECLARACIÓN DE VARIABLES 

 

Aparte de los tipos de variables usadas en C++, Petsc introduce otros tipos de 

variables, algunos de ellos son: 

PetscInt: Tipo de variable que representa un entero, se usa principalmente para 

representar dimensiones e indexación. 

PetscScalar: Tipo de variable que representa una número real o complejo de 

precisión double, un número real de precisión float, un long double, o un entero. 

PetscReal: Tipo de variable que representa una versión real de PetscScalar. 

Por otro lado, todas las rutinas de Petsc devuelven un entero que indica si un error 

ha ocurrido durante la ejecución del programa, esta variable se declara como: 

PetscErrorCode ierr; 

Para poder rastrear cualquier error es necesario que cada rutina se escriba de la 

siguiente forma: 

ierr = rutina de petsc; CHKERRQ(ierr); 

De esta forma se detectan los errores y se muestran en la terminal al ejecutar el 

programa.  

 

3. USO DE VECTORES 

 

Los vectores se declaran como objetos así: Vec v. Petsc provee dos tipos de vector: 

secuencial y paralelo (basado en MPI); al crear el vector es posible especificar a 
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qué tipo corresponde, o pueden utilizarse las siguientes rutinas que generan 

automáticamente el tipo de vector apropiado según el caso: 

VecCreate(MPI Comm comm,Vec *v); 

VecSetSizes(Vec v, int m, int M);  

VecSetFromOptions(Vec v); 

La variable comm declarada como MPI Comm es el comunicador que corresponde a 

un grupo de procesos sobre el que se realiza la comunicación. M es el número de 

componentes totales del vector, y m indica el número de componentes que se 

guardarán en el proceso local, es posible dejar que PETSc sea quien determine este 

valor mediante el argumento PETSC_DECIDE. 

Para el llenado del vector, es posible asignar un valor singular a todos los 

componentes del vector con el comando: 

VecSet(Vec v,PetscScalar valor); 

Para asignar valores individuales a los componentes se utiliza el comando: 

VecSetValues(Vec v,int n,int *indices,PetscScalar 

*values,INSERT VALUES); 

El argumento n establece el número de componentes a los que se asignará un valor, 

el array de tipo entero contiene los índices de los componentes, y el array de tipo 

PetscScalar contiene los valores que se van a insertar. 

Una vez se hayan ingresado todos los valores del vector, es necesario llamar los 

siguientes comandos para ensamblar el vector: 

VecAssemblyBegin(Vec v); 

VecAssemblyEnd(Vec v); 

Para acceder a los elementos del vector se utiliza el siguiente comando, el cual 

permite obtener un puntero con los valores del vector. 

VecGetArray(Vec v,PetscScalar **array); 
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Cuando ya no se necesiten los valores, es necesario devolverlos mediante el 

comando: 

VecRestoreArray(Vec v, PetscScalar **array); 

Finalmente cuando un vector ya no se necesite debe ser destruido con el comando: 

VecDestroy(Vec *v);  

 

EJEMPLO 

A continuación se presenta un ejemplo tomado del código computacional 

desarrollado en este trabajo para la aplicación del uso de vectores. 

El ejemplo muestra cómo se crea y se llena un vector (Vec vec_ap0) para guardar 

los valores de un coeficiente en cada celda (el número de celdas se define 

anteriormente en el código como int n_vc). Para calcular el valor del coeficiente, 

se necesita el valor del volumen en cada celda, el cual se tiene guardado en un 

vector (Vec vec_volumen) que se creó y llenó anteriormente en el código. La 

variable para obtener los valores de volumen se declara como PetscScalar 

*volumenvc. 

... 

VecCreate(PETSC_COMM_WORLD,&vec_ap0); 

VecSetSizes(vec_ap0,PETSC_DECIDE,n_vc); 

VecSetFromOptions(vec_ap0); 

VecGetArray(vec_volumen,&volumenvc); 

for (i=0;i<n_vc;i++) 

{ 

ap_0=densidad*volumenvc[i]/timestep; 

VecSetValues(vec_ap0,1,&i,&ap_0,INSERT_VALUES); 

} 

VecRestoreArray(vec_volumen,&volumenvc); 
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ierr = VecAssemblyBegin(vec_ap0); 

ierr = VecAssemblyEnd(vec_ap0); 

... 

 

4. USO DE MATRICES 

  

Las matrices se declaran como objetos así: Mat A. Petsc provee una variedad de 

tipos de matrices: matrices densas y dispersas, ambas en versiones secuenciales 

o paralelas), también tiene otros formatos especializados.  

La rutina más sencilla para crear un matriz es la siguiente: 

MatCreate(MPI Comm comm,Mat *A); 

MatSetSizes(Mat A,int m,int n,int M,int N); 

Esta rutina genera una matriz secuencial si se corre un proceso, o una matriz 

paralela si se corren dos o más procesos. Los argumentos M y N designan el tamaño 

global de la matriz; m y n designan el tamaño local, estos últimos pueden 

establecerse como PETSC_DECIDE, de modo que sea PETSc quien determine este 

valor. 

Para ingresar valores a una matriz se utiliza el comando: 

MatSetValues(Mat A,int m,const int idxm[],int n,const int 

idxn[],const PetscScalar values[],INSERT VALUES); 

Esta rutina inserta un bloque de valores de dimensión m*n a la matriz, Los índices 

idxm y idxn, indican los números de fila y columna donde se ingresaran los 

valores, respectivamente. El argumento values[] es un array bidimensional que 

contiene los valores a ingresar a la matriz. 

Luego de que se han ingresado los elementos a la matriz se deben ensamblar antes 

de poder ser usados, esto se hace mediante las rutinas: 
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MatAssemblyBegin(Mat A,MAT FINAL ASSEMBLY); 

MatAssemblyEnd(Mat A,MAT FINAL ASSEMBLY); 

Una vez la matriz es ensamblada, se compacta y puede ser utilizada en 

operaciones; las posiciones que no se hallan llenado con ningún valor se pierden al 

comprimirse la matriz, si estas posiciones serán usadas posteriormente, se deben 

insertar ceros en ellas antes de utilizar las rutinas mencionadas. 

Para acceder a los elementos de la matriz se utiliza el comando: 

MatGetRow(Mat A,int row, int *ncols,const PetscInt 

(*cols)[],const PetscScalar (*vals)[]); 

El argumento ncols devuelve el número de elementos con valor diferente de cero 

en la fila row, mientras cols y vals devuelven los índices de las columnas y los 

valores de la fila. Si uno de estos elementos no se requiere es posible utilizar 

PETSC_NULL como argumento en lugar del otro. Los valores extraídos de la matriz 

con este comando no pueden ser modificados. 

Una vez se haya finalizado el uso de una fila es necesario liberar el espacio de 

memoria mediante el siguiente comando:   

MatRestoreRow(Mat A,int row,int *ncols,int **cols,PetscScalar 

**vals); 

Finalmente cuando una matriz ya no se necesite debe ser destruida con el comando: 

MatDestroy(Mat *A);  

 

EJEMPLO 

A continuación se presenta un ejemplo tomado del código computacional 

desarrollado en este trabajo para la aplicación del uso de matrices. 

El ejemplo muestra cómo se crea y se llena una matriz (Mat mat_coord) para 

guardar los valores de las coordenadas del centroide de cada celda (el número de 
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celdas se define anteriormente en el código como int vc). Para calcular el valor 

del centroide se necesitan los índices de los vértices que pertenecen a la celda, y 

sus coordenadas; los índices de los vértices se obtuvieron anteriormente y se 

encuentran en la matriz Mat matriz_vc, sus valores se obtienen mediante la 

variable const PetscScalar *vertvc; las coordenadas de los vértices también 

se obtuvieron anteriormente y se encuentran en la matriz  Mat matriz_n, sus 

valores se obtienen mediante la variable const PetscScalar *coordvert.  

... 

MatCreate(PETSC_COMM_WORLD,&matriz_coord); 

MatSetSizes(matriz_coord,PETSC_DECIDE,PETSC_DECIDE,vc,2); 

MatSetFromOptions(matriz_coord); 

MatSetUp(matriz_coord); 

... 

for (j=0;j<vc;j++) 

{  

 MatGetRow(matriz_vc,j,PETSC_NULL,PETSC_NULL,&vertvc); 

 for (i=0;i<3;i++) 

 { 

 k=vertvc[i]; 

 MatGetRow(matriz_n,k,PETSC_NULL,PETSC_NULL,&coordvert); 

 vertx[i]=coordvert[0]; 

 verty[i]=coordvert[1]; 

 MatRestoreRow(matriz_n,k,PETSC_NULL,PETSC_NULL,&coordvert); 

 } 

value[0]=(vertx[0]+vertx[1]+vertx[2])/3; 

value[1]=(verty[0]+verty[1]+verty[2])/3; 

MatSetValues(matriz_coord,1,&j,2,col,value,INSERT_VALUES); 

... 

MatRestoreRow(matriz_vc,j,PETSC_NULL,PETSC_NULL,&vertvc); 

} 

MatAssemblyBegin(matriz_coord,MAT_FINAL_ASSEMBLY); 

MatAssemblyEnd(matriz_coord,MAT_FINAL_ASSEMBLY); 
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... 

 

5. SOLUCIÓN DE ECUACIONES LINEALES 

 

El objeto KSP permite el acceso a todos los paquetes de solucionadores de sistemas 

lineales que provee PETSc; el sistema de ecuaciones a resolver debe ser de la 

forma: 

𝐴𝑥 = 𝑏 

Donde 𝐴 denota una matriz que representa un operador lineal, 𝑏 es el vector del 

lado derecho de la ecuación y 𝑥 es el vector solución. KSP  utiliza las mismas 

secuencias para solucionadores directos e iterativos. 

Para solucionar un sistema de ecuaciones lineales con KSP primero se debe crear 

la interface con el comando: 

KSPCreate(MPI Comm comm,KSP *ksp); 

Además se deben especificar las matrices asociadas con el sistema de ecuaciones: 

KSPSetOperators(KSP ksp,Mat Amat,Mat Pmat,MatStructure flag); 

 

Los argumentos Amat y Pmat son el mismo valor y representan la matriz que define 

el sistema lineal. El argumento flag puede ser usado para eliminar trabajo 

innecesario cuando se solucionan repetidamente sistemas lineales del mismo 

tamaño con el mismo  precondicionador, cuando se resuelve solo un sistema de 

ecuaciones se puede ignorar este argumento; en el caso de no conocer la estructura 

de la matriz antes de solucionar el sistema, se debe designar el argumento flag 

como DIFFERENT_NONZERO_PATTERN. 

Para la solución de sistemas de ecuaciones lineales Petsc permite la combinación 

de un método de sub-espacio Krylov  y un precondicionador.  
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En la siguiente tabla se muestran los métodos de subespacio Krylov que ofrece 

PETSc con el nombre de su respectivo comando de llamado. 

Método KSPType 

Richardson KSPRICHARDSON 

Chebyshev KSPCHEBYSHEV 

Gradiente Conjugado KSPCG 

Gradiente Biconjugado KSPBICG 

Mínimos Residuos Generalizado KSPGMRES 

Mínimos Residuos Generalizado Flexible KSPFGMRES 

Mínimos Residuos Generalizado Reducido KSPDGMRES 

Residuos Conjugados Generalizado KSPGCR 

Gradiente Biconjugado STAB KSPBCGS 

Gradiente Conjugado Cuadrado KSPCGS 

Transpuesta Libre de Residuo Cuasi-Mínimo (1) KSPTFQMR 

Transpuesta Libre de Residuo Cuasi-Mínimo (2) KSPTCQMR 

Residuo Conjugado KSPCR 

Mínimos Cuadrados KSPLSQR 

Opción sin método KSP KSPPREONLY 

 

Para definir el método a utilizar se utiliza el comando: 

KSPSetType(KSP ksp,KSPType method); 

El argumento method puede ser cualquiera de los listados en la tabla anterior. Es 

posible definir opciones específicas según el método que se escoja, sin embargo, 

ese tema no es de relevancia aquí, luego no será abordado. 

En la siguiente tabla se muestran las opciones de precondicionadores disponibles 

en PETSc; en esta se encuentran divididos, los primeros corresponden a aquellos 

que pueden ser usados sin subespacio Krylov (KSPPREONLY), para los otros es 

necesario definir un método de subspacio Krylov.  
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Método PCType 

Jacobi PCJACOBI 

Jacobi en Bloque PCBJACOBI 

SOR ( y SSOR) PCSOR 

SOR con el truco Eisenstat PCEISENSTAT 

Cholesky Incompleta PCICC 

LU Incompleta PCILU 

Schwarz Aditivo PCASM 

Multigrid algebraico PCGAMG 

Método de Solución Lineal PCKSP 

Combinación de Precondicionadores PCCOMPOSITE 

LU PCLU 

Cholesky PCCHOLESKY 

Sin Precondicionador PCNONE 

Opción para que el usuario defina el precondicionador PCSHELL 

 

Para definir el precondicionador a usar se utilizan las siguientes rutinas: 

KSPGetPC(KSP ksp,PC *pc); 

PCSetType(PC pc,PCType type); 

El argumento type puede ser cualquiera de los listados en la tabla anterior. 

 

Una vez definido el método y el precondicionador se deben utilizar las siguientes 

rutinas para realizar cualquier configuración necesaria del solucionador: 

KSPSetFromOptions(KSP ksp); 

KSPSetUp(KSP ksp); 

 

Con todo lo anterior ya es posible solucionar el sistema de ecuaciones mediante el 

comando: 

KSPSolve(KSP ksp,Vec b,Vec x); 
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Donde el argumento b corresponde al vector del lado derecho de la ecuación, y x 

es el vector solución. 

Finalmente cuando el espacio KSP ya no se necesite debe ser destruido con el 

comando: 

KSPDestroy(KSP *ksp); 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



116 
 

ANEXO C. CÓDIGO COMPUTACIONAL DESARROLLADO 

 

1. ARCHIVO DE LA FUNCIÓN MAIN  
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2. ARCHIVO DE ENCABEZADO DE LA CLASE GEOM 
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3. ARCHIVO DE CÓDIGO FUENTE DE LA CLASE GEOM  
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4. ARCHIVO DE ENCABEZADO DE LA CLASE FRONTERA 
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5. ARCHIVO DE CÓDIGO FUENTE DE LA CLASE FRONTERA 
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6. ARCHIVO DE ENCABEZADO DE LA CLASE DIFUSIVO 
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7. ARCHIVO DE CÓDIGO FUENTE DE LA CLASE DIFUSIVO 
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8. ARCHIVO DE ENCABEZADO DE LA CLASE GRADIENTE 
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9. ARCHIVO DE CÓDIGO FUENTE DE LA CLASE GRADIENTE 
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10. ARCHIVO DE ENCABEZADO DE LA CLASE CONVECTIVO 
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11. ARCHIVO DE CÓDIGO FUENTE DE LA CLASE CONVECTIVO 
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12. ARCHIVO DE ENCABEZADO DE LA CLASE TERMINDEP 
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13. ARCHIVO DE CÓDIGO FUENTE DE LA CLASE TERMINDEP 
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14. ARCHIVO DE ENCABEZADO DE LA CLASE RESULTADOS 

 

15. ARCHIVO DE CÓDIGO FUENTE DE LA CLASE RESULTADOS 
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16. ARCHIVO DE ENCABEZADO DE LA CLASE SOLESTABLE 
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17. ARCHIVO DE CÓDIGO FUENTE DE LA CLASE SOLESTABLE 
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18. ARCHIVO DE ENCABEZADO DE LA CLASE SOLEXPLÍCITO 
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19. ARCHIVO DE CÓDIGO FUENTE DE LA CLASE SOLEXPLICITO 
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20. ARCHIVO DE ENCABEZADO DE LA CLASE FRACTIONAL 
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21. ARCHIVO DE CÓDIGO FUENTE DE LA CLASE FRACTIONAL 
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